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Resumo

Neste trabalho apresentamos um estudo das principais técnicas de geracao de
malhas poligonais, a partir de superficies descritas matematicamente por fungoes im-

plicitas, isto é, superficies definidas pelo conjunto
S=[70)={XeR’ | f(X)=0},

onde f : R® — R e f ¢, pelo menos, de classe C2. Mostramos um método para obter
as curvaturas gaussiana e média dessas superficies a partir do vetor Vf para cada
ponto de S. Abordamos questdes como a preservagao de caracteristicas geométricas e
topologicas do objeto grafico.

Dentre os métodos estudados, ressaltamos o algoritmo Marching Triangles, que
gera uma malha a partir de um ponto arbitrario p sobre a superficie S e um referencial
local, usando a abordagem do avango de frentes. Em sua implementagao, usamos o raio
de curvatura, calculado a partir da curvatura normal maxima absoluta da superficie
em cada ponto p pertencente a S, para adaptar o comprimento das arestas da malha

triangular a geometria local da superficie S.



Abstract

In this work we present a study about the main techniques of surfaces meshes

generation, described by implicit functions, that is, surfaces defined by the set
S=fH0)={XeR’ | f(X)=0},

where f:R?® — R and f is, at least, C2. We discuss aspects involving his preservation
of graphic object’s geometry and topology.

As special method we cite the Marching Triangles that generates a mesh starting
from an arbitrary point p on surface S and a local referencial, using advancing fronts
approach. In our implementation, we use the radius of curvature, calculated from
surface’s absolute maximum normal curvature in each point p in S and the triangular

mesh, to adapt the edges length of the mesh to the local geometry.
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Capitulo 1

Introducao

Aproximacoes poligonais de objetos geométricos sao comumente usadas para re-
presentar uma versao discreta desses objetos em meios computacionais. Essa repre-
sentacao discreta deve contemplar as caracteristicas geométricas (relagoes métricas)
e topologicas (relagoes de conectividade) do objeto geométrico em questao, ou seja,
a aproximacao deve capturar de forma mais fiel possivel as informacoes contidas nos
dados amostrados. O processo de construir uma aproximacao poligonal de objetos
geométricos no computador é denominado de poligonalizagao.

Uma aproximacao poligonal ou poligonizacao de superficies pode ser obtida através
da interpolagao de pontos amostrados ou a aproximagao de representacoes exatas, for-
mando uma malha, conhecida como superficie poliédrica que, por sua vez, é composta
por um conjunto de faces planares, geralmente triangulares, delimitadas por vértices e
arestas.

Métodos de poligonizacao de superficies devem satisfazer, no minimo, os seguintes
requisitos [5]: consisténcia topologica com o modelo original, tempo de execugao acei-
tavel (complexidade), conectividade automatica dos vértices para a formagao de cada
face, e também, um ntmero limitado de faces da malha para permitir aplicacoes iter-
ativas.

Uma superficie no espaco euclidiano pode ser representada de diversas formas:
podemos ter um conjunto de pontos, obtido pela varredura de um objeto real ou por

uma simula¢ao; uma férmula matemaética ou por métodos procedurais. Em nosso tra-
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balho, os objetos geométricos de interesse sao superficies descritas implicitamente por
formulas matematicas, também conhecidas como superficies implicitas.

Os objetos geonétricos podem ser descritos matematicamente de duas formas:
descrigdo paramétrica e descrigao implicita [7]: paramétrica e implicita. A descrigao
paramétrica é a mais popular nos processos graficos. Nesta descricao os pontos que
constituem o objeto de interesse sao dados diretamente por uma parametrizacao local
que define uma aplicacao do espaco dos parametros no espago do objeto. Na descrigao
implicita, o conjunto de pontos que pertencem a uma superficie é determinado pelo
conjunto de pontos do espaco S = f~1(0) ={X € R | f(X) =0}, onde f:R>— R.
Em outras palavras, o conjunto de pontos pertencentes a um objeto implicito ¢ dado de
forma indireta através de uma funcao que define a relacao das coordenadas dos pontos
do objeto.

A partir de meados dos anos 80, com os trabalhos de Allgower e Bloomen-
thal [4,34], a representagao implicita de objetos geométricos passou a receber muita
atencao na comunidade de computaccao grafica devido as facilidades que oferece para
modelar objetos complexos, com formas suaves e topologia arbitraria [17]. Atualmente,
a literatura especializada apresenta varias métodos de poligonizagao de superficies.

Os diversos métodos de poligonizacao de superficies entre si pela forma como sao
realizadas as etapas de amostragem e estruturagao, onde a amostragem consiste na
determinacao dos pontos que definem o objeto geométrico e a estruturacao trata da
criacao de uma estrutura para os pontos, de forma a garantir as adjacéncias, e repre-
sentar a aproximagao poligonal, ou seja, a estruturacao estabelece uma organizacao
combinatorial consistente com o objeto amostrado. Podemos dizer que a estruturagao
estd intimamente relacionada com a topologia do objeto.

Esses métodos, em sua grande maioria, empregam a particao do espaco ambiente,
isto é, o espaco onde o objeto geométrico (superficie) esta imerso é particionado em
células, com a forma de cubos ou de tetraedros, e procuram gerar uma malha poligo-
nal a partir da determinacao dos pontos de intersecao dessas células com a superficie
dada, caracterizando um processo de amostragem, e da interpolacao desses pontos,
configurando o processo de estruturacgao.

Existem algumas tentativas de classificar os métodos de poligonizagao de superfi-

cies implicitas. Bloomenthal [4,6] propoe uma classifica¢ao de acordo com a abordagem
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usada pelo algoritmo para determinar os pontos do objeto geométrico e o uso, ou nao,
de critérios adaptativos a partir da extragao de informagoes do objeto, de modo a rea-
lizar etapas de refinamento durante a obtencao de pontos. Figueiredo [7,14] sugere a
classificacao dos algoritmos em funcao das duas etapas: amostragem e estruturacao.

Aratjo e Jorge [30] apresentam uma classificacdo semelhante a de Bloomenthal,
onde o critério considerado é a forma como os pontos da superficie sao calculados: a
partir do particionamento do espago ou a partir de um ponto conhecido (ou suficiente-
mente) proximo do objeto e Carvalho [33] classifica os métodos de acordo com o tipo da
malha obtida em métodos simpliciais (malhas triangulares) e métodos nao simpliciais.

Em nosso trabalho, faremos uma classificacao, de acordo com a forma como é
realizada a amostragem em métodos geométricos e em métodos pseudo-fisicos.

Os métodos geométricos tem duas abordagens que denominamos particionamento
celular ou volumétrico e rastreio de superficies. Nos métodos volumétricos, a amostragem
dos pontos sobre a superficie é feito considerando o espago onde o objeto esta imerso,
e em rastreio de superficies a amostragem é realizada diretamente sobre o objeto que
esta sendo modelado.

Os métodos Pseudo-fisicos, também chamados de métodos baseados em fisica,
modelos matemaéticos do movimento, com ou sem amortecimento, sao usados para
simular o movimento de particulas, que representarao os pontos sobre a superficie con-
siderada. Esses modelos matematicos sao equagoes diferenciais que governam o movi-
mento de cada ponto. A solugao do sistema de equacgoes diferenciais, que modelam o
movimento das particulas, buscam encontrar a posicao de equilibrio e esta deve ocor-
rer sobre a superficie, determinando, assim, uma amostra dos pontos sobre a superficie
dada.

Dentre os métodos estudados, entendemos que a obtencao de um algoritmo que
satisfaca os requisitos basicos ainda é um desafio. Os algoritmos analisados exigem que
os objetos geométricos sejam regulares, do ponto de vista da Geometria Diferencial, no
minimo de classe C'.

Nosso trabalho objetiva apresentar um estudo das diversas técnicas para constru-
¢ao de uma aproximagao poligonal conveniente a partir de objetos geométricos bidi-
mensionais (superficies) definidos de forma implicita. Com esse intuito, apresentamos

uma revisao dos métodos de poligonizacao mais conhecidos e, posteriormente, uma
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implementagao do método marching triangles [30,31], onde uma aproximagao polino-
mial, adaptativa e robusta, é obtida pela adaptacao da geometria do objeto implicito,
usando a curvatura local exata para controlar o comprimento da aresta da malha em
cada ponto amostrado, e a abordagem de avanco de frentes para a geracao da malha.
Com isso, obtemos uma malha razoavelmente uniforme, com a geometria aproximada
e a topologia exata do objeto amostrado utilizando uma estruturacao (ou estrutura de

dados) bastante simples.

1.1 Organizacao do Trabalho

No Capitulo 2 apresentamos resultados mateméaticos importantes para o entendi-
mento dos métodos analisados. Dentre esses resultados destacamos o estudo da Apli-
cacao Normal de Gauss para superficies implicitas e do Operador de Weingarten em
R3.

No Capitulo 3 apresentamos uma revisao dos métodos usados para resolver o
problema de poligonizacao de superficies implicitas.

No Capitulo 4 discutimos, em detalhes, o método Marching Triangles dependente
de curvatura e a implementacao proposta.

No Capitulo 5 apresentamos os detalhes de implementacao e os resultados obtidos.

Finalmente, no Capitulo 6 fazemos os comentarios finais, com as conclusoes e

possiveis trabalhos futuros.



Capitulo 2

Resultados Importantes

Neste capitulo apresentamos, de uma forma sucinta, os principais resultados

matemaéticos usados nos métodos de poligonizagao estudados.

2.1 Superficies Regulares

Segundo Gomes e Velho [18], um objeto grafico ¢ um subconjunto S C R™,
juntamente com uma funcao f : S C R™ — R", onde S é chamado de suporte
geométrico e determina a geometria (as relagdes métricas) e a topologia (relagdes de
conectividade) do objeto. A funcdo f é chamada de fungao de atributos e especifica as
propriedades do objeto grafico. Os objetos gréficos sao classificados de acordo com a
dimensao do seu suporte geométrico. Os mais relevantes objetos para a Computagao
Gréafica sdo: ponto (dimensao zero), curvas (unidimensionais), superficies e imagens
(bidimensionais), volumes ou objetos espaciais (tridimensionais).

As superficies sao objetos graficos bidimensionais que "moram" no espaco tridi-
mensional. Nos processos graficos, a descricao matematica mais popular desses objetos
é a paramétrica, onde os pontos que constituem o objeto grafico de interesse sao dados
diretamente por uma parametrizagao local que define uma aplicacao do espaco dos
parametros no espago do objeto. Com o desenvolvimento e sofisticacao crescente na
area na modelagem de objetos tridimensionais, a partir dos anos 80, o interesse pela
descricao implicita dos objeto gréaficos tem crescido significativamente, com o surgi-

mento de véarios trabalhos nesse tema. Nesta formulagao, os pontos pertencentes ao
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objeto sao dados indiretamente através de uma funcao que define a relacao dos pontos
do espago tridimensional com o objeto.

Segundo DoCarmo [21] uma superficie regular é uma figura geométrica onde faz
sentido falar em plano tangente em todos os seus pontos, definida parametricamente
por:

Definicao 2.1 Um subconjunto S do Espaco Euclidiano R® € uma superficie reqular

se, para cada ponto p € S, existe uma vizinhanca V de p em R3 e uma aplicacdo
f:U—=>VNS de um aberto U C R? sobre VNS C R? tal que (Figura 2.1)

(i) A aplicacao f € diferencidvel, isto €, dados f(u,v) = (x(u,v),y(u,v), z(u,v)),
(u,v) € U, todas as derivadas parciais das fungoes x(u,v), y(u,v) e z(u,v) exis-

tem e sao continuas em U.
(11) f é um homeomorfismo, isto é, f é bijetiva e continua, e possui inversa continua.

(i) Para todo q € U a diferencial df, : R* — R? € injetiva, ou seja, existe o plano

tangente a S para todo ¢ = (u,v) tal que p = f(q).

(fiuw, ), f(u,v), fu,v))

Figura 2.1: Superficie regular [21].

Geometricamente, uma superficie ser regular significa que nao possui "bicos" e
auto-interse¢oes (Figura 2.2), que é a condi¢do necesséria para a existéncia de plano
tangente em todos os pontos da superficie, sem ambigiiidades.

Para ampliarmos a definicao acima para superficies com bordo também devemos

considerar f como uma aplicacao do semi-disco unitério

D={(z,y) e R}’ +¢y* <1 e y >0}



’ (a)

Figura 2.2: auto-intersegoes e bicos [21].

do semi-plano {(z,y) € R%*y > 0}. Nesse caso nos pontos do bordo de S, a vizin-
hanga coordenada V' (S é homeomorfa ao semi-disco D e nos pontos interiores de S
a vizinhanga coordenada V' (]S é homeomorfa ao conjunto aberto U.

F Y

Figura 2.3: Homeomorfismo em semi-disco [18|

Os vetores tangentes f, e f,, em relagao aos parametros v e v, e o vetor normal
unitario N da superficie em um ponto qualquer p = f(u,v) sdo dados, respectivamente,

por:
_ (Ox Oy Oz B 8_:6 @ %
Julu,v) = (8u’ ou’ 8u) ’ Jolu,v) = (81}’ ov’ 81}) ’

u,v) = fulw,v) % fulu, v)
N(u,v) || fulu, v) X fo(u,v)||’

onde os vetores f,(u,v) e f,(u,v) controlam o lugar geométrico da superficie S e os

vetores normais N(u,v) a suavidade de S. A fungao f é uma parametrizagdo ou um
sistema de coordenadas locais em uma vizinhanca de p de S.

Uma outra forma de descrever uma superficie é usando a forma implicita, ou seja,
uma superficie S C R? é descrita pela imagem inversa de uma funcao diferencidvel

f: W CR?®— R, onde W é um conjunto aberto que contém S.

S:f_1<a) :{(ZL‘,y,Z) ew | f($7y7z) :(L}
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Para preservar as suas caracteristicas geométricas (superficie regular) o gradiente de f

nao deve se anular nos pontos de S, ou seja:

V= grad(f) = (af of of )#o

ox’ By’ 0z
e, neste caso, dizemos que a € f(W) é um valor regular de f.
O gradiente de f ¢ uma fungao de W C R?® em R?, assim seu diferencial d(V f) é

a matriz 3 x 3, conhecida como matriz Hessiana de f, onde:

02 f 02 f 02 f

0x1011 01012 0x10x3
_ _ | ey o 9 f

d(Vf) Hf(xl’ L2, IL‘3) 0x20T1 0x20T2 Oxo0x3
A2 f 92 f 92 f

al‘gaxl al‘gawg 8:1:38:133

A seguinte proposigao, cuja demonstragao encontra-se em [21], nos da as condigoes
necessérias para que uma funcao f : U C R® — R seja uma superficie regular.

Proposigao 2.2 Se f : U C R®> — R ¢é uma funcao diferencidvel e a € f(U) é um

valor regular de f, entao f~'(a) é uma superficie reqular de R3.

Uma das caracteristicas desta descricao é a facilidade na determinacao de ponto-
conjunto, uma vez que a fungao f, assim definida, divide os pontos do espago onde esta

definida, em trés conjuntos. Por exemplo, se considerarmos
S=f10), f:WcCR*—=R,

uma superficie fechada, podemos dizer que o conjunto {p € W; f(p) < 0} é formado
pelos pontos p € W que estdao no interior da superficie S, {p € W; f(p) =0} = S e
{p € W; f(P) > 0} é o conjunto dos pontos exteriores a superficie S.

Na proxima secao, apresentaremos alguns resultados que permitem a captura da
geometria local das superficies regulares. Eles estao intimamente relacionados com a
questao de orientabilidade e garantem a existéncia de um plano tangente em qualquer

ponto de S [21].

2.1.1 Aplicagao Normal de Gauss

A Aplicagao Normal de Gauss fornece uma medida de quao rapidamente o vetor normal
de uma superficie regular .S varia em uma vizinhan¢a de um ponto p € S. Essa medida

esté diretamente relacionada com a curvatura da superficie S em p.
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Uma superficie que admite uma aplicacao diferenciavel N : U C S — R? que
associa a cada ¢ € U um vetor normal unitério N(q) € R? a superficie S no ponto ¢, é
dita orientavel e a aplicacao N denominada de campo difirencidvel de vetores normais
no aberto U C S.

A escolha desse campo N é chamada de orientagao de S. A existéncia de vetores
normais a superficie em todo ponto p € S, determina um campo diferenciével sobre S,
garante a existéncia de um plano tangente a superficie em cada ponto p € S, denotado
por T,(S), e induz a sua orientagao [21].

Definicao 2.3 Seja S C R® uma superficie com uma orientacio N. A aplicacdo

N : S — R? toma seus valores na esfera unitdria
S ={(n,y,2) eR® 2® + 9> + 22 =1}

é chamada de Aplicagio Normal de Gauss da Superficie S.

Figura 2.4: Aplicagao Normal de Gauss [21].

A Aplicacao Normal de Gauss ¢ diferenciavel e sua diferencial, denotada por dN,,,
é uma aplicacao linear que leva vetores do plano tangente da superficie S em p, em

vetores no plano tangente da esfera unitéria S? em N(p), ou seja,
AN, : T,(S) — T (S?)
Como os planos T,(S) e Ty (S?) sdo paralelos, considera-se
dN, : T,(S) — T,(9).

A aplicacao dN, : T,(S) — T,(S) opera como segue: Para cada curva parametrizada
diferenciavel a(t) sobre a superficie S, com a(0) = p e o/(0) = v € T,(5), considere

uma curva parametrizada N o a(t) = N(t) na esfera S? (Figura 2.5).
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N(@t)  N(p)

o'(0)=v

Figura 2.5: Caminho diferenciavel sobre a sela [21].

O vetor tangente N'(0) = dN,(a/(0)) em 7,S mede a taxa de variagdo do vetor
normal unitario N, restrito & curva a(t) em ¢t = 0. Geometricamente, a funcao dN,
mede quanto N "afasta-se" de N(p) em uma vizinhaga de p. A aplicagdo linear dN,
independe da escolha da curva a(t) € S, isto &, dN,(v) depende apenas das coordenadas
do vetor v = ’(0) e ndo do comportamento da curva nas vizinhangas de p = «(0).

Observe que

N'(0) = (N o a(t)io = dN,(e/(0)) = AN, 0 a'(0)

cuja notagao matricial é
DN, (c/(0)) = DNy - &'(0) = DN, - v.

Definicao 2.4 Seja C' uma curva reqular em S que passa por um ponto p € S, k a
curvatura de C em p e cos § = (n,N), onde n é o vetor normal unitdrio a C e N € o

normal unitdario de S em p. O nidmero
k, =k - cosf
denomina-se curvatura normal de C' C S em p.

Proposicao 2.5 (Meusnier) Todas as curvas sobre uma superficie S que possuem

uma mesma reta tangente em p € S tem a mesma curvatura normal em p € S.

A proposicao acima nos permite falar da curvatura normal ao longo de uma dada
diregdo em p, ou seja, dado um vetor unitario v € T,,(5), a interse¢ao de S com o plano
que contém v e N(p) é chamada de se¢do normal de S em p na dire¢ao de v, portanto, a
proposicao acima afirma que o valor absoluto da curvatura normal em p de uma curva
a(t) € S, tal que v = /(0), é igual a curvatura da segao normal de S em p na diregao

de v.
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Proposicao 2.6 A diferencial dN, : T,S — T,S da Aplicagao Normal de Gauss é

uma aplicacao auto-adjunta.

Uma vez que dN,, ¢ linear e auto-adjunta (veja apéndice A), podemos associé-la
a uma forma quadratica Q(v) = —(dN,(v),v), onde v € T,,S e que para cada p € S
existe uma base ortonormal {by, by} de T,,(.S) tal que a matriz associada a dN,, relativa
a esta base ¢ diagonal e dN,(by) = —kiby e dN,(b2) = —kabe, onde —k; e —ky s@o
os autovalores e b; e by sao os autovetores associados. Além disso, os elementos da
diagonal sdo os negativos méaximo e o minimo da forma quadratica correspondente
restrita ao circulo unitéario de 7,(5) [22].
Definicao 2.7 A curvatura normal mdzima e a curvatura normal minima, denotadas
respectivamente por ki e ko, sio denominadas curvaturas principais em p. Suas diregoes

correspondentes, dadas pelos autovetores by e by sao chamadas de direcoes principais

em p.

O determinante da matriz associada a aplicacdo dN,, ¢ o produto (—ky)(—k2) =

k1ks das curvaturas principais e é chamado de Curvatura Gaussiana K de S em p . Ja

ky + k
o negativo da metade do traco de dN,, %, ¢ chamado de curvatura Média H de
S em P, ou seja,
ky + k
K=kk o H——I;Z. (2.1)

Maiores detalhes sobre este item, assim como as demosntracoes das proposicoes citadas

encontram-se em DoCarmo [21].

2.2 Aplicacao de Weingarten

Os vetores normais unitéarios a superficie S em p N(p) e V f(p) sdo ortogonais a
T,(S), onde p € S = f~1(0). Assim, podemos definir uma fungio o : W C R* — R de
_ ; — 1
forma que N(p) = a(p)V f(p), ou seja, a(p) = INZIOIE
Consideremos as funcoes o : W C R®* = Re N : W C R? — R3, de tal forma que
N(p) = N(p) para todo p € S. O campo vetorial N ¢ uma extensiao de N, definido no

mesmo dominio de f [23,32|. Logo podemos escrever
N:WcCR®—R?

N(p) = a(p) - V£ (p).
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Seja L uma aplicagdo de T,(S) em T,(S) definida por L(v) = d]vp(v), chamada de
aplicacio de Weingarten [32]. Como N(p) = N(p) para todo p € S temos L(v) =
dN,(v) para todo p € S.

Os elementos lg associada a transformagao L com relacao a uma base ortonormal,

{b1, b2}, do plano tangente a superficie S em p sdo dados pela expressao:
lij = (bi, L(b;)) = b;L(by),
onde b¢ denota a transposta do vetor b; e

B L(by) by b L(bs) by
By L(by) by b L(bs) by

l:

O determinante e a metade do trago da matriz [, definida no paragrafo anterior,
determinam as curvatura Gaussiana e média, de S em p, respectivamente [21,32].

Para facilitar os calculos, Hartmann [31] sugere considerar as bases {ci, ¢},

{c2,c3} e {c1,c3}, onde

cp = Vf(p) X e = (07 Jes _fy)
Cp = Vf(p) X ey = (_f2707 fl")
c3 = Vf(p) X ez = (fya _focao)

as quais podem ser ortonormalizadas usando, por exemplo, o processo de Gram-

Schmidt obtendo

C1 1

b = T (Oafza_f )7
' el el !
Co 1
by = == (=f:0,f2) e
> 7 Tl el
C3 1
by = T = (fys —f2,0)
’ el [lesl] ™

A partir das curvaturas Gaussiana e média podemos determinar o valor das curvaturas
principais através da relagdo dada em (2.1) que correspondem a soma e ao produto das

raizes de uma equacao do segundo grau:

2 —2Hx+K =0



cujas raizes sao:

ky = H+ VH? — 4K
ky = H—VH? — 4K

14

(2.2)



Capitulo 3

Métodos de Poligonizacao de

Superficies Implicitas

3.1 Introducao

Neste capitulo, discutiremos os principais métodos utilizados para a poligoniza-
¢ao de superficies definidas implicitamente por equa¢oes matematicas. Como j& men-
cionamos, obter uma representacao poligonal significa obter uma lista de vértices e
suas interconexodes. Os algoritmos variam de acordo com essas duas etapas conceituais,
ou seja, de acordo com a forma como os vértices sao obtidos (amostragem) e como
esses vértices serao interligados de forma a gerar os contornos das faces da represen-
tagado poligonal (estruturagao), como ilustra a Figura 3.1(a) e (b). Os poligonos que
representam as faces da superficie poliédrica, podem nao ser planares, mas sempre
é possivel, através de uma triangulagao, transformar as faces nao planares em faces

planares (Apéndice B).

Figura 3.1: Amostragem de pontos (a) e estruturagao (b) [7].
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Em nosso estudo dos métodos de poligonizacao de superficies, procuramos dar
uma abordagem histérica, iniciando com os trabalhos de Bloomenthal [3-6] que foi um
dos pioneiros no estudo dos métodos poligonizadores para superficies implicitas. Neles,
a obtencao dos pontos e sua estruturagao sao discutidas indistinguivelmente, focando
a execugao do algoritmo. Nos trabalhos de Luiz Henrique de Figueiredo |7,8, 14|, tais
métodos sao chamados de "métodos cldssicos” e sua andlise é feita em dois estagios
distintos: fase de amostragem e fase de estruturacao. Essa separacao tem por objetivo
identificar os problemas particulares a cada fase [7].

A seguir passaremos a descrever os métodos estudados seguindo a classificagao

dada por nos, a saber:

e Métodos Geométricos: particionamento celular ou volumétrico e rastreio de su-

perficie; e

e Métodos Pseudo-fisicos.

3.2 Particionamento Celular ou Volumétrico

Tais métodos caracterizam-se pela decomposicao do espago ambiente onde o ob-
jeto estd imerso, em porgoes menores, denominadas de células ou wozels. A partir
dessas células, sao obtidas as aproximacgoes poligonais através da intersecao de cada
célula com o objeto geométrico em questao. As células que possuem partes do objeto
geométrico sao denominadas de células transversas [4,17,19].

Uma vez que trabalha-se com o particionamento do espago ambiente, torna-se
necessario estimar os parametros que definem o espaco ocupado pelo objeto e assim
determinar um envoltoério inicial, geralmente um paralelepipedo, chamado de célula
raiz (root cell) [4], como mostra a Figura 3.2. A célula raiz ¢ decomposta em células
menores e, a partir delas, por meio de suas arestas e vértices, uma malha é gerada.

A decomposigao celular em cubos [4, 15, 16| surgiu com os primeiros algoritmos
desenvolvidos e ainda sao muito utilizados. Nesta abordagem, a geragao dos poligonos,
que constituirao a malha, é feita a partir das arestas e vértices das células seguindo,
basicamente, os seguintes passos: Calculo das polaridades em cada vértice; calculo dos

pontos da superficie e geracao do poligono.



17

I r

! Célula transversa

1 . | UPERFICIE
i e NTORNO

i P En Py FACE

& . -~
2 '
-
ol 1/ '
— [

Figura 3.2: Particionamento em células ctbicas [4].

Para o célculo das polaridades em cada vértice v = (z,y, 2), de cada uma das
células, é aplicada a fungao f(z,y,2) = 0 que define implicitamente a superficie, pela
equagao f(z,y,z) = 0, associando, a esses vértices, um valor real, que pode ser posi-
tivo, negativo ou zero, relacionado a orientagao da superficie. Aos valores, positivo ou
negativo, que f(x,y, z) pode assumir, damos o nome de polaridade. Se as arestas das
células possuirem pontos extremos (vértices) com polaridades (sinais) distintas, entao
a célula é transversa, isto é, a célula é atravessada pela superficie a ser imageada, desta
forma é obtida uma amostra de pontos da superficie.

O uso das polaridades dos vértices para a identificacao de células transversas
podem apresentar alguns problemas de ambigiiidades topoldgicas na geracao da malha,

os quais serao discutidas mais tarde (segao 3.2.3).

&

Figura 3.3: Particionamento em células ciibicas

No céalculo dos pontos da superficie destacamos o método da bissecgao [24] e
a utilizacdo da Anélise Intervalar através da Aritmética Intervalar e da Aritmética
Afim 2,10, 11|(Apéndice D).

Na geragao do poligono, os pontos encontrados sao ligados de maneira a criar um



18

poligono, possivelmente nao-planar. Esses poligonos podem ser decompostos em varios
triangulos. Nesta etapa, a ordenacao dos pontos infere uma orientagao a este trecho
da superficie.

A forma como os voxels sao analisados sugerem duas abordagens distintas, a
saber: Enumeracao exaustiva e Subdivisao ou enumeracao hierarquica.

Na enumeracao exaustiva, a célula raiz é particionada em um reticulado regular e
os voxels sdo analisados um a um em busca de células transversas [3-5,8| e na subdivisao
ou enumeragao hierarquica, excetuando-se a célula raiz, a subdivisao ocorre recursiva-
mente somente nas células transversas. Os critérios para a realizacao da subdivisao,
ou a sua parada, também envolvem a definicao de um ntmero maximo de subdivisoes
possiveis ou se o tamanho minimo de célula (voxel) foi atingido, entre outros [4].

O octree é a técnica mais usada na subdivisdo de células (Figura 3.4) e consiste
em uma estrutura de dados hierarquica onde uma célula transversa subdivide-se em 8
novas células até que seja atingido o tamanho minimo possivel [19,27]. Outras formas

de subdivisao conhecidas sao: KD-tree e bintree [3].

Figura 3.4: Subdivisao aplicada a um toro |[6].

A ordenacao dos pontos e, conseqiientemente, a criacao do poligono exige cuida-
dos adicionais uma vez que, nestes casos, as células apresentam tamanhos distintos.

Segundo [4], os seguintes critérios podem ser usados para a subdivisao de uma célula:

(i) Se a aresta da célula (cor preta) possui dois vértices com mesma polaridade e o
ponto médio desta mesma aresta possuir polaridade oposta (Figura 3.5) entao
a célula em questao deve ser subdividida, bem como as células adjacentes (que

compartilham a mesma aresta).

(ii) Se as arestas da célula conectam vértices de mesmo sinal e o baricentro pos-

sui sinal diferente (Figura 3.6), entao, neste caso, somente a face vizinha sera
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Figura 3.5: Vértices com polaridades opostas ao ponto médio [4].

subdividida;

Face vizinha

Figura 3.6: Vértices da face com sinal oposto ao baricentro [4].

Bloomenthal [4] apresenta um algoritmo, utilizando octree que, além de solucionar
as anomalias que aparecem nas Figuras 3.5 e 3.6, também resolvem o problema ilustrado
na Figura 3.7, que ocorre quando dois cubos que compartilham a mesma face e em
um deles houve a subdivisao e o outro permaneceu inalterado (Figura 3.7(b)). A
ordenagao dar-se-a a partir de um ponto pertencente ao bordo da face comum as duas
células adjacentes. A partir do ponto (1) (Figura 3.7(a)), seguindo orientagao horaria
ao longo da face mais subdividida até encontrar o proximo ponto (2). O processo segue
até chegar ao ponto (4) que esta no bordo da face original.

O uso de células cubicas, apesar de ser uma solu¢ao natural para particionamento
do espago, apresenta problemas em cada uma das fases acima descritas tais como
a subdivisao excessiva das células e a nao garantia da eliminacao das ambigiiidades

topologicas.
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Figura 3.7: (a) Figura 3.8: (b)

3.2.1 Subdivisao Adaptativa de Cubos

Os melhores resultados do método de enumeracao sao obtidos a partir de uma abor-
dagem adaptativa [4,5]. A poligonizagao adaptativa resulta de melhorias sobre os al-
goritmos de subdivisao. Acrescentando um critério mais seletivo para que detalhes da
superficie, geralmente relacionados a caracteristicas locais, como curvatura e tangéncia,

sejam mais precisos sem comprometer o desempenho do algoritmo [10].

Figura 3.9: Malha adaptativa [4].

3.2.2 O Uso das Células Tetraédricas

Os problemas de ambigiiidades topologicas encontrados no uso de células ctbicas foram
superados através da decomposi¢ao do espago em tetraedros [4,17]. Nesta abordagem
vértices de sinais opostos podem ser separados por meio de um plano [17]. Isso nao

diminui a importancia da decomposicao do espaco em células ctibicas, ja que é a partir
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dessa decomposicao que os tetraedros sao obtidos. Segundo [18] é possivel decompor
um cubo em 5, 6 e 12 tetraedros, conforme ilustram as Figuras 3.10(a), 3.10(b) e

3.10(c), respectivamente.

(c)

Figura 3.10: Decomposigao do cubo em tetraedros [28].

A partir da decomposicao do espago em tetraedros, segundo Ning e Bloomenthal
[5] os poligonos podem ser gerados através do uso de uma lista de vértices (tabela) que
contém todas as 16 combinagoes possiveis de polaridades (Figura 3.2.2).

A triangulagao feita a partir de um cubo decomposto em seis tetraedros é conhe-
cida como triangulagao de Cozeter-Freudentahl-Kuhn ou triangulagao CFK.

A decomposicao de um cubo em cinco ou seis tetraedros nao exige o calculo
de pontos extras, como no caso da decomposicao em 12 tetraedros, mas a ordem em
que os vértices, das faces triangulares, sao ligados sao decisivos para a obtencao de
malhas que representem exatamente a topologia das superficies amostradas. Para a
decomposi¢ao em cinco tetraedros é preciso impor a cada vértice do tetraedro uma
orientagao indicando os vértices do topo (top), direita (right), esquerda (left), proximo

(near) e longe (far) como mostra a Figura 3.12.
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Vértices Positivos Ordem de Vértices

caso {} {

caso {a} {ab,ad,ac }

" caso {b} {ab,bc,bd }

caso {c} {ac,cd,bc }

b = caso {d} {bd,cd,ad }
4 caso {ab} {ad,ac,bc,bd }
caso {ac} {ab,ad,cd,bc }
caso {ad} {ab,bd,cd,ac }
caso {bc} {ab,ac,cd,bd }
caso {bd} {ad,ab,bc,cd }
caso {cd} {ad,bd,bc,ac }

caso {abc} {bd,ad,cd }

caso {acd} {ab,bd,bc }

caso {abd} {cd,ac,bc }

caso {bcd} {ab,ac,ad }

caso {abcd} {}

Figura 3.11: Lista de vértices [5].

Figura 3.12: Orientacao dos triangulos de um tetraedro [5].

3.2.3 Ambigiiidades Topolégicas

Como mencionado no inicio desta se¢ao, o uso de células ctbicas pode gerar contornos
de face inconsistentes, onde uma mesma configuracao, de pontos de intersecao de uma
célula com o objeto, pode gerar trechos de superficies com geometria ou topologias

distintas (Figura 3.13).
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Figura 3.13: Interpretacao distinta para uma mesma configuragao de vértices. [5]

Em outras palavras, o modelo de superficie gerado a partir da amostra obtida com
as células cubicas podem conter fendas ou quinas, ou outras configuragoes inexistentes
no objeto que estd sendo modelado, esses casos sao denominados de ambigiiidades
topologicas.

Bloomenthal e Ning [5] descrevem diversas estratégias para eliminar esses artefa-
tos. Algumas ja foram mencionadas em se¢oes anteriores e serao brevemente descritas
abaixo. Mencionaremos as trés técnicas mais usadas:

Decomposicao celular. Procura-se subdividir as células ambiguas em outras me-
nores, que nao apresentem ambigiiidades. Tais células podem ser cubicas ou tetraédri-
cas. As primeiras podem ter um custo computacional alto, a depender do nimero de
cubos gerados pelo poligonizador, e nao resolver definitivamente a questao da ambigu-
idade. O uso de células tetraédricas é bem mais eficiente embora seu uso implique no
aumento da complexidade da implementagao e no numero de faces na malha gerada.

Polaridade Preferida. A idéia consiste em solucionar o problema apresentado
na Figura 3.13, inserindo um bom critério de separagao dos vértices de mesmo sinal.
Em [4] os pontos da superficie sao ligados seguindo a dire¢ao do vértice positivo da
aresta, no sentido horario ao longo da face (Figura 3.14).

Inferéncia topoldgica. Alguns métodos tentam inferir a topologia correta da su-
perficie a partir do calculo de alguns valores adicionais e assim gerar poligonos que

constituam uma representacao da superficie. Destacam-se os métodos:

e Reamostragem de Centro/Face: Como o proprio nome ja diz, calcula-se a pola-
ridade do centro de cada face da célula. Como mostra a Figura 3.15 o método

pode, em alguns casos, nao apresentar bom resultado [5].

e Contorno Bilinear: Usa um interpolador bilinear em cada face do cubo. O con-
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Figura 3.14: Determinagao da polaridade dos vértices [4].

. = Contorno real
== e= Decisdo por reamostragem
do centro da face

Figura 3.15: Reamostragem do centro de uma face (falha) [5]

torno da face é hiperboélico e suas dire¢oes sao facilmente obtidas por amostras
de face. Este método produz bons resultados se o interpolador bilinear for uma

boa estimativa da fungao entre os pontos calculados |5, 16].

3.3 Rastreio de Superficie

O foco destes métodos deixa de ser a decomposicao celular do espago onde esta
imersa a superficie [4] e passa a ser a propria superficie. Fixa-se um ponto, ou uma
pequena célula que contém pontos da superficie, e os demais pontos (ou demais células)
sao obtidos mediante operagoes realizadas a partir deste ponto inicial. Descreveremos
a seguir duas abordagens: Continuagao (Linear por Partes e Preditor-Corretor) e o

Marching Triangles com avango de frentes.

3.3.1 Continuagao Linear por Partes

No método da continuagao linear por partes [4, 6| cada objeto grafico disjunto deve
possuir uma pequena célula transversa denominada de célula semente (seed cell). Novos

cubos, com o mesmo tamanho da célula semente e contendo partes da superficie, sao
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criados ao longo das faces transversas até que toda superficie esteja contida nestas
células (Figura 3.16). As células devem ser pequenas o suficiente para manter os
detalhes do objeto a ser modelado. A malha podera ser refinada através de métodos

de subdivisao ja mencionados nas segoes anteriores.
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Figura 3.16: Continuagao Linear por Partes [4].

3.3.2 Continuagao Preditor-Corretor

Como o proprio nome sugere, este método [4, 6] encontra os pontos do objeto geo-
métrico por meio de um ponto inicial. As aproximagoes sao obtidas a partir do plano
tangente a superficie via itera¢do de Newton (veja Apéndice B). Este método apresenta

as seguintes dificuldades [6]:

e Os vértices gerados nao estao intrinsecamente ordenados, isto é, nao existe a

priori a informacao de como gerar o contorno de face;

e A detecgao de sobreposicoes, pois todos os pontos, com excecao da primeira célula

semente (seed cell), sdo aproximagoes.

3.3.3 Marching Triangles

Em [31], Hartmann apresenta um algoritmo preditor-corretor chamado Marching Tri-
angles para poligonizacao de superficies implicitas. Nele a obtencao dos pontos sobre a
superficie ¢ feita através do método da iteragao de Newton e o problema da ordenagao
dos vértices é solucionado localmente.

Este método usa o avanco de frentes para obter uma malha, ou seja, a malha é
construida progressivamente gerando novas faces a partir do seu bordo. Este método

exige um especial cuidado com as jungoes ou separacgoes de frentes.
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A partir de um ponto ¢ localizado nas proximidades da superficie determina-se

um ponto correspondente p; sobre a mesma (Figura 4.2).

Figura 3.17: Plano tangente a superficie no ponto p; [31].

Os demais pontos, sobre a superficie, sao obtidos com o auxilio do plano tangente
a superficie em p;. A discussao detalhada de como os pontos da superficies sao calcu-
lados a partir de outros pontos determinados sobre o plano tangente e a propagacao
de frentes sera apresentada no Capitulo 4.

Este método apresenta as seguintes vantagens em relacao aos demais métodos

estudados:
e A estrutura de dados utilizada é simples;

e Torna possivel a geragao de uma malha poligonal coerente para intersecao de

retalhos de superficies.

e Além de superficies implicitas, também pode ser usado para imagear superficies

paramétricas.

Em [30], sao adicionados ao Marching Triangles critérios adaptativos utilizando
o raio de curvatura [21]| da superficie, como um critério de célculo para o comprimento
das arestas dos tridngulos. Desta forma, os triangulos gerados em regioes onde a
superficie apresenta maior curvatura sao menores que aqueles gerados em areas mais

planas (curvaturas menores).
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3.4 Pseudo-Fisicos

Nos métodos Pseudo-Fisicos |7, 8, 14|, usados na modelagem de curvas e super-
ficies, a amostragem é feita via modelos fisicos discretos. Esses Métodos surgiram da
necessidade de modelar fen6menos que ocorrem na natureza, tais como cachoeiras,
chamas, neblina, etc. O foco principal desses métodos esta na integragao (resolugao)
das equacoes diferenciais ordinarias relacionadas ao gradiente da fungao implicita f que

define a superficie, esses métodos usam sistemas de particulas e o modelo massa-mola.

3.4.1 Sistema de Particulas

Em [8] o sistema de particulas usado para amostragem provém de uma fungao potencial
|F|, onde F' : R" — R tal que F(x,y,z) = 0 define a superficie implicita. As
particulas, ou pontos sobre a superficie, irao buscar a posi¢ao de equilibrio sobre S =
F~1(0), onde a energia potencial ¢ minima. O uso de VF' como campo vetorial sobre

S implica na seguinte equagao do movimento:

d*z dx )
T2 + ’7% + sign(F)VF =0,

onde x representa a posicao das particulas em um instante ¢ e v representa o coeficiente
de amortecimento.
O algoritmo para determinar a posicao da particula em cada instante usa o

método de Euler descrito abaixo:

Algorithm 3.1 FEquagao Movimento(Dindmica)

1: y < h(x)

2: v—v+I(F(x)—v) > Preditor de Euler para velocidade
3 x—x+0F(x) > Preditor de Euler modificado para posi¢ao
4: se sign(y) # sign(h(x)) entdo > verifica se houve interse¢ao
5: 0 — % > controle do passo
6: v 0 > reinicia velocidade da particula
7: fim se

Considerando o movimento das particulas sem amortecimento, o modelo matematico
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é simplificado e dado pela equagao [14]

Z—f + sign(F)VF =0,

neste caso, temos também uma simplificagao do algoritmo para obtencao dos pontos

da amostra:

Algorithm 3.2 FEquacao Movimento

1: y «— h(z)

RS

cx—x+ 0F(x)

o

. se sign(y) # sign(h(z)) entao

4: (5<—g

v

: fim se

Este método apresenta uma desvantagem relativa a concentracao de amostras
obtidas, que pode ser demasiadamente grande, isto se deve ao fato de que muitos pontos
podem estar repetidos, concentrados em locais de alta curvatura ou ainda incidindo
sobre falsos atratores, ocasionando, com isso, um excesso de informagcao a ser usado
na fase de estruturacao. Nesses casos, uma reamostragem pode ser necessaria para
evitar a alta concentragao de pontos em uma mesma regiao uma vez que os célculos

necessarios para a estruturacao estao fortemente acopladas.

Figura 3.18: Curva gerada por particulas |7].

Uma forma de eliminar o excesso de pontos coincidentes é o uso do Bucketing
Algorithm [14]. Ele funciona em tempo linear e age da seguinte forma: Divide o
fecho de pontos da amostra em buckets (regides) regulares de tamanho §. Todos os
pontos do bucket sao colapsados em um. A escolha realiza-se elegendo o elemento mais

representativo ou via baricentro dos pontos do bucket.
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Figueiredo [7] sugere o uso d método apresentado por Diestel [26] para a estru-

turacao dos pontos.

3.4.2 Sistema Massa-mola

Em [8] é usado o sistema massa-mola para obter uma boa distribui¢ao dos pontos. O
sistema massa-mola também pode ser visto como um sistema de particulas interligadas
por forgas representadas pelas molas. A forca exercida por estas molas depende da

distancia entre as particulas.

Aresta Centréide Aresta +
Centréide

Aresta +
Projecéao

Mediana e Vértice da malha

® vértice auxiliar
Figura 3.19: Possiveis configuragoes de molas.

O sistema massa-mola criado em [8] esta associado a triangulagdo de Freuden-
thal [5] e sujeito a forgas de deformagao provenientes do campo gradiente associado a
superficie implicita.

Para a criagao do reticulado massa-mola sao dados os seguintes passos:

(i) A triangulagao de Freudenthal é criada sobre uma por¢ao limitada do espago que

contém a superficie;

(ii) Sao identificados todos os simplexos (tetraedros quasi-angulares) tranversos (aque-

les que contém partes de S). Eles constituem o complexo simplicial 20|

(iii) O sistema massa-mola ¢ criado associando nés e molas aos vértices e arestas do

complexo simplicial.
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Apos a criagao da malha usa-se uma uma abordagem pseudo-fisica de modo a

obter a triangulagao final. [8].

Figura 3.20: Malha antes (a) e depois (b) da deformagao [8].

Figura 3.21: Detalhe da malha antes (a) e depois (b) da deformacao [§].



Capitulo 4

O Algoritmo Marching Triangles

Neste Capitulo, vamos expor, com detalhes, o algoritmo Marching Triangles apre-
sentado em Hartmann [31] e a inser¢ao de critérios adicionais para melhoria do algo-
ritmo em questao, apresentado por [30].

Como ja mencionamos, o Marching Triangles cria uma malha inicial cujo bordo
é chamado de frente atual (Figura 4.1), a partir dela os demais pontos sao obtidos e
novos triangulos sao gerados propiciando a expansao da frente. A medida em que a
frente se propaga pela superficie podem ocorrer a separagao de uma frente em duas ou
a uniao de duas frentes distintas.

Os passos citados nas segoes 4.1, 4.2, 4.3 e 4.4 sao executados até que a frente
consista de apenas 3 pontos e o ultimo tridangulo da frente atual é gerado, ou todos os
pontos da frente atual atingirem um envoltério limitante da superficie. Se houver uma
frente sobrando, resultante da separagao da frente atual, ela serd promovida a frente
atual e o passos serao novamente repetidos. O algoritmo termina quando nao existirem
frentes sobrando.

O pseudo-codigo usado como modelo da implementagao sera descrito e comentado

no Capitulo 5.
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N

angulo frontal minimo

Frente Poligonal Atual

Figura 4.1: Propagagao de frentes [31].

4.1 Determinacao da Frente Inicial

Consideremos uma superficie implicita dada por S = f=1(0), onde f : R* — R e

F7H0) = {(z,y,2) | f(z,y,2) = 0}, cujo gradiente V f existe e nao é identicamente

nulo para todo ponto p € S (condigao de regularidade), e um ponto ¢ arbitrario em

uma vizinhanga da superficie S.

Primeiramente determinamos um ponto p da superficie que esteja préoximo ao

ponto ¢ e um referencial ortonormal {p, (n,t1,t3)} por meio do procedimento Surface-

point, proposto por Hartmann [31]:

Algorithm 4.1 Surfacepoint

1: procedimento SURFACEPOINT

2:
3:

4

Uy = (¢
repita
J(ug,
Up+1 < U — Véuk))zv(uk:>

até ||Uk+1 — uk|| <€

P Uk

Vip)
H

sen, > 0,5 oun, >0,5 entao

> ug recebe ponto proximo a superficie

> Passo de Newton

> p € o ponto da superficie
> O wvetor normal & superficie no ponto p

> Determinando os vetores tangentes ty e tq
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9: ty — (nyv Ny, O)
' [l

10: senao

11: t — —(nZ,O,nx)

12: fim se
15: to «—n Xt

14: fim procedimento

A determinacao do vetor t; segue critérios empiricos e o vetor t, é calculado
mediante o produto vetorial entre os vetores n e t;. Em nossa descrigao denotaremos
os pontos amostrados da superficie, pertencentes a malha por p; e os seus vetores

associados (base ortonormal) por n,t;; € t;.

Figura 4.2: Criagao da primeira frente [31].

Com o ponto p; e seus vetores t1; e 15, obtemos a expressao abaixo que determina
os 6 pontos ¢;, © = 2,...,7, calculadas pela equagao sobre uma circunferéncia centrada
em p; e raio J;, pertencente ao plano tangente a S em p;. (Figura 4.2)

1 — 21 1 — 21
gi =p1+0; cos ti1 + 0, sen

t12

A formula apresentada é uma simplificacao da matriz de mudanca de base, ou seja,

para a determinago dos pontos estamos considerando um referencial local com origem
| — 21

em pp, e a escolha do fator visa criar tridngulos aproximadamente equiléteros.
Para cada ¢; aplicamos o procedimento Surfacepoint e encontramos seus respec-
tivos pontos p;, © = 2,...,7, sobre a superficie e o referencial associado. Tais pontos

constituem a primeira frente poligonal e, nesse instante é denominada frente atual. Os
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pontos p;, 1 = 1,...,7, constituem os vértices da malha malha inicial que consiste nos

6 triangulos gerados pelos pontos:

(p1,p2,p3), (P1, 3, Pa), (D1, D1, D5) (1, D5, P6), (D1, Des D7), (P1, D7, D2).

E importante ressaltar que a ordem de insercao dos vértices do triangulo infere
uma orientagao para cada poligono da malha.

Podemos ainda perceber que o raio da circunferéncia J; esta diretamente rela-
cionado com o comprimento das arestas dos triangulos criados. A obtencao de uma
malha triangular regular, isto ¢, uma malha cujo comprimento das arestas sejam se-
melhantes, dependera do comprimento do raio §; da circunferéncia centrada em p;, o
controle do comprimento poder ser realizado através do raio de curvatura da superficie
nesse ponto. Na nossa implementacao, para determinar J;, usamos a curvatura méa-
xima, dada por k = maz{|ky, |k2|}, onde ki e kg sdo as curvaturas principais de S em
pie o= %

Para estimar os valores da curvatura maxima, usamos as idéias desenvolvidas na
Secao 2.2 com as seguintes consideragoes:

A transformacao:
L) = dN,(v)

= %(a(p + )V f(p + tv))|e=t

= %(Q(P +t))VI(p+tv)|im, + (a(p+ tv))%Vf(p + 10)) |4ty

¢ tomada como
L(v) = a(p)H f(p)-v,
onde
Hf(p) = D(Vf(p)) é a matriz Hessiana de f em p, ou seja, estamos considerando
que d(a(p+tv))Vf(p+tv)|i=o = 0 para todos zero, e neste caso, a matriz associada a
transformacao L tem a forma
- 1 b5 L(by) by Y L(ba) by
VDI by L(by) by by L(bo) by
considerando a base {c1, ¢2}, {¢2, c2} do plano tangente obtemos, respectivamente,

as seguintes expressoes:

1
2 2 o 2 2 2 2 o o _ .
leslPllclPK = £2 124+ S3B + 2C = 2fufyD = 20y B = 2 foF) e
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1
callP|les||PK = f2 [f2A+ 2B+ f2C — 2f.f,D — 2f, f.E — 2f.f.F
el Pllesl K = f) [f2A+ fiB+ f2C = 2fufyD = 2f, f.E — 2f. f.F] - 1
v v : o e V)P
onde
AI fyy fyz B— fzz fzac CI f:cx facy
fyz fzz fz:r; fxx fzy fyy
D= fxy fyz ,E: fyz fzm eF: fmz fym
fxz fzz fy:c fa:a: fzy fyy
Somando as trés expressoes encontradas:
1
K((f§+f;+f3)2+fy2f3 +fy2fx2 + 215 = (f2 +fy2 + Q- W
Como ||c1|]* = f7 + f2, lleal|? = f2 + fZ e ||es||* = f7 + f;. Encontramos:
Q
K=———— onde
VAP + M

M= 2+ 2+ faf
que é um valor associado a curvatura gaussiana.
O célculo da metade do trago da matriz [ resulta na expressao que determina um
valor relacionado com a curvatura média.

1

1
"= ; : 2z
20/ (Hclw(fszfyf )+

1
i fﬁfzz))

e usando as equagoes 2.2 obtemos os valores relacionados com as curvaturas principais

k’l [§ ]{72.

4.2 Calculo dos Angulos Frontais

Para facilitar a identificagao dos pontos com as suas respectivas frentes, usaremos
a notagao p,,;, onde m representa a frente a qual pertence o ponto e 7 o indice do ponto
propriamente dito.

Para cada novo ponto py; da frente atual, denotada por [[,, é necessario calcular
o angulo frontal w, bem como de seus pontos adjacentes.

Seguindo a Figura 4.3 vamos definir os pontos vizinhos a py;, denotado por vy e
V3.

Para vy:
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4N
Semi disco sobre o plano

Frente poligonal atual

Figura 4.3: Determinacao do angulo frontal [31].
e Se i > 1 entao vy = po—1
e Se ¢ =1 entao v; = pon,, onde Ny é o numero de pontos da frente atual.
Para vsy:
e Se i < Ny entao vy = po i1
e Se i = Ny entao vy = poy

Reescrevendo as coordenadas dos pontos vy = (1,y1,¥1) € va = (T2, Y2, y2) com
relagao ao referencial {p;, (n,t1,t2)} obtendo as novas coordenadas vy = (&1, m1,¢1) €
ve = (&2, M2, C2). A partir destas, calculamos os ngulos polares wy e wy de vy = (&1, 1m1)
e vy(&,m2), respectivamente. Se ws > wq, entdo o angulo frontal serd w = wy — wy,

caso contrario w = wy — wy + 27.

4.3 Verificagao de intra e extra colisoes

Para evitar a sobreposigao de triangulos, caso os bordos de uma frente (ou frentes
distintas) se encontrem, (Figuras 4.4 e 4.5) é necessario uma verificacao das seguintes

distancias:

(i) Entre pares de pontos de uma mesma frente poligonal que nao sejam vizinhos,

ou vizinhos de vizinhos.

Dados dois pontos pg;, poj,? < j, que satisfacam a condigao mencionada. Se a
distancia euclidiana entre eles for menor do que & (|[po; — poj|| < &), entéo a

frente poligonal atual, [, sera dividida em duas: a primeira frente, que continua
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AVAVAVAVAV v
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Figura 4.4: Colisao entre pontos da mesma frente [31].

sendo considerada a frente atual, (po1, - - -, Poi, Pojs - - - s Pong, ) com No— (j—i—1)

pontos e uma segunda frente (po;, . . . ,poj) com j — ¢+ 1 pontos.

(ii) Entre pontos da frente atual, IIy com todos os pontos de todas as outras frentes

poligonais Ilg, k > 0,.
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Figura 4.5: Colisao entre pontos de frentes distintas [31].

Se po; € Iy e pi; € 11, est@o proximos, isto €, ||po; — pm;|| < O, entdo as frentes
H() = (pgl, e ,pONO) (] Hm = (pmly e apmNo)

sao unidas numa tunica frente atual com Ny + N,, pontos.

4.4 Construindo a Expansao da Frente

Seja po,, um ponto da frente atual com agulo minimo w. A triangulacao em
torno de po,, ¢ obtida através dos seguintes passos: Primeiro, determinando seus pontos
vizinhos v; e vy; Segundo, calculando o nimero de tridngulos a serem criados usando

a seguinte formula:
T
ny =trunc | — ) ;
3w
Terceiro, calculamos o valor, em radianos, do angulo Aw = w/n; formado pelos vetores

v1 e va. A depender da distancia do ponto pg,, aos seus pontos vizinhos, v; e vy,
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serd necessaria realizar algumas alteragoes (Figura 4.6) a fim de obter triAngulos mais
adequados. A seguir serao listadas alguns casos extremos onde o tridngulo gerado sera

alterado:

e Se (Aw < 0.8 en > 1), entdo ny =n; — 1 e Aw = = (Caso a).
e Seny=1eAw>08e |lv; —v|| > 1.26;, entdo n, =2 e Aw = 5 (Caso b).

e w<3e ||lvy— pom|| <0.56), entdo n, = 1 (Caso c).

o
“‘7

(P

5
%

Pom

[
V] S,

\'z RS

Figura 4.6: Casos especiais na geragao dos triangulos [31].

Se ny = 1, entdo temos apenas o triangulo (vq, va, Por, ). Caso contrario temos que
executar um procedimento semelhante ao descrito em 4.1 com a diferenca de se tratar
de um semi disco sobre o plano tangente a superficie no ponto pg,,.

Os pontos qy € ¢, sao obtidos através das projecoes ortogonais de vy e vy sobre
plano tangente a S em py,,,. Os demais pontos ¢;,7 = 1,...,n;— 1, resultam da seguinte
rotacao

¢ = Pom + 0¢[cos iAw + sen iAw],

onde um angulo de i{Aw é um angulo em torno do eixo n, que é normal a S em py,,.
Se existir um envoltério limitante (bounding box), o segmento Pong; € truncado. O
procedimento Surfacepoint é usado em cada ¢; e, assim, obtemos os novos pontos da
superficie S: pnii,t = 1,...,n; — 1, onde N é o numéro de pontos j& existentes. Os

novos triangulos sao:

(U17PN+17p0m)7 (pN+17pN+27p0m)7 sy (pN+nt717 U27p0m)'



Capitulo 5

Implementacao

5.1 Consideracoes (Gerais

O método escolhido para a implementagao foi o Marching Triangles (Capitulo
4) melhorado com o uso da curvatura [30] para a determinac¢do do comprimento das
arestas.

A implementagao foi feita utilizando a linguagem de programagao C padrao ANSI
e foram usados os programas de computador: ambiente integrado de programacao
DEVC++ versao 4.9.9.2, para ambiente Windows 2000 e o compilador gce do Linux.
As bibliotecas graficas usadas foram o glu e o glut para ambiente Linux, ambos pacotes
do Mesa (www.mesa.org).

As estruturas de dados bésicas necesséarias para a criagdo do programa, foram

listas duplamente ligadas alocadas dinamicamente.

5.1.1 O Algoritmo

Implementagao foi feita em duas etapas: gera uma lista de pontos da superficie, poste-
riormente usamos os comandos do mesa para que a superficie seja desenhada na tela.
Esta separagao das etapas gerou um codigo fonte que nao usa, de forma macica, os
recursos oferecidos pela biblioteca mesa.

Abaixo, listaremos o algoritmo implementado, que foi sugerido por Aratjo [30]:



Algorithm 5.1 Poligonizador

1: procedimento MAIN

2:
3:

4:

10:
11:
12:
13:
14:
15:
16:
17:
18:
19:
20:
21:
22:
23:
24:
25:

pt0 — CalculePontolnicial
f0 «— CriaFrenteVazia
Triangulagaolnicial(pt0, fO, malha)
enquanto PilhaNaoVazia(S) faca
f0 «— PopFrente(S);
enquanto TamFrente(f0) > 3 faca
AtualizaAngulo(f0)
pt «— RetornaPontoAnguloMinimo(f0)
ptl — AutolIntersecao(f0)
se ptI=NULL entao
f1 «— ColisaoFrentes(pt, f0,5)
se fI=NULL entao
Expandir Frente(pt, f0, malha)
senao
UnirFrente(f0, f1,5)
fim se
senao
SeparaFrente( f0,ptl,S)
fim se
fim enquanto
Triangula( f0, malha)
Delete(f0)
fim enquanto

Retorne(malha)

26: fim procedimento

40
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5.2 Estruturas de Dados

O modelo da estrutura de dados para a gerenciar a malha gerada foi uma lista
duplamente encadeada contendo os vértices de cada face poligonal gerada. As frentes
sao controladas por uma pilha simulada por uma lista duplamente ligada. A seguir
vamos explicitar as estruturas e tipos de dados utilizados no programa para controlar
e armazenar os pontos da superficie.

O tipo de dados basico que representa um ponto (ou vetor) do R3 ¢ o Tvetor3:

typedef struct Vetor3{
double x,y,z;
}TVetor3,;

Os pontos que constituem as frentes sobre a superficie sao representados segundo

a estrutura:
typedef struct P{

TVetor3 coord,normal,t 1,t 2;
int frente atual;

int angulo mudou, pto_borda;
double angulo;

} TPto_ Sup;
Hartmann [31] sugere esta estrutura para todos os pontos sobre a superficie mas

optamos por manté-la apenas para os pontos da frente. A lista simplesmente encadeada

que guarda os triangulos, e suas coordenadas, é do tipo Tnos, onde:

typedef struct nos{
TVetor3 v1,v2,v3;
struct nos *proximo;

} Tnos;
Além da insercao e remocao de nods, uma frente pode ser dividida em duas ou

duas frentes podem ser unidas. Por esta razao decidimos representar a frente por uma

lista duplamente encadeada circular cuja estrutura é dada por:
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struct  Frente{
int num;
TPto_Sup aponta;
struct Frente *prox, *ant;

}ypedef TFrente;
Por fim, a estrutura da pilha que armazena as frentes resultantes da separacao

da frente atual:
struct pilha{

int tamfrente;
TFrente *frente;
struct pilha *prox, *ant;

}ypedef TPilha;
As operagoes com vetores do R? foram inseridas seguindo Velho & Gomes [25] e

sao precedidas do sufixo v3 .

O comprimento aproximado da aresta é dado pela variavel delta. Inicialmente
este valor é escolhido pelo usuério, mas com a insergao da curvatura, mais precisamente
do raio de curvatura, o valor de delta é calculado para cada ponto da frente atual.

A orientacao dos tridngulos depende da insercao correta de cada vértice dos trian-
gulos que compdem a malha. Adotamos o sentido horério (regra da mao direita) como

a orientacao da superficie.

5.3 Imagens

A Figura 5.1 mostra a propagacao de uma frente na geracao de uma malha
triangular que aproxima uma esfera de equaciao x? + y* + 22 = 2; usando o algoritmo
Marching Triangles.

Podemos observar que a malha gerada apresenta alguns efeitos indesejados, como
os tridngulos nao serem aproximadamente equilateros, isto se deve ao fato de nossa
implementagao nao ter contemplado os casos especiais mostrados na se¢ao 4.4.

O tamanho das arestas da malha triangular sao determinadas a partir da cur-
vatura em cada ponto. Em nossa implementagao consideramos uma curvatura maxima

permitida dmax, e nos pontos onde a curvatura calculada ¢ menor o valor é ajustado
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Figura 5.1: Propagacao de um frente sobre a esfera

no caso da esfera de raio 2, tomamos dmax = 0, 25.

A figura 5.2 mostra a geracao da malha que aproxima um toro representado pela
equacao (22 +y? + 2% +r*—a?)? —4r*(z? +y*) = 0,onde r =2 e a = 0.9. A Figura 5.3
ilustra a separacao de uma frente em duas novas frentes e a Figura 5.4 ilustra a juncao

de duas frentes em uma nova frente.

B4 Marching Triangles

AN
AT 00
SR ey

SRS
L

S

Figura 5.2: Toro

A Figura 5.3 mostra uma malha cilindrica a partir da equacio 22 + y? = 2, onde
o truncamento da imagem é ocasionada por uma caixa limitante.
As Figuras 5.3, 5.3 e 5.3 ilustram o comportamento da implementacao do algo-

ritmo marching triangles em outras superficies, com diversas curvaturas.
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Capitulo 6

Conclusao

Nosso trabalho, além de apresentar um estudo dos métodos de poligonizacao de
superficies descritas implicitamente por uma equacao matemética, apresentam, tam-
bém, uma implementagao do método marching triangles [30,31], que gera uma aproxi-
macao polinomial adaptativa, através do avango de frentes, a partir do angulo frontal
minimo, usando o moédulo da curvatura maxima exata da superficie, em cada ponto
amostrado, para controlar o comprimento das arestas da malha.

Comparativamente com os demais métodos estudados, salientamos as seguintes
vantagens do método marching triangles: E conceitualmente simples; as etapas de
amostragem e de reestruturagao sao realizadas concomitantemente; nao requer uma
estrutura de dados complexa para a sua implementacgao; a orientacao da malha poligo-
nal é inferida naturalmente pela frente angular, durante a sua expansao. Além disso,
a abordagem do avanco de frente, a partir do angulo minimo, limita a quantidade
de pontos da malha onde a verificacao da distancia sera calculada, para a tomada de
decisao sobre a estatégia de avanco.

Podemos dizer que uma das contribuigoes deste trabalho esta em mostrar como
as técnicas da Geometria Diferencial, na caracterizacao das propriedades locais de su-
perficies descritas implicitamente, podem ser usadas eficientemente na representacao
computacional de objetos geométricos, particularmente na obtencao de malhas poligo-

nais que aproximam superficies.
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Como continuidade deste trabalho propomos melhorar a implementagao inserindo
os procedimentos que tratam os casos criticos na determinagao dos novos triangulos da
frente atual, apresentados na se¢ao 4.4; as funcionalidades para identificar componentes
nao conexos de uma superficie e a determinagao dos pontos adequados para a abertura
de frentes em cada um desses componentes, como também, as funcionalidades que
permitam a sua extensao para superficies descritas parametricamente e um estudo
quantitativo do Algoritmo marching triangles em relagao aos métodos de poligonizagao
mais conhecidos.

Propomos, também, um estudo de métodos que permitam capturar, além da

geometria do objeto descrito implicitamente, a topologia exata desse objeto.



Apéndice A
Aplicacoes Lineares Auto - Adjuntas

Seja V' um espego vetorial de dimensao 2, munido de um produto interno <, >,
uma aplicacgao linear A : V' — V é auto-adjunta se < Av,w >=< v, Aw >, para todo
v,w e V.

Se {e1, e2} € uma base ortonormal de V' e (), ¢, 7 = 1,2, é a matriz de A relativa

a esta base, entao
Oéij = <A€j, 61') = <6j, Aei :> <A€i7 €j> = Cl{jz‘,

isto é, a matriz (a;;) é simétrica.

Existe uma bijecao entre as formas quadraticas em V e aplicagoes lineares auto-
adjuntas de V, onde uma forma quadrética é uma funcao E que, em termos das coorde-
nadas de um vetor relativo a uma base de F se exprime como um polindémio homogéneo
do segundo grau. .

Um vetor v, nao nulo, é um autovetor de uma aplicacayao linear A : V — V se

Av = Xv, onde X\ é uma valor real. A é denominado autovalor de A.

Proposicao A.1 Seja A : 'V — V uma aplicacao linear auto-adjunta. Entdo eziste
uma base ortonormal {e1,e1} de V tais que A(e1) = Aier, A(ea) = Agea. Nesta base
ortonormal {ey,e1} a matriz de A € diagonal e os elementos \yera, \1 > Ao, da diagonal
$Go o mdzrimo e o minimo, respectivamente, da forma quadrdtica Q(v) = (Av,v) sobre

o circulo unitdrio x> +y* =1 de V.



Maiores detalhes podem ser encontrados em [21,22].
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Apéndice B
Superficies Triangulaveis

A razao de trabalharmos com superficies de faces triangulaveis, ao invés de faces
poligonais com um ntmero de arestas diferente de trés, se deve ao fato de que qualquer
poligono pode ser decomposto em tridngulos e, tambem, que faces triangulares tem a
vantagem de serem planas e possuem naturalmente um sistema de coordenadas locais
(coordenadas baricéntricas) [18].

Nesta segao apresentaremos alguns resultados, encontrados em DoCarmo [21]| que
justificam a representacao de superficies regulares por meio de uma malha triangular
e que, além das caracteristicas topologicas, existem resultados que garantem que, nas
vizinhangas de um ponto p sobre a superficie S, a triangulagao também guarda a

orientacao da superficie que representa.

Defini¢ao B.1 Seja « : [0,1] — S uma aplicagdo continua definida em um intervalo
fechado [0,1] sobre uma superficie reqular S. Dizemos que « € uma curva parametrizada

simples, fechada e reqular por partes se:
(i) a(0) = a(l);
(1) t1 # ta, onde ty,ty € [0,1), implica que a(ty) # af(ts);

(111) Eziste uma particio 0 =ty <t < ... <ty <ty =1 de[0,l] tal que o é diferencidvel

e reqgular em cada [t;,t;v1], i =0,... k.
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A primeira condicao indica que a é uma curva fechada e a segunda garante que a
curva nao possui auto-intersecoes. A terceira condigao implica que « deixa de ter uma
reta tangente apenas em um namero finito de pontos (to, ..., tx11).

Os pontos a(t;), i =0,. .., k, sdo chamados de vértices de «v e os tragos a([t;, t;11])
sao chamados de arcos regulares de a.. O trago de «([0,(]) é chamado de curva fechada,
simples e regular por partes.

Pela condigao de regularidade dos arcos, para cada vértice a(t;) existem os limites
a direita e & esquerda, dados, respectivamente por ihjg ot)=a(t;i +&) #0,t >t e
th_)r? o (t) =d(t; — &) #0,t < t; para um & suficientemente pequeno.

Suponha que a superficie regular S esté orientada (Figura B.2) e seja |6],0 < 6; <
7, a menor determinagao do angulo de o/(t; — &) a o/(t; + ). Se |0| # m, damos a 6; o
sinal do determinante (o/(t; — &),/ (t; + &), N). Isso significa que se o vértice a(t;) nao
é uma cuspide, entao o sinal de 6; é dado pela orientagao de S. O angulo com sinal

0; —m < 0; <7 é chamado de angulo externo no vértice a(t;) (Figura B.1).

Figura B.1: Angulos externos [21].

Defini¢ao B.2 Seja S uma superficie orientada. Uma regiaco R C S (unidgo de um
conjunto aberto conexo com a sua fronteira) é uma regiao simples se R é homeomorfa a
um disco fechado e a fronteira OR de R € o traco de uma curva parametrizada simples,

fechada e regular por partes o : [ — S.

Dizemos ent@o que « é orientada positivamente se para cada a(t) pertencente a
um arco regular, a base positiva ortogonal {¢/(t), h(t)} satisfaz a condi¢do de que h(t)

"aponta para dentro" de R; mais precisamente, para qualquer curva 5 : I — R com

B(0) = a(t) e §'(0) # a/(t), temos que (3(0), h(t)) > 0.
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o(r) = p(0)

Figura B.2: Uma curva da fronteira orientada positivamente [21].

Definicao B.3 Seja S uma superficie reqular. Dizemos que uma regiao conexa R C S
é reqular se R € compacta e a sua fronteira OR é uma regiao finita de curvas regulares

por partes fechadas e simples que nao se intersectam.

A Figura B.3 ilustra uma regiao regular (a) e uma regiao nao regular (b).

Figura B.3: regioes regular e nao-regular [21].

Definicao B.4 Uma regiao simples que tem apenas trés angulos externos a; # 0, i =

1,2,3 € um triangulo.

Definicao B.5 Uma triangulagao de uma regiao regular R C S € uma familia finita
T de tridngulos T;,i = 1,2,...,n tal que:

(i) UTi=R
i=1

(ii) Se T,NT; # 0, i # j, entao T;(\T; € uma aresta comum de T; e T; ou um vértice

comum de T; e T}.
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w@d

Figura B.4: Triangulagoes invalidas [29].

As proposicoes a seguir garantem a existéncia de uma triangulagao para superfi-
cies regulares e fornecem um método para a obtencao de uma malha triangular orien-

tada.

Proposicao B.6 Toda regiao regular de uma superficie reqular admite uma triangu-

lacao.

Proposicao B.7 Seja S uma superficie orientada e {x,},a € A, uma familia de
parametrizagoes compativeis com a orientacao de S. Entao existe uma triangula¢ao
T de R, regidao reqular de S, tal que todo tridngulo T € T estd contido em alguma
vizinhanga coordenada da familia {x,}. Além disso, se a fronteira de todo tridngulo de
T for orientada positivamente, tridngulos adjacentes determinam orientacoes opostas

na aresta comum a eles (figura B.5).

e

Figura B.5: Orientacao de uma regiao triangular [21].



Apéndice C

Métodos Numéricos para

Determinacao de Raizes Reais

A seguir descrevemos alguns métodos numéricos para a calculo de raizes reais

encontrados em Barroso [24].

C.1 Meétodo da Bisseccao

Seja f uma funcdo continua no intervalo [a,b], onde f(a) e f(b) possuem sinais
contrarios, ou seja, f(a) - f(b) < 0.

Dividindo o intervalo [a,b] ao meio, obtém-se xy e dois subintervalos [a, x| e
[0, b],a serem considerados.

Se f(zo) = 0, entdo, xy é um zero de f, que denotaremos por &; caso contrario,
o zero estard no subintervalo onde a funcao tem sinais apostos nos pontos extremos.
Neste caso, se f(a)- f(xg) < 0 entdo € € [a, x¢], sendo ¢ € [xg, b] (Figura C.1).

O novo intervalo [ay, b1] que conténdo-se € ¢ dividido ao meio e obtém-se o ponto
x1. O processo se repete até que se obtenha uma aproximacgao para uma raiz exata &

com a tolerancia e desejada.
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Y =

Figura C.1: Método da Bissecgao [24]

C.2 Método de Euler

O método de Euler, também conhecido como método da reta tangente, é usado
para resolucao de equagoes diferenciais lineares com problema de valor inicial.

Considere o problema do valor inicial:

y = f(z,y)
y(xo) = yo = n,n dado,

(C.1)

e queremos encontrar as aproximagoes yi, 4z, - - -, Ym para as solugoes exatas

y(x1),y(z2), ..., y(xy) (Figura C.2).

P4t
y(x1)

y{x0) =yo

Figura C.2: Método de Euler [24].

Como o valor de y(x;) é desconhecido, considera-se y;, como aproximagao de y(x1)
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tragando uma reta tangente 7', & curva y = y(x), no ponto (o, y(zo)) cuja equacao é:
y(@) — y(zo) = (x — 20)y'(x0)
fazendo « = x; e usando o valor inicial y(zg) = yo, obtemos:
y(x1) = yo = (21 — 20)y/ (20)
Como z; — o = h, ¥ = f(zo,y(x0)) € y1 = y(z1), temos:
Y1 = yo + h(z, zo)

O erro e; cometido na aproximagao de y(x1) por y; é a diferenga entre a solugao
numérica e a exata: e; = y; —y(z1). Para o calculo de y, avan¢amos os indices em uma

unidade e o erro cometido é es = yy — y(x2). Continuando até y,, tem-se o algoritmo:

yj—l—l:yj—'_hf(xjayj)u ]:O,l,,m—l

onde o erro é dado pela expressao:

€j+1 = Yj+1 — y(xj—i-l)a J=0,1,...,m—1

Sintetizando, o Método de Euler consiste em calcular recursivamente a seqiiencia

{y,;} através das formulas:
(1) yo =yla) =17
(i) yjp1 =y; +hf(z,y), j=0,1,....,m—1.

O método preditor-corretor, apresentado no Capitulo 2, consiste em um método
de Euler modificado que avanca diretamente um passo h. Nele, um ponto é calculado
(preditor) através da formula de Euler, a partir do ponto intermediério a esse calcula-
se novamente o valor da fungdo e obtemos o ponto resultante (corretor), calculado via

método de Newton, que discutiremos a seguir.

C.3 Método de Newton

Seja f uma funcao continua de classe C? num intervalo aberto [a, b] e € o seu tinico
zero neste intervalo. Podemos encontrar uma aproximagao z,, para ¢ construindo uma

expansao em série de Taylor em torno de u = 0 (Figura C.3).



Figura C.3: Interpretacao geométrica do método de Newton [24].

flx) = f(@.)+ fl(@a)(z -,
f(ajn-&-l) = f(xn) + f/(xn)(xn—s-l - $n)

m = Tn+l — Tn
T = Tm— ;,%;")) n=01,2,...

onde x, 1 é uma aproximacgao para o zero de f.
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Apéndice D

Aritmética Intervalar e Afim

D.1 Aritmética Intervalar

A dificuldade de contornar as ambigiiidade topologicas existentes nos métodos
que utilizam o particionamento do plano, ou do espaco como estratégia para deteccao
de pontos ou contornos do objeto geométrico levou ao uso da Aritmética Intevalar
(IA), também conhecida como Analise Intervalar. Esta ferramenta foi formalizada por
Ramon E. Moore na década de 60 e abordada em diversos trabalhos [12,13]|. Nela,
uma quantidade x é representada por um intervalo & = [Zin, Timae] de nimeros em
ponto flutuante onde podemos efetuar "versoes intervalares" das operacoes aritméticas

(soma, subtragao, etc).

Também sao validas as operagoes uniao e intersegao:

AUB={zlr€ A e v € B}

ANB={z|lr€ A ou z € B}

Assim, ao invés de calcularmos o valor de uma funcao f para cada valor x perten-

cente ao seu dominio podemos estimar um intervalo de valores resultante de f aplicado
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a todo o seu dominio (ou parte dele). Para tanto, ¢ necessario definirmos o que é uma

fun¢ao inclusao.

Definicao D.1 Seja f : © C R" — R uma fungcao. Uma funcao inclusao F' de f é
aquela definida sobre subconjuntos X de Q) tais que F(X) D f(X) ={f(z);z € X}.

Tal definicao nos permite ter uma estimativa dos valores de f num subintervalo
de €. Se n = 2 entao temos que 2 é uma plano e X provavelmente serd um retan-
gulo. Assim, F(X) é uma estimativa, ndo necessariamente exata, para os valores de f
calculados sobre o conjunto X.

A funcao inclusao nos permite implementar um algoritmo que responderé se o
zero de f estd em X: Se 0 ¢ F(X), entdao 0 ¢ f(X), ou seja, o subconjunto X nao
possui pontos do plano por onde passa a curva gerada po f.

Um grande inconveniente da Aritmética Intervalar é que o intervalo pode ficar
maior do que a estimativa exata da imagem da funcao f. Por exemplo, considere

Q CR? onde f(z) =2%ex €T = [2,5], temos:
Flo—z) = F(]2—5,5—2]) = F(|-3,3]) = [-27,27],

e o intervalo exato da imagem da fungao f é [0,0].

Como os calculos sao realizados em cadeia, esta superestimagao dos valores tende
a crescer. Para obter uma estimativa de intervalos mais 1til terfamos que particionar
um dado intervalo em centenas de subintervalos e repetir a avaliacao em cada subin-
tervalo.

Uma forma de contornar o problema da Aritmética Intervalar, que sera tratada

na proxima secao, ¢ o uso da Aritmética Afim (AA).

D.2 Aritmética Afim

A Aritmética Afim é uma variante da Aritmética Intervalar e menos suscetivel ao
problema da superestimagcao dos intervalos [11]. Nela, uma quantidade & é representada
por sua forma afim.

i’ZZL‘Q—{—l‘lEl—l—I‘QEQ—I—...—}—iEnEn,
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onde x; sao os coeficientes reais e os g; sao variaveis simbolicas cujos valores sao de-
sconhecidos mas pertencem ao intervalo U = [—1, 1]. Cada ¢; representa uma origem
de erro ou incerteza que contribui para o valor de . A magnitude desta contribuigao
é dada pelos coeficientes x;.

Para efetuar calculos usando a aritimética afim, devemos substituir cada operacao
elementar z =— f(x,y) sobre os reais por uma equivalente 2 =— f(&,7), onde.

T =20+ T161 + X280+ ...+ TpEy €

U =1%o+ Y€1 + Y282 + ... + Yntn.

Definimos as operacoes:

ttg=@x9)+@L9er+ @ L9+ ...+ (T L£9)e,

ai = (axg) + (ax1)er + (axe)er + ... + (axy)en

Tta=(xgta)+xie; + 2280 + ... + T4E,, onde a € R.

Quando f nao é fruto de uma operagao afim, Z nao pode ser expresso exatamente
como uma combinacao afim de ;. Neste caso, introduzimos um termo extra zpe, para
representar o erro introduzido pela aproximacao:

2= 12zy+ 2161 + 2069 + ... + 2y + ZiEk

Assim, a multiplicacao entre duas formas afins Z e y é dada por Z = zy:

20 = ZoYo

zi=xoYi +yoxr; (i=1,...,n)

Zp = uv

onde
n n
U:Z|$z‘|7 U:Z|yi|'
i=1 i=1

Exemplo: Vamos calcular z = 2(10 — ), « € [4,6].

2=2(10— 2) = 25 — Ogy — &5

O intervalo de z dada por sua forma afim Z é

2] = [25 — 1,25 4 1] = [24, 26]

O célculo da mesma expressao z em aritmética intervalar resultaria no intervalo

(16, 36].
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D.3 Conversao entre TA e AA

Se T = xg+ 1161 + Taga + ... + 1,8, € a forma afim de uma quantidade z, entao
o valor de x esta no intervalo de z, ou seja,

n
[Z] = [xg — .79 — €], onde € = > |z4].
i=1
Supondo que cada ¢; varia num intervalo U = [—1, 1], observe que [Z] é 0o menor

intervalo que contém todos os possiveis valores de .
Reciprocamente, se temos um intervalo T = [a, b] que representa uma quantidade

x na Artmética Intervalar entao a sua forma afim para a mesma quantidade é dada

pela expressao & = xg + x161 + ... + TReR, onde xg = HT“ e T, = b’T“

Maiores detalhes da Anéalise Intervalar podem ser encontradas em [9-12].
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