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Resumo

Os contetdos estudados na disciplina de Andlise Real costumam ser vistos como
distantes da realidade do professor de Matematica do Ensino Médio. Existem discussdes
a respeito da necessidade do estudante de Licenciatura em Matemadtica estudar Andlise
Real. Porém, neste trabalho, tomamos como fato que o professor do Ensino Médio deve
ter dominio dos conteidos de Anélise Real, tendo em vista que as disciplinas desta drea sdao
as Unicas que aprofundam o estudo de sequéncias numéricas. Neste trabalho, observaremos
conteddos estudados no ensino médio que tém sua base tedrica nos contetidos estudados em
Anadlise Real: definicdo de sequéncias, defini¢do de poténcias com expoentes irracionais,
definicdo da “soma” dos infinitos termos de uma Progressdo Geométrica infinita e cdlculo
da 4rea do circulo. Para cada conteido, apresentaremos quais conhecimentos o professor de
Matemadtica deve ter para ministrad-los. Também buscaremos contribuir com o professor de
Anélise Real, permitindo reflexdes a respeito de como a disciplina pode ser apresentada de

modo a contribuir com a formacao de professores.

Palavras Chaves: Analise Real. Licenciatura em Matematica. Ensino Médio.
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Abstract

The contents studied in the Real Analysis discipline are usually seen as distant from
the reality of the high school mathematics teacher. There are discussions about the need for
the Mathematics student to study Real Analysis. However, in this work, we take as fact that
the high school teacher must have mastery of the contents of Real Analysis, considering that
the disciplines of this area are the only ones that deepen the study of numerical sequences.
In this paper, we will look at contents studied in high school that have their theoretical ba-
sis in the contents studied in Real Analysis: definition of sequences, definition of powers
with irrational exponents, definition of the “sum”of the infinite terms of an infinite geome-
tric progression and calculation of the circle area. For each content, we will present what
knowledge the mathematics teacher must have to teach them. We will also seek to contribute
to the Real Analysis teacher, allowing reflections on how the discipline can be presented in

order to contribute to teacher education.

Keywords: Real Analysis. Mathematics Degree. High School.
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Capitulo 1

Introducao

Ensinar Matemadtica no ensino médio é uma atividade que demanda muito preparo
do professor. Em qualquer disciplina, o professor precisa ter conhecimento do conteudo e
encontrar uma abordagem de ensino adequada as suas turmas. Porém, o professor de Ma-
tematica do ensino médio ainda se depara com o desafio de ensinar conteidos cuja explicacdo
formal € mais avangada que o nivel de ensino dos alunos. Por um lado, o professor precisa
tornar o conteido compreensivel aos alunos desse nivel de ensino; por outro, nao pode perder
o rigor matematico, distorcendo os fatos.

Durante a formacdo de um professor de matematica, ele se depara com definicoes,
axiomas e teoremas de Andlise Real, os quais fundamentam os contetidos que sao estudados
no ensino médio. Porém, dificilmente os livros mostram qual a relagdo entre os conteidos
estudados em Analise Real e os ensinados no ensino médio. Com isso, o aluno de licenciatura
tende a concluir que a disciplina ndo tera relagdo com sua pratica profissional e ndo consegue
perceber que as demonstragdes dos contetdos que lecionard nos proximos anos de vida ja
foram apresentados a ele.

Por sua vez, o professor de Andlise Real que segue uma abordagem estritamente simi-
lar a dos livros-texto da disciplina provavelmente apresentard os conteidos sem associa-los
aos contetdos que os licenciandos precisardo ensinar no ensino médio. Com isso, em sua
propria formagao, o aluno de licenciatura pode ter a impressao de que os contetidos da disci-
plina de Analise Real ndo tenham relacao com sua realidade de professor do ensino basico.

Para evitar que tais problemas acontecam, ou mesmo para tentar diminuir a dificul-
dade de alguém que ja vivencie essa situacdo, verificamos os conteidos de Andlise Real
que sdo necessarios para compreender os conteidos apresentados no ensino médio. Para
isso, realizamos pesquisa bibliografica em livros didaticos e paginas eletronicas indicadas
para o ensino médio e em livros de Andlise Real, para selecionar conteidos estudados no
ensino médio envolvem argumentos e raciocinios relacionados as sequéncias numéricas, as
quais sdo estudadas em Andlise Real. Ap6s selecionarmos os contetidos estudados no ensino
médio que dependem do estudo de sequéncias numéricas, temos o propdsito de apresentar a

justificativa formal de cada passagem.



Além de analisar a relacdo entre os contetidos estudados no ensino médio e em Anélise
Real, também apresentaremos propostas de abordagens de ensino que possam ser utilizadas
pelo professor de ensino médio. Nessas propostas, nos preocupamos também com a me-
todologia a ser utilizada pelo professor de ensino médio, j4 que ela impactard diretamente
na facilidade ou na dificuldade de compreensdo do conteddo por parte dos alunos do ensino
médio. Nossa primeira referéncia tedrica € a Base Nacional Comum Curricular (BNCC),
que apresenta as competéncias que devem ser desenvolvidas em todo o ensino bdsico, de
forma geral, e na disciplina de Matematica para o ensino médio, de forma mais especifica.
A segunda referéncia principal € a teoria dos registros de representacao semiotica, apresen-
tada por Duval e comentada por Trindade et al. (2016). Essa teoria ressalta a importancia de
representar cada objeto matemadtico utilizando diferentes signos, tais como graficos, tabelas,
representacoes algébricas e numéricas, entre outros.

Em nosso trabalho, analisaremos as abordagens de ensino utilizadas pelos livros dida-
ticos e paginas eletronicas direcionadas ao ensino médio, com a aten¢@o voltada ao aspecto
formal matematico. Nossa expectativa nao € a de encontrar conteidos de Andlise Real deta-
lhadamente explicados nos livros de ensino médio; mas sim encontrar abordagens que ade-
quem os contetidos para o nivel de ensino dos alunos sem prejuizo do rigor matematico. Em
outro momento, apresentamos nossa sugestdao de abordagem de ensino para o ensino médio,
com a preocupacdo de: favorecer o desenvolvimento das competéncias indicadas na BNCC;
de utilizar diversos registros de representacdo semidtica e realizar tratamento e conversoes

entre eles; manter o rigor matematico, mas de forma que se adeque ao nivel médio.

1.1 Objetivos

O objetivo geral deste trabalho é contribuir com os professores e alunos da disciplina
de Andlise Real, apresentando contetidos e abordagens que propiciem uma boa formacao dos
estudantes de licenciatura, de modo que estejam aptos a compreender o embasamento tedrico
dos contetdos do Ensino Médio e possam apresenta-los de forma adequada aos alunos desse
nivel de ensino.

Para alcancar o objetivo geral, temos como objetivos especificos:

1. Convencer um aluno da Licenciatura, futuro professor de Ensino Médio, da impor-
tancia do conhecimento de sequéncias para entender algumas passagens dos livros do

Ensino Médio, onde esse conhecimento € usado, veladamente ou no;

2. Contribuir no sentido de propor reflexdes para um professor de Analise Real das uni-
versidades preparar suas aulas, a serem direcionadas aos futuros professores do Ensino
Meédio;

3. Discorrer e elencar motivos, conceitos e resultados sobre sequéncias numéricas a se-

rem aprendidos em uma disciplina de Analise para Licenciatura, sem os quais um pro-
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fessor do Ensino Médio ndo vai conseguir compreender plenamente certos assuntos

que ensina.

1.2 Organizacao

Para atender aos objetivos apresentados na secdo anterior, nosso primeiro capitulo
apresenta as fundamentacdes tedricas relacionadas a metodologia de ensino, especialmente
as competéncias que devem ser desenvolvidas no ensino bésico, conforme indicadas na
BNCC, e a teoria dos registros de representagcdo semidtica, apresentada por Duval, segundo
a qual os estudantes s6 tem acesso aos objetos matemdticos através de suas representacoes e,
por isso, utilizar diferentes registros de representacdo e saber relacionar um registro a outro
¢ fundamental. Em seguida, dedicamos um capitulo a andlise da apresentacao da defini¢ao
de sequéncias em livros didaticos e em paginas eletronicas, seguido de um capitulo com
sugestoes de abordagem do mesmo contetido e com observagdes a respeito de equivocos e
ambiguidades encontrados nos livros e paginas eletronicas ja analisados.

Dando continuidade, apresentamos um capitulo com uma introducdo ao limite de se-
quéncia de modo mais informal, através de um didlogo. O capitulo seguinte faz a apresen-
tacdo formal dos limites de sequéncias, apresentando defini¢des e teoremas relacionados ao
contetido que serdo necessarios para fundamentar os demais contetidos do ensino médio.

No capitulo seguinte, analisamos a definicdo de poténcias com expoentes irracionais,
como apresentadas nos livros didéticos e nas paginas eletronicas. Em seguida, dedicamos um
capitulo para apresentar a definicdo formal de poténcias com expoentes irracionais, a qual
depende de varias proposicdes relacionadas a convergéncia de sequéncias numéricas. No
mesmo capitulo, apresentamos nossas sugestdes de abordagem para o ensino da defini¢do e
de suas propriedade, adaptando o contetido ao nivel do ensino médio.

Em seguida, dedicamos um capitulo ao estudo da denominada “soma” dos infinitos
termos de uma Progressdao Geométrica (PG); nesse capitulo, esclarecemos por que a palavra
“soma” nao é formalmente adequada e mostramos como as séries numéricas sdo apresen-
tadas ao se estudar esse conteido. No mesmo capitulo, apresentamos brevemente as séries
numéricas e alguns resultados que precisam ser conhecidos para que o conteudo do ensino
médio seja compreendido. Em seguida, analisamos os conteddos conforme apresentados
nos livros didaticos e as péaginas eletronicas e sugerimos abordagens de ensino para adaptar
o conteuido ao ensino médio.

Por fim, temos um capitulo em que apresentamos formalmente o cdlculo da area do
circulo através do Método da Exaustdo e analisamos a apresentacdo do conteudo feita nos
livros didéticos e em pédginas eletronicas voltadas para o ensino médio. Acrescentamos um
apéndice com uma aplicagao do Método da Exaustao para resolver o problema da quadratura

da parébola.
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Capitulo 2

Fundamentos Teoricos para o Ensino de
Sequéncias Numéricas no Ensino Médio:
a BNCC e a teoria dos registros de
representacao semiotica

Nosso trabalho estd norteado nas recomendacdes vigentes a respeito da Educagdo
Bésica em nosso pais, particularmente na Base Nacional Comum Curricular (BNCC) (BRA-
SIL, 2018), documento que define as aprendizagens essenciais para a Educacao Bésica e que
teve o texto referente a etapa do Ensino Médio homologado pelo Ministério de Educacao e
Cultura (MEC) no dia 18 de dezembro de 2018. Neste documento, sao definidas as com-
peténcias, habilidades e conhecimentos a serem desenvolvidos em toda a Educacao Baésica,
sendo algumas comuns a todos os niveis de ensino e dreas de estudo, outras especificas para

cada 4rea no Ensino Médio, em particular na drea de Matematica e suas tecnologias.

De acordo com a BNCC, “a competéncia é definida como a mobilizagdo de conhe-
cimentos (conceitos e procedimentos), habilidades (praticas, cognitivas e socioemocionais),
atitudes e valores para resolver demandas complexas da vida cotidiana, do pleno exercicio
da cidadania e do mundo do trabalho” (BRASIL, 2018).

Dedicaremos este capitulo a apresentacdo das competéncias relacionadas ao ensino de
sequéncias numéricas. Mostraremos também como as orientacdes desse documento concor-

dam com as ideias de outros tedricos, as quais também norteardo nossa pesquisa.
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2.1 Ensino de sequéncias numéricas a luz das competéncias
gerais da BNCC e da teoria dos registros de represen-

tacao semiotica

A BNCC apresenta dez competéncias gerais a serem desenvolvidas no ambito peda-
gbgico. Naturalmente, todas devem ser contempladas por todas as disciplinas da educacao
basica; porém, para este trabalho, destacamos apenas as competéncias que, segundo nosso
entendimento, sdo diretamente relacionadas a apresentacdo das sequéncias numéricas. Essas
serdo contempladas nos Capitulos 4 e 9 e nas Sec¢des 10.3 e 11.1, nos quais apresentamos
nossas sugestdes de abordagem dos contetidos analisados:

“COMPETENCIAS GERAIS DA EDUCACAO BASICA

1. Valorizar e utilizar os conhecimentos historicamente construidos sobre o
mundo fisico, social, cultural e digital para entender e explicar a realidade,
continuar aprendendo e colaborar para a construcao de uma sociedade justa,
democrética e inclusiva.

2. Exercitar a curiosidade intelectual e recorrer a abordagem propria das cién-
cias, incluindo a investigacdo, a reflexdo, a anélise critica, a imaginagao e
a criatividade, para investigar causas, elaborar e testar hipdteses, formular
e resolver problemas e criar solugdes (inclusive tecnoldgicas) com base nos
conhecimentos de diferente areas.

[...]

4. Utilizar diferentes linguagens - verbal (oral ou visual-motora, como Libras,
e escrita), corporal, visual, sonora e digital -, bem como conhecimentos das
linguagens artistica, matemadtica e cientifica, para se expressar e partilhar
informagdes, experiéncias, ideias e sentimentos em diferentes contextos e
produzir sentidos que levem ao entendimento mutuo.

[...]

7. Argumentar com base em fatos, dados e informacdes confidveis, para for-
mular, negociar e defender ideias, pontos de vista e decisdes comuns que
respeitem e promovam os direitos humanos, a consciéncia socioambiental e
o consumo responsdvel em dmbito local, regional e global, com posiciona-
mento ético em relacdo ao cuidado de si mesmo, dos outros e do planeta”
(BRASIL, 2018, p. 9).

[...]

Notamos claramente a relevancia dada ao fator histérico na competéncia 1. De fato,
cada conteudo a ser apresentado teve seu estudo originalmente motivado por algum pro-
blema, tedrico ou pratico. Conhecer os problemas que deram origem ao estudo de um
contetido costuma deixar clara a aplicabilidade do mesmo e, consequentemente, motiva 0s
estudantes a compreendé-lo. Em nossas sugestdes de abordagem, buscaremos apresentar

problemas com valor historico relacionados ao contetdo estudado e adequados ao nivel de

14



conhecimento dos estudantes do Ensino Médio. Ressaltamos que selecionamos apenas al-
guns exemplos historicos, mas existem vdrias outras situagdes em que o conceito de sequén-
cia foi necessario para desenvolver outros conteidos. Por exemplo, ao estudar as dizimas
periddicas e a defini¢do de nimero irracional, os conhecimentos de sequéncias convergentes
sdo necessdrios. Na Fisica, a definicdo de velocidade instantanea também utiliza limites de
sequéncias. Em nossa opinido, na evolugdo da Historia da Matemadtica, em qualquer processo
de descoberta, o conceito de sequéncia aparece de forma implicita ou explicita.

Dentre os vérios exemplos com valor historico, selecionamos alguns para motivar a
definicdo de sequéncias: a sequéncia de nimeros triangulares, estudada pelos membros da
escola pitagorica, e a sequéncia de Fibonacci, como exemplos motivadores para a defini¢cao
de sequéncias no Capitulo 3; o método da exaustao de Eudoxo, para determinar a area do
circulo, no Capitulo 11, e para calcular a drea sob o arco de uma parabola, no Apéndice C.

A competéncia 2 destaca a importincia de estimular o estudante a utilizar sua criativi-
dade para procurar solugdes, percorrendo todo o processo de formulacao e teste de hipoteses
para solucionar problemas. N&s concordamos que tal abordagem deve ser priorizada; por
1$s0, nossas propostas metodoldgicas em todos os capitulos buscardo contemplar essa com-
peténcia. A abordagem formal matemadtica sera utilizada sempre que for acessivel ao nivel
de ensino e, quando nao for acessivel, procuraremos uma abordagem mais intuitiva através
de conhecimentos adquiridos nos anos anteriores.

Entendemos que essa competéncia ¢ contemplada nas ideias apresentadas pelo psi-
c6logo romeno Efraim Fischbein, as quais foram a base para a andlise do tratamento de
sequéncias numéricas nos livros didaticos em um artigo escrito por Willian Vieira (2014).
Ele destaca a teoria do referido psicélogo a respeito das interacdes entre aspectos formais,
algoritmicos e intuitivos para atividades matematicas.

Segundo Vieira (2014), o aspecto formal abrange axiomas, defini¢des, teoremas, de-
monstragdes, 0 pensamento proposicional e as construgdes hipotético-dedutivas. J4 o aspecto
algoritmico engloba as técnicas e procedimentos de resolu¢do. Por fim, o aspecto intuitivo
abrange a intuicdo cognitiva, o entendimento/solucdo intuitiva, os quais podem facilitar o
aprendizado, exercendo um papel coercitivo que ajude o estudante a aceitar afirmagdes mais
facilmente; porém, também podem dificulta-lo, por levar o estudante a seguir raciocinios
contraditorios e equivocados. Tais aspectos se relacionam diretamente com a competéncia
2, que visa desenvolver a capacidade do estudante criar hipéteses (utilizando a intui¢ao
e os conhecimentos prévios, que envolvem aspectos formais e algoritmicos) e analisa-las
criticamente, através da abordagem propria da ciéncia (que engloba aspectos formais e al-
goritmicos).

Nossas propostas de abordagem tém o objetivo de estimular os aspectos intuitivos,
algoritmicos e formais. Para alcancar este objetivo, nos propomos a apresentar cada conteido

a partir de exemplos, perguntas e representacdes graficas, para induzir o leitor a construir os
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conceitos.

Por sua vez, a competéncia 4 ressalta a importancia do conhecimento e uso de dife-
rentes linguagens. No que se refere a linguagem matematica, existem diferentes registros
que podem ser utilizados para representar um mesmo objeto. Conforme apresentaremos no
Capitulo 4, as proprias sequéncias numéricas podem ser representadas através de diversos
registros: forma algébrica, numérica, grifica, em tabelas e no diagrama de flechas. Sendo
assim, conhecer as relacdes entre diferentes registros € fundamental para o desenvolvimento

desta competéncia.

Ainda discorrendo sobre as representacdes dos objetos mateméticos, Trindade et al.
(2016) cita o trabalho de Duval, que elaborou a teoria denominada “Registros de Represen-
tacdo Semidtica”, na qual destaca a importancia das representagdes semidticas, quais sejam:
lingua materna, representacio algébrica, representacao numérica e representacao gréfica; e
suas transformagdes cognitivas. No campo das transformagdes, sao apresentados o trata-
mento, que consiste na transformacao dentro de um mesmo registro, € a conversao, que é a
transformacao entre registros. Ao lembrar que “o objeto matematico s6 € acessivel por meio
de representacdes” (ibidem), percebemos que o desenvolvimento da habilidade de realizar
transformacoes entre estes registros é fundamental para que a compreensao dos conteidos
pelos estudantes seja completa. Vale ressaltar que, embora o texto da BNCC apresente a “lin-
guagem matemadtica” escrita no singular, essa trata-se de uma linguagem plural, composta

por essas varias formas de representacao.

Por fim, a competéncia 7 destaca a importancia da utilizacao de dados reais para que
sejam analisados pelos estudantes. Acreditamos que essa abordagem estimula os alunos,
por apresentar a aplicacdo dos contetidos no cotidiano. Esta competéncia também norteara

nossas propostas de abordagem de ensino, especialmente o Capitulo 4.

Para finalizar, observando todas as competéncias apresentadas, destacamos também a
relagcdo entre estas e as componentes bdsicas utilizadas por Lima et al. (2001) como base
para as andlises de livros: Conceituacdo, Manipulacdo e Aplicacdo. Essas compdem a
“abordagem prépria das ciéncias” mencionada na competéncia 2 da BNCC. Além disso,
a Conceituacdo precisa ser feita levando em consideracdo a competéncia 4, utilizando o
maximo possivel de registros e permitindo o entendimento de todos eles. A Manipulacao,
por sua vez, também faz parte do conhecimento da abordagem matematica: “A Manipulagao,
de carater essencialmente (mas nao exclusivamente) algébrico, estd para o ensino e o apren-
dizado da Matemadtica assim como a pratica dos exercicios e escalas musicais estd para a
Musica” (ibidem). Por fim, a Aplicacao esta diretamente relacionada com a competéncia 2,
por envolver a curiosidade, a investigacdo, a reflexdo, a elaboracdo de hipdteses, o teste das

hipéteses, a resolucdo de problemas e a criacao de solucdes.
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2.2 Ensino de sequéncias numéricas a luz das competéncias

especificas de Matematica no ensino médio propostas
na BNCC

Nessa secdo, voltaremos nossa atengao as competéncias especificas para a area de Ma-
tematica e suas tecnologias no ensino médio. Segundo o documento, os estudantes “devem
mobilizar seu modo proprio de raciocinar, representar, comunicar, argumentar e, com base
em discussdes e validagdes conjuntas, aprender conceitos e desenvolver representacdes e
procedimentos cada vez mais sofisticados” (BRASIL, 2018, p. 529). Detalhando cada com-
peténcia, é dito que “para o desenvolvimento de competéncias que envolvem raciocinar, €
necessario que os estudantes possam, em interagdo com seus colegas e professores, investi-
gar, explicar e justificar as solucdes apresentadas para os problemas, com €nfase nos proces-
sos de argumentagdo matematica” (ibidem, p. 529). Claramente, essa competéncia exige o
conhecimento da Conceituacdo, da Manipulacdo e da Aplicacdo, destacados por Lima et al.
(2001).

As competéncias especificas de Matematica e suas tecnologias no Ensino Médio sao:

1. “Utilizar estratégias, conceitos e procedimentos matematicos para interpre-
tar situagcdes em diversos contextos, sejam atividades cotidianas, sejam fatos
das Ciéncias da Natureza e Humanas, das questdes socioecondmicas ou tec-
nolégicas, divulgados por diferentes meios, de modo a contribuir para uma
formacao geral.

2. Propor ou participar de a¢des para investigar desafios do mundo contem-
pordneo e tomar decisdes éticas e socialmente responsdveis, com base na
andlise de problemas sociais, como os voltados a situa¢des de sauide, sus-
tentabilidade, das implica¢des da tecnologia no mundo do trabalho, entre
outros, mobilizando e articulando conceitos, procedimentos e linguagens
proprios da Matematica.

3. Utilizar estratégias, conceitos, defini¢cdes e procedimentos matematicos para
interpretar, construir modelos e resolver problemas em diversos contextos,
analisando a plausibilidade dos resultados e a adequagdo das solugdes pro-
postas, de modo a construir argumentagdo consistente.

4. Compreender e utilizar, com flexibilidade e precisdo, diferentes registros de
representacdo matematicos (algébrico, geométrico, estatistico, computacio-
nal etc.), na busca de solucdo e comunicacao de resultados de problemas.

5. Investigar e estabelecer conjecturas a respeito de diferentes conceitos e pro-
priedades matematicas, empregando estratégias e recursos, como observagao
de padrdes, experimentagdes e diferentes tecnologias, identificando a neces-
sidade, ou ndo, de uma demonstrag¢ao cada vez mais formal na validacdo das
referidas conjecturas.” (BRASIL, 2018, p. 531).

E interessante notar que todas essas competéncias serdo desenvolvidas na resolucao

dos problemas matematicos e podem ser relacionadas com as etapas propostas por Lima:
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Conceituacao, Manipulacdo e Aplicagcdo (2001). A competéncia 1 destaca o primeiro passo
na resolu¢do de um problema matemaético: compreender a situagdo apresentada de forma
matemadtica. Este processo permitira que o aluno perceba a Aplicacdao do contetido logo no
inicio do seu estudo. Em relacdo ao estudo de sequéncias, o aluno precisa perceber como
esse conteddo se relaciona com cada problema proposto. Essa abordagem serd utilizada nos
Capitulos 4 e 9 e nas Secdes 10.3 e 11.1, nas quais apresentamos propostas de abordagem de
cada um dos contetdos do ensino médio que estamos analisando: definicao de sequéncias,
defini¢do de poténcias com expoentes irracionais, “soma” dos infinitos termos de uma PG e
célculo da area do circulo, respectivamente.

Em seguida, a competéncia 2 destaca a importancia de considerar tanto questdes éticas
quanto conhecimentos matematicos ao propor solu¢des para problemas sociais. Perceber a
necessidade de utilizar conhecimentos matemaéticos junto a questdes €ticas também € um
forte aliado do processo de Aplicacdo do contetido e exige o conhecimento da Conceituacao
do mesmo.

As competéncias seguintes enfocam pontos especificos do processo de resolugdo do
problema, por isso entendemos que estdo associados a Manipulacdo: a competéncia 3 fala
sobre a interpretacdo do problema (o que também foi comentado na competéncia 1), sobre
construir modelos (o que também € conteido da competéncia 5) e sobre resolver problemas
analisando a coeréncia do resultado obtido. Ja a competéncia 4 destaca mais uma vez o uso
dos diferentes registros de linguagem matematica, tanto para procurar a solu¢ao quanto para
comunicar os resultados. Essa dltima competéncia estd diretamente relacionada com o que
comentamos na secdo anterior a respeito do trabalho de Duval, citado por Trindade et al.
(2016).

Ap6s verificada a concordancia entre a BNCC e os artigos citados, tomaremos as com-
peténcias apresentadas na BNCC, as propostas de Conceituagdo, Manipulagdo e Aplicacao
do Lima et al. (2001) e a teoria dos registros de representacdao semidtica de Duval (TRIN-
DADE et al., 2016) como bases para a elaboracdo da proposta de apresentacio dos contetidos
propostos. A motivac¢do de cada conteudo serd realizada através de problemas contextuali-
zados, utilizando informacdes reais. A proposta de solucdo serd voltada a utilizacdo da
defini¢do de sequéncia e das diferentes representagdes das sequéncias com o fim de obter as

solucdes propostas.
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Capitulo 3

Analise da Apresentacao de Sequéncias
Numéricas em Livros Didaticos e Paginas

Eletronicas

Nosso trabalho tem dois objetivos principais: o primeiro € apresentar relacdes entre
os conteddos que o professor ministrard no ensino médio e os contetidos que foram estuda-
dos na disciplina de Anélise Real, cursada em seu periodo de formac¢do na licenciatura; o
segundo, apresentar uma proposta de abordagem para alguns conteudos do Ensino Médio,
com o intuito de manter o rigor matematico e adequar a abordagem ao nivel de ensino dos
alunos. Por consequéncia, a proposta de abordagem podera servir de referéncia para que os
professores de Andlise Real dos cursos de licenciatura possam apresentar a disciplina com
as devidas aplicacOes aos contetidos de matemética do ensino médio. Dessa forma, os alu-
nos de licenciatura ja cursardo Andlise Real percebendo sua aplicacdo e relevancia para um

professor do ensino basico.

Tendo tais objetivos em vista, dedicaremos este capitulo a andlise das apresentacdes da
defini¢do de sequéncias numéricas, encontradas em livros didaticos e em paginas eletronicas.
Também apresentaremos as definicdes e os resultados de Andlise Real necessérios para ana-
lisar cada ideia que os livros e as paginas eletronicas apresentam apenas de forma intuitiva.
No Capitulo 4, proporemos uma abordagem de apresentagdo desse contetido que o professor

de ensino médio pode aplicar.

Para a andlise desse contetido, selecionamos dois livros didaticos indicados pelo MEC
através do Programa Nacional do Livro Didatico para o Ensino Médio (PNLEM) e as duas
primeiras paginas eletrOnicas indicadas na pagina de busca eletronica Google ao pesquisar-
mos ‘“‘sequéncias numéricas”’. Ressaltamos que nosso intuito € analisar a relagio entre os
conteddos, ndo avaliar as paginas eletronicas ou livros didaticos em si mesmos. Por isso, ndo

divulgaremos os livros e paginas eletronicas que consultamos.
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3.1 Apresentacao de sequéncias numéricas no livro A

O livro A inicia a apresentagdo de sequéncias por meio de exemplos contextualizados:

- Esta satuagae serd retoma ana pagma
Na fase de preparagao de um atleta para uma

_competicao, o preparador fisico estabeleceu que no
primeiro treino o atleta deveria correr 10 km e, em
cada um dos treinos seguintes, devena correr 2 km
a mais que no anterior.

1. Quantos quildémetros o atleta percorreu no
sequndo treino? E no sexto? 12 km; 20 km

2. Sabendo que a fase de preparacio desse atleta foi
composta de 12 treinos, como vocé calcularia o

total de quilémetros percorridos por ele nessa fase?
' resposta pessoal total: 252_ km _

' Comos conteudos abordados neste capltuio vocé podera resolver essa
-~ e outras situagdes que envolvem sequéncias.

Figura 3.1: Motivacgdo para o estudo de sequéncias no livro A

Destacamos a relevancia de especificar o periodo de duracao desse treino, pois o pro-
blema se tornaria utdpico caso considerdssemos que a distancia percorrida continuasse au-
mentando indefinidamente.

Além de apresentar o problema matematico, foi inserido um quadro com recomen-
dagdes sobre ter acompanhamento de profissionais e mais alguns cuidados relacionados a

pratica de atividades fisicas, o que demonstra preocupacdo em trabalhar a interdisciplinari-
dade:

Ao iniciar a pratica de uma atividade
fisica, é fundamental tomar alguns
cuidados, por exemplo: fazer uma
avaliacdo médica para verificar seu
estado de satde e procurar
orientacao com um profissional da

area de educacao fisica. Também é
importante: escolher locais arejados,
bem ventilados; usar roupas leves,
que permitam a troca de calor entre
o corpo e o ambiente; e ndo exceder
seus limites para ndo causar lesoes.

Figura 3.2: Contextualizacido do exemplo motivacional do conteido no livro A
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Tal cuidado € relevante, especialmente porque o exemplo apresentado sugere um au-
mento na intensidade do exercicio durante uma quantidade relativamente pequena de dias,
mas que ndo deve ser seguida pelos alunos sem que seja analisado seu condicionamento
fisico.

Voltando a atencd@o ao aspecto didatico, o exemplo desenvolve as competéncias 1 e 3
especificas para o ensino de Matemdtica no ensino médio, propostas pela BNCC (ver secdo
2.2). De fato, o exemplo induz a utilizagdo de estratégias, conceitos, definicdes e proce-
dimentos matemadticos: a competéncia 1 foi contemplada pela necessidade de interpretar a
situacdo apresentada, e a 3, por ser necessario construir um modelo e resolver o problema.
Para responder as perguntas, o aluno do ensino médio tem a possibilidade de fazer cdlculos
simples ou mesmo de utilizar os conhecimentos de fung¢do.

Apoés a motivagdo inicial, o livro A inicia a primeira secdo apresentando mais um

exemplo, para auxiliar na conceituagdo de sequéncias:

€) O conceito de sequéncia

Em 2013, o Brasil sediou a primeira edicao da Copa do Mundo de vélei de praia, o World Cup
Final, que se realizou na cidade de Campinas, em Sao Paulo. O Brasil foi campeao nas duas com-
peticdes, feminina e masculina, com as duplas Maria Elisa/Talita e Emanuel/Alison.

CAMPINAS - SP
BRASIL

HELIO SUENAGA/ FIVB/GETTY IMAGES

HELIO SUENAGA/LATINCONTENT/GETTY IMAGES

-

Maria Elisa e Talita exibem a medalha de ouro. Emanuel e Alison comemoram o titulo.

No volei masculino, a classificacdo final dos quatro primeiros colocados é descrita pela tabela a seguir.

Classificagéo da I Copa do Mundo de vélei de praia masculino

Posigao Pais

1 Brasil E
2 Estados Unidos E
3 Leténia =
- Alemanha 5

Dados obtidos em: <www.fivb.org>. Acesso em: 12 maio 2014.

ILUSTRAGOES: ADILSON SECCO

Figura 3.3: Motivacgdo para a conceituacdo de sequéncias no livro A
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Mais uma vez, o aluno pode perceber o conteido como algo natural, como parte do
cotidiano. Novamente, as competéncias 1 e 3, de interpretagdo da situagao e de utilizagao de
um modelo matemaético, foram desenvolvidas. Por isso, entendemos que o exemplo apresen-
tado seja uma boa escolha. Além disso, iniciar o exemplo com uma sequéncia ndo-numérica
€ importante, pois o aluno terd uma visdo mais ampla a respeito da definicao de sequéncia:
ela pode abranger casos em que as sequéncias sdo compostas por termos que ndo sejam
ndmeros.

Notemos agora que inicialmente o exemplo utiliza a representagdo em uma tabela para
uma sequéncia com 4 termos. Em seguida, o livro destaca a relagdo entre as duas colunas:
0s nimeros naturais e a posicao dos elementos na sequéncia. O exemplo apresentado parece
muito pequeno em um primeiro momento, mas a sequéncia foi estrategicamente escolhida
para que fosse possivel fazer uma conversao de registros, passando-se a utilizar um diagrama
de flechas:

Observe que a classificacdo é apresentada associando-se cada nimero natural de 1 a 4 ao
nome de um pais. Essa associacdo determina uma sequéncia, em que:

e o numero 1 corresponde ao primeiro elemento da sequéncia;

¢ 0 nimero 2 corresponde ao segundo elemento da sequéncia;

¢ o nimero 3 corresponde ao terceiro elemento da sequéncia;

¢ o nlmero 4 corresponde ao quarto elemento da sequéncia.

Vamos representar essa associagao em um diagrama de flechas, indicando por A o conjunto de
nimeros naturais de 1 a 4 e por B o conjunto dos paises classificados nas quatro primeiras posi¢oes:

/ / “\\
/ m X

e \ / ~ ® Brasil \
/ \

e Estados Unidos “\y

FAUSTINO
)
n

¢ Letonia |

® 4 / ® Alemanha

Note que cada elemento de A esta associado a um Unico elemento de B. Dessa forma, temos
uma funcdo de A em B. Essa situacao é um exemplo de sequéncia finita, que definimos a seguir.

Figura 3.4: Representacao de sequéncia por diagrama de flechas no livro A

O uso do diagrama de flechas pode ser considerado o dpice da conceituag@o, pois
os alunos ja foram apresentados as funcdes com a mesma representacdo, o que facilita a
compreensdo de que a sequéncia € uma funcao e segue a competéncia especifica 4, que trata

do uso de diferentes registros de representacao matematica (ver se¢do 2.2).

Ap0s esse exemplo, foi devidamente posicionada a defini¢do de sequéncia:
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Sequéncia finita € toda funcdo de dominio A = {1, 2, 3, ..., n}, com A C IN*, e contra-
dominio B, sendo B um conjunto qualquer ndo vazio.

Figura 3.5: Exemplo e definicdo de sequéncia finita no livro A

Sequéncia infinita é toda funcao de dominio N* = {1, 2, 3, 4, ..} e contradominio B,
sendo B um conjunto qualquer nao vazio.

Figura 3.6: Defini¢ao de sequéncia infinita no livro A

Destacamos o fato de que ambas as defini¢des de sequéncias sdo abrangente, contem-
plando sequéncias numéricas ou nao, pois o contradominio é qualquer conjunto ndo vazio, o
que é coerente com os exemplos apresentados para motivar o conteido. Ressaltamos ainda
que em Anélise Real estudamos apenas sequéncias infinitas, tendo em vista que as sequéncias
que nos interessam nos estudos mais avancados sdo apenas as infinitas.

O livro apresenta ainda outros exemplos. O exemplo a seguir merece aten¢do, pois
apresenta uma sequéncia com elementos repetidos representada por diagrama de flechas e

pela notacao de sequéncias:

Exemplos
a) Consideremos a funcao g descrita pelo diagrama:

FAUSTINO

Essa funcéo descreve uma sequéncia finita, que pode ser representada simplesmente por:
(5. 7.7, 5.3,3)

Nessa forma de representacdo da sequéncia, os parénteses indicam que a ordem em que
se apresentam os elementos deve ser mantida, isto €, se trocarmos a ordem de pelo menos
dois elementos distintos, obteremos outra sequéncia, por exemplo:

(5, 7,7, % 3, 3) - (\'7’, 5,V7, % 3, 3)

Observe que uma se-
quéncia pode ser re-
presentada por um
conjunto cujos ele-
mentos obedecem a
determinada ordem.

Figura 3.7: Exemplo de sequéncia com elementos repetidos no livro A

Este exemplo destaca dois fatos importantes: primeiro, a possibilidade de existirem
termos iguais na mesma sequéncia, o que evita o erro de confundir sequéncias e imagens de

fungdes; segundo, a importancia da posi¢do de cada termo, pois a inversdao de apenas dois

23



termos de uma sequéncia € suficiente para gerar uma nova sequéncia. Porém, a observacao
encontrada no canto inferior esquerdo da Figura 3.7 contradiz essas informagdes, ao afirmar
que “uma sequéncia pode ser representada por um conjunto cujos elementos obedecem a uma
determinada ordem”. Os alunos ja estudaram conjuntos e sabem que eles ndo possuem ele-
mentos repetidos nem sao alterados ao se inverter a posi¢ao de dois elementos. Concluimos,

assim, que a observacao apresentada esta equivocada.

Destacamos aqui o uso da palavra “ordem”, ainda na observagao da Figura 3.7. No
contexto em que foi colocado, claramente o aluno compreende que a expressao se refere a
posicdo de cada termo. Porém, se o texto fosse apresentado sem a imagem, causaria uma

ambiguidade, que detalharemos no Capitulo 5.

Dando continuidade, o exemplo seguinte apresenta a notacdao dos termos de uma se-

quéncia qualquer:

b) Sendo A = {1, 2, 3, 4, ..., 40}, a funcdo h: A — R tal que h(n) = 3n*> — 1 representa a
sequéncia finita (h(1), h(2), h(3), ..., h(40)), em que:
h(1)=3:12-1=2
h(2=3:22-1=11
h(3)=3:32-1=26
h(4)=3-4—-1=47

h(40) =3 -40%2 -1 = 4.799
Portanto, a sequéncia representada pela funcao h é: (2, 11, 26, 47, ..., 4.799)

Figura 3.8: Exemplo de sequéncia representada pelo termo geral no livro A

O fato de que a sequéncia € uma func¢do foi destacado de forma acertada. Porém, seria
possivel simplificar ainda mais o raciocinio do estudante denotando a funcdo por a e cada
termo por a(n) = a,. Por ter utilizado outra letra para denotar a fungio, a notagéo dos termos

da sequéncia s6 foi apresentada depois do exemplo, em uma subsecdo separada:
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Termos de uma sequéncia

P

Cada elemento de uma sequéncia também é chamado de termo da sequéncia. Em uma
sequéncia, o termo que ocupa a posicdo de nimero n é indicado pelo simbolo g, isto é:

a, indica o primeiro termo da sequéncia;
a, indica o sequndo termo da sequéncia;
a, indica o terceiro termo da sequéncia;
a, indica o quarto termo da sequeéncia;

a,_indica o n-ésimo termo da sequéncia.

Exemplo

Na sequéncia (7, 3, 8, 10, ...), temos: @, = 7,a,= 3,0, = 8,a, = 10, ...

Figura 3.9: Apresentacdo da notagcdo dos termos de uma sequéncia no livro A

A associagdo entre o indice de cada termo e sua posi¢do na sequéncia seria mais intui-

tiva e rdpida para o estudante caso fosse feita a associagdo da sequéncia com a funcao

A:N — R

n — a(n)=ay

Além disso, a associagdo entre cada elemento do dominio e o indice da notacao ja seria
imediata.

E importante destacarmos a diversidade de registros utilizados nos exemplos: tabela,
diagrama de flechas, representagdo numérica, representacao algébrica. Essa multiplicidade
de representagdes contempla a teoria dos registros de representacdo semidtica de Duval,
conforme comentada por Vieira (2014).

Finalizando a apresentacdo do conteudo, o livro apresenta a lei de formacao de uma

sequéncia em uma se¢do separada:

@ Lei de formagao de uma sequéncia

Um conjunto de informagGes capazes de determinar todos os termos de uma sequéncia
e a ordem em que se apresentam é chamado de lei de formacao da sequéncia.

Figura 3.10: Apresentacdo da lei de formacgdo de uma sequéncia no livro A

Estranhamente, ndo foi feita qualquer referéncia ao fato de que toda funcao, por defini-
cdo, deve ter uma lei de formagdo e que, por consequéncia, toda sequéncia também tera uma
lei de formacdo. Apresentar a lei de formag@ao em uma se¢ao separada deixa a impressao de

que sua existéncia seja um fato novo, independente da defini¢do, o que nao € verdade.
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Por outro lado, a lei de formacao foi definida de forma abrangente como “um conjunto
de informagdes”, o que € adequado, pois a lei de formacdo pode ser representada através de
uma férmula, de um texto, de um diagrama, entre outras possibilidades.

Agora, observemos os exemplos que o livro apresentou em seguida, conforme exibi-

mos nas figuras seguintes:

a) Seja (a,) a sequéncia tal que: {Z: i 3: 4+q

As informa¢des a, = 3 e a,,, =4+ a, para todo nimero natural n ndo nulo, determinam
todos os elementos da sequéncia e a ordem em que se apresentam. Observe:

* 0 primeiro termo da sequéncia é 3, isto é, a, = 3;

* naigualdadea , 6 =4 + a,, atribuindo a n os valores 1, 2, 3, ..., obtemos os demais
termos da sequéncia, isto é:

n=1=ag,=4+0a,=4+3=7
n=2=a,=4+a,=4+7=11
n=3=a,=4+a,=4+11=15

n=4=o09,=4+a,=4+15=19

Portanto, a sequéncia é (3,7, 11, 15, 19, ...).

Figura 3.11: Primeiro exemplo de lei de formagdo de uma sequéncia, extraido do livro A

Esse primeiro exemplo mostra lei de formacao representada por uma férmula de re-
corréncia. A inclusio de tal exemplo é importante para que o aluno possa ter acesso a uma

diversidade de exemplos de sequéncias e de leis de formagao.

b) Considere a sequéncia (a,) tal que a, = n? — 1. Para determinar os termos dessa sequéncia,
basta atribuir a n os valores 1, 2, 3, 4, ... na igualdade a = n*>— 1. Observe:

n=1=a=1-1=0

n=2=a,=22-1=3

n=3=a=3-1=8

S
Il

4=a0,=4-1=15 -

Portanto, a sequéncia é (0, 3, 8, 15, ...).

Figura 3.12: Segundo exemplo de lei de formagao de uma sequéncia, extraido do livro A

O exemplo b) contempla uma situacdo mais simples, em que uma tnica expressao

matematica representa todos os termos da sequéncia.
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¢) Asequéncia dos nimeros primos positivos, em ordem crescente, é (2, 3, 5, 7, 11, s )
Observe que a lei de formacao dessa sequéncia ndo foi expressa por uma equagao,
mas pela propriedade de que os nimeros sejam primos positivos e estejam em ordem

crescente. Esse exemplo mostra que a lei de formagao de uma sequéncia pode nao ser
uma equacao.

Figura 3.13: Terceiro exemplo de lei de formagao de uma sequéncia, extraido do livro A

Ja no ultimo exemplo, foi utilizada a representacio através da lingua materna. Res-
saltamos aqui um fato matematico: nao existiria uma fun¢do polinomial de uma varidvel
que representasse apenas nimeros primos. A demonstracdo desse fato estd apresentada no
Apéndice A.

Destacamos que a diversidade de exemplos € importante para que o aluno tenha uma
visdo tdo geral quanto possivel do conceito de lei de formacdo, mesmo que ele ja tenha sido
apresentado anteriormente a lei de formacao de uma sequéncia. O livro acertadamente utiliza

varios registros de representacao diferentes.

3.2 Apresentacao de sequéncias numéricas no livro B

O livro B motiva o estudo do contetdo através de sequéncias cujos termos possuem

representacdo geométrica: a curva do floco de neve de Koch e o tapete de Sierpinski:

e e e e s

1. Sequéncias

SPL/LatinStock

As figuras acima s&o conhecidas como curva do floco de neve de Koch e tapete de
Sierpinski, respectivamente. A primeira é feita a partir de uma sequéncia de construcdes
nos lados de um tridngulo equildtero e a sequnda, no interior de um quadrado.

0 matematico Helge von Koch, em 1904, obteve a primeira dessas figuras a partir de
um tridngulo equildtero de lado 1. Observe as trés primeiras figuras da sequéncia.

Figura 3.14: Motivacao do estudo de sequéncias, extraida do livro B
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Depois, o livro detalha a constru¢do de cada uma:

Zapt

Se vocé j§ estd
lendo o livro O
disbo dos ndmeraos,
de Hans Magnus

Vocé consegue descobrir como a segunda e a terceira figuras foram obtidas a partir
da primeira? Acompanhe a explicagdo.

Consideremos um triangulo equildtero de lado 1. Dividimos cada um de seus lados ‘ F&Z?gzzel_rgter;s],
em trés partes iguais. indicado na

No terco médio de cada lado, construimos novos tridngulos equildteros. O resultado unidade 3, n&o
é uma linha poligonal fechada de 12 lados. deine de lera 52 e

No estdgio sequinte, fazemos a divisdo de cada um dos 12 lados da poligonal em a B® naites. Elas
trés partes iguais e construimos novos tridngulos equildteros sobre os ter¢os médios, e | ajudardo vocé 8

| pensar mais sobre
| 8s sequéncias gue
de nd estudard nesta
e nimeros. )
anci | unidade.
Como podemos descrever essa sequéncia? | o

assim sucessivamente.
A medida do lado dos tridngulos construidos em cada etapa forma uma sequéncia

SEQUENCIAS, PROGRESSAO ARITMETICA E PROGRESSAO GEOMETRICA ~ UNIDADE 6 | 141

Observe agora o que fez o matematico polonés Waclaw Sierpinski (1882-1969). Ele
construiu seu “tapete” dividindo um quadrado de lado 1em nove guadrados congruentes
e retirando o quadrado central. Esse processo se repete em cada um dos quadrados

restantes na etapa anterior,

inStock

SPL/Lati

Qual é a sequéncia dos niimeros com as medidas dos lados dos quadrados retirados
em cada etapa?

Figura 3.15: Apresentacao da construcdo da curva do floco de neve de Koch e do tapete de
Sierpinski, extraida do livro B

Conforme vemos nas figuras, os alunos sao desafiados a descrever o padrao de formacao
da curva do floco de neve de Koch. Destacamos dois pontos positivos nesse exemplo: pri-
meiro, o livro apresenta uma sequéncia composta por figuras geométricas, ou seja, essa é
uma sequéncia cujos termos sdo elementos da matemadtica, mas a sequéncia nao € numérica;
em segundo lugar, o livro estimula a elaborag@o de conjecturas e teste de hipdteses, conforme
orientado na BNCC, na competéncia especifica 5 (vide Secdo 2.2).

Uma abordagem semelhante € feita em relagcdo ao tapete de Sierpinski: o livro mostra
0s quatro primeiros passos da constru¢do da mesma e os alunos sdo desafiados a calcular
as medidas dos lados dos quadrados retirados. Mais uma vez, o livro nao apresenta a res-
posta; agora, o aluno devera procurar os termos de uma sequéncia numérica. Assim como

na primeira figura, o estimulo € voltado a elaboracdo de conjecturas e ao teste de hipdteses.
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A novidade desse exemplo € que o aluno formard uma sequéncia numérica associada a uma
sequéncia, a principio, ndo numérica.
ApOs esses exemplos motivadores, o livro apresenta a conceituagdo de sequéncias da

seguinte forma:

Para discutir problemas como esse é que vamos estudar, nesta unidade, sequéncias

e progressoes.

Uma sequéncia numeérica é uma organizacdo de ndimeros. As sequéncias podem ter
ou ndo uma lei de formagdo e podem ser finitas ou infinitas.
Exemplos:

a) (5,5, 4,8, 6,91, 2) é uma sequéncia finita dos algarismos que comp&em o ndmero
de um telefone e ndo possui uma lei de formacdo.

b) (4,16, 64, ..) é uma sequéncia infinita de ndmeros naturais ndo nulos que s3o
poténcias de 4. Essa sequéncia tem uma lei de formacdo bem simples: o primeiro
termo é 4 e cada termo, a partir do segundo, é igual ao anterior multiplicado por 4.
As sequéncias que vamos estudar nesta unidade sdo infinitas e para elas cada

ndmero sucede o anterior de acordo com uma determinada regra, de tal modo que é

sempre possivel saber se um ndmero pertence ou ndo a sequéncia.

Figura 3.16: Conceituacdo de sequéncias, feita no livro B

As sequéncias numéricas sao apresentadas como uma “organizac¢do de nimeros”, mas
a nog¢do de “organizacdo” € muito vaga, ndao sendo suficiente para que o aluno compreenda
como sdo “organizados” os termos de uma sequéncia. O aluno pode imaginar, por exemplo,
que numeros dispostos em uma matriz estao “organizados”, sem necessariamente formarem
uma sequéncia. O uso de uma expressao mais especifica, a exemplo de “lista”, seria mais
adequado.

Ainda observando a conceituacdo, € dito que “as sequéncias podem ter ou ndo uma lei
de formacdo”, afirmacdo completamente falsa. As sequéncias sdo fungdes e, portanto, sao
formadas por dois conjuntos (dominio e contradominio) e uma lei de formacao, a qual mostra
como cada elemento do primeiro conjunto se relaciona com um elemento do segundo. Logo,
toda sequéncia terd uma lei de formacdo. O livro parece confundir lei de formag¢do com
expressao matematica, o que se confirmard na continuidade da andlise do livro. Quando a lei
de formacao ndo € representada por uma expressdo matematica, o livro trata as sequéncias
correspondentes como se elas ndo possuissem tal lei.

Por fim, € dito que as sequéncias podem ser finitas ou infinitas, sem apresentar cada
uma separadamente. Porém, provavelmente essa foi a consequéncia de ndo apresentar a
defini¢do de sequéncia; o livro se restringiu a apresentar uma conceituagcdo imprecisa.

Os exemplos apresentados na Figura 3.16 contemplam uma sequéncia finita € uma
infinita, mas ambas s3o compostas apenas por nimeros naturais, o que pode passar ao leitor a
impressao de que os termos das sequéncias numéricas sempre serdo nimeros naturais. Outro

erro € que no primeiro exemplo € dito que a sequéncia ndo tem uma lei de formagado, quando
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na realidade existe uma lei de associacdo, que relaciona a primeira posicao ao ndmero 5, a

segunda ao nimero 5, a terceira ao nimero 4 e assim sucessivamente.

O livro esclarece que apenas um tipo especifico de fun¢des serd objeto de estudos
posteriores: sequéncias infinitas com lei de formacao ficil de ser identificada. Esse esclare-
cimento do livro € importante para os alunos saberem que a defini¢do ndo se restringe aos
tipos de sequéncias que serdo estudadas a seguir. Porém, os alunos provavelmente ja assimi-
laram a ideia restritiva de que toda sequéncia numérica é formada por nimeros naturais, o

que € claramente equivocado.

Dando continuidade, o livro mostra algumas formas de construir sequéncias:

Hé muitas maneiras de construir sequéncias desse tipo, como por exemplo:
a) Escolhemos um numero para ser o primeiro termo da sequéncia: 5.
Adicionamos a ele um ndmero qualquer e obtemos o segundo termo.

5
~__
+2

Para obter os demais termos, vamos adicionando sem- Bee T~ -9 \/11\/13
pre 0 mesmo valor ao nimero anterior. +2 +2 +2 +2

b) Podemos também obter uma sequéncia multiplicando cada termo, 2~ -6~ 18~ 54
a partir do primeiro, por um mesmo ndmero. X 3 X 3 X 3

¢) E possivel ainda organizar sequéncias numéricas represen- D DD DDD DDDE; E‘
tando-as por figuras colocadas em uma ordem que se repete D l:] D D D D G l:l [J G
segundo um padrdo.

2 \/4v 6 ~N_ 8
+2 +2 +2

O padrdo de repeticdo dessa sequéncia é o acréscimo de 2 quadradinhos a direita ou
a esquerda do termo anterior, sendo o primeiro termo composto de 2 quadradinhos.

Figura 3.17: Sugestdes de constru¢do de sequéncias, extraida do livro B

Notamos claramente que as formas sugeridas tém a inten¢do de induzir os alunos a
construir Progressdes Aritméticas e Geométricas. Porém, imaginar que a constru¢do de uma
sequéncia se restringe a casos simples como esses induzird o leitor a limitar sua compreensao
do conceito de sequéncia. Além disso, a constru¢cdo de uma sequéncia parece ser algo pu-
ramente abstrato e aleatdrio, sem relacdo com a realidade, o que se opde a contextualizagdao

apontada pela BNCC, como mostramos no Capitulo 2.

Em seguida, sem qualquer ligacdo direto com o que foi dito antes, é apresentada a

definicao de sequéncias numéricas infinitas:
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Podemos afirmar que:

Uma sequéncia numérica infinita é uma fung&o cujo dominio é o
conjunto dos ndmeros naturais ndo nulos.

Figura 3.18: Defini¢do de sequéncias numéricas infinitas, no livro B

A sequéncia é definida como uma funcdo com dominio sendo N; nada foi dito a res-
peito do contradominio ou da lei de formagao da funcao. A lei de formacao s6 foi apresentada
em uma secao separada, o que ndo seria necessario. Além disso, a definicdo se restringe as
sequéncias infinitas, sem dar margem para a existéncia de sequéncias finitas. Dessa forma, o
exemplo de sequéncia finita apresentado anteriormente no proprio livro nio foi contemplado
nessa defini¢do.

Ap6s a definicdo, o livro apresenta a notagcdo e o termo geral da sequéncia, na Figura
3.19:

Considere a sequéncia f(n) = 2n, onde n € {1, 2, 3, 4, ...}. Temos:
fh =2 f2)=4 fA) =6 f(4)=8
Essa fungdo nos dé a sequéncia dos nimeros pares positivos que representamos por
(2,4,6,8,..).
Geralmente indicamos por a, a imagem de n pela funcdo f : f(n) = a,. Note que
a=2a=4a=6a,=8,..,o0useja:

O indice n denota a posic8o do elemento ou termo g, na sequéncis.
g, @€ chamado de termo geral da sequéncia.

Assim:
» a,é 0 primeiro termo da sequéncia;
» a, é o sequndo termo da sequéncia;

» a, é o n-ésimo termo, ou termo geral, da sequéncia; 6
> a,_, éoantecessor de a
» a,,¢osucessordea, /T O ———

Observe que f(n) = 2n é uma fungéo afim. Os pontos de seu grafico
estdo sobre uma reta, embora o gréfico em si ndo seja uma reta, pois

D(f) = N*, { l :
Veja como ficaria o grafico da sequéncia dada por f(n) = 2n: 0 1 > 2 7

Figura 3.19: Notagdo e termo geral de uma sequéncia, no livro B

Um ponto positivo € que foi destacada a relacdo entre cada nlimero natural do dominio,
representado no indice da notacao, e a posicdo de cada termo na sequéncia. Em seguida,
vemos a representacdo grafica da sequéncia. A variedade de representagcdes atende as orien-
tacoes da BNCC, em particular a competéncia especifica 4 (vide Se¢do 2.2).

A secdo seguinte apresenta a lei de formacdo da sequéncia e o respectivo termo geral,

conforme exibido na Figura 3.20:
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Analise o grafico com
H a e os alunos e vejam o que
2' LE de Fnrmagan ou EHPressau geral mudaria nele se a fungdo
f(n) = 2n fosse definida em
R. Aproveite para reforgar a
Na sequéncia 0, 3, 6, 9, 12, 15, 18, 21, ... temos: compreensdo de que em N*
o grafico é de pontos e que 0

Fame | 0w s
2% termo 3 ou 31 quen € R.

3% termo 6 ou 32

42 termo 9 ou 33

5% termo ”  ou 34

6°termo [ 15 ou 3'5

10%termo | 27 ou 39

20°termo | 57 ou 319

Lembrando que para cada nimero a em N definimos seus multiplos como sendo os
ndmeros obtidos pelo produto de a por um nUmero natural, observamos que a sequéncia
acima é formada pelos mdltiplos de 3 em N.

Se chamarmos de n a posigdo de um termo da seguéncia, o n-ésimo termo pode ser

representado por 3(n -1)ou3n-3.
A expressdo 3(n -1, n € N*, permite calcular gualquer termo da sequéncia dos

multiplos de 3. . )
Dizemos que 3(n—1) éa expressdo geral ou lei de formacéo dessa sequéncia e que

n é a variavel da expresséo geral.

a, = 3(n—1) é o termo geral dessa sequéncia para n € N*.

SEQUENCIAS, PROGRESSAO ARITMETICA E PROGRESSAO GEOMETRICA  UNIDADE 6 | 143

Figura 3.20: Lei de formacao e termo geral de uma sequéncia, no livro B

Mais uma vez, a lei de formacdo é apresentada em uma secao separada, aparentando
que essa seja uma novidade, sem relagcdo direta com o conceito de sequéncia. Seria adequado
destacar a existéncia da lei de formacao logo ap6s a defini¢do, tendo em vista que os alunos

jé estudaram fungdes e tém o conhecimento de que toda fun¢do tem uma lei de formacao.

Além disso, confirmamos a hipétese levantada anteriormente: a lei de formacgdo é
apresentada como se fosse restrita as formulas matematicas. A tabela apresenta os termos
de uma sequéncia e a expressdo algébrica correspondente a cada um; logo apds a tabela,
¢ feita a conclusdo da férmula matematica que pode ser utilizada para descrever qualquer
termo. Nao foram feitos comentdrios sobre a possibilidade da lei de formagao ser expressa

graficamente, como ja havia sido exibido na Figura 3.19.

O livro continua sua apresentacdo do contetido, mostrando trés formas de obter as leis

de formagdo de uma sequéncia numérica, como vemos na Figura 3.21:
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Um outro exemplo pode ser dado por: : 1
Se n € N*, n? é a expressdo geral ou lei de formacdo da sequéncia 1, 4,916, .. de ; .
quadrados perfeitos. 7 9
a, = n?é o termo geral dessa sequéncia, sendo n € N*, = 1
De modo geral, as sequéncias numéricas obedecem a uma lei de formagao, gue pode 5 2
aparecer de trés maneiras. ' 25 625

1. Lei de formac&o pelo termo geral a,
Nesse caso, cada termo é expresso.em fungdo de sua posicdo, ou seja, é dada
uma férmula gue exprime a, em func&o n.

Exemplo:
Seja a sequéncia cujos termos sdo dados por x, =1+ 4n, n € N*. Temos:
» n=1 =% =1+4-1 =5

» n=2 =X, =1+4:2 =9
» N=3 =x3 =1+4-3 =13
» n=4 =x, =1+4-4 =17
» N=100 = Xg,=1+4-100 =401
Assim, a sequéncia é (5, 9, 13,17, ..., 401, ...).
2. Férmula de recorréncia
Sdo dadas duas regras: uma para identificar o primeiro termo a, e outra para
calcular cada termo a,, a partir dos anteriores a,_y @,-2 8,31 -

Exemplo:
Seja a sequéncia cujos termos obedecem as condigoes:

a, =3 (o primeiro termo é 3)
a,=a,,+4neNn=2 (leideformacdo dos demais termos)

Vamos calcular 0 2%, 0 3% e 0 4° termos:
» n=2=a,=a+4=a,=T,
» n=3=a;=a,t4=a,=1;
» n=4=a,=a;+4=3a,=15.
Logo, a sequéncia é (3,7, 11,15, ...).

3. Propriedade exclusiva dos termos
E dada uma propriedade que caracteriza os termos da sequéncia.

Exemplo:

Vamos escrever os 6 primeiros termos da sequéncia em que cada um é a soma
dos divisores do respectivo indice.

Em N, um ndmero natural a é divisor de b € N se b é da forma b = a - n para
algum valor n € N. Nesse caso, dizemos também que b é divisivel por a em N.
Assim:

~ odivisorde1él=a =1

» osdivisoresde2sdole2=a,=1+2=3;

» osdivisoresde3sdole3=a;=1+3=4

» osdivisoresde4sdol,2ed=a,=1+2+4=T,

» osdivisoresde 5sdole5=a;,=1+5=6;

» osdivisoresde 6sd01,2,3e6=a,=1+2+3+6 =12,

Portanto, a sequéncia é (1, 3, 4,7, 6,12, ...).

144 lPARTE1 NUMEROS, ESTATISTICA E FUNCOES

Figura 3.21: Formas de obter a lei de formagao de uma sequéncia apresentadas no livro B
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Foram contempladas diversas formas para obter o termo geral, o que deve ajudar os
alunos a resolverem os exercicios propostos no livro, mas permanece a ideia restrita de lei
de formagao como sendo uma férmula matematica. Notamos uma tentativa desnecessaria de
classificar todas as leis de formacao. Destacamos que a formula de recorréncia foi apresen-
tada de tal modo que nem a sequéncia de Fibonacci se enquadraria em tal descri¢ao: o livro
diz que existe uma regra para o primeiro termo e outra para que cada termo seguinte seja
calculado com base no antecessor; porém, na sequéncia de Fibonacci precisamos de mais
que um termo anterior para encontrarmos os demais. Em geral, para que uma sequéncia
seja definida por uma formula de recorréncia, devem ser definidos os n primeiros termos
e, em seguida, uma regra de associacdo para encontrar os termos seguintes com base nos
anteriores.

Além dessa restricdo, notamos um problema ainda mais amplo: a abordagem induz o
aluno a pensar que primeiro conheceremos a funcdo que descreve a sequéncia para depois

encontrarmos a sequéncia, quando na verdade o caminho € o inverso.

3.3 Apresentacao de sequéncias numéricas na pagina eletronica
1

Na primeira pagina eletrOnica analisada, a abordagem também comeca com exemplos

de sequéncias numéricas e nao numéricas, conforme exibido na Figura 3.22.

O diario do professor é composto pelos nomes
de seus alunos. Esses nomes obedecem a uma
ordem (sao escritos em ordem alfabética),
assim, essa lista de nomes (diario) &
considerada uma sequéncia.

Os dias do més sdo dispostos no calendario
obedecendo a certa ordem, que também é um
tipo de sequéncia.

Figura 3.22: Exemplos de sequéncias na pagina eletronica 1

Percebemos que a expressdo “ordem” € utilizada para se referir a posicdo de cada
termo na sequéncia. No Capitulo 5, mostraremos a ambiguidade existente no uso da palavra
“ordem”, devido ao seu uso em diferentes contextos na matematica.

Destacamos que a pédgina eletronica associa o conceito de sequéncia a ideia de lista.

Conforme veremos na subsecao 4.1, tal associacao € apropriada.
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Ap6s apresentar os exemplos de sequéncias, a pagina eletronica 1 se propde a apresen-

tar a defini¢do como mostrado na Figura 3.23.

Esses e varios outros exemplos de sequéncia
estdo presentes em nosso cotidiano. Observando-os, podemos definir sequéncia como:

Figura 3.23: Definicao de sequéncias na pagina eletronica 1

Inicialmente, destacamos que o texto apresentado nao € a definicdo de sequéncia, pois
nao foi apresentada como sendo uma fun¢do. Além disso, o texto utiliza as expressdes “con-
junto” e “grupo” fora de seu sentido formal. Entendemos que o texto destacado em azul na
Figura 3.23 pode ser considerado como uma tentativa de conceituacdo de sequéncias, mas
nao como a defini¢do formal de sequéncias. Ainda assim, a tentativa de conceituagio con-
funde a defini¢do de sequéncia, a defini¢do de conjunto e a definicdao de grupo, dificultando
a compreensao do conceito de sequéncia. Existe uma definicdo matemética para “‘grupos”,

conforme apresentado por Domingues e Iezzi (2003):

Definicao 3.1 Um grupo é um sistema matemdtico constituido de um conjunto ndo vazio G,
munido de uma operagdo (a,b) — axb sobre G com as propriedades de associatividade,

existéncia do elemento neutro e da existéncia de elementos inversos.

Exemplo 3.1 Exemplo e contraexemplo de grupo:

1. O conjunto NU{0} munido da operagdo de adigdo possui as propriedades de associ-
atividade e da existéncia de elemento neutro, mas ndo existem os elementos inversos.

Logo, N munido da adi¢do ndo é um grupo;

2. O conjunto 7 munido da operagdo de adigcdo possui as propriedades de associati-
vidade, existéncia do elemento neutro e existéncia dos elementos inversos. Logo, 7

munido da operagdo de adigcdo é um grupo.

No ensino bésico os alunos ndo terdo estudado grupos, por isso utilizar essa palavra
nao chega a prejudicar a compreensdo dos alunos, apesar de ndo estar formalmente correto.
A expressao “grupo” foi apresentada como sindnimo de conjunto, o que levara os alunos a
pensarem em uma colecio de elementos. Porém, a ideia de conjuntos ndo € associdvel a de

sequéncia, pelos motivos que detalharemos agora:
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e Em um conjunto, ndo existem elementos repetidos. Por outro lado, em uma sequéncia
podem existir termos iguais. Por exemplo, o conjunto A = {1,3,5,7} ndo pode ter
elementos que se repetem. Ja (1,3,3,5,5,5,7,7,7,7) é uma sequéncia, na qual termos

diferentes apresentam o mesmo nimero;

e A posicdo dos elementos em um conjunto ndo interfere sua formacdo. J4 em uma
sequéncia, se invertermos a posicao de seus termos, criamos uma nova sequéncia. Por
exemplo, os conjuntos {1,3,5,7} e {3,7,5,1} sdo iguais; j as sequéncias (1,3,5,7) e
(3,7,5,1) sdo diferentes;

e Tendo em vista que uma sequéncia € uma fungdo, sabemos que ela é composta por dois
conjuntos (o dominio, que serd N ou um subconjunto finito com os primeiros nimeros
naturais, e o contradominio) e uma lei de formagdo. No livro, quando a sequéncia foi
“definida” como um conjunto, o dominio, o contradominio e a lei de formacao sequer

foram mencionados.

Por fim, a pagina eletronica afirma que os elementos estardo escritos em uma “deter-
minada ordem”, usando a expressao “ordem” no mesmo contexto usado na motiva¢iao do
contetido, como apresentado na Figura 3.22, referindo-se a posi¢do de cada elemento. Mais
uma vez, ressaltamos que o uso da palavra “ordem” em diferentes contextos mateméticos
serd detalhado no Capitulo 5.

A pagina eletronica 1 apresenta uma nog¢do abrangente de sequéncias, mostrando a
possibilidade delas serem numéricas ou ndo. Para dar continuidade ao conteudo, a pagina
1 apresenta uma conceituagdo mais especifica de sequéncias numéricas, junto com alguns

exemplos, utilizando a representacao numérica:

No estudo da matematica estudamos um tipo de sequéncia: a sequéncia numérica.
Essa sequéncia que estudamos em matematica é composta por ndmeros que estio

dispostos em uma determinada ordem preestabelecida.

Ao representarmos uma sequéncia numerica, devemos colocar seus elementos entre

parénteses. Veja alguns exemplos de sequéncias numéricas:

«(2,4,6,8, 10,12, ... ) é uma sequéncia de nimeros pares positivos.
«(1,2,3,4,5,6,7,8 9,10, 11_) & uma sequéncia de ndmeros naturais.

« (10, 20, 30, 40, 50..)) € uma sequéncia de nimeros multiplos de 10.

« (10, 15, 20, 30) & uma sequéncia de nimeros multiplos de 5, mailores que cinco e
menores que 35.

Figura 3.24: Conceituacdo de sequéncias numéricas na pigina eletronica 1
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Mais uma vez, € dito que os nimeros estdo dispostos em uma “ordem” pré-estabelecida,
sem esclarecer que tipo de “ordem” estd sendo considerada. Logo em seguida, sdo apresen-
tados exemplos com caracteristicas comuns a todos: as sequéncias apresentadas sao cres-
centes e seus termos sdo numeros naturais. A falta de variedade nos exemplos apresenta-
dos, junto com a falta de clareza da expressdo “ordem‘’, induz o aluno a pensar que as
sequéncias numéricas sempre serdo crescentes, com todos os termos sendo numeros na-
turais. No capitulo 5, mostraremos formalmente como a palavra “ordem” tem diferentes

significados em contextos distintos e como evitar essa ambiguidade.

Além dessas falhas, no ultimo exemplo da Figura 3.24, o termo 25 deveria ser encon-
trado entre os termos 20 e 30, pois esta é a sequéncia dos multiplos de 5 maiores que 5 e

menores que 35.

Por fim, o fato de que as sequéncias sdo fungdes continua sem ser apresentado. A
pagina ja passa a apresentar a conceituacdo e a representacdo das sequéncias numéricas,

classificando as sequéncias numéricas como finitas ou infinitas:

Essas sequéncias sdo separadas em dois tipos:
= Sequéncia finita € uma sequéncia numérica na qual os elementos tém fim, como, por
exemplo, a sequéncia dos nameros multiplos de 5 maiores que 5 e menores que 35.

» Sequéncia infinita € uma sequéncia que ndo possul fim, ou seja, seus elementos

seguem ao infinito, por exemplo: a sequéncia dos ndmeros naturais.

Figura 3.25: Classificacdo das Sequéncias Numéricas na pagina eletronica 1

A classificacdo foi feita para distinguir sequéncias finitas e infinitas. Pela falta de
definicdo formal, a p4gina eletronica 1 passa a utilizar expressoes sem sentido matemético:
“os elementos tém fim”, “sequéncia que nao tem fim”, “seus elementos seguem ao infinito”.
Com o uso da defini¢do, bastaria esclarecer que para a sequéncia finita o dominio serd um
conjunto finito com 0s primeiros nimeros naturais, enquanto que para a sequéncia infinita o

dominio serd todo o conjunto N.

Somente ap6s classificar as sequéncias, a pagina eletronica 1 apresenta a lei de formacao

de apenas uma sequéncia:
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Para obtermos os elementos de uma sequéncia é preciso ter uma lei de formacéo da

sequéncia. Por exemplo:

Determine os cinco primeiros elementos de uma sequéncia tal gue an = 107 + 1, n N*

al=101+1=10+1=11

a2 =102+ 1=100+1=101
a3=103+1=1000+ 1 =1001

a4 =10%+1=10000 + 1 = 10001
a5 =10°+ 1 =100000 + 1 = 100001

Portanto, a sequéncia serd (11, 101, 1001, 10001, 100001).

Figura 3.26: Lei de formacdo de sequéncias numéricas na pagina eletronica 1

A apresentacdo da lei de formacdo também foi feita de forma estranha: € dito que
através da lei de formagao os alunos irdo obter os elementos da sequéncia. Passa-se a ideia de
que o processo inverso ndo aconteca; porém, em situagdes praticas, € comum conhecermos

primeiro os elementos e sO depois procurarmos a lei de formacao da sequéncia.

A lei de formagao foi apresentada como se fosse uma novidade, sem se fazer mencgao
ao fato de que as sequéncias numéricas sao funcodes e que, por definicdo, devem ter uma lei

de formacao.

Notamos ainda uma falha tipogréifica na notacao utilizada, que deixou os indices apa-
recerem como numeros a frente do caractere (an), em vez de estar na posi¢ao usual de um
indice (a,). Além disso, o caractere € ndo aparece na tela; dessa forma, provavelmente o

aluno ndo compreenderd os simbolos n N*, no final da lei de formacao.

No unico exemplo apresentado, a lei de formacdo € expressa por uma férmula, o que
tendencia os alunos a pensar erroneamente que toda sequéncia tem uma lei de formacgdo que

seja representada por uma expressao matematica.

Apoés a apresentacdo da lei de formacdo, a pagina eletronica 1 apresenta a notagcao

utilizada para representar sequéncias, como vemos na Figura 3.27:
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Em uma sequéncia numérica qualguer, o primeiro termo é representado por aj, o
segundo termo € as, o terceiro a3z e assim por diante. Em uma sequéncia numérica

desconhecida, o Gltimo elemento & representado por an. A letra n determinza o ndmero
de elementos da seqguéncia.

(a1, az, az, a4, ., 8n, .. ) sequéncia infinita.

(a1, ap, az, aa, ... , an) seqguéncia finita.

Figura 3.27: Apresentacdo da notacdo para as sequéncias numéricas na pagina eletronica 1

Tipograficamente, o indice agora € corretamente posicionado em quase todos os ter-
mos, exceto o an que aparece no texto. Matematicamente, o indice é devidamente associado
a posicao do termo na sequéncia. Porém, a relacdo com a defini¢do de funcdo continua sem
ser apresentada. Na Secdo 4.3, apresentamos essa relacdo e uma sugestdo de como apre-
sentd-la para os alunos do ensino médio.

Além disso, comete-se o equivoco de dizer que o tltimo termo de uma sequéncia finita
¢ representado por a,. Nos exemplos apresentados, notamos a inconsisténcia do que foi
falado a respeito do termo a,: na sequéncia infinita também foi representado um termo a,.
Se a notagdo a, fosse especifica para o dltimo termo da sequéncia, entdo qual seria o Gltimo
termo dessa sequéncia infinita? Na realidade essa € a representacdo do n-€simo termo da
sequéncia, independente de ser o ultimo ou nao.

Para finalizar, destacamos que a defini¢do formal ndo foi apresentada em nenhum mo-
mento, enquanto os conceitos apresentados induzem o aluno a ter uma nog¢ao restrita e equi-
vocada de sequéncia. Além disso, os registros utilizados para representar as sequéncias
foram apenas o numérico e o algébrico, limitando o contato do aluno com as sequéncias
numéricas, conforme apresentado por Trindade et al. (2016) a respeito da teoria de Duval.
Finalmente, ndo foi proposto nenhum exemplo contextualizado, para que o aluno visse al-
guma aplicacdo do conteido ou fosse estimulado a raciocinar e desenvolver estratégias de
resolucdo de problemas, conforme as orientacoes da BNCC que apresentamos no Capitulo
2.

3.4 Apresentacao de sequéncias numéricas na pagina eletronica
2

Observemos agora a segunda pagina virtual selecionada. Ela apresenta uma proposta

de defini¢do de sequéncia conforme vemos na Figura 3.28:
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ol Ll rF g -
Sequencia Numerica
I} Compartilhar [l {X) Enviar
Na matemdtica, a sequéncia numeérica ou sucessdo numérica corresponde a uma

funcdo dentro de um agrupamento de niimeros. De tal modo, os elementos agrupados
numa sequéncia numeérica seguem uma sucessdo, ou seja, uma ordem no conjunto.

Figura 3.28: Definicdo de sequéncias na pagina eletronica 2

A associagdo de uma sequéncia com uma funcio foi acertada, mas ndo ha clareza
em varias expressoOes utilizadas: ndo existe uma “fun¢do dentro de um agrupamento de
nimeros”, mas sim uma fun¢do que associa elementos de dois conjuntos por meio de uma
lei de formacdo; também nao fica claro o que seriam “elementos agrupados numa sequéncia
numérica”. Por fim, a defini¢do apresenta corretamente sequéncias e sucessdoes como sino-
nimos, mas depois também apresenta sucessao e ordem como sindonimos. Assim, o aluno
concluira que “a sucessdo tem elementos que seguem uma sucessdao’”’, 0 que nao tem qual-
quer sentido 16gico. Essa proposta de definicao causa confusdes na compreensao do leitor e
impede o entendimento da definicao.

Outro ponto a ser destacado € a apresentacdo de sucessdo e ordem como sindénimos:
“seguem uma sucessao, ou seja, uma ordem”. Na realidade, sucessdo e ordem tratam-se
de conceitos distintos na matematica. Sucessdo e sequéncia sao sindnimos; ja a expressao
“ordem” pode ser usada para se referir a posicdo de um elemento em uma lista ou para
comparar dois elementos de um conjunto, conforme detalharemos no Capitulo 5. A palavra
“sucessao” nao deveria ser utilizada como sindénimo de ordem.

Ap6s a definicdo, a pagina eletronica 2 classifica as sequéncias em dois tipos: finitas e

infinitas:

Classificacao

As sequéncias numeéricas podem ser finitas ou infinitas, por exemplo:
Sp=1(2,4,6, .., 8)

S1=1(2,4,6,8...)

Note que quando as sequéncias sdo infinitas, elas sdo indicadas pelas reticéncias no final

Figura 3.29: Classificacdo de sequéncias finitas e infinitas na pagina eletronica 2
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E interessante observar que a diferenca entre sequéncias finitas e infinitas ndao foi
apresentada na conceituagdo de sequéncias, diferente dos livros que apresentavam as duas
defini¢des separadas. Porém, a auséncia dessa diferenciagcao se deve em parte ao fato de que
a definicdo formal de sequéncias como fungdes ndo foi corretamente apresentada; quando
detalhamos essa definicao, naturalmente € preciso mencionar se 0 dominio é todo o conjunto
N ou apenas um nimero finito dos primeiros nimeros naturais.

Destacamos ainda que as representacoes das sequéncias foram exibidas sem nenhum
esclarecimento: nio foi recomendado o uso de parénteses; ndo foi dito que a posi¢ao de cada
termo indica o numero natural ao qual ele estd associado; também nao foi feita uma relagio
entre a definicdo apresentada inicialmente e a representacao numérica. O leitor que enxerga
essa representacao ndo consegue associa-la a uma funcao.

Outro ponto que destacamos € a falta de variedade nos exemplos: ambos apresentam
exatamente os mesmos nimeros como termos das sequéncias. Como nada foi falado a res-
peito da lei de formacdo, € muito provavel que o leitor subentenda que as sequéncias sdao
compostas pelos nimeros pares. Mas, se fosse esse o caso, o que significariam as reticéncias
entre os nimeros 6 e 8, na sequéncia Sr? A pagina eletronica 2 dedica uma secdo especifica
para tratar sobre a lei de formacdo, entdo voltaremos a comentar sobre esse ponto quando
comentarmos sobre essa secao, nos comentarios sobre a figura 3.31.

Logo apés a classificagdo, ainda na mesma secdo, é apresentada a notacdo utilizada

para representar as sequéncias, conforme vemos na figura a seguir:

Além disso, vale lembrar que os elementos da sequéncia sdo indicados pela letra a. Por
exemplo:

1]
a2

1% elemento: a;

1]
]

4® elemento: a,

O uiltimo termo da sequéncia € chamado de enésimo, sendo representado por a,. Nesse
caso, 0 a, da sequéncia finita acima seria o elemento 8.

Assim, podemos representa-la da seguinte maneira:

Sf = (a1, a2, as,...,an)

51= (a1, az, 43, an...)

Figura 3.30: Notagdo de sequéncias na pigina eletronica 2

Inicialmente, a expressdo “vale lembrar” passa a impressao de que a notacdo j4 havia
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sido apresentada anteriormente, o que ndo acontece nessa pagina. Outro problema € nao
associar a notacao a definicdo. Uma opg¢do seria retomar a definicdo apresentada na Figura
3.28, onde € dito que a sequéncia € uma funcdo; entdo, seria possivel denotar a fungao por
a. Como consequéncia, a imagem de cada elemento n do dominio seria a(n), sendo possivel
denotar a(n) = a,. A abordagem que sugerimos esclareceria a relag@o entre a defini¢do e a
notacdo. No Capitulo 4 seguiremos essa abordagem e apresentaremos mais detalhes sobre a
notagdo utilizada para representar sequéncias na Sec¢ao 4.3.

Ainda a respeito da notagdo, destacamos o aspecto positivo de associar o indice e
a posicdo de cada termo, o que é realmente importante. Porém, assim como na pagina
analisada anteriormente, € dito que o ultimo termo de uma sequéncia é denotado por a,.
Em seguida, quando sdo apresentadas uma sequéncia finita e uma infinita, o aluno pode se
perguntar qual seria o significado do termo a,, ja que a sequéncia infinita ndo possui um
ultimo termo. Além disso, no exemplo apresentado nao ha dividas de que esse termo seria
0 ay, por se tratar do quarto elemento da sequéncia.

Apo6s apresentar a notacao, a pagina eletronica 2 apresenta a lei de formagdo de uma

sequéncia:

Lei de Formacao

A Lei de Formacdo ou Termo Geral € utilizada para calcular qualguer termo de uma
sequéncia, expressa pela expressio:

a,=2n*-1

Lei de Recorréncia

A Lei da Recorréncia permite calcular qualquer termo de uma sequéncia numérica a
partir de elementos antecessores:

dn = ﬂn'l_. ﬂ.n'z_....ﬂ']_

Figura 3.31: Lei de formacao de uma sequéncia na pagina eletronica 2

De forma imediata, notamos que lei de formacao e a lei de recorréncia sao apresentadas
em secoes distintas, como se fossem independentes, quando na verdade a lei de recorréncia é
uma das possibilidades de lei de formagao de uma sequéncia. Além disso, a lei de formacao
¢ um dos elementos necessarios para definir uma func¢ao; logo, ja deveria ser mencionada

desde que a defini¢do foi apresentada.
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Agora, notamos que a lei de formacdo e o termo geral sdo apresentados como sind-
nimos. Em seguida, € dito que essa lei € utilizada para “calcular” qualquer termo de uma
sequéncia. Tal explicacdo torna-se bastante restrita, por ndo abranger as possibilidades em
que a sequéncia seja expressa através da lingua materna ou nao exista uma férmula que
expresse a lei de formacao.

Em seguida, o tnico exemplo dado apresenta uma lei de formacdo expressa por uma
férmula. Vale salientar que a pagina eletronica 2 ndo esclarece que a férmula mostrada trata-
se apenas de um exemplo; € possivel que um leitor entenda que essa formula seja utilizada
para qualquer sequéncia.

Na secdo “Lei de Recorréncia”, é dito que essa lei permite calcular qualquer termo
da sequéncia com base nos termos anteriores, o que € adequado para uma nog¢ao geral do
conceito. Porém, como vemos na Figura 3.31, foi apresentada uma notagdo que ndo tem
sentido matematico. No Capitulo 4, faremos uma proposta de abordagem diferente, para
resolver este problema.

A pagina eletronica 2 encerra a apresentacao sobre o conteudo propondo um exercicio

resolvido:

Exercicio Resolvido

Para compreender melhor o conceito de sequéncia numeérica, segue abaixo um exercicio
resolvido:

1) Seguindo o padrdo da sequéncia numerica, qual o proximo nimero correspondente
nas sequéncias abaixo:

aj(1,3.57,9,11,..)

b) (0, 2, 4, 6, 8, 10,...)
c}(3,6,9,12,..)

d) (1, 4, 9, 16,...)

e) (37, 31, 29,23, 19, 17,...)

Figura 3.32: Exercicio resolvido sobre sequéncias na pagina eletronica 2

O enunciado afirma que o exercicio foi proposto para ajudar na compreensdo do con-
ceito de sequéncia. Porém, o exercicio se limita a propor uma busca intuitiva pelo padrao (a
lei de formagdo) de cada sequéncia, para que seja determinado o termo seguinte.

Notamos que todos 0s exercicios propostos sdo extremamente simples e todas as se-
quéncias apresentadas sao formadas por nimeros naturais. O aluno pode ter a impressao de
que o contradominio das sequéncias se restringe a N. Além disso, € possivel que o leitor

tenha a impressao de que a lei de formagdo sempre segue um padrao identificidvel de forma

43



intuitiva ou que toda lei de formacao seja expressa por uma férmula matematica. Logo, seria
importante diversificar os exemplos e deixar os conceitos e definicdes mais abrangentes, a

fim de contemplar todos os casos possiveis de sequéncias numéricas.

44



Capitulo 4

Sugestoes para Apresentacao de

Sequéncias Numéricas o Ensino Médio

Conforme vimos no Capitulo 3, as paginas eletronicas e livros didéticos analisados
apresentaram dificuldades para conceituar sequéncias ao introduzir o conteddo. As expli-
cacOes de que sequéncias seriam conjuntos ou grupos estdo claramente equivocadas (ver
Figura 3.23), a explicacao de que a sequéncia € uma “funcdo dentro de um agrupamento
de nimeros” (ver Figura 3.28) ou de que uma sequéncia numérica é uma “organizacao de
numeros” (ver Figura 3.16) ndo tem sentido matemdtico. Apenas o livro A evitou tais con-
fusdes, optando pela apresentacao das sequéncias como func¢des logo no inicio do capitulo
(ver Figuras 3.3 e 3.4).

Por entendermos a necessidade didatica de contextualizar o conceito antes de apre-
sentar a defini¢do formal, percebemos a necessidade de encontrar uma forma adequada de
apresentar o conceito de sequéncias. Para isso, apresentaremos exemplos variados, os quais
serdo representados por meio de diferentes registros de representacdo semidtica, incluindo
o uso de “listas”, por se tratar de uma nogao conhecida pelos alunos e que pressupde o po-
sicionamento de cada elemento como parte da sua formacdo. Tal ideia € compativel com a
defini¢do de sequéncia, conforme apresentaremos na Secdo 4.2 e a no¢ao de ordem posicio-

nal, conforme apresentaremos no Capitulo 5.

4.1 Propostas de exemplos de sequéncias numéricas e abor-

dagens de ensino

Inicialmente, iremos nos referir as sequéncias como “listas”, para utilizar uma palavra
informal que facilite a compreensdao dos alunos. Para termos certeza de que a nog¢ao de
lista é adequada, verificamos sua correspondéncia com a definicao de sequéncia, conforme

apresentaremos na Secao 4.2.
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E importante ressaltar que as sequéncias sdo definidas como fungdes, as quais foram
estudadas anteriormente. L.ogo, ao apresentar esse conteudo, o professor do ensino médio
terd a oportunidade de mostrar a importancia das fungdes, através de suas aplicacdes em

varios conteddos matematicos.

A apresentac@o do contetido serd feita a partir de exemplos contextualizados, com os
propositos de: motivar o estudo do conteudo, mostrar ao aluno que o conteudo faz parte de
seu cotidiano e tornar o conceito o mais natural possivel. Essa forma de apresentacio segue o
que € orientado nas competéncias 2 e 7 da BNCC (ver secao 2.1), segundo as quais os alunos
devem ser capazes de utilizar a criatividade intelectual para resolver problemas, utilizando

situacoes reais.

Destacamos que a diversidade de exemplos é fundamental na constru¢do de novos
conceitos. Os exemplos devem apresentar os mais variados casos, a fim de que o aluno ndo
construa uma nogao restrita do contetido, sem contemplar todos os casos. Nos exemplos se-
lecionados, apresentaremos sequéncias finitas e infinitas, algumas mondtonas e outras nao,
algumas com lei de formacao possivel de expressar por meio de formulas, outras ndo. Den-
tre as sequéncias numéricas, apresentaremos exemplos cujos contradominios das funcdes

correspondentes variavam, entre naturais, inteiros e racionais.

Também destacamos a importincia de utilizar diferentes registros de representacdao
semiotica durante a apresentacdo do conteido, bem como realizar tratamentos e conversoes
entre eles, para que a compreensao do aluno seja facilitada, conforme defendido por Trindade
et al. (2016), ao apresentar a teoria de Duval. Em nossas propostas, temos o cuidado de variar

os registros de representagdo utilizados.

Para motivar o estudo de sequéncias, sugerimos a utilizacdo de problemas com valor
histérico, conforme recomenda a BNCC (ver Capitulo 2, na pagina 14). O primeiro problema

que apresentaremos aqui foi proposto pelos membros da escola de Pitdgoras !

Exemplo 4.1 Na figura 4.1, o niimero de pontos em cada tridngulo é chamado de niimero

triangular:

LA escola de Pitdgoras era um centro de estudo de filosofia, matemadtica e ciéncias naturais existente na
Grécia Antiga (EVES, 2004)
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Figura 4.1: Representagao grifica dos ndmeros triangulares

Continuando a construcdo dos tridngulos e contando os pontos em cada um, formamos

uma lista de numeros triangulares:
(1,3,6,10,15,21,28- )

Uma proposta de exercicio interessante € desafiar os alunos a determinar os préximos
nimeros triangulares. Esse desafio estimula o aspecto intuitivo e a formulagdo de conjectu-
ras, conforme recomendado na competéncia especifica 5 da BNCC (ver Secdo 2.2, na pagina
17). O aluno pode perceber, por exemplo, que o nimero de pontos que serd acrescentado em
cada passo € igual a posicdo da figura na lista:

1° nimero triangular: 1 ponto

2° niimero triangular: acrescento 2 pontos: 3

3° nimero triangular: acrescento 3 pontos: 6

4° numero triangular: acrescento 4 pontos: 10

Outra proposta € que, apOs encontrar um padrao, os alunos tentem expressar algebri-
camente este valor. O desenvolvimento da capacidade de representar os objetos matematicos
com diferentes registros de representagdo esta previsto na competéncia especifica 4 da BNCC
(ver Secdo 2.2) e segue as orientacOes de Duval, conforme apresentadas por Trindade et al.
(2016). Pode ser proposto que eles utilizem a notacdo de funcdo. Uma representacdo para a

conjectura que apresentamos seria:
fn) = f(n—1)+n.

Exemplo 4.2 Um casal de coelhos recém-nascidos foi colocado num campo. Sabe-se que
um casal de coelhos dd a luz um novo casal a cada més, a partir do segundo més de vida
deles. Considerando que este casal e seus filhotes ndo tenham problemas que impossibilitem

a fertilidade, quantos pares (casais) de coelhos haverd ao final de um ano?
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Este exemplo é o famoso problema dos coelhos, proposto por Fibonacci em seu livro
Liber Abaci >. Esse problema leva a construgdo da conhecida Sequéncia de Fibonacci. Nés
propomos o uso desse exemplo por ser bastante claro para os alunos e por ter valor historico,
pois motivou o estudo de uma sequéncia que tem diversas aplicacdes relacionadas a arte,
a biologia, a arquitetura, entre outros. Tal preocupagdo com o fator histérico segue o que
estd previsto na competéncia 1 da BNCC (ver Se¢do 2.1). Mais ainda, esse problema caiu
no gosto popular e essa sequéncia é bastante conhecida, mesmo por pessoas que nao sao
pesquisadoras da matemaética.

Podemos colocar em uma tabela o nimero de casais de coelhos:

Meés 1121314 (5|6] 7|89 (10|11 12
Nimerodecasais | 1 | 1|23 [5|8]13 21|34 |55|89 | 144

Também podemos representar o niumero de casais de coelhos em cada més na forma
de uma lista ordenada:
(1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89,144)

Observe que a soma de dois termos consecutivos corresponde ao termo seguinte. Tal
fato pode ser compreendido da seguinte forma: o nimero de casais de coelhos no més i,
denotado por a;, serd igual ao nimero de casais de coelhos que ja tinhamos no més anterior,
denotado por a;_, mais o nimero de casais de coelhos recém-nascidos. Mas quantos casais
de coelhos recém-nascidos temos em cada més?

Cada casal maduro para procriar no més i gera exatamente um casal de filhotes, entdo
o numero de casais recém-nascidos € igual ao numero de casais maduros para procriar no
meés i. Quais casais estdo maduros para procriar em cada més? Os que nasceram pelo menos
dois meses antes, que denotamos por a;_».

Dessa forma, a;_, corresponde ao numero de casais maduros para procriar, que irao
reproduzir e gerar um novo casal neste més. J4 a;_| representa o nimero de coelhos que ja
tinhamos no més anterior. Logo,

aj—2+ai-1 = aj,
ou seja, cada termo € igual a soma dos dois termos anteriores.

Exemplo 4.3 A cidade de Campina Grande, Paraiba, e suas cidades circunvizinhas, sdo
abastecidas pelo acude Epitdcio Pessoa, localizado no municipio de Boqueirdo, PB. O
grdfico na Figura 4.2 informa os volumes de dgua do reservatério em um periodo de 12

meses Consecutivos.

Destacamos que esse exemplo € de nossa autoria, os quais tém os objetivos de abranger
casos mais diversificados, de atender as recomendagdes da BNCC e de explorar diversos

registros de representagio semidtica.

20s leitores da lingua inglesa podem ter acesso a uma traducio da obra, feita por Sigler (2002)
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Volume

Atude |1 | Datadoregistro |: | Volume (%) I (m) 1] | Aporte(m?) |
Epitdcio Pessoa 310872017 8,40 34590327 44 6597132
Epitdcio Pessoa 307092017 8,63 3551392592 0
Epitdcio Pessoa 3102017 924 38.020.836,08 1]
Epitdcio Pessoa 30Mm2007 9,30 36.284.721,36 0
Epitdcio Pessoa 322007 9,66 39769 906,88 0
Epitdcio Pessoa 31012018 10,26 A2 750.852,16 75.180,16
Epitdcio Pessoa 2870272018 1207 49 682 996 255567
Epitddio Pessoa 3040372018 16,89 069543 644,80 315748 80
Epitdcio Pessoa 307042018 3513 144639522 16 0
Epitdcio Pessoa 3170572018 3495 143.903 294 -184.057,04
Epitdcio Pessoa 30/06/2018 3335 137277 240,56 -184.057, 04
Epitdcio Pessoa 310772018 31,60 130.099.016 -184.057,04

Figura 4.2: Volume de dgua do acude Epitacio Pessoa
Fonte: PARAIBA (2018)

Nesse exemplo, exploramos a interdisciplinaridade e apresentamos uma situacao de
relevancia regional. Esse exemplo refere-se a um problema recorrente no Nordeste: o abas-
tecimento de dgua. Destacamos ainda que tal exemplo € facilmente adaptavel as diversas

localidades de nosso pais, buscando-se dados oficiais a respeito dos reservatérios locais de

abastecimento de dgua:

Podemos listar os percentuais do volume de dgua a cada més, no intervalo de um ano,

da seguinte forma:

(8,40; 8,63; 9,24; 9,30; 9,66; 10,26; 12,07; 16,89; 35,13; 34,95; 33,35; 31,60; - )

A escolha de tal exemplo permite a regionalizacdo dos conteddos apresentados, con-
forme preconizado pela BNCC (BRASIL, 2018), ao tratar do tema “Base Nacional Comum

Curricular e curriculos”, mostrando a relacdo entre as decisdes que adequam a BNCC a

realidade local:
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e “contextualizar os conteidos dos componentes curriculares, identificando
estratégias para apresentd-los, representd-los, exemplificd-los, conecti-los
e torna-los significativos, com base na realidade do lugar e do tempo nos
quais as aprendizagens estdo situadas;

e decidir sobre formas de organizacgdo interdisciplinar dos componentes cur-
riculares e fortalecer a competéncia pedagdgica das equipes escolares para
adotar estratégias mais dindmicas, interativas e colaborativas em relagdo a
gestdo do ensino e da aprendizagem:;

(...)” (p. 16).

Além disso, tal exemplo possibilita uma discussdo interdisciplinar a respeito do uso
dos recursos naturais, a partir de dados matematicos, o que também ¢ previsto na BNCC na

competéncia 7 (ver Secdo 2.1, na pagina 14).

Outro ponto a ser destacado € que, nos exemplos de sequéncias numéricas anteriores,
era possivel prever os proximos termos com base nos anteriores. Ja nesse ultimo exemplo,
ndo € possivel fazer o mesmo. Vale salientar que, apesar de ndo ser possivel representar a
lei de formacdo através de uma férmula matematica, a sequéncia continua tendo uma lei de

formacao, que associa cada més a um volume de dgua do agude.

Vejamos agora mais um exemplo. Desta vez, apresentamos dados internacionais, con-

templando a competéncia 7 da BNCC.

Exemplo 4.4 No ano de 2019, uma onda de frio intenso atingiu os Estados Unidos, sendo
a mais forte das ultimas décadas, de acordo com informacodes divulgadas por meteorologis-
tas na pdgina eletronica da BBC (BBC NEWS BRASIL, 2019). A Figura 4.3 apresenta as

temperaturas de Chicago, durante duas semanas:

A partir desse exemplo, podemos considerar uma sequéncia de temperaturas, conside-
rando a temperatura a cada dia. Porém, assim como no problema anterior, ndo é possivel
ter certeza dos valores que serdo atingidos em dias futuros. No méximo, seria possivel fazer
previsdes os dias seguintes, mas ndo € possivel ter um valor exato para a temperatura minima
de cada dia. Apesar de tal limitagcdo, ainda € possivel continuar associando uma temperatura
para cada dia. Funcdes como essa, em que ndo podemos prever os proximos termos, podem

surgir espontaneamente em situagdes do dia-a-dia.
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Data Mx/Mn Precip Neve Previsdo Media ALTO / BAIXO
sex 25/01 -14°1-21° 0 mm 20cm 0°/-8°
sab 26/01 -11°1-21° 1 mm 18 cm 0°/-8°
dom 27/01 -11°1-19° 0 mm 0 cm 0°/-8°
seg 28/01 2°113° 6 mm 152 cm 0°/-8°
ter 29/01 12°1-23° 0 mm 0cm 0°/-8°
qua 30/01 -23°1-30° 0 mm 0cm 0°/-8°
qui 31/01 A7°1-29° 1 mm 33 cm 0°/-8°

Figura 4.3: Temperaturas registradas em Chicago, Estados Unidos, em 2019
Fonte: accuweather (2018)

Podemos representar a sequéncia de temperaturas minimas, em graus, de cada dia da

semana da seguinte forma:
(-21, -21, -19, -13, -23, -30, -29, - -+)

Segundo Trindade et al. (2016), Duval defende a importancia de relacionar diversos
registros de representacdo a um objeto matemaético, sendo a lingua materna um desses regis-
tros. Através da lingua materna, temos a possibilidade de expressar uma definicao formal-
mente ou de apresentar apenas seu conceito de modo mais informal e intuitivo. Nessa secao,
nossa proposta € apresentar uma conceituagao intuitiva para sequéncias numéricas, por meio
do uso da palavra “lista”, a qual faz referéncia a um objeto conhecido pelos alunos. Para
justificar o uso dessa palavra, dedicaremos a sec@o 4.2 para comprovar a correspondéncia

entre a no¢do de lista e a defini¢do de sequéncia.

4.2 Do informal ao formal: correspondéncia entre listas e

sequéncias

Conforme mencionamos na sec¢do anterior, € importante iniciar a apresentacdo dos
conteddos por meio de exemplos contextualizados e conceituacdes mais informais. Dos
livros e paginas eletronicas que analisamos, nenhuma conceitua¢ao informal manteve o rigor
matematico; o livro A ndo apresentou um conceito inicial, exibindo diretamente a definicao,

enquanto o livro B e as duas paginas eletronicas apresentaram conceitos equivocados.
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Apesar dessas falhas, destacamos que a ideia de lista apareceu nas entrelinhas de al-
guns desses materiais analisados no Capitulo 3, especialmente ao apresentar a representagao
numérica. O livro A destaca inclusive que a posi¢ao de cada elemento nessa representacao é

importante, fato que ja apresentamos no capitulo anterior e voltamos a destacar aqui:

Exemplos
a) Consideremos a funcao g descrita pelo diagrama:

FAUSTINO

Essa funcdo descreve uma sequéncia finita, que pode ser representada simplesmente por:
(5747, %.3,3)
Nessa forma de representagéo da sequéncia, os parénteses indicam que a ordem em que

se apresentam os elementos deve ser mantida, isto &, se trocarmos a ordem de pelo menos
dois elementos distintos, obteremos outra sequéncia, por exemplo:

(5, \7, «/7_% 3, 3)¢ (\7, 5, ﬁ-ﬁ— 3 3)

Observe que uma se-
quéncia pode ser re-
presentada por um
conjunto cujos ele-
mentos obedecem a
determinada ordem.

Figura 4.4: Representacdo de sequéncia através de listas, extraida do livro A

Por sua vez, a pdgina eletronica 1 apresenta diretamente uma lista como exemplo de

sequéncia, como relembramos a seguir:

O diario do professor é composto pelos nomes
de seus alunos. Esses nomes obedecem a uma
ordem (sao escritos em ordem alfabética),
assim, essa lista de nomes (diario) &
considerada uma sequéncia.

Os dias do més sdo dispostos no calendario
obedecendo a certa ordem, que também é um
tipo de sequéncia.

Figura 4.5: Exemplos de sequéncias na pdgina eletronica 1

Tanto o livro quanto a pagina eletronica relacionaram as listas com as sequéncias.
Agora, precisamos verificar a correspondéncia entre a no¢ao de lista e a definicdo de sequén-

cias:

52



Definicao 4.1 Uma sequéncia numérica é uma funcdo com dominio N, se a sequéncia for

infinita, ou {1,2,--- ,n}, se a sequéncia for infinita e tiver n elementos e contradominio R.

Julgamos importante esclarecer que na Matemadtica, naturalmente, s6 estudamos se-
quéncias numéricas, pois a definicio de sequéncias nao-numéricas ndo € de interesse do
estudo da Anélise Real. Porém, € interessante que o aluno tenha ciéncia de que a definicao
de sequéncias pode contemplar as sequéncias cujos termos ndao sejam numeros. Podemos
exemplificar essa situacdo com o exemplo apresentado no Capitulo 3, no livro B: foram

apresentadas sequéncias cujos termos eram figuras geométricas:

/ )

Figura 4.6: Primeiros elementos da curva do floco de neve de Koch, apresentada no livro B

Além do contradominio, o outro elemento necessario para definir uma funcao € a lei de
formacgao, mas ndo apresentamos nenhuma informacgao a respeito dela porque nao existem
restricdes para ela na definicdo de sequéncia.

Destacamos que esses esclarecimentos a respeito do contradominio e da lei de formagao
sd0 essenciais para que a associagdo entre a definicdo de funcdo e a definicdo de sequéncia
seja bem compreendida. Nos livros e paginas eletronicas analisados no Capitulo 3, notamos
que ndo € feito nenhum comentario sobre o contradominio; ja a lei de formacao € apresen-
tada em uma secdo separada, como se fosse uma novidade. Nos entendemos que seria mais
coerente relembrar ao aluno os elementos necessarios para definir uma fungdo e esclarecer
que a defini¢do de sequéncias s apresenta uma restricdo em relacdo ao dominio.

Agora, precisamos compreender por que as listas podem ser consideradas como se-

quéncias, isto é, como fungdes com dominio N ou {1,2,3,--- ,n}:

e O dominio € um conjunto de nimeros naturais, os quais determinam a posi¢ao do
termo (o 1 € relacionado ao primeiro elemento, o 2 ao segundo elemento e assim su-
cessivamente). Se a lista for finita com n elementos, esse dominio serd {1,2,3,--- ,n};

se for infinita, o dominio sera N;

e Para apresentar uma situagdo mais abrangente, consideramos sempre como contra-
dominio o conjunto R, que inclui todos os elementos que podem ser colocados na

lista;
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e A lei de formacdo da funcdo € a regra que determina qual elemento do contradominio
estd sendo associado a cada elemento do dominio. Ressaltamos que essa lei pode ser

expressa por uma férmula matematica ou nao.

Ap06s entendermos a correspondéncia entre a no¢ao de listas e a definicdo de sequéncias,
dedicaremos as duas subsecdes seguintes para retomar os exemplos apresentados no Capitulo
3 e os que foram propostos por nds no inicio desse capitulo. Em cada exemplo, vamos pro-
curar fungdes com dominio N ou {1,2,--- ,n} para relacionar as listas apresentadas em cada
um. Essa busca por fungdes desse tipo é um exercicio que recomendamos que seja utili-
zado nas turmas de ensino médio, por facilitar a compreensao da equivaléncia entre listas e

sequéncias.

4.2.1 Listas associadas a sequéncias: explorando os exemplos apresen-

tados nos livros didaticos e nas paginas eletronicas

Vamos rever o exemplo utilizado para motivar o estudo de sequéncias no livro A:

Esta situagao sera retomada na pagina 21.
Na fase de preparagao de um atleta para uma

competicdo, o preparador fisico estabeleceu que no
primeiro treino o atleta deveria correr 10 km e, em
cada um dos treinos sequintes, deveria correr 2 km
a mais que no anterior.

1. Quantos quildémetros o atleta percorreu no
sequndo treino? E no sexto? 12 km; 20 km

2. Sabendo que a fase de preparacdo desse atleta foi
composta de 12 treinos, como vocé calcularia o

total de quilémetros percorridos por ele nessa fase?
resposta pessoal; total: 252 km

. Com os conteldos abordados neste capitulo, vocé podera resolver essa
= e outras situacdes que envolvem sequéncias.

Figura 4.7: Motivacao para o estudo de sequéncias no livro A
A lista de nimeros obtidos nesse exemplo é:
(10,12,14,16,18,--- ,32).

Como poderiamos encontrar uma funcdo associada a essa lista? Quais seriam seu

dominio, seu contradominio e sua lei de formagao?
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Inicialmente, o problema propde um treino de doze dias; logo, o dominio serd o con-
junto {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12}. O conjunto R continua sendo nosso contradominio.

Por fim, a lei de formacao pode ser representada através de uma férmula de recorréncia:

a = 10
an = an—1)4+2, Vn>1

A fim de trabalharmos a transformagao entre registros, temos outra possibilidade para

expressar a lei de formagao através de uma expressao matematica mais simples:

a,=10+2(n—1).

Os exemplos seguintes do livro A foram representados por diagrama de flechas, logo
o dominio, o contradominio e a lei de formacao ja sdo vistos de forma clara, como podemos

ver nas Figuras 3.4 e 3.7.

No livro B, as sequéncias apresentadas para motivar o estudo do contetdo sdao obtidas

a partir de figuras geométricas:

S
e
Zapt

L\ Se vocé j3 estd

lendo o livro O
Vocé consegue descobrir como a segunda e a terceira figuras foram obtidas a partir digbo dosmndmeras,
da primeira? Acompanhe a explicacdo. de Hans Magnus

. o . - Enzensberger
Consideremos um tridngulo equildtero de lado 1. Dividimos cada um de seus lados (Cia. das Letras),

em trés partes iguais. ) - y | indinedn ne
No ter¢o médio de cada lado, construimos novos tridngulos equildteros. O resultado | unidade 3, ndo

¢ uma linha poligonal fechada de 12 lados. | deive de lor & 5°
No estdgio seguinte, fazemos a divisdo de cada um dos 12 lados da poligonal em a B2 noites. Elas

trés partes iguais e construimos novos triangulos equildteros sobre os tergos médios, e | sjudarfo vocé a !

| pensar mais sobre |
| as sequéncias que |
| estudard nests

| unidade.

assim sucessivamente.
A medida do lado dos tridngulos construidos em cada etapa forma uma sequéncia

de ndmeros.
Como podemos descrever essa sequéncia?

SEQUENCIAS, PROGRESSAO ARITMETICA E PROGRESSAO GEOMETRICA  UNIDADE 6 I 141

Figura 4.8: Sequéncia da curva do floco de neve de Koch, extraida do livro B
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Observe agora o que fez o matematico polonés Waclaw Sierpinski (1882-1969). Ele
construiu seu “tapete” dividindo um quadrado de lado 1em nove quadrados congruentes
e retirando o quadrado central. Esse processo se repete em cada um dos quadrados
restantes na etapa anterior,

Qual € a sequéncia dos niimeros com as medidas dos lados dos quadrados retirados
em cada etapa?

inStock

SPL/Lati

Figura 4.9: Sequéncia do tapete de Sierpinski, extraida do livro B

Quais seriam as listas associadas a tais exemplos? Nos dois casos, 0 primeiro termo

das duas sequéncias € 1 e os termos seguintes correspondem a 3 do termo anterior. Logo, os

| 111
73797277 *

Agora, vamos associar uma fungdo a essa lista. Inicialmente, por ser uma lista infinita,

dois exemplos nos levam as listas

podemos dizer que o dominio serd N. Ja o contradominio pode ser considerado como R, por

se tratar de uma lista numérica.
Por fim, podemos expressar a lei de formagao por meio da férmula de recorréncia:

ay = 1
1
a, = ga(n—l), Vn>1

Podemos ainda simplificar essa lei de formacao, representando por meio da equacao

Vamos agora analisar os exemplos propostos na pagina eletronica 1:

O exemplo do didrio do professor ndo estd tao detalhado, por isso ndo € possivel as-
socid-lo a uma lista especifica, sabemos apenas que seria uma listagem de nomes por ordem
alfabética. Sendo n o nimero de alunos da turma, a sequéncia associada a essa lista, teria
como dominio o conjunto {1,2,--- ,n}. O contradominio seria o conjunto que contém os
nomes de todos os alunos. A lei de formacdo seria a ordem alfabética.

J4 no exemplo dos dias do més, ndo fica claro se estd sendo considerado apenas o
periodo de um més, um ano, ou se a ideia seria considerar uma sucessao infinita de dias.
Sendo assim, ndo conseguimos identificar exatamente a lista apresentada e, consequente-

mente, a sequéncia associada a ela. Caso a ideia seja se referir a um més apenas, a lista serd
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O diario do professor é composto pelos nomes
de seus alunos. Esses nomes obedecem a uma
ordem (s&o escritos em ordem alfabética),
assim, essa lista de nomes (diario) &
considerada uma sequéncia.

Os dias do més sdo dispostos no calendario
obedecendo a certa ordem, que também & um
tipo de sequéncia.

Figura 4.10: Exemplos de sequéncias na pigina eletronica 1

formada pelos primeiros 28, 29, 30 ou 31 numeros naturais. A sequéncia associada a lista
também terd como dominio os primeiros 28, 29, 30 ou 31 nimeros naturais. O contradominio
continua sendo R e a lei de formagdo serd a(n) = n.

A pégina eletronica 1 apresenta mais exemplos para conceituar sequéncias:

Mo estudo da matematica estudamos um tipo de seguéncia: a seguéncia numerica.
Essa sequéncia que estudamos em mateméatica é composta por ndmeros que estio
dispostos em uma determinada ordem preestabelecida.

Ao representarmos uma sequéncia numeérica, devemos colocar seus elementos entre

parénteses. Veja alguns exemplos de sequéncias numéricas:

«(2,4,6,8, 10,12, ) é uma sequéncia de ndmeros pares positivos.
«<(1,2,3,4,5,6,7,8,9,10, 11..)) & uma sequéncia de nimeros naturais.

« (10, 20, 30, 40, b0..)) € uma sequéncia de nimeros multiplos de 10.

= (10, 15, 20, 30) é uma sequéncia de ndmeros multiplos de 5, malores que cinco e

menores que 35.

Figura 4.11: Conceituagao de sequéncias numéricas na pagina eletronica 1

Nesses casos, quais seriam as fungdes relacionadas a cada lista? As trés primeiras listas
sdo infinitas, logo os dominios das fung¢des associadas a elas serdo N, enquanto o dominio da
dltima serd {1,2,3,4,5}, por se tratar de uma sequéncia finita com cinco termos (lembramos
que, pela lei de formacdo apresentada, o termo 25 deveria ser inserido nessa sequéncia).
Todas tém contradominio N. Por fim, a lei de formacdo de cada uma foi expressa através da
lingua materna na prépria apresentacao dos exemplos.

Esclarecemos que a pagina eletronica 2 ndo apresenta exemplos contextualizados ou
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com enunciados que permitam identificar os elementos das funcdes, por isso ndo apresenta-

remos seus exemplos nessa andlise.

4.2.2 Listas associadas a sequéncias: explorando os exemplos propostos

na Secao 4.1

O primeiro exemplo apresentado foi a sequéncia de nimeros triangulares:

Exemplo 4.1 (niimeros triangulares):

Ja haviamos representado esses nimeros no formato de lista: (1,3,6,10,15,21,28,---).
Como associaremos essa lista a uma fungdo?

O primeiro passo é relacionar cada nimero 2 sua posicdo na lista. E importante desta-
car que, caso a posi¢ao de um nimero seja alterada, ja teremos uma nova lista € uma nova

funcdo correspondente. Vamos apresentar essa relacao através de uma tabela:

Posicdio | 1 (2 (3|4 | 5|6 |7
Termos |1 |36 |10 | 15| 21| 28

Observando a tabela, ja sabemos que a fun¢do terd dominio N. O contradominio con-
tinua sendo R. Conforme ja haviamos abordado na primeira apresenta¢do do exemplo, po-

demos inclusive encontrar um sistema que representa a lei de formagao:

a(l) = 1
aln) = aln—1)+n, Yn>1

Apo6s determinarmos esses trés elementos, ja temos uma sequéncia bem definida que
corresponde a lista apresentada anteriormente.

Passemos ao exemplo 4.2, que envolve a sequéncia de Fibonacci:
(1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89,144)

Além da lista, os nimeros ja foram organizados em uma tabela quando apresentamos

o exemplo:
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Posicao (1 (2 (3|4 |5|6| 7 | 8 |9 10|11 12
Termos | 1 |12 |3 5|8 ]13[21|34|55|89 | 144

Na forma como esta representada, como associar essa lista a uma fungdo? Nesse caso,
o dominio serd {1,2,3,4,--- 12}, pois estamos tratando apenas dos doze primeiros termos
da sequéncia de Fibonacci. O contradominio da fun¢do serd R mais uma vez. Por fim,
precisamos mais uma vez de um sistema para representar a fungdo através de uma expressao

matematica:

[y =1
f2) =1
fn) = f(n=2)+f(n—-1), Vn>2

Passemos agora ao exemplo 4.3 (volume de dgua do acude Epitacio Pessoa):

Volume

Acude |7 | Datadoregistro |& | Volume (%) I (m’)  IT | Aporte(m?) |T
Epitddio Pessoa 310872017 340 3459032744 65971,32
Epitacio Pessoa 304092007 3,63 3551392592 ]
Epitdcio Pessoa 1102017 g 24 38.020.836,08 1]
Epitddio Pessoa 30207 5,30 38.284.721,36 1]
Epitddio Pessoa 22007 9,66 39.769.906,58 1]
Epitddio Pessoa 3101208 10,26 42 5085216 7518016
Epitddio Pessoa 280272018 1207 49 682 996 255567
Epitddo Pessoa 3040372018 16,89 560.543 644 80 315748 80
Epitdcio Pessoa 304042018 3513 144 639522 16 1]
Epitddio Pessoa 310572018 3495 143.903 294 -184 057,04
Epitddo Pessoa 30/06/2018 33,35 137277 240 56 -184 057,04
Epitddo Pessoa 3072018 31,60 130.099.016 -184.057,04

Figura 4.12: Volume de dgua do agude Epitacio Pessoa
Fonte: PARAIBA (2018)

Como associar uma funcao a lista dos percentuais do volume de dgua atingidos pelo

acude?

(8,40;8,63;9,24;9,30;9,66; 10,26;12,07; 16,89;35, 13;34,95;33,35;31,60; - )
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Como a sequéncia estd sendo tratada como infinita, 0 dominio serd N e o contra-
dominio, R. Vale destacar que, nesse exemplo, ndo € possivel encontrar uma expressao
matematica que represente a lei de formacao da fungdo. Por isso, precisaremos expressar a
lei de outra maneira. Optamos pela representacdo da lei de formacao por meio da lingua ma-
terna: “sequéncia dos volumes do acude Epitacio Pessoa, em valores percentuais, conforme

dados oficiais da AESA”.

Passemos agora a estudar o exemplo 4.4 (temperaturas baixas em Chicago):

Data Mx/Mn Precip Neve Previsdo Média ALTC / BAIXO
sex 25/01 -14°1-21° 0 nam 20cm 0°/-8%
sab 26/01 -11°1-21° 1 mma 18cm 0°/-8°
dom 27/01 -11°/19° 0 rmm 0cm 0°/-8°
seg 28/01 2°113° 6 Mm 152 cm 0°/-8°
ter 29/01 -12°/-23° 0 nam 0 cm 0°/-8°
qua 30/01 -23°1-30° 0 ram 0 cm 0°/-8°
qui 31/01 -17°1-29° 1 mma 33 cm 0°/-8°

Figura 4.13: Temperaturas registradas em Chicago, Estados Unidos, em 2019
Fonte: accuweather (2018)

Ao apresentarmos o exemplo pela primeira vez, ja haviamos representado as tempera-

turas minimas através de uma lista:
(-21,-21,—-19,—-13,—-23,—-30,—29,---).

Para associarmos essa lista a uma funcdo, vamos mais uma vez associar cada nimero
a sua posi¢do na lista. Dessa forma, o dominio serd o conjunto N, pois a sequéncia € in-
finita. O contradominio serd o conjunto R. Por fim, ndo é possivel representar a lei de
formacdo através de uma expressdo matemdtica. Por isso, podemos utilizar a lingua ma-
terna: “sequéncia das temperaturas minimas em Chicago”.

Ao ser apresentado aos exemplos, o aluno de ensino médio precisa notar que cada
lista foi organizada de forma que sido conhecidos os elementos a serem listados e onde cada
elemento deve aparecer, por conhecermos a relacdo entre cada posi¢ao e seu termo corres-
pondente. Por outro lado, antes de usar a ideia de listas, o professor precisa ter clareza do

motivo por que elas se enquadram corretamente na defini¢do de fungdo.
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4.3 Notacao utilizada para representar sequéncias

ApOs definir sequéncias como fungdes, € preciso associar cada caracteristica das se-
quéncias ao conteudo de fun¢des. Nesse momento, vamos destacar a relagdo entre a notacao
utilizada para representar sequéncias e a defini¢ao de fun¢@o. Nos livros e paginas eletronicas
analisados, as sequéncias sdo apresentadas como listas (aj,as,as,---), mas nem sempre é
destacada a relacao entre essa representacao e a defini¢ao de fungdes.

O livro A explica apenas que o indice representa a posicao do termo, mas nao esclarece

como essa posi¢do e esse indice se relacionam com a defini¢do de sequéncia ou de fungao:

Termos de uma sequéncia

Cada elemento de uma sequéncia também é chamado de termo da sequéncia. Em uma
sequéncia, o termo que ocupa a posicdo de nimero n é indicado pelo simbolo g, isto é:

a, indica o primeiro termo da sequéncia;

a, indica o sequndo termo da sequéncia;
a, indica o terceiro termo da sequéncia;
a, indica o quarto termo da sequeéncia;

a,_indica o n-ésimo termo da sequéncia.

Exemplo

Na sequéncia (7, 3, 8, 10, ...), temos: @, = 7,a,= 3,0, = 8,a, = 10, ...

Figura 4.14: Notacao de sequéncia apresentada no livro A

As péginas eletronicas apresentam a notacdo de forma similar:

Além disso, vale lembrar que os elementos da sequéncia sdo indicados pela letra a. Por

exemplo:
1% elemento: a; =2
4° elemento: a5 = 8

O ultimo termo da sequéncia € chamado de enésimo, sendo representado por a;,. Nesse
caso, 0 ap da sequéncia finita acima seria o elemento 8.

Assim, podemos representd-la da seguinte maneira:
S = (&1, a2, a3,...,an)

51 = (a1, az, as, ap...)

Figura 4.15: Notacdo de sequéncia apresentada na pagina eletronica 2
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Em uma sequéncia numérica qualquer, o primeiro termo é representado por ap, o
segundo terma € as, o terceiro az e assim por diante. Em uma sequéncia numeérica

desconhecida, o Ultimo elemento & representado por an. A letra n determina o nimero

de elementos da sequéncia.

(a1, a2, @3, 84, ..., 2, ... ) sequéncia infinita.

(a1, 8z, as, aa, ..., ap) sequéncia finita

Figura 4.16: Notacdo de sequéncia apresentada na pagina eletronica 1

Ja o livro B explica a notagao relacionada com a defini¢ao de fungao:

Considere a sequéncia f(n) = 2n, onde n € {1, 2, 3, 4, ..}. Temos:

fh =2 f2)=4 fA) =6 f(4)=8
Essa fungdo nos dé a sequéncia dos niimeros pares positivos que representamos por
(2,4,6,8,..).

Geralmente indicamos por a, a imagem de n pela funcdo f : f(n) = a,. Note gue
a=2a=4a,=6a,=8,..,o0useja:

O indice n denota a posic&o do elemento ou termo a, na sequéncia.
8, & chamado de termo geral da sequéncia.

Assim:
> @, é o primeiro termo da sequéncia;
» a, é o segundo termo da sequéncia;

S
Zapt

> a, é o n-ésimo termo, ou termo geral, da sequéncia; 6
» a,_, éoantecessor de a;
> a,.,éosucessordea, T R — ,

Observe que f(n) = 2n é uma fungéo afim. Os pontos de seu gréfico
estdo sobre uma reta, embora o gréfico em si ndo seja uma reta, pois

D(f) = N*, I
Veja como ficaria o grafico da sequéncia dada por f(n) = 2n: 0 1 5 3 2

Figura 4.17: Notacao de sequéncia apresentada no livro B

Em relacdo a apresentacdo no livro B, apenas verificamos que ndo seria necessario
denotar a fun¢@o por f, o que apenas aumenta o uso de uma letra na representagdo; seria
possivel representd-la por a, e assim, associar o termo n com o elemento a(n) = ay.

A seguir, apresentamos uma proposta que consideramos mais adequada que a apre-
sentada nos livros e pédginas eletronicas que analisamos anteriormente. Optamos pelo uso
simultaneo de mais de um registro de representacao, com o objetivo de estimular a associa¢ao
entre os objetos mais rapidamente: representamos a associagao entre os elementos do dominio
e do contradominio por meio de um diagrama de flechas e representamos os elementos do

contradominio ja utilizando a notagao algébrica ay,:
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Figura 4.18: Notacao de sequéncia representada em diagrama de flechas

Feita tal representacdo, basta denotarmos por a a fun¢ado representada na Figura 4.18.
Logo, para qualquer n € N, temos a(n) = a,.

E importante mostrar aos alunos que a notacio é utilizada para simplificar a represen-
tacdo dos termos da sequéncia. Um exemplo que pode ser mostrado de forma imediata € a
defini¢do de sequéncia mondtona, que € apresentada e compreendida de forma mais simples

através do uso da notacdo:

Definicao 4.2 Uma sequéncia é mondtona quando corresponde a uma dessas classificacoes:
Crescente: Sequéncia em que a, < a,1, para todon € N;

Nao-decrescente: Sequéncia em que a, < a,, para todo n € N;

Decrescente Sequéncia em que a,, > an41, para todo n € N;

Nao-crescente: Sequéncia em que a, > a1, para todo n € N.
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Capitulo 5
Conceitos de ordem na matematica

No capitulo 3, foram apresentadas as abordagens de livros e péaginas eletrOnicas para
apresentar as sequéncias numéricas. Em particular, as paginas eletrOnicas e o livro A apre-

sentaram as defini¢des que relembramos aqui:

O diario do professor é composto pelos nomes
de seus alunos. Esses nomes obedecem a uma
ordem (sdo escritos em ordem alfabética),
assim, essa lista de nomes (diario) &
considerada uma sequéncia.

Os dias do més séo dispostos no calendario
obedecendo a certa ordem, que também & um
tipo de sequéncia.

Figura 5.1: Exemplos de sequéncias na pagina eletronica 1

Esses e varios outros exemplos de sequéncia

estdo presentes em nosso cotidiano. Observando-os, podemos definir sequéncia como:

Sequéncia & todo conjunto ou grupo no qual os seus elementos estdo escritos em uma

determinada ordem.

Figura 5.2: Defini¢ao de sequéncias na pagina eletronica 1
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ol Ll rF g -
Sequencia Numerica
I} Compartilhar [l {X) Enviar
Na matemdtica, a sequéncia numeérica ou sucessdo numérica corresponde a uma

funcdo dentro de um agrupamento de niimeros. De tal modo, os elementos agrupados
numa sequéncia numeérica seguem uma sucessdo, ou seja, uma ordem no conjunto.

Figura 5.3: Defini¢ao de sequéncias na pagina eletronica 2

Exemplos
a) Consideremos a fungédo g descrita pelo diagrama:

g

FAUSTINO

Essa funcao descreve uma sequéncia finita, que pode ser representada simplesmente por:
2
(57,7, %.3.3)
Nessa forma de representacao da sequéncia, os parénteses indicam que a ordem em que

se apresentam os elementos deve ser mantida, isto é, se trocarmos a ordem de pelo menos
dois elementos distintos, obteremos outra sequéncia, por exemplo:

(5, \7, W% 3, 3)¢ (\7, 5, \/7% 3, 3)

Observe que uma se-
quéncia pode ser re-
presentada por um
conjunto cujos ele-
mentos obedecem a
determinada ordem.

Figura 5.4: Apresentacdo de sequéncias com termos repetidos, extraida do livro A

Tendo em vista que as péginas eletronicas e o livro A apresentam a posi¢cao de um
elemento em uma lista como sendo uma “ordem”, julgamos importante esclarecer os signifi-
cados que a expressao ordem pode ter em diferentes contextos na Matemadtica, a fim de evitar
duvidas.

Vamos fazer um exercicio simples:

Exemplo 5.1 Observe os niimeros a seguir, posicionados em cada quadradinho. Em algum

desses exemplos podemos dizer que existe ordem?

113|579

—m | 100 | 1 |-20| 80

E possivel que diferentes leitores interpretem a pergunta de maneiras distintas: a

primeira possibilidade seria relacionar a palavra “ordem” a uma organiza¢do dos ndmeros
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através da comparacdo entre eles. Nesse caso, o leitor dird que no primeiro exemplo existe
ordem, pois os nimeros estdo organizados em ordem crescente, enquanto no segundo exem-
plo os nimeros ndo estao em ordem crescente nem decrescente.

A segunda possibilidade, menos intuitiva e mais formal, seria relacionada a posi¢ao de
cada niimero, ou seja, em qual quadradinho cada elemento foi colocado. Nesse caso, o leitor
dird que em ambos os exemplos pode haver ordem, caso seja considerada a posi¢ao de cada
ndmero.

Nas subsecOes a seguir, apresentaremos mais detalhes sobre cada significado da ex-

pressao “ordem’:

5.1 Definicao de ordem comparativa

O estudo de relagdes algébricas € o primeiro contexto em que a palavra “ordem” é
utilizada. Nesse contexto, uma relacao de ordem compara dois elementos em um mesmo
conjunto, ou seja, mostra qual € o maior entre dois elementos. Por essa razdo, iremos nos

referir a essa relacdo como uma ordem comparativa:

Definicao 5.1 Uma relagao de ordem, denotada por < (lé-se menor que ou igual a), possui

as seguintes propriedades:

1. Reflexividade: a < a, para todo a € R;

2. Antissimetria: se a, b € R s@o tais que a < b e b < a, entdo a = b, para quaisquer
a,b eR;

3. Transitividade: se a, b, ¢ € R sdo tais que a < b e b < ¢, entdo a < ¢, para quaisquer
a,b,c e R;

4. Dicotomia: paratodos a, b € R, tem-sea < boub < a.

Exemplo 5.2 A relacdo de ordem usualmente utilizada para comparar os niimeros reais

possui as propriedades acima.

Ressaltamos que existem outras operagdes que podem ser consideradas como relacdes
de ordem, além da comparacdo usual. Porém, ndo nos ateremos a outros casos, por fugi-
rem do escopo do nosso trabalho. Aos interessados em conhecer mais sobre esse conteudo,
indicamos a se¢do III-1 do livro “Algebra Moderna” (DOMINGUES; IEZZI, 2003).

Definicao 5.2 Um conjunto X C R é comparativamente ordenado se seus elementos podem

ser comparados através de uma rela¢do de ordem <.
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Exemplo 5.3 O conjunto QN [0,1] é comparativamente ordenado, pois para quaisquer
mpr

—,B,— € QNJ0, 1], temos:

ngq's

o Reflexividade, pois

=3

<

S 3

)

. L m _p
e Dicotomia, jd que sempre teremos — <

m
Poul <2,
q q n
m m m
e Antissimetria, pois se — < d e P < —, entdo P _ —
n-— g q n q n
e . m r . m r
e Transitividade, pois se — < P e P < -, entdo, — < -
n-qg q° s n-s

Exemplo 5.4 O conjunto R é comparativamente ordenado, pois para quaisquer x,y,z € R,
temos:
x <x

x<youy<x

sex<yey<x entdox=y;

sex<yey<gz entdox <z

Para finalizar esta secio, apresentaremos um resultado muito importante que envolve
a ordem comparativa:
Teorema 5.1 (Principio da Boa Ordenacao) Todo subconjunto ndo-vazio contido em N pos-
sui um elemento minimo.

Demonstracao: Seja X C N. Pelos Axiomas de Peano (Axioma 7.2), se 1 € X, entdo 1 sera
o menor elemento de X, ndo havendo mais nada a demonstrar.

Se 1 € X, entdo consideremos o conjunto ¥ = N —X. Temos 1 € Y, logo Y # 0.

Se 1 ¢ X, mas?2 € X, entdo 2 serd o menor elemento. Porém, se ambos nio pertencerem
a X, entdo {1,2} CY.
Suponhamos que {1,2,--- ,n} C Y. Queremos mostrar que existe um ng tal que
{1,2,---,np} €Y, masng+1 € X.

Se paratodon €Y, tivéssemos n+ 1 €Y, entdo pelo Axioma 4 teriamos ¥ =Ne X =0,

o que contradiz nossa hipétese inicial. Portanto, deve haver umng € Y tal que ng+1 € X, o
qual serd o menor elemento de X.
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5.2 Definicao de ordem posicional

Nas defini¢des analisadas no inicio deste capitulo, notamos o uso da palavra “ordem”
para se referir a posicdo de um termo na sequéncia. Para expressar essa ideia de ordem,
utilizaremos a expressdo ordem posicional.

Seguindo essa ideia, a condi¢do para que os elementos de um conjunto possam ser
posicionalmente ordenados é: ser possivel formar uma lista com todos os seus elementos.
Pelo que vimos na secdo 4.1, toda lista pode ser associada a uma fun¢do com dominio N
ou {1,2,---,n} e, consequentemente, a uma sequéncia. Para melhor definirmos a ordem
posicional em elementos de um conjunto X, vamos considerar uma nova funcdo com contra-
dominio X. Assim, todo conjunto posicionalmente ordenado estard associado a uma funcao
sobrejetiva. Propomos, entdo, a seguinte definicao formal para um conjunto posicionalmente

ordenado:

Definicao 5.3 Diremos que os elementos de um conjunto X podem ser posicionalmente or-
denados quando for possivel encontrar uma funcdo sobrejetiva f : N — X, se X for infinito,
ou f:{1,2,3,--- ,n} — X, se X for finito. Quando ocorrer um desses casos, diremos que o

conjunto apresenta uma ordem posicional.

Nesse caso, f(1) é o primeiro elemento de X, f(2) serd seu segundo elemento e assim

sucessivamente, ou seja, para cada n natural, f(n) serd o n-ésimo termo de X.

Observacao 5.1 Ressaltamos aqui que essa definicdo ndo permite que seja dito que um con-
junto possua ordem posicional, jd que uma mudanga na posi¢do em que sdo representados
os elementos de um conjunto ndo altera o conjunto em si. O erro de atribuir ordem posicio-
nal a um conjunto foi cometido pelo livro A (ver Figura 3.7), mas nossa defini¢cdo ndo repete
esse erro.

Se os elementos de um conjunto podem ser posicionalmente ordenados, isso significa
que é possivel formar uma sequéncia com todos os seus elementos, mas ndo atribui uma

ordem para o conjunto em si.

Vejamos agora alguns conjuntos cujos elementos podem ser posicionalmente ordena-
dos. Seguindo a ideia da se¢d@o 4.1, na qual associamos listas a funcdes, associaremos agora

cada conjunto a uma funcao que determine a posicao de cada elemento:

Exemplo 5.5 Os elementos do conjunto N podem ser posicionalmente ordenados, pois é
possivel definir a funcdo f : N — N definida por f(n) = n.
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Exemplo 5.6 Os elementos do conjunto 7. pode ser posicionalmente ordenados, pois é

possivel definir a fungdo f : N — Z tal que

n /
— se n e par
2, p

a, — n

se n é impar.

Observacao 5.2 Note que, no Exemplo 5.6, ndo diriamos intuitivamente que um ntimero ay,
seja o primeiro ou o quinto inteiro, por exemplo. Porém, é possivel associar cada niimero

natural n a um niimero inteiro a,; logo, é possivel ordenar seus elementos em uma lista.

Exemplo 5.7 Os elementos do conjunto QN [0, 1] podem ser posicionalmente ordenados.
Para demonstrar esse fato, vamos seguir um raciocinio andlogo ao utilizado por Cantor

para provar a enumerabilidade de Q).

Demonstracio: Para representar os niimeros racionais do intervalo [0, 1], vamos organiza-

los em linhas e colunas, de acordo com seus numeradores e denominadores:

0

QN (N — [ —= Q= (N — | =t
NI TSIENTSY TS
QNW |NW |

AN |l
AN

Para qualquer nimero racional no intervalo [0,1], podemos identificar a coluna e a linha as
quais ele pertence, basta verificar o seu numerador e o seu denominador. Destacamos que o
0 s¢6 foi representado uma vez na coluna correspondente ao numerador 0, para evitar essas

repeticoes. Pela mesma razdo, em cada linha sé representamos os racionais até o elemento
n—1

, pois o termo seguinte seria igual a 1. Varias outras fragdes se repetem, a exemplo de

2 . o .
8 € § = 6 Listando os primeiros termos dessa sequencia, temos:

2 31
4 63

0]l -~ -Z2 - -2 __Z2=-2°=-..

112123123412345
) 7273737474747575757576767676767

Notamos, assim, que é possivel listar todos os elementos do conjunto Q N[0, 1]; logo,
¢ possivel associar a ela uma fungdo f : N — QN |0, 1], ou seja, seus elementos sdo posicio-

nalmente ordenados.
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Exemplo 5.8 Os elementos do conjunto R\QnN [0, 1] nd@o podem ser posicionalmente orde-

nados, pois ndo é possivel definir uma funcdo sobrejetiva f : N — R.

Demonstracao: Suponha que R\Q N[0, 1] seja posicionalmente ordenado. Logo, seus
elementos podem ser colocados em uma lista. Lembramos que todos os elementos desse
conjunto podem ser escritos na forma 0,ajarazas - - -, em que a; € um algarismo para todo i.
Destacamos que o ndmero 1 pode ser representado por 0,9999-- -, pois essa representacdao
decimal representa uma sequéncia que converge para 1. Além disso, para qualquer ndmero
com expressao decimal finita, € possivel associar um com expressao decimal infinita; por
exemplo, podemos escrever 0,3 como 0,29999---, 0,185 como 0,18499999-... Agora,

vamos representar a lista com todos os elementos de RN [0, 1]:

0, ann apx ais
0, a1 axn ax

0, az1 az as3

0, an apx aps

Porém, podemos encontrar um nimero 0,b1byb3--- tal que by # ayy, by # ay, by #
ass, -+, by # ap,. Destacamos que esse nimero faz parte do conjunto R\QnN [0, 1], mas ndo
estd na lista que escrevemos.

Portanto, nunca conseguiremos listar todos os elementos de R\QN 0, 1], ou seja, esse

conjunto nao é posicionalmente ordenado. |

Observacao 5.3 Os leitores que jd estdo familiarizados com o conceito de enumerabili-
dade podem ter notado que o processo para mostrar se os elementos de um conjunto sdo
posicionalmente ordenados é o mesmo que realizamos para mostrar que um conjunto é enu-
merdvel. De fato, para que um conjunto X seja enumerdvel, é preciso que exista uma bijecdo
f:N — X. Para mostrarmos que os elementos de um conjunto podem ser posicionalmente
ordenados, precisamos encontrar uma fungdo sobrejetiva f : N — X. A vinica diferenca é que
para que haja ordem posicional, ndo é necessdrio exigir que a funcdo seja injetiva, tendo

em vista que nossa definicdo permite repetir o mesmo elemento de X na lista a ser formada.

Um resultado interessante envolvendo conjuntos posicionalmente ordenados € o teo-

rema a seguir:

Teorema 5.2 Todo subconjunto de um conjunto posicionalmente ordenado também é posi-

cionalmente ordenado.
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Demonstracao: Seja X um conjunto posicionalmente ordenado. Como consequéncia di-
reta da defini¢do, seus elementos podem ser representados na forma de uma sequéncia
(x1,Xx2,X3, - ,Xu," - ), onde cada indice n indica a posi¢do do elemento x;,.

Consideremos agora um subconjunto ¥ C X. Precisamos mostrar que ¥ também € po-
sicionalmente ordenado. Inicialmente, sabemos que os elementos de Y serdo x,, xp, - -, X,
.-+ Pelo Principio da Boa Ordenagao (Teorema 5.1), sabemos que existe um menor elemento
do conjunto {a,b,---,}, o qual denotaremos por m. Logo, o elemento x,, serd o primeiro
elemento de Y, o qual passaremos a denotar por y;. Em seguida, aplicando o principio da
boa ordenagdo ao conjunto {a,b,---} — {m} também afirmamos que existe um menor ele-
mento desse conjunto, o qual denotaremos por n. Logo, x,, serd o segundo elemento de Y, o
qual passaremos a denotar por y».

Aplicando o principio da boa ordenacdo sucessivas vezes aos indices dos elementos
do conjunto Y, determinaremos uma ordem posicional para todos os elementos de Y. Note
que esse procedimento serd repetido um nimero finito de vezes se Y for finito e infinitas
vezes caso X e Y sejam infinitos, fazendo com que o teorema seja verdadeiro para quaisquer

conjuntos X e Y. [

5.3 Ordem posicional e ordem comparativa: sao equiva-

lentes?

Diante dos diferentes conceitos apresentados, podemos voltar a pergunta inicial: em

quais dos conjuntos a seguir existe ordem?

135719

—m|100] 1

20 | 80 |

Caso seja utilizado o conceito de ordem posicional, é possivel que ambos sejam orde-
nados, basta que cada quadradinho seja considerado como sendo a posi¢do de cada elemento.
Se for considerada a ordem comparativa, os dois conjuntos sao ordenados, pois € possivel
comparar cada par de elementos através da relacdo <. Note que apenas o primeiro esta
em ordem crescente, mas em ambos podemos comparar os elementos através da relacdo de
ordem <.

Agora, pode surgir uma nova ddvida: nao € possivel conciliar as duas definicdes? Nos
conjuntos A e B acima, notamos claramente que os elementos do conjunto A ja estdo po-
sicionados de forma que cada elemento € menor que o elemento seguinte, ou seja, estao

organizados em ordem crescente; por outro lado, os elementos do conjunto B foram repo-
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sicionados para que fossem comparados através da relacdo <. Vamos verificar essa situagao

em outros conjuntos:

Exemplo 5.9 O conjunto N tem a ordem comparativa e seus elementos também podem ser
posicionalmente ordenados mantendo a ordem comparativa, pois na forma como estdo dis-

postos seus elementos, é possivel afirmar que n < n+ 1, para todo n € N.

Exemplo 5.10 Serd que o conjunto 7. pode ter as duas ordens simultaneamente? Jd sa-
bemos que esse conjunto é comparativamente ordenado, pois dados dois m,n € 7. sempre
sabemos se m < n oun < m. Além disso, no Exemplo 5.6, vimos que seus elementos sdo po-
sicionalmente ordenado, mas serd que as duas ordens podem acontecer “ao mesmo tempo”?

Para listarmos seus elementos mantendo as duas ordens, vamos iniciar escolhendo
elemento para ser associado ao elemento 1 do dominio. Como 7, ndo possui um menor
elemento, precisaremos escolher um niimero n para ser o primeiro elemento. Porém, sempre
teremos o niimero n— 1 que ndo estard posicionalmente ordenado depois do niimero n. Logo,

a relacdo < ndo serd mantida junto da ordem posicional.

Exemplo 5.11 O conjunto QN[0, 1] ndo pode ter as ordens posicional e comparativa simul-

taneamente.

Demonstracao: Suponha que o conjunto QN [0, 1] possa ter as ordens posicional e com-
parativa simultaneamente, formando a lista (¢;,¢2,¢3,--+) de modo que g; < g» < g3 <
---. Porém, para quaisquer g; € gz, temos g1 < % < q», com w pertencente a
QnN 0, 1], mas ndo constando na lista nessa ordem. Logo, quando tentamos organizar os
termos mantendo as ordens posicional e comparativa a0 mesmo tempo, nao conseguiremos

incluir todos os elementos do conjunto. |

Essas ultimas consideracdes podem causar alguma estranheza para o leitor, mas isso
significa apenas que as duas definicdes de ordem nao sdo equivalentes. Em nossa opinido, o
fato de que as duas definicdes ndo sdo equivalentes ressalta a necessidade de formalizar os
conceitos que envolvem “ordem” de forma distinta.

Finalmente, concluimos que existem dois conceitos distintos envolvendo ordem. A
ordem posicional, que define listas, € equivalente a defini¢ao de sequéncias e, por isso, pode
ser utilizada para facilitar a compreensao do conceito de sequéncias, desde que devidamente

diferenciada da ordem comparativa.

5.4 Conceito de ordem e as definicoes de sequéncias

Dedicaremos essa se¢ao para analisar as definicoes formais ou conceituagdes mais
intuitivas de sequéncias dos livros e paginas eletronicas analisados, para verificar o uso da

palavra ordem” e a coeréncia de seu emprego.
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O livro A emprega a palavra “ordem” pela primeira vez apds conceituar sequéncias e

apresentar a notagdo dos seus termos:

Exemplos

a) Consideremos a funcao g descrita pelo diagrama:

FAUSTINO

Essa funcéo descreve uma sequéncia finita, que pode ser representada simplesmente por:
2
(5747, 3. 3,3)
Nessa forma de representacao da sequéncia, os parénteses indicam que a ordem em que

se apresentam os elementos deve ser mantida, isto &, se trocarmos a ordem de pelo menos
dois elementos distintos, obteremos outra sequéncia, por exemplo:

(577, 3.3,3)# (7, 5,47, 2, 3,3)

Observe que uma se-
quéncia pode ser re-
presentada por um
conjunto cujos ele-
mentos obedecem a
determinada ordem.

Figura 5.5: Uso da expressdo “ordem” no livro A

O texto esclarece que os termos sdo representados entre parénteses € que a “ordem”
em que se apresentam os termos deve ser mantida. Em seguida, é apresentado uma situacao
em que a posicdo de dois elementos foi invertida, para mostrar que foi criada uma nova
sequéncia. Claramente, o texto faz referéncia ao que denominamos ordem posicional na
Secdo 5.2.

Porém, ao lado do texto é acrescentada uma nota em destaque, onde € dito que “uma
sequéncia pode ser representada por um conjunto cujos elementos obedecem a uma determi-
nada ordem”. Aqui identificamos o problema de associar ordem a um conjunto. Claramente,
a representacdo que foi apresentada no texto nao era de um conjunto, pois um conjunto nao
possui ordem posicional nem elementos repetidos; além disso, a representacdo de um con-
junto € feita entre chaves, enquanto que no texto foram utilizados parénteses. Notamos aqui
um claro erro do autor, que poderia ser corrigido caso fosse utilizada a expressao “lista” em

vez de “conjunto”.

O livro B nio utiliza a palavra “ordem” na apresentacdo desse contetido, por isso nao

teremos comentdarios para fazer sobre esse livro nesta secao.

A pagina eletronica 1 j4 utiliza a expressao “ordem” desde a conceituagdo mais infor-

mal do contetdo:
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Mo estudo da matematica estudamos um tipo de seguéncia: a seguéncia numerica.
Essa sequéncia que estudamos em matematica é composta por ndmeros que estio

dispostos em uma determinada ordem preestabelecida.

Ao representarmos uma sequéncia numeérica, devemos colocar seus elementos entre

parénteses. Veja alguns exemplos de sequéncias numéricas:

«(2,4,6,8, 10,12, ) é uma sequéncia de ndmeros pares positivos.
«<(1,2,3,4,5,6,7,8,9,10, 11..)) & uma sequéncia de nimeros naturais.

+ (10, 20, 30, 40, 50..)) é uma sequéncia de nimeros multiplos de 10.

= (10, 15, 20, 30) é uma sequéncia de ndmeros multiplos de 5, malores que cinco e
menores que 35.

Figura 5.6: Uso da expressdo “ordem” na pagina eletronica 1

A pégina apresenta a sequéncia como sendo composta por nimeros que estao dispostos
em uma ‘“determinada ordem”. Em seguida, os exemplos apresentados mostram sequéncias
com numeros dispostos em ordem crescente. Dessa forma, o aluno pode interpretar que
em toda sequéncia os nimeros sigam a ordem comparativa; logo, ele s6 considerard como
sequéncia uma lista de nimeros em ordem crescente. Por isso, afirmamos que a conceituagao
inicial € incompleta e incorreta.

O problema de falta de clareza continua ao ser apresentada a definicdo formal de

sequéncia:

Esses e varios outros exemplos de sequéncia

estdo presentes em nosso cotidiano. Observando-os, podemos definir sequéncia como:

Sequéncia é todo C'.'_'=f'.JI"t='J ou grupo no gual os seus elementos estao escritos em uma

determinada ordem.

Figura 5.7: Uso da expressdo “ordem” na pdgina eletronica 1

A defini¢do continua mencionando a existéncia de uma “ordem”, sem que haja iden-
tificacdo de que esta ordem se refere a posicao dos elementos € ndo a ordem comparativa.
Além disso, comete-se dois erros: o primeiro, ao dizer que a sequéncia € um conjunto ou
grupo, em vez de uma func¢do; o segundo, ao considerar que um conjunto poderia ter uma
ordem, ja que estamos nos referindo a ordem posicional.

A pagina eletronica 2 também emprega a expressao “ordem” para definir sequéncia:
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F o L] rF 3 L ]
Sequencia Numerica
K3 conparar J[© Envir|
Na matemadtica, a sequéncia numeérica ou sucessao numérica corresponde a uma

funcdo dentro de um agrupamento de nimeros. De tal modo, oz elementos agrupados
numa sequéncia numérica seguem uma sucessdo, ou seja, uma ordem no conjunto.

Figura 5.8: Definicao de sequéncia na pigina eletronica 2

Vamos concentrar nossa aten¢ao apenas ao uso da palavra “ordem” nessa defini¢ao,
tendo em vista que os demais problemas encontrados nessa defini¢do ja foram apresentados
na sec¢ao 3.4.

Essa pdgina afirma que os elementos “agrupados” (sic) numa sequéncia numérica se-
guem ‘“‘uma sucessao, ou seja, uma ordem no conjunto”. Claramente, a palavra “ordem”
¢ utilizado como sindénimo de “sucessao”. Esse uso é problematico, pois “sucessao” é um
sindnimo para a propria expressao “sequéncia’. Mesmo que tentemos ignorar esse fato,
precisamos entender qual seria o sentido da sucess@o ou ordem na defini¢ao.

O exercicio resolvido proposto a seguir repetem o problema encontrado nos exemplos
da pagina eletronica 1, pois todos os conjuntos possuem todos os elementos dispostos em

ordem crescente:

Exercicio Resolvido

Para compreender melhor o conceito de sequéncia numeérica, segue abaixo um exercicio
resolvido:

1) Seguindo o padrdo da sequéncia numeérica, qual o préximo nimero correspondente
nas sequéncias abaixo:

a)(1,3,5,7,9,.11,...)

b) (0, 2, 4,6, 8,10,...)
c)(3,6,9,12,.)

d) (1, 4, 9,16,...)

e) (37,31, 29,23,19,17,...)

Figura 5.9: Exercicio resolvido sobre sequéncia, extraido da pagina eletronica 2

Mais uma vez, € deixada a ambiguidade ao tentar definir e exemplificar as sequéncias.

A apresentacdo dessa pagina também pode induzir o aluno a pensar que os termos das
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sequéncias sempre aparecerdo em ordem crescente. Por falta de clareza, podemos consi-
derar que essa defini¢do também € incompleta e incorreta.

ApOs revermos as paginas eletronicas e livros didaticos, concluimos que o uso da pala-
vra “ordem” na apresentacio do contetido torna-se ambiguo, nos casos em que nao € possivel
para o aluno diferenciar se seu sentido refere-se a ordem posicional ou a ordem compara-
tiva; em outros casos, o uso da expressao “ordem” estd completamente errado, quando € dito
que um conjunto possui ordem, ja que a defini¢do de sequéncia envolve ordem posicional.
Destacamos que um conjunto s6 pode ter ordem comparativa, caso seja possivel comparar
quaisquer dois elementos seus através de uma relacdo de ordem. Porém, ndo € possivel que
um conjunto possua ordem posicional, conforme destacado na Observacao 5.1.

Para evitar esses problemas ao abordar o conteido, recomendamos o uso de expressoes
como “listas”, “posi¢do” ou “ordem posicional”, pois removem as ambiguidades do texto.
Além disso, destacamos que um conjunto nao tem ordem; logo, € importante se referir as
sequéncias como listas, ndo como conjuntos, para falar sobre a importancia da posi¢cao de

cada elemento.
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Capitulo 6

Uma Introducao Informal aos Limites de

Sequéncias Numéricas

Neste capitulo, propomos uma apresentacdo mais informal do conceito de limite de
sequéncias numéricas. Para isso, construimos um didlogo entre Sofia, uma estudante de
matematica, e seu primo Genésio, um leigo na drea. Na conversa, Sofia apresentard as
nog¢oes basicas de limites de sequéncias para alguém que esta iniciando seus conhecimentos
de Anélise Real. Nosso objetivo € que esse didlogo seja utilizado como uma introdugio leve
e motivadora para alunos de Andlise Real, que estudardo esses conceitos de modo formal
posteriormente, ou mesmo para alunos do ensino médio, que precisam apenas de uma no¢ao
intuitiva mais basica desses resultados.

No Capitulo 7, apresentaremos formalmente esses conceitos, junto com resultados im-
portantes que envolvem esses conceitos, para a compreensao formal dos contetidos do ensino
médio que analisaremos nos capitulos posteriores: definicao de poténcias com expoentes ir-

racionais, ‘“soma’” dos infinitos termos de uma PG e calculo da area do circulo.

6.1 Conversa com limites

Férias de verdo. A familia Siqueira ird se reunir mais uma vez na casa do Genésio. A
tinica novidade é que, dessa vez, sua prima Sofia foi a primeira a chegar. No ano anterior,
ela nem pode comparecer. Ao atender a porta, Genésio comemora:

- Sofia! Vocé veio! Senti sua falta na dltimo ano!

- Genésio! Também senti falta, moco! Mas estava estudando nesse periodo...

A conversa continua enquanto eles se dirigem ao sofa:

- Nossa, o que vocé estudava em pleno periodo de férias?

- Cursei uma disciplina chamada “Anadlise na Reta”. Ela faz parte do meu...

- Mas o que uma pessoa poderia estudar em um trago reto?
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- Lembra que na matemética podemos representar os nimeros de diferentes formas,
inclusive com graficos?

- Sim, lembro de ter visto graficos em Matematica quando cursava o ensino basico...

- Pois é. Com uma reta, nds representamos todo o conjunto dos niimeros reais. E
no curso de Andalise na Reta nds estudamos varias caracteristicas muito interessantes dos
ndmeros reais!

- Faz algum sentido... Mas ainda ndo consigo imaginar algo interessante que possa sair

de uma linha reta ou da representacao de um monte de niimeros...

- Posso tentar te mostrar um exemplo? Vou desenhar uma reta aqui e marcar o zero.
Vocé€ marca um ponto com a caneta preta que eu marco outro mais proximo do zero com
caneta vermelha.

Os primos comegaram a marcar pontos ha reta:

1° passo 0 P 1
= P.2 .
2° passo P 0 Py
° P'4 ° = .
3° passo P oP P
p 33 0—0® S @ =1

4 Ps Py

Figura 6.1: Marcacdo de pontos cada vez mais proximos de zero
FONTE: Elaborada pela autora, utilizando recursos do software Geogebra
Nota: O ponto zero, marcado inicialmente, foi destacado em azul. Os pontos marcados por
Genésio estdo em preto, enquanto os pontos marcados por Sofia estdo em vermelho. O
indice de cada ponto indica a sequéncia de marcagao.

No 3° passo Genésio decidiu dificultar, marcando um ponto tao perto do zero que a
caneta de Sofia ndo era mais capaz de diferenciar a localizacdo dos pontos. Genésio fica
desconfiado:

- Quem garante que esse seu ponto realmente estd mais perto que o meu? Eu acho que
estd em cima do meu!

- Sim, visualmente temos essa impressao. Mas imagine que vamos dar um zoom nessa

reta. Quando nossa visualizacao é mais proxima dos pontos, € possivel perceber a distancia
entre eles.
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Zoom no 3° passo 0 P

Figura 6.2: Zoom no 3° passo da marcagdo de pontos proximos de zero
FONTE: Elaborada pela autora, utilizando recursos do software Geogebra

- Mas sempre serd possivel dar esse zoom?

- Sim! Mas se tiver dificuldade para imaginar dessa forma, ainda podemos mudar a
forma de representagdo!... Vamos pensar na forma decimal. Me diga um nimero préximo
de zero e eu te garanto que ainda encontro um niimero mais proximo de zero que o seu.

-0,1

- 0,01

-0,0000001

- Quantos zeros vocé falou mesmo? Ah, ndo importa. Eu escolho a metade desse
ndmero.

--0,03

--0,003

- Espera... Vocé sempre divide o nimero que falei e encontra um menor.

- Nao, 0 -0,003 € maior que o -0,03. O objetivo é encontrar um ndmero mais proximo
do zero.

- Tudo bem. Mas nenhum matemdtico consegue pensar em um nimero tao pequeno
que nao dé mais para dividir? Se eu fosse matematico, eu procuraria...

- Na verdade, sempre é possivel dividir um nimero para obter outro menor?. Por
exemplo, sempre que voce escolher um nimero, eu posso dividi-lo por dois e encontrar
outro nimero real, mais proximo de zero.

- A impressao € que sdo tantos nimeros que ndo acabam mais...

- Exatamente!

- E muita paciéncia passar as férias procurando nimeros pequenininhos, préximo de
zero.

- Na verdade, ndo s6 do zero. Isso vai acontecer com qualquer nimero>. Vou te mostrar
uma ilustracdo disso. Imagine que minhas bonequinhas estdo empurrando o intervalo, para

ele diminuir cada vez mais. Apesar do intervalo estar cada vez menor, sempre teremos

'De acordo com Duval, o uso de diferentes registros de representacdio semidtica para representar 0 mesmo
objeto matematico favorece a compreensio do aluno (TRINDADE et al., 2016). Esse uso de diversos registros
¢é constantemente proposto em nosso trabalho e ilustrado em nosso didlogo.

’Isso acontece porque a divisdo estd bem definida para quaisquer niimeros reais.

3No Teorema 9.2, provaremos que em qualquer intervalo existe pelo menos um niimero racional e um
nimero irracional. Logo, para qualquer ndmero x real, basta considerar um intervalo (x — €,x+ €), com € tdo
pequeno quanto eu queira, que esse resultado me garante que obterei nimeros proximos de x.
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nudmeros reais dentro do intervalo!

Figura 6.3: Ilustracdo da escolha de intervalos cada vez menores centrados em um nimero
real x qualquer
FONTE: Acervo da autora da imagem. Reproduzido com permissao.

- Quer dizer que posso continuar diminuindo esse intervalo e sempre vou ter nimeros
dentro dele?

- Exatamente! E quando parecer que o intervalo estd muito pequeno, imagine que vai
dar um zoom na imagem e que as bonequinhas continuardo empurrando. Mesmo depois de
tanto empurrar, vocé ainda tera infinitos numeros reais dentro desse intervalo! Nos usamos
esse fato com muita frequéncia na matematica.

- Tem alguma situag¢do que vocés usem esse fato que eu consiga compreender?

- Sim! Escolha um niimero real e eu te mostro uma lista infinita de nimeros reais que
se aproximem cada vez mais dele.

- 3.

- Certo. Vou fazer um esboco em um grafico para vocé observar. E um exemplo de

uma sequéncia que se aproxima cada vez mais do 3:

71)71
Sequéncia @, = +3
n
e m A e
....... 3.5 s
34 o %6 ag a,
3 @ A e
a 5!
2.9 9 L4
2,5
............... LG
2

(_1)n+3

n
FONTE: Elaborado pela autora, utilizando recursos do software Geogebra

Figura 6.4: Grafico da lista de nimeros da forma a,, =

Sofia continua explicando:
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- Vocé pode pensar em um intervalo cada vez menor, centrado no 3; a partir de al-
gum termo da sequéncia, todos os termos seguintes estardo no intervalo! Eu representei os
dez primeiros, mas seria possivel continuar para sempre marcando pontos cada vez mais
proximos do trés!

- E, parece que vocés ndo tém limites mesmo...

- Na verdade, temos sim. Eu acabei de representar um limite! A lista que n6s acabamos
de representar na verdade é uma sequéncia numérica*. Como ela se aproxima cada vez mais

do nimero 3, dizemos que ela tem limite 3.

4Na secdo 4.2, mostramos por que as listas sdo exemplos de sequéncias.
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Capitulo 7
Convergeéncia de Sequéncias Numéricas

Sabemos que os alunos do ensino médio ndo estudardo profundamente os conteidos
de Analise Real. Porém, como podemos ver na figura 7.1, nesse nivel de ensino os alunos
tém o primeiro contato com fatos que envolvem esses conteidos. O recorte apresentado faz
parte da apresentacdo da “soma” dos infinitos termos de uma PG em um dos livros didaticos

que analisamos:

Calculo da soma dos infinitos termos de uma PG

Para calcular a soma dos termos de uma PG infinita, vamos partir do calculo da
soma dos n primeiros termos de uma PG.

Considere (a,, a, as, a, ..) uma progressio geométrica em que ¢ E R e
-1<q <1, ouseja, |g| < 1. Como vimos, quando n tende a infinito, a potén-
cia ¢" tende a zero. Sabendo disso, vamos calcular o limite da soma S, nesse caso:
a1 i (0 G 1)

: N .| S C
q—‘] 2r!i—)n?czsn q——1 :anSn q_‘l

S :‘31'(qn_1)

n

Logo, para —1 < g < 1, a soma dos infinitos termos da PG é dada por:

I!l—-)rgosn= 1 meq

Figura 7.1: Apresentacdo de limites extraida do livro C

Como podemos notar, o livro apresenta o conceito de limite de forma mais intuitiva,
o que consideramos adequado para esse nivel de ensino. No Capitulo 10, mostraremos a
abordagem utilizada em outros livros e paginas eletronicas: todos seguem o mesmo caminho

de apresentar limites de forma intuitiva. Porém, o uso da intui¢do ndo pode impedir que
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essa conceituacdo seja clara; é preciso evitar ddvidas que prejudiquem a compreensiao do
conteddo ou que aparentem imprecisdo ou falta de formalidade na apresentacao do contetido.

Por essa razdo, o professor do ensino médio precisa estar ciente da definicao formal
de limite e dos principais resultados. Tendo essa necessidade em mente, dedicamos esse
capitulo para relembrar o conceito e a definicao formal de limite de uma sequéncia, além
de apresentar e demonstrar vdrios resultados que serdo necessarios nos capitulos seguintes.
Destacamos que no ensino médio os alunos sdo apresentados a sequéncias numéricas e nao-
numéricas, finitas e infinitas; porém, ao estudarmos sobre convergéncia de sequéncias, sé faz
sentido nos referirmos as sequéncias numéricas infinitas.

Vamos iniciar nossas contribuicdes com um exemplo que pode ser utilizado por pro-
fessores de Andlise Real ou mesmo pelos professores de ensino médio para introduzir o

conceito de limite:

Exemplo 7.1 Na Figura 7.2, a partir do triangulo maior foi construido um segundo tridngulo,
ligando os pontos médios de cada lado. Os demais tridngulos foram construidos repetindo-
se o mesmo procedimento. Considere que o lado do maior tridngulo mede I unidade de com-
primento. Se continuarmos construindo tridngulos da mesma forma, qual serd a sequéncia

das medidas dos lados dos triangulos?

Figura 7.2: Sequéncia de medidas de triangulos equilateros formados pelas bases médias
Fonte: Elaborada pela autora, utilizando o software Geogebra

Seja [, a medida do lado do n-ésimo tridngulo. Para o maior triangulo, a medida do

lado é [} =1 e, a partir dele, podemos calcular as medidas dos lados dos tridngulos: /, =

1 1 .
7 Iy = 3 Generéllzando, L, = o |
Note que, quanto maior for n, menores serdo os valores de /,,. Tais valores serdo sempre

59
Iy =

maiores que zero, por serem medidas de objetos geométricos (comprimento de um segmento

de reta). Porém, os valores estardo cada vez mais préximos do zero:
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n L,

1 1

2 0,5

31 0,125
4 | 0,0625
510,03123

Essa sequéncia ilustra o conceito de limite de sequéncias: os valores de [, se tornam
cada vez mais proximos de um ndmero real; nesse caso, o zero.
Ap6s introduzir o conceito de forma mais intuitiva, propomos que seja apresentada a

defini¢do formal de limite e convergéncia:

Definicao 7.1 Dizemos que a sequéncia (a,) converge para um niimero real L quando, para
an—L| <€ O

qualquer € > 0, existir um indice no(€) € N tal que, para todo n > ny(€),

niimero L é chamado de limite da sequéncia.

Notacao 7.1 Denotamos por lim a,, = L o limite de uma sequéncia.
n—soo

n
Exemplo 7.2 Vamos representar a sequéncia a, = 2 + (T) e observar seu comporta-

mento:

Inicialmente, vamos representar os primeiros termos da sequéncia de forma numérica:

—3\"”
n ap =2+ <T)
1 1,25
2 2,5625
3 1,578125
4 2,31640625
5 1,7626953125
6 2,177978515625
7 1,86651611328125
8 2,1001129150390625
9 1,924915313720703125
10 | 2,05631351470947265625
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De acordo com os nimeros apresentados na tabela, percebemos que os valores de (ay,)
se aproximam cada vez mais de 2. A seguir, vamos converter essa representacdo numérica

para uma representacdo grafica e observar visualmente essa aproximagao:

w

.az

oa1

-1

Figura 7.3: Representagcdo de uma sequéncia com limite 2 em grafico bidimensional
FONTE: Elaborada pela autora com recursos do software Geogebra

Note que, para qualquer €, a partir de algum n € N os termos da sequéncia estio todos

na faixa (I — €,/ + €). Na figura, as faixas amarelas representam os intervalos (2 — &;,2+ &)

parag =1, & = 3 e &= T Observe também que, para cada g;, teremos um indice n; a
partir do qual os elementos seguintes estardo todos na faixa (I — €,/ +€).

Lembramos ainda que, de acordo com Trindade et al. (2016), Duval defende que a
utilizacdo de vérios registros de representacdo semiotica é fundamental para garantir a boa
compreensdo dos alunos. Por isso, propomos o uso da representacdo algébrica, gréfica e
ainda o uso de tabela. Ressaltamos ainda a importancia de realizar o tratamento, ou seja,
a transformagdo de uma representacdo em um mesmo registro, € a conversdo, isto €, a
transformacao de uma representacdo em outra, de outro registro.

A seguir, apresentamos o tratamento da representacdo grifica da sequéncia apresentada
na Figura 7.3: a sequéncia que haviamos representado em um grafico de duas dimensdes
agora serd representada em um grafico de apenas uma dimensao. Observe a diferenca na
percep¢do causada por essa mudanga, apesar de estarmos utilizando o mesmo registro de

representacao semiotica:

a a a- a,a, 94paga a a
' o — oo o dred + oot ot o2 :
1 1,5 1,9 2 2.1 2,5 3

Figura 7.4: Representagdo de uma sequéncia com limite 2 em grafico unidimensional
FONTE: Elaborada pela autora com recursos do software Geogebra
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A representacdo unidimensional pode facilitar a compreensdo de que a sequéncia se
aproxima de um determinado numero, ja que tal fato se torna visivel (no grafico anterior, 0s
pontos se aproximavam da reta y = 2; nesse ultimo, aproximam-se do ponto 2). Por outro
lado, em relacdo a Figura 7.4, destacamos a importancia dos indices na identificacdo de
cada ponto marcado na reta, para que seja possivel sabermos quais pontos foram marcados
primeiro e quais foram marcados depois. No grafico com duas dimensodes, a identificacdo
com o indice era opcional.

Para finalizar nossa definicdo, pensemos na seguinte situagdo: uma sequéncia (aj)
pode ter dois limites L e M distintos? Pela definicdo de limite, caso tal situacdo aconteca,
entdo para qualquer € > 0 fixado, existe um ng tal que, se n > ng, entdo a, € (L—¢&,L+¢€).
Igualmente para o limite M, tomado qualquer & > 0, existe n; tal que, se n > nj, entdo
an € (M—06,M+9).

ay

. (81188, 312 3y . 3..213a5 a,
\

a L a / \ a a 7 ®

Figura 7.5: Ilustracao de uma sequéncia com termos se aproximando de dois valores distintos
FONTE: Elaborada pela autora, por meio dos recursos do software Geogebra

Tendo em vista que as informacdes acima sdo validas para quaisquer € e 8, podemos

IL—M|
tomar um € € um 0 menores que

. Nessas condig¢0es, teremos a situa¢do mostrada
na Figura 7.5: a interse¢do entre (L —¢&,L+¢€) e (M — 8,M + 0) é vazia. Logo, se a partir
de ng todos os elementos pertencem a (L — €,L+ €), entdo nenhum elemento pertencera a
(M —6,M+ ), o que significa que M ndo sera limite da sequéncia.

ApOs apresentarmos as nogdes gerais do raciocinio, vamos demonstrar formalmente a

unicidade do limite:

Proposicao 7.1 Se a sequéncia (a,) convergir, entdo seu limite é tinico.

Demonstracao: Suponha que a sequéncia possua dois limites L e M distintos, com L > M

Fixemos € =

> 0. Pela defini¢do de limites, existem n; e ny € N tais que

L— L—M
n>ny=la,— L <e= en>n2:|an—M|<8:T.
Logo, para n > max{ny,ny}, temos L — € < a, < L+ €, isto é:
L—-—M L—M L+M 3L—-M
L—T<an<L+ 2 54 2 <an<T
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eM—¢e <a, <M+ €, ou seja,

L-M L-M 3M-—L L+M
M— <ap < M+ 54 <ap < )
2 2 2
de onde concluiriamos que
L+M
a,; < < dp,
2
0 que é um absurdo!
Portanto, a sequéncia deve ter um tnico limite. |

Essa proposta de abordagem de ensino contempla os fatores que consideramos essenci-
ais: introduc¢do da conceituagdo de forma mais intuitiva, apresentacdo da defini¢ao, exemplos
incluindo representacdes com diversos registros de representacdo semiodtica. Acreditamos
que mesmo o aluno conseguird apreender o conceito de limites, ainda que nao estude de

forma tao detalhada como fazemos no ensino superior.

Agora deixamos um questionamento: quando vemos uma sequéncia sempre é possivel
concluirmos rapidamente se elas convergem? Enquanto a convergéncia de algumas sequéncias
€ bastante simples de ser observada e demonstrada, outras ndo sdo. Por isso, dedicamos as
secOes seguintes a apresentacdao de definicdes e proposi¢des que garantem a convergéncia
das sequéncias que atendem a algumas condi¢des. Ressaltamos a importancia de que o pro-
fessor tenha conhecimento desses contetudos, pois eles fundamentam afirmacdes feitas em

livros e paginas eletronicas do ensino médio, como veremos a seguir:

7.1 Sequéncias mono6tonas e limitadas: mais conceitos e re-

sultados importantes

No estudo das poténcias com expoentes irracionais, da “soma’ dos infinitos termos de
uma PG e do cdlculo da drea do circulo, o raciocinio para justificar a existéncia desses valores
€ construido basicamente através da constru¢cdo de sequéncias mondtonas e limitadas, como
veremos nos capitulos seguintes. Nessa secdo, entenderemos por que essas sequéncias sao
as mais escolhidas pelos autores; de fato, intuitivamente € ficil levantar a hipotese de que
essas sequéncias se aproximem cada vez mais de um ndmero e formalmente conseguimos

demonstrar a veracidade dessa hipdtese.

Para iniciar nossa se¢do, vamos observar como um livro apresenta a estimativa da area

de um circulo por falta ou por excesso:
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Area do circulo

Considere um poligono regular de n lados inscrito em um circulo de raio r.

As diagonais que passam pelo centro do poligono dividem-no
em n triangulos isésceles de base a e altura h; logo, a drea desse

poligono é:
J ah h
h = . —
i i
% " ;/;’ L perimetro do poligono

Essa area é menor que a area do circulo; porém, fazendo o nimero n de lados aumentar inde-
Snidamente (n tender para o infinito), verificamos que:

* 0 perimetro (na) do poligono tende a se igualar ao perimetro da circunferéncia (2rr);

» aaltura h de cada triangulo tende a se igualar ao raio r da circunferéncia;

* aérea desse poligono tende a se igualar a area A do circulo.

h r SRis , 3 P
Assim, a expressao (na) * (2 ) tende a 2nr - - que € a area A do circulo, isto é:

A= nr?

Figura 7.6: Calculo da area do circulo, extraido do livro A

O que garante que o perimetro e a altura se aproximam de um valor especifico? Para
um aluno do ensino médio, o que significa a expressao “tender ao infinito”? Para responder
a primeira pergunta, precisaremos de alguns conceitos e resultados, os quais apresentamos a

seguir. A segunda pergunta serd respondida na secdo 7.3.

Definicao 7.2 Um conjunto A C R é limitado superiormente se existir um niimero M € R

tal que
A C (—oo, M|,

o que equivale a M > a,¥a € A. Neste caso, dizemos que M é uma cota superior para A.
Analogamente, um conjunto B C R ¢ limitado inferiormente se existir um niimero m € R
tal que

B C [m, ),

o que equivale am < a,Va € A. Neste caso, dizemos que m é uma cota inferior para B.

Por fim, se um conjunto ¢é limitado inferiormente e superiormente, dizemos simplesmente que

ele ¢ limitado.

Observacao 7.1 Dizemos que o conjunto vazio, 0, é limitado e a demonstragdo ¢é feita por

vacuidade. Todo x € R é cota superior de 0, pois ndo existe um elemento de O que seja maior
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que x. Analogamente, todo x também serd cota inferior de 0, pois ndo existe um elemento de

0 que seja menor que x. Logo, 0 serd limitado.

3
Exemplo 7.3 Consideremos os conjuntos A = (—o0,3), B = [—5,), C = <§, 10], D =

{2k|k € Z}, E = {4m|m € N}. Quais desses conjuntos possuem cotas superiores? E cotas

inferiores?

Notamos que os conjuntos A e C possuem cotas superiores. Por exemplo, 3,5,1000,
sao cotas superiores para A e 10,30,50 sao cotas superiores para C.

Ja o conjunto B ndo possui cotas superiores. Sabemos que todo nimero maior que
—5 pertence ao conjunto B. Se existisse um x € R tal que x > b, para todo b € B, entdo
B C [—5,x], o que contradiria o fato de que B = [—5,0). Portanto, nenhum x € R sera cota
superior de B.

Também ndo serd possivel encontrar um nimero d que seja maior que ou igual aos
demais elementos de D. Para qualquer d = 2k > 0, com kg € Z, temos ko + 1 € Z e 2(ko +
1) € D, sendo 2(ko + 1) > 2ko. Logo, ndo ha uma cota superior para D.

O mesmo raciocinio mostra que ndo € possivel encontrarmos cotas superiores para E:
para qualquer 4m € E, existird m+ 1 € N tal que 4(m+ 1) > 4m, sendo que 4(m+1) € E.
Logo, ndo existird cota superior.

Agora, verificaremos se existem cotas inferiores para cada conjunto dado:

Observamos que B, C e E tém cotas inferiores. Por exemplo, —10 < b, para todo b € B,
0 <c,paratodo c € Ce 0 < 4m, paratodom € N.

Agora, resta analisar se 0s conjuntos A e D também possuem cotas inferiores. Sabemos
que todo numero menor que 3 pertence a A. Caso existisse um x € R tal que x < q, para todo
a € A, terfamos A C [x,3), o que contradiria o fato de que A = (—oo,3). Logo, concluimos
que ndo existem cotas inferiores para A.

Ja no conjunto D, para qualquer w € D tal que w < 0, temos 2w < w, com 2w € D.
Logo, ndo existem cotas inferiores para D.

Nos casos acima, dizemos que os conjuntos B, D e E sdo ilimitados superiormente ¢
os conjuntos A e D sdo ilimitados inferiormente.

Até o momento, apresentamos uma defini¢do e resultados que se referem a conjuntos.

Temos ainda uma definicdo similar para sequéncias:

Defini¢ao 7.3 Uma sequéncia (x,) é limitada superiormente quando existe um M € R tal
que x, < M, para todo n € N.

Analogamente, uma sequéncia (y,) é limitada inferiormente quando existe um m € R
tal gue m <y, para todo n € N.

Quando uma sequéncia é limitada superiormente e inferiormente, dizemos apenas que

ela é uma sequéncia limitada.
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Da forma andloga aos conjuntos limitados, M é considerada cota superior e m, cota

inferior da sequéncia.
Exemplo 7.4 A sequéncia a, = sen(n) é limitada.

De fato, temos —1 < sen(x) < 1, para qualquer x € R. Logo, teremos —1 < a, < 1, ou
seja, —1 é cota inferior e 1, cota superior de (ay).

Os primeiros termos da sequéncia estdo representados na figura a seguir:

Figura 7.7: Exemplo de sequéncia limitada
FONTE: Elaborada pela autora, utilizando recursos do software Geogebra

Agora, vamos iniciar a apresentacio dos resultados que respondem a nossa pergunta:

uma sequéncia mondétona e limitada sempre serd convergente?
Lema 7.2 Toda sequéncia convergente é limitada.

Demonstracao: Por defini¢do, se (a,) é uma sequéncia convergente, com limite /, entdo
fixado qualquer € > 0, existe np € N tal que n > ngp = [ — € < a, <[+ €, ou seja, para
n > no, todos os termos a,, estao limitados por [ —€ e [+ €.

Consideremos agora o conjunto dos primeiros ng elementos: {aj,as,...,a,,}. Seja
A = max{|ai|,|az|,...,|an,|,! — €, + €}. Podemos garantir que —A < a, < A, para todo
n € N. Note que o resultado € vélido para qualquer sequéncia tomada.

Portanto, qualquer sequéncia convergente serd limitada. |

Nos exemplos 7.1 e 7.2, apresentados anteriormente, vemos sequéncias convergentes,
que ilustram esse fato.

A partir da defini¢ao de cotas superiores e inferiores, compreendemos outro conceito
fundamental para o resultado principal desta secdo. Destacamos que esses resultados sdao

vdlidos para os conjuntos formados pelos termos de uma sequéncia qualquer:

Axioma 7.1 (Axioma de Dedekind) Se A C R ¢ ndo vazio e limitado superiormente, entdo
A possui uma menor cota superior, denominada supremo e denotada por supA. Analo-
gamente, se A C R ¢é ndo vazio e limitado inferiormente, entdo A possui uma maior cota

inferior, denominada infimo e denotada por infA.
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Observacao 7.2 Apesar do conjunto vazio 0 ser limitado superiormente e inferiormente, ele
ndo possui supremo nem infimo, pois ndo existe uma menor cota superior ou uma maior cota

inferior para esse conjunto.

Nos conjuntos apresentados no Exemplo 7.3, o conjunto A = (—oo, 3) tem um supremo:

o numero 3. Para demonstrar, suponha que exista uma cota superior xo < 3. Nesse caso,
Xo+3

, X0 . ~ . .
podemos obter o nimero > X, com € X, ou seja, x ndo sera cota superior de A.
Portanto, 3 é a menor cota superior de A. Porém, A ndo possui cotas inferiores, por isso nao

tem infimo.

O conjunto B = [—5,) tem um infimo: o ndmero —5. Para verificar, observemos
primeiramente que —5 € cota inferior, pois —5 < b para todo b € B. Além disso, se existe
uma cota inferior x; > —5, entdo x| serd maior que pelo menos um elemento de B, o —5.
Portanto, —5 € a maior cota inferior de B. Todavia, B ndo tem supremo, pois ndo tem cotas

superiores.
. 3 , 3
Por sua vez, o conjunto C = 3’ 10| tem o infimo 3 e o supremo 10. Para demonstrar,
basta seguir raciocinios andlogos aos apresentados para A e B.

Ja o conjunto D = {2k|k € Z} ndo possui cotas superiores nem inferiores, por isso nao

tem supremo ou infimo.

Finalmente, 0 € o infimo de E = {4m|m € N}, pois 0 < 4m, paratododm c Ee 0 € E.

Por outro lado, esse conjunto nao possui supremo, por ser ilimitado superiormente.

Para verificar se os nimeros apresentados eram supremos ou infimos dos conjuntos
dados, utilizamos um raciocinio que serd formalizado agora por ser importante em outras

situacdes que serao estudadas posteriormente:

Lema 7.3 Para todo X C R ndo vazio e limitado superiormente, cujo supremo seja M =

supX, podemos tomar um € > 0 qualquer e garantir que existe x € X tal que

M—-e<x<M.

Analogamente, para todo Y C R ndo vazio e limitado inferiormente, cujo infimo seja
m = infY, podemos tomar um € > 0 qualquer e garantir que existe y € Y tal que m <y <

m-+E€.
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Figura 7.8: Representacdo grafica do Lema 7.3
FONTE: Elaborada pela autora, utilizando recursos do software Geogebra

Demonstracao: J4 sabemos, pela definicdo de supremo, que ndo pode existir x € X tal
que x > M, pois M € uma cota superior de X. Suponhamos que ndo exista x € X tal que
M —¢e < x <M. Logo, teremos x < M — g, para todo x € X, ou seja, M — € serd uma cota
superior para X menor que M, o que contradiz a hipétese de que M = supX.

Portanto, deve existirx € X talque M — e <x < M.

A demonstragdo € andloga para o infimo do conjunto. ]

E importante destacar que nem toda sequéncia limitada serd convergente. Por exem-
plo, a sequéncia (1,—1,1,—1,1,—1,---) é limitada, mas ndo é convergente. No resultado a
seguir, acrescentamos uma condicdo para determinar um caso em que a sequéncia sempre
serd convergente. Com esse resultado, finalmente conseguiremos mostrar por que é possivel

definir a area do circulo através das aproximacdes apresentadas no livro A (ver Figura 7.6).
Teorema 7.4 Toda sequéncia mondtona e limitada é convergente.

Demonstracao: Suponhamos que a sequéncia (a,) seja ndo decrescente, isto é, a, < a1 1.
Consideremos o conjunto A = {aj,as,as, - ,a,,---}. Como a sequéncia é limitada, A
também sera limitado e, conforme enunciado no Axioma de Dedekind (Axioma 7.1), con-
cluimos que existe supA.

Mostraremos agora que r}grolo an, = supA, isto é, que fixado qualquer € > 0, existe um
no € N tal que n > ng = |a, — supA| < €.

Sendo (a,) ndo decrescente, pelo Lema 7.3, afirmamos que, para todo € > 0, existe um
aj € A tal que supA — € < aj < supA. Além disso, como (ay) € ndo decrescente, para todo

n > j,temos supA — € < a, < supA < —€ < a, —supA < 0, o que implica que
la, — supA| < €.

Seguindo 0 mesmo raciocinio, provamos o mesmo resultado para sequéncias crescen-
tes.
Caso a sequéncia seja ndo crescente ou decrescente, o raciocinio serd similar, mas com

a sequéncia convergindo para o infA. |
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Em relagdo a pergunta inicial, vemos que a sequéncia apresentada na Figura 7.5 é
mondtona, pois a drea de cada poligono € maior que a anterior. Veremos agora que a
sequéncia também é limitada: se considerarmos um quadrado circunscrito ao circulo! (ver
Figura 7.9), podemos garantir que a drea dos poligonos construidos serdo menores que a area
do quadrado circunscrito; logo, a sequéncia € limitada. Portanto, pelo Teorema de Weiers-
trass (Teorema 7.4), podemos garantir que a sequéncia das areas dos poligonos inscritos na

circunferéncia é convergente.

Figura 7.9: Quadrado circunscrito e poligonos inscritos ao circulo
FONTE: Elaborada pela autora, utilizando recursos do software Geogebra

Para finalizar esta secdo, vamos apresentar um resultado importante que envolve um
conjunto ilimitado: a Propriedade Arquimediana dos Nimeros Reais. Primeiro, relembra-
remos os Axiomas de Peano, que serdo necessdrios para demonstrar a propriedade. Depois
apresentaremos a propriedade com sua respectiva demonstracio e, por fim, mostraremos um
exemplo de aplicacdo da mesma. Salientamos que tanto a Propriedade Arquimediana quanto

o exemplo de aplicag@o serdo mencionados no restante do nosso trabalho, por sua relevancia.

Axioma 7.2 (Axiomas de Peano) /. Para todo n € N, existe um sucessor de n que per-

tence a N, denotado por n+1;

'Nio apresentamos a demonstracio desse fato por fugir do escopo de nossa pesquisa. Porém, caso o leitor
ndo conheca essa demonstragdo, recomendamos a leitura do Capitulo 8 do livro “Geometria Euclidiana Plana”
(BARBOSA, 2012).
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2. Sem+1=n+1, entdom=n;

3. Paratodon € N, n+1# 1. Isto é, 1 ¢ o tinico elemento de N que ndo é sucessor de

nenhum niimero.

4. Se X CN, tal que:
leX;
SeneX, entdon+1 € X, para todo n € N.

Entdo X =N.

Ap6s relembrarmos os Axiomas de Peano, passemos a apresentacdo da Propriedade

Arquimediana:

Teorema 7.5 (Propriedade Arquimediana dos Numeros Reais) Sdo verdadeiras as seguin-

tes afirmacoes:
1. N C R ¢ ilimitado superiormente;
2. Dados a,b € R, coma > 0, existe n € N tal que n-a > b;

1
3. Sejaa € R, coma >0, existe n € N tal que 0 < — < a.
n

Demonstracao: Para provar a proposi¢do 1, vamos supor por absurdo que N seja limitado
superiormente. Pelo Axioma de Dedekind (Axioma 7.1), deve existir b = supN.

Temos b —1 < b. Pelo Lema 7.3, existe x € N tal que b — 1 < x. Mas isso equivale a
dizer que b < x+ 1. Porém, pelos Axiomas de Peano, x+ 1 € N. Logo, existe um nimero
natural x 4+ 1 maior que b o que contradiz a afirmacdo de que b = supN, pois b deveria ser
uma cota superior.

Logo, N € ilimitado superiormente.

Para demonstrar a proposi¢ao 2, utilizaremos a proposi¢ao 1: para quaisquer a,b € R,
existe n € N tal que n > IZ, ou seja, na > b. Destacamos que l—7 ndo é, necessariamente, um
nimero racional, apesar Cclle estar escrito em forma de fragéo:a para que esse numero fosse
racional, deveriamos ter a,b € Z, mas a e b sdo dois reais quaisquer. Portanto, a proposi¢ao
¢ valida para qualquer nimero real.

Em particular, se a = 1, para todo b € R podemos afirmar que existe n € N com n > b.

Por fim, vamos provar a proposi¢ao 3 como decorrente da proposi¢ao 2: parab=1¢e

um a € R arbitrario, existe n € Ntal que n > —, isto é, 0 < — < a. [ |
a n
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) 1
Exemplo 7.5 Mostraremos que a sequéncia (ay), com a, = — converge para 0.
n

Pela Propriedade Arquimediana (Teorema 7.5), para todo € > 0, existe ng € N tal que

no > p Mas isso equivale a dizer que € > —. Além disso, para todo n > ny, ainda teremos
no
1 1 .
n> E & |- —0| < €. Portanto, a sequéncia (a,,) converge para Q. [
n

7.2 Subsequéncias: conceitos e resultados importantes

Existem situacdes em que ndo precisamos analisar o comportamento de todos os ter-
mos de uma sequéncia, pois observando um niimero infinito de termos conseguimos chegar
as conclusdes desejadas. A seguir, apresentaremos a definicdo necessdria para esse caso e
estudaremos os principais resultados envolvendo tal defini¢do que serdo necessarios para o

estudo dos conteudos do Ensino Médio abordados neste trabalho:

Definicao 7.4 Dada uma sequéncia (a,), definimos uma subsequéncia da mesma como a
restri¢do de (a,) a um subconjunto infinito Ny = {n; <np <nz < ...} do conjunto de indices.

Denotamos a subsequéncia por (ap, )reN-

Exemplo 7.6 Dada a sequéncia (x,) tal que x, = 2n, (y,) tal que y, = 4m serd uma sub-

sequéncia de (x,). Ou seja, (yn) é uma restri¢do de (x,) ao subconjunto dos indices pares.

Outro ponto importante a ser destacado € a possibilidade de realizar operacdes com os
limites de sequéncias convergentes. Esse fato costuma ser mencionado de forma bastante
sucinta nos livros, ao apresentar poténcias com expoente irracionais, referindo-se ao fato

como sendo propriedades das poténcias:

As cinco propriedades estudadas para as poténcias de expoentes naturais tam-
bém sao validas para as poténcias de expoentes irracionais.

Figura 7.10: Propriedades das operacdes entre poténcias com expoentes irracionais, apre-
sentadas no livro C

A seguir, apresentaremos formalmente a afirmacdo acima:

Proposicao 7.2 Dadas duas sequéncias (ay) e (by) tais que lim a, = a e 1i_r>n by, =Db e um
n—oo n—soo

numero ¢ € R, temos:
(a) lim ca, = ca
n—roo
(b) lim(a,+b,)=a=xb
n—soo

98



(c) lim a,b, = ab
n—oo
(d) Se lim a, =0 e (by,) é limitada, entdo, lim a,b, =0
n—oo n—oo

(e) Se b, # 0, para todo n > 1, entdo lim dn _ ﬂ'
n—eo b, b

A demonstragao foi apresentada no Apéndice B.
Em alguns casos, a convergéncia de varias subsequéncias serd mais facil de observar
que a convergéncia de toda a sequéncia. Por isso, apresentamos um resultado que mostra a

relacdo entre a convergéncia de subsequéncias e a convergéncia da sequéncia:

Proposicao 7.3 Se toda subsequéncia de uma sequéncia (a,) converge para L, entdo (ay)

também converge para L.

Demonstracao: Vamos considerar duas subsequéncias (az,) € (az+1)-
Pela hipétese, lim ar, =L e lim az,+1 = L.
n—oo n—roo
Observe que os conjuntos {2n;n € N} e {2n+ 1;n € N} formam uma particdo de N, ou
seja, todo nimero natural pertence a exatamente um desses conjuntos. Assim, todo elemento
de (ay) pertencerd a uma das subsequéncias (az,) ou (az,1)-
Pela defini¢cdo de limite, dado qualquer € > 0, existem ng,n; € N tais que:

n>ng=lay—L|l <€

n>ny = ]a2n+1 —L| < E.

Suponhamos agora que a sequéncia (a,) ndo convirja para L. Pela defini¢do de limite,
isso significa que existe um &y > 0 tal que, para todo n € N, existe n’ > n tal que |a,, —L| > &.

Denotemos ny = max{ng,n; } e observemos o seguinte:

e Se n' é par, entdo para todo n > np, temos |ay, — L| < €&;

/

e Se n’ é impar, entdo para todo n > ny, temos |az,+1 — L| < &.

Como todos os elementos de (a,) estdo enquadrados em um dos casos acima, con-
cluimos que, independentemente do valor de & > 0, sempre existird n, € N tal que para todo
n > np, temos

la, — L| < &,

contradizendo a hipdtese de que (a,) ndo convergisse para L.

Portanto, concluimos que (a,) também converge para L. ]

Vamos continuar nossa apresentacao do conteido mostrando uma situacio apresentada

em um livro didatico, conforme vemos na Figura 7.11:
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Poténcia de expoente irracional

Como poderfamos definir a poténcia 377 &

Sabemos que V2 = 1,41421356... Assim, definimos 32 como o ndmero para o qual convergem
os valores nas duas colunas da tabela a sequir, em que, na primeira coluna, os expoentes de 3 sdo
aproximagGes de V2 por falta e crescem indefinidamente e, na segunda, 0s expoentes de 3
sdo aproximacoes de 42 por excesso e decrescem indefinidamente.

| \ialores upm;u;ﬁdua de 37 Valores aproximados de g®

[aproximagbes por falta) | [aproximacgfes por excesso)
As aproximagdes ao W == 4555536722 3% = 5196152423
lado foram obtidas . 3l = 4 7068656002 ; _ 314 = 4 TSHOG1I5Y
g g | gM=u7p7895035 3145 = 4,732891763
pomslenine }» g~ 472873383 3w - 4729953063

Observe que, até onde fomos nas duas colunas, podemos garantir que:
4,72873393 < 3% = 4729253463
De maneira andloga, define-se qualquer poténcia de expoente irracional e base a, com o € R7.
Para a base 0 (zero) e o expoente t irracional positivo, define-se: 0 = 0. Por exemplo, 0 = 0.
Demonstra-se que as propriedades P1 a P5 das poténcias para expoentes inteiros continuam
vélidas para expoentes irracionais.

Figura 7.11: Aproximacao de poténcia com expoente irracional, extraida do livro A

Observe que ao fazer essas aproximagoes, na realidade estamos construindo duas se-
quéncias, uma crescente e outra decrescente. Pelo que vimos no Teorema 7.4, podemos
garantir que cada uma das sequéncias € convergente. Mas como podemos garantir que as

duas convergem para o mesmo valor? A seguir, apresentamos um resultado que garante a
convergéncia para o mesmo valor:
Lema 7.6 (Teorema dos Intervalos Encaixantes) Dada uma sequéncia

la1,b1] D [az,b2] D -+ D [an,by] D -+

de intervalos fechados encaixantes cujos comprimentos tendem para zero, temos

(]
() lan,bn] = {c},c €R.
n=1
. . |
+ + + ot . N "
y as s an e by, by b by

Figura 7.12: Sequéncia de intervalos encaixantes
FONTE: Morais Filho e Oliveira (2017)

Demonstracao: A demonstracdo desse lema foi extraida de Morais Filho e Oliveira (2017).

Para n € R, temos I,,11 C I, o que significa a, < a,11 < b,+1 < b,. Podemos entdo
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escrever:
a1 <ay < <ap<-<by <o <by<by.

Considere A = {a,;n € N}. O conjunto A é ndo-vazio e limitado superiormente, pois
b; € uma cota superior de A, e mais, cada b, € uma cota superior de A. Pelo Axioma de
Dedekind (Axioma 7.1), existe ¢ = supA.

Evidentemente, a, < ¢ para todo n € N, ja que ¢ é uma cota superior de A. Por outro
lado, como cada b, € uma cota superior de A e ¢ € a menor das cotas, entdo ¢ < b, para todo
n € N. Portanto, para todo n € N, temos a, < ¢ < by, ou seja, ¢ € ﬂ [an,by).

n=1
Além disso, no caso que os comprimentos dos intervalos tendem a zero, queremos

mostrar que o ponto ¢ € unico.
(o]

Sejam c,d € ﬂ I, com ¢ # d. Podemos supor sem perda de generalidade ¢ < d. Dai
n=1

an < c <d < by, paratodo n € N, o que implica
b,—a,>d—c>0.

Fazendo n crescer infinitamente, chegamos a uma contradi¢do, pois quando n cresce

infinitamente, o comprimento b, — a, tende a zero. Portanto ¢ = d. [ |

Para garantir que a aproximacao apresentada na Figura 7.11 é de fato vélida, podemos
considerar os intervalos com extremidades em cada valor de aproximacdo por falta e por

€XCESSOo:

(4,655536722;5,196152423) (4,706965002;4,758961394) (4,727695035;4,732891793)
(4,72873393;4,729253463) :

Logo, o Lema 7.6 garante que ambas as sequéncias convergem para 0 mesmo valor.
Outra forma de demonstrar a convergéncia das duas sequéncias para o mesmo valor é

através do Teorema do Sanduiche:

Teorema 7.7 (Teorema do Sanduiche) Dadas trés sequéncias (ay), (bn) e (cn), tais que

a, < b, < cy, para todo n € N e lima,, = limc, = L, temos limb,, = L.

Demonstracao: Por defini¢do, para qualquer € > 0, existem n1 e ny € N tais que:
n>m=>L—-¢<a,<L+een>m=L—e<c,<L+Ee.

Das hipdteses, se n > max{ny,n, }, entdo:
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Logo, (b,) também converge para L. [

A seguir, apresentaremos mais um resultado interessante demonstrado no Capitulo 6

do referido trabalho: a equivaléncia entre o Teorema dos Intervalos Encaixantes e 0 Axioma
de Dedekind.

Proposicao 7.4 No conjunto dos niimeros reais o Axioma de Dedekind é equivalente ao

Teorema dos Intervalos Encaixantes (TIE).

Demonstracao: Apresentaremos ipsis litteris a demonstracdo apresentada por Morais Filho
e Oliveira (2017):
Como ja demonstramos que o TIE € uma consequéncia do Axioma de Dedekind, ao
demonstrar o Lema 7.6, basta provar a reciproca, que o TIE implica no Axioma de Dedekind.
Seja A C R, um conjunto nao-vazio limitado superiormente. Seja b; € R, tal que

para todo x € A, x < b;. Escolhemos qualquer a; € A e tomamos o intervalo I} = [a;,b;]. Em

a1 +bl. Se [ml,bl]ﬂA?é

seguida dividimos o intervalo /; através do seu ponto médio, m| =
0, tomamos I, = [my,b;]. Caso contrario, tomamos I, = [ay,m].

Representamos as situagdes geometricamente nas Figuras 7.13 e 7.14.

I
A i } 1
] ® L
(1 my by
' + I

Figura 7.13: Construcao da sequéncia de intervalos encaixantes - caso 1
FONTE: Morais Filho e Oliveira (2017)

by —a;

2
A seguir, dividimos I, através do seu ponto médio e repetimos 0 mesmo processo para

Renomeamos o intervalo I = [ay,b;]. Note que || = by —ap =

encontrarmos o intervalo /3. Prosseguindo dessa forma, geramos uma sequéncia de intervalos

fechados I,, = |a,,b,] com as propriedades:
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1 LS by

Figura 7.14: Construcdo da sequéncia de intervalos encaixantes - caso 2
FONTE: Morais Filho e Oliveira (2017)

. 1
W) |[ly1] = §|In|;

by —a
W, IOgO |In| — 0,

(11) |In| =b,—a, =
(1) I,NA 7§ 0;

(iv) Cada b, € uma cota superior para A.

Pelos itens (i) e (ii), os intervalos I, sdo encaixantes, fechados e seu comprimento tende

a zero; pelo TIE, Lema 7.6, sabemos que existe um tnico nimero real & tal que

{k} = ﬁ [an, by] (7.1)
n=1

Para mostrar que k = supA, verificaremos duas condi¢des dadas no Axioma de Dede-

kind (Axioma 7.1): se k € cota superior de A e se k € a menor cota superior de A.

(a) Sejax € A um elemento qualquer de A. Por (iv), x < b,, para todo n € N. E, por 7.2,

b1 —aq b1 —a
bn—anzw :>bn:an+w
Logo,
bl—al bl—al
X< by =an+ on—1 <k+ on—1 7

pois, por 7.1, temos a, < k.
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b _
Mas se x < k+ ;n_?l

qualquer elemento de A, segue que k € uma cota superior de A.

, para todo n € N, entdo, por (ii), x < k. Como x pode ser

(b) Suponhamos que k ndo seja a menor das cotas superiores de A. Entdo existe € > 0
tal que k — € é cota superior de A. Por (iii), [, NA # @, ou seja, existe x € A tal que
X € [ay,by). Como k — € é cota superior, entdo a, < x < k— €. Mas a, < k < b,. Logo,

an <x<k—e<k<b,= [k—gk Cl,Vn= (1, # {k},

n=1

que € contradicdo. LLogo, k é a menor cota superior de A. |

Esse resultado nos garante que a reta que representa os ndmeros reais ndao tem ‘“‘bu-
racos”, ou seja, nao temos a auséncia de algum ponto na reta. De fato, se ndo existisse
algum ponto da reta, poderiamos considerar um conjunto de intervalos [a,,b,| encaixantes
que se aproximassem desse “buraco” e, consequentemente, teriamos ﬂ [an,by] = 0, 0 que

n=1
contradiz o Axioma de Dedekind (Axioma 7.1) e seu equivalente, o Teorema dos Intervalos

Encaixantes (Teorema 7.6).

Aos leitores interessados em estudar mais sobre o Teorema dos Intervalos Encaixantes,
recomendamos o capitulo 5 de Morais Filho e Oliveira (2017).

Para finalizar, apresentamos um resultado que serd necessario para demonstrar por que

€ possivel definir as poténcias com expoente irracional, na secao 9.2:

Teorema 7.8 (Bolzano-Weierstrass) Toda sequéncia limitada admite uma subsequéncia con-

vergente.

Demonstracao: A demonstraciao desse teorema foi extraida de Muniz Neto (2015).
Seja Iy um intervalo fechado e limitado contendo todos os elementos da sequéncia

limitada (a,):

a; @, a;,d;33y, A

-~ 8 %5 21124 %98 80 %
d |

Figura 7.15: Sequéncia limitada contida no intervalo fechado Iy
FONTE: Elaborada pela autora, utilizando recursos do software Geogebra

ao+bo ao+ by
e ,bo|:
2 2

Pelo menos um desses intervalos deve ter infinitos termos de (a,), ou seja, contém uma

Vamos dividir esse intervalo em dois, [ao,

subsequéncia de (a,). Vamos escolher um intervalo que possua infinitos termos de (a,) e

denoté-lo por I;.
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a1 8 34581384

ag I1

Figura 7.16: Subsequéncia contida no intervalo /;
FONTE: Elaborada pela autora, utilizando recursos do software Geogebra

Vamos repetir o procedimento, obtendo pelo menos um intervalo fechado que contém

. . 1
uma subsequéncia de (a,). Denotaremos o intervalo por /5 e sabemos que || = 5 L |:

a
4y 8, 8453843814 g8 a8y 8a; ay) ag

o } o
ag I1 M

=y}

2 2

Figura 7.17: Subsequéncia contida no intervalo /»
FONTE: Elaborada pela autora, utilizando recursos do software Geogebra

Repetindo o mesmo procedimento sucessivas vezes, obtemos uma sequéncia de inter-
o . 1
valos fechados e limitados, taisque I} DI, D3 D -+ e |l,11| = 3 |\I,|, paratodon > 1, e que

contém subsequéncias de (ay):

a a, a,,3a4qa ag a a,, a, a5 a a a

o 2 |+12,\=/|1:3 LA I:5 — 144 49 3 410 16 o—
a M M

0 1 M2, M3 2 1 1o 0

Figura 7.18: Subsequéncia contida no intervalo /3
FONTE: Elaborado pela autora, utilizando o software Geogebra
a, a, a ag a a,, a, a5 a a a
— 12 2 00y G045 o 144 903 110 46 ®
4 4 lsMg 1 M, lo bo

Figura 7.19: Subsequéncia contida no intervalo /4
FONTE: Elaborada pela autora, utilizando recursos do software Geogebra

Logo, pelo Teorema dos Intervalos Encaixantes (Lema 7.6), concluimos que existe

I € Rtal que ﬂ I, ={l}.
k>1
Finalmente, escolhamos n; € N tal que a,, € I;. Em seguida, para cada j > 1, apds

termos escolhido n; € N tal que a,; € 1, selecionaremos njy € N tal que njy1 > nj e
an;,, € Ij41 (tais escolhas sdo possiveis pela defini¢do dos /;). Desse modo, construimos

uma subsequéncia (a,, ) de (a,) tal que a,, € I, para todo k € N.
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bo — ag
2k
0, ou seja, fixado um € > 0 arbitrariamente, existe kg € N tal que k > k+0 = |I;| < €. Logo,

Como ay, e[ pertencem a Iy, temos |a,, —I| < |I|. Mas |[;| = . Logo, ILm || =
n—yo0

|ank — 1| < |Ik| < €, ou seja, }E};ank =1. n

7.3 Sequéncias com limites infinitos

Para finalizar a exposicdo de limites de sequéncias, vamos responder a pergunta levan-

tada a partir da Figura 7.6: o que significa “tender ao infinito”?

Vamos considerar, por exemplo, a sequéncia a, = n:

(1727374757"')

Pela Propriedade Arquimediana (Teorema 7.5), sabemos que para qualquer X € R

existe um ng € N tal que ng > X. Além disso, para todo n > ng, ainda teremos n > X.

Figura 7.20: Representacao dos termos da sequéncia a, = n proximos de um real qualquer
FONTE: Elaborada pela autora, utilizando recursos do software Geogebra

De forma semelhante, se considerarmos a sequéncia b, = —n, também podemos dizer
que para qualquer Y € R, existe um mg € N tal que —mgy < Y e que para todo m > my, ainda

teremos —m < Y.
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L B e My *1

Figura 7.21: Representacdo dos termos da sequéncia b, = —n proximos de um real qualquer
FONTE: Elaborada pela autora, utilizando recursos do software Geogebra

Dizemos que essas sequéncias tém limites infinitos, que definimos a seguir:

Definicao 7.5 Uma sequéncia tem limite infinito quando, para todo X € R, existe umng € N
tal que, para todo n > ngy, temos a, > X. A notagdo para esse caso é:

lim a,, = +oo.
n—yoo

Analogamente, uma sequéncia tem limite menos infinito quando, para todo Y € R,
existe um mqo € N tal que, para todo m > my, temos a,, < Y. Nesse caso, a notacdo utilizada
é:

lim b,, = —oo.
n—oo

Essas defini¢des serdo utilizadas no Capitulo 10, quando precisaremos demonstrar que
para 0 < |g| < 1, a sequéncia (|¢|") converge.

Para finalizar a secdo, gostariamos de remover uma possivel confusdo: as definicdes
de sequéncia com limite infinito e sequéncia ilimitada nio sao equivalentes! De fato, toda
sequéncia com limite infinito € ilimitada; porém, nem toda sequéncia ilimitada tem limite
infinito. Por exemplo, a sequéncia (—2)" é ilimitada, mas seus termos oscilam entre positivos

e negativos; logo, ela ndo tem limite 4-co nem —oo.
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Capitulo 8

Analise da Apresentacao de Poténcias
com Expoentes Irracionais em Livros

Didaticos e Paginas Eletronicas

Neste capitulo, vamos analisar a apresentacdo das poténcias com expoentes irracio-
nais em livros didaticos e pdginas eletronicas. Formalmente, as poténcias com expoentes

racionais s@o definidas de tal forma que sdo mantidas as propriedades a seguir:

Sao essas propriedades que garantem que as operagdes entre poténcias acontecam
da forma como conhecemos. No capitulo seguinte, dedicamos a se¢do 9.1 para abordar a
definicdo de poténcias com expoentes racionais com mais detalhes.

Para definir poténcias com expoentes irracionais, utilizamos limites de sequéncias:

Definicao 8.1 Sejam a € R, x € R\Q e (r,) uma sequéncia de niimeros racionais tal que
lim r, = x. Definimos a* := lim a’".
n—soo n—soo

Mas essa defini¢ao nos traz algumas dividas. Primeiro, por que (r,) existe? Segundo,
0 que garante que r}l_rg)lo a' exista? Terceiro, se os limites de sequéncias ndo sdo estudados
no ensino médio, como o professor poderd apresentar essa defini¢do para alunos de ensino
médio? No capitulo seguinte, responderemos a essas perguntas, mostrando por que r}grolo a”
existe e apresentando nossa proposta de abordagem, adequando o conteudo a esse nivel de
ensino, sem perder a formalidade na exposi¢ao do conteido.

Neste capitulo, analisaremos a abordagem realizada nos livros didédticos de ensino
médio e em uma pégina eletronica. Esclarecemos que em nossas pesquisas apenas uma
pagina eletrOnica apresentava o conteido com abordagem voltada para o ensino médio; por

isso, analisamos trés livros e apenas uma pagina eletronica.
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8.1 Apresentacao de Poténcias com Expoentes Irracionais

no Livro A

O livro A apresenta a estimativa sendo feita através de aproximacdes por falta e por

excesso, conforme vemos na Figura 8.1.

Poténcia de expoente irracional

Como poderfamos definir a poténcia 377 5

Sabemos que V2 = 1,41421356... Assim, definimos 3'? como o ndmero para o qual convergem
os valores nas duas colunas da tabela a seguir, em que, na primeira coluna, os expoentes de 3 sao
aproximagdes de +2 por falta e crescem indefinidamente e, na segunda, 0s expoentes de 3

sdo aproximaces de 2 por excesso e decrescem indefinidamente.

| Yaloree sproximados de 3¢ | Valores aproximados de 3@
’ _laproximagbes por falta) |  laproximagdes por excesso)

3 = 4655636722 : i )
14,708865002 31 = 4758961384 _
4727695035 :  3eE - 4732801793 _
L W~ 47pH73383 " 3 = 4 729353063 |

As aproximacdes ao
lado foram obtidas
usando uma calcula-
dora cientifica,

Observe gue, até onde fomos nas duas colunas, podemos garantir que:
4,72873393 < 3 < 4,729253463
De maneira andloga, define-se qualquer poténcia de expoente irracional e base g, com a € R7.
Para a base 0 (zero) e o expoente t irracional positive, define-se: 0° = 0. Por exemplo, U“I‘ =0
Demonstra-se que as propriedades P1 a P5 das poténcias para expoentes inteiros continuam
vilidas para expoentes irracionais.

Figura 8.1: Estimativa de poténcia com expoente irracional através de aproximagdes por
falta e por excesso, extraida do livro A

Do ponto de vista matematico, a apresentacao ¢ adequada. Destacamos que a con-
clusao de que os ndmeros apresentados convergirao para um tnico nimero real € decorrente
de resultados estudados em Anadlise Real, os quais abordamos no Capitulo 7. Porém, € pre-
ciso destacar que a desigualdade apresentada ndo define a poténcia 3‘@, ao contrario do que
o livro sugere quando diz: “De maneira andloga, define-se qualquer poténcia de expoente
irracional e base a, com a € R*”. A abordagem ¢é adequada, mas mostra apenas um caminho
para fazer aproximagdes do valor procurado.

Do ponto de vista didético, o aluno se convence de quao precisa € a aproximacao de
32 obtida em cada passo, pois é possivel comparar o niimero de casas decimais iguais em
ambas as colunas da tabela. Tendo em vista que a demonstracdo formal do conteddo esta
além do nivel de ensino dos alunos, é adequado leva-los a conclusdo de que os numeros
de ambas as colunas se aproximardo cada vez mais de um mesmo valor de forma intuitiva.
Ressaltamos que o uso da intuicdo é recomendado na teoria de Fischbein, citada por Vi-
eira (2014), conforme citamos no Capitulo 2. Porém, tratar essa abordagem intuitiva como
defini¢ao formal € equivocado.

Ap6s essa apresentacdo, o livro A afirma que € possivel demonstrar que as proprieda-

des para poténcias com expoentes inteiros continuam sendo vélidas para as poténcias com

110



expoentes irracionais. Consideramos que os alunos do Ensino Médio ndo devem ser apre-
sentados as demonstracdes das propriedades, por serem utilizados limites de sequéncias.
Sendo assim, entendemos que € suficiente para este nivel de ensino afirmar que é possivel

demonstra-las. A demonstracao formal de que as propriedades continuam vélidas serdo apre-

sentadas no Apéndice B.

8.2 Apresentacao de Poténcias com Expoentes Irracionais

no Livro B

O livro B apresenta a estimativa sendo feita através de aproximagdes por falta, con-

forme vemos na Figura 8.2.

Poténcia com expoente irracional

Estudaremos poténcias com expoente irracional por meio de aproximagées. Para
& A
calcularmos 2 *, por exemplo, inicialmente obtemos valores aproximados do ntme-
ro irracional V&:

2 24 244 2449 24494
Em sequida, definimos as poténcias de base 2 e expoente com essas aproximagoes:
2? 224 2?.-‘-4 22.-1-19 22.1491-

Quando o expoente se aproxima de V6, a poténcia se aproxima de 2%, Utilizando
uma calculadora cientifica, podemos calcular essas poténcias.

*6=2—27=4

» V=24 2% =5278031643

» VB =244 — 2** = 542641731

* V6 =2449—> 2°* =5 460374872

* V6 =2 4494 — 22™ - 5 461889019

& Vitar Elorza /A0 Imagers

Jo!

Em calculadoras como a apresentada ao ladn,
um valor aproximado de 2*° pode ser obtido
também ao clicar nos botbes:

BoRe

255

5462228786

Carila Ferreira

calculadora

Assim, obtemos o valor aproximado da poténcia 2%, isto é, uma poténcia a™, na
qual acR! e mel. Poténcias desse tipo sempre correspondem a um numero real
positivo.

Figura 8.2: Estimativa de poténcia com expoente irracional através de aproximagdes por
falta, extraida do livro B
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Pelas aproximacdes, os alunos sdo convencidos de que os valores estdo se tornando
proximos um do outro e, por isso, estardo se aproximando do valor real da poténcia pro-
curada, fato que € evidenciado através do uso da calculadora. Porém, o aluno pode se per-
guntar: por que precisei calcular cada poténcia, se eu poderia calcular diretamente V69 E
importante esclarecer que o valor apresentado pela calculadora é uma aproximacao e que os

calculos feitos pelos alunos sao o procedimento para encontrar esse valor.

Ressaltamos que o uso da calculadora cientifica para calcular cada valor de aproxi-
magcdo é de grande utilidade, pois o calculo manual seria extremamente demorado, o que
tiraria a atencao do conteudo principal. Por outro lado, o uso da calculadora para encontrar a
melhor aproximacao se fez necessario porque a estimativa estava sendo feita apenas por falta
e, dessa forma, os alunos poderiam nao se convencer de que os valores se aproximam cada
vez mais de um numero especifico. Caso fosse feita a estimativa com aproximacdes por falta
€ por excesso, seria possivel convencer os alunos dessa aproximagao e eles até verificariam
o grau de precisdo das aproximacdes encontradas, através da observagao das casas decimais
iguais em ambas as aproximacoes (ver as aproximacoes feitas no livro A, apresentadas na
Secao 8.1).

Os valores encontrados nas aproximagdes formam uma sequéncia de nimeros. De-

monstraremos formalmente a convergéncia dessa sequéncia para um valor real especifico no
Capitulo 9.

8.3 Apresentacao de Poténcias com Expoentes Irracionais

no Livro C

No livro C, a apresentacdo do conteddo ¢ feita de forma bastante resumida, conforme
apresentamos na Figura 8.3.

A secdo comeca com uma rapida explicacao de que as poténcias com expoente irraci-
onal podem ser estimadas por meio de aproximagdes. A expressao “podemos estimar” pode
passar a ideia equivocada de que a estimativa é opcional e que existe outra forma de calcular
a poténcia.

Ap6s essa explicagao, o livro C apresenta apenas um exercicio resolvido. A aproxima-
cdo ¢ feita através de uma desigualdade com nimeros inteiros que sequer sao consecutivos:
3 e 9, o que ndo permite que o aluno tenha uma nocdo de qual seria o valor aproximado
de 3V2. Passa-se a impressao de que a aproximacgao so € utilizada para ter uma vaga nocao
de qual seria o niimero correspondente, mas nao para estimar o nimero com algum grau de

precisao.
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1.4 Poténcia de expoente irracional

Sendo a um namero real positivo e x um ndmero irracional, podemaos estimar uma
poténcia a* por meio de aproximacies, conforme mostra o exercicio resolvideo a sequir.

R

e
I, M
.

g

R4. Entre quais nimeros intelros esta 3°°7
* Resolucdo

Temos: 3' < 3% < 3% pois y2=14. Entdo, 3= 3" < 9, ou seja,
3% situa-se entre os nimeros inteiros 3 e 9,

As cinco propriedades estudadas para as poténcias de expoentes naturais tam-
bém sao validas para as poténcias de expoentes irracionais.

Figura 8.3: Estimativa de uma poténcia com expoente irracional, extraida do livro C

Nesse livro, ndo foi feita uma aproximacgdo por falta e por excesso, tendo em vista
que ndo temos sequer uma aproximacgao sendo feita! A apresentacdo € tao resumida que
prejudica a compreensdo do conteddo. O aluno ndo terd no¢do de como estimar o valor de
uma poténcia com expoente irracional apos ver uma desigualdade com margem de erro tdo

grande.

O livro ja finaliza o conteudo com a afirmac¢do de que as propriedades validas para as
poténcias com expoentes naturais continuam sendo validas para expoentes irracionais, sem

nenhum comentdrio a respeito da razdo por que a afirmaco seja verdadeira.

8.4 Apresentacao de Poténcias com Expoentes Irracionais

na Pagina Eletronica 1

A pégina eletronica 1 apresenta varios conteidos de uma s6 vez: a primeira se¢ao
aborda poténcias com expoentes racionais, seguida por uma sec¢ao exemplificando alguns
numeros irracionais. Na se¢ao seguinte, a padgina apresenta as poténcias com expoente irra-

cional como exibido na Figura 8.4:
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Mas, como caracterizar poténcia com expoente n = /2, porexemplo 2% 9
Vamos tomar as aproximagoes racionais do numero \FE- que sao:

Araconal — 11 1 4 141 1414 | para definir as poténcias com expoentes
racionais

i’\'ﬁ.‘mr.ﬂ [2 2'-’-.2I4' 21-1'-1. ) ‘
Observe que a medida os valores calculados para A3 se aproximam de 2

ane 7
Os valores calculados para P'3%0"3 se aproximam de 2¥

Para facilitar os calculos podemos usar uma calculadora, e verificar que:
21 =2

214 =2 639015,

2141 =2 557371,

2

21414 = 2 564749, . = 2,665144...

Desta forma obtemos por aproximacéo de racionais, a poténcia de a" , com n irracional e a um
namero real positivo.

Figura 8.4: Apresentacdo das poténcias com expoente irracional na pagina eletronica 1

Como podemos observar, a abordagem € bastante parecida com a do livro B (ver Secao
3.2): o nimero apresentado € estimado por meio de aproximagdes por falta, sendo indicado o
uso de uma calculadora, o que é recomendado pela complexidade dos cédlculos, considerando
o objetivo dos exemplos dados. Apds varias aproximacoes, € calculado diretamente o valor
2\5, sem mais explicagdes. O aluno pode ficar em duvida: qual a necessidade de fazer
aproximagdes, se posso calcular diretamente o valor procurado? E importante esclarecer
que o valor apresentado pela calculadora trata-se de uma aproximacdo e esclarecer que o
procedimento para se realizar uma aproximacao é o que foi feito pelos préprios alunos.

Encerramos o capitulo esclarecendo que, ao pesquisarmos paginas eletronicas abor-
dando esse conteudo, os resultados seguintes apresentavam dissertacoes de mestrado suge-
rindo abordagens do tema. Por essa razao, encerraremos nosso capitulo tendo apresentado

trés livro didéticos e apenas uma pagina eletronica.
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Capitulo 9

Poténcias com Expoentes Irracionais:

Como Definir?

No inicio do Capitulo 8, ja apresentamos a definicdo das poténcias com expoentes x
irracionais. Porém, nos deparamos com trés inquietacdes: O que garante a existéncia de uma
sequéncia (r,) de nimeros racionais com limite x? O que garante a existéncia de lim a"?

n—soo
Como apresentar essa definicao aos alunos do ensino médio que ainda ndo estudaram limites?

Para responder a essas perguntas, na primeira se¢do relembraremos a definicdao de
poténcias com expoentes racionais; em seguida, apresentaremos uma se¢ao com a definicdo
de poténcias com expoentes irracionais, onde explicamos por que o limite apresentado na
definicdo existe e ainda destacaremos resultados importantes relacionados a esse conteido;
finalmente, na dltima se¢do sugerimos uma apresentacdo do contetido adequada ao ensino

médio, sem prejudicar o formalismo necessério.

9.1 Poténcias com expoentes racionais

Desde os primeiros anos do ensino fundamental, aprendemos que a operacao de mul-
tiplicacdo corresponde a vdrias adi¢des. Posteriormente, aprendemos que a poténcia corres-

ponde a varias multiplicacdes.

Com essa ideia em mente, temos

n fatores

para a € R e n € N. No caso particular em que n = 1, como ndao hd operacdo com um

elemento s6, define-se a! = a.
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Como consequéncia, dados a € R e m,n € N, temos:

am+n:g.a ..... qga ..... q:am_an
Vv ~~
m fatores n fatores
€
m+m+---+m
Vo
(am)n =a"-d"..... at=a 1 fatores — ™"
——
n fatores

A definicdo de poténcias com expoentes racionais € feita de modo que as igualdades

apresentadas acima sdo mantidas como propriedades ao realizar operagdes com as poténcias:

(@) =a"". 9.1)

Destacamos que o procedimento que faremos a seguir ndo tem o objetivo de demons-
trar a definicdo, pois isso seria absurdo! Estamos apenas verificando as condi¢des para que as
propriedades 9.1 sejam mantidas. Apds essa verificacao, serd possivel compreender por que

a defini¢do de poténcias com expoentes racionais mantém as propriedades das operagdes.

Primeiro vamos estudar os casos em que o expoente nao € natural:

1° caso: d°.

n+0

Para que sejam mantidas as propriedades 9.1, devemos ter a" 70 = ¢ - a°. Tendo em

n+0

vista que "’ = a@", devemos ter

Note que a defini¢io de a° vale para qualquer a diferente de zero.

29 caso: a™, comm < 0.

n

Seja m = —n. Queremos que a” """ = a~" - 4", para que sejam mantidas as proprieda-

des 9.1. Pelo que vimos no dltimo caso analisado, temos a "7 = ¢ = 1, para a # 0. Logo,
n

a"-a"=1, ou seja,

_ 1
a"=—,com a#0.
an

Desse modo, estendemos a defini¢do de poténcias paran € Z e a # 0.
3% caso: a’, comr € Q.

Continuando o raciocinio, observemos o comportamento de a’, onde r € Q. Inicial-

mente, vamos pensar no caso r = %, onde g € um inteiro positivo diferente de zero. Por um

q fatores
——
q 1yly 41
lado, temos a7 = a4 4" " Fa
q fatores q fatores
; : : Lyl T L1 T
Para que sejam mantidas as propriedades 9.1, queremos que a4 ' ¢ i=qd-qq----- ad
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q fatores

1

1 1 1\ 4 [ . 1\¢9
equead -ad----- ad = (afl) . Por outro lado, a7 = a" = a; por isso, queremos que (af1> =

1 ‘. . ~ ~ . . .
a < a1 = y/a. E importante salientar que a expressdo /a ndo estd definida para a negativo se

g for um nimero par. Por isso, ao definir poténcia com expoente racional, sé consideramos
a>0.
Diante de tais consideragdes, definimos

P
ad

1 o
= (a”)7 = v/aP, para p e g inteiros e a > 0.
9.1.1 Resultados importantes envolvendo poténcias com expoentes ra-
cionais
Nessa secdo, vamos apresentar alguns resultados envolvendo poténcias com expoentes
racionais que sao fundamentais para o desenvolvimento da secio 9.2.
Inicialmente, apresentaremos fatos relacionados ao comportamento das poténcias com

expoentes racionais. Com o conhecimento desses fatos, demonstraremos a monotonicidade

das poténcias logo em seguida:

Lema 9.1 Dadosac€Reqg e Q, com g > 0 temos:
(i) sea > 1, entdo a? > 1;

(ii) se 0 <a< 1, entdo0<a? <1.

Demonstracao:

(i) Denotemos a =1+h,comh >0, g = r,com rseNex=al=(1+h)s.
s

—1
Logo, (1 4+h)" = x°. Temos, entdo: x* = l—i—h—l—%hz—k---%—rh’l-{—h’ > 1.
Logo, x* > 1 = x> 1, para todo s € N.

1
(1) Se 0 < a < 1, entdo — > 1 (note que essa afirmacdo € vdlida para qualquer a € R,
a

mesmo que a fragdo nao corresponda a um nimero racional). Dessa forma, com base

1\ 1
no caso (i), temos: <—> >1s po > 1. Ou seja, 1 > af.
a a

1 1

E fécil ver que a? > 0, pois se (—) =~ > 1, entdo g > (0. Como a razdo de um
a a a

ndmero positivo por a? € positiva, concluimos que a? também € positivo. |

O resultado a seguir apresenta a monotonicidade dessas poténcias:
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Proposicao 9.1 (Monotonicidade das poténcias) Para todo a > 0, a # 1, dada uma se-

quéncia mondtona de niimeros racionais ry < ry < - <r, < ---, com r; € Q para todo
i € N, a sequéncia de poténcias (a™,a™,--- a"™,---) também serd mondtona crescente ou
decrescente.

Demonstracao: Inicialmente, observemos que se r; < riy1, para todo i € N, entdo podemos
definir um ¢; = r;, | —r;, sendo g; € Q para todo i € N. Logo, a’i+! = a'i™% = g"i . g4
Vamos dividir os passos seguintes em casos, para facilitar a compreensao:
1° caso: a > 1:
Conforme mostrado no Lema 9.1, garantimos que a? > 1. Assim, a"’ < a''-a? = a’i+1.

Para a sequénciar) <rpy < --- <ry---, temos:
al <ad?<---<d"<--

Portanto, se a > 1, a sequéncia (a’) € crescente.
2% caso: 0 <a < 1:
Pelo Lema 9.1, temos 0 < a% < 1, que implica em: a'" > a’" -a?% = a"+!. Para a

sequénciar; <rp < --- <ry---, temos:
al'>ad?*>--->d" >

Portanto, se 0 < a < 1,a sequéncia (a') é decrescente. [

Proposicao 9.2 Dados a € R e r; € Q, existe ry € Q tal que a”> < 1+r; e existe r3 € Q tal

que 1 —ry < a's.
Demonstracao: Para facilitar o raciocinio, vamos dividir a demonstracao em casos:
1* PARTE: Demonstragdo de que existe r, € Q tal que a2 < 1+r;

1° caso: a > 1:

. 1
Podemos escrever a = 1 4 h, para algum 2 > 0 e considerar r, na forma r, = —, para
q

algum ¢ € N. Assim, mostraremos que a < (14 ry)4, para algum ¢ € N a ser escolhido
posteriormente.

Temos:

q(g—1)

7 244> 1+qr.

(I+r)?=1+qr+

Pela Propriedade Arquimediana dos Nimeros Reais, garantimos que existe gg € N tal
1
que gory > h. Logo, (14+r)% > 14qor; > 1+h=a,ouseja, 1 +r; >a% =a".
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2% caso: 0 <a < 1:
Nesse caso, pela monotonicidade das poténcias (ver Proposicao 9.1), basta tomarmos
qualquer r» € N para termos
a?<a<l1<1+r.

2% PARTE: Demonstragdo de que existe r3 € Q tal que 1 —r; < a”?

1° caso: a > 1:

Nesse caso, pela monotonicidade das poténcias (ver Proposi¢cdo 9.1), para qualquer
r3 € N, teremosa™ >a>1>1—r.

2% caso: 0 <a < 1:

L 1
Primeiramente vamos mostrar que a"o > I

, para algum ng € N. A tese serd uma
ri
consequéncia dessa desigualdade.

Vamos definir 7 :=

1 1
. Temos 0 < r < 1. Assim, — > 1, ou seja, — = 1 + h, para
+rn r r

algum h > 0.
1 n
Como <—) = (1+h)", temos:

r

1 n
(—) = l+nh+---+h"

.
> 1+nh
= 1+h+n—1)h
1
= - +(n—1)h 9.2)

Pela Propriedade Arquimediana dos Numeros Reais (ver Teorema 7.5), existe ng € N

1 1
tal que — + (no — 1)h > —. Logo,
r a

1 1 1
—+mp—Dh>-a>t+——.
r a 4+ (ng—1)h
Da desigualdade 9.2, resulta ! > ! Mas ! "0, Logo
u .2, resu . —— =10, ,
pHo=Dh " ()" ()"

a>r" = ! ”0.
14+n

Para finalizar, basta lembrar que r; > 0, porisso (1+7r1)(1—r;) =1—(r;)? < 1. Logo,

concluimos que
1

a™ >

>1—r.
+r
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Agora, veremos um resultado extremamente importante e que retoma o conteido apre-
sentado no Capitulo 7 e sera fundamental para definirmos as poténcias com expoentes irra-
cionais, na Sec¢do 9.1. Para isso, primeiro introduziremos o conceito de densidade, que sera

necessario para apresentarmos o resultado principal:

Definicao 9.1 Dizemos que um conjunto X C R é denso em R quando todo intervalo aberto

(a,b) de niimeros reais, com a < b, contém algum ponto de X.

Exemplo 9.1 O conjunto N ndo é denso em R.

De fato, qualquer intervalo aberto (n,n+ 1), com n € N, ndo contém nenhum elemento
de N.

Como pudemos ver, foi bastante simples demonstrar que N ndo é denso em R. Porém,
a demonstracdo da densidade de um conjunto costuma ser bem mais detalhada. Vamos de-

monstrar agora que Q e R\R sdo densos em R
Teorema 9.2 (Densidade de Q e R\Q) Os conjuntos Q e R\Q sdo densos em R.

Dias, Morais Filho e Oliveira (2018) apresentaram uma abordagem que contempla os
aspectos didaticos e formais para essa demonstragdo, por isso a utilizamos nesse trabalho:
Demonstracao: Dados dois nimeros a,b € R arbitrarios, com a < b, queremos mostrar que
no intervalo (a,b) existe pelo menos um nimero r racional e um nimero i irracional, como

ilustrado na figura a seguir:

b

(0}

Figura 9.1: Representagio da densidade de Q e de R\Q
FONTE: Elaborada pela autora, utilizando recursos do software Geogebra

Para facilitar a organizacdo das ideias, vamos analisar separadamente alguns casos:
1° caso: a e b sdo niimeros racionais

Qual ndmero racional e qual irracional poderemos encontrar nesse intervalo?

. . a
Facilmente, podemos encontrar o nimero

, 0 qual pertence ao intervalo e é raci-
onal.

Para encontrar um ndmero irracional no intervalo, podemos pensar em um ndmero na

2 . L
forma a + —, com n € N, pois sabemos que ele serd irracional. Mas como podemos ter

n
certeza que para algum n € N ele pertencera ao intervalo (a,b)? Para qualquer n, sabemos

120



2 . 2 . . V2
que a < a+ —, entdo basta garantirmos que a + — < b. Para isso, precisamos que — <
n n n

. V2
b—a, ou seja, n > p—

—a
Pela Propriedade Arquimediana dos Numeros Reais (ver Teorema 7.5), sempre con-

. 2 . :
seguiremos encontrar um ngy € N tal que ng > b— Ass1m, conseguimos encontrar um

niimero racional e um irracional em qualquer intervalo (a,b) com a e b racionais.
29 caso: a é um niimero racional e b, irracional

Para encontrar um numero irracional nesse intervalo, podemos seguir 0 mesmo proce-

2
tal que a + —.
—da no
Agora, para encontrar um ndmero racional nesse intervalo, vamos aplicar o mesmo

dimento realizado no 1° caso: encontrar um ndmero natural ny > 5

. . 1 .
raciocinio para procurar um nimero na forma a + — que pertenga ao intervalo. Ja temos que
n

1 ) 1 . , 1 .
a < a+ —, entdo basta garantir que a + — < b, isto €, devemos ter n > ——. Mais uma vez,

n n —a
pela Propriedade Arquimediana dos Numeros Reais (Teorema 7.5), podemos garantir que

. 1
existe ny € N tal que ng > ——.
b—a
3° caso: a é um nimero irracional e b, racional

. . 1 .
Esse caso € similar ao 2°, basta procurarmos um nimero racional » — — > a, ou seja,

no
1 . V2 . V2
, e um irracional b — — > a, isto €, ng > .
—a no —a

nop >
b
4° caso: a e b sdo niumeros irracionais

Para encontrar um nimero irracional nesse intervalo, realizamos o mesmo procedi-

mento de encontrar um nimero natural ny > ﬁ, paraque a < a-+ P <b.

J& para encontrar um numero racional no intervalo, vamos precigar de um raciocinio
diferente. Inicialmente, se b —a > 1, entdo existe pelo menos um € 7Z que pertence ao
intervalo; consequentemente, ja encontramos um ndmero racional no intervalo, como repre-

sentamos na figura a seguir:

N
(0o

z+1

[0

+

Figura 9.2: Densidade de Q em intervalo de comprimento maior que 1
FONTE: Elaborada pela autora, utilizando recursos do software Geogebra

Suponhamos agora que b —a < 1. Nesse caso, para qualquer nimero n natural, temos

. . m
n>b—a,ouseja, — < b—a. Agora, vamos mostrar que existe um m € Z tal que a < — < b.
n n
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Inicialmente, pela Propriedade Arquimediana (Teorema 7.5), garantimos que existe um Ny €

. N . .
N tal que Ny > bn, ou seja, ~% > b. Vamos considerar agora o conjunto M = {N;N > bn}.
n
Pelo Principio da Boa Ordenagdo (Teorema 5.1), como este conjunto nao € vazio, entdo ele
) ) N —1
deve ter um menor elemento, ou seja, existe um N’ < N, para todo N € M. Logo,

N —1

<

b. Esse caso estd ilustrado na figura seguinte, restando apenas verificar se

posicdo P; ou a posi¢do Ps:

1n 2in 3m P, P, N/

Figura 9.3: Densidade de Q em intervalo de comprimento menor que 1
FONTE: Elaborada pela autora, utilizando recursos do software Geogebra

. m o N —1 .
Se ndo existisse um m tal que a < — < b, entdo teriamos o ponto na posicao
n
. N -1 N’ N N -1 1 .
Py, ou seja, <ae — >b. Logo, — — = — > b —a, o que contradiz nossa
n n n n

hipétese de que ! <b-—a.

Portanto, c%ncluimos que deve existir um nimero racional no intervalo (a,b), que estd
ilustrado na figura 9.3 na posicdo P, o que finaliza o Gltimo caso a ser considerado em nossa
demonstracao. |

Agora que conhecemos o conceito de densidade e sabemos que Q é denso em R,
podemos compreender a demonstracdo do resultado principal:

Proposicao 9.3 Sejam (r,) uma sequéncia de niimeros racionais que converge para 0 e

a > 0. A sequéncia (a') converge para 1.

Demonstracao: Por hipdtese, (r,) converge para 0, ou seja, para todo d > 0, existe um

no € N tal que, se n > ngp, entdao —6 < r;, < 9.
1° CASO: a =1:

Se a =1, entdo 1’" = 1, para todo n € N. Logo, a sequéncia (1) é constante, com

todos os termos iguais a 1. E imediato concluir que essa sequéncia converge para 1.
2° CASO:a > 1:

Pela Proposicdo 9.2, garantimos que existe um racional §, > 0 tal que ad% < 1+ &

Consequentemente, a % >

. Por fim, basta verificarmos que
& I+¢g

(1+¢)(1—¢,)=1—(g)*<1,0queimplicaque | — ¢, <

> 1—¢g,. De fato,

l+¢g;
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Além disso, como a > 1, pela Proposicdo 9.1, temos a~ % < ad. Logo, temos

l—¢g,< a %

<a¥ <l+e, 9.3)

Além disso, sabendo que (7,,) converge para 0, para todo n > ng temos: —&; < r, < 0.
Pela monotonicidade das poténcias (ver Proposi¢do 9.1, 1° caso), para todo n > ng, temos:

a=% < a < a% (9.4)

para qualquer &, > 0 racional.

Para ampliarmos a desigualdade para qualquer € > 0 dado, a densidade dos numeros
racionais (Teorema 9.2) garante que existe &, € Q tal que 0 < g, < €.

Portanto, das equacdes 9.3 e 9.4, concluimos que, para todo € > 0, existem dois
ndmeros racionais 5q > 0 e g; e, associado a esse, um nimero ny € N tal que se n > ny,
entao

l—e<l-g<a¥%<a™"<a%<ltg <l+e,
ou seja, para todo n > ng, temos |a" — 1] < €.

3°CASO:0<a< 1:

Dado um € > 0 arbitrario, utilizando mais uma vez o Teorema 9.2 da densidade de Q,
garantimos a existéncia de g, € Q tal que 0 < g, < €.

Provaremos agora a existéncia de um niimero racional J, > 0 tal que a=% < 1 +¢&;:

1
6
q——6<1+8q<:>

Inicialmente, temos a~

<a%. Aplicando mais uma vez a

1
desigualdade 1 — &, < ——, concluimos também que
I+¢g

1—g, < a% (9.5)

Pela Proposicao 9.2, seguindo raciocinio andlogo ao 2° caso da 1? parte, basta tomar-
mos r| = §; € garantiremos a existéncia de um r264 que satisfaca a desigualdade 9.5 (ndo
repetimos os calculos por serem muito similares, mas recomendamos que o leitor interes-
sado em acompanhar os detalhes da demonstragdo releia os calculos da referida proposicao).

Portanto, garantimos que existe 6, € Q tal que
a ¥ <l+te, (9.6)
Pela monotonicidade das poténcias (ver Proposi¢ao 9.1, 2° caso), temos:
a’ < a % 9.7)
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Por fim, pela hipétese inicial, para n > ng, temos —6, < r, < 0, e, pela monotonicidade

das poténcias (ver Proposi¢do 9.1, 2° caso), temos:

a% <a™ < a % (9.8)

Assim, pelas equagdes 9.5, 9.6, 9.7 € 9.8, para todo € > 0, existem um numero racional

5q > 0 e um nimero ng € N tal que, se n > ng, entdo
l—e<l-g<a%<d"<a%<ltg<l+e.

Assim, para todo a > 0, se a sequéncia (r,) converge para 0, entdo a sequéncia (a')

converge para 1. |

Para finalizar, destacamos que nossa intencao nao é apresentar todas essas defini¢oes
e resultados aos alunos de ensino médio, mas ao professor da disciplina. As consideragoes

sobre a abordagem de ensino aos alunos do nivel médio serdo apresentadas na Secao 9.3.

9.2 Definicao de poténcia com expoente irracional

Nessa sec¢do, estudaremos a defini¢do de poténcias com expoentes irracionais, por meio
de limites de sequéncias, conforme visto no Capitulo 7.

Assim como na se¢do anterior, destacamos que os conteidos dessa se¢do sao voltados
aos professores do ensino bdsico e alunos de licenciatura. Nossa proposta ndo € que os alunos
de ensino médio estudem todos os contetidos de Anélise Real que abordaremos nessa secao;
nossas consideragdes sobre a abordagem de ensino para o nivel médio serdo feitas apos a
apresentacdo formal do conteudo, na Sec¢do 9.3.

Intuitivamente, a poténcia de expoente irracional i € estimada por meio de aproximacdes,
com poténcias cujos expoentes racionais sejam cada vez mais proximos de i. Porém, pre-
cisamos demonstrar formalmente que essa aproximacgdo € possivel e que a sequéncia de
poténcias com expoentes racionais converge para um limite, o qual denotaremos por d'.

Inicialmente, pela densidade de Q em R (Teorema 9.2), sabemos que sempre existird
um nuimero racional em qualquer intervalo aberto. Agora, vamos aplicar este resultado para
demonstrar que sempre teremos uma sequéncia de racionais que converge para um irracional

arbitrario, como queriamos inicialmente:

Teorema 9.3 Para todo niimero irracional x, existe uma sequéncia de niimeros racionais

que converge para Xx.

Demonstracao: Dado um € > 0 arbitrdrio, pela Propriedade Arquimediana dos Nimeros
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Reais (Teorema 7.5), existe ngp(€) € N tal que nio < €. Logo, para todo n > ng, temos % <
1
— < E.
no

Consideremos agora uma sequéncia (&,), com g, = % > 0 e os respectivos intervalos
(x — &,,x+&,). Sabemos que Q é denso em R (Teorema 9.2), o que nos garante a existéncia
de pelo menos um racional r, em cada um desses intervalos.

Logo, para todo n € N, temos x — ! <1y <)c-l—1 & A <rp,—x< l; quando n >
no(&,), teremos ainda " " " "

1
lm—x|<-<e¢
n

Finalmente, temos os resultados necessarios para provar que a sequéncia (a’), com

rn € Q para todo n € N, lim r, = x e a > 0 é convergente (restringimos que a seja posi-
n—yoo

tivo porque a poténcia @’ ndo estd definida quando a for negativo e r, for par). Apds tal

demonstracdo, poderemos definir tal limite como a*.

Teorema 9.4 Dados uma sequéncia de niimeros racionais (r,) que converge para um x €

R\Q e um niimero a > 0, a sequéncia de poténcias (a'™) serd convergente.

Demonstracao: Inicialmente, como (r,) é convergente, pelo Lema 7.2, garantimos que
(r,) € limitada, ou seja, existe A € R tal que |r,| < A, para todo nimero n natural. Pela
Propriedade Arquimediana dos Numeros Reais (Teorema 7.5), garantimos que exista N € N
tal que N > A. Logo, —N < r, < N, paratodon € N.

Mostraremos agora que (a'") também sera limitada:

Como N > r, para todo n € N, entdao podemos definir s, = N —r,,, sendo s, > 0 e

N = g5 ou seja, aV

s, € Q para todo n € N. Logo, a =a'-a’. A poténcia a’ estd bem
definida porque s, € Q.
De forma similar, como r, > —N, podemos definir z, = r, + N, comt, >0et, € Q

N'. g, Mais uma vez, a poténcia a™ encontrada

para todo n € N. Assim, @’ =a Nt =q~
estd bem definida porque ¢, € Q paratodon € N

1° caso: a > 1

Nesse caso, a’» > 1 e a™ > 1, porque a > 1, s, > 0 e t, > 0. Dessa forma, concluimos
que a N < a™ < a" quando a > 1.

2% caso: 0<a<1

Agora, temos 0 < a® <1eO<d" <1,porque 0 <a<1,s,>0et, >0. Dessa
forma, concluimos que a =~ > a"™ > a" quando 0 < a < 1.

Pelo Teorema 7.8, a sequéncia limitada (™) possui uma subsequéncia (a™) conver-

gente. Denotemos por L o limite dessa subsequéncia. Note que todos os termos r), serdo
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termos da sequéncia (r,); logo, a subsequéncia (r),) deve convergir para x.

Suponhamos agora que (a’") ndo seja convergente. Logo, existe outra subsequéncia
(a"), com (') C (ry), que ndo converge para L.

Pela defini¢do de sequéncia, dizer que (a™) ndo converge para L significa dizer que
existe um & > 0 tal que, para todo n’ € N, existe n”” > n’ tal que |a"»" — L| > &. Por outro

lado, dizer que a subsequéncia <a’£t> converge para L equivale a dizer que, para todo & > 0,

. - / . &
existe um ng € N tal que, se n > ng, entdo ’a’ n— L‘ < &1. Em particular, tomaremos & = —

>
Pela desigualdade triangular, temos:
‘ar’/’/ —L‘ <|am —a™|+ |d" —L’.
Logo,
&
€ S arg_ar;l +_0,
2
ou seja,
&
50 < |d'" —a" 9.9)

Agora, mostraremos que essa ultima desigualdade ndo pode acontecer:
Vamos escrever 1/, = r},+v,. Como (r},) e (r//) sdo subsequéncias da sequéncia con-
vergente (r,), concluimos que lim v,, = 0. Temos, entao:

n—>oo

an_arn

/! /
K a1l

= ‘ar;' (a™— 1)’ < ‘ar;'

Pela Proposic¢do 9.3, sabemos que lim ¢ = 1. Logo, li_r>n an
n—roo

n—yoo

|a"" — 1] = 0, ou seja,

para qualquer € > 0, existe um ng € N tal que, se n > ng, entdo ’a’:i’ la' — 1| < e.

Dessa forma, para n > ny,

& —an| < |ah

|aVn_1| <€,

contradizendo a desigualdade 9.9.

Assim, a hipétese que gerou a desigualdade 9.9 € falsa; ou seja, toda subsequéncia de
(@) converge para L. Pela Proposi¢ao 7.3, concluimos que a sequéncia (a’") é convergente.

Para finalizar, vamos demonstrar que a defini¢ao da poténcia a* nao depende da sequéncia
(r,) de nimeros racionais escolhida:

Sejam (r,,) e (s,) duas sequéncias distintas de nimeros racionais, ambas convergentes,
com lim r, = x e lim s, = x. Definamos ainda t,, = r,, — s,,. E fécil concluir que ,}gg t, =0.

n—oo n—o0

Suponhamos que lim ¢’ = R e lim ¢ = S. Temos, entdo:
N—yoo n—oo

lim ¢’ = lim a™ - lim a*
n—yoo n—yoo n—soo
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Da proposi¢ao 9.3, sabemos que li_r>n a™ = 1. Logo, concluimos que R = S, que deno-
n—oo

taremos por a*. [

9.3 Consideracoes sobre a apresentacao das poténcias com

expoentes irracionais no ensino médio

Para iniciar nossas sugestdes, vamos voltar nossa atencao as abordagens realizadas nos
livros didaticos. E possivel que surja a seguinte pergunta: qual é a apresentacio correta para
as poténcias com expoentes irracionais: a aproximacao apenas por falta feita no livro B ou a
aproximacao por falta e excesso, como feita no livro A?

Na verdade, a defini¢do de poténcia com expoente irracional ndo pode depender da
sequéncia escolhida para fazer as aproximagdes. Ou seja, qualquer que seja a sequéncia (x;,)

tal que x;,, € R para todo n € N, se lim x,, = i, com i irracional, entdo para a € R, devemos
n—oo

ter lim a™ = d'.
n—oo

Nos livros e na pagina eletronica que analisamos, todos tiveram a mesma ideia de re-
presentar um numero irracional x em sua forma decimal e escolher a sequéncia de nimeros
racionais (r,) que converge para x como sendo a sequéncia formada por termos com um
numero crescente de casas decimais, para melhorar o grau de precisdo da aproximacao.
Nessa escolha, ndo existe um erro matematico. Na verdade, acreditamos que essa seja a
estratégia mais adequada e eficaz para esse nivel de ensino, mas destacamos que o professor

da disciplina precisa compreender que:
e A sequéncia convergente escolhida ndo era a Unica possivel;

e Ele precisa compreender por que a sequéncia de poténcias é convergente. Para isso, é

necessario compreender o que apresentamos nas seg¢oes 9.1 € 9.2;

e As falas do professor precisam deixar claro que o procedimento que serd realizado
nao € a defini¢do formal do contetido, mas que € apenas um procedimento que ajudaré
o aluno a compreender por que a aproximacao que ele estd calculando corresponde

aquela poténcia.

Destacamos ainda a importancia de estimular os alunos a realizar os calculos e observar
o comportamento dos termos da sequéncia, a fim de desenvolver a competéncia 3 relacio-
nada ao ensino de Matematica no ensino médio, indicada na BNCC (ver Secdo 2.2), que

estd relacionada ao desenvolvimento de estratégias, conceitos, defini¢des e procedimentos
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matematicos. Além disso, o professor precisa deixar claro que o procedimento realizado nao
€ a defini¢do formal, pois isso atrapalharia outro aspecto indicado na mesma competéncia:
construir argumentagao consistente. No ensino médio, os alunos ndo terdo condicdes de
compreender toda a argumentacdo necessdria para justificar adequadamente o conteudo,
entdo se eles tentarem defender que o raciocinio apresentado € a demonstracdo completa,
serdo tendenciados a apresentar argumentos falhos.

Por fim, relembramos a importancia de utilizar diferentes registros para representar os
mesmos objetos matemaéticos, conforme defendido por Duval (vide Trindade et al. (2016))
e proposto na competéncia especifica 4 da BNCC (ver Se¢do 2.2). Exemplificamos como
esse aspecto pode auxiliar na compreensdo do conteido por meio do uso da representacao

gréfica:

Figura 9.4: Representacdo grafica da aproximagao por falta proposta no livro B para poténcia
com expoente irracional
FONTE: Elaborada pela autora, com recursos do software Geogebra

Acreditamos que a representacao grafica pode ser mais eficaz para convencer o aluno
de que os termos se aproximam cada vez mais de um valor especifico, por estimular o aspecto

visual.
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Capitulo 10

“Soma’’ de Infinitos Termos de uma

Progressao Geométrica

As progressdes geométricas (PGs) sdo apresentadas em todos os livros de ensino médio.
Em particular, as PGs infinitas sempre sdo apresentadas, pois posteriormente serdo utilizadas

no estudo dos juros.

Antes de iniciarmos a apresentacdo do conteido, é preciso comentarmos com mais
detalhes a expressdo “soma” de infinitos termos. A soma € o resultado da adicdo, a qual é

uma operagdo bindria que pode ser realizada entre nimeros reais:

+: RxR — R
(x,y) — x+y

E se quisermos somar x| + x3 + x3, o que podemos fazer? Na realidade, fazemos as
duas operagdes consecutivas: (x; +x+ 2) +x3. Pela propriedade associativa, é possivel
realizar a operag@o x| + (x2 +x3) e obter o mesmo resultado. Por sua vez, a propriedade
comutativa nos garante que (xy +x1) +x3, x3 + (x] +x2) x3 + (x2 +x1), - -+ sempre terdo o
mesmo resultado. Sendo assim, podemos definir qualquer dessas possibilidades como sendo

simplesmente x| + x7 + x3.

Mais geralmente, para qualquer quantidade finita de termos, a soma
X1 +X2+x3+--+xp

serd definida da mesma forma, valendo-se das propriedades associativa e comutativa.

Na secdo a seguir, estudaremos casos em que sao feitas infinitas somas sucessivas.
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10.1 Séries numéricas

O que acontece se tentarmos somar um nimero infinito de termos? Seja (a,) a sequéncia
numérica formada pelos termos a serem somados. Pelo que vimos, ja conhecemos as somas
parciais a; +ap + --- +a,. Agora, vamos definir uma nova sequéncia de somas parciais:

si=aj;+ax+---+a;. A sequéncia de somas parciais (s,) é chamada de série numérica.

Definicao 10.1 Uma série numérica (s,) é a sequéncia de somas parciais s, = aj + a, +

.-+ ayp, que denotamos por Y a,.

Por termos varios casos diferentes envolvendo as séries, apresentamos alguns tipos de

séries a seguir:

Definicao 10.2 Se existir s =Y a,, dizemos que a série é convergente.

Caso ndo exista s =Y a,, dizemos que a série é divergente.

Quando existe s' =Y |ay|, dizemos que a série é absolutamente convergente.
Se Y a, convergir, mas Y |ay| divergir, diremos que a série é condicionalmente con-

vergente.

Dessa forma, podemos definir a soma de infinitos termos? Nao. Para cada série,
podemos ndo ter o limite para as somas parciais, ou essa soma pode mudar quando alteramos

a ordem posicional dos termos da sequéncia. Por exemplo, mudando a ordem posicional dos
(s A 1 ) . .
termos da série harmonica 1 — 5 + - — 1 + -+, nos alteramos o limite da série. Essa mudanga
na ordem posicional dos termos é chamada de reordenacao.
Aos interessados em conhecer mais sobre reordenacoes de séries que convergem para

diferentes valores, destacamos um fato curioso:

Teorema 10.1 (Teorema de Riemann) Seja ) a, uma série absolutamente convergente, isto
é, Y a, converge, mas Y |ay| diverge. Para qualquer ¢ € R, existe uma reordenacdo (b,) dos

termos de Y ay, tal que Y. b,, = ay,

Aos interessados em conhecer a demonstragdo desse teorema, recomendamos o tra-
balho de Andrade e Morais Filho (2018), que fazem a demonstracdo utilizando o software
Scilab.

Antes de iniciarmos a andlise dos livros didéticos, ainda precisamos compreender por
que a série formada pela soma parciais dos termos de uma PG é convergente quando a razao

g fortal que 0 < |¢| < 1:

Proposicao 10.1 Se q for a razdo de uma PG, com 0 < |q| < 1, entdo a série formada pelas

somas parciais dos termos da PG serd convergente.
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1 1
Demonstracao: Como |¢| < 1, entdo ﬂ > 1. Ou seja, para algum A& > 0, temos ﬂ =
q q

n
l+he <‘ |> =(14+hn)".

O proximo passo € provar que nlgrolo (14+h)" = oo:

Sabemos que (1 +h)" = 1+nh+---+ k", sendo todos os termos positivos. Logo,
(14+h)" > 1+ nh, para qualquer n € N. A propriedade arquimediana (Teorema 7.5) nos
garante que, para qualquer X € R, existe ng € N tal que nop > X. Logo, para todo n > ny,
teremos:

(I+h)">14nh>14+nh>X

Logo, pela defini¢do 7.5, concluimos que lim (1+ /)" = co.

n—oo

n
Por consequéncia, teremos lim (m) = oco. Pela defini¢do, isso significa que para
n—eo \ |g

. 1
todo X € R, existe mg € N tal que se n > my, entio — > X. Ou seja, >X ey lq|".

q] lq|" |
Lembrando que X é um ntiimero fixo dado arbitrariamente, podemos entao denotar

£= X O que acabamos de demonstrar é que, para todo €, sempre existird mg € N tal que se
n > my, entdo € > |g|". Portanto,

limy—se |g|" = 0.

Assim como no Capitulo 9, nossa pretensdo nao € de apresentar todo o conteudo de
Anélise Real aos alunos de ensino médio; mas sim de apresentar toda a definicdo formal ao
professor do ensino médio, junto com consideracdes sobre a abordagem do contetido, para
poder nortea-lo em seu trabalho.

Com esse proposito em mente, vamos analisar as abordagens encontradas nos livros

didéticos e paginas eletronicas voltadas para o ensino médio.

10.2 Analise da apresentacao da ‘“‘soma’ de infinitos ter-

mos de uma PG em livros didaticos e paginas eletronicas

Inicialmente, destacamos que a expressao “soma’” dos infinitos termos é amplamente
utilizada em todos os livros e pédginas eletronicas consultados, para fins didaticos. De fato,
os alunos do ensino médio nao serdo apresentados aos conceitos de séries convergentes,
nem aos critérios de convergéncia; logo, nao seria adequado utilizar as definigcdes mais es-
pecificas. Por ndo ser o termo formalmente correto, sempre o apresentaremos entre aspas;

porém, entendemos que seu uso para fins didaticos seja adequado para o ensino médio.
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10.2.1 Apresentacao da ‘“soma” de infinitos termos de uma PG no livro
B

Para iniciar a exposicdo de nossas andlises, apresentamos a abordagem utilizada no

livro B, por ser mais detalhada:

ergente
: S SN O I (e 1 1
Considere a PG |1, -, =, —, —, —, —, ... 30 q=— cuja fé &
( 3'9'57' 81’ 243’ 729’ ), de razédo q 3 cuja férmula do ter
n-1
mo geral é dada por an:(%
Note que, quanto maior o valor de n, mais préximo de zero é o termo da PG. Por
exemplo:
+ a,=1.=001235 . 8,= - =0,00046 . 8,=—=0,00015
81 82129187 265617

Figura 10.1: Apresentacdo da série geométrica convergente no livro B

Podemos dizer que, & medida que n cresce indefinidamente, a_ aproxima-se de

2=r0, OU seja, tende a zero.
n-1
. 1 !
Jlﬂl(g) =0 nln'ﬁ[%} =0 lé-se

n-1
De modo geral, se 0<|g/<1, entdo limq"=0. “limite de [%] tende
k _ a1(1_q") a zero quando n
studamos anteriormente que Snz—w, para g#1. Calculando o limite de S, tende ao infinito".
Suando n tende ao infinito e 0<\q]<1, temos:
ims,=2(-9)_ 2
No>+es 1-q 1-g

Figura 10.2: Apresentacdo do célculo do limite das somas parciais dos termos de uma PG,
extraida do livro B

Conforme apresentado na Figura 10.1, foi apresentada uma PG com razéo 0 < |¢| < 1.
Depois, foram apresentados os valores de ¢”, para valores crescentes de n. O aluno consegue
perceber que, quanto maior for n, menor serd o valor de ¢", aproximando-se cada vez mais
de 0. Em seguida, generaliza-se o fato de que nh_r)g q" = 0 para toda razao cujo médulo esteja
entre 0 e 1, conforme a Figura 10.2.

A abordagem utilizada € similar a que propomos no inicio do Capitulo 7. Valoriza-se
0 aspecto intuitivo nas explicagdes. Porém, destacamos a importancia do professor compre-
ender o Teorema de Weierstrass (Teorema 7.4) para saber por que essa sequéncia converge,
para acompanhar e solucionar as dificuldades de compreensao dos alunos.

Destacamos que apresentar apenas um exemplo pode ter um efeito negativo: o texto
esclarece que temos 0 < |g| < 1, mas o dnico exemplo dado apresentava uma razdo positiva.
Seria interessante apresentar no minimo dois exemplos de ¢"*, um com 0 < g < 1 e outro com
-1 <¢g<O.
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ApOs apresentada a ideia de limite, a formula geral para a “soma” dos infinitos termos
de uma PG com razdo 0 < |¢| < 1 é deduzida a partir da férmula para a soma dos n primeiros
termos de uma PG, aplicando-se o limite de ¢". O livro apresenta de forma intuitiva as
operacdes com limites de sequéncias. Porém, o professor precisa conhecer as propriedades

apresentadas na Proposicao 7.2 e demonstradas no Apéndice B, especificamente o item (a),

s . . ai
para saber por que a sequéncia se comporta dessa maneira, convergindo para I

10.2.2 Apresentacao da ‘“‘soma’ de infinitos termos de uma PG no livro
A

O livro A motiva o estudo do contetido através de um exemplo, apresentado na Figura
10.3:

Uma empresa reservou 1 milhdo de reais para aplicar em obras sociais. No primeiro ano sera apli-
cada a metade dessa verba, e em cada ano seguinte serd aplicada metade do que sobrou da verba no
ano anterior. A P.G. infinita a sequir representa os valores, em milhdo de reais, aplicados ano a ano:

11 1 1 1
(7’ 4’8" 16" 32 J
Observe que, a cada ano que passa, o total aplicado em obras sociais aumenta e se aproxima
cada vez mais de 1 milhdo de reais:

R Rk L
St == 0875
_12~+%+%+11—6_1—2 0,9375
17+—21—+%+11—6+%=%=O,96875

Por mais que adicionemos termos a essa P.G., jamais chegaremos a soma 1; porém, adicionan-
do mais e mais parcelas, vamos nos aproximar de 1 tanto quanto quisermos. Por isso, dizemos que
1 é o limite dessa soma.

Figura 10.3: Motivagdo para ideia de limite de somas parciais, extraida do livro A

Foi feito um esfor¢o para contextualizar o contetido, mas o exemplo apresentado possui
uma limitagdo: na pratica, ndo se aplicam fracdes de centavos em obras sociais; logo, em

determinado momento seria necessario parar a aplicagdo conforme proposta.

Ap6s a contextualizacdo inicial, o livro passa a apresentar a ideia de limite da “soma”

dos infinitos termos da PG, quando temos a razdo ¢ de modo que —1 < g < 1:
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Veremos, a seguir, que existe o limite da soma dos infinitos termos de qualquer P.G. cuja razao
g obedecga a condicdo: -1 <g< 1.

O limite (indicado por S_) da soma dos infinitos termos de uma P.G. (a,, a, a, ...), de
razao g, com —1 < g < 1, é dado por:

G RO S

S
© e q
Vamos justificar essa férmula a partir da soma S_dos n primeiros termos da P.G., isto é:
¢ :a1(1 —q"):s _a-aq" . 9 a7
! T-gq i gy L LT M -9

Quando o nimero n de termos aumenta indefinidamente (tende ao infinito), a poténcia g se
aproxima indefinidamente de zero (tende a zero), pois o nlimero q esta entre —1 e 1.
1

1 —

Assim, a expressdao S_se aproxima indefinidamente de . Indicando esse limite por

S_, temos:
4 . a,
= 1— q
Notas:
1. Existe o limite da soma dos infinitos termos de uma P.G. de razdo g se, e somente se,
-1<g<1.

2. O limite da soma dos infinitos termos de uma P.G. é chamado, simplesmente, de soma dos
infinitos termos da P.C.

Figura 10.4: Apresentacdo de limite de somas parciais, extraida do livro A

O livro apresenta a no¢do de limite das somas parciais de forma adequada, apresen-
tando o conceito de forma geral e levando a um pensamento mais intuitivo. Porém, quando
ele afirma que o limite dessas somas serd chamado simplesmente de “soma” dos infinitos
termos da PG, induz o aluno a pensar que seja formalmente correto denominar como soma
uma operagdo que envolve infinitos termos.

A apresentacdo da no¢ao de convergéncia da série também induz ao pensamento intui-
tivo, mas ressaltamos mais uma vez que o professor precisa conhecer o Teorema de Weiers-
trass (Teorema 7.4) para saber por que a sequéncia converge.

Por fim, destacamos mais uma falha: € feita a afirmacdo de que r}grolo q" =0, sem serem
exibidos os calculos de algumas dessas poténcias para valores cada vez maiores de n. Logo,
o aluno ndo observard o decrescimento de ¢" nem absorverd a nocdo de convergéncia para
zero. Mais uma vez, destacamos que o professor precisa saber por que a sequéncia a, = ¢"
converge para zero; além disso, precisa convencer os alunos acerca desse fato utilizando os

conhecimentos que eles ja possuem.

10.2.3 Apresentacao da ‘“‘soma” de infinitos termos de uma PG no livro
C

Conforme mostrado na Figura 10.7, o livro C inicialmente mostra o comportamento
de duas poténcias com bases entre —1 e 1 e poténcias n cada vez maiores. O objetivo € levar

os leitores a perceber que o termo ¢" se aproxima cada vez mais de zero quando n cresce.
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3.4 Soma dos infinitos termos de uma PG

Ja estudamos a soma nos n primeiros termos de uma PG para n € IN*. Agora,
veremos como calcular a soma dos termos de uma PG infinita. Para isso, vamos
primeiro analisar o valor de algumas poténcias. Observe.

1
3 3 1
1 (2)=2- e
(3)-%-ors 1| ()%=
3 Y4t 5 L ]
2 = === B = 3
[4) Pk 5 ( ?j 25 Patieiid
E R 1Y
3 (—J =27 _ 0,421875 3 (__) B N
4 64 5 125 0,008
3)°_  59.049 1\
10 Co P e L SRS sl ) 1 -
(4) T.048576 ~ »0%6314 0 | ( 1) = soeiezs ~ 00000001

Figura 10.5: Apresentagcdo de poténcias com base 0 < a < 1 e expoente n cada vez maior,
extraida do livro C

Consideramos esse cuidado importante, pois a apresentacdo do conteudo para esse
nivel de ensino depende muito da intuicdo. E importante garantir que os alunos acompanhem
o raciocinio com conhecimentos adquiridos anteriormente, para que as partes mais avangadas

sejam aceitas intuitivamente com mais facilidade.

Dando continuidade o livro apresenta o conceito de “limite”:

Analisando os valores obtidos, verificamos que, em ambas as poténcias, quant,
maior for o valor de n, mais proximo de zero sera o resultado obtido. Intuitivamen.
te, podemos considerar que para qualquer niumero reala, com0 < |a]| <1, quanto
maior for o valor de n, mais proximo de zero estara o valor de a". Dizemos, entdo,
que, para —1 < a < 1, quando n tende a infinito, o valor de a" tende a Zero, oy,
ainda, para —1 <a < 1, o limite de &", quando n tende a infinito, ¢ igual a zero.

Em linguagem simbdlica: ’!Lngca” =0,para—-1<a<1

Exemplos

i

¥

k

aml

\

. nm{“’)‘ =0 e nm_(i) =0 . nli_m(—O,6)":0

Figura 10.6: Apresentacdo de limites extraida do livro C
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As expressoes “quando n tende ao infinito, o valor de a” tende a zero” e “o limite de a",
quando n tende a infinito, € igual a zero” foram introduzidas e relacionadas com a ideia de

ter valores cada vez maiores de n e cada vez menores de a”, o que consideramos adequado.

O livro também ja apresentou a notacao de limite, para ser utilizada em seguida:

Célculo da soma dos infinitos termos de uma PG

Para calcular a soma dos termos de uma PG infinita, vamos partir do célculo da
soma dos n primeiros termos de uma PG.

Considere (a;, a, as, a, ...) uma progressdo geométrica em que g € R e
-1<g<1,ouseja, |g| < 1. Como vimos, quando n tende a infinito, a potén-
cia g" tende a zero. Sabendo disso, vamos calcular o limite da soma S, nesse caso:
5 ol g0 =) 2,:(0-1)

: Seligh Biie el = Lo a5, = —21
q—‘] n—o qf‘] n— o q_’]

Logo, para —1 < g < 1, a soma dos infinitos termos da PG é dada por:

Wi & aq
n'—{rn;lo "—1—q

Figura 10.7: Deducdo da férmula para calcular a “soma” dos termos de uma PG infinita,
extraida do livro C

De forma geral, a apresentacdo é adequada para os alunos de ensino médio. As ideias
oriundas da Andlise Real foram apresentadas de um modo que convence o aluno. Porém,
precisamos destacar mais uma vez que o conhecimento do professor ndo pode se resumir a
esses conhecimentos. Ele precisa saber por que ¢" converge para zero quando —1 < g < 1le
n é tomado cada vez maior, conforme apresentado no Teorema de Weierstrass (Teorema 7.4)

. . a(l—qg") ap
e por que a sequéncia Tq converge para 1

(ver Proposic¢do 7.2).
q

10.2.4 Apresentacao da ‘‘soma” de infinitos termos de uma PG nas

paginas eletronicas 1 e 2

Ambas as paginas apresentaram o conteido de forma bastante similar. Por ter co-
mentarios muito parecidos para ambas, decidimos apresentd-las na mesma se¢ao. A primeira
semelhanca entre ambas € a falta de explica¢do do motivo pelo qual lim ¢" = 0, conforme

n—yeo

vemos nas figuras 10.8 e 10.9,
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Soma dos infinitos termos de uma P.G

A guantidade de termos de uma PG pode ser
finita ou infinita, caso a progressdo geométrica
seja finita, a soma dos elementos que a

constituem sera dado pela expressao:

5 - a*1-a"
l1-g
Quando a PG dada for infinita, a soma dos
termos de seus elementos ndo  serd
determinada pela expressdo citada. A
expressdo matematica responsavel pela soma dos termos de uma PG infinita sera:

s =4
1-¢

Figura 10.8: Apresentacdo da “soma dos infinitos termos de uma PG”, extraida da pagina
eletronica 1

Soma dos Termos de uma PG Infinita

A soma dos termos de uma progressao geometrica finita &
dada pela expressac:

FUBLICIDADE

s @@ D

g-1 . onde q (razdo) e diferente de 1. Alguns
casos em ue a razdo ¢ pertence ao intervalo -1 < q < 1.
verificamos que quando o numerc de elementos n se

aproxima do infinito (+x), a expressao g’ tende ao valor zero

Portanto, substituindo g7 por zero na expressdoc da soma
dos termos de uma PG finita teremos uma expressao capaz
de determinar a soma dos termos de uma PG infinita dentro
dointervalo -1 < q <1, observe:

LI . *0— =
g BB BN o o o
7-1 g-1

"og-1 1-g

Figura 10.9: Apresentacdo da “soma dos infinitos termos de uma PG”, extraida da pagina
eletronica 2

A pégina eletronica 1 apenas exibe as formulas, com o minimo de explicacdo. A
intengdo parece ser que o aluno apenas memorize as férmulas, sem qualquer compreensao do
conteddo. Essa abordagem € totalmente inadequada e torna o conteddo descontextualizado.
Destacamos ainda a afirmacao “a expressdo matemaética responséavel pela soma dos termos de
uma PG infinita serd”. Tal afirmac¢do nao deixa claro que ndo estamos fazendo uma operacao
de adicdo; além disso, a ideia de que uma expressao matematica tenha uma responsabilidade
de calcular algo nao tem sentido 16gico.

Por sua vez, a pagina eletronica 2 apresenta os célculos da deducao da férmula para

a “soma” infinita, sem discutir a justificativa de tais passagens. Inicialmente, € dito que ¢"
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tende a zero quando —1 < ¢ < 1 quando n “se aproxima do infinito”. Essa expressdo é
totalmente equivocada, por deixar a impressdo de que o infinito seja um valor especifico, ja

que os valores de n podem se aproximar dele. Por fim, as passagens feitas para apresentar a

n
—1
férmula S, = 1a a partir de S, = M

nao acompanham quaisquer explicacoes, o

que provavelmente confundira o raciocinio dos alunos.

10.3 Sugestoes de abordagem

Ap0s observar as abordagens utilizadas nos livros, precisamos pensar em como apre-
sentar esses fatos de modo adequado ao ensino médio, tendo em vista que os alunos desse
nivel de ensino ndo terdo o conhecimento formal de limites de sequéncias.

Recomendamos fortemente que os alunos possam observar o comportamento de po-
téncias ¢", com 0 < |g| < 1 e n sendo tomado cada vez maior; essa observagdo pode ser feita
numericamente, como feito nos livros didaticos analisados ou graficamente, utilizando um
software de geometria. E preciso convencer os alunos de que néo é possivel que a sequéncia
q" convirja para qualquer nimero maior que zero, por menor que seja. Para isso, é possivel
criar “duelos” entre os alunos: um escolhe um valor m pequeno e o segundo escolhe um n
tao grande que ¢" < m. Eles devem ser convencidos de que sempre existird um n para o qual
isso acontece € que, para todo n’ > n, também teremos q”, <m.

Em seguida, o aluno devera ser convencido intuitivamente que, como g"* se aproxima

ai(q"—1)
l—gq

cada vez mais de zero, a expressao se aproximard cada vez mais de

1—gq
E importante destacar que essa ndo é uma “substituicio” de ¢” por zero, mas sim uma
aproximagao cada vez mais precisa.

Mais uma vez, lembramos que a alternancia entre a representacdo numérica e grafica é
importante e recomendada na BNCC (ver Secdo 2.2) e que os alunos precisam ter consciéncia
de que estardo fazendo cdlculos que os levam a levantar hipoteses, mas nao estardao demons-
trando de modo formal, pois essa demonstracio exige contetidos que eles ainda ndo estuda-

ram. Esse esclarecimento evita confusdes a respeito das demonstracdes matematicas.
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Capitulo 11

Analise da Apresentacao do Calculo da
Area do Circulo em Materiais Didéticos

para o Ensino Médio

Assim como as poténcias com expoentes irracionais € a “‘soma’” dos infinitos termos de
uma PG, a 4rea do circulo também € estimada por meio de aproximacdes e definida por meio
de limites de sequéncias. Mais uma vez, vamos iniciar o capitulo apresentando o conteddo

de forma que seja mantido o rigor matemaético:

11.1 Calculo da area do circulo: aplicando o método da

exaustao

Quando estudamos poligonos, a defini¢ao de drea € feita tomando como base quadra-
dos cujos lados medem uma unidade de medida. Dessa forma, facilmente calculamos a area
de triangulos, quadrildteros, pentdgonos e assim sucessivamente. Porém, para calcular a area
do circulo, ndo € possivel seguir o mesmo raciocinio, pois um circulo nao sera totalmente
dividido em um ndmero finito de regides triangulares ou quadrangulares, por exemplo, como
fazemos com os demais poligonos.

Para calcular essa area, utilizaremos o Método da Exaustao, inicialmente utilizado
pelos matemadticos gregos e amplamente conhecido por meio dos trabalhos de Eudoxo e Ar-
quimedes (SMITH, 1958). Destacamos que o cuidado de apresentar problemas com valor
histérico € recomendado pela BNCC, na competéncia geral 1 (ver Sec¢dao 2.1. Para isso,
consideraremos as dreas de poligonos inscritos e circunscritos ao circulo em questdo, for-
mando duas sequéncias de areas cada vez mais proximas da area completa do circulo. Sao
necessarios conhecimentos de geometria euclidiana plana para demonstrar que um poligono

regular pode ser inscrito ou circunscrito em uma circunferéncia, os quais nao serdo detalha-
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dos neste trabalho. Aos interessados em ver essa demonstracdo, Barbosa (2012) dedica um

capitulo completo para estudar o circulo e, em particular, esse resultado é demonstrado.

Com auxilio do software Geogebra, construimos um tridngulo inscrito € um circuns-

crito a uma circunferéncia de centro O e raio r, como vemos na Figura 11.1:

=

Figura 11.1: Tridngulos inscrito e circunscrito a uma circunferéncia
FONTE: Elaborada pela autora, utilizando recursos do software Geogebra

Note que o triangulo interno € formado por trés tridngulos menores, cada um com
. 1J1 P . cn . . . . P
area TJ’ onde b; € a medida do lado do triangulo inscrito e jj, a medida do ap6tema do

A ) A .., b1
triangulo. Logo, a area do triangulo inscrito € 3 - 2L

Por sua vez, o tridngulo circunscrito também é formado por trés tridngulos menores,

. a1 , . A . . .
cada um com area — onde a; é a medida do lado do tridngulo circunscrito e /1, a medida
do apdotema do tridngulo. Além disso, o apdtema desse tridngulo coincide com o raio do

) . ‘A . oo air
circulo. Portanto, a 4rea do tridangulo circunscrito é dada por 3 - -

Assim, ap0s a primeira constru¢cdo, obtemos a aproximagao:

bij1 ar
3. — <A <3 —
2 ¢ 27

onde Ac € a drea do circulo.

Agora, faremos a segunda aproximacao, considerando os hexdgonos regulares inscrito

e circunscrito a circunferéncia, conforme vemos na figura a seguir:
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Figura 11.2: Hexagonos inscrito e circunscrito a uma circunferéncia
FONTE: Elaborada pela autora, utilizando recursos do software Geogebra

Procedendo de forma similar a anterior para calcular a drea de cada hexdgono, calcu-

L , . . . 2J2 . .
laremos a drea de cada hexdgono: o inscrito tem drea 6 - BB enquanto o circunscrito tem

p axr . ~ P
area 6- - Desse modo, a segunda aproximagao que obtemos é:

b2 j> arr
6- —— <Ac<6-—.
2 2
Repetindo o mesmo procedimento, construimos um dodecdgono inscrito € um circuns-

crito ao circulo, como apresentado na figura a seguir:

Figura 11.3: Dodecdgonos inscrito e circunscrito a uma circunferéncia
FONTE: Elaborada pela autora, utilizando recursos do software Geogebra
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De forma andloga as aproximagdes anteriores, obtemos a aproximacao:

12.535 g 12,97
2 2
E ficil perceber que, quanto maior o ndmero de lados dos poligonos inscrito e circuns-
crito, mais a drea de cada poligono se aproxima da drea do circulo. Por outro lado, observe
que a sequéncia formada pelas dreas dos poligonos inscritos € crescente e limitada, enquanto
a sequéncia das dreas dos poligonos circunscritos € decrescente e limitada. Pelo Teorema de
Weierstrass (Teorema 7.4), concluimos ambas sdo convergentes.

Resta-nos agora encontrar o limite de cada uma dessas sequéncias. Se tentdssemos

. . nbyjy . o N e
calcular diretamente lim , nos deparariamos com dois limites que ndo possibilitariam
n—yoo
encontrar uma expressao exata: lim n = oo e lim b, = 0. Situagdo similar aconteceria para

n—oo n—oo
os poligonos circunscritos, pois lim a, = 0.
n—soo

Porém, podemos notar que, quanto maior o valor de n, mais na, e nb, se aproximam
da circunferéncia correspondente ao circulo. Dessa forma, na, é uma sequéncia decrescente
e limitada, enquanto nb, € crescente e limitada. Pelo Teorema de Weierstrass (Teorema 7.4),
concluimos que ambas sdo convergentes. Como o supremo do conjunto de valores de nb,, é
a propria medida da circunferéncia, isto é, 27r, o Teorema de Weierstrass nos garante que
lim nb, = 27r. Analogamente, como o infimo dos valores de na, € 27r, também temos

n—roo
lim na,, = 2nr.

" Além disso, a sequéncia ( j,) das medidas dos ap6temas dos poligonos inscritos € cres-
cente e limitada, com o raio r sendo seu supremo. Logo, pelo Teorema de Weierstrass
(Teorema 7.4), concluimos que nh_r)rgo Jn = r. Analogamente, a sequéncia (h,) das medidas
dos ap6temas dos poligonos circunscritos € decrescente e limitada, com o raio r sendo o seu
infimo.

Pela Proposicao 7.2, garantimos que

lim nb,, - lim j, lim nay, - lim A,

. nbyjy n—yoo n—yo0 . nayhy, n—yoo n—yoo
lim = e lim =
n—yoo 2 2 n—eo 2 2
Portanto,
lim nb,, lim j
n—soo nn*)oo]n . 2nr-r . 7‘[}"2
2 2
© li lim A
1im na, - lim
nsoo T g e . 2nr-r - 7[}"2
2 2 ’
. . N .. nbn]n
Tendo em vista que ambas as sequéncias t€m o mesmo limite e que <Ac <
na,hy,

, pelo Teorema do Sanduiche (7.7), com A¢ sendo a sequéncia constante com a area

do circulo, concluimos que
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11.2 Consideracoes sobre a apresentacao da area do circulo

para alunos do ensino médio

A abordagem que propomos na Secdo 11.1 foi pensada para ser acessivel aos alunos
de ensino médio, por exigir apenas conhecimentos de geometria euclidiana plana. O dnico
fato que talvez seja desconhecido para os alunos € o motivo de sempre existirem poligonos
regulares inscritos e circunscritos a uma circunferéncia qualquer, que serd utilizado em nossa
demonstracdo. Sugerimos que o professor de ensino médio atribua uma medida de compri-
mento ao raio do circulo, para que o aluno tenha condi¢des de calcular a medida da area

encontrado a cada aproximacao por conta prépria.

Entendemos que o ato de se envolver no calculo das dreas e de observar o comporta-
mento dos valores desenvolve a competéncia 5 que a BNCC indica para a matemética no
ensino médio, a qual se refere a investigacdo, criacdo de conjecturas, uso de estratégias e
recursos e a identificacio da necessidade ou ndo de uma demonstracdo cada vez mais formal
para validar as conjecturas. E importante que o aluno perceba que o procedimento reali-
zado ndo € uma demonstra¢ao formal, mas apenas uma forma de compreender a origem do
conteddo que estd estudando e conseguir acompanhar intuitivamente os argumentos utiliza-

dos.

11.3 Analise da apresentacao da area do circulo nos livros

didaticos e em paginas eletronicas

Vamos agora analisar como tal conteido € abordado nos livros didaticos recomendados
pelo MEC e nas péginas eletronicas mais pesquisadas na internet.

Os trés livros apresentam a estimativa da area do circulo utilizando aproximacoes,
através da construcdo de poligonos regulares inscritos na circunferéncia. A diferenga entre

eles estd no caminho escolhido para fazer a estimativa.

11.3.1 Calculo da area do circulo no livro A

Antes de apresentar o calculo da area do circulo, o livro A ja tinha mostrado como
calcular a drea de um poligono regular de n lados inscrito em uma circunferéncia, com lado
a e apotema h, utilizando a formula A = n%. A medida da circunferéncia também ja havia
sido apresentada anteriormente. Na figura 11.4, vemos como o livro A apresenta o cdlculo

da 4rea do circulo utilizando esses conhecimentos prévios:
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Area do circulo

Considere um poligono regular de n lados inscrito em um circulo de raio r.

As diagonais que passam pelo centro do poligono dividem-no
em n triangulos isésceles de base a e altura h; logo, a area desse

poligono é:
ah h
h * — = na » —_—
: r L ( i ) 2
- -~ f(/a" L perimetro do poligono

Essa area é menor que a area do circulo; porém, fazendo o nimero n de lados aumentar inde-
Smidamente (n tender para o infinito), verificamos que:

*» 0 perimetro (na) do poligono tende a se igualar ao perimetro da circunferéncia (2rr);

*» aaltura h de cada triangulo tende a se igualar ao raio r da circunferéncia;

* a éarea desse poligono tende a se igualar a area A do circulo.

h r A ; 2 F
Assim, a expressao (na) * (2 ) tende a 2nr - -, que € a area A do circulo, isto é:

A = mr?

Figura 11.4: Estimativa da drea do circulo, apresentada no livro A

Os alunos sao levados a concluir de forma intuitiva que, quando n tende ao infinito,
o valor de na tende a 27r e h tende para o raio r. Tendo em vista que os alunos nao estu-
dardo limites neste nivel de ensino, uma abordagem que induza a conclusdes intuitivas sao
realmente necessdrias. Porém, o professor precisa ter conhecimento da defini¢do formal do
conteddo, conforme apresentamos na Secdo 11.1, para saber rigorosamente por que essas

sequéncias convergem para esses valores.

11.3.2 Calculo da area do circulo no livro B

Conforme vemos na Figura 11.5, o livro B afirma de forma clara que a demonstragcao
da férmula envolve conceitos que nao serdao estudados pelos alunos no ensino médio. O
livro se propde a mostrar uma abordagem que ajude a compreender a férmula A = 772
Consideramos muito acertado o cuidado de esclarecer que a abordagem apresentada nio € a
demonstracdo formal, pois esse cuidado evita que os alunos do ensino médio tratem nog¢des

intuitivas como se fossem demonstragdes formais.
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/E'ea do circulo

Podemos calcular a 4rea da superficie de um circulo por meio da férmula A = nr?

. 5 : € 4 )
cuja dedugéo envolve conceitos que no serdo estudados. Contudo, veja a seguir circunferéncia e
uma maneira que auxilia na compreensio dessa férmula. todos os seus pontos

Inicialmente, dividimos um circulo em 20 partes iguais. I eblarie.

: uma figura
denominada circulo.
Em um circulo,
podemos destacar os
seguintes elementos:

Ao reunirmos a

Explique aos alunos
que uma dedugao da
formula da area do
circulo envolve o

conceito de limite. okt ks

Depois, organizamos cada uma dessas partes e obtemos uma figura que lembra
um paralelogramo, cuja medida da altura é aproximadamente a medida do raio do
circulo e a medida da base é cerca da metade do comprimento da circunferéncia,
isto é, %:nr.

circunferéncia

0: centro r: raio

[l=}
o
-
3
=
Q
]
o

llustragBes:
Acervo da
editora

—

r et

Temos que a &rea A, de um paralelogramo é dada pelo produto da medida de
sua base b e de sua altura h:
A, =b-h=nr-r=nr?

Como a figura que lembra o paralelogramo foi obtida com as partes do circulo,
temos que a area do circulo é dada por A=nr?.

Calculamos a area de um circulo de raio r utilizando a
férmula A=mnr2.

Figura 11.5: Estimativa da 4rea do circulo, apresentada no livro B

Vemos que a divisdo do circulo em partes iguais € similar a do livro anterior, mas
o raciocinio agora ¢é diferente e possui um problema grave: ndo podemos definir o limite
de uma sequéncia nao numérica! As ilustracdes apresentadas no livro, juntamento com as
explicacOes dadas, passam a impressao de que cada arco de circulo “se aproxima” cada vez
mais de um segmento de reta e, apenas por isso, podemos dizer que suas medidas serdo
proximas. Porém, esse argumento equivocado pode induzir os alunos a pensarem que fi-
guras geométricas podem “convergir para outra figura”, o que os levaria a uma conclusao

igualmente equivocada!

Para ilustrar a falha desse raciocinio, vamos apresentar um exemplo. Considere um
triangulo retangulo com catetos medindo 1cm. Consequentemente, sua hipotenusa mede
v2cm. Em seguida, consideremos a sequéncia de segmentos conforme mostramos na figura

a seguir:
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Figura 11.6: Sequéncia de caminhos poligonais que ligam os dois vértices da hipotenusa
FONTE: Elaborada pela autora, utilizando recursos do software Geogebra

Qual € a soma das medidas dos segmentos destacados em cada figura? Naturalmente,
a soma das medidas dos segmentos sempre serd igual a soma das medidas dos catetos, que é

de 2cm.

Observe que, aparentemente, os segmentos se aproximam cada vez mais da hipotenusa.
Entio, podemos dizer que a soma de suas medidas se aproxima cada vez mais de v/2? Nio!
A cada passo, a soma das medidas dos segmentos continua sendo 2. Apesar de termos a
impressao visual de que os segmentos se aproximam da hipotenusa, isso ndo significa que
a soma das medidas desses segmentos convergird para a medida da hipotenusa! Se isso
acontecesse, terfamos a sequéncia constante (2,2,2,2, - --) convergindo para v/2, o que é um

absurdo!

Ap6s observarmos esse exemplo, torna-se notdria a necessidade de compreender bem
0s conceitos e resultados matematicos antes de propor uma apresentacao didatica mais acessivel.
Nao podemos perder o rigor matematico e estimular o uso de raciocinios incorretos para que

o aluno se convenga do uso de uma férmula.

11.3.3 Calculo da area do circulo no livro C

Antes de apresentar o cdlculo da drea do circulo, o livro C ja tinha apresentado em
capitulos anteriores a formula A = pa, onde A € a area do poligono regular, p é o semi-
perimetro e a € a medida do apdtema. A abordagem € feita de forma similar a do livro
A, tomando como base uma férmula apresentada anteriormente, conforme vemos na Figura
11.7.
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3.2 Areado circulo

Observe cada circunferéncia a seguir na qual foi inscrito um poligono regular.

/_\\
r/\
/ \
| |
i |
\ a /
\\ /
/ 4

Note que, quanto maior é o nimero de lados do poligono inscrito, mais a area
dele se aproxima da area do circulo, além de a medida do apétema a se aproximar
cada vez mais da medida do raio r do circulo.

Ja vimos que a area de um poligono regular é dada pelo produto de seu semi-

: : L s | Como podemos expressar a
perimetro pela medida do apétema (A = p - a). Podemos estender essa ideia para

area de um circulo de raio rem

a area do circulo, ao considerar que, quando o numero de lados do poligono funcao da medida d do didmetro
tende a infinito, o apétema do poligono tende a r. da circunferéncia desse circulo?
. 2nr A T
Assim: Agicuio = & T r S o [ —

Portanto, a area do circulo é dada por: A, = Tr? A .(d m

Figura 11.7: Estimativa da 4rea do circulo, apresentada no livro C

Notamos claramente que o autor sentiu a necessidade de utilizar nogdes de limite,
quando o autor utiliza as expressoes “tende a infinito” e “tende a r”, pois tais no¢des em-
basam a definicdo da drea do circulo. Ressaltamos ainda o apelo intuitivo para utilizar as
propriedades das operagdes com limites, para concluir que o produto dos limites € o limite
dos produtos. Destacamos, mais uma vez, a importancia de que o professor tenha o conhe-
cimento rigoroso dos conceitos apresentados, conforme apresentamos na Secdo 11.3 e no

Apéndice B.

De forma geral, a abordagem desse livro € adequada e coerente com o nivel de ensino;
apenas recomendariamos que o autor expressasse claramente que essa nao € a demonstragio

formal do contetdo, evitando conclusdes equivocadas por parte dos alunos.

11.3.4 Calculo da area do circulo na pagina eletronica 1

Inicialmente, como vemos na Figura 11.8, a pigina eletrOnica 1 apresenta o conceito
de area do circulo como “o valor da superficie da figura, levando em conta a medida do
seu raio”. Essa explicacdo apenas revela que a drea depende da medida do raio, sem maiores

esclarecimentos; na verdade, essa frase ndo apresenta a clareza necessdria para definir a area.
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A area do circulo corresponde ao valor da superficie dessa figura, levando em conta a
medida de seu raio (r).

O que é Circulo?

Vale lembrar que o circulo, também chamado de disco, € uma figura geométrica que faz
parte dos estudos da geometria plana.

Essa figura surge na medida em que os poligonos regulares inscritos nela vao
aumentando o nimero dos lados.

Figura 11.8: Defini¢do de circulo na pagina eletronica 1

Em seguida, temos a tentativa problematica de definir o circulo: uma figura que surge
quando os poligonos inscritos nela aumentam o nimero de lados. Percebemos um problema
na estrutura légica de tal raciocinio, pois se ainda estamos definindo o circulo, ndo podemos
nos referir aos poligonos inscritos na propria figura em constru¢ao. Além disso, os poligonos
nao aumentam de lado; na verdade, nos construimos poligonos diferentes, cada um com o
numero de lados diferente, para depois compararmos as medidas de suas dreas. Mais uma

vez, a explicagdo ndo tem clareza para ser compreendida pelo leitor.

Apoés essa apresentacdo, ¢ mostrada a formula para calcular a drea do circulo, sem
nenhuma explica¢do (ver Figura 11.9). Curiosamente, s6 apds essa formula ser exibida,
foi apresentado o perimetro do circulo, conforme vemos na Figura 11.10. A abordagem de
apresentar uma férmula para ser usada sem que o aluno sequer tenha no¢do da sua origem
desencoraja o raciocinio do aluno do ensino médio. Ele apenas reproduzird calculos, sem

compreender por qué.
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0Ou seja, com o aumento do nimero de lados dos poligonos estes vdo se aproximando da
forma circular.

Saiba mais sobre os Poligonos e a Geometria Plana.

Férmula: Calculo da Area do Circulo

Para calcular a drea do circulo devemos utilizar a seguinte formula:
A=n.r2
Onde,

w: constante Pi (3,14)
Tr: raio

Fique Atento!

Lembre-se que o raio (r) corresponde a distdncia entre o centro e a extremidade do
circulo.

Figura 11.9: Férmula para cédlculo da drea do circulo na pagina eletronica 1

Perimetro do Circulo

O perimetro € um conceito da matematica que mede o comprimento (contorno) de
determinada figura. Em outras palavras, o perimetro € a soma de todos os lados de uma
figura geomeétrica.

No caso do circule, o perimetro € chamado de circunferéncia e € calculado pelo dobro da
medida do raio (2r). Assim, o perimetro da circunferéncia € medido pela formula:

P=2x.1T

Circunferéncia

didmetro (d)

Circulo

P=2r.r

Figura 11.10: Perimetro do circulo, apresentado na pagina eletronica 1

Destacamos ainda a falha na afirmacao “No caso do circulo, o perimetro € chamado de
circunferéncia” (grifo do autor da pagina eletronica). A ideia transmitida é a de apenas mu-

darmos a nomenclatura de um objeto matematico, quando na realidade estamos trabalhando
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com uma figura com caracteristicas bem diferentes dos segmentos de reta.

Quando o aluno de ensino médio unir as definicdes de perimetro e de circunferéncia,
provavelmente questionard quais sdao os lados de uma circunferéncia e como calcular a
soma das medidas desses “lados”. Esses questionamentos ressaltam mais uma falha na

apresentacao do conteido, prejudicando sua compreensao por parte do aluno.

11.3.5 Calculo da area do circulo na pagina eletronica 2

J4 a segunda pagina eletronica comeca de forma similar ao livro A, calculando a drea
do poligono inscrito como sendo o produto do semiperimetro pela medida do ap6tema, con-

forme vemos nas figuras 11.12.

Os seguimentos de reta que partem do centro da circunferéncia e que vao até o vértice
do poligono regular sdo os raios do circulo. Assim, formando n tridngulos no poligono
regular, com base no célculo da drea de um hexdgono regular, podemos dizer que a
area de um poligono regular de n lados seria:

Sendo n . a o valor do perimetro do poligono regular

Figura 11.11: Introducdo para o calculo da area do circulo na pégina eletronica 2

Porém, percebemos claros equivocos na apresentacao do contetido. Inicialmente, passa-
se a impressao de que os Unicos raios existentes sdo os que foram destacados na figura, que
ligam o centro a cada vértice do poligono inscrito a circunferéncia. Além disso, a expressao
“que partem do centro da circunferéncia e que vao até o vértice do poligono regular” indica
desnecessariamente que o segmento seja orientado.

Continuando sua apresentacdo, o livro tenta mostrar como realizar as aproximagoes

das areas:
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A = (perimetro do poligono regular) . h
2

Agora imagine se aumentarmos o nimero de lados do poligono regular, a tendéncia é
do seu perimetro ficar cada vez mais parecido com o comprimento da circunferéncia,
e a altura de cada triangulo formado no poligono regular ficar igual ao raio do circulo.
Assim, podemos concluir gue a formula do calculo da drea de um circulo podera ser
indicada da mesma forma gue a drea de um poligono regular de n lados, veja a

relacéo abaixo:

A = (comprimento da circunferéncia) . raio
2

Figura 11.12: Apresentacdo da area do circulo na pagina eletronica 2

O livro fala sobre aumentar o nimero de lados do poligono, o que ndo tem sentido
matematico. O que de fato fazemos € construir uma sequéncia de poligonos inscritos na
circunferéncia, de forma que cada termo tenha um nimero maior de lados.

Voltando-se a apresentacao da area do circulo em si, a falta da no¢ao de convergéncia
gerard duvidas: o que significa dizer que a “tendéncia” é o perimetro ficar cada vez mais
“parecido” com o comprimento? Essa € uma “tendéncia” por ser algo que tem muita chance
de acontecer, mas ndo € certa? Ser “parecido” se refere a forma da figura, a sua medida ou
ambos? Como a altura de cada triangulo podera “ficar igual” ao raio do circulo?

Da mesma forma, a pagina fala sobre a “tendéncia” da “altura de cada triangulo for-
mado no poligono regular ficar igual ao raio do circulo”, o que parece dizer que um segmento
“se transformard” em outro. Claramente, a impressao passada estd totalmente equivocada.
O que teremos € uma sequéncia de medidas com valores diferentes, os quais se aproximam
cada vez mais de um nimero especifico.

Por fim, a pagina 2 afirma que, pelo fato de que os lados do poligono se aproximam
da circunferéncia e o apdtema se aproxima do raio, podemos concluir que “a férmula do
calculo da area de um circulo podera ser indicada da mesma forma que a drea de um poligono
regular de n lados”, transmitindo a ideia de que estamos trabalhando com uma sequéncia ndo
numérica convergente, o que ¢ um absurdo (vide Subsecdo 11.3.2).

De forma geral, a natureza do conteudo ja exige uma correlacdo entre a representacao
geométrica e a numérica. Por outro lado, é necessario ter o conhecimento da base tedrica
para tentar solucionar as dividas que o aluno possa ter ao ter os primeiros contatos com o

conteudo.
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Capitulo 12
Conclusoes

Ap6s as pesquisas bibliograficas e as andlises dos livros didaticos e paginas eletronicas,
nods concluimos que o conhecimento dos conteddos de Andlise Real é fundamental para a
formacdo do professor de matemética do ensino médio, pois sdo esses conteidos que justifi-
cam muitas afirmagdes feitas nesse nivel de ensino. Apesar de considerarmos que os alunos
de ensino médio ndo devem estudar todos os conteidos de Anélise Real, entendemos que em
alguns casos, como na defini¢do de sequéncias e nas estimativas dos demais contetidos abor-
dados, € possivel apresentar as defini¢des e as principais proposi¢coes de modo mais intuitivo,
com o fim de convencer o aluno.

Concluimos também que € possivel apresentar o conteido de forma mais eficaz quando
direcionamos nossa atencao ao desenvolvimento das competéncias apresentadas na BNCC,
tanto as gerais, voltadas a todas as disciplinas em todo o ensino basico, quanto as especificas
para o ensino de matematica no nivel médio. Da mesma forma, a utilizacdo de diferentes

registros aumenta a capacidade de compreensao e dominio do contetido por parte do aluno.
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Apéndice A

Inexistencia de Funcao Polinomial que

Represente apenas Numeros Primos

Neste apéndice, vamos dedicar nossa atencao a um fato indicado pelo livro A na Secao
3.1, Figura 3.12, mas ndo foi claramente expresso e justificado: no exemplo apresentado, a
sequéncia de nimeros primos foi representada por uma propriedade, mas nao por uma fungao
polinomial. Nosso objetivo é mostrar por que ndo seria possivel representar essa sequéncia

através de uma func¢do polinomial. Para isso, demonstraremos o fato a seguir:

Teorema A.1 Todo polinénio com coeficientes inteiros assume uma infinidade de valores

compostos.

Demonstracao: A demonstracdo deste fato foi apresentada por Morais Filho e Rocha (2019,
p. 28-32) e sera reproduzida ipsis litteris.

Por simplicidade, consideremos o caso de um polindomio de grau 2. O caso geral €
anlogo. Suponhamos que exista um polindmio p(n) = an® +bn+c;a,b,c € Z, tal que p(n)
seja primo para todo n € N. Dai, p(1) = a+b+ ¢ = g seria primo e, além disso, para qualquer

numero k € N, teriamos:

p(l+kq) = a(l+kq)*+b(1+kg)+c
= a+b+c+2akq+ (kq)> +b(kq)
= q+2akq+(kq)2—l—b(kq)
= ¢q|p(1+kq),Vk € N.

Assim, ja que p(1+ kg) é primo, necessariamente ocorre a igualdade p(1+ kq) =
q,Vk € N. Portanto, ao fazer k variar, o polindmio p(n) admitiria uma infinidade de valores

iguais, um absurdo. Logo, ndo ha polindmios geradores de primos que sempre gerem primos.
|
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Apéndice B

Propriedades Aritméticas dos Limites de

Sequéncias

Conforme vimos no Capitulo 9, os livros diddticos apenas afirmam que as proprieda-
des das poténcias para expoentes inteiros continuam validas para expoentes irracionais (ver
Figuras 8.1 e 8.3). As propriedades supramencionadas sao as seguintes:

Dadosa € R e m,n € N, temos:

Para demonstrar que as propriedades continuam vélidas para quaisquer m,n € R, €

necessario provar a proposicao a seguir:

Proposicao B.1 Dadas duas sequéncias (ay) e (by) tais que 1i_r>n ap=ae 1i_r>n b, =beum
n—roco n—soo

niimero ¢ € R, temos:
(a) lim ca, = ca
n—oo
(b) lim (a,tb,) =a+b
n—soo
(c) lim a,b, = ab
n—soo
(d) Se lim a, =0 e (b,) € limitada, entdo, lim a,b, =0
n—oo n—oo

(e) Se b, # 0, para todo n > 1, entdo lim n _ g.

n—e b,
Demonstracao:
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(a)

(b)

Se ¢ =0, temos ca,, = 0 = ca, para todo n € N. Logo, a afirmacgdo € verdadeira.

Se ¢ # 0, tomemos € > 0. Como o limite de (a,) é a, pela defini¢do de limite garanti-

mos a existéncia de um np € N tal que n > ny = |a, —al < 7k
C

Queremos mostrar que |ca, — ca| < €, para todo n > ng. Das considera¢des acima,

E
< |c|ﬂ = ¢&. Portanto, 1i_r>n ca, = ca [ |
c n—oeo

concluimos que |ca, — ca| = |c||a, —a

Considerando as hipéteses de que as sequéncias (a,) e (b,) convergem para a e b,

respectivamente, podemos fixar um € > 0 qualquer e garantir que existem ny,ny € N

tais que:
&
n>ny = la,—a <5
e

&
ok

Para n > max{ny,n,}, pelos resultados acima e pela desigualdade triangular, temos:

n>ny=|b,—b|l <

|an+bp—(a+Db)| = |an—a+b,—Db
< law—a|l+|b,—b| <€ (B.1)
e
lan — b, —(a—b)| = l|an—a— (b,—D)|
< lan—al+|—(bn—D)|
= |an—a|+|by—b| <. (B.2)
Das desigualdades B.1 e B.2, concluimos que li_r>n (an£b,) =a+b. [
n—soo

(c) Queremos mostrar que, fixado € > 0, existe ng € N tal que n > ny = |a,b, — ab| < €.

Temos:
\anb, —ab| = |anb, — anb+ ayb — ab|
< an(by, —b)+ (an —a)b|

Pelo Lema 7.2, sabemos que existe A > 0 tal que |a,| < A. Além disso, pela con-

vergéncia de (a,) e (b,), fixado € > 0, existem ny,n; € N tais que n > n; = |a, —a| <
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E €
= en>my = |by—b| < —.
o €M7 ba=bl< o4

Logo, aplicando estas desigualdades na desigualdade B.3, temos:

|anby, —ab| < |an||by —b|+ |a, — al|b|

& &
< Aot bls

= Aoa TP TE

(d) Da definigdo de limite, dizer que (a,) converge para 0 é o mesmo que dizer que, fixado
qualquer € > 0, existe ng € N tal que, para todo n > ng, temos |a,| < €.

Queremos mostrar que, fixado um 0 > 0, existe um n; € N tal que, para todo n > nj,
tenhamos |a,b,| < 6. Sabemos que (b,) é limitada, logo existe um M > 0 tal que

M > |b,|, para todo n € N. Logo, se n > ng, temos:
lanby| = |an||by| < M.

0
Como &€ € qualquer e M estd fixado, podemos considerar € = T Logo, podemos

concluir que a,b,, converge para 0. |

(e) A demonstragdo deste fato utilizara o resultado demonstrado no item (c). Observe que,

a
para todo n € N, teremos a,, = b—”bn. Logo,
n

lima, = Ilim —b,
n—oo n—eo b,

a lim a,
& lim 2= =
n—eo b, limb, b
n—soo
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Apeéndice C

O Problema da Quadratura da Parabola:

uma Aplicacao das Séries Numéricas

Como ja mencionado anteriormente, a no¢do de limite de sequéncias serd utilizada pela
primeira vez quando os alunos forem apresentados a ideia de “soma” dos infinitos termos de
uma PG. Nesta secdo, pretendemos apresentar um problema que pode ser resolvido utili-
zando vdrios conteudos que foram abordados em nosso trabalho: séries numéricas (Se¢ao
10.1), limites de sequéncias (Capitulo 7) e calculo de drea através de aproximagdes (Secao
11.1).

O termo “quadratura” era utilizado em textos antigos e se refere ao “ato ou processo
de calcular uma area” (SIMMONS, 1987). Neste problema, vamos calcular a drea de um
segmento da pardbola seguindo a solugdo proposta por Simmons (1987), o qual por sua vez se
baseou nas ideias de Arquimedes; a diferenca é que, enquanto Arquimedes apresentou uma
demonstracdo puramente geométrica, Simmons (1987) usou geometria analitica no cdlculo

das areas.

Exemplo C.1 Calcule a drea da figura delimitada pelo grdfico da pardbola e o segmento

de reta.
Observacao C.1 Denotaremos por Axyz a drea do tridngulo XY Z.

Conforme indicado na Figura C.1, a partir do segmento AB que particiona a area da
pardbola a ser calculada, tracamos o triangulo ABC, sendo C um ponto da pardbola cuja
tangente em C seja paralela a AB. Em seguida, construimos os triangulos ACD e BCE, com

D e E sendo pontos tais que as tangentes a eles sdo paralelas a AC e BC, respectivamente.
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Figura A.1

Figura C.1: Primeiro passo da quadratura da pardbola
FONTE: Simmons (1987)

Suponhamos que a parabola seja o grafico de y = ax® e que A, B e C tém coordenadas
A = (xg,axp?), B = (x2,ax2?) e C = (x1,ax;?). Nesse caso, o declive da tangente no ponto C
serd 2ax (esta é a derivada de ax;?; por fugir do escopo do nosso trabalho, a derivada serd
utilizada sem ser definida). Como a tangente em C € paralela a AB, entdo as inclinacdes da

reta tangente em C e do segmento AB serdo iguais, ou seja,

ax02 — aX22

1
2ax) = oux| = E(xo +x7).

X0 — X2

Da ultima igualdade, concluimos que a reta vertical que passa por C toca o segmento
AB em seu ponto médio P. Agora, provaremos que a drea de BCP equivale a um quarto da
area de BCE. Para isso, vamos completar o paralelogramo CPBQ. Com raciocinio analogo
ao anterior, mostramos que a reta vertical que passa por E toca o segmento BC em seu ponto
médio G e, por ser paralela aos lados do paralelogramo, toca também o segmento BP em seu
ponto médio H, conforme indicado na Figura C.2.
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B =(x, ‘axzz)

{
i
~
F

E
.\',\

23

- Figura A.2

Figura C.2: Segundo passo da quadratura da pardbola
FONTE: Simmons (1987)

Como GH ¢ uma base média do triangulo BCP, concluimos que Apcp = 4ApgH-

1 1 ) . .o
Provemos agora que FE = ZF H = ZQB' Com os conhecimentos de geometria analitica,
sabemos que:

1 1
FE = a[i(xl +x2)2] — [ax12 +2ax - E(xz —x1)]

1
= Za[(xl +x2)2 — 4x12 —4x (x2 —xl)]

1
1
= Za(xl—xz)z
e
OB = axy’— [ax12—|—2ax1(x2—x1)]
= a(x22—2ax1x2 +x12)
= a(x;—x)?
Logo, FE = 1QB— 1FH
8O IR ==

Agora, como BC ¢ uma diagonal do paralelogramo e G € a intersecdo de BC com a base

1
média FH do paralelogramo, concluimos que GH = EF H.Logo, EG=FH—-FE—-GH =
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1
—GH, de onde concluimos que
1
ABeG = SABGH -

2
Por outro lado, temos
AcGe = %ABGH~
Logo,
Apce = ApGe +AcGE = ABGH = %ABCP-

Analogamente, provamos que
1

Axcp = 4 Aace.

1 1

A A =-A —A =-A .
ACD +ABCE 1 BCP + qA4ce = yAasc

Procedendo de modo andlogo, podemos construir tridangulos sobre os lados AD, DC,
CE e EB. Somando os tridngulos sobre AD e DE, e depois somando os triangulos sobre CE

Logo,

e EB, a soma S das areas dos quatro novos tridngulos sera:

1 1 1
S=-A —A = —Aapc-
4-44cD + 4ABCE = pAABC

Realizando sucessivas repeti¢cdes desse procedimento, obteremos mais termos
1

1 1
T e ),
titEtat )

I 1

437 4%

.-+ Logo, a drea do segmento parabolico serd o resultado da série
que corresponde ao limite das somas parciais dos termos da PG com termo inicial 1 e razao

q=7-
4 7z Z, 7.
Nesse caso, conforme o que ja estudamos no Capitulo 10, a série converge para

1
l—q_
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