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Resumo

Este trabalho tem o objetivo de analisar como o processo do ensino da Matematica
pode ser facilitado com a utiliza¢do de jogos matematicos elaborados com base na BNCC e
oferecer propostas diddticas que apresentem elementos necessarios para que a participacao
dos alunos nas aulas de Matemdtica do Ensino Médio seja realizada ativamente. O intuito
€ mostrar que esse recurso didatico pode ser empregado nessa etapa da educacdo bdsica,
adotando uma nova postura educacional para auxiliar de modo eficaz e tornar satisfatéria
a aprendizagem desta disciplina. Enfatizando ainda por meio de um relato de experiéncia
que a aplicacao dos jogos matematicos traz além da possibilidade de aprender determinados
conteddos, outras situacdes de aprendizagem como: a socializag¢do, o respeito as regras, a
participacao na coletividade e a reflexdo sobre o saber perder e ganhar.
Palavras Chaves: Ensino Médio. Jogos matematicos. Recurso didético.



Abstract

This work aims to analyze how the process it can be facilitated with the use of mathe-
matical games developed based on the BNCC and offer didactic proposals that present ele-
ments necessary for the development of the game participation of students in high school
mathematics classes is held actively. The aim is to show that one can employ this teaching
resource at this stage of basic education adopting a new educational approach to assist ef-
fectively and make satisfactory the learning of this discipline. Also emphasizing through an
experience report that the application of mathematical games brings beyond the possibility
of learning certain content, other learning situations such as: socialization, respect for rules,
participation in the community and reflection on knowing how to lose and win.

Keywords:High school. Mathematical games. Teaching resources.
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Capitulo 1

Introducao

O conhecimento matematico se faz necessdrio em varias situacdes didrias, como ins-
trumento para lidar com circunstancias da vida cotidiana, apoiando outras dreas do conheci-
mento ou, ainda, desenvolvendo habilidades de pensamento.

No Ensino Médio, a Matemdtica deve ser entendida como uma parcela do conheci-
mento necessario para a formacgdo do jovem, pois contribui para a constru¢do de uma visao
de mundo e desenvolve capacidades que deles serdo exigidas ao longo da vida social e pro-
fissional.

A autora, como professora de Matematica do Ensino Médio, percebeu a necessidade
de utilizar o jogo matematico como recurso didético na realiza¢do do processo de ensino-
aprendizagem, com o intuito de mostrar que € possivel introduzir conceitos e aprofundar o
conhecimento de contetidos de forma lidica e motivadora.

A proposta deste trabalho surgiu a partir de experiéncias pessoais vivenciadas na Es-
cola de Referéncia em Ensino Médio José Pereira Burgos, em que a autora trabalha, onde
todos os anos hd um momento para a realizacdo de jogos matematicos com as turmas do
Ensino Médio.

Nessas ocasides, a empolgacdo dos alunos foi perceptivel durante o tempo em que eles
estavam jogando. Como esse evento era realizado esporadicamente, a autora se questionou
sobre a necessidade de tornd-lo mais frequente. Entdo, ela decidiu escolher este tema como
proposta para realizar seu Trabalho de Conclusdo de Curso e comegou a pesquisa bibliogra-
fica, tendo em vista seu embasamento tedrico.

Em uma conversa com outros professores de Matematica, eles afirmaram que também
sentiam a necessidade de utilizar os jogos, pois eram um 6timo instrumento para superar as
dificuldades apresentadas por alguns alunos para aprender determinados contetidos. Por sua
vez, a coordenadora pedagogica relatou que a ideia da escola, em realizar um evento com
a aplicacdo de jogos matematicos, surgiu a partir dos resultados dos indicadores avaliativos
da escola, que eram insatisfatérios. Com o objetivo de melhorar os indices, segundo ela,
a proposta pretendia levar suavidade, interacdo e dinamismo ao ensino e aprendizagem da

Matematica. Os Pardmetros Curriculares Nacionais para o Ensino Médio (PCNEM) [3] e
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a Base Nacional Comum Curricular (BNCC) [2] foram utilizados para dar suporte tedrico,
tendo em vista que suas competéncias e habilidades faziam o alinhamento entre os contetidos
selecionados e 0s Jogos propostos.

A pesquisa comegou em setembro de 2019, quando aconteceram os primeiros encon-
tros com os orientadores para analisar o tema pretendido. Nas reunides seguintes foram
discutidas as ideias para a elaborag¢do dos jogos propostos, levando em conta os contetidos
que sdo trabalhados na ultima etapa da Educacdo Bésica e as competéncias e habilidades
propostas pela BNCC [2] e pelos Parametros Curriculares Nacionais para o Ensino Médio
(PCNEM) [3].

Neste trabalho s@o apresentados jogos matematicos inéditos e propostas didéticas, en-
volvendo contetddos que fazem parte do curriculo do Ensino Médio. Tendo como objetivo
motivar e despertar o interesse do aluno em aprender Matemadtica, construindo um novo con-
ceito de aprendizagem e um olhar diferente para o universo da disciplina. Enquanto suporte
metodoldgico, o jogo € uma alternativa muito positiva e estimulante da aprendizagem da
Matematica, uma vez que historicamente essa disciplina traz uma carga de dificuldades e

angustias entre professores e estudantes.

1.1 Objetivos

O objetivo geral deste trabalho é estimular a aprendizagem da Matemética no Ensino
Médio através de jogos, que sdo recursos didaticos que permitem ao aluno criar, testar e
refazer o raciocinio para se chegar a um propdsito, despertando o interesse € o gosto pelo
estudo da disciplina.

Para que o objetivo geral seja alcangcado tem-se como objetivos especificos:

* Perceber como diversos povos em diferentes épocas utilizavam os jogos;

* Mostrar que a Matematica pode ser entendida através de jogos que apresentam situa-

¢oes desafiadoras;

* Ressignificar conceitos previamente aprendidos de uma forma motivadora para os alu-

nos;

* Explorar elementos como a inclusdo, criatividade, interacio social e conscientizacao

sobre a importancia do trabalho em grupo;

* Proporcionar a participacao ativa dos alunos na constru¢do do seu proprio conheci-

mento.



1.2 Organizacao

Neste trabalho, € mostrado como os jogos matematicos podem tornar as aulas mais di-
vertidas e agraddveis. Ao utilizar os jogos, hd uma oportunidade de socializagao dos alunos,
pois existe cooperacao e participacdo da equipe na busca de resolver o problema proposto e
consequentemente alcangar a vitoria. Entretanto, para que isso aconteca, o professor precisa
planejar e ofertar um jogo interessante e desafiador, que incite o aluno a buscar a solugdo
para os desafios propostos.

Para que nosso objetivo seja alcancado, além deste capitulo, este trabalho estd assim
organizado:

No segundo capitulo, sdo destacados alguns aspectos, como a utilizagdo dos jogos
matematicos ao longo da histéria por diversos povos, a relacdo entre as funcdes lidica e
educativa, a classificacdo dos tipos de jogos mateméticos para que se possa escolher o mais
adequado para cada situacdo em que serd utilizado, as vantagens de sua utilizacdo, mostrando
a importancia dos jogos como recurso diddtico no processo de ensino-aprendizagem.

No terceiro capitulo, serdo apresentados os jogos elaborados pela autora com o auxilio
dos orientadores, retratando a motivacdo para elaboragdo de cada jogo, e ainda, destacando
algumas caracteristicas, como o conteido com o qual estd relacionado, o material utilizado,
as regras que devem ser obedecidas e a apresentacdo tedrica de forma breve do contetido
abordado em cada jogo.

No quarto capitulo, serdo apresentadas propostas diddticas para trabalhar contetdos
do Ensino Médio utilizando os jogos matemdticos, expostos no Capitulo 3, como recursos
didéticos.

No quinto capitulo, serdo relatadas: a experiéncia da aplicacdo de uma proposta dida-
tica em uma turma do Ensino Médio de uma escola publica estadual, a aplicacdo e andlise de
um questiondrio com enfoque na importancia da utilizacao do jogo nas aulas de Matemdtica
e a experiéncia da criacdo e elaboragdo dos jogos propostos no Capitulo 3.

No sexto capitulo, serd apresentada a conclusdo a qual chegou-se com a realizacdo do
trabalho.

Por fim, seguem as Referéncias Bibliogréficas e os Apéndices, nesta ordem.



Capitulo 2

Os jogos matematicos como recurso
didatico no processo de
ensino-aprendizagem da Matematica

Neste capitulo, sdo abordadas algumas particularidades sobre os jogos matematicos
como sua utilizacdo ao longo da histéria por diversos povos, a relagdo existente entre as
fungdes ludica e educativa, a classificagdo dos seus tipos para a escolha adequada em cada
situacdo em que serd utilizado e as vantagens de sua utilizacdo. O propoésito € ressaltar sua

importancia como recurso didético no processo de ensino-aprendizagem.

2.1 Os jogos matematicos ao longo do tempo

Os jogos estdo presentes no cotidiano da humanidade desde os tempos mais longinquos
e até hoje podem ser encontrados em diferentes sociedades.

De acordo com KISHIMOTO [12], “a origem dos jogos ndo pode ser identificada e
nem datada, uma vez que sempre esteve presente no cotidiano de diversos povos de épocas
bem distintas, nas quais através de suas dinamicas sociais e histdricas deixou marcas em
seus praticantes”. Para HUIZINGA [10], “o jogo é tdo antigo quanto a civiliza¢do e o puro
e simples ato de jogar constitui uma das principais bases desse povo. Além disso, relata que
0 jogo € mais antigo que a cultura, pois esta, mesmo em suas definicdes menos rigorosas,
presume sempre a sociedade humana”.

Dentre os mais diferentes jogos existentes, destacam-se os jogos matemdticos. Se-
gundo NETO [18], sdo aqueles que ndo possuem componentes do acaso e nem informacao
subentendida, sendo também designados por jogos de informagdo perfeita ou jogos abstra-
tos. Tendo como exemplo os puzzles (quebra-cabecas), os jogos de tabuleiro e os problemas
e atividades simples, como charadas ou enigmas. De acordo com BORIN [6], esses jogos
estimulam o raciocinio e aperfeicoam elementos como observagdo, concentracao, andlise e

atencdo, que sao fundamentais para o aprendizado de Matematica.
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A histéria dos jogos matematicos remonta hd milénios antes de Cristo e as referéncias
histdricas sdo encontradas em registros das mais antigas civiliza¢des em diferentes épocas,

conforme serdo destacadas adiante.

Segundo O'CONNOR [42], a Matemdtica grega produziu muitos jogos sob a forma de
quebra-cabecas cldssicos. Talvez os mais famosos sejam de Arquimedes de Siracusa (287
a.C.-212 a.C.) apresentados no livro O Contador de areia , citado por MENDELL em [41]
onde ele propde um dos desafios que mais se destaca que € o Problema do Gado que € assim

anunciado: “Se fores diligente e sabio, 6 estranho, calcule o nimero de gado do Sol ---”

Conforme o egiptdlogo Pierre Montet (1885-1966) afirma em [15], os egipcios eram
jogadores que jogavam por passatempo, muito embora até os inimigos resolvessem suas

diferencas por meio desse entretenimento.

Segundo MURRAY [17], as primeiras civilizacdes que registraram a existéncia de
artefatos definidos como jogos de tabuleiros, achados por arquedlogos, foram as do Egito e
da Babilonia. O mais antigo deles, ainda composto por todas as suas pecas, foi descoberto
ao norte de Abidos, no Egito, mas as regras que explicavam como joga-lo ndo sobreviveram.
Um desses jogos mais conhecidos € o Senet, de acordo com BELL [1], é um jogo egipcio
de tabuleiro, dividido em trés fileiras de dez sessdes, que embora nao se tenha conhecimento
exato de suas regras, tratava-se de um jogo de estratégia; sua constru¢do variava bastante com
relacdo aos materiais e técnicas empregados, alguns gravados em pedra, outros moldados em

barro ou em madeira.

Os chineses, para se divertir € ocupar o tempo, criaram varios jogos € passatempos que
utilizavam a Matemdtica. Segundo MURRAY [17], no que diz respeito ao famoso jogo Go,
ha evidéncias que tenha evoluido de algum objeto utilizado para marcar datas e épocas do
ano. Uma lenda, no entanto, afirma que este foi criado como um instrumento do imperador
Yao (2337-2258 a.C.) para educar seu filho Danzhu na disciplina, na concentracdo e no
equilibrio. Além desta versao, de acordo com SILVA [48], outras versdes para a criagao desse
jogo € que ele surgiu com propdsitos divinatdrios para controle de enchentes, como simbolo
da ordem cosmoldgica e para ser usado por generais chineses para estabelecer estratégias de

guerra.

A histdria dos jogos matemadticos estd ligada a nomes de grandes matematicos. Vale
a pena citar Arquimedes de Siracusa (287 a.C.-212 a.C.) que de acordo com O’'CONNOR
[42], criou quebra cabecas cldssicos e também inventou uma divisdo de um quadrado em 14
pecas, levando a criagdo de um jogo semelhante ao Tangram, exposto em [45]; Leonhard
Euler (1707-1783), que criou os quadrados latinos que foram utilizados na criacdo do Sudoku
conforme afirma YOUNG em [46] ; Edouard Lucas (1842-1891), que criou a Torre de

Hanéi, como pode ser visto em [28].



2.1.1 Breve histérico de alguns jogos matematicos

Muitos jogos matemaéticos conhecidos, como o Tangram, os Quadrados méagicos, o Su-
doku, a Torre de Hanéi e o Ouri, embora tenham sido usados por muito tempo apenas como
diversdo, foram contribuindo como elementos estimuladores do raciocinio, € nos dias atuais,
tém auxiliado como recurso didatico no processo de ensino-aprendizagem da Matemética.

Adiante serd apresentado um breve histérico de cada um desses jogos e algumas de
suas caracteristicas serdo destacadas.

Tangram

De acordo com MOREIRA [32], o Tangram é um quebra-cabega chinés, de origem
milenar, formado por sete pecas a partir de um quadrado. Apresenta regras bem simples:
todas as pecas devem ficar em contato e ndo pode haver sobreposicao. As pecas que fazem
parte do Tangram, conforme podemos ver na Figura 2.1 sdo: dois tridngulos grandes, dois

triangulos pequenos, um tridangulo médio, um quadrado e um paralelogramo.

Figura 2.1: Tangram.

[Fonte:www.espacoeducar.net.com]

Segundo READ [20], o criador e vendedor de quebra-cabegas Sam Loyd (1841-1911)
apresentou uma histdéria imagindria acerca da origem do Tangram no livro intitulado como
Oitavo Livro de Tan. Loyd alegou que o Tangram tinha varios milénios de idade, embora
ndo soubesse exatamente a data de seu surgimento e acreditasse que sua origem tivesse sido
durante a dinastia chinesa Song, entre os anos de 960 e 1279 d.C. A referéncia mais antiga
de sua utilizacdo € descrita em um livro publicado na China em 1813 que segundo ele foi
trazido por um capitdo de um navio americano.

Conforme afirma MOREIRA [32], ndo ha anotacdes historicas que comprovem a ori-
gem da palavra Tangram embora existam vdrias versdes. Uma dessas, relata que a origem da
primeira parte —tan— € muito duvidosa e abstrata e como existem vdrias tentativas de expli-
cacdo, estd relacionada a dinastia Tang (618-906), uma vez que em certos dialetos da China
a palavra Tang € sindbnima de “chinés” e a parte final da palavra —gram— significa “algo de-
senhado” ou “escrito como um diagrama”. E uma outra versdo, de sua origem etimoldgica
estd ligada a palavra chinesa "Tchi Tchiao Pan", cuja tradugdo seria “os sete pedacgos inteli-

gentes” ou ‘“‘sete pecas da sabedoria”. Quanto a sua origem, também existem vdrias lendas,
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dentre elas serdo destacadas algumas dessas versdes apresentadas por SMOLE et al. [22]:

O mensageiro e o Imperador

“Ha cerca de 4000 anos atrds, um mensageiro partiu o espelho quadrado do
imperador Tan, quando o deixou cair ao chao. O espelho partiu-se em sete pe-
dacos. Preocupado, o mensageiro foi juntando as sete pecas, a fim de remontar
o quadrado. Enquanto tentava resolver o problema, o mensageiro criou cente-

nas de formas de pessoas, animais, plantas, até conseguir refazer o quadrado.”

O discipulo e o mestre

“Um jovem chinés despedia-se do seu mestre para fazer uma grande viagem
pelo mundo. Nessa ocasido, o mestre entregou-lhe um espelho de forma qua-
drada e disse:

— Com esse espelho, registrards tudo o que vires durante a viagem para me
mostrares na volta.

O discipulo, surpreso, indagou:

— Mas mestre, como poderei mostrar-lhe, com um simples espelho, tudo o que
encontrar durante a viagem?

No momento em que fazia essa pergunta, o espelho caiu de suas maos e
quebrou-se em sete pegas.

Entdo o mestre disse:

— Agora poderds, com essas sete pecas, construir figuras para ilustrar o que

viste durante a viagem.”

O Senhor Tan e o azulejo

“Era uma vez, num pais muito distante, um senhor chinés chamado Tan. O
senhor Tan vivia num paldcio dourado, junto de um lago. O que ele mais
adorava era passear a volta do lago durante horas a fio... Um dia, enquanto
vagueava no meio dos juncos, viu no chao um objeto brilhante. Abaixou-se
e descobriu um magnifico azulejo de prata. Apanhou-o e admirou-o pois o
azulejo era liso como a superficie do lago, macio como uma pluma, brilhante
como o seu traje. Quis vird-lo, mas... infelizmente, o lindo azulejo escapou-lhe
das maos e partiu-se no chdao em 7 pedacos. O senhor Tan, desiludido, tentou
reconstitui-lo. Juntando as pegas, criou a forma de uma pequena personagem.
Deslocou mais umas pecas e, para seu espanto, formou-se uma linda casa.
O senhor Tan regressou ao paldcio muito entusiasmado por ter inventado um
novo jogo, o qual deu o nome de Tangram e mandou fabricar um para cada

habitante do seu reino.”

Se tais histdrias sao verdadeiras ndo se sabe, no entanto, essa € a esséncia do Tangram:

um quadrado que pode ser confeccionado com diversos materiais, madeira e papel, que ao
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ser decomposto em sete outras formas geométricas, possibilita a criagdo de inimeras figuras—
em verdade de acordo com IMENES [26], a partir dessas pecas, é possivel criar € montar
cerca de 1700 figuras que representam animais, plantas, pessoas, objetos, letras € nimeros.
O Tangram instiga a criatividade e o raciocinio 16gico, utiliza ludicidade, sendo natu-
ral imagind-lo importante para o ensino da Matematica. Segundo IMENES [26], € possivel
utilizd-lo na identificacdo de formas geométricas, na composicdo e decomposicao de figuras,
nas relacdes entre os elementos de uma figura, na exploragdo dos conceitos de perimetro e
area de figuras planas, na resolucao de situacdes problema envolvendo propor¢ao e razao, e

na observagdo de simetrias e semelhangas. Para histéria do Tangram,vide também [43].

Quadrados magicos

Os quadrados maégicos sdo considerados um dos desafios matematicos mais antigos
e intrigantes. Em relacdo a sua origem existem diversas versdes, mas hd uma evidéncia
maior que tenha vindo da China por volta de 3000 a.C. Para FULTS [8], os chineses foram
os primeiros a descobrir as propriedades dos quadrados mégicos e provavelmente foram
também seus inventores. Essa referéncia traz, ainda, uma lenda sobre a origem do jogo:
A lenda conta que o imperador da antiga China, chamado Yu, da dinastia Hsia, costumava
caminhar com frequéncia nas margens do rio Lo. Certo dia, observou a presenca de uma
tartaruga, que possuia um casco diferente, onde se podia notar as marcas de pontos e alguns

quadros, conforme pode ser visto na Figura 2.2.

Figura 2.2: Tartaruga encontrada pelo imperador Yu no rio Lo.

[Fonte: FULTS,1974]

O imperador Yu pegou a tartaruga pela cauda e comecou a contar os pontos nos qua-
dros, observando que cada um possuia quantidades diferentes de pontos variando de um a
nove e, para seu espanto, notou que somavam quinze em todas as dire¢des, como se fossem
algarismos mdgicos, como pode ser visto na Figura 2.3. A este padrdo encontrado no casco
da tartaruga, deu-se o nome de Lo Shu, pois na época achava-se que esses tipos de quadra-
dos tivessem poderes especiais, fazendo com que muitos usassem gravados em metal ou em
pedra, em forma de amuletos ou talismas.
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Figura 2.3: O padrio Lo Shu e o quadrado magico.
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[Fonte:www.commons.wikimedia.org]

Segundo SANTINHO [47], atribuiu-se ao Lo Shu um cardter enigmaético, pois entendia
que ele era o elemento que reunia os principios basicos que formavam o Universo. De fato,
os numeros que apareciam no Lo Shu ndo estavam dispostos de modo aleatdrio, tendo seu
significado, conforme ele anunciara:

* “os nimeros pares simbolizavam o principio feminino, o Yin:
* 0s ndmeros impares simbolizavam o principio masculino, o Yang;

* o numero 5 representava a Terra e ao seu redor estavam distribui-
dos os quatro elementos principais, a 4gua nos nimeros 1 e 6, o
fogo nos nimeros 2 e 7, a madeira nos nimeros 3 e 8, os metais
nos numeros 4 ¢ 9.”
Na Figura 2.4, podem ser observadas a representagdo mistica do Lo Shu e a relagdo
entre os nimeros e os elementos.

Figura 2.4: A representac¢do mistica do Lo Shu.
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[Fonte: www.ime.ufg.br/bienal/2006/mini/miriam.rosa.pdf]

De acordo com POSSAMALI [33], os quadrados mégicos ficaram conhecidos na Europa
a partir da obra “Tratado de Quadrados Magicos” do escritor Manuel Moschopoulos (1282-
1328), que segundo BROWN [40] foi um estudioso e professor bizantino bem conhecido

pelos classicistas por seu trabalho na edi¢do e parafraseamento de textos gregos classicos.

12



Na época, os quadrados mdagicos eram relacionados a Alquimia, sendo gravados em uma
placa de prata para serem usados como amuleto contra a Peste Negra, doenca devastadora

que ocorreu na segunda metade do século XIV, na Europa.

Ainda segundo SANTINHO [47], na Idade Média se tornaram muito populares pelo
seu uso em talismas onde eram associados aos planetas. O fisico alemao Heinrich Cornelius
Agrippa (1486-1535) construiu sete quadrados mégicos e lhes atribuiu um significado as-
trondmico, de modo que representavam simbolicamente os sete planetas conhecidos por ele
incluindo o Sol e a Lua (Mercurio, Vénus, Marte, Japiter, Saturno, o Sol e a Lua). Além de
todas essas conotacgOes misticas, SANTINHO [47] enfatiza que os quadrados magicos tam-
bém despertaram interesse em alguns matematicos pelos problemas dificeis que originaram,

em relacdo a sua construcao, classificacdo e enumeracgao.

Um quadrado magico de ordem 7 é um arranjo quadrado de n* elementos distintos,
dispostos de tal maneira que os nimeros de uma linha qualquer, de uma coluna qualquer ou
das diagonais t€ém a mesma soma chamada soma mdgica do quadrado. A ordem do quadrado
magico corresponde ao nimero de elementos de uma linha, uma coluna ou uma diagonal.
Os elementos utilizados para realizar a soma mégica podem ser nimeros positivos, nimeros
negativos, fracdes ou poténcias. Os quadrados magicos também oferecem a possibilidade
de mudancgas na sua realizagdo: em vez de apresentar uma soma magica pode ser utilizado
um produto magico. Além de ser um jogo de facil abordagem, ele desperta a curiosidade e
pode ser utilizado para abordar os conjuntos dos niimeros naturais, dos nimeros inteiros e

dos nimeros racionais.

Sudoku

O ancestral do Sudoku, como afirma NUNES [39], ndo é o quadrado magico. A ndo
ser pela presenga de niimeros e pelo formato, o Sudoku nio guarda quase nenhuma relagdo

com o jogo citado, mas tem tudo a ver com o quadrado latino.

Ainda de acordo com NUNES [39], esses quadrados foram uma constru¢do matema-
tica concebida pelo matemético suico Leonhard Euler (1707-1783) no século X VIII. Foram
apresentadas duas versdes para o objetivo da criacdo dos quadrados latinos: uma delas diz
que o jogo nasceu da tentativa de resolver um problema comum nas familias, que era fazer
os filhos se interessarem por Matematica; a outra é que teria sido proposto um desafio ao
matematico, no qual trinta e seis oficiais do exército, cada um com uma patente, teriam que
ser dispostos em seis regimentos diferentes, de tal forma que nao fossem repetidos nem o re-
gimento e nem a patente. Euler resolveu o problema desenvolvendo um quadrado de ordem
n, ou seja, uma matriz quadrada de ordem n preenchida com n simbolos de tal forma que
o mesmo simbolo nunca se repetia na mesma linha ou coluna como pode ser observado na
Figura 2.5.
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Figura 2.5: Quadrado latino
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[Fonte: https://www.matematica.com.br/blog]

De acordo com TEIXEIRA [29], o Sudoku foi projetado por Howard Garns (1905-
1989), um arquiteto aposentado de 74 anos de idade e construtor independente de puzzles,
baseando-se nos quadrados latinos. Ele adicionou ao quadrado latino uma grade parcial-
mente preenchida onde o solucionador deveria preencher os demais quadros vazios, criando,
assim, a sua versdo. O formato com 9 linhas e 9 colunas se tornou popular quando comegou
a ser publicado nos EUA, na década de 1970 na revista americana Math Puzzles and Logic
Problems, da editora Dell Magazines, especializada em desafios e quebra-cabecas. A editora
deu ao jogo o nome de Number Place, usado até hoje nos Estados Unidos. A Figura 2.6

apresenta um exemplar de um Number Place publicado em 1992.

Figura 2.6: Exemplar de um Number Place publicado na revista Dell Magazine.
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[Fonte: https://motris.livejournal.com]

De acordo com a revista Sientific American Brasil [27] em 1984, a Nikoli, maior em-
presa japonesa de quebra-cabecas, descobriu o0 Number Place e decidiu leva-lo ao Japdo, e
14 foi denominado de Sudoku — “nimero tnico”, “nimero sozinho”. Em 1986, depois de
alguns aperfeicoamentos no nivel de dificuldade e na distribuicdo dos nimeros, o Sudoku
tornou-se um dos jogos mais vendidos do Japao e apesar de toda a popularidade conquistada
nesse pafs, ndo conseguiu atrair a mesma atencdo no Ocidente até o final de 2004. Um juiz
neozelandés aposentado, Wayne Gould, teve contato com a diversdo em 1997 e dedicou seis
anos para montar um programa de computador que gerasse novos jogos rapidamente. Em 12
de novembro de 2004, o jornal The Times tendo adquirido o programa deu o pontapé inicial

e cinco meses depois em abril de 2005, o jogo ja havia conquistado muitos outros jornais.
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Aqui no Brasil, € divulgado desde 1994 pela Revista Coquetel do Grupo Ediouro. Em [44]
pode-se obter mais informacdes a respeito da histéria desse jogo.

De acordo com TEIXEIRA [29], o Sudoku esta estruturado como um quebra-cabecgas
em formato de um quadrado dividido em 7 linhas e n colunas que deve ser preenchido com n
simbolos diferentes onde cada simbolo aparece uma sé vez em cada linha e em cada coluna.
Os elementos utilizados para o seu preenchimento podem ser os mais variados possiveis,
numeros, letras, formas geométricas e desenhos, por exemplo. De acordo com os simbolos
escolhidos para preenché-lo, pode ser utilizado com alguns conteidos matematicos como
fragdes, conjuntos numéricos e geometria plana.

Segundo NUNES [39], o Sudoku tem conquistado adeptos no que diz respeito a sua
aplicacdo como recurso didatico nas aulas de Matemadtica, pois seu processo de resolucao
tém aumentado grandemente a simpatia dos alunos com os contetdos relacionados a maté-
ria, impulsionando seu aproveitamento e obtendo resultados satisfatérios. Por sua prépria
natureza, o Sudoku ndo serve apenas para levar diversdo para a sala de aula, ele também
estimula o raciocinio 16gico e a concentracdo, jd que para preencher os espagos vazios, O

jogador deve analisar e justificar mentalmente as acoes realizadas em cada jogada.

Torre de Hanoéi

De acordo com SILVA [35], em meados de 1883, o matematico francés Francois Edou-
ard Anatole Lucas (1842 — 1891), com o pseudonimo de Claus, um anagrama de seu nome,
apresentou ao mundo um jogo matematico que hoje € conhecido como “Torre de Han6i”,
“torre de bramanismo” ou ainda como o “jogo do fim do Mundo”. Segundo SOUZA [36],
Lucas o incluiu no terceiro volume da sua obra Récréations Mathématiques, publicada tam-
bém em 1883. Esta primeira publicacao dizia que o jogo teve origem em Handi, no Vietna,
tornando-se muito popular na China e no Japao, sendo oferecida uma quantia de mais de um
milhdo de Francos para quem resolvesse o problema da Torre de Handi com 64 pecas. Neste
mesmo ano, 0 jogo passou a ser comercializado como brinquedo, cuja capa esté representada
na Figura 2.7.

[http://olmo.pntic.mec.es/ aserral0/articulos/hanoi.html]

Segundo WATANABE [24], a razao para os outros dois nomes dados a Torre de Hanoi,
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reside no fato de Lucas ter anexado ao jogo uma histéria de uma antiga lenda hindu que dizia
o seguinte:

“O templo de Benares, cidade santa da India, sob a ctpula que marcava o cen-
tro do mundo, existia uma bandeja de bronze com trés agulhas de diamantes,
cada uma de um palmo de altura e da grossura do corpo de uma abelha. Du-
rante a Criacdo, Deus colocou 64 discos de ouro puro em uma das agulhas, o
maior deles imediatamente acima da bandeja e os demais, cada vez menores,
por cima. Esta torre foi chamada de Torre de Brahma. Durante o dia e a noite
os sacerdotes trocariam os discos de uma agulha para outra, de acordo com as
leis imutdveis de Brahma. Essa lei dizia que o sacerdote do turno ndo poderia
mover mais de um disco por vez, e que o disco fosse colocado na outra agulha,
de maneira que o debaixo nunca fosse menor do que o de cima. Quando todos
os 64 discos tivessem sido transferidos da agulha colocada por Deus no dia da
Criacdo para outra agulha, ao se terminar esta tarefa, o templo se reduziria a

p6 e com um estrondo de trovdes o mundo se acabaria.”

Ainda de acordo com SOUZA [36], esse jogo consiste em uma torre com oito discos
com furos centrais, inicialmente empilhados por tamanhos decrescentes em trés hastes ver-
ticais, tendo como objetivo transferir a torre inteira para uma das outras hastes, movendo
apenas um disco de cada vez e nunca colocando um disco maior em cima de um menor,
como pode ser observado na Figura 2.8.

Figura 2.8: Torre de Hanéi

R
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[http:olmo.pntic.mec.es/ aserralO/articulos/hanoi.html]

A Torre de Hanéi € o jogo mais conhecido do mundo matematico, segundo SILVA [35],
pois mesmo apresentando diversos niveis de dificuldade em decorréncia da variabilidade da
quantidade de discos disponiveis, € aplicado em todos os niveis de ensino desde a educa-
cdo infantil até o ensino superior. Este jogo possui regras muito simples e pode estimular
as habilidades mentais de concentracdo, planejamento das acoes, diferenciacdo das formas

geométricas, percep¢do de tamanho e forma. Além de proporcionar o estabelecimento de
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estratégias para a transferéncia das pecas, para a contagem dos movimentos e para a utili-
zacdo do raciocinio indutivo e das relagdes de recorréncia. Envolve a l6gica e desenvolve o
raciocinio matemadtico, e a partir dele podem ser abordados implicitamente alguns conteidos
matematicos como contagem, potenciacdo, conceito de diferenciacdo de dreas, funcao expo-

nencial, no¢des do principio de Indugdo Finita.

Jogo Ouri

O jogo matematico africano “Ouri” pertence a uma familia de jogos de tabuleiro de-

ez

signados por Mancala e “é considerado o mais difundido no Brasil” como afirma BAR-
RETO [31]. Conforme ¢é definido por WALKER [25],“Mancala é um jogo de tabuleiro de
contar e capturar, jogado por duas pessoas, num tabuleiro contendo dois, trés ou quatro fi-
leiras paralelas de depressoes no formato de copo ou simplesmente buracos, utilizando um

predeterminado numero de pecas idénticas ou sementes”, como pode ser visto na Figura 2.9.

Figura 2.9: Tabuleiro do Ouri.
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BARRETO [31] afirma que o Ouri € um dos jogos mais conhecidos da familia Mancala
porque possui regras compreensiveis e pode ser utilizado por criangas e adultos. Possibilita
o desenvolvimento de estratégias enquanto os jogadores analisam as pegas no tabuleiro e as
chances de jogadas presentes no jogo. Apesar de muito simples, ndo basta apenas conhecer
suas regras para saber jogar, uma vez que € de pura habilidade mental baseada em contagem,
e nao envolve nenhum elemento externo de sorte ou azar. Requer cdlculo e reflexao, pois
€ necessdrio saber escolher com seguranga entre as hipoteses possiveis que se oferecem em
cada jogada, bem como prever os ataques do adversdrio. Seu objetivo € realizar uma grande
colheita, e desse modo, o jogador que colher mais sementes até o final da partida, ganha.
No Apéndice A, encontram-se as instru¢des do jogo Ouri, descricdo do material utilizado e
das regras e procedimentos para sua realizacdo. Ainda segundo BARRETO [31], este jogo
desperta o interesse € mobiliza a atividade do aluno na Matemdtica, pois alia raciocinio,
estratégia e reflexdo com desafio e competicdo. Sua pratica contribui para o desenvolvi-
mento da capacidade de formalizacao de estratégias, memorizagdo e interacdo social, ja que

proporciona atividades cooperativas de aprendizagem orientadas para a inclusdo e troca de
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conhecimento de forma lidica. Sendo possivel, por meio de sua utiliza¢do, explorar con-
teidos mateméaticos como contagem, andlise de possibilidades e operagdes bésicas, como a

adicdo e a subtracdo.

Conclusoes

Depois de realizada a pesquisa para o embasamento desta subsecdo, ndo foram encon-
tradas referéncias que apresentassem uma motivacdo pedagdgica para a criacdo dos jogos
mencionados, até mesmo porque na época que eles foram criados ndo existia o interesse em
trabalhé-los didaticamente. Porém, a presenca de elementos matemaéticos fez com eles sejam
empregados nas salas de aula. O xadrez, o dominé e o jogo de damas também ndo foram
criados para fins educacionais, mas sao utilizados para se trabalhar com a Matematica. Foi
encontrada uma extensa lista de referéncias que abordavam a sua aplicagdo como recurso di-
datico para a apresentacao e explanacdo de conteidos que estdo presentes no Ensino Médio.

A escolha dos cinco jogos abordados nesta subsecao foi motivada pelo fato de além
de apresentarem um histdrico interessante, permitem abordar temas trabalhados no Ensino
Médio. Com o Tangram, podem ser trabalhados os seguintes assuntos: areas € perimetros
de figuras planas, razdes de semelhanca, teorema de pitdgoras, razdes trigonométricas no
tridangulo retangulo e leis do seno e do cosseno. J4 com os quadrados magicos podem ser
explorados os conjuntos dos nimeros naturais N, dos nimeros inteiros Z e dos nimeros
racionais Q. Com a Torre de Handi podem ser trabalhados a andlise de possibilidades, as
poténcias e suas propriedades, funcdo exponencial e o Principio de Inducdo. Por sua vez, o
Sudoku e o Ouri treinam elementos como concentracao, atencao e agilidade, que sdo impor-
tantes para o desenvolvimento intelectual e cognitivo dos alunos.

Na préoxima secao, serd abordada a classificacdo dos jogos matemadticos, de acordo
com as situacdes em que serdo aplicados.

2.2 Classificacao dos jogos matematicos

Segundo LARA [13], o jogo ao ser concebido no ensino da Matematica apenas como
um processo de capacitacdo e memorizagdo, serd considerado um exercicio repetitivo, mas
se for realizado a partir de um momento de conquista, de criacdo e de investigacao, serd visto
nao s6 como um instrumento de diversdo, mas principalmente como um veiculo para a cons-
trucao do conhecimento. Além disso, pode-se mostrar que a Matemdtica € um conhecimento
dindmico que pode ser construido de diferentes maneiras. Desse modo, enfatiza-se que, nem
sempre a resolucao de atividades repetitivas desenvolve a capacidade de autonomia do aluno,
mas esta pode ser desenvolvida por meio dos jogos, uma vez que envolvem regras e tomadas
de decisdes em grupo.

Com essa compreensdo, LARA [13] classifica os jogos no ensino da Matemaética de

acordo com sua utilizagdo e a situacdo a ser vivenciada:
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Os jogos de construcao

Sao jogos que trazem ao aluno um assunto desconhecido, fazendo com que através
da manipulacdo de materiais ou de perguntas e respostas, ele sinta a necessidade de uma
nova ferramenta ou um novo conhecimento para resolver determinada situagdo-problema
proposta. Permitem a compreensao de alguns conceitos matemdticos que sao apenas trans-
mitidos pelo professor e memorizados sem um real entendimento pelo aluno, prejudicando
o aprendizado. Sao utilizados para introduzir algo, explicar e exemplificar o que precisa ser
ensinado, pois visualizando, participando e entendendo a funcdo de cada elemento, a apren-
dizagem ocorrerd de forma mais rdpida. Nesse tipo de jogo, se exije mais do professor, tanto
na elaboracio quanto na execu¢do. Com efeito o aluno esta com seu conhecimento limitado,
precisa ser instruido e guiado na busca de conhecimento e informagdes novas. O objetivo
do professor é fazer com que o discente atinja niveis mais avancados do desenvolvimento
da capacidade de criacdo, pois se enquadra na tendéncia pedagégica Construtivista baseada
nas ideias de Jean Piaget (1896-1980), um dos maiores pensadores do século XX. A Torre
de Handi (ver Subsecdo 2.1.1) é um exemplo desse tipo de jogo, assim como o jogo Bata-
lha Naval, que com frequencia aparece em livros didaticos de Matematica sendo usado, por

exemplo, para introduzir o sistema de coordenadas cartesianas.

Os jogos de treinamento

Sao aqueles utilizados para fixar determinado conhecimento ou pensamento matema-
tico, nao com o intuito de memoriza-lo, mas de generaliza-lo. Além disso, pretendem au-
mentar seu nivel de confianca ao familiarizar-se com o novo conhecimento adquirido, uma
vez que auxiliam no desenvolvimento de um pensamento dedutivo ou 16gico mais 4gil. Pode
ser utilizado para verificar se o discente adquiriu ou ndo determinado conhecimento, uma
vez que, com sua participagdo ativa nos jogos, o professor podera perceber suas dificuldades
e elaborar adequados procedimentos para auxilid-lo. Esse tipo de jogo tem uma vantagem
incontestavel: substitui aulas desinteressantes que apresentem exercicios repetitivos, que
muitas vezes se tornam mecanizados e enfadonhos, por uma atividade prazerosa e motivante
onde o aluno passa a ser ativo e construtor de seu conhecimento. As listas de exercicios nao
sdo inadequadas, mas as vezes a forma como sdo elaboradas ou propostas sdo desmotivantes
e cansativas, tirando o interesse do educando em praticar e execitar o que aprendeu. Os qua-

drados magicos e o Sudoku (ver Subse¢do 2.1.1) sdo exemplos desse tipo de jogo.

Os jogos de aprofundamento

Sao utilizados pelo professor apds o aluno ter compreendido determinado assunto para
que o aplique na resolucao de situa¢des-problema. A resolucdo de problemas € um exercicio
bastante conveniente para que o discente compreenda a utilidade do contetdo, e esse tipo de

atividade pode vir sob a forma de jogos. Através desses jogos também pode-se fazer uma
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articulacdo entre diferentes conteidos que ja tenham sido abordados pelo docente. Os jogos
Descobrindo Funcdes, Ligando pontos no plano e Juntando 4 que serdo apresentados no Ca-

pitulo 3, sdo alguns exemplos desse tipo de jogo.

Os jogos estratégicos

Sao jogos que trabalham habilidades que compdem o raciocinio l6gico. Os alunos
leem as regras e buscam caminhos para atingirem o objetivo final, por meio do desenvolvi-
mento de estratégias em que ele possa atuar como jogador e resolver as situagdes que o0 jogo
cria. Utilizando mecanismos para isso, criam hipéteses, desenvolvem um pensamento sisté-
mico e buscam muiltiplas alternativas para resolver um determinado problema. E ideal para
o educando corrigir possiveis erros e aperfeicoar seu raciocinio 16gico, indispensavel para
compreender Matemadtica. Os Pardmetros Curriculares Nacionais: Matematica (PCN) [5]
ressaltam a importancia dos jogos de estratégias para o ensino da Matemadtica e destacam que
eles partem da execucao de exemplos praticos e ndo da repeti¢do de modelos de procedimen-
tos prontos e com isso desenvolvem habilidades especificas para a resolu¢cdo de problemas.
O jogo Ouri (ver Subsecao 2.1.1 e descricao no Apéndice A) e o xadrez se enquadram nesse
tipo de jogo.

Os jogos geométricos

Tém como objetivo desenvolver a habilidade de observacdo e o pensamento 16gico
dentro do universo das formas e da espacialidade. Com eles € possivel trabalhar diversos
conteddos matemadticos, tais como classificacdo das figuras geométricas, semelhanca de tri-
angulos, relacdo entre arcos e angulos, conceituacdo do célculo de areas e perimetros dos
poligonos, determinag¢do do volume dos sélidos. O Tangram (ver Subsecdo 2.1.1) € um

exemplo desse tipo de jogo.

A andlise cuidadosa dos tipos de jogos € primordial na escolha e elaboragdo dos jogos
utilizados para a efetivacao do objetivo de levar o lidico para o Ensino Médio sem prejuizo

a abordagem dos conteudos.

2.3 A utilizacao dos jogos matematicos no Ensino Médio

GIOVANNI [9] afirma que o Ensino Médio é a etapa da educagdo bdsica que situa
o educando como sujeito que produz seu conhecimento e participa do mundo do trabalho.
Dentre as competéncias e habilidades requeridas pelo mercado de trabalho, criatividade, au-
tonomia e capacidade de solucionar problemas tém grande destaque e sdo primordiais para
o seu eficaz desempenho.

Segundo a BNCC [2],
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[...] para formar esses jovens como sujeitos criticos, criativos, autdnomos

e responsaveis, cabe as escolas de Ensino Médio proporcionar experiéncias
que lhes garantam as aprendizagens necessdrias para a leitura da realidade, o
enfrentamento dos novos desafios da contemporaneidade e a tomada de deci-
sdes éticas e fundamentadas. Propde-se entdo nessa fase o desenvolvimento
das capacidades de pesquisar, buscar, analisar, selecionar e apreender informa-
¢oes, criar e formular estratégias de resolucdo de problemas, em vez de apenas

realizar exercicios repetitivos e técnicas de memorizagdo.”

De acordo com SMOLE et al. [21], “o reconhecimento das acdes exigidas atualmente
e a preparagdo para todas as outras com as quais certamente o aluno ird se deparar durante e
apods o ensino bésico, implicam uma diferente utilizacao do raciocinio e dos conhecimentos
matematicos”. Atribui-se ao ensino da Matemadtica a dupla fun¢do de desenvolver habili-
dades e competéncias e de levar o discente a adquirir conhecimentos que se constituem em
chaves para a leitura do mundo em que vive, bem como para a percepc¢ao e participagdo no
seu progresso cientifico e tecnolégico.

Conforme garantem as Orientacdes Educacionais Complementares aos Parametros
Curriculares Nacionais—Ciéncias da Natureza, Matematica e suas Tecnologias(PCN,) [4],

“Aprender Matemdtica de uma forma contextualizada, integrada e relacionada
a outros conhecimentos traz em si o desenvolvimento de competéncias e ha-
bilidades que sdo essencialmente formadoras, a medida que instrumentalizam
e estruturam o pensamento do aluno, capacitando-o para compreender e in-
terpretar situacdes, para se apropriar de linguagens especificas, argumentar,
analisar e avaliar, tirar conclusdes proprias e para outras acdes necessdrias a

sua formacdo.”

Para GIOVANNI [9], a Matematica no Ensino Médio tem duas vertentes basicas que

justificam sua inclus@o nos curriculos escolares, sdo elas:

2

“~ E necessdria em atividades préticas que envolvem aspectos quantitativos
da realidade, como sdo as atividades que lidam com grandezas, contagens,
medidas, técnicas de célculo, entre outras;

—Desenvolve o raciocinio l6gico, a capacidade de abstrair, generalizar, projetar

e a de transcender o que € imediatamente sensivel.”

Esses dois aspectos sdo de fato componentes indispensdveis na formacdo do educando,
pois ajudam a estruturar o pensamento e o raciocinio dedutivo. Além disso, a Matemadtica
também desempenha um papel instrumental; ¢ uma ferramenta que serve para a vida cotidi-
ana e para muitas tarefas especificas em quase todas as atividades humanas.

A Matematica € uma das disciplinas que mais oferece desafios, dadas as dificuldades

encontradas por educadores em transmitir os saberes matematicos de modo significativo,
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bem como pela histérica hostilidade percebida em grande parte dos discentes em relagdao
ao aprendizado desses contetidos. Com um quadro assim delineado, de longa data, conti-
nua urgente a necessidade de experimentacdo de outros caminhos para a superagdo desses

problemas metodoldgicos. Diante desse cendrio surgem algumas indagagdes:

* Como realizar o ensino da matematica de modo eficaz, especialmente ao se constatar

a dificuldade de cativar o interesse dos alunos?
* Quais seriam os recursos didaticos mais apropriados para realizar tal tarefa?
Segundo BORIN [6], uma resposta para essas indagacoes seria a seguinte:

“Com a introducdo de jogos nas aulas de matemdtica temos a possibilidade
de diminuir bloqueios apresentados por muitos de nossos alunos que temem a
matematica e sentem-se incapacitados para aprendé-la. Dentro da situacdo de
jogo, onde é impossivel uma atitude passiva e a motivacio € grande, notamos
que ao mesmo tempo em que os alunos usam Matematica, apresentam também
um melhor desempenho e atitudes mais positivas frente a seus processos de

aprendizagem.”

SMOLE et al. [23], afirma que o Ensino Médio € sem ddvidas a etapa desse nivel de
ensino que apresenta maior oposi¢do para a aplicagao de jogos matematicos, devido a uma
crenga bastante propagada de que a Matemadtica € uma disciplina séria, e a aplicac@o desse
recurso diddtico introduziria um elemento divertido que comprometeria tal seriedade. Al-
guns estudantes chegam ao Ensino Médio desmotivados, desinteressados e sem dominio dos
conceitos bésicos da disciplina. Isto leva o docente a pensar na necessidade de tornar as
aulas mais instigantes para os alunos, para estimular uma aprendizagem que tenha mais sen-
tido, integrando-os em um processo no qual deixem de ser apenas espectadores e se tornem
sujeitos ativos e participantes.

Quando as aulas de Matematica sdo somente expositivas, em que o professor € o tinico
agente dindmico e apenas reproduz o contetido do livro didatico para o quadro, sem a partici-
pacdo ativa dos alunos, a aprendizagem se torna mais dificil. Neste instante, o uso dos jogos
matematicos implica em uma mudanga significativa, despertando o interesse pelo conteudo
matematico, possibilitando uma situa¢do mais agradavel e eficiente de aprendizagem na sala
de aula, para que se concretize o conhecimento da teoria na pratica das atividades.

Os Parametros Curriculares Nacionais: Matematica (PCN) [5], defendem o uso de jo-
gos nas aulas de Matematica, destacando caracteristicas importantes para a aprendizagem do
aluno através desse recurso didatico. Em verdade, “os jogos constituem uma forma interes-
sante de propor problemas, pois permitem que estes sejam apresentados de modo atrativo
e favorecem a criatividade na elaboracdo de estratégias de resolucdo e busca de solucdes.
Propiciam a simulagdo de situacdes problema que exigem solugdes vivas e imediatas, o que

estimula o planejamento das acdes; possibilitam a criagdo de uma atitude positiva perante 0s
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erros, uma vez que as situacdes sucedem-se rapidamente e podem ser corrigidas de forma
natural, no decorrer da acdo, sem deixar marcas negativas.”

Deve-se reconhecer o potencial do jogo para tornar o ensino da Matemadtica atraente,
J4 que € um importante recurso para efetivos resultados, pois proporciona conhecimento, au-
xilia na socializagcdo, potencializa o raciocinio e aguca a motivacdo e a criatividade. Além
disso, ajuda a criar um entusiasmo sobre o contetido a ser trabalhado, levando em considera-
cdo as preferéncias e motivagdes dos educandos, diminuindo os bloqueios advindos do medo
de errar e tornando-os, assim, mais autdbnomos e confiantes.

Mas para haja esse reconhecimento do potencial do jogo € preciso que ndo deixe o
discente participar da atividade de qualquer jeito: regras gerais devem ser seguidas; metas,
tracadas e almejadas. O aluno nao pode encarar o jogo como uma parte da aula em que
ndo ird fazer uma atividade escrita ou ndo precisard prestar atencdo no professor. Precisa
ser conscientizado de que aquele momento € importante para sua formacao, pois usara seus
conhecimentos e experiéncias para participar, argumentar e propor solu¢des na busca de
alcancar os resultados esperados pelo professor. O jogo pode ndo ter uma solugdo dnica e
todas devem ser respeitadas, apresentadas e discutidas, desde que sejam condizentes com a
atividade e ndo fujam do propdsito.

Na préxima secdo, serd visto que a dimensao lddica e a educativa, presentes no jogo,

se complementam, estdo interligadas nas abordagens que se utilizam este recurso.

2.4 A relacao entre a funcao lidica e a funcao educativa

presentes nos jogos matematicos

Podemos utilizar os jogos como situagdes-problema a partir das quais consegue-se
trabalhar conceitos e contetdos relevantes para o Ensino Médio. Os jogos também possi-
bilitam desenvolver diferentes habilidades, levando o aluno a compreender e raciocinar por
analogias. Além disso, promovem um ensino diferenciado, ji que jogo apresenta um as-
pecto relevante — o desafio — que proporciona satisfacdo, interesse e prazer ao aluno. Dentre
as mais diversas funcionalidades que apresentam, podem-se destacar duas, enfatizadas por
RODRIGUES [34]:

* “A lidica, pois estd ligado a divertimento, prazer e descontragao;

* ¢ a educativa, pois pode ser utilizado para a apresentagdo de conceitos

ou para o aprofundamento de conteidos.”

Alguns aspectos tém sido apontados como pedagogicamente importantes nas experi-
éncias com jogos nas aulas de Matematica. Um deles, refere-se a necessidade de ampliar
a dimensao lidica, importante para o desenvolvimento do estudante, uma vez que favorece
a insercdo dele em sua cultura, visto que a ludicidade estd enraizada nela e dessa forma se

explora sua realidade.
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Segundo TEIXEIRA [37], a ludicidade € uma necessidade do ser humano em qualquer
idade e ndo estd associada unicamente a uma mera diversdo. Ao exigir uma predisposicao
interna facilita a aprendizagem e potencializa o desenvolvimento pessoal, social e cultural.
Ainda enfatiza que a atividade lidica € aquela que se executa no jogo tornando-se um grande
laboratdrio de experi€ncias interessantes e reflexivas que produzem efetivamente conheci-
mento. Nela, o que importa ndao é apenas o produto da atividade e o que dela resulta, mas
a propria a¢ao — nesse sentido, nao se diferencia o jogo da atividade lidica, pois entende-se
que o primeiro propde um sujeito ativo, responsavel por suas escolhas e pelas consequéncias
delas advindas. As aulas com ludicidade podem constituir-se em um ponto de partida na
constru¢do do conhecimento aliado ao prazer e a motivacao de aprender, principalmente nas

disciplinas menos apreciadas pelos educandos.

Ao apresentar conceitos matemdticos que estdo presentes numa enorme variedade de
jogos € possivel que aconteca um encontro inicial estimulante. Tendo em vista que consti-
tuem uma forma interessante de lidar com problemas, favorecem a criatividade na elaboracao
de estratégias de resolucdo e buscam solugdes por meio da possibilidade de serem propostos

de modo atrativo.

Os jogos matematicos sdo excelentes oportunidades de mediacdo entre o prazer € o
conhecimento historicamente construido. O psicélogo suico Jean Piaget afirmava em PI-
AGET [19], que a concep¢do de jogos ndo era apenas uma forma de entretenimento para
gastar energias das pessoas, mas meios que contribuiam e enriqueciam o desenvolvimento

intelectual.

De acordo com SMOLE et al. [23], devido a visdo retrograda de que a aprendizagem
ndo pode ser algo prazeroso, boa parte dos professores parece desvincular o lddico do pro-
cesso educativo. No entanto, essa inovacdo seria uma estratégia de uso de recurso didético
para atrair mais a atenc¢do dos alunos e torna-los mais motivados, facilitando o processo de
aprendizagem. Quando se aplicam atividades ludicas em sala, tem que se ter a consciéncia
de que ndo ha possibilidade de dar receitas prontas. Deve-se ter em mente quais os objetivos
que se pretende atingir, respeitando a individualidade de cada discente, o tempo de duracao
da atividade, a necessidade do resgate dos conhecimentos prévios em relagao aos contetidos

abordados, para agir de modo eficaz e seduzir o aluno a participar com entusiasmo.

Segundo CHAVES [38], o trabalho com o ludico exige do professor uma profunda
reflexdo sobre o sentido do jogo na pratica pedagégica. De fato, a utilizacdo de recursos
lidicos implica no conhecimento da metodologia empregada, do estabelecimento de obje-
tivos claros a serem alcangados e da maneira adequada de orientar o aluno para a fungdo e
regras das atividades. A postura do docente frente ao lidico deve ser a de incitar no momento
certo, desafiar, debater e interferir quando necessario, promovendo a satisfacdo na realizacao
da atividade. Assim, para que a proposta atinja o educando, o educador precisa externar a
satisfacdo em trabalhar com jogos e acreditar no sucesso da empreitada, visto que quando o

estudante percebe a segurancga e entusiasmo no orientador, ele também se sente seguro pois
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sabe que tem um apoio por perto caso necessite. O docente ndo precisa apenas acreditar nas
possibilidades pedagdgicas que o jogo traz, mas também no educando e em sua capacidade
de gerenciar sua aprendizagem através da pratica com a ferramenta. No entanto, a utilizacao
dos jogos no dmbito escolar exige um planejamento detalhado em que todos os passos devem
ser previamente analisados e definidos.

Ainda de acordo com CHAVES [38], para trabalhar com o lddico, cabe ao professor:

* “Problematizar sempre, desafiando os alunos a encontrar solugdes para

seus questionamentos;

* Discutir e analisar com os alunos os efeitos do jogo, bem como as rea-

¢oes e as atitudes dos participantes;
 Ter consciéncia do que faz e saber por que faz;

* Motivar-se com os alunos, trabalhar com eles, mostrando-se sempre

firme e seguro, passando-lhes a confianca necessaria;

* Possibilitar aos alunos assumir liderangas, dando-lhes espagos para con-

duzir os jogos;

* Preparar e conscientizar os alunos para os jogos em grupo, vivenciando

os principios da dindmica de grupo;

» Relatar e publicar experiéncias para que outros passam conhecé-las e

enriquecé-las.”

E preciso que se tenham claras todas as etapas desse trabalho, bem como os instru-
mentos que possibilitem o acompanhamento do progresso dos alunos e uma integragcdo da
finalidade dos jogos com os objetivos pensados. Isso € importante para que o jogo seja parte
de um planejamento coerente e ndo apenas um espaco de diversdo em sala de aula, ou seja, €
necessdrio que o professor disponha de mecanismos que o validem como pratica pedagdgica.

Os jogos ndo sdo apenas para tornar as aulas mais divertidas ou dindmicas, mas sao
fundamentais para tornar as aulas mais desafiadoras e provocativas. Na proxima secao, se-
rdo apresentadas algumas das diversas vantagens da utiliza¢do dos jogos matemdticos como

ferramenta de ensino.

2.5 Vantagens da utilizacao dos jogos matematicos como

ferramenta de ensino

Os Parametros Curriculares Nacionais (PCN) [5] apontam 0s jogos como um caminho
a ser seguido para o desenvolvimento do ensino da Matemadtica. Indicam, também, alguns

objetivos que levam o aluno a identificar os conhecimentos matemdaticos como meios para
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compreender e transformar o mundo a sua volta e perceber o cardter intelectual de um jogo
caracteristico da Matematica.

As atividades com jogos representam um importante instrumento metodolégico em
sala de aula, porque apresentam os problemas de modo atrativo para o aluno, uma vez que
trazem uma nova aparéncia para os exercicios apresentados nos livros didaticos.

GRANDO [30] garante que a utiliza¢do dos jogos como ferramenta de ensino apresenta

diversas vantagens, dentre as quais pode-se destacar:

» Ressignifica conceitos ja aprendidos de uma forma estimuladora para o aluno, ou seja,

um novo sentido € dado para a compreensao dos conteidos abordados;

* introduz e desenvolve conceitos de dificil compreensao, facilitando assim a aprendiza-

gem de conteudos com nivel mais elevado;

* desenvolve estratégias para a resolucdo de problemas, uma vez que propdem desafios
que devem ser resolvidos de forma rdpida e eficiente;

* permite a tomada de decisOes e ensina como avalid-las, ao elaborar estratégias para a

resolucao dos desafios propostos em cada etapa do jogo;
 fornece um novo significado para conceitos aparentemente incompreensiveis;

* propicia o relacionamento das diferentes disciplinas, ao realizar a interdisciplinari-
dade;

* requer a participagdo ativa do aluno na construcdo do seu proprio conhecimento, uma

vez que desperta o autoconhecimeno na tomada de decisoes;

* favorece a interacdo social entre os alunos e a conscientiza¢do do trabalho em grupo,

enfatizando a cooperacdo mutua e a importancia de se trabalhar em equipe;

* por se tratar de um recurso diddtico dindmico e interativo sua aplicagdo é um fator de

interesse para os alunos;

* favorece o desenvolvimento da criatividade, do senso critico, da participagdo, da com-
peticdo sadia, da observagdo, das vérias formas de uso da linguagem e do resgate do

prazer em aprender;

* permite ao professor identificar e diagnosticar algumas dificuldades dos alunos e ela-

borar estratégias adequadas para auxiliar os mesmos na superagao;

* estimulam o raciocinio e aprimoram elementos como observagdo, concentracao, and-

lise e aten¢do, que sdo fundamentais para o aprendizado de Matemadtica;

* podem ser utilizadas para o desenvolvimento de habilidades de que os alunos necessi-

tam, visto que € ttil no trabalho com alunos de diferentes niveis.
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No préximo capitulo serdo propostos jogos mateméticos que envolvem contetidos do
Ensino Médio, levando em consideragado as informagdes fornecidas nessa secao.
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Capitulo 3

Uma proposta de jogos matematicos para
o Ensino Médio

Os jogos propostos neste capitulo foram elaborados pela autora juntamente com seus
orientadores com o intuito de dinamizar a abordagem de contetidos do Ensino Médio, le-
vando em consideracdo a classificacdo dos jogos matemadticos presente na Se¢do 2.2, a im-
portancia de se utilizar o lidico conforme est4 exposto na Se¢do 2.4 e as vantagens da uti-
lizagdo apresentadas na Secdo 2.5. A criagdo foi norteada pelas competéncias e habilidades
propostas pela Base Nacional Comum Curricular (BNCC) [2], documento organizado por
Areas do Conhecimento, onde cada uma tem suas competéncias especificas que devem ser
desenvolvidas e aprofundadas ao longo da etapa do Ensino Médio. Na drea de Matema-
tica e suas tecnologias sdo propostas cinco competéncias especificas, dentre as quais serdo

destacadas algumas que foram empregadas para realizar essa proposta:

1. “[...]
2. [...]

3. Utilizar estratégias, conceitos, defini¢des e procedimentos mateméticos
para interpretar, construir modelos e resolver problemas em diversos con-
textos, analisando a plausibilidade dos resultados e a adequagao das solu-

codes propostas, de modo a construir argumentacdo consistente.

4. Compreender e utilizar, com flexibilidade e precisdo, diferentes registros
de representacdo matemdticos (algébrico, geométrico, estatistico, compu-

tacional), na busca de solu¢do e comunicag¢do de resultados de problemas.

5. Investigar e estabelecer conjecturas a respeito de diferentes conceitos e
propriedades matematicas, empregando estratégias e recursos, como ob-
servacdo de padrdes, experimentacdes e diferentes tecnologias, identifi-
cando a necessidade, ou ndo, de uma demonstrac@o cada vez mais formal

na validagdo das referidas conjecturas.”
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Na competéncia especifica 3, as habilidades indicadas estdo relacionadas a interpreta-
cdo, construcdo de modelos, resolugcdo e formulagdo de problemas mateméticos envolvendo
nog¢des, conceitos e procedimentos quantitativos, geométricos e probabilisticos, elementos
que sdo necessarios para a realizacdo dos jogos: Descobrindo Fungdes e Ligando os pon-
tos no plano. J4 a competéncia especifica 4, vincula habilidades que tratam da utilizagcdo
das diferentes representacdes de um mesmo objeto matemadtico na resolucdo de problemas
em varios contextos, que sdo primordiais para o desenvolvimento do jogo Juntando 4. Por
sua vez, a competéncia 5, pressupde um conjunto de habilidades voltadas as capacidades
de investigacdo e de formulacdo de explicacdes e argumentos, que podem emergir de ex-
perimentacdes com materiais concretos, o que € realizado durante a aplicacdo do jogo das
Probabilidades. Essas competéncias nao t€ém uma ordem predeterminada, pois formam um
todo conectado, de maneira que o desenvolvimento de uma delas requisita a mobilizacdo de

outra, embora algumas sejam mais enfatizadas em determinadas situagdes.

Além da contribuicao fornecida por essas competéncias, outros fatores também fo-
ram levados em consideracio no processo de elaboracdo dessa proposta, como a escolha de
materiais acessiveis, viabilizando a aplicacdo em ambientes com caréncia de recursos tec-
nolégicos ou financeiros. Embora nos dias atuais a tecnologia esteja presente, optou-se por
utilizar materiais que fazem parte do cotidiano do aluno. Considerou-se, também, a utiliza-
cdo de regras simples e diretas, o que torna a aplicacdo em sala de aula mais pratica, tornando

a abordagem, dos topicos matemaéticos, dinamica e interativa.

Nas se¢des que seguem serdo abordadas as caracteristicas, as instru¢des e o conteido
matematico presentes nos jogos e nos Apéndices encontram-se figuras que ilustram os mo-

delos do material necessario para sua realizacdo.

3.1 Jogo Descobrindo funcoes

Este jogo foi elaborado com o objetivo de abordar de forma dindmica e interativa as
situagdes-problema envolvendo funcdo afim, desenvolvendo assim a habilidade EM13MAT302!
da competéncia especifica 3 proposta pela BNCC [2]. E considerado um jogo de aprofunda-
mento (ver Secao 2.2) e deve ser utilizado apds a explicacao do contetido Fungdo afim (ver
Subsecao 3.1.3) para a efetivacio da aprendizagem das defini¢des e conceitos presentes no
contetido. No Apéndice B estd apresentado o modelo das fichas utilizadas no jogo e imagens

do material que foi utilizado durante sua aplicacao.

'O primeiro par de letras (EM) indica a etapa de ensino, neste caso Ensino Médio. O primeiro par de
nimeros (13) indica que as habilidades descritas podem ser desenvolvidas em qualquer série do Ensino Médio,
conforme defini¢do dos curriculos. A segunda sequéncia de letras (MAT) indica a drea - Matemética e suas
tecnologias. Os nimeros finais (302) indicam a competéncia especifica a qual se relaciona a habilidade (1°
nimero) e a sua numeragdo no conjunto de habilidades relativas a cada competéncia (dois dltimos nimeros)
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3.1.1 Caracteristicas do Jogo

Este jogo pode ser aplicado em qualquer uma das trés séries do Ensino Médio e seu
proposito € fazer com que os alunos interajam e cooperem com 0s outros participantes, tra-
balhando coletivamente na busca de solugdes, realizando processos de calculos mentais e
escritos com a fun¢do afim, estimulando fortemente o espirito de investigacao.

Com a realizacdo do jogo, serdo desenvolvidas as seguintes habilidades:

* Construir modelos empregando as funcdes polinomiais de 1° e/ou 2° graus, para re-
solver problemas em contextos diversos, com ou sem apoio de tecnologias digitais
(Corresponde a habilidade EM13MAT302 proposta pela BNCC);

* Investigar taxas de variagdes de funcdes de uma varidvel com base em dados numéri-

cos;

* Representar por meio de estruturas algébricas as situagdes problema presentes no co-

tidiano;

 Utilizar relacdes e funcdes em diferentes representacdes que retratem as diversas for-

mas de pensar e manipular objetos matematicos.

3.1.2 Instrucoes do jogo

Este jogo tem como objetivo descobrir, através de dicas ou pistas, a representacdo al-
gébrica de uma funcao afim oculta.

Material necessario:

Para a realizacdo devem ser providenciados pares de envelopes contendo dicas idénti-
cas em quantidade suficiente para a turma, levando em conta que a atividade serd realizada
em dupla. Cada envelope deve conter 6 dicas, impressas separadamente em 6 cartdes que

definem uma unica funcao; em particular, a quantidade de dicas indica a duragao da partida.

Regras:
Antes de iniciar o jogo, devem ser apresentadas as seguintes regras:

* A turma serd dividida em times, cada um com dois integrantes;

* As partidas, nas quais dois times se enfrentam, sdo divididas em turnos, enumerados
de 0 a 6; por sua vez, cada turno, a partir do 1, € dividido em trés momentos: sorteio,

troca, resposta;

* Definidos os times adversarios, a partida se inicia com o turno 0, momento reservado

exclusivamente a distribui¢cao dos envelopes aos times;
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* Em seguida, no turno 1, os times retiram, aleatéria e simultaneamente, uma dica do

seu envelope, mantendo a informacao para si — momento sorteio; Conhecida a pista,
cada time pode pedir a troca da dica coletada neste turno com o time adversario, acao
que s6 € permitida uma vez durante toda a partida e que, se solicitada, ndo pode ser

evitada — momento troca;

Efetuada a (eventual) troca e leitura da nova dica, os times podem dizer a expressao
algébrica da funcdo que seu envelope determina — momento resposta;

Depois do momento resposta de cada turno, passa-se ao proximo turno, repetindo-se

0s 3 passos anteriores;

O jogo termina se um dos times acertar a expressdo algébrica da fun¢do que seu enve-
lope determina.

E possivel jogar com a turma toda com algumas alteracdes. Mantendo-se a organizacio

fixada acima, faz-se o seguinte:

4.

. Sao dados, inicialmente, 6 pontos a cada time;

Em cada momento resposta, se o time errar a expressao da fungdo, € punido com a

perda de 1 ponto;

. Ganha a partida o time que acertar primeiro a fung¢do associada ao seu envelope e

possuir a maior quantidade de pontos.

Se as duas duplas acertarem no primeiro turno, considera-se empate.

Observacoes sobre o jogo

O jogo também pode ser utilizado para trabalhar fun¢do quadratica, desde que este
conteddo seja anteriormente abordado e que se utilize dicas nos cartdes referentes a

ele;

O numero de dicas pode variar, porém o professor deve observar se a0 aumentar essa

quantidade, as novas informacdes fornecidas estdo se repetindo;

O professor pode utilizar a mesma func¢do em todos os envelopes ou deixar cada par

de envelopes com uma funcdo e ir trocando entre os grupos formados com as 2 duplas.

O jogo também pode ser utilizado para resolver situacdes do cotidiano dos alunos,
bastando apenas que o professor realize a leitura dos problemas e nas fichas tenham

dicas para determinar a fun¢do representada.

O numero de alunos de cada time pode ser aumentado.
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3.1.3 Conteado relacionado ao jogo

O conteudo que seré apresentado foi elaborado utilizando as defini¢des, proposicoes e
exemplos abordados em LIMA [14] e em IEZZI [11].

Em situagdes cotidianas, como ir a feira livre ou pegar um taxi, pode ser observada a
presenca da Matematica. Por exemplo, durante a permanéncia na feira, o preco pago pelos
produtos nela vendidos sofre variagdes de acordo com a quantidade de produtos adquiridos;
ao utilizar um téxi o valor a ser pago depende do trajeto a ser percorrido. A relagdo entre

essas grandezas pode ser representada por uma fungdo afim.

Definicao 3.1 Uma funcdo f : R — R chama-se afim quando existem niimeros reais a e b
tais que f(x) = ax+ b para todo x € R. Os niimeros a e b sdo chamados, respectivamente,
de coeficientes angular e linear de f. Em particular, a cada x € R é associado, por f, um

valor f(x) € R, chamado valor numérico ou imagem de f em x.

Exemplo 3.1 A seguir, tem-se algumas funcées afins com seus respectivos coeficientes an-

gular e linear.
) Fx)=3x+2 —eb=2
i) flx) = x+2 coma= eb=2;
ii) f(x) =—2x+1,coma=—-2eb=1;
iii) f(x)=4x,coma=4eb=0;
) f(x)=6,coma=0eb=6.

Virias situagdes-problema presentes no cotidiano, em outras dreas do conhecimento
e na propria Matematica podem ser resolvidas utilizando funcdes, em especial devido a sua
simplicidade, a funcdo afim. Sendo assim, faz-se necessdria a apresentacdo de algumas

defini¢des, teoremas e proposi¢oes que a definem.

Definicao 3.2 Sejam f: R — R uma funcdo e x, h € R, com h # 0. Chama-se acréscimo de
Flct) — ()
h

f com um incremento h no ponto x a diferenca f(x+h)— f(x),; a razdo

denominada taxa de variagdo da fungdo f entre os pontos x e x + h.

O préximo resultado traz uma relag@o entre o coeficiente angular de uma fungdo afim

e a taxa de variacdo entre dois pontos quaisquer do seu dominio.

Proposicdo 3.1 Seja f: R — R uma fun¢do afim dada por f(x) = ax+ b, com a,b € R.
Tem-se, para quaisquer x,h € R, com h # 0,

fx+h) —f(x)
p :

a =
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Demonstracao. Com efeito, sejam x,h € R quaisquer, com % # 0. Logo
fx+h)—f(x)=alx+h)+b— (ax+b) = ah.
Portanto,

fat+h) —fx)
- :

a =

OJ

Com relacdo ao coeficiente linear de uma fungdo afim, tem-se, como consequéncia

imediata da Defini¢do 3.1, usando as mesmas notacdes do Teorema 3.1:

b= f(0). 3.1)

Como saber se, numa determinada situacdo, o modelo matemaético a ser adotado € uma
fun¢do afim?

A resposta estd na compreensao da caracterizagdo da funcdo, pois desse modo pode-se
perceber em que situacdes ela se aplica. O teorema a seguir, faz-se necessario para que se

possa caracterizar a fungdo afim.

Teorema 3.2 Teorema Fundamental da Proporcionalidade: Seja f : R — R uma funcdo

crescente. As seguintes afirmagoes sdo equivalentes:
(1) f(nx)=n.f(x) paratodon € Z e todo x € R;

(2) Pondo a = f(1), tem-se f(x) = ax para todo x € R;
(3) fx+y) = f(x)+ f(y) para quaisquer x;y € R.

Demonstracdo. Serdo provadas as implicagdes (1) = (2), (2) = (3) e (3) = (1).
A fim de demonstrar que (1) = (2), serd provado inicialmente que, para todo niimero
racional r = =, a hipétese (1) acarreta que f(rx) = r.f(x), seja qual for x € R. Com efeito,
n

tem-se

n.f(rx) = f(nrx) = f(mx) = m.f(x),

logo

Seja a = f(1) e como f(0) = f(00) =0f(0) =0, tem-se que a = f(1) > f(0) =0,
desse modo a é positivo. Além disso, tem-se que f(r) = f(r1) = rf(1) = ra = ar, para todo

reQ.
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Mostra-se que f(x) = ax para todo x € R. Suponha, por absurdo, que exista algum
nimero irracional x tal que f(x) # ax. Para fixar ideias, admite-se f(x) < ax, (o caso f(x) >

f()

ax seria demonstrado de modo andlogo.) Tem-se —— < x e toma-se um nimero racional r
a

f)

tal que —— < r < x. Entdo f(x) < ar < ax, ou seja, f(x) < f(r) < ax. Mas isto é absurdo,
a

pois f é crescente logo, como r < x, deve-se ter f(r) < f(x). Esta contradi¢do completa a

provade que (1) = (2).

Para demonstrar que (2) = (3) tem-se

fx+y)=alx+y) =ax+ay = f(x)+ f(y),Vx,y €R

E por dltimo, demonstra-se que (3) = (2), entdo tem-se

F05) = b3t o 43) = F() X+ 4 2) = £+ £(3) o £(2)
=n.f(x),¥n > 0.

Teorema 3.3 Caracterizacdo da funcdo afim: Seja f : R — R uma fungdo mondtona inje-
tiva. Se o acréscimo f(x+h)— f(x) = @(h) depender apenas de h, mas ndo de x, entdo f é

uma fungdo afim.

Demonstraciao. Suponha que a funcio f € crescente. Entdo ¢ : R — R também € crescente,

com ¢(0) = O. Além disso, para quaisquer h, k € R tem-se:

Q(htk) = flx+k)—f(x)
= ((x+k) +h) = flx+k)+ f(x+k) = f(x)
= ¢(h) + (k).

Logo, pelo Teorema 3.2, pondo-se a = ¢(1), tem-se @(h) = ah para todo h € R. Isto
quer dizer que f(x+h) — f(x) = ah. Chamando f(0) de b, resulta f(h) = ah+ b, ou seja,
f(x) = ax+ b para todo x € R. O

Teorema 3.4 Uma funcdo afim é crescente se, e somente se, seu coeficiente angular for

positivo.

Demonstracdo. Sejam f(x) = ax+ b uma fungdo afim e x1,x; € R tais que x; < x,. Pela

Proposi¢do 3.1 tem-se, fazendo x = x1,h = xp — x1,

fla)=fn) _ feth) —fx) _ (3.2)
Xp — X1 h
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Se a > 0, entdo
f(x2) = f(x1)

X2 —X1

> 0.

Logo, multiplicando-se a desigualdade acima por x, — x1, um nimero positivo,

f(x2) = f(x1) > 0.

Assim, f(x1) < f(x2), e f é crescente.
Reciprocamente, se f é crescente, entdo f(xp) > f(x1) e, por (3.2),
f(x2) = f(x1) 0

a= > =0.
X2 —X1 X2 —X1

De modo anélogo, prova-se o resultado seguinte.

Teorema 3.5 A funcdo afim é decrescente se, e somente se, seu coeficiente angular for ne-

gativo.
Definicao 3.3 O zero de uma funcdo é todo niimero x cuja imagem é nula.

Com relagdo a esta definicdo, se x é zero de uma fungdo f, entdo f(x) = 0. Assim,

para determinar o zero da fun¢do afim f(x) = ax -+ b, basta resolver a equagdo do 1° grau
ax+b =0,

que possui tnica solucdo, a saber, x = ——.

Por fim, haja vista os resultados lisctlados até aqui, tem-se o seguinte fato: uma funcgdo
afim f fica unicamente determinada por quaisquer dois nimeros x| € x; reais distintos e por
suas imagens, uma vez que seu grafico é uma reta, que serd provada no Teorema 3.7 e fica
determinada por dois pontos. Mais precisamente, com esses dados, pode-se determinar os

valores de a e b, que definem a expressao algébrica de f.
Exemplo 3.2 Determine a funcdo afim f, sabendo-se que f(2) = —2e f(1) = 1.

Solucao: Para determinar a funcdo pedida, dois modos serdo utilizados:
Modo I: através da Proposicao 3.1.

A partir da taxa de variagdo, fica determinado o coeficiente angular de f:

_J@)-rQ) _
a= 1 =3
Assim,
f(x)=-=3x+b.



O coeficiente linear b € obtido a partir da equagdo acima e da escolha de um dos valores cuja
imagem € conhecida, por exemplo, x = 1. Dai,

1= f(1)=-3.1+b,

donde b = 4. Desse modo, a = —3 e b =4 e a fungdo afim é f(x) = —3x+4.
Modo II' pela solucdo de um sistema de duas equacoes e duas incognitas.
O sistema € montado com base nos dados fornecidos pelo enunciado, usando-se a

expressao algébrica de funcio afim. De fato,
* f(2) = —2 gera a equagdo —2 = 2a + b, fazendo-se x = 2 em f(x) = ax+ b;
* f(1) =1 implica, de modo andlogo, 1 = a+b.

Asim, obtém-se o sistema

9

2a+b= -2
a+b=1

cuja solugdo é dada por a = —3 e b = 4. Sendo assim, a fun¢do procurada é f(x) = —3x+4.
O

Exemplo 3.3 Um vendedor recebe mensalmente um saldrio composto de duas partes: uma
parte fixa, no valor de R$900,00, e uma varidvel que corresponde a uma comissdo de 8%
do total de vendas que ele fez durante o més. Expresse a lei da funcdo afim que representa

seu saldrio mensal.

Soluciio. E solicitada a expressio de uma funcdo afim, que denotaremos por S(v), que
modele o saldrio do vendedor; logo, S(v) = av+ b, onde a é o coeficiente angular, b é o
coeficiente linear e v representard o total de vendas do més.

Nota-se que a parte fixa corresponde ao coeficiente linear da fun¢do. Com efeito,
mesmo se nada for vendido, o vendedor terd saldo de R$900,00. Posto de outro modo: se
ndo sdo realizadas vendas — ou seja, se x = 0 —, ele receberd S(0) = a.0 + b reais; assim,
b =900.

Apresenta-se também um valor que corresponde a uma comissdo, equivalente a 8%
do total das vendas realizadas durante o més. Desta maneira, sendo v o numero de vendas,
ele receberd, por més 8%.v = —.v = 0,08v. De fato, utilizando a ideia do Teorema 3.3,
o aumento no valor do saldrio S(v) dependerd apenas do acréscimo no total das vendas v.
Como o saldrio é a soma da parte fixa com a comisséo, a fungio é S(v) = 0,08.v + 900.

Para concluir esta secdo, enfatiza-se ainda que durante a realizag¢ao do jogo, o professor

terd a oportunidade de explorar toda a teoria apresentada pelo contetido.
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3.2 Jogo Probabilidades

Jogo criado para auxiliar a introdug@o dos conceitos iniciais de probabilidade. Foi
produzido pela autora do trabalho juntamente com seus orientadores a partir de um “Kit de
Probabilidade”, que foi encontrado no laboratério da Escola General Joaquim Inécio, locali-
zada na cidade de Custdédia-PE. Enfatiza o desenvolvimento das habilidades EM13MAT311
e EM13MAT312 (ver nota de rodapé presente na Secdo 3.1, pdgina 29) da competéncia es-
pecifica 3 proposta pela BNCC [2]. Trata-se de um jogo de construcdo (ver Secdo 2.2) pois
através da realizacao dos sorteios, o discente ird construindo as possibilidades e conhecendo
os conceitos de espaco amostral e evento. Traz ainda para o aluno um assunto desconhe-
cido, fazendo com que, através da manipulacdo de materiais, ele sinta a necessidade de uma
nova ferramenta, ou um novo conhecimento para resolver determinada situacdo-problema
proposta pelo jogo. Logo, deve ser aplicado antes do contetido Probabilidade (ver Subsecdo
3.2.3) ser explanado. No Apéndice C estdo apresentadas figuras que expde o material que

compoe 0 jogo.

3.2.1 Caracteristicas do jogo

Este jogo pode ser realizado nas turmas de 2° e 3° anos do Ensino Médio. Tem como
objetivo compreender o caréter aleatério e ndo deterministico de fendmenos naturais e soci-
ais, mobilizando o raciocinio para calcular a probabilidade de acontecimentos simples equi-
provéaveis, e desse modo, construir o conceito de probabilidade com a participacio dos alu-
nos, e prepara-los naturalmente para lidar com os conceitos de experimento aleatdrio, espaco

amostral, evento e probabilidade.

Com a realizagdo do jogo, serdo desenvolvidas habilidades como:

* Identificar e descrever o espaco amostral de eventos aleatorios, realizando contagem
das possibilidades, para resolver e elaborar problemas que envolvem o cédlculo da pro-
babilidade (Corresponde a habilidade EM13MAT311 proposta pela BNCC);

* Resolver e elaborar problemas que envolvem o cdlculo de probabilidade de eventos
em experimentos aleatorios sucessivos (Corresponde a habilidade EM13MAT312 pro-
posta pela BNCC);

 Utilizar simbolos, c6digos e nomenclaturas da linguagem matemadtica para calcular a

probabilidade de um evento;

* Utilizar conhecimentos de probabilidade como recurso para a constru¢do de argumen-

tacdo;
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3.2.2 Instrucoes do jogo

O jogo coloca o aluno como organizador de um sorteio; seu objetivo € desenvolver e
utilizar uma estratégia para dificultar as chances de seus adversdrios sortearem bolinhas com

cores escolhidas previamente.

Material necessario

Para que o jogo seja realizado devem ser providenciados saquinhos de tecido opaco e
10 bolinhas de duas cores diferentes (5 de cada cor) em quantidade suficiente para a turma,
levando em consideracdo que a atividade serd realizada em duplas. Para auxiliar no enten-
dimento das regras, considera-se o saquinho na cor preta e as bolinhas nas cores verde e

vermelha.

Regras

Antes de iniciar a aplicacdo do jogo, as seguintes regras devem ser apresentadas:
* A turma serd dividida em times, cada um com dois integrantes;
* As partidas, nas quais dois times se enfrentam, sdo divididas em rodadas.;

* Antes de iniciar as rodadas, cada time receberd o material necessério e a partir das
cores das bolinhas presentes no material, definirdo a cor que as trés bolinhas retiradas

consecutivamente do saquinho deverdo apresentar;

* Cada time escolhera 8 das 10 bolinhas que receberd e colocard dentro do saquinho, de

modo que a outra dupla ndo veja sua escolha;

* Na primeira rodada, um dos integrantes vai retirar do saquinho do time adversério 3
bolinhas sem reposicao e observard se todas apresentam a cor previamente escolhida

no inicio do jogo. Em caso afirmativo, o seguinte procedimento devera ser realizado:

— O outro time também retirara as trés bolinhas, se forem de cores diferentes o time

que tirou primeiro vence o jogo;

— Se todas as bolinhas retiradas também apresentarem a cor escolhida, ganhard o
jogo o time que apresentar no seu saquinho a menor probabilidade de sair a cor
escolhida inicialmente, pois terd dificultado a retirada das bolinhas por parte da

outra dupla.

* Apos realizadas 5 rodadas , caso nenhum dos times consiga retirar as trés bolinhas da
cor escolhida, ganhara o jogo aquele que apresentar no seu saquinho a menor probabi-
lidade de sair a cor escolhida inicialmente, pois terd dificultado a retirada das bolinhas
por parte da outra dupla.
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Observacoes sobre o0 jogo

» Se forem escolhidas as cores vermelha e verde para as bolinhas, por exemplo, o time

pode colocar no seu saquinho:

— 3 bolinhas vermelhas e 5 verdes;
— 4 bolinhas vermelhas e 4 verdes;

— 5 bolinhas vermelhas e 3 verdes

* O professor pode substituir as bolinhas por tampinhas de garrafa PET de duas cores
diferentes.

* O professor pode modificar a quantidade de cores distribuidas, mantendo a quantidade
total de bolinhas e o objetivo de dificultar a retirada de uma cor predeterminada. A par-
tir dessa alteracao, pode-se observar que mudancgas vao ocorrer com o espaco amostral

€ com 0s eventos.

3.2.3 Conteado relacionado ao jogo

O contetdo que serd apresentado foi elaborado utilizando as defini¢des, proposicoes e
exemplos abordados em CARVALHO [7] e em IEZZI [11].

Segundo SMOLE [21], a teoria das probabilidades é o ramo da Matemaética que pes-
quisa e desenvolve modelos, visando estudar experimentos para a explicagdo de fenomenos

aleatdrios ao quantificar a chance desses fenomenos acontecerem.

Definicao 3.4 Os experimentos que repetidos sob as mesmas condicoes, produzem resulta-

dos geralmente diferentes sao chamados de experimentos aleatorios.
Exemplo 3.4 Alguns experimentos aleatorios:

a) Lancar um dado e observar o nimero da face de cima.

b) De um saquinho contendo 5 bolas vermelhas e 3 bolas verdes, extrair uma bola e observar

sua COr.

Definicao 3.5 O conjunto formado por todos os resultados possiveis de um experimento
aleatorio é denominado espago amostral e indicado por U; e todo subconjunto de U recebe

o nome de evento.
Os eventos apresentam alguns casos particulares:
* Evento certo: possui os mesmos elementos do espago amostral.
* Evento impossivel: E = 0;
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* Eventos mutuamente exclusivos: quando a ocorréncia de um deles implica a ndao ocor-

réncia do outro. Se A e B sdo eventos mutuamente exclusivos, entio ANB =0

* Eventos independentes: quando a realizacdo ou a ndo-realizacdo de um dos eventos
ndo afeta a probabilidade da realizac@o do outro e vice-versa.

Exemplo 3.5 Ao langcar um dado e observar a face de cima.

a) Qual € o espagco amostral?
O espaco amostral € obtido com todos os resultados possiveis no langamento de um dado,
e assim, tem-se que U = {1,2,3,4,5,6}

b) A partir do enunciado, determine os seguintes eventos:

i) A: ocorréncia de nimero impar.
No dado, os nimeros impares sdo 1,3 e 5, logo A = {1,3, 5}
i1) B: ocorréncia de nimero primo.
Os ndmeros primos sdo 2, 3 ¢ 5, logo B = {2,3,5}
iii) C: ocorréncia de nimero menor que 4.
Os nimeros menores do que 4 presentes no dado, sdo 1, 2 € 3, logo C = {1, 2, 3}.
iv) D: ocorréncia de nimero maior que 7.

N3ao h4 nimeros maiores que 7, logo D = 0, trata-se de evento impossivel.

Definicao 3.6 Seja um evento A de espagco amostral finito e ndo vazio U. A probabilidade
de ocorrer A € a razdo entre o nimero de elementos de A e o numero de elementos de U.

Considerando n(A), o nimero de elementos do evento A, e n(U), o nimero de ele-
mentos do espaco amostral U, temos que a probabilidade P(A) de ocorrer o evento A serd
expressa por:

Como consequéncia imediata da defini¢do anterior, tem-se que:
1. Para todo evento A, 0 < P(A) < 1 0ou0% < P(A) < 100%.
2. P(U) = 1, nesse caso temos o evento certo.

3. Se A e B sdo eventos mutuamente excludentes, isto €, eventos que ndo podem ocorrer
simultaneamente (AN B =0 ) entdo P(AUB) = P(A) + P(B)

Teorema 3.6 Se A e B sdo eventos, entdo apresentam as propriedades das probabilidades.
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i) P(A)=1-P(A)
ii) P(0) = 0.
iii) P(A\B) = P(A) — P(ANB).
iv) P(AAUB) = P(A) + P(B) - P(ANB).
v) Se A D B entdo P(A) > P(B).
Demonstracio.

i) Pela defini¢do 3.6 tem-se P(U) = 1. Da,

P(A)+P(A) = P(AUA)
=P(U) =1

Portanto, P(A) = 1 = P(A).

ii) Como U e 0 sdo mutuamente excludentes tem-se que P(U)=P(U UD) e pela con-
sequéncia da defini¢do 3.6, P(U) = P(U) + P(0), logo P(0) = P(U)—P(U) =0.

iii) Sendo P(A) = P(A\B) U P(ANB) e como A\B e AN B sao mutuamente excludentes,
tem-se que P(A) = P(A\B) + P(ANB), e assim conclui-se que P(A\B) = P(A) - P(ANB).

iv) Como P(AUB) = P[(A\B) UB] entdo P(AUB) = P(A\B) + P(B), pois A\B e B sdo mu-
tuamente excludentes. Sendo P(A\B) = P(A) - P(ANB), como pode ser visto no item
iii, entio P(AUB) = P(A) + P(B) - P(ANB)

v) Sendo P(A\B) =P(A) - P(ANB) ese A D B tem-se P(A\B) = P(A) - P(B).
Como P(A\B) > 0, logo P(A) > P(B). O

Exemplo 3.6 Trés moedas sdo langadas ao mesmo tempo. Qual é a probabilidade das trés

moedas cairem com a mesma face para cima?

Solucao Como cada moeda pode produzir dois resultados distintos, trés moedas irdo produzir
2.2.2 = 8 resultados distintos, ou seja, n(U) = 8. Dentre as 8 possibilidades do espaco
amostral, o evento que representa todas as moedas com a mesma face para cima possui
apenas 2 possibilidades — (K, K,K) ou (C,C,C) —, entdo n(A) = 2. Com base nesses dados,
determina-se a probabilidade, que serd dada por:

2
P(A) = =2 =0,25=25%.
(A) W0~ § =025 =25%

Logo, a probabilidade das trés moedas cairem com a mesma face para cima € 25%.
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Exemplo 3.7 Os bilhetes de uma rifa sdo numerados de 1 a 100. Qual a probabilidade do

bilhete sorteado ser maior do que 40 ou niimero par?

Solucdo: A rifa tem 100 bilhetes, logo seu espago amostral tem 100 elementos e n(U) = 100.
O evento A, o bilhete sorteado ser maior do que 40, tem 60 elementos logo n(A) = 60. O
evento B, o bilhete ser um nimero par, tem 50 elementos e diante disso n(B) = 50.

A partir desses dados, pode-se calcular a probabilidade dos eventos A e B, e assim

0 0
tem-se P(A) = 100~ 0,6 e P(B) = 100~ 0,5.
Mas como 30 bilhetes sdo maiores do que 40 e pares, entdo temos 30 elementos em
30
comum e portanto n(A N B) = 30, onde a probabilidade serd P(ANB) = 100 = 0,3.

Utilizando o item iv do Teorema 3.6, determina-se a probabilidade pedida que serd

expressa por:

P(AUB)=P(A)+P(B)—P(ANB)
=0,64+0,5—-0,3
=0,8 =80%.

Logo, a probabilidade do bilhete sorteado ser maior que 40 ou par € 80%.

Ao concluir esta secdo deve-se salientar que o professor realizard primeiramente o jogo

e depois de concluido deverd apresentar e explicar o conteido aqui sugerido.

3.3 Jogo Ligando os pontos no plano

Este jogo tem o propdsito de trabalhar de forma mais criativa as situa¢des-problema
envolvendo os graficos das funcdes (afim, quadrética, exponencial e logaritmica). Com o
intuito de auxiliar na abordagem desse conteido em turmas de 3° ano do Ensino Médio, a
autora e seus orientadores criaram este jogo levando em consideragdo a simplicidade na ela-
boracdo do material e o desenvolvimento das habilidades EM13MAT401, EM13MAT402,
EM13MAT403, EM13MATS501 e EM13MAT502 (ver nota de rodapé presente na Secdo 3.1
na P4gina 29) das competéncias especificas da drea de Matematica e suas tecnologias pro-
postas pela BNCC [2]. E um jogo de aprofundamento (ver Segdo 2.2), j4 que requer que
o aluno tenha aprendido os conceitos e defini¢des dos gréficos das fungdes e por isso deve
ser utilizado pelo professor apds ter apresentado e explicado o contetddo para que o discente
possa aplicar na resolugdo das situagdes-problema que a atividade trard. No Apéndice D

estdo apresentados os modelos dos planos e das fichas utilizados no jogo.

42



3.3.1 Caracteristicas do Jogo

Essa atividade tem como objetivo promover a interacdo entre os alunos, ao trabalhar
coletivamente na busca de solu¢des para situacdes apresentadas pelo jogo. A realizacdo
dos processos de cdlculos mentais e escritos com as fungdes afim, quadrética, exponencial
e logaritmica despertam a curiosidade, o espirito explorador e a capacidade para resolver
atividades que abordem essa tematica.

Com a realizacdo do jogo, serdo desenvolvidas habilidades como:

* Analisar e estabelecer relacdes, com ou sem apoio de tecnologias digitais, entre as
representacdes de fungdes exponencial e logaritmica expressas em tabelas e em plano
cartesiano, para identifcar as caracteristicas fundamentais (dominio, imagem, cresci-
mento) de cada funcao (corresponde a habilidade EM13MAT403 proposta pela BNCC);

* Converter representacoes algébricas de fun¢des polinomiais de 1° grau em represen-
tacdes geométricas no plano cartesiano, distinguindo os casos nos quais o comporta-

mento € proporcional (corresponde a habilidade EM13MAT401 proposta pela BNCC);

» Converter representacdes algébricas de funcdes polinomiais de 2° grau em representa-
coes geométricas no plano cartesiano (corresponde a habilidade EM13MAT402 pro-
posta pela BNCC);

* Interpretar algumas situa¢des-problema por equacdes a partir de fungdes afins, qua-
dréticas, exponenciais e logaritmicas, utilizando as propriedades da igualdade ou desi-

gualdade, na construcao de procedimentos para resolvé-las;

* Investigar relagdes entre nlimeros expressos em tabelas para representa-los no plano
cartesiano, identificando padrdes e criando conjecturas para generalizar e expressar al-
gebricamente essa generalizacdo, reconhecendo quando essa representagao € de funcdo
polinomial de 1° grau (corresponde a habilidade EM13MATS501 proposta pela BNCC);

* Investigar relagdes entre nlimeros expressos em tabelas para representa-los no plano
cartesiano, identifcando padrdes e criando conjecturas para generalizar e expressar
algebricamente essa generalizacdo, reconhecendo quando essa representacdo é de fun-
¢do polinomial de 2° grau do tipo y = ax® (corresponde 2 habilidade EM13MAT502
proposta pela BNCC);

* Resolver sistemas com duas equacdes que envolvam expressdes que definem um ou
mais tipos de fungdes.

3.3.2 Instrucoes do jogo

Este jogo pode ser aplicado como revisao da representacdo grafica das funcdes (afim,

quadrética, exponencial e logaritmica) e seu objetivo € ligar pontos predeterminados no plano
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cartesiano utilizando fun¢des adequadas dentro de um conjunto de fungdes fornecidas.

Material necessario

Para a realizacdo do jogo devem ser providenciados envelopes contendo cartdes idén-
ticos em quantidade suficiente para a turma, levando em conta que a atividade serd realizada
em dupla. Os cartdes devem conter: a representacdo no plano cartesiano de pontos predeter-
minados e diferentes exemplos da expressao algébrica de apenas uma das seguintes fungdes:

afim, quadrética, exponencial ou logaritmica.

Regras

Os pontos marcados no plano cartesiano serdo classificados como ponto de partida,
de passagem e de chegada. Os alunos ligardo os trés pontos presentes no plano cartesiano,
utilizando apenas duas expressoes algébricas do mesmo tipo de funcdo. Antes de iniciar o

jogo as seguintes regras devem ser apresentadas:
* A turma serd dividida em times, cada um com dois integrantes;
* As partidas, nas quais dois times se enfrentam, sdo divididas em rodadas.;
* Antes de iniciar as rodadas, cada time receberd um envelope contendo os cartdes;

* Na primeira rodada, um integrante retira o cartdo com a representacao do plano carte-

siano e verifica os pontos de chegada, passagem e partida;

» Cada rodada posterior, € dedicada a retirada de uma ficha do envelope por cada equipe,

que, em seguida, verifica se a expressao da ficha liga quaisquer pontos do plano;

* O ndmero maximo de rodadas realizadas vai depender da quantidades de expressdes

algébricas presentes no envelope;

* Ganha o jogo o time que descobrir primeiro as fun¢des que ligam os pontos represen-
tados no plano.

3.3.3 Conteudo relacionado ao jogo

O conteudo que sera apresentado foi elaborado utilizando as defini¢des, proposi¢oes e
exemplos abordados em LIMA [14] e em [EZZI [11].

O estudo das funcdes afim, quadrética, exponencial e logaritmica serd realizado uti-
lizando instrumentos algébricos para a construcdo e andlise do comportamenos dos seus

respectivos graficos.

Definiciio 3.7 O grdfico de uma funcio f: 1D C R — R é o subconjunto do plano R? dado
por:
G={(x,y) eR¥:xeD:y=f(x)}
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Assim, um ponto (x,y) pertence ao grafico de f se, e somente se, x € D e os nimeros
reais x e y satisfazem a lei de associacdo de f.

Com relacdo ao gréfico de fungdes afins, tem-se o resultado a seguir.
Teorema 3.7 O grdfico de uma fungdo afim é uma reta.

Demonstracdo. Seja f : R — R dada por f(x) = ax+b, com a,b € R, a # 0, uma fungio
afim. Para provar a afimativa, basta que seja verificado o fato de que trés pontos quaisquer
do gréfico de f sdo colineares. Sejam, portanto, P = (xj,ax; +b), P, = (xp,axp + D) e
P3 = (x3,ax3 + b) pontos do grifico de f. Para verificar que Pj, P> e P3 sdo colineares, é ne-
cessdrio e suficiente que o maior dos trés nimeros d(Py,P,),d(P,,P3) e d(P,P3) seja igual
a soma dos outros dois. Sem perda de generalidade, podemos supor que as abscissas x,x;
e x3 foram ordenadas de modo que x| < x» < x3. A partir da féormula da distincia entre dois

pontos, tem-se:

d(P,Py) = \/(xz —x1)%+ (axy + b —ax; — b)?
= \/(xz —x1)% + (axp — ax; )?
= \/(xz —x1)?+a*(xp —x1)?

= (xp —x1)V'1+a?.

De modo anélogo,

d(Pz,P3)=()C3—X2)\/1—|—a2 € d(Pl,P3)=(X3—X1)\/1+a2.

Dai,
Logo, os pontos Pj, P> e P; sdo colineares e o resultado estd mostrado. |

Exemplo 3.8 O grdfico da fungdo f(x) =2x+1¢é

[Fonte: Elaborado pela autora]
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O gréfico da fungdo afim crescente presente no exemplo anterior € uma reta. Como por
dois pontos quaisquer passa uma Unica reta, entdo para se construir o grafico basta encontrar
as coordenadas de dois pontos que pertencem a esta fun¢do. Para determinar esses dois
pontos constréi-se uma tabela de valores, atribuindo-se a x dois valores distintos e calcula-se
os correspondentes valores de f(x).

x | flx)=2x+1
2 23
1 3

Os valores atribuidos a x na tabela (-2 e 1) sdo aleatérios e escolhidos préximos a ori-
gem do plano — importante notar que esta escolha ndo altera o resultado final, se outros dois
valores fossem utilizados o grafico seria o mesmo. Para func¢do afim decrescente, procede-se

de modo analogo.

A seguir, sdo apresentadas algumas defini¢des de grafico de funcdes quadraticas e de

parabolas.

Definicao 3.8 Considere um ponto F e uma reta d que ndo o contém. Serd chamado de
parabola de foco F e diretriz d o conjunto dos pontos do plano que distam igualmente do
foco F e de d.

Definicao 3.9 Uma funcdo f : R — R chama-se quadrdtica quando existem niimeros reais
a, b, ¢, com a # 0, tais que f(x) = ax®> + bx + ¢, para todo x € R. O grdfico da funcdo

quadrdtica é o subconjunto do plano R? dado por
G={(xy) € R?: f(x) = ax2+bx+c}

A partir da definicdo de pardbola, surgem outros elementos interessantes: a reta per-
pendicular a diretriz que contém o foco chama-se eixo da parabola; ponto da pardbola mais
proximo da diretriz chama-se vértice V, que € o ponto médio do segmento de reta cujos
extremos sdo o foco F e a intersec¢do do eixo com a diretriz D, conforme podemos observar
na Figura 3.1.

Figura 3.1: Pardbola

eixo da parabola

[Fonte: https://www.flickr.com/photos]
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O resultado a seguir estabelece a relacdo entre pardbola e grafico de funcdes quadrati-
cas.

Teorema 3.8 O grdfico de uma fungdo quadrdtica é uma pardbola.

Demonstracido. Inicialmente, serd mostrado que os pontos da pardbola cuja a diretriz €

horizontal pertencem ao gréifico de uma funcao quadratica.

Seja a funcio f(x) = ax?, a # 0 e a pardbola de foco F (0, %) e diretrizd : y = —%.
Tendo em vista que o vértice V da pardbola coincide com a origem do plano cartesiano e o
foco é o ponto de coordenadas (0, p). A diretriz d serd a reta y = —p. Seja ainda P(x,y) um

ponto qualquer da parabola. Pela defini¢do 3.8, tem-se que P € equidistante do foco F e da

VP +HO-p)2=y+p (3.3)

onde o primeiro membro representa a distancia entre os pontos P e F' e o segundo membro

diretriz d, ou seja,

representa a distancia entre o ponto P e a diretriz d.

Elevando ao quadrado os dois lados da equacdo 3.3, obtém-se,

X+(-p)P=0+p)

P4y —2py+ p* =y +2py+ p?

x2

)’:5-

2

Logo, os pontos da parabola de foco F (0, p) e diretriz d : y = p satisfazem a equagdo y = :—,
P
1
2

ou seja, pertencem ao grafico da fungdo quadratica f(x) = ax~ com a = i
P
Reciprocamente, os pontos do grifico da fungio f(x) = ax? pertencem a pardbola de

1
foco F (0, 4—) e diretrizd : y = ~ 14 Com efeito, seja P(x,ax?), ponto do grifico da fungio
a a

fx) = ax?.
A distancia entre P e F é dada por: \/ X2 4 (ax? — )2,

a

Observe que:

Como € satisfeita a igualdade para todo x € R isso mostra que os pontos do grafico de

f(x) = ax* coincidem com os da parabola de foco F (0, 4—) e de diretrizd : y = ~1a
a a

47



Para o caso geral de uma fungdo quadrética qualquer, que pode ser escrita na forma
candnica ? f(x) = a(x—xg)>+yo , tem um grifico que pode ser considerado como o resultado
da acdo de transformacgOes simples, translacdes horizontais e verticais sobre o grafico da

funcdo f(x) = ax?, conforme pode ser observado no Modo II da solugio do exemplo 3.9.

Observacao 3.1 Para os casos em que f = f(y) é uma fungdo quadrdtica de varidvel y, o
grdfico é uma pardbola cuja reta diretriz é paralela ao eixo y.

Na fungio f(x) = ax? 4+ bx+c, com a # 0, os parAmetros a, b e ¢ também contribuem
na identificacdo do gréifico da func¢io quadratica.

* O parametro a indica o comportamento da concavidade e a abertura da pardbola.

— Se a > 0, a concavidade € para cima.

— Se a < 0, a concavidade € para baixo.

* O parametro b indica se a parabola intersecta o eixo y no ramo crescente ou decrescente
da parabola.

— Se b > 0, a pardbola intersecta o eixo y no ramo crescente.
— Se b < 0, a pardbola intersecta o eixo y no ramo decrescente.

— Se b =0, a pardbola intersecta o eixo y no vértice.

* O parametro c indica o ponto onde a parabola intersecta o eixo y. A pardbola intersecta
o eixo y no ponto (0,c¢),ou seja, f(0) = c.

Exemplo 3.9 O grdfico da funcdo f(x) = x> —2x—3 é

@

"

-3

[Fonte: Elaborado pela autora]

O gréfico da fun¢do quadratica presente no exemplo anterior pode ser obtido de dois modos
que serdo mostrados a seguir.
Modo 1

Inicialmente serd mostrado como € obtido o grafico usualmente. Para isso alguns pas-
sos devem ser realizados.

~Modo de expressar uma fungio quadratica, que baseia-se na técnica de completar quadrados cuja finalidade
é obter a expressio f(x) = a(x —xo)% +yo.
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i) Observa-se o valor do parametro a: no exemplo 3.9, a = 1 entdo a concavidade € voltada

para cima.

ii) Obtém-se o ponto (0,c) que intercepta o eixo y: desse modo, a partir da fung¢do tem-se
o ponto (0,-3).
—b —(b*—4
iii) Encontra-se o vértice da pardbola representado por V(Z_’ %
a a
vértice da fungdo dada é V(1,—4).

): Nesse caso, 0

iv) Determina-se as raizes da fungdo, se houver. Para essa funcao as raizes sao -1 e 3, logo
podemos obter os pontos (1,0) e (3,0).

Com esses dados, pode-se esbogar o grafico mencionado no Exemplo 3.9.
Modo 11

A partir do grifico da funcio f(x) = x?, realizando translages horizontais e verticais,
pode-se obter o grifico da funcio quadritica f(x) = x> — 2x — 3. Para realizar translagdes

horizontais ou verticais as definicdes a seguir devem ser observadas.

Definicao 3.10 Considere uma funcdo g : R — R e yg € R. Se aplicarmos a translacdo
vertical (x,y) — (x,y+Yo), o grdfico da nova fungdo é obtido deslocando o grdfico de f

verticalmente yo unidades acima ou abaixo, conforme yy > 0 ou yo < 0.

Definicao 3.11 Considere uma funcdo g : R — R e xo € R. Se aplicarmos a translacdo
horizontal (x,y) — (x+xo,y), 0 grdfico da nova fungdo é obtido deslocando o grdfico de f

horizontalmente xo unidades, para a direita ou para esquerda, conforme xy > 0 ou xy < O.

Escrevendo a funcio do Exemplo 3.9 em sua forma candnica tem-se f(x) = (x — 1)2 — 4.
Aplicando-se na funcdo f(x) = x* a translacdo horizontal (x,y) — (x4 1,y), o vértice do
gréfico serd deslocado no eixo x em 1 unidade para a direita; realizando-se uma translacao
vertical (x,y) — (x,y —4), serd deslocado no eixo y em 4 unidades para baixo. Com isso,
obtém-se o grafico da funcio f(x) = (x—1)? —4 = x> — 2x — 3, que pode ser observado na
Figura 3.2.

Figura 3.2: Gréficos das fungoes flx)= =x>—2x—3

[Fonte: Elaborado pela autora]
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A seguir, sdo apresentadas algumas definicdes dos graficos das fung¢des exponenciais.

Definicao 3.12 Dado a € R* em que a # 1, a poténcia a* pode ser definida para qualquer
niimero x € R. Portanto, fixando a € R*, podemos definir uma funcdo que a cada x € R
associa a* € R* . Esta funcdo serd chamada de fung¢do exponencial de base a, indicada

pela notagdo f(x) = a*, tal que, para quaisquer x, f(x) € R.
Considerando que a,b > 0, entdo, para todos os reais x e y:

(1) a*.a® =a"™;

(2) a' =a;

(3) sex < y,entdo a* < a’,quandoa > 1,oua’ < a*,quando 0 < a < 1.

Os graficos de funcdes exponenciais, apresentam as seguintes propriedades, que po-
dem ser observadas na Figura 3.3.

* Quando a > 1, a fun¢do € crescente, isto €, se x; > xp, entdo a*! > a*2. Geometrica-
mente, percebe-se que quando x varia da esquerda para a direita, a curva exponencial
y = a* apresenta um crescimento bastante lento enquando x € negativo; a medida que
X aumenta, o crescimento de y se torna cada vez mais acelerado. Isto se reflete na in-
clinacdo da tangente ao grafico: para valores positivos muito grandes de x, a tangente
€ quase vertical.

* Quando a base a é tal que 0 < a < 1, a funcdo € decrescente, ou seja, se x; > X2,
entdo a*! < a*2. No que diz respeito ao seu gréfico, percebe-se que quando x varia da
esquerda para a direita com valores positivos, a curva exponencial y = a* apresenta
um decrescimento bastante lento enquanto x € negativo; a medida que x cresce, 0O
decrescimento de y se torna cada vez mais acelerado. Isto se reflete na inclinagcdo
da tangente ao grafico: para valores positivos muito grandes de x, a tangente € quase
horizontal.

Figura 3.3: Graficos da fungdes exponenciais

+

f(x)=a" (a=1)

O<a<]

>

o X

[Fonte: Numeros e Funcdes Reais/ Elon Lages Lima, 2012]

50



Exemplo 3.10 Esboce o grdfico da funcdo exponencial crescente y = 2*.

Para esbocar o grafico atribui-se valores a x que sejam simétricos em relacdo a origem e

calcula-se os correspondentes valores de y, obtendo a tabela.

X 30 21-1l0|1|2]3
X 273 1272|271 | 20|21 22|93
_ 1 1 1

No gréfico pode-se observar que:

* 0 gréfico nunca intercepta o eixo horizontal, logo a funcao ndo tem raizes;

* o gréfico corta o eixo vertical no ponto (0,1);

* os valores de y sdo sempre positivos (poténcia de base positiva € positiva), portanto o

conjunto imagem € o conjunto dos nimeros reais positivos.

[Fonte: Elaborado pela autora com o auxilio do Geogebra]

Para esbocar o gréfico da fun¢do exponencial decrescente procede-se de modo andlogo

Por fim, serdo apresentadas algumas defini¢des dos gréficos das fun¢des logaritmicas.
Definicdo 3.13 A inversa da fungdo exponencial de base a é a fungdo logaritimica log,
R, — R que associa a cada niimero real positivo x o niimero real log,x, chamado de loga-

ritmo de x na base a.
Assim, se y = log, x, entdo, x = @’, ou seja, o logaritmo de x na base a é o expoente ao qual

a deve ser elevado para obter x. Reciprocamente, se x = a”, entdo, y = log,, x.

Exemplo 3.11 A funcdo f(x) = log, x é definida como y = log, x se 2¥ = x. Como 2* = 16,
4 é o expoente ao qual 2 deve ser elevado de modo a obter 16; logo, log, 16 = 4.

Com relacdo ao grafico de fungdes logaritmicas, tem-se as seguintes propriedades que
podem ser observadas na Figura 3.4.
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* A fungio logaritmica log, : R, — R é crescente quando a > 1. Como a” = 1, tem-se
log,1 =0, uma vez que somente nimeros positivos possuem logaritmo real, pois a
funcdo x — @' somente assume valores positivos.

* A funcio logaritmica log, : R} — R € decrescente quando 0 < a < 1.

Figura 3.4: Gréfico das func¢des logaritmicas

Y4

f(x):logzx

| gn{x)=log1:lzx
[Fonte: Nimeros e Funcdes Reais/ Elon Lages Lima, 2012]

Exemplo 3.12 Esboce o grdfico da fungdo logaritmica crescente y = logx.

Para esbocar o grafico atribui-se valores positivos a x e calcula-se os correspondentes valores
de y, obtendo a tabela.

X 112
y=logox |0 | 1]2

o0

No gréfico pode-se observar que:
* 0 gréfico nunca intercepta o eixo vertical; e corta o eixo horizontal no ponto (1,0);

* os valores de x sd@o sempre positivos, portanto o dominio é o conjunto dos nimeros
reais positivos.

[Fonte: Elaborado pela autora com o auxilio do Geogebra]

Para esbogar o grafico da funcao logaritmica decrescente procede-se de modo andlogo.
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O crescimento lento da fun¢do logaritmica, contrasta com o crescimento rapido da fun-
cdo exponencial, como estd ilustrado pelos graficos das funcdes y = a* e y = log,x na Figura
3.5. Analisando os respectivos gréficos, conclui-se que apresentam graficos simétricos em

relacdo a reta bissetriz dos quadrantes impares.

Figura 3.5: Graficos das func¢Oes exponencial e logaritmica
y=a" A

y=log x

[Fonte: Nimeros e Funcdes Reais/ Elon Lages Lima, 2012]

3.4 Jogo Juntando 4

Este jogo € uma adaptagao do jogo Quatro é o limite utilizando a geometria espacial.
Ele explora as representagdes espacial e planificada dos sélidos geométricos, as medidas
correspondentes das dreas (total, das bases e lateral) e do volume, caracteristicas especi-
ficas como nimeros de faces, vértices e arestas ou tipo de faces dos s6lidos geométricos.
Aborda situagdes-problema envolvendo geometria espacial que desenvolvem a habilidade
EM13MAT309 (ver nota de rodapé presente na Secdo 3.1 na Pigina 29) da competéncia
especifica 3 proposta pela BNCC [2].Trata-se de um jogo de aprofundamento (ver secao
2.2) e deve ser aplicado apds a apresentagdo do conteudo Sélidos Geométricos sugerido na
Subsecido 3.4.3

3.4.1 Caracteristicas do jogo

Este jogo pode ser aplicado nos 2 e 3 anos do Ensino Médio. Tem como objetivo levar
os alunos a buscarem solucdes para os problemas propostos, com a compreensao e realiza-
cdo de calculos mentais e escritos que envolvem as propriedades dos solidos geométricos
regulares. .

Com a realizacdo do jogo, serdo desenvolvidas habilidades como:

* Interpretar a localizacdo e a movimentacio de pessoas ou objetos no espaco tridimen-

sional e sua representacdo no espaco bidimensional;

* Identificar caracteristicas de figuras planas ou espaciais, relacionando com outros topi-

cos da Matemética, especialmente quando associado ao calculo de dreas e de volume;

53



Resolver e elaborar problemas que envolvem o célculo de areas totais e de volumes
de prismas, piramides e corpos redondos em situagdes reais (como o célculo do gasto
de material para revestimento ou pinturas de objetos cujos formatos sejam composi-
coes dos solidos estudados), com ou sem apoio de tecnologias digitais (corresponde a
habilidade EM13MAT309 proposta pela BNCC).

3.4.2 Instrucoes do jogo

E um jogo de cartas cujo objetivo é agrupar um total de 4 ou 5 delas com as caracteris-

ticas de um mesmo sélido geométrico.

Material necessario

Para a realizacdo do jogo deve ser providenciado um conjunto de 20 cartas de papel

para cada grupo com 2 a 4 alunos, onde. Aqui, as cartas terdo as seguintes informacdes:

As representacdes espacial e planificada e a nomenclatura do sélido geométrico;

O valor correspondente as medidas de cada uma das dreas (total, da base ou lateral) de

cada s6lido ou de seu respectivo volume ;

Uma caracteristica especifica como: numeros de faces, de vértices, de arestas ou os

tipos de faces;
Imagens de objetos do cotidiano que apresentam o formato do sélido geométrico;

A definicao de cada s6lido geométrico.

Regras

Antes de iniciar o jogo, devem ser apresentadas as seguintes regras:

A turma serd dividida em grupos que podem ter de 2 até 4 jogadores, dispostos em

circulos, de modo que se defina quem serd o primeiro a jogar;
As cartas sdo embaralhadas e distribuidas de modo que cada jogador receba 4 delas;

As cartas restantes ficardo sobre a mesa, de modo que as informacdes que elas trazem

ficam escondidas, para que os integrantes possam pegar quando necessario;

Respeitando-se a ordem definida inicialmente, cada jogador pega uma carta da mesa,
analisa se tem formado um quarteto de propriedades. Em caso afirmativo, escolhe uma

das cartas que tem nas maos que ndo compde o quarteto e descarta na mesa;

O préximo jogador, podera escolher se quer pegar uma carta do monte que sobrou ou
a carta descartada na mesa, e realiza o mesmo procedimento realizado pelo jogador

anterior;
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* O jogador que primeiro completar um quarteto de cartas contendo todas as informa-

¢oes do mesmo sélido, vence.

3.4.3 Conteado relacionado ao jogo

O conteudo que serd apresentado foi elaborado utilizando as defini¢des, proposicoes e
exemplos abordados em MUNIZ NETO [16] e em IEZZI [11].

Sélidos geométricos
Os solidos geométricos estdo presentes no cotidiano, permitem a interpretacao de re-
presentacdes matemadticas € o uso de modelos para analisar as relagdes entre as figuras no

espago.

Prismas

Defini¢ao 3.14 Sejam os g)olzgonos AlAy---A, e AlAL -+ Al situados em planos parale-
los tais que as retas A1A}, AZA2 , -, ARA,, sejam também paralelas. Entdo o quadri-
ldatero AiAi 1A HA; é um paralelogramo e os poligonos sdo congruentes. O prisma de
bases A1Ay---Ap e AJAL -+ A}, € a porgdo limitada do espago delimitada pelos poligonos
AlAy---Ay e AYAS -+ A, e pelos paralelogramos AiAi+1A§+1A§, para 1 <i < n, conforme

pode ser visto na Figura 3.6.

Figura 3.6: Prisma

[Fonte: Geometria. MUNIZ NETO, 2013]

Além dos elementos citados na defini¢do de prismas, tem-se os vértices representados

pelos pontos A1, Az, ,A,,Al,AS,--- JAl; as arestas que sdo os segmentos denotados por
/.
AA1+17A1+17 1+1A

O interior que € o conjunto dos pontos que nao pertence a nehuma das faces do prisma e

A Al para 1 <i<n; as faces laterais que sdo os paralelogramos AiA’ 1A

a altura que € a distancia entre os planos de suas bases. Um prisma reto ¢ aquele cujas
arestas laterais sdo perpendiculares aos planos de suas bases.

Uma vez que as bases do prisma sio poligonos de n-lados, diz-se que se trata de um
prisma n-gonal. Quando n = 3 e n = 4, usa-se constantemente as nomenclaturas alternativas

prisma triangular e quadrangular.
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A partir dos poligonos que formam sua superficie, pode-se definir as dreas de um

prisma:
« Area da base (A4,): ¢ a drea de um dos poligonos das bases.
o Area lateral (A;): é a soma das édreas de todas as faces laterais.

« Area total (A;): € a soma da area lateral e das areas das bases.

Atotal = Alateral + 2~Abases

O volume de um prisma € igual ao produto da drea de sua base pela altura.
Vprisma =Ap.h
Piramides
Definicao 3.15 Dados um poligono convexo A1A;...A, e um ponto V ndo pertencente ao
plano A1A; ... A, define-se piramide VA A, ...A, de vértice V e base A1A;...A,, como a

porg¢do limitada do espago delimitado pelo poligono A1A; . ..A, e pelos tridngulos VAjAi11,

para 1 <i < n,conforme estd ilustrado na Figura 3.7.

Figura 3.7: Piramide regular
2

Ax Ay

AQ AB
[Fonte: Geometria. MUNIZ NETO, 2013]

As arestas da piramide s@o os segmentos VA; juntamente com os segmentos A;A; 1, as
faces laterais sdo os tridngulos VA;A; . E chamado de interior de uma piramide o conjunto
de pontos que nao pertence a nenhuma de suas faces. Baixando de V uma perpendicular ao
plano da base A1A, ... A, de uma piramide VA A,,, determina-se um ponto P, que € o pé da
perpendicular por V. Chama-se a altura da piramide a distancia entre o ponto P e o vértice
V. A nomenclatura das pirdmides € feita de acordo com o poligono da base de modo que se a
base da piramide é um poligono de n lados, esta piramide serd chamada de pirdmide n-gonal.
Uma piramide € dita regular se o poligono de sua base for regular.

As dreas da superficie de uma pirdimide podem ser assim definidas:

« Area da base (4p): é a drea do poligono da base.
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« Area lateral (A;): é a soma das dreas de todas as faces laterais.

o Area total (A;): é a soma da area lateral e da area das base.

Atotal = Alateral +Abase

O volume de uma piramide € igual a um terco do produto da drea de sua base pela

altura, ou seja:

1
Vpirmide = § Ap.h

Cilindro

Definicao 3.16 Sejam T uma curva fechada do plano o e U uma curva fechada do plano
B que é paralelo a &, r uma reta que intersecta os planos e h a distdncia entre os planos o
e B. A reunido de todos os segmentos de reta paralelos a r e que tém extremidades em T e
em U formam um subconjunto do espaco, ao qual chamamos de cilindro, conforme pode ser

observado na Figura 3.8.

Figura 3.8: Cilindro.

74
I/ U 5

I

r (7]

[Fonte: Geometria. LIMA, 2016]

O numero & é definido como sendo a altura do cilindro e seu interior ¢ o conjunto
de pontos que ndo pertence a nehuma de suas bases. Chamamos de geratriz do cilindro a
qualquer segmento de reta paralelo a r que mantém uma extremidade em 7 e outra em U.
Quando a reta r, que intersecta os planos o e 3, é perpendicular aos planos, o cilindro passa
a ser chamado de cilindro reto de base 7', caso contrario, ele recebe o nome de cilindro
obliquo. E quando suas bases sdo circulos, trata-se de um cilindro circular.

Pode-se definir as dreas da superficie de um cilindro como:

* Area da base (Ap): € a area do circulo de raio r:

Ab = 71'.7'2
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« Area lateral (A;): é a drea do retangulo de dimensdes 27.r € h:

A= 21.r.h.

» Area total (4;): é a soma da area lateral com as areas das duas bases do cilindro.

Atotal = Alateral + 2-Abase
A =2m.rh+2.m.r°
A =2m.r(h+r)

O volume de um cilindro € igual ao produto da drea de sua base pela altura, ou seja:

Vcilindro = Ab-h
V=mnr>h

Cone

Definicao 3.17 Consideremos uma figura plana M e um ponto V que ndo pertence ao plano
de M. A reunido de todos os segmentos de reta que tem uma extremidade em V e a outra
extremidade em M forma um subconjunto do espaco ao qual chamamos de cone de base M

e vértice V.

Em um cone, a base ndo é um poligono, mas qualquer regido plana delimitada por uma
curva fechada e simples. Os cones circulares sao aqueles cuja base é um circulo, como pode
ser observado na figura 3.9.

Figura 3.9: Cone de raio R
5

R

[ oD
Ay
[Fonte: Geometria. MUNIZ NETO, 2013]

Cada um dos segmentos que ligam o vértice aos pontos situados sobre a curva que
delimita a base é chamado de geratriz do cone. A unido de todos esses segmentos é uma
superficie, chamada de superficie lateral e a altura ¢ definida como sendo a distancia do
vértice V ao plano da base.

Definindo as dreas da superficie de um cone, tem-se:
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e Area da base (Ap): é a area do circulo de raio r:

Ap = 7'[.7‘2

o Area lateral (A;): € a area do setor circular de raio g:

A =T.rg

* Area total (A;): é a soma da area lateral com a area da base.

Arotal = A1 +Ap
A =mrg+ n.r’

Ay =mr(g+r)

O volume de um cone € igual a um ter¢o do produto da drea de sua base pela altura:

1

Veone = §Ab h
1
Vzgm#h
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Capitulo 4

Apresentacao de propostas didaticas que
utilizam os jogos matematicos como

recurso didatico

Analisando de forma prética os beneficios do ludico a constru¢do do conhecimento,
neste capitulo apresentam-se propostas didaticas que foram produzidas utilizando como re-
curso didatico os jogos apresentados no Capitulo 3 com o intuito de trabalhar contetidos

presentes no curriculo do Ensino Médio.

4.1 Proposta didatica: Revisando func¢ao afim

Tendo por propdsito mostrar uma abordagem educacional diferenciada no ensino da
Matemitica, essa proposta pode ser trabalhada em qualquer uma das trés séries do Ensino
Médio, visto que o conteddo explorado no jogo € sugerido no curriculo de Matemdtica de
todas as séries.

* Objetivos:

— Apresentar para o aluno uma nova linguagem da expressao de dependéncia entre
varidveis, desenvolvendo habilidades e competéncias para que ele seja capaz de
aplicar tal conhecimento em atividades futuras, estruturando o pensamento e o

raciocinio dedutivo.

— Utilizar o conhecimento de func¢do afim para a resolugdo de atividades que abor-

dam situacdes do cotidiano.
* Habilidades:

— Identificar os dados relevantes e as relagdes envolvidas em uma dada situacio-
problema para buscar possiveis resolucdes com base no conhecimento de fun-

coes.
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— Interpretar dados ou informacdes apresentadas em diferentes linguagens e repre-
sentacoes .

— Resolver problemas envolvendo relagdes de proporcionalidade entre duas gran-
dezas.

— Identificar conceitos, procedimentos e estratégias matemadticas e aplica-las a situ-
acoes diversas no contexto das ciéncias, da tecnologia e das atividades cotidianas
utilizando a constru¢@o do conceito de fungao.

* Material utilizado:

Quadro branco e lapis;

Projetor multimidia e notebook;

Livro didatico;

Jogo Descobrindo fungdes (ver Secao 3.1 e Apéndice B).
* Tempo estimado: 2 aulas de 50 minutos.

— Momento I: 1 aula;

— Momento II: 1 aula.

* Desenvolvimento:

Momento I:

Em todo conteddo que se introduz a uma turma, é importante que ocorra a valoriza-
cdo do conhecimento prévio do aluno. Portanto, inicialmente, deve-se mostrar e explorar
situacdes-problema que retratam o conteido funcdo afim, que estd descrito na Subsecdo
3.1.3. O contetdo deve ser explicado com o auxilio do projetor multimidia e os alunos
devem fazer as anotagdes dos topicos trabalhados em seus respectivos cadernos para poste-
rior consulta. O objetivo neste momento € explicar os conceitos envolvendo Fungdo afim,
fazendo com que os alunos compreendam o contetido e esclarecam as duvidas que forem
surgindo.

Momento II:

Neste momento a turma serd organizada para realizar o jogo Descobrindo funcdes
(ver Se¢do 3.1). Serd explicado que se trata de um jogo de aprofundamento e que por isso
estd sendo utilizado apds a apresentacdo do conteddo necessdrio na resolucao das situagoes-
problema propostas. Em seguida, as regras devem ser apresentadas e distribuido o material
necessario (ver Subse¢do 3.1.2). Ao preparar o material usado no jogo devem ser providen-
ciados, pelo menos 2 envelopes com fungdes diferentes para cada dupla, de modo que se

possam realizar no minimo 2 disputas, visto que cada partida estd condicionada a descoberta
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de uma fun¢do. Depois que eles descobrirem a fungdo presente no primeiro envelope e de-
terminarem a dupla vencedora, se houver, uma vez que ambas possam encontrar a funcao,

trocam-se os envelopes de modo que cada dupla realize 2 partidas.

Ap6s a conclusdo do jogo, alguns questionamentos podem ser realizados, por exemplo:

Vocé utilizou alguma estratégia para ganhar o jogo? Em caso afirmativo, qual teria

sido utilizada?

Qual a contribui¢@o do jogo para a aprendizagem do conteido?

Qual era a sua expectativa antes da realizacdo do jogo? Ela foi superada? Em caso

afirmativo, de que maneira?

* O professor pode aproveitar e deixar que os alunos exponham suas opinides a respeito

da utilizacdo desse recurso diddtico nas aulas de Matematica.

No préximo capitulo serd relatada a experiéncia da aplicacdo dessa proposta em uma

turma do Ensino Médio de uma escola publica estadual.

4.2 Proposta didatica: As chances em um sorteio

O cotidiano € permeado de incertezas e a necessidade de se ter algum controle sobre
elas motivou a elaborag@o da teoria das probabilidades, uma ferramenta capaz de medir a
esperanga que se tem a respeito de um determinado experimento produzir um certo resultado.
A utilizagdo do jogo em sala de aula servird como instrumento de ensino, procurando ser um
meio de apoio e de motivacao para a aprendizagem de conceitos de probabilidade. Nao foi
possivel aplicar esta proposta, em virtude da suspensdo das aulas por conta da pandemia do

COVID-19. De todo modo, a seguir tem-se a descricdo de todas as etapas que a compdem.
* Objetivos:

— Compreender o carater aleatdrio e nao deterministico de fendmenos naturais e so-
ciais, mobilizando o raciocinio para calcular a probabilidade de acontecimentos

simples equiprovaveis.

— Construir o conceito de probabilidade com a participacdo da turma, usando o jogo
para dar sentido as no¢des de experimento aleatdrio, espaco amostral, evento e
probabilidade.

e Habilidades:

— Utilizar conceito de eventos independentes simultaneos para a resolugdo de algu-

mas questoes.
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— Compreender a no¢do de probabilidade de um acontecimento através da realiza-
cdo de experiéncias repetidas.

— Identificar e utilizar simbolos, c6digos e nomenclaturas da linguagem matematica
para calcular a probabilidade de um evento.

— Identificar os dados relevantes e as relagdes envolvidas em uma dada situacao-

problema para buscar possiveis solucdes utilizando o conceito de probabilidade.
— Interpretar dados ou informacdes apresentadas em diferentes linguagens e repre-
sentacoes.

¢ Material utilizado:

— Quadro branco e lapis;
— Projetor multimidia;
— Livro didatico;

— Jogo Probabilidades (ver Secdo 3.2 e o Apéndice C).
* Tempo estimado: 2 aulas de 50 minutos.

— Momentos I e II: 80 min;

— Momento III: 20 min;

¢ Desenvolvimento:

Momento I:

A proposta ndo € meramente para a fixacdo de um conteudo, pois desta forma estara
ensinando a Matemdtica para resolver um jogo e nao um jogo para entendé-la. A intencao é
que o professor disponha das regras do jogo a fim de introduzir o contetddo de Probabilidade.
Neste momento a turma serd organizada para a realiza¢io do jogo Probabilidades (ver Secao
3.2). As regras do jogo devem ser apresentadas e cada dupla recebera o material necessario
(ver Subsecdo 3.2.2) para jogar. Em cada partida pode haver até 5 rodadas e ocorrer em-
pate, logo o aluno deverd perceber que a busca pela vitéria ndo é o mais importante, mas a
compreensao de conceitos indispensaveis ao estudo da probabilidade.

Depois de realizado o jogo, os seguintes questionamentos devem ser feitos:
* Quais seriam as possibilidades de se colocar as 8 bolinhas dentro do saquinho?

* Se as bolas tivessem sido retiradas com reposicao, seria mais facil ou mais dificil retirar
em seguida as trés bolinhas da mesma cor?

* Qual estratégia vocés utilizaram para que a dupla adversaria ndo ganhasse?
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Momento II:

Ap6s a conclusao do momento anterior com a reflexdo acerca dos questionamentos,
depois da aplicacdo do jogo e de serem comentadas as respostas, o professor utilizard esse
momento para realizar a explanacdo do conteido Probabilidade apresentado na Subsecao

3.2.3. Feito isso, outras indagacdes ainda relativas a realizacdo do jogo podem ser feitas:
* Qual seria o espaco amostral desse experimento aleatério?
* Quais eventos poderiamos determinar com esse experimento?

Os alunos poderao realizar as anotagdes dos topicos trabalhados e acompanhar o conteudo
presente no seu livro didédtico. As dividas que forem surgindo serdo esclarecidas com a

realizacdo dos exemplos presentes na anotacao.

Momento III:
O professor pode, a partir do que foi vivenciado nos momentos I e II, elaborar uma
lista de exercicios para que os alunos possam aplicar através de cdlculos o conhecimento

adquirido.

4.3 Proposta didatica: Fungoes e seus graficos

Funcdes podem ser representadas geometricamente no plano cartesiano. A relagdo en-
tre os pares ordenados presentes em cada uma, em especial, das fun¢des afim, quadrética,
exponencial e logaritmica, tém grande importancia no estudo dos seus respectivos graficos.
Nao foi possivel aplicar esta proposta, em virtude da suspensdo das aulas por conta da pan-

demia do COVID-19. No entanto, serdo descritas todas as etapas para sua realizacdo.
* Objetivos:
— Realizar a identificacdo, leitura e interpretagdo das func¢des afim, quadratica, ex-
ponencial e logaritmica representadas por gréficos;
— Utilizar conhecimento sobre estas fun¢des como recurso para a avaliagdo de pro-
postas de interven¢do na realidade.

e Habilidades:

— Identificar estratégias matemadticas e aplica-las a situagdes diversas no contexto
das atividades cotidianas, utilizando a construc¢io dos grificos das funcdes afim,

quadratica, exponencial e logaritmica;

— Interpretar dados ou informagdes apresentadas em diferentes representagcdes gra-

ficas;
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— Identificar os dados relevantes e as relacdes envolvidas em uma dada situacao-
problema para buscar possiveis solu¢des com base no conhecimento das funcdes

que sdo tema da proposta atual.
* Material utilizado:

— Quadro branco e l4pis;
— Projetor multimidia;
— Folhas de sulfite com a anotacdo impressa do conteido;

— Jogo Ligando pontos no plano (ver Secao 3.3 e Apéndice D).
* Tempo estimado: 2 aulas de 50 minutos.

— Momento I: 1 aula;

— Momento II: 1 aula;

¢ Desenvolvimento:

Momento I:

O objetivo neste momento € explicar os conceitos, caracteristicas e propriedades envol-
vendo os gréficos das fungdes e fazer com que os alunos compreendam o conteddo apresen-
tado. Inicialmente, para expor os conceitos iniciais dos gréaficos das fungdes afim, quadrética,
exponencial e logaritmica, deve-se explorar situagdes-problema que abordam o conteudo
que esta exposto na Subsec¢do 3.3.3; este material, por sua vez, pode ser exposto usando um
projetor multimidia e cOpia impressa fornecida a turma. Os alunos poderdo acompanhar a
explicagcdo dos topicos trabalhados presentes na anotacdo recebida. As duvidas que forem

surgindo, serdo esclarecidas com os exemplos respondidos durante a explanagao.

Momento II:

Neste momento, apds a apresentacao do contetido, a turma serd organizada para a rea-
lizag¢do do jogo Ligando pontos no plano (ver Secao 3.4). Deve ser explicado que esse jogo
¢ de aprofundamento e por isso estd sendo realizado apds a explicagdo do conteido. As
regras devem ser apresentadas e o material necessdrio descrito na Subsecdo 3.3.1 deve ser
distribuido. Ao preparar o material usado no jogo, devem ser providenciados pelo menos 2
envelopes contendo cartdes com planos diferentes para cada dupla, de modo que se possam
realizar no minimo 2 disputas, visto que cada partida estd condicionada a descoberta das
fungdes que interligam os pontos presentes no plano.

Ap0s a conclusdo do jogo alguns questionamentos podem ser realizados:

* Vocé utilizou alguma estratégia para ganhar o jogo? Em caso afirmativo, qual teria
sido utilizada?
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* De que modo o jogo contribuiu para a aprendizagem do conteido?

* Qual era a sua expectativa antes da realizacdo do jogo? Ela foi superada? Em caso

afirmativo, de que maneira?

O professor pode aproveitar e deixar que os alunos falem das suas conclusdes em

relacdo a utilizacdo desse recurso didatico nas aulas de Matematica.

4.4 Proposta didatica: Explorando os sélidos geométricos

Os sélidos geométricos sdo formas espaciais muito presentes no nosso dia a dia. E
um tema que permite a continuidade do desenvolvimento da interpretacao e do uso de mo-
delos e representacdes matemadticas para analisar relagdes entre figuras e obter determinadas
medicdes dos aspectos fisicos relacionados a sélidos. A aplicacdo desta proposta ndo pode
ser realizada, em virtude da suspensao das aulas por conta da pandemia do COVID-19. No

entanto, todas as etapas para sua realizacdo, serdo descritas:
* Objetivos:
— Utilizar o conhecimento geométrico para realizar a leitura e a representacdo da

realidade para agir sobre ela;

— Identificar as caracteristicas dos poliedros e dos corpos redondos.
* Habilidades:
— Utilizar conhecimentos geométricos para elaborar argumentos para a resolucao e

andlise de situagdes do dia a dia;

— Identificar os dados relevantes e as relacdes envolvidas em uma dada situagdo-
problema para buscar possiveis solu¢des com base no conhecimento de sélidos

geométricos;

— Interpretar dados ou informagdes apresentadas nas representacdes planificadas

dos poliedros e corpos redondos.

— Resolver situagdes-problema que envolvam conhecimentos relativos aos polie-

dros e aos corpos redondos.
— Associar os s6lidos geométricos as suas representacdes no espacgo € no plano;

— Identificar estratégias matemadticas e aplicd-las a situagdes diversas no contexto
das atividades cotidianas utilizando os conceitos e propriedades dos sélidos geo-

métricos.

¢ Material utilizado:
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Quadro branco e lépis;

Projetor multimidia e notebook;

Livro didatico;

Embalagens e objetos nos formatos de prismas, piramides, cilindros e cones;

Jogo Juntando 4 (ver Se¢do 3.4 e o Apéndice E).
* Tempo estimado: 2 aulas de 50 minutos.

— Momento I: 1 aula;

— Momento II: 1 aula;

¢ Desenvolvimento:

Momento I:

Inicialmente, para apresentar os conceitos iniciais dos s6lidos geométricos, deve-se
apresentar e explorar situagdes problema que abordam o conteddo utilizando as embalagens
e objetos nos formatos de poliedros e corpos redondos. O contetido que estd exposto na
Subsecio 3.4.3 serd apresentado e explanado para os alunos, por meio de slides apresentados
no projetor multimidia que fardo as anotacdes dos topicos trabalhados em seus cadernos. O
objetivo neste momento € explicar os conceitos, caracteristicas e propriedades envolvendo
os poliedros (prismas e pirdmides) e os corpos redondos (cilindro e cone) e fazer com que
os alunos compreendam o conteido abordado presente no seu livro didético. As dividas que
forem surgindo, serdo esclarecidas com a apresentacdo dos exemplos durante a explicacao

do conteudo.

Momento II:

Nesta ocasido, apds a apresentacao do contetido, a turma seré dividida em grupos com
4 alunos que ficardo em circulos e se enfrentardo na realizacao do jogo Juntando 4 (ver Secao
3.4). De inicio, alguns alunos podem ficar a espera do exercicio relacionado ao assunto, e
serd explicado que participardo de um jogo de aprofundamento (ver 2.2). Em seguida, as
regras do jogo serdo apresentadas e o material necessdrio descrito na Subse¢do 3.4.2 serd
distribuido. A quantidade de partidas realizadas, serd escolhida pelo professor, uma vez que a
partida encerra quando um dos jogadores completa seu quarteto de cartas com a informagdes
referentes ao mesmo soélido.

Depois de concluido o jogo, alguns pontos podem ser levantados:

* Vocé utilizou alguma estratégia para ganhar o jogo? Em caso afirmativo, qual teria

sido utilizada?
* Qual a contribui¢do do jogo para a aprendizagem do assunto?
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* Qual era a sua expectativa antes da realizacdo do jogo? Ela foi superada? Em caso
afirmativo, de que maneira?

O professor pode aproveitar e deixar que os alunos falem das suas conclusdes em

relacdo a utilizacao desse recurso didatico nas aulas de Matematica.

4.5 Resultados esperados com a aplicacao das propostas

Os jogos matematicos destinados ao Ensino Médio nao podem ser trabalhados espo-
radicamente para tornar uma ou outra aula divertida e diferente. Bem como, ndo podem ser
vistos como algo distante da realidade da sala de aula, porque a posssibilidade de sua utili-
zacdo estd relacionada com a constru¢do do conhecimento matematico durante a realizacao
da atividade.

SMOLE et al. [23] mostra em seus estudos, que quando as situagdes de jogos sao
bem aproveitadas, todos ganham. Ganha o professor porque tem a possibilidade de propor
formas diferenciadas dos discentes aprenderem, permitindo um maior envolvimento de todos
e criando naturalmente uma situacdo de atendimento a diversidade; e ganha o aluno que
aprenderd mais, a0 mesmo tempo em que desenvolve outras habilidades que lhe serdo tteis
por toda a vida e ndo apenas para a Matematica.

A elaboracdo destas propostas tem como intuito mostrar que os jogos sao elementos
que fazem parte da aula, pois a visualizacdo e manipulacdo dos materiais fazem parte da
constru¢do do conhecimento de cada um desses conteidos abordados. Os jogos ndo sdo
empregados apenas para divertir, mas para tornar esse momento mais dinamico fazendo com
que a aprendizagem ocorra de modo significativo. Cada uma delas foi preparada de modo que
seus objetivos sejam alcancados e as habilidades presentes sejam trabalhadas e desenvolvidas
de modo eficiente.

Com a realizagdo da proposta presente na sec¢do 4.1, espera-se que o aluno compreenda
melhor o contetido fun¢do afim. Para isso, serd utilizada uma atividade apresentada de um
modo diferente do que se costuma vir nos livros didaticos. Serd percebida uma motivacao
maior na grande maioria dos alunos envolvidos, e essa acdo fard com que haja uma apren-
dizagem efetiva do conteido abordado, e desse modo se chegard a conclusio se o resultado
esperado foi obtido.

Na proposta presente na Secdo 4.2, espera-se que os alunos possam compreender as no-
coes de probabilidade a partir da manipulacdo do material concreto. De modo, que este con-
tato possibilite ao aluno construir, utilizando o jogo, as ideias de espago amostral e evento.

Com a aplicac@o da proposta “Fungdes e seus graficos”, presente na Se¢do 4.3, espera-
se mais do que apenas a interagdo e cooperagdo entre alunos: o objetivo central é confrontar
os varios tipos de fungdes através de suas propriedades gréificas. Ademais, o jogo apresen-
tado serve para dar nova roupagem a exercicios cldssicos relativos a esse topico, trabalhando

as mesmas propriedades e técnicas, mas com uma abordagem diferente.
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Por fim, a proposta apresentada ao longo da Secdo 4.4, mostra um modo de se tra-
balhar as diferencas entre as caracteristicas dos s6lidos geométricos, confrontando-as entre
si. Importante ressaltar que poucos exercicios conseguem fazer esse tipo de provocacao,
comparando sistematicamente as diversas propriedades dos objetos geométricos estudados
no Ensino Médio.

No préximo capitulo serdo relatadas as experiéncias da criagdo e elaboracao dos jogos

e da aplicagdo da proposta presente na Secao 4.1.
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Capitulo 5
Diario de uma pesquisadora

Este capitulo foi elaborado com a intencdo de mostrar os momentos vivenciados pela
autora, desde o surgimento das ideias para elaboracdo de cada jogo, até a sua concretizagao,
com a aplicacdo de uma proposta que emprega o produto final obtido com a realizacao deste
trabalho.

5.1 Relato da aplicacao da proposta didatica: Revisando

funcao afim

A realizagdo da pesquisa e a aplicagdo da proposta didética Revisando funcdo afim
(ver Secdo 4.1) ocorreram na Escola de Referéncia em Ensino Médio José Pereira Burgos,
localizada na cidade de Custddia-PE, em uma turma do 3° Ano do Ensino Médio. A autora
trabalha no ambiente onde ocorreu a aplica¢do, de modo a contribuir para a constru¢do do
conhecimento, possibilitando uma maior liberdade de acdo dos alunos participantes. Quanto
a escolha por realizar o estudo nas turmas com as quais a autora trabalha, aconteceu em
virtude dos beneficios potenciais trazidos a pesquisa, jJ4 que o contato mais préximo com
os alunos poderia possibilitar uma melhor andlise de seus aspectos qualitativos. Contando,
também, com a possibilidade de mudanca no processo de aprendizagem de um ptblico que
podera ser observado por um periodo de tempo maior, pois como professora da turma existe
a possibilidade de se continuar em contato com o grupo apds o término da pesquisa.

Ao realizar a proposta, o Momento I foi iniciado com a apresentagdo e explanacao do
contetido Fungdo afim (ver Subsegdo 3.1.3). A medida que o contetido era explicado, os
alunos faziam anotagdes dos tépicos trabalhados em seus respectivos cadernos para consul-
tar posteriormente. As dudvidas que surgiam eram esclarecidas com a explica¢ao de alguns

exemplos.

Concluido o Momento I, ocorreu a preparacdo do material para a realizagdo do Mo-

mento II. De inicio, alguns alunos estavam esperando o exercicio relacionado ao assunto,
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mas ficaram surpresos quando foi explicado que eles participariam de um jogo e qual era
o objetivo desta intervencdo. Antes dos discentes comecarem a jogar, foi explicado que
tratava-se de um jogo de aprofundamento e foi explicada a defini¢do desse tipo de jogo.

Algumas indagagdes foram feitas por eles:

— “Nao vai ter exercicio, nao, professora? ”” — perguntou um aluno.

— “Cadeé as questdes do assunto?” — indagou outro aluno.

Durante a realizacdo do jogo, foi observado o comportamento dos alunos diante da-
quela situacdo. Muitos estavam empolgados em descobrir primeiro a fun¢do, mas ndo ape-
nas porque queriam vencer o jogo, mas porque estavam conseguindo colocar em prética o
contetdo que tinha sido abordado antes.

Alguns até fizeram os seguintes comentdrios:

— “Gostel, professora, dessa maneira de fazer o exercicio”. — disse um aluno.

— “Assim fica facil, fazer a atividade.” — falou uma aluna.

— “Devia ter mais vezes esse jogo na aula.”— relatou um aluno.

Embora ndo tenha sido na totalidade dos alunos que compde a turma, uma grande parte
se envolveu e participou de forma efetiva da atividade. Encerradas as rodadas de todos os
grupos, foi providenciado o material para realizagdo do tltimo momento.

As Figuras 5.1, 5.2 e 5.3 retratam a realizacdo do jogo e a participagcdo dos alunos de
uma turma de 3° ano.

Figura 5.1: Alunas interagindo durante o jogo.

F .

[Fonte: Elaborada pela autora.]

Figura 5.2: Alunos criando estratégias durante o jogo.
> g

[Fonte: Elaborada pela autora.]
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Figura 5.3: Alunos participando do jogo.
—_— — 7

[Fonte: Elaborada pela autora.]

O Momento III foi iniciado com a aplicacdo de um questiondrio para um grupo de 28
alunos. O intuito era colher opinides a respeito da intervencao.

O questiondrio apresentava as seguintes perguntas:

1. A atividade foi motivadora?

() Sim, me motivou. ( ) Sim, me motivou em partes. () Nao.

2. Vocé conseguiu tragar uma estratégia para vencer o jogo?

() Nao. () Sim. Em caso afirmativo. Qual foi a estratégia?

3. O jogo ajudou em compreender melhor o conteido matematico?

() Nao. () Sim.

4. O jogo despertou o seu interesse em relacao a disciplina?

() Néo. () Sim.

5. Como vocé avalia a atividade?

() Muito Ruim ( ) Ruim () Boa () Muito boa ( ) Excelente

6. Neste espaco vocé poderd deixar alguma sugestdo para melhorar a atividade, critica
sobre a atividade ou elogio.

Ao observar os questiondrios, foi verificado que dois deles ndo foram devidamente
preenchidos e que os demais apresentavam respostas claras e concisas. Grande parte das
respostas do questiondrio, foram favordveis a aplica¢do de jogos nas aulas de Matemética,
muito embora ndo se pdde perceber os efeitos que essa pritica pode trazer a longo prazo.

Ap6s analisar as respostas obtidas com a aplicag@o do questiondrio e o comportamento
dos alunos durante a aplica¢do da proposta, pdde-se concluir que levar um recurso didético

diferente, mesmo que utilize o material a disposi¢ao cotidianamente, fez com que os alunos
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do Ensino Médio, participassem daquele momento ativamente. A satisfacdo em ter conse-
guido encontrar a funcdo, mesmo que ndo significasse a vitdria, era notéria no semblante de
alguns alunos.

Devido a boa recepcdo e repercussdo da apresentacdo da proposta presente neste tra-
balho na escola escolhida, a rotina do ambiente escolar foi alterada com a implementacao de
uma disciplina eletiva na qual a temadtica trabalha com os jogos matematicos, abordando-se
seu histérico, a producao do material e sua utlizagdo nas aulas de Matematica.

Ao concluir a aplicagdo da atividade, a autora sentiu-se realizada em poder contribuir
com a comunidade escolar, ao criar e produzir um jogo que foi utlizado para facilitar a
aprendizagem de conteidos matematicos. Infelizmente, ndo foi possivel aplicar todas as
propostas sugeridas. Em virtude da pandemia de COVID-19, houve a suspensdo das aulas
na escola escolhida, e com isso ndo houve a possibilidade de realizar a proposta em outras
turmas, no entanto quando as aulas retornarem isso serd feito, bem como a aplicacdo das
outras propostas. Na se¢do que segue, serd relatada a experiéncia da criacdo e elaboracao
dos jogos apresentados no capitulo 3.

5.2 Relato da criacao e elaboracao dos jogos propostos

Os primeiros encontros com os orientadores ocorreram em setembro de 2019 para
discutir a temdtica que a autora pretendia abordar no seu Trabalho de Conclusdo de Curso. A
autora comegou a realizar uma pesquisa sobre o tema e fez um estudo com alunos do Ensino

Médio, abordando os seguintes questionamentos:
* O que voc¢ acha da utilizacdo de jogos nas aulas de Matemaética?
* Que tipo de jogo vocé gostaria que fosse utlizado?

Depois de analisar as respostas, percebeu que os jogos que seriam criados deveriam
despertar, mais do que a atencdo do aluno, mas provocar seu pensamento critico, tird-lo da
posicdo passiva na qual é colocado durante as aulas que sdo normalmente praticadas. Foi,
entdo, a busca de ideias que correspondessem a essa expectativa. Nao foi uma tarefa muito
simples, pois teria que criar levando em consideragdo os conteudos que sao trabalhados nesta
etapa do ensino e as competéncias € habilidades propostas pela BNCC [2]. Cada jogo foi
projetado em momentos diferentes, conforme serd contado a seguir:

O jogo Descobrindo fun¢des, inicialmente, foi proposto para utilizar qualquer fungao.
Porém ao longo do trabalho percebeu-se que seria mais proveitosa a utilizacdo de apenas
um tipo de funcdo, em virtude do tempo de aplicagdo. No decorrer do seu desenvolvimento
ndo ocorreram tantas alteragcdes e foi o tinico jogo aplicado por meio da proposta didética
sugerida no capitulo 4.

O jogo Probabilidades foi criado a partir do material “Kit de Probabilidade” que a

autora encontrou na escola onde trabalha. A ideia foi levar o jogo para a partir dele, fazer
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suscitar questdes que a Matematica traz em sua modelagem. Assim, com alunos devidamente
provocados, no sentido de estarem atentos ao cerne de problemas simples, que tém questdes
probabilisticas em sua natureza, o professor pode apresentar as ferramentas matematicas que
o descrevem. Como o “Kit de Probabilidade” ndo seria acessivel a todos que o desejassem
utilizar, foi sugerido um material de baixo custo e de facil acesso.

O jogo Ligando pontos no plano foi criado com o intuito de abordar as diferentes
funcdes que devem ser trabalhadas no Ensino Médio e foi o tinico que sofreu muitas mudan-
cas desde sua criagdo. De inicio, a sugestdo era demarcar faixas do plano cartesiano pelas
quais graficos de funcdes seriam tracados. Apesar de ser uma ideia que agradou a equipe,
percebeu-se que nao seria facil tird-la do papel, e sua execugdo em sala de aula demandaria
muito tempo. O jogo teria dois niveis, diferenciados apenas pelo fato de usar um tipo de
funcdo em um primeiro estdgio ou dois tipos de funcdo no segundo. O jogo presente na Se-
¢do 3.3 e na proposta apresentada na Secdo 4.3 ndo apresenta niveis, pois utiliza apenas um
tipo de func¢do e isso permite que o professor disponha de dois jogos em um, pois utilizard as
mesmas regras caso queira utilizar dois tipos de fun¢do. No Apéndice D serdo apresentados
os modelos de planos e fichas para as duas situacgdes.

O jogo Juntando 4 foi elaborado baseado no jogo “Quatro € o limite” (que trata origi-
nalmente de func¢des quadréticas), mas a proposta € utilizar Geometria Espacial, tema muito
comum no Ensino Médio, porém de uma maneira diferente, ja que muda a ordem em que os
elementos comumente aparecem.

Estes jogos abordam as situa¢Oes-problema que costumam aparecer nos livros dida-
ticos porém com uma aparéncia diferente. Por menor que seja a mudancga, pode despertar
motivacao nos alunos, impelindo-os a resolvé-las. Ao longo do processo de elaboragdo fo-
ram apresentados para alguns professores que os analisaram e teceram opinides a respeito de
cada um. No entanto, essas ponderacdes foram levadas em consideracao na fase de aprimo-

ramento de cada jogo.
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Capitulo 6
Conclusoes

Os jogos matematicos estimulam o raciocinio e aprimoram elementos como observa-
cdo, concentracdo, andlise e atencdo, que sdo fundamentais para o aprendizado de Mate-
matica e contribuem para desenvolver o raciocinio légico de cada jogador envolvido. No
contexto do lidico, identifica-se o uso de jogos mateméticos como instrumento didatico util
nas aulas, proporcionando clareza e organizacdo de ideias, além de auxiliar positivamente
na formulacao de hipéteses ao contribuir para a resolu¢do de diversos problemas propostos
nesta disciplina.

Quando o aluno joga, perdendo ou ganhando, ele consegue adquirir novos aprendiza-
dos e vivencia novas experiéncias; estas, por sua vez, possibilitam a reflexdo sobre a validade
de hipdteses levantadas no momento da atividade. Os jogos que foram elaborados e sugeridos
exemplificaram a facilidade de se produzir este importante recurso para abordar diferentes
contetidos do Ensino Médio.

As propostas didéticas aqui apresentadas foram elaboradas com o intuito de mostrar
que a utilizacdo dos jogos matematicos pode ser realizada de modo simples, porém com
grande eficicia.

Com a conclusdo deste trabalho, a autora pretende motivar professores a utilizar jogos
matemadticos com mais frequéncia, nas aulas de Matemaética de turmas do Ensino Médio, e
ainda por meio da exposi¢ao de suas vivéncias mostrar que este recurso pode contribuir para
a melhoria do ensino, proporcionando a compreensdo de conceitos e facilitando a aprendi-

zagem.
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Apéndice A
Instrucoes para o Jogo Ouri

Neste apéndice serd apresentado o material, as regras e os procedimentos para realiza-
¢do do Jogo Ouri.
Material necessario:

* 48 sementes (ou outros objetos pequenos, tais como avelas ou pedras);
* Tabuleiro com 14 buracos.

Objetivo:

O objetivo do jogo € recolher mais sementes que o adversario, pois vence o jogador
que obtiver 25 (ou mais) sementes.

Regras

¢ No tabuleiro existem duas filas, cada uma com seis buracos circulares, chamados casas,

nos quais se encontram as sementes em jogo.

* Cada extremidade do tabuleiro é ocupada por um buraco maior, designado por “depo-

sito”, destinado a guardar as sementes capturadas do adversario ao longo do jogo.

* Participam no jogo dois jogadores e estes jogam alternadamente e o depdsito de cada

um € o que fica a sua direita.
Movimentos

* No inicio do jogo sdo colocadas 4 sementes em cada uma das doze casas. O jogador
que inicia o jogo colhe todas as sementes de um dos seus buracos e as distribui, uma
a uma, nos buracos seguintes, no sentido anti-horario. E isso se mantém para todas as

jogadas.

* Quando uma casa contiver 12 ou mais sementes, o jogador d4 uma volta completa ao
tabuleiro, saltando a casa donde partiu. Nao se pode tirar as sementes das casas que

contenham apenas uma, enquanto houver casas com duas ou mais.
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Capturas

Os jogadores capturam sementes nas seguintes situagoes:

1. Quando, ao colocar a ultima semente numa casa do adversario, esta ficar com duas ou

trés sementes, o jogador retira-as e coloca-as no seu depdsito.

2. Se a(s) casa(s) anterior(es) a essa também tiver(em) duas ou trés sementes, o jogador
captura-as e guarda-as no seu depdsito. A captura € interrompida na primeira casa que

ndo tenha esse nimero de sementes.
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[Fonte:http://ex.ludicum.org/cnjm/2005/]

NOTA: Se, ao depositar a tltima semente na casa do adversario, esta ficar com quatro
ou mais sementes, o jogador ndo as pode capturar. Se a casa estiver vazia e ficar com uma
semente apods a jogada, também ndo haverd captura.

Regras Suplementares

As regras suplementares aplicam-se quando um dos jogadores fica sem sementes:

* Quando um jogador realiza um movimento e fica sem sementes, o adversario € obri-
gado a efetuar uma jogada em que introduza uma ou vdrias sementes do lado desse

jogador.

* Se um jogador realiza uma captura e deixa o adversario sem sementes, € obrigado a

jogar novamente, para introduzir uma ou vdarias sementes nas casas dele.
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Fim da Partida

* Quando um jogador capturar a maioria das sementes, 25 ou mais, a partida finaliza e

esse jogador ganha.

* Quando um jogador fica sem sementes e o adversario nao pode jogar de forma a in-
troduzir algumas sementes nas casas desse jogador, a partida termina e o adversario
recolhe as sementes que estdo nas suas casas para o seu depdsito. Ganha quem tiver

um maior ndmero de sementes;
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[Fonte:http://ex.ludicum.org/cnjm/2005/]

* Quando existem poucas sementes no tabuleiro e se cria uma situagdo que se repete
ciclicamente, sem que os jogadores possam ou queiram eviti-lo, cada jogador recolhe

as sementes que se encontram nas suas casas e coloca-as nos respectivos depositos.
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[Fonte:http://ex.ludicum.org/cnjm/2005]
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Apéndice B

Modelo das fichas do jogo Descobrindo
funcoes

A Figura 5.3 ilustra o material utilizado no jogo realizado durante a aplicacdo da pro-
posta didética, apresentada no Capitulo 4 e relatada no Capitulo 5,em uma turma do 3° ano
do Ensnino Médio da Escola de Referéncia em Ensino Médio José Pereira Burgos, localizada
na cidade de Custddia-PE.

Figura B.1: Jogo aplicado

[Elaborada pela autora]
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Figura B.2: Dicas para determinagdo da funcdo afim f(x)

Todas as figuras desta pagina foram elaboradas pela autora.

=—x+5

A funcdo passa pelo ponto
(1,4)

A funcdo tem coeficiente
angular negativo.

A funcao intercepta o eixo
X quando sua abscissa é 5.

A funcdo tem 5 como raiz.

A funcdo intercepta o eixo
Y no ponto de ordenada
igual a 5.

A funcao passa pelo ponto
(3,2).

Figura B.3: Dicas para determinac@o da fungdo afim f(x)

—4x+6

A funcdo passa pelo ponto
(1,2)

A funcdo tem coeficiente
angular negativo.

A funcdo intercepta o eixo
Y no ponto de ordenada
igual a 6.

A funcdo tem 3 como raiz.
2

A funcdo intercepta o eixo
x quando sua abscissa é 3
2

A funcdo passa pelo ponto
(3p_6)

Figura B.4: Dicas para resolver o problema: O preco a ser pago por uma corrida de taxi,
inclui uma parcela fixa, denominada bandeirada e uma parcela que depende da distancia a
ser percorrida uma vez que o valor para cada quilometro rodado € o mesmo. Que fungdo
afim representa o valor a ser pago em cada corrida de taxi realizada?

Os valores a serem pagos |Para rodar 20 quildmetros, o

sempre aumentam, de|valor a ser pago serd
acordo com a distancia. RS33,00.
O menor valor a ser pago e [Cada quilometro rodado

RS$3,00. custa R$1,50.

O preco de uma corrida de |A bandeirada custa R$3,00.

10 quilometros € R$18,00.
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Apéndice C
Material do jogo Probabilidades

Este material foi mencionado nas Instru¢des do Jogo na Subsecao 3.2.2 onde foi suge-
rido um saquinho de tecido preto e 10 bolinhas (sendo 5 verdes e 5 vermelhas) conforme a

imagem.

[Fonte: Elaborada pela autora]

Para participar do jogo cada dupla deverd escolher 8 das 10 bolinhas.

Utilizando bolinhas vermelhas e verdes, por exemplo, as possibilidades de escolha sdo:

¢ 3 bolinhas verdes e 5 vermelhas

[Fonte: Elaborada pela autora]
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[Fonte: Elaborada pela autora]

¢ 4 bolinhas verdes e 4 vermelhas.

¢ 5 bolinhas verdes e 3 vermelhas

[Fonte: Elaborada pela autora]
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Apéndice D

Modelos dos planos cartesianos e das
fichas do jogo Ligando pontos no plano.

1
Figura D.1: Os pontos ligam as fungdes: f(x) =2 e f(x) = (5)"

L f(x) = (3"

f(x) = (i)* f(x) = 2"

[Fonte: Elaborada pela autora com auxilio do
Geogebra]

Figura D.2: Os pontos ligam as fungdes: f(x) = logzx e f(x) =log x

3
f(x) = log1 x f(x) =logz x
9
i f(x) = log1 x f(x) =logg x
| EALE EAEEE IS IEENE SRR JASE RN SNy SE . 3
[Fonte: Elaborada pela autora com o auxilio do
Geogebra]
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Figura D.3: Os pontos ligam as fungdes: f(x) = x> —2x+le f(x) = x> —3x+3

A
]

f(x) = x> +x+1

f(x) = x*-3x + 3

6

Parada
5@

Partida
L 4

Figura D.4: Os pontos ligam duas funcdes diferentes.

Chegada
@

f(x) =x*-2x+ 1

f(x) = 2x* = x +5

[Fonte: Elaborada pela autora com o auxilio do

Geogebra]

f(x) =x+5

f(x) =x*-3x+5

f(x) = logs x

f(x) = 2

-2

[Fonte: Elaborada pela autora com o auxilio do

Geogebra]
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Apéndice E

Modelo das cartas do jogo Juntando 4

Figura E.1: Cartas contendo informacdes de sélidos geométricos diferentes

Paralelepipedo reto
retdngulo

0O volume é 60cm®

Tem 6 faces, 8 vértices
e 12 arestas

Pirdmide quadrangular

P
Ovolume é 6m

Tem 5 faces, 5 vértices
e 8 arestas

<y T .
700 cm — =
|
O volume é 7.10*tcm?® i |
l Tem 2 faces circulares ==
> W)

Cilindro

0 volume é 497 cm?

Tem apenas 1 base

circular.

20 cme

Prisma hexagonal

O volume é
3.10"3 cm®

Tem 8 faces, 12
vértices e 18 arestas.




Figura E.2: Cartas contendo definicdes de s6lidos geométricos diferentes

Sem
Paralelepipedo reto
retangulo

Solidos geométricos
formados apenas por
faces planas e
peligonais, cujas
bases séo
paralelogramos..

Tem 6 faces
retangulares, 8 vértices
e 12 arestas

50 em

20 em

Prisma hexagonal

Sdlidos geométricos
formados apenas por
faces planas e
poligonais, cujas
bases sao
hexagonos.

Tem 8 faces, 12
vértices e 18 arestas.

Prisma pentagonal

Solidos geométricos
formados apenas por
faces planas e
poligonais, cujas
bases sé@o
pentagonos.

Tem 7 faces, 10
vértices e 15 arestas.

Prisma triangular

Solidos geométricos
formados apenas por
faces planas e
poligonais, cujas
bases sao triangulos.

Tem 5 faces, 6 vértices
e 9 arestas.

im

Cone

Solidos geométricos
formados por 1 face
circular e 1 setor
circular

Tem apenas 1 base

circular .
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Solidos geométricos
formados apenas por
faces planas e
poligonais, cujas
bases séo
paralelogramos..

Figura E.3: Cartas contendo a representacio espacial do sélido de um modo diferente

Tem 6 faces
retangulares, 8 vértices
e 12 arestas

Sdlidos geomeétricos
formados apenas por
faces planas e
poligonais, cujas
bases séo
hexagonos.

Tem 8 faces, 12
vértices e 18 arestas.

Solidos geomeétricos
formados apenas por
faces planas e
poligonais, cujas
bases sdo
pentagonos.

Tem 7 faces, 10
vértices e 15 arestas.

Solidos geomeétricos
formados apenas por
faces planas e
poligonais, cujas
bases séo tridngulos.

Tem 5 faces, 6 vértices
e 9 arestas.

Solidos geométricos
formados por 1 face
circular e 1 setor
circular

Tem apenas 1 base

circular.
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