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Resumo

Este trabalho apresenta técnicas que evidenciam os diversos algoritmos de multiplica-
cdo entre nimeros naturais ja empregados em algum momento da histéria da humanidade.
Buscaremos, através de uma pesquisa bibliografica, exibir os processos para efetuar a ope-
racdo de multiplicacdo utilizados por diferentes povos, em épocas distintas, destacando suas
propriedades e semelhangas com o algoritmo para multiplicar encontrado nos livros didéticos
e atualmente ensinado nas escolas da Educagdo Bésica. A motivacao para a escolha do tema
da pesquisa partiu da curiosidade em saber como os antigos romanos faziam suas operagdes
aritméticas elementares com um sistema de numeracdo que utilizava letras para representar
seus algarismos. Essa curiosidade inicial se estendeu para outras culturas e periodos. Por
fim, exibimos em nosso texto algoritmos de multiplicacdo de seis povos distintos, além de
destacar formas diferentes de determinar o produto entre dois naturais na obra Aritmética de

Treviso.

Palavras Chaves: Multiplica¢do. Algoritmo. Histéria da Matematica.
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Abstract

This paper aims to present techniques which demonstrate the different multiplication
algorithms of natural numbers that have been already used at some time in human history.
Through a bibliographical review, we intend to show the processes applied to perform the
multiplication operation used by different people, at different times, highlighting their pro-
perties and similarities with the multiplication algorithm found in textbooks and which is
taught in Basic Education schools nowadays. The motivation for choosing this research to-
pic came from the interest to know how the ancient Romans carried out their elementary
arithmetic operations with a system that used letters to represent their numbers. This interest
then extended to other cultures and periods of time. To conclude, we present in our paper
multiplication algorithms for six different people, in addition to highlighting different ways
of determining the product between two natural numbers in the Arithmetic work of Treviso.

Keywords: Multiplication. Algorithm. History of Mathematics.
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Capitulo 1

Introducao

Desde a sua origem, o homem percebeu e sentiu a necessidade de quantificar objetos.
Em civilizagdes antigas, como alguns indigenas da América pré-colombiana, houve a pre-
méncia de “contar”’. No caso deles, possuiam trés palavras para designar os “ndmeros” 1,2 e
uma quantidade maior do que 3; sdo elas, respectivamente, em portugués: dedo, dedo duplo
e muito.

Essa capacidade de “contar” parece ser um fato natural para um simples pastor ou
criador de ovelhas; ele possui uma representagdo mental pictérica de quantidade, mas ainda
nenhum conceito de nlimero, que poderia estar associado a tragos ou riscos no chao ou em
um tronco de arvore.

Certamente a descoberta do nimero puro, como abstra¢do de um conceito de quanti-
dade é, talvez, o primeiro grande feito cientifico da humanidade.

E os dedos das maos surgem naturalmente como um instrumento de contagem, uma
vez que estes eram associados aos objetos a serem contados. Nao € a toa que a palavra digito
pode significar dedo ou algarismo.

E nesse processo desponta, prontamente, a operacdo de adi¢@o e, consequentemente, a
de multiplica¢do que, nada mais € do que uma adic@o de parcelas repetidas. Surgem assim
as operacoes aritméticas.

Nao a toa, os adeptos de Pitdgoras (570 - 495 a. C.), os pitagoricos, elevaram os
numeros a categoria de divindade. O matematico alemao Leopold Kronecker (1823 - 1891
d.C.) teve a ousadia de afirmar: Deus criou os nimeros; todo o resto é trabalho do homem?.

Neste contexto da histéria dos nimeros, varios sistemas de numeragao foram criados
por grandes civilizacdes como os babildnios, egipcios, gregos e romanos. Mas o sistema
que de fato sobressaiu-se foi o sistema de numeracao posicional Hindu-Ardbico, por usar
uma base 10 e, possivelmente, estar associado aos dedos das maos e a praticidade do valor
posicional de um nimero que permite a representacao de todos os nimeros com apenas dez
simbolos: 0,1,2,3,4,5,6,7,8¢e09.

O sistema de numeragdo romana foi usado na Europa desde a ascensdo de Roma ao

nivel de Império no século I a.C. até praticamente o século XII d.C. quando o matematico
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italiano Fibonacci introduziu o sistema de numeracdo Hindu-Arédbico na Europa através da
sua obra Liber Abaci. Mas, a partir deste ponto, travou-se uma verdadeira batalha entre os
algoritmistas que utilizavam o sistema Hindu-Arébico e os abacistas que utilizavam o sistema
romano e faziam operagdes aritméticas nesse sistema utilizando os dbacos. Nao € necessério
lembrar qual o sistema prevaleceu, mas até o século XVI alguns matemaéticos europeus ainda
insistiam na utilizacio do sistema romano de numeracao.

Grandes civilizagbes introduziram sistemas de numeracdo que foram utilizados por
bastante tempo, como os sistemas aditivo egipcio de hierdglifos e o romano, a numeragdo
escrita grega e hebraica, o sistema multiplicativo de ideogramas chineses, mas somente qua-
tro civilizagOes conseguiram criar € usar com sucesso um sistema posicional de numeragao.
Sao eles: o sistema sexagesimal cuneiforme babilonico, o sistema de varas chinés de base
dez, o sistema de base vinte dos povos maias e o sistema decimal posicional hindu-arabico.

Evidencia-se imediatamente a grande vantagem desta notacao posicional. Nao € mais
necessdrio inventar simbolos novos para a “imensidao” de ndmeros. Bastam unicamente os
nove algarismos de 1 até 9 e mais o zero. A numeracgao escrita perfeita estava criada.

Mediante um unico artificio, a criacdo do zero, a escrita hindu executa com precisao
da indicacdo da “coisa vaga” na representacao do nimero. Parece tdo simples, mas qudo alto
¢ o grau de abstracdo necessdrio para satisfazer a exigéncia do caso em que precisamos de
um simbolo que revele a auséncia de uma casa decimal. A disposi¢do em “casa”, da notacdo
hindu, reproduz o principio do dbaco, reduzido a mais pura esséncia.

E importante mencionar o grande trabalho feito pelos drabes na propagacio do uso do
sistema de numeracdo hindu e a sua consequente introdu¢@o na Europa para onde foi levado
gracas a expansdo do Império Islamico entre os séculos VII e VIII, chegando até a Espanha.

O grande matemaético alemao Leibniz (1646 - 1716) criou um sistema de numeracao
baseado em um unico simbolo; chamemos de 1 tal simbolo. Naturalmente, para desfrutar
de todas as vantagens de um sistema posicional, ele introduziu um simbolo para a “casa”
ausente; o chamaremos de 0. Entdo estava criado um incrivel sistema de numerac¢do bindrio
que, aparentemente era artificial e sem uso pratico, mas a histéria comprovou com o advento
do computador que essa era a linguagem mais adequada para a computacao eletronica.

Olhando para trds, vemos que os nimeros se dissociaram dos objetos materiais para
iniciar vida prépria como objeto abstrato, em um processo demorado, de quase cinco mil
anos, até chegar em um sistema de numeracdo (hindu-ardbico) que é uma verdadeira lingua-
gem universal.

O homem aprendeu a contar, uma das maiores facanhas da humanidade, ao lado da
domesticacdo do fogo e da invencdo da roda. Mas a criagdo dos nimeros tem uma outra
significagdo, digna da criagdo da lingua e, de fato, os nimeros se encontram entre 0s mais
antigos, as primitivas palavras do género humano. Os povos, um a um, sentiram a necessi-
dade de executar até o fim essa realizacao e a ela trouxeram contribui¢des, na medida de suas

possibilidades.



Eis-nos possuidores do conceito de nlimero puro e abstrato, isento de materialidade.
Estdo criadas a numeragdo falada e escrita internacional.

Diante desse cendrio de criacdo dos nimeros e apropriacao do seu conceito abstrato,
o dominio das operacdes aritméticas, com finalidade de facilitar o cotidiano de uma civi-
lizagdo, tem um grande destaque. A multiplicacdo é uma das quatro operagdes bdsicas da
Aritmética elementar, que geralmente € definida como uma adi¢c@o de parcelas repetidas. O
dominio desta operacdo ¢ uma habilidade fundamental para os estudantes que se preparam
para uma sociedade cercada de Matemadtica, uma vez que ela oferece ao aluno uma impor-
tante ferramenta na resolug@o de problemas.

E neste ponto que a Histéria da Matemética pode entrar como um agente diferencia-
dor, uma vez que rememorar diferentes abordagens do processo de multiplicagdo de antigas
culturas pode trazer a reflexdo sobre a Matematica natural a esta operacdo. Os Parametros
Curriculares Nacionais (PCNs) reforcam que, a Historia da Matemaética pode oferecer uma
importante contribui¢do ao processo de ensino e aprendizagem dessa drea de conhecimento.
Ao revelar a Matemédtica como uma criagdo humana, ao mostrar necessidades e preocupagdes
de diferentes culturas, em diferentes momentos historicos, ao estabelecer comparagdes entre
conceitos e processos matematicos do passado e do presente, o professor cria condi¢des para
que o aluno desenvolva atitudes e valores mais favordveis diante desse conhecimento [4].
Ainda tomando os PCNs como documento norteador para o ensino de Matemaética, podemos
citar que um dos principios que derivam das praticas, pesquisas e estudos desenvolvidos nos
anos finais do Ensino Fundamental € que o conhecimento matemético deve ser apresentado
aos alunos como historicamente foi construido e que estd em permanente evolugdo. O con-
texto histérico possibilita ver a Matemadtica em sua prética filoséfica, cientifica e social e
contribui para a compreensao do lugar que ela tem no mundo.

O uso de episddios da Histéria da Matemaética pode auxiliar para melhores praticas no
ensino de Matemadtica tornando esta disciplina mais atrativa e interessante para os estudan-
tes, motivando-os, enriquecendo as aulas e revelando uma Matemdtica acessivel. Em muitas
situacdes, o recurso da Histéria da Matematica pode esclarecer ideias que estao sendo cons-
truidas pelo aluno, especialmente para dar respostas a alguns “porqués” [5] e, desse modo,
contribuir para a constru¢do de uma visdo mais critica do objeto de conhecimento. Além
disso vale a pena ressaltar a importancia do estudo do algoritmo da multiplicacdo, ndo ape-
nas para entender melhor a operacao de adi¢do, mas também para permitir um entendimento
essencial na operacdo de divisao.

Como as outras operagdes aritméticas, a multiplicacao ja foi realizada por meio de dis-
positivos diferentes, a depender da civilizacio e da época que se pesquisa, sendo praticada
com pedras ou tabelas, ou ainda ndo recebendo muita aten¢do, como no periodo que tem
inicio com Tales até Pitdgoras. Essas formas diferentes de se realizar uma operagdo Mate-
matica denominaremos de algoritmo, que pode ser entendido como instru¢des passo a passo,

realizadas quase mecanicamente, a fim de se chegar a um resultado desejado. A operagdo



aritmética basica de multiplica¢do parece ter-se derivado de necessidades econdmicas anti-
gas e emergiam naquelas civilizagdes que dominavam a escrita [16]. O mais antigo registro
do uso de um algoritmo foi encontrado num tablete sumério datado de 2500 a.C.

Assim, diante do exposto, no Trabalho de Conclusdo de Curso (TCC) do PROFMAT
- UFCQG, apresentaremos uma pesquisa bibliografica que abordard, sob uma perspectiva his-
tdrica, a evolugdo do algoritmo de multiplicac@o, passando por diferentes culturas e épocas,
desde a Antiga Babildnia, por volta de 3000 a.C. até a publicagdo do livro Aritmética de
Treviso, na Itdlia, no ano de 1478. Destacamos que motivacdo para a escolha do tema da
pesquisa partiu da curiosidade sobre como os antigos romanos faziam suas operagdes arit-
méticas elementares com um sistema de numeracao que utilizava letras para representar seus

algarismos. Essa curiosidade inicial se estendeu para outras civilizagdes antigas.

1.1 Objetivos

Neste trabalho iremos apresentar métodos que evidenciam os diversos algoritmos de
multiplicacdo entre nlimeros naturais. Buscaremos, através de uma pesquisa bibliogriéfica,
apresentar os processos para efetuar a operacdo de multiplicagdo utilizados por diferentes po-
vos, em épocas distintas, destacando suas propriedades e semelhancas com o algoritmo para
multiplicar encontrado nos livros didéticos e atualmente ensinado nas escolas da Educagao
Basica.

Para alcancar o objetivo geral da pesquisa, destacamos os seguintes objetivos especifi-

COS:

» Apresentar breve contextualizagdo histdrica dos povos da Antiga Babilonia, do Egito,

da Grécia, da China/Japao, da Antiga Roma e dos Arabes;

* Estudar os sistemas de numeracdo dos povos da Antiga Babilonia, do Egito, da Grécia,

da China/Japdo, da Antiga Roma e dos Arabes;

» Apresentar a aritmética dos povos da Antiga Babilonia, do Egito, da Grécia, da China,
da Antiga Roma e dos Arabes, mas especificamente, a operacio de multiplicacio entre

dois nimeros naturais, por meio de seus respectivos algoritmos.

* Destacar as propriedades e semelhancas de cada método de multiplicar utilizado nas
culturas até entdo estudadas, com o algoritmo encontrado nos livros didaticos e atual-

mente ensinado nas escolas da Educagio Bésica.

1.2 Organizacao

De acordo com o que apresentamos até o momento e pretendendo alcangar os objetivos

deste trabalho, nosso texto sera assim estruturado:
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No capitulo 1: uma introdugdo que apresentard uma histéria do surgimento dos nu-
meros, dos sistemas de numeracdo e algumas de suas caracteristicas, além de apresentar o
conceito de multiplicacio entre nimeros naturais. Destacaremos também o objetivo geral e
os objetivos especificos do trabalho, bem como a estrutura de todo o TCC.

No capitulo 2: apresentaremos um breve contexto histérico sobre os povos da Antiga
Babil6nia. Em seguida, tratamos do sistema de numeracdo sexagesimal utilizado por essa
civilizacdo para, por fim, exibir o algoritmo utilizado para a opera¢do de multiplicacao nessa
cultura.

No capitulo 3: serd apresentado um contexto historico sobre o povo do Antigo Egito e
sua relacdo com a Matemdtica. Também destacaremos o seu sistema de numeracdo decimal
com hierdglifos e apresentaremos, com justificativa, 0 modo como os egipcios faziam a
operacao de multiplicacdo.

No capitulo 4: mostraremos o inicio da ciéncia na Grécia, destacando o principio da
Filosofia, com Tales de Mileto, e as suas primeiras observacdes na Astronomia. Passare-
mos, em seguida, a apresentar a Matemadtica no sistema de numeracao grego e, finalizando o
capitulo, exibiremos a forma como a operacdo de multiplicacdo era realizada pelos antigos
gregos.

No capitulo 5: trataremos sobre o algoritmo de multiplicar utilizado na China. Desta-
caremos o contexto histérico dessa civilizagdo, suas principais obras matemaéticas e o sistema
de numeracao empregado por esta cultura. Por fim, estudaremos o seu algoritmo de multi-
plicacgdo.

No capitulo 6: neste capitulo estudaremos o sistema de numera¢do romano, seus sim-
bolos e buscaremos apresentar a importancia do dbaco para esta cultura. Traremos em nosso
texto as duas formas como os antigos romanos faziam a operagao de multiplicacao.

No capitulo 7: apresentaremos os algarismos indu-ardbicos e como se deu sua chegada
a Europa. Destacaremos o sistema de numeragdo decimal e a sua chegada na Europa. Em
relacdo a algoritmos de multiplicacdo, apresentaremos dois métodos usados pelos aritméticos
e calculistas hindus. Com a invencdo da imprensa, discutiremos sobre uma obra conhecida
atualmente como Aritmética de Treviso e o surgimento do nosso algoritmo de multiplicacao.

Terminaremos o Trabalho de Conclusdo de Curso apresentando as Consideracoes Fi-

nais e as Referéncias utilizadas para a constru¢do do nosso trabalho.



Capitulo 2
A multiplicacao na Babilonia

Ao descrever a matemadtica babildnica, estaremos nos referindo ao tipo de matematica
desenvolvida na antiga Mesopotamia, nome que os gregos deram ao territério situado entre
os rios Tigre e Eufrates, regido onde atualmente se situam o Iraque, parte do Ira e parte da
Siria (observar a Figura 2.1). Foi nesta regido que as primeiras sociedades urbanas surgiram
e onde, um pouco antes do fim do século IV a.C., surgiu a primeira escrita. Esta grande

mudanga na organizacdo social teve consequéncias importantes na historia da matematica

[2].

Figura 2.1: Regido da Mesopotamia

» Behsiun

Regdo da antga Babdinag

Fonte: Eves (2007)

Neste capitulo apresentaremos um breve contexto histérico da civilizagao babildnica,

bem como o sistema de numeragdo adotado pelos povos da antiga Mesopotamia e, por fim,



destacaremos como eram feitas as multiplicacdes entre dois nimeros naturais nesta cultura.
Na construcdo do nosso texto tomamos como referéncia os trabalhos de Roque e Carvalho
(2012), Morey e Silva (2017), Aaboe (2013), Eves (2007) e Almeida (2011).

2.1 Contexto historico

O periodo de maior importancia da antiga Mesopotamia tem inicio por volta de 3500
a.C., momento em que pequenos povoamentos urbanos comeg¢am a evoluir e, progressiva-
mente, tornam-se grandes cidades, todas elas nas proximidades dos rios Tigre e Eufrates.
Estas cidades, que acabam por se organizar em um notdvel centro social e cultural, ndo se
caracterizaram pela construcdo de uma unidade politica, de forma que predominavam os
pequenos Estados que tinham o seu centro politico nas cidades.

Povos de diferentes etnias invadiram e ocuparam a Mesopotamia, destacando-se os
Sumérios, por volta de 4000 a.C., e os Acddios, em 2400 a.C..Revoltas e invasdes posteriores
levaram outros povos - amoritas, cassitas, elamitas, persas e outros - ao poder politico em
épocas distintas, mas uma uniformidade cultural permaneceu na regido, em particular, o uso
da escrita cuneiforme (em forma de cunha).

Todo tipo de registro, sejam transagdes comerciais, leis, cartas pessoais, licdes esco-
lares e, em particular, operacdes aritméticas, eram entalhadas, com um estilete, em tébuas
(ou tabletes) de barro ainda mole, as quais eram expostas ao Sol para secarem. Essa forma
de escrita era menos fragil a acdo do tempo quando a comparamos, por exemplo, a escrita
em papiros, o que permitiu a descoberta, por meio de escavagdes, de milhares de tabletes de
barro com inscrigdes.

Ha textos matematicos que datam de uma época préxima a 2100 a.C., dltimo periodo
sumério; um segundo e bastante grande grupo de tabletes datados da Primeira Dinastia Ba-
bilonica, a era do rei Hamurabi, até por volta de 1600 a.C.; e um terceiro € generoso supri-
mento estendendo-se de aproximadamente 600 a.C. a 300 a.C., cobrindo o império neoba-
bilonico do rei Nabucodonosor e as eras persas e seléucida que se surgiram [6].
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Figura 2.2: Escrita cuneiforme

Fonte: Ifrah (2010)

Entre todos os tabletes (ou fragmentos destes) descobertos, cerca de 400 foram iden-
tificados com conteddos inteiramente matematicos. Estes tabletes, que ja foram copiados,
transcritos e traduzidos, estdo guardados em museus e colecdes de muitos paises [1]. Os
problemas que podem ser encontrados nos tabletes matematicos nos mostram um pouco da
vida do povo da Antiga Babilonia. Nestas placas € possivel encontrar problemas sobre dreas
de terrenos, construcao de canais, pesos de pedras, quantidade de cereal produzido e emprés-
timos, por exemplo.

2.2 O sistema de numeracao babilonio

Antes de entender a matematica da Babilonia, em especial, o algoritmo de multiplica-
cdo utilizado por esta civilizacao, precisaremos conhecer o sistema numérico babilonio, uma
vez que os algoritmos para as operagdes aritméticas estdo intimamente vinculados com um
sistema de numeracao, quer seja ele aditivo ou posicional, quer utilize o zero ou nao [16].

Os babilonios utilizaram numerosas bases diferentes, com diversos fins praticos. En-
focaremos o sistema de numeracdo utilizado pelos escribas babilonios que habitaram a Me-

sopotamia por volta de 2000 a 1600 a.C., sem fazer referéncia a épocas anteriores.
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A numeracdo utilizada pelos astronomos e escribas da Babilonia foi uma das mais ex-
traordindria da antiguidade. O valor de seus algarismos era determinado pela sua posi¢cao
na escrita dos nimeros, mas, em vez de ser decimal, como o nosso sistema posicional atual,
era estruturada na base sexagesimal, o que significa que sessenta unidades em uma deter-
minada ordem sdo equivalentes a uma unidade de uma ordem imediatamente superior. E
bem verdade que os babilonios herdaram este sistema a partir dos Sumérios, mas por que as
civilizacdes antigas escolheram sessenta como base, se conjectura até hoje [12].

No sistema de base sexagesimal, os nimeros de 1 a 59 formavam as unidades simples,
ou ainda, unidades de primeira ordem; os multiplos de sessenta constituiam as unidades de
segunda ordem; os multiplos de 607 se faziam corresponder as unidades da terceira ordem e
assim, sucessivamente. Este sistema de numeragdo fazia uso de apenas dois simbolos para
construir os ndmeros: um pequeno "prego"ou "cravo'"vertical, que representava a unidade, e

uma "viga'"para representar a dezena. A Figura 2.3 nos mostra esses simbolos.

Figura 2.3: Primeiros nimeros - Sistema sexagesimal

. ] - 2 - 3 T 4
w S w® 6 ¥ 7 W 3
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-(@ 17 <% 18 <§ 19 « 20

« 30 («{ 40 {g 50 o 60

Fonte: Roque e Carvalho (2012)

Como podemos verificar a partir da observacao da figura acima, o simbolo para o nu-
mero 1 (um) era repetido para formar os nimeros maiores do que 1 (um), como 2 (dois), 3
(trés), e assim por diante até chegar a 10 (dez), representado por um novo simbolo. Este pro-
cesso aditivo prosseguia até o nimero 60 (sessenta), quando se voltava a empregar 0 mesmo
sfmbolo usado para representar o nimero 1 (um). Ao chegar a 60° = 3600, empregava-se
novamente o mesmo simbolo, e assim sucessivamente [15].

Uma grande vantagem do sistema posicional é que poucos simbolos sdo suficien-
tes para escrever qualquer nimero. Para que um sistema de numeragdo seja posicional,
inicialmente deve ser estabelecida uma base b. Em notacdo atual, os simbolos adotados
para a base b estabelecida sdo: 0, 1, 2, ..., b—1. Dessa forma, hd no sistema b sim-

bolos bdsicos com os quais qualquer nimero r poderd ser escrito de forma tnica: r =
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apb" +ay_ 1B+ 4+ ab* +arb+ap, onde 0 < a; <b,i=0,1,---, n. Assim, o nimero
r na base b seria representado por a,a,_1...axaay.

Com este novo principio, aliado ao principio aditivo, nimeros como o 75, ou ainda,
1 x60+15, e 01000, que € igual a 16 x 60+ 40, serdo escritos, com o sistema de numeracao
babildnio, respectivamente como:

Figura 2.4: Nimeros na notacdo babildnia

T -(W (=1x 60 + 15 = 75)
1 . 15

424( =16 X 60 + 40 = 1
(ﬁ < ( 60 + 40 = 1 000)

16

Fonte: Ifrah (2010)

Analogamente, a notagdo indicada na figura abaixo, no sistema babilonio, representara
o nimero 48 x 602 +20 x 60+ 12 = 174.012.

Figura 2.5: Numero 174.012 na notag@o babilonia

<« «

Fonte: Ifrah (2010)

Esse sistema de agrupamento em sessenta unidades estd presente na matemaética e
no nosso dia a dia, bastando lembrar que os graus de uma circunferéncia corresponde a
360 = 6 x 60, ou ainda quando olhamos para as horas em um relégio e percebemos que 1
hora equivale a 60 minutos e que 1 minuto corresponde a 60 segundos. Desta forma, a nume-
racdo babilOnia era inteiramente andloga ao nosso sistema atual, dele diferindo apenas pela
natureza de sua base (sessenta) e pelo modo de formacdo de seus algarismos [10].
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Embora sendo semelhante ao sistema numérico em uso atualmente, o sistema babilonio
apresentava o inconveniente de gerar ambiguidade na interpretacdo dos nimeros, podendo
implicar em erros. Por exemplo, a representacdo do nimero 2 através de duas cunhas verti-

cais poderia ser confundida com a notac¢do do nimero 61, ou ainda, o niimero 3601.

Figura 2.6: Representagdo do nimero 2 e do niumero 61

1 ;1
(1x60 + 1=61)

Fonte: Ifrah (2010)

De maneira semelhante, vejamos a representacdo do nimero 25 que poderia ter sua

interpretacdo trocada com a do niimero 615 ou com a do nimero 4305:

Figura 2.7: Representagao do nimeros 25, 615 e 4305

«F <« <fF <« « W
25 10 15 10 ;10 5
(= 10 x 60 + 15 = 615) (=10 x 602 + 10 x 60 + 5 = 4 305)

Fonte: Ifrah (2010)

Na representagdo do niimero 2, esse problema pode ser resolvido unindo-se os dois
simbolos. Mas como fazer para diferenciar o 1 do 60? E como escrever os nimeros 3601
e 7200, que possuem a mesma escrita no sistema de numeragdo da Antiga Babilonia? No
primeiro caso, procurou-se escrever o 1 e o 60 utilizando simbolos de tamanhos diferentes,
mas, a partir da padronizacdo da simbologia da escrita babilOnia, e cientes da dificuldade
em diferenciar certo conjunto de niimeros, os escribas da antiga Babilonia introduziram um
espacgo vazio para marcar a passagem de uma ordem sexagesimal para ordem seguinte. Esta
solucdo ndo poderia ser aplicada ao problema de diferenciar, na escrita, 0 nimero 2 do nu-
mero 120 = 2 x 60 ou ainda do nimero 7200 = 2 x 60?, uma vez que a ideia de um espaco
vazio nao era estendida a expressao de uma coluna vazia ao final do nimero.

A dificuldade sobre a ambiguidade na escrita de certos nimeros, descrita anterior-
mente, e as solucdes indicadas para supera-las escondiam, na verdade, uma outra dificuldade,

ainda mais fundamental: a auséncia do zero. Apenas no século III a.C., com a introdugdo de
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dois novos simbolos, foi introduzido o zero ao sistema de numeragdo babildnio, o zero mais
antigo conhecido da histéria (Figura 2.8), embora que utilizado somente para representar o

espago vazio interior de um nimero [1].

Figura 2.8: O zero babilonio

Fonte: Ifrah (2010)

2.3 As tabelas de multiplicacao

Com o sistema de numeracdo descrito na se¢ao anterior, os babilonios foram capazes
de fazer operacdes aritméticas bdsicas, da mesma maneira que fazemos atualmente, espe-
cialmente em termos de adi¢cdo, subtracdo e multiplicagdo. Uma grande parte dos tabletes
com escrita cuneiforme encontrados contém tabelas de reciprocos, de quadrados, de cubos
e de multiplicacdo, de maneira que uma memorizagdo de produtos de dimensdo 59 x 59 era

desnecessaria. Um exemplo dessas tabelas € mostrado na Figura 2.9:

Figura 2.9: Tabela de multiplicacdo do 9
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Fonte: AAboe (2013)
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As tabelas de multiplicacdo dos babilonios tinham a mesma fun¢do das nossas tabu-
adas. Por usar um sistema de numeracdo de base sessenta, ficaria dificil, para o povo da
antiga Babildnia, a memorizagao de uma grande quantidade de tabelas, o que vem a reforgar,
mesmo para calculos elementares, a importancia dos tabletes, como o indicado na Figura
2.9, para a aritmética da época.

Mesmo com uma base sexagesimal, os babilonios ndo possuiam tabletes contendo to-
dos 0s 59 x 59 produtos [1]. Na verdade, o que as tabelas encontradas nas escavagdes nos
mostram € que, dado um numero p, ao qual chamaremos de niimero principal, as multipli-

cacOes eram escritas da seguinte forma:

Figura 2.10: Multiplos de p

1 P

2 2p
3 3p
19 19p
20 20p
30 30p
40 40p
50 50p

Fonte: Autores

Com tabelas de multiplicacdo estruturadas como descrito na Figura 2.10, qualquer
multiplo de p pode ser determinado. Para calcular, por exemplo, 28 X p, € suficiente somar

20 x p com 8 X p, valores tabulados:

28p=20p+8p=(20+8)p

Para realizar a adi¢@o, os babilonios faziam um processo muito semelhante ao utilizado
atualmente, com a diferenca que a transi¢do para a proxima ordem s6 acontecia quando a
soma era maior do que cinquenta € nove, uma vez que, como ja mencionado na se¢do 2.2, o
sistema de numeracdo adotado era de base sessenta.

Destacamos que em muitas das tabelas de multiplicacdo a dltima linha terminava em
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Diante do que expomos em nosso texto e fundamentando-se em autores como Ifrah
(2010) e Silva (2003), podemos concluir que a operagao aritmética de multiplicagdo utilizada
pelos povos babilonios se assemelha ao modo como multiplicamos atualmente, uma vez que
em nossas escolas fazemos uso das tabuadas e, para facilitar operacdes, usamos com muita

frequéncia, propriedades dos nimeros naturais, como a distributividade em relacdo a adicéo.
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Capitulo 3
A multiplicacao no Egito

O inicio da historia da civilizagdo egipcia (a partir do inicio do século III a.C.) traz
consigo um vasto passado cultural que se confunde com o final da Era neolitica, primérdios
do surgimento da agricultura. Escavagdes realizadas em certos locais de enterros desta época
(também chamados de necrdpoles ou campos santos), situados em dreas proximas ao Alto
Egito e na regido do Delta (Figura 3.1), levaram a descobertas de variados objetos decorados
com figuras ou ilustra¢des, que permitiram os historiadores a reconstruir, em linhas gerais, o

estado da civilizacdo egipcia.

Figura 3.1: Geografia do Egito Antigo

O EGITO ANTIGO
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A Pirdmides

Fonte: Morey e Silva (2017)

Neste capitulo faremos uma apresentacdo sucinta do contexto histérico da civilizagao
egipcia. Dissertaremos sobre as fontes matematicas do Antigo Egito, destacando entre elas,

o Papiro de Rhind. Também apresentaremos o sistema de numeracao adotado por esta cul-
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tura, descrevendo suas propriedades e funcionalidades, tornando possivel apresentar o modo
como era feita a multiplicagdo entre dois nimeros naturais por esta cultura, justificando o
funcionamento do algoritmo utilizado a época. Neste capitulo, utilizamos como referéncia
os trabalhos de Roque (2012), Boyer (2012), Mendes (2006) e Ifrah (2010).

3.1 Contexto historico

A origem do que entendemos atualmente por civilizacdo egipcia € um resultado de
unificag@o de diversas cidades existente nas margens do rio Nilo, por volta do ano de 3200
a.C. O Egito formava, entdo, dois reinos e permaneceu dividido até o dia em que, apds uma
tentativa de unificar o pais por iniciativa de um soberano do sul, o “rei Escorpidao” - seu
sucessor, Narmer, conseguiu concluir a unificagdo [11]. Em um primeiro momento apds a
unificacdo destas cidades, o governo € fixado na cidade de Tinis, mas a partir da administra-
cdo do faraé Narmer (3000 a.C.), a nova capital do Egito passar a ser a cidade de Ménfis.
Os antigos egipcios passam a ter controle sobre as inundagdes do rio Nilo e, devido a isto,
eles conseguiram desenvolver notavelmente a agricultura, principal atividade econdmica. Os
egipcios cultivavam trigo, cevada, linho, algoddo, legumes, frutas. Cultivavam também o
papiro, planta com a qual faziam um papel de boa qualidade [12]. De forma progressiva,
vao consolidando um sistema administrativo, social e cultural, o que favorece a criacdo do
sistema hierdglifo de escrita, que vem a colocar os antigos egipcios como uma das grandes
civilizacdes da antiguidade.

Com o surgimento de um sistema administrativo, a sociedade egipcia passa a ser orga-
nizada em um sistema hierdrquico que posiciona o fara acima de todos. Abaixo do farad,
um conjunto de pessoas da realeza e um seleto grupo de escribas (ou escrivao) controlavam
o Estado. Associado a um sistema de hierarquia, os antigos egipcios acreditavam na vida
apds a morte, o que leva ao surgimento de cultos religiosos para, em seguida, a constru¢ao
de grandes templos, onde os sacerdotes tinham a autoridade. Ainda ligado a fé na vida apds a
morte, o desenvolvimento da engenharia permitiu ao fara6é Djoser I (também conhecido por
Geser ou Neterket), por volta de 2600 a.C., ordenar a constru¢do da primeira piramide da
histdria, a piramide de Saqqara. Uma pericia profunda em engenharia € verificada quando se
observa que, o erro relativo envolvendo os lados da base quadrada € inferior a 1/14000 e o
erro relativo aos angulos retos dos vértices da base nao excede 1/27000 [6]. Um pouco mais
tarde, os faraés Quéops, Quéfren e Miquerinos também entram para a histéria pela cons-
trucdo das grandes piramides do conjunto de Gizé. Essas estruturas eram construidas para
servirem de timulos reais. Com a crenga na vida apds a morte, a conservagao dos corpos
seria fundamental, assim, embalsamavam-se 0s corpos, € os objetos pessoais e valores do dia
a dia era, colocados no timulo para uso apds a morte.

Com a dinastia XIX (1295 a.C. - 1186 a.C.), o Egito viveu seu periodo de maior gloria,

coincidindo com os governos dos trés primeiros farads da época: Ramsés I, Seti I e Ramsés
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II. Também, nesse periodo, ocorreu o seu declinio, com os ultimos farads: Siptd e Tausserte.
Finalmente, no ano de 332 a.C., Alexandre, o Grande, ocupa o Egito. O povo egipcio toma

Alexandre como seu libertador € novo farag.

3.2 O ssistema de numeracao no Antigo Egito

As informacgdes que temos hoje sobre a Matemadtica praticada pelos antigos egipcios
sdo extraidas de manuscritos em papiros ou pergaminhos, j4 descobertos naquela regido.
Como indicamos na Sec¢do 3.1, os egipcios produziam, a partir de uma planta chamada pa-
piro, papel de boa qualidade, leve e flexivel, mas fragil e pouco resistente a umidade. Com-
parando a quantidade de papiros, maior fonte de registro da Matemadtica egipcia, com os
documentos babilonicos, em termos de quantidade, os papiros sdo muito mais raros. Entre
0s papiros com maior importancia como fonte de pesquisa matemadtica, podemos destacar
dois papiros do Médio Império - papiros de Kahun e de Berlim e dois textos mais longos e
um pouco mais recentes - papiro de Rhind e Papiro de Moscou [11]. Assim, trataremos, a

seguir, de forma especifica, do Papiro de Rhind.

3.2.1 O Papiro de Rhind

Poucos sdo os documentos que nos revelam a Matematica do Antigo Egito. O Papiro de
Rhind (ou de Ahmes) e o Papiro de Golenishchev (ou de Moscou) sdao dois dos documentos
que sobreviveram ao tempo e puderam ser estudados.

No ano de 1855, o advogado e arquedlogo escocé€s Alexandre Henry Rhind (1833-
1863) comprou, na cidade de Luxor, Egito, um rolo de papiro com dimensoes aproximadas
de 5 metros de comprimento por 0,30 metros de largura. Exceto por uns poucos fragmentos
que estao no Brooklyn Museum, este papiro estd agora no British Museum, localizado em
Londres, Inglaterra, sendo conhecido como papiro de Rhind ou de Ahmes, em homenagem
ao escriba que o copiou por volta de 1650 a.C. [S]. Quando de sua chegada ao museu bri-
tanico, o Papiro de Rhind possuia dimensdes menores: era compostos por duas partes, lhe
faltando a parte central que, apenas cinco anos mais tarde, foi doada a Sociedade Histdrica de
Nova York pelo egiptélogo americano Edwin Smith, que o comprou no Egito pensando em
estar adquirindo um papiro da drea médica. Apés a Sociedade Histérica de Nova York per-
ceber do que tratava o papiro recebido, esta fez a doac@o do papiro para o British Museum,

ficando o Papiro de Rhind completo.
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Figura 3.2: Uma parte do Papiro de Rhind
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Fonte: Eves (2007)

O Papiro de Rhind se tornou a principal fonte do atual conhecimento sobre a Mate-
matica do Antigo Egito. Este papiro € um texto matematico em formato de manual prético.
Apresentando 85 problemas, foi copiado em escrita hierdtica pelo escriba Ahmes, de um
trabalho ainda mais antigo, datando de cerca de 2000 a 1800 a.C. Em seus 85 problemas é
possivel encontrar descri¢do dos métodos de multiplicagdo e divisdo dos egipcios, do uso que
esta cultura fazia das fracdes unitarias, do emprego da regra da falsa posi¢ado, da solucdo para
o problema de se determinar a drea de um circulo, além de muitas aplicagdes da Matemética
a problemas praticos. A seguir apresentamos trés problemas que estdo no Papiro de Rhind

[6]:

1. Se lhe perguntam o que é 2/3 de 1/5, tome o dobro e o séxtuplo; esse é 2/3 dele.

Deve-se proceder assim para qualquer outra fracdo.

2. Uma quantidade, seus 2/3, seu 1/2 e seu 1/7, somados, valem 33. Qual é a quanti-
dade?

3. Divida 100 pdes entre 5 homens de modo que as partes recebidas estejam em progres-

sdo aritmética e que um sétimo da soma das trés partes maiores seja igual a soma das
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duas menores.

Os trabalhos de Boyer (2012) e Eves (2007) apresentam outros problemas do Papiro de
Rhind. Estes problemas abrangem as dreas de Aritmética e Algebra, com temas de origem
pratica e alguns de natureza tedrica. Também nos mostra todo o esfor¢o dos egipcios para
evitar as fracdes ndo unitdrias, apresentando as tdbuas que davam a representacio desejada
para fragdes do tipo 1/n, sendo essas as dnicas utilizadas devido cardter singular da multi-
plicacdo egipcia. Da mesma forma, encontramos no Papiro problemas geométricos, muitos
deles resultam de férmulas de calculo de areas de terras e volumes de graos. Ja no Papiro
de Rhind € possivel encontrar uma forma de se calcular a drea de um circulo: a drea de um
circulo € igual a de um quadrado de lado igual a 8/9 do didmetro [6].

Para o nosso trabalho, em especial, o Papiro de Rhind é de grande importancia, uma

vez que ele nos mostra como a multiplicacdo era efetuada no Antigo Egito.

3.2.2 O sistema de numeracao hieroglifico egipcio

Como ja mencionado, ndo sdo muitos os documentos onde € possivel encontrar como
era estruturada a Matematica egipcia, o que vem a reforgar a importancia do Papiro de Rhind,
pois, juntamente com a decodificacdo de inscricdes em tumbas € monumentos, a numeragcao
desta antiga civilizagdo foi facilmente decifrada.

O sistema de numeracao egipcio j4 estava desenvolvido antes da unificagdo do Egito
sob o governo de farads. De fato, por volta de 3000 a.C., esta civilizagdo j4 se encontra muito
avancada, fortemente urbanizada e em ampla expansdo. Desde o seu surgimento, o sistema
de numeracao hieroglifico era baseado no nimero 10. O numero 1 era representado por
um ftrago vertical, € os nimeros seguintes, de 2 a 9, eram obtidos pela soma de um nimero
correspondente de tracos verticais. Temos, entdo, um sistema aditivo e decimal, isto &, as
unidades, as dezenas e as centenas eram representadas por sinais diferentes que se repetiam
quantas vezes fossem necessdrias [11]. O nimero 10 era representado por uma alga; o 100,
uma espiral; 1 mil, a flor de 16tus; 10 mil, um dedo; 100 mil, um sapo; e 1 milhdo, um deus

com as maos levantadas (figura 3.3 ).
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Figura 3.3: Simbolos do sistema hierdglifo
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1.000 10.000 100.000 1.000.000

Fonte: Roque (2012)

Os hierdglifos egipcios, como os apresentado na figura 3.3, sdo quase todos tirados da
fauna e da flora da regido do Nilo, e os instrumentos e utensilios que esta escrita “copiou”
eram utilizados no Egito pelo menos desde o inicio do quarto milénio antes da nossa era
[10].

A convencdo para ler e escrever os nimeros € elementar: os nimeros maiores Sao
escritos na frente dos menores e, havendo mais de uma linha de nimeros, devemos partir
da linha mais acima. Assim, para escrever um numero, basta organizar todos os simbolos
obedecendo tal convengdo. A soma dos valores resultard no nimero desejado. A figura 3.4

nos mostra um exemplo de representacdo no sistema hieréglifo:

Figura 3.4: Representacdo no sistema hierdglifo

o s~ NN 21T ee fm

Fonte: Almeida (2011)

Como o sistema € aditivo, a soma de todos os nimero representados indicara qual € o

nimero apresentado na figura 3.4, em nosso sistema de numeragao:

1.000.000 +100.000 +4-10.000+3-1.000+2-100+5-10+4-1 =
1.000.000 + 100.000 +40.000 4 3.000 + 200 4+ 50 +4 =
1.143.254

Outra caracteristica desse sistema de numeragdo € auséncia do zero, como podemos

destacar nas representacdes dos ntimeros 218 e 2018 (figura 3.5):
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Figura 3.5: Numeros 218 e 2018 no sistema hierdglifo

Fonte: Almeida (2011)

Do ponto de vista pratico, este sistema de numeragdo revelava algumas dificuldades,
pois, por exemplo, o nimero 9999 necessita, para ser escrito, um total de 36 simbolos di-
ferentes. Entretanto, é possivel observar no Papiro de Harris, em exposicdo no British Mu-
seum, um registro de grandes valores fazendo uso, em sua representacio, da sobreposi¢ao
de sinais. Na figura 3.6 destacamos a representacdo, no sistema de numeragao egipcio, do
numero 494800.

Figura 3.6: Numero 494800 no sistema hierdglifo
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Fonte: Almeida (2011)

Na figura 3.6 conseguimos perceber a constru¢do do nimero 494800:

100.000 -4 +10.000 -9 + 4800 =
400.000 +90.000 4- 4800 =
494.800

No sistema de numeracdo hierdglifo utilizado pelos egipcios, os nimeros fraciondrios
eram representados através de simbolos diferentes daqueles indicados na figura 3.3. Em re-
lagdo a representagdo, existiam dois tipos de fracdes. As fracdes comuns eram representadas
por simbolos préprios, como 1/2,2/3, alémde 1/3 e 1/4 [14].
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Figura 3.7: Fragoes

Fonte: Eves (2007)

As outras fracdes, todas unitdrias, ou seja, aquelas com numerador 1, eram obtidas
colocando-se um simbolo oval em cima do que hoje chamamos denominador: eram obtidas

escrevendo nimeros inteiros com o simbolo oval logo acima.

Figura 3.8: Fracdes com simbolo oval
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Fonte: Ifrah (2010)

3.3 A multiplicacao no Antigo Egito

Grande parte dos problemas incluidos nos papiros de Rhind e Moscou sdo de natureza
numérica e de simples resolucao, bastando uma soma ou multiplicacdo para resolvé-los. A
operacdo de adicdo era resultado direto do sistema de numeracdo adotado. Para se obter o
total de uma soma, bastava agrupar dois nimeros, fazendo, em seguida, as simplificacdes,

quando necessdrias. Vejamos a soma de 23 com 18 na figura 3.9 .
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Figura 3.9: Adicdo entre 23 e 18

SOANM:  » N W

Fonte: Morey e Silva (2017)

Fazendo a justaposi¢do dos simbolos:
Figura 3.10: Adigdo entre 23 e 18

O O YW BRI

Fonte: Morey e Silva (2017)

Como a base do sistema de numeracao € decimal, ndo podemos repetir um mesmo

simbolo mais que 9 vezes. Assim:

Figura 3.11: Adigdo entre 23 e 18

- n
Fonte: Morey e Silva (2017)

Chegando ao resultado final, 41 unidades (figura 3.12).

Figura 3.12: Adicao entre 23 e 18

NNNNI

Fonte: Morey e Silva (2017)

A operacao de multiplicacdo era sempre efetuada como uma sequéncia de duplicacoes.
Vejamos um problema envolvendo a multiplica¢ido encontrado no texto de Ifrah (2010):
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Estamos no ano 2000 a.C., na casa de um agricultor de cereais na regido de Manfis.
Ao final da colheita, um funciondrio do fisco vem controlar o estdgio da producdo e fixar
o montante do imposto anual. Este encarrega alguns trabalhadores de medir o grdo por
alqueire | e de embald-lo nos sacos. A colheita ofereceu neste ano dois tipos de trigo: o
amido e a espelta, além da cevada comum. Para ndo se enganar com relacdo a validade de
cereais, os trabalhadores repartem o amido em fileiras de doze sacos, a espelta em fileira
de quinze sacos, e a cevada em grupos de dezenove sacos, correspondendo esses grupos
respectivamente aos niimeros 128, 84 e 369.

De acordo com os dados do problema, podemos determinar o nimero total de sacos de
trigo para amido através da multiplicacdo de 128 por 12. Os antigos egipcios procediam da
seguinte forma:

Figura 3.13: Multiplicacdo entre 128 e 12

1 12
2 24
4 48
8 96
16 192
32 384
64 768
128  1.536

Fonte: Ifrah (2010)

Percebamos que o multiplicador 12 € escrito na segunda coluna e o nimero 1 a sua
frente, na primeira coluna. Em seguida, faz duplicacdes sucessivas em cada um dois nimeros
até o momento que, no multiplicando (coluna da esquerda) aparece o 128. O valor de 1536,
correspondente do 128 na segunda coluna, € o resultado da multiplicacdo 128 x 12.

De volta ao problema do agricultor, desejamos, agora, determinar o ndmero de sacos
de espelta. Para isso, faremos produto de 84 por 15:

! Antiga medida de capacidade
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Figura 3.14: Multiplicacao entre 84 e 15

15
30
60
120
6 240
2 480
64 960

Ul e GO o DD =

Fonte: Ifrah (2010)

Novamente, na coluna da direita, colocamos o multiplicador e, na coluna da esquerda,
escrevemos o numero 1, para, em seguida, fazer as duplicacdes dos valores nas duas colunas.
Desta vez, o multiplicando 84 ndo aparece na primeira coluna, entdo prosseguimos com as
duplicagdes até encontramos o maior nimero contido neste multiplicando; nesse exemplo, o
nimero 64. Para determinar o resultado da multiplica¢do, deveremos somar valores contidos
na coluna da esquerda cujo total seja igual a 84. Na figura essas parcelas estdo destacadas
com um pequeno traco horizontal e, seus correspondentes na coluna da direita, marcados

com uma barra inclinada:

Figura 3.15: Multiplicacdo entre 84 € 15

1 15

2 30
— 4 60/

B 120
— 16 240/

32 430
— 64 9260/

Fonte: Ifrah (2010)

Ao fazer a soma dos nimeros destacados com o traco horizontal, chegamos ao resul-

tado procurado:

84 x 15 =15 % (44 16+ 64) = 60+ 240+ 9600 = 1260 sacos de espelta

Apresentaremos outro problema, dessa vez retirado do texto de Roque (2012). O pro-

posito agora € de mostrar todo o processo de duplicacdo utilizando os simbolos préprios do

28



sistema de numeracao hieréglifo:
Supondo que cada pessoa tenha direito a doze sacos de grdos (convencionando-se um
saco de tamanho fixo), a quantos sacos de grdos sete pessoas tem direito?

A figura nos mostra o produto entre os nimeros 12 e 7:

Figura 3.16: Multiplicacdo entre 12 e 7
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Fonte: Roque (2012)

O resultado do problema seria a soma:

Tx12=12x (1+2+4)=12+24+48 = 84 sacos de grioes

A multiplicag@o egipcia € feita por esse algoritmo; € relativamente simples e pode ser
feita sem o uso das tdbuas de multiplicagdo. Mas por que o algoritmo utilizado pelos antigos
egipcios funciona?

Os problemas retirados dos textos de Ifrah (2010) e Roque (2012), as solucdes apre-
sentadas e o algoritmo utilizado nas resolucdes, nos levam a observar que um dos fatores €
decomposto em uma soma onde cada parcela € uma poténcia de 2. Quando efetuamos as so-
mas dos valores da coluna correspondente a estas poténcias, encontramos o valor do produto

procurado. A seguir enunciamos um teorema que formalizard nossa observacao.

Teorema 3.1 Todo niimero inteiro positivo pode ser escrito de modo vinico como soma de
diferentes poténcias de 2 com expoentes inteiros ndo negativos, denominada representacdo

bindria.
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Apresentaremos uma demonstrag¢do para o teorema 3.1 disponivel em [17].

Demonstracao.

Iniciaremos mostrando a existéncia da representacdo, usando inducao em n. Temos
que 1 =1,2=2,3=142,4=4,5=4+4+1,6=4+42,7=4+2-+1 e, comisso, o resultado
vale para todo n < 7. Supde que o resultado vale até um certo k > 7. Se k+ 1 € uma poténcia
de 2, entdo estd provado. Caso contrério, existe j tal que 2/ < k+1 < 2/ =2/ 4 2/,
Logo k+ 1 —2/ < k e como qualquer niimero menor ou igual a k é a soma de poténcias
de 2, segue que existem inteiros ndo negativos 0 < eg < e; < --- < ¢; tais que k+1 —2/ =
290 2€1 4.4 2¢, Como k+ 1 —2/ < 2/ segue que 2°0 +2¢1 +-.- +2% < 2/ e assim ¢; < j.
Logo k+1 =2 2 —|—...2€l—i—2j,com0§eo <er << <.

Agora provaremos a unicidade da representacdo. Supde que a representacdo € unica
até um certo k e que k+ 1 =290 424 ... 4 2% = 2b0 4 201 o 4 25 com 0 < ap < a; <
e <a,e0<by<b <---<bs Entio 2% <29 4241 4 ... 404 =2bo 4 pb1 4 ... 4 2bs <
20 p ol oo 4 2bs = 2l 1 Logo 2% < 25F! e assim a, < b;. De maneira andloga
podemos mostrar que by < a, e, portanto a, = b;. Usando a hipétese de inducdo concluimos
quer—1=s—1equea;=bj,parai,jec {0,1,...,r—1}. Portando estd provada unicidade.
0J

Assim, com o teorema demonstrado e a propriedade distributiva da adicdo em relacao
a multiplicacdo, temos assegurado o funcionamento do algoritmo utilizado pelos antigos
egipcios.

Diante do texto apresentado nesse Capitulo 3, considerando as ideias e discussoes des-
tacadas nos trabalhos de autores como Roque (2012), Eves (2007) e Ifrah (2010), chegamos a
conclusao que a multiplicacdo utilizada pela civilizagao do Antigo Egito, mesmo utilizando
o processo de duplicacdo, tem como semelhanca ao atual modo de multiplicar, o uso da
propriedade distributiva da adi¢@o e, faz uso de um resultado importante para a Matemética
do presente: todo nimero inteiro positivo pode ser escrito de modo tnico como soma de
diferentes poténcias de 2 com expoentes inteiros nao negativos.
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Capitulo 4

A multiplicacao na Grécia

Nos ultimos séculos do segundo milénio antes da era crista, as atividades intelectuais,
politicas e econdmicas na regido do Egito e Mesopotamia tinham perdido sua vivacidade.
Paralelamente ao declinio das culturas dos vales dos rios Nilo, Tigre e Eufrates, algumas
civilizagOes passam a ganhar destaque, entre elas, os povos hebreus e os gregos. O bronze
passa a dar lugar ao ferro na fabricacao de armas e novas préaticas de guerra sdo praticadas,
trazendo consigo culturas vigorosas ao longo de todo litoral do Mar Mediterraneo (figura
4.1). Inventou-se o alfabeto e se introduziram as moedas. O comércio foi crescentemente
incentivado e se fizeram muitas descobertas geogréaficas. Ergue-se um novo tipo de civiliza-
cdo [6]. A percepc¢do estatica das coisas jd ndo tem mais sentido e, agora, em um ambiente
crescente de racionalismo, o0 homem passa a querer entender o como e o por qué de tudo o

que o cerca.

Figura 4.1: Mapa da colonizagdo grega
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Fonte: Almeida (2011)

Apresentaremos, neste capitulo, uma descri¢do breve do inicio da ciéncia na Grécia,

incluindo a Matematica. Também apresentaremos o sistema de numeragdo utilizado por
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esta civilizacdo, expondo suas propriedades e caracteristicas, destacando algumas fontes da
época, para, em seguida, discorrer sobre a forma como era feita a multiplica¢do entre dois nu-
meros naturais por esta cultura, justificando o funcionamento do algoritmo utilizado a época.
Neste capitulo, utilizamos como referéncia os trabalhos de Eves (2007), Boyer (2012), Al-
meida (2017) e Ifrah (2010).

4.1 O inicio da ciéncia na Grécia

Nao € simples situar cronologicamente o inicio do desenvolvimento do raciocinio ci-
entifico dos antigo gregos. As primeiras referéncias a conhecimentos de astronomia sao
encontrados nos épicos poemas de Homero (século VII a.C.), A Illiada e A Odisséia. Nesta
ultima obra, por exemplo, Homero narra como Odisseu servia-se das constelacdes de Pléi-
ades, de Boieiro e da Ursa Maior, para navegar. Na mesma época, Hesiodo em sua obra
OS Trabalhos e Os Dias utiliza as apari¢des das constelagdes para marcar o calendério da
agricultura grega.

As obras de Homero e Hesiodo citadas se passam em mundos nos quais um Deus, que
tem a forma humana e residente no Monte Olimpio, intercede na vida dos homens. Assim,
todo acontecimento na vida humana € resultado das vontades divinas.

No inicio do século VI a.C. esse cendrio comeca a mudar. O surgimento dos primeiros
fildsofos gregos faz surgir uma cultura que comeca a questionar sobre a natureza do nosso
mundo. O campo divino passa a dar lugar a teorias racionais, verdadeiras ou ndo, que fo-
ram resultados de andlises detalhadas de diferentes fendmenos. Os processos empiricos do
Oriente antigo, suficientes o bastante para responder questdes na forma de como, ndo mais
bastavam para as indaga¢des mais cientificas na forma de por qué [6]. Este movimento de
renovacdo comegou a ocorrer na Jonia (atual territorio da Turquia), onde os gregos, tinham se
estabelecido em colonias prosperas comercialmente. Entre os gregos presentes, o primeiro
grande nome do qual se tem certeza é Tales de Mileto (624 - 546 a.C).

Historicamente, tudo ligado a Tales € pouco impreciso. Nenhuma grande obra sua
sobreviveu ao tempo. Entretanto, as mais antigas referéncias gregas a historia, atribuem
a Tales diversas descobertas. Herddoto (485 - 425 a.C.) atribui a Tales a previsdo de um
eclipse solar que aconteceu no ano de 585 a.C.. O historiador Diégenes Laércio (200 -
250 d.C.) concede a Tales a descoberta da duracdo de um ano solar. J& Aristételes refere-
se a Tales como o primeiro filésofo a atribuir uma causa material a todas as coisas: Tales
considerava que tudo tinha origem na dgua. Consideragdes de ordem filosé6fica influiram no
desenvolvimento da matematica grega, especialmente no conceito de nimero [3].

Em relacdo a Matemitica, Plutarco (46 - 120 d.C.) atesta que Tales foi o responsdvel
em converter a Geometria em uma ciéncia dedutiva e, através de Didgenes Laércio, sabemos
que lhe foi atribuido o fato de calcular a altura da Piramide de Quedps, fazendo uso do

comprimento de sua sombra. Proclo (410 - 485 d.C.) nas paginas iniciais de seu Commentary
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on the First Book of Euclid’s Elements (Comentério sobre o primeiro livro de Os Elementos
de Euclides), reconhece que Tales demonstrou os quatro seguintes teoremas [5]:

1. Um circulo € bissectado por um didmetro.
2. Os angulos da base de um tridngulo isdsceles s@o iguais.
3. Os pares de angulos opostos formados por duas retas que se cortam sdo iguais.

4. Se dois tridngulos sdo tais que dois angulos e um lado de um sdo iguais respectivamente

a dois angulos e um lado de outro, entdo os tridngulos sdo congruentes.

E, principalmente das observagdes de Proclo, que vem a designacdo de Tales como o
primeiro matemaético.

4.2 O sistema de numeracao grego

Uma das maiores contribui¢des dada pelos gregos para todos os conceitos da Matema-
tica, foi o reconhecimento consciente e a énfase do fato de que as entidades matematicas,
os ndmeros, e as figuras geométricas, eram abstracoes, ideias abrigadas pela mente e nitida-
mente distintas de objetos fisicos ou imagens [2].

Ainda em relacdo aos nimeros, 0s gregos antigos desenvolveram duas notagdes dife-
rentes: um mais antigo, conhecido como notagao atica; o outro, chamado de sistema jonio,
jonico ou alfanumérico.

O primeiro sistema, a notacdo atica, € composto por seis simbolos e teria sido utilizado
desde meados do século V a.C. até o século I a.C.. Cada um dos seis simbolos corresponde
a primeira letra do nome de cada nimero. O nimero 1 € representado por um trago vertical,
constituindo a Unica situagdo em que nao se recorreu a primeira letra do nome do préprio

nldmero o representar.

Figura 4.2: Simbolos no sistema édtico

Inicial de... Significa

I (pi) meVTE (pénte) : Cinco
| Adelta) Aexat (déka) | Dez
H (eta) Hexartov (hékaton) Cem
X (xi) | yihot (chilioi) Mil

M (mu) Mupiol (myrioi) Dez mil

Fonte: Almeida (2011)
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Fazendo uso dos simbolos dticos apresentados na figura 4.2, o nimero 234 seria repre-
sentado por:

Figura 4.3: Representagdo do nimero 234 no sistema atico

HHAAAII
Fonte: Almeida (2011)

Percebamos que, na notacdo utilizada, € indiferente a ordem em que os simbolos sdao
colocados, pois o valor estd ligado aos proprios simbolos e ndo depende da posi¢cdo que eles
estdo na sequéncia. Dessa forma, para ter o valor representado, bastaria somar os valores que
cada um destes simbolos correspondem. De maneira mais geral, na representacao dtica, foi
utilizada a convencao de se ordenar os simbolos por ordem decrescente de valor, da esquerda
para a direita. Esta convencdo adotada ndo fez findar uma dificuldade natural deste sistema
de base dez e aditivo: para a escrita de alguns niimeros, o uso de muitos caracteres para
expressa-los. O nimero 9999 seria representado por um total de 36 simbolos [2].

Esta situagdo foi contornada com a ado¢do de novos simbolos para os nimeros 50,
500, 5000 e 50000. Os novos caracteres nascem da combinag¢do dos simbolos ja utilizados.
Apresentamos esses novos simbolos na figura 4.4 :

Figura 4.4: Numeros 50, 500, 5000 e 50000 no sistema atico

[~ " [ ™
50 500 5.000 50.000

Fonte: Heath (1923)

Assim, esse sistema de numeragdo atribuia uma representagao particular para cada um

dos seguintes nimeros:
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Figura 4.5: A numeracdo decimal no sistema atico

l 3 10 50 100 500 1 000 5000 10 GO0
| l 10 | 1o | 10¢
hase auxiliar S%10 5 x HF Sx ¥

Fonte: Ifrah (2010)

O outro sistema de numeracao utilizado, como ja mencionado, chamado de sistema
jbnico, provavelmente comecou a ser usado a partir do século V a.C. Este sistema faz cor-
responder um ndmero a cada uma das 24 letras do alfabeto grego e outras trés ja obsoletas e
de origem no alfabeto fenicio: digamma, kopa e sampi - nove letras para os valores inteiros
menores que 10, nove para os multiplos de 10 inferiores a 100 e, outros nove caracteres para

os multiplos de 100 menores que 1000. A figura 4.6 apresenta os simbolos mencionados:

Figura 4.6: A numeragdo no sistema jonico

A B r A E F L H L5 ]

I 2 3 4 5 fi i 8 9
| k \ M ™~ = L 11 q
10 20 30 40 50 B0 T0 B0 9D

P Z T ' L X o1 A
100 200 300 400 500 600 700 800 900

Fonte: Boyer (2012)

Ap6s a inclusdo de letras mindsculas na Grécia, a relaco entre letras e nimeros ficou
estabelecida como indicado na figura 4.7:

Figura 4.7: A numeracdo com letras mintsculas
¥ 4] ¥ 1) 0

1 2 3 A4 5 i T b g

=
[,

"
Py

L K A T v £ o L Q
10 20 30 40 60 60 T0O 8O 90

P i T » i * i i LR
100 200 300 400 500 6800 700 800 900

Fonte: Boyer (2012)
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Ainda que o alfabeto grego seja derivado dos povos fenicios, o uso alfanumérico é
préprio deste povo. Uma indicacdo disto é uma inscricdo em um documento descoberto nas

ruinas do mausoléu de Halicarnasso, datado do século V a.C:

Figura 4.8: Inscri¢do no mausoléu de Halicarnasso

PNA Sor
754 293

Fonte: Heath (1923)

Para representar nimeros maiores que 999, havia duas maneiras de proceder. Na pri-
meira, foi adicionado uma marca (risco ou acento) a letra a fim de escrever as unidades de

milhar:

Figura 4.9: Letras com riscos ou acento

a B vy b & w5 £ m .0

L0 20000 S000 Q000 SO0 GO0 7000 BO00 90040

Fonte: Boyer (2012)

A outra forma, a partir das dezenas de milhar, foi usado uma combinagdo das letras

juntamente ao simbolo M. Assim, o nimero 30000, por exemplo, poderia ser escrito como:

Figura 4.10: Representacao do nimero 30000
r
'M, MT'ouM

Fonte: Heath (1923)

Conscientes que, através desse sistema, s6 podiam escrever nimeros até 9.999.999, os
gregos desenvolvem novas notagdes para as poténcias do simbolo M de maneira que qualquer
nimero poderia ser escrito.

As notagOes gregas primitivas para os inteiros ndo eram excessivamente incomodas
e serviam bem ao seus objetivos [5], mas, ao introduzir simbolos complementares ao seu
sistema de numeracio, os gregos acabam por dificultar possibilidades operatdrias, o que

levou os calculadores da época a recorrer a tdbuas de célculos (ou tdbuas de contar).
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4.3 A multiplicacao na Grécia Antiga

Em relacdo as operacdes matematicas fundamentais, os gregos as fizeram de forma
muito semelhante como sao feitas atualmente. As operagdes de adi¢do e subtracdo em um
sistema de agrupamentos simples requer apenas a capacidade de contar o nimero de simbo-
los de cada espécie e a conversdo, a seguir, em unidades de ordem superior. Ndo € necessdria
nenhuma memoriza¢do de combinagdes de nimeros [6]. Uma soma e uma subtracdo no

sistema de numeragao atico grego podem ser vistas na figura :

Figura 4.11: Adicao e subtracdo na Grécia
A
‘OTKZ 9.327 MAVED 11.763
‘BYAc  2.436 ‘c19A 6.891

Fonte: Heath (1923)

Na figura 4.11, em sua primeira coluna, observamos as escritas dos nimeros 9327 e
2436 e, na segunda coluna, é possivel perceber o valor 11763, resultado da soma dos dois
nimeros da primeira coluna, e o nimero 6891, resultado da diferenca entre os nimeros 9327
e 2436.

Para multiplicar, tal como realizado pelos antigos babil6nios, os gregos fizeram uso de
tabletes de multiplicacdo. Um tablete de cera, datado do século II d.C., denominado Add.
334186 (figura 4.12) e hoje localizado no British Museu, Londres - Inglaterra, traz, além de
exercicios de separagdo de silabas de palavras, tabelas de multiplicagdo de 2 e de 3, em sua
coluna da esquerda. O produto € feito da mesma maneira como calculamos atualmente, com

a diferenca que os gregos iniciavam a operacao pela esquerda e, nds, pela direita.
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Figura 4.12: Tablete Add. 334186

AT

Fonte: Heath (1923)

E evidente que o sistema de numeracao alfanumérico utilizado pelos gregos implicava
em uma grande capacidade de cédlculo mental uma vez que, ao ir atribuindo cada um dos
resultados intermedidrios as suas correspondentes letras, eles determinavam o resultado final.

Apresentamos, na figura 4.13, um exemplo de multiplicag@o no sistema alfanumérico:

Figura 4.13: Multiplicacdo com o sistema alfanumérico

ATNA 1.351
emi ATNA 1.351

P A E

MMMAA 1.000.000 300.000 50.000 1.000

I::'I I‘l:‘I I‘:‘I ‘ET 300.000  90.000 15.000 300

E

M I::’I ‘EB®N 50.000 15.000 2.500 50

ATNA 1.000 300 50 1

oo I}Ujﬂ ‘E S A  together : 1.825.201

Fonte: Heath (1923)

O resultado obtido por meio do algoritmo apresentado na figura 4.13 € alcangado
mesmo que a disposi¢do dos niimeros envolvidos fosse outra, uma vez que o sistema de
numeracdo grego € aditivo.

Embora o dominio aritmético dos gregos seja claro, dado seu sistema de numeragao,

eles também perceberam que o uso do sistema posicional era muito mais vantajoso e, dessa
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maneira, eles desenvolveram cédlculo com dbacos. Este instrumento seria o dispositivo mais
antigo de célculo usado pelo homem, sendo um meio de manipulagdo numérica por exce-
léncia. Um exemplo de dbaco € mostrado na figura 4.14. Este instrumento de cdlculo foi
encontrado no ano de 1846 na ilha de Salamis. E feito de marmore e possui dimensdes de
149 centimetros de comprimento por 76 centimetros de largura e 4,5 centimetros de espes-
sura.

Figura 4.14: Abaco de Salamis

Fonte: Almeida (2011)

Uma outra forma de multiplicacdo é mostrada na referéncia [10], pagina 428. Apre-
sentamos o exemplo da multiplicagdo:

Para multiplicar 121 drdcmas 2, 3 6bolos, 1/2 khalkos por 42, por exemplo, comecava-
se por colocar no dbaco o multiplicador 42, dispondo as pecas correspondentes sob os
sinais numéricos apropriados da série a esquerda da mesa. Colocava-se, em seguida, o
multiplicando da mesma maneira, dispondo as pecas correspondentes (pecas pretas) sob as
linhas numéricas de uma das séries a direita. Depois, por um jogo sutil de pecas, chegava-se
ao resultado.

O exemplo apresentado esta ilustrado na figura 4.15

Zantiga medida de peso para metais
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Figura 4.15: Multiplicacao com dbaco

ML2I4UVdHW X

o
2
=
3
0000 p ‘L
0o 2
T
La ]
-
»»
TEXPHPAPHICTX
oo eose e
e e
®

Fonte: Ifrah (2010)

Infelizmente, poucos s@o os registros do dbaco grego, embora eles ndo devam ter sido
muito diferentes desse tipo de tablete, pois as figuras do sistema de numeracdo romano ainda
podem ser vistas gravadas (figura 4.15).

Detalharemos o uso do dbaco romano para a multiplicacao no capitulo 6 desse trabalho.
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Capitulo 5
A multiplicacao na China

A China € uma das civilizacOes mais antigas, contudo, pouco se sabe sobre sua historia
devido aos povos da época fazerem seus registros em tiras de bambu, um material perecivel
que se desgasta com o tempo. Da mesma forma que aconteceu em outras civiliza¢des antigas,
os vestigios das primeiras atividades matemaéticas estdo relacionadas a contagem, medicoes
e pesagem de objetos. Mendes (2006) destaca que a tradi¢do chinesa remota, provavelmente,
ao terceiro milénio anterior a era cristd, periodo de estabelecimento dos primeiros impérios
chineses.

Nesse capitulo apresentaremos como se deu o desenvolvimento da escrita na China,
destacando as primeiras inscri¢des e a simbologia utilizada. O sistema posicional chinés
também € apresentado, onde evidenciaremos suas caracteristicas e a simbologia empregada.
Por fim, passaremos a dissertar sobre a aritmética da antiga China, destacando o algoritmo
de multiplicacdo. As fontes para a constru¢do desse capitulo sdo os trabalhos de Mendes
(2006), Almeida (2017), Eves (207) e Ifrah (2010).

5.1 A escrita chinesa

A evolugdo da escrita chinesa na antiguidade foi construida em trés etapas: inscri¢des
em artefatos de ceramica; inscricdes em 0ssos € conchas; inscri¢des em bronzes.

O periodo neolitico na China estendeu-se, aproximadamente, entre 6000 e 2000 a.C..
Artigos em cerdmica eram feitos, principalmente, para armazenamento de alimentos e para
cozinhar. Muitas inscri¢des foram encontradas em pecas ceramicas da cultura Yangshao

(5000 - 4000 a.C.) e apresentamos alguns dos simbolos utilizados na figura 5.1.
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Figura 5.1: Simbolos da cultura Yangshao

IJ/PYﬂrPThx+3+1

VECTX % er a0 Rap ok
v himh M AT e qp
WX¥\l 0¥ 7

Fonte: Almeida (2017)

O inicio da escrita na China ocorreu entre 2500 - 2000 a.C., e tem sido vinculado a
cultura Liangzhu, do sudeste da China, e também com a cultura Loogshan (3300 - 2200
a.C.), da penisula Shandong. Em Liangzhu, por exemplo, diversos simbolos compostos
foram encontrados, podendo ser simbolos religiosos ou nomenclaturas de clas.

Descobertas arqueoldgicas em provincias de Henan apontam para o uso de simbolos
para representar numerais no VII milénio a.C., algo anterior aos simbolos sumérios. As evi-
déncias sobre a escrita foram encontradas em carapacas de tartaruga (figura 5.2), datando
de 6600 a 6200 a.C., descobertas no sitio arqueoldgico de Jiahu. Provavelmente foram em-
pregados em processos divinatdrios, semelhantes aos “ossos oraculares” associados ao sitio
de Yinxu, da dinastia Shang, posteriores a 1700 a.C., que apresentam um bem desenvolvido
sistema de escrita com cerca de 5000 caracteres [3].

Figura 5.2: Inscricdes em carapagas de tartaruga

Fonte: Almeida (2017)
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As inscrigdes oraculares Shang feitas em carapacas de tartarugas ou em escdpulas de
animais, quase todas tem origem em Yinxu, uma vila agricola em Anyang - era a capital da
Dinastia Shang. A quantidade de ossos ou fragmentos recuperados passam de 1000000 e a
diversidade de temas inscritos transitam por campanhas militares, saide, sacrificios, viagens,
tempo, etc. Alguns eram apenas registros, outros, consultas a deuses e ancestrais.

Uma das carapagas encontradas em Jihau (identificada por M233:15) apresenta linhas
horizontais semelhantes aos numerais um e dois das inscri¢des de Yinxu; em outra carapaga
(esta identificada por M387:4) foi identificado simbolos semelhantes ao numeral oito e ao
numeral 10. Todos esses simbolos mencionados, foram feitos de forma intencional, ndo
sendo arranhdes acidentais ou feitos, por exemplo, por dentes de animais. Detalharemos os

numerais e sua organizac¢ao na secao 5.2.

Figura 5.3: Numerais empregados em inscri¢des oraculares

- —

= =2 X A+ 25 | 45

ou ou ou
Ju

J

> 3 s | s 6 | 7| 8 | 9 | 10| 100100

Fonte: Almeida (2017)

Enquanto que a preocupacdo com os numerais entre os sumérios antigos parece ter
tido origem com questdes praticas, os simbolos de Jihau parecem estar conectados com
rituais, talvez pertencendo ao modelo onde cultos a divindades extraem seu poder da palavra

escrita[3]. Estes simbolos parecem ser os mais antigos e arcaicos numerais ja encontrados.

Figura 5.4: Simbolos de Jihau

Tar il R +/ -

) - ! )
!M344 : 18 Ly | CL I S I Ll EM3I3S: 15 omyx
il‘lﬁ*&i?— ‘ EHNAELF

YIEAL LS TITES, i

Fonte: Almeida (2017)
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5.2 O sistema de numeracao chinés

O impulso em procurar por interferéncia babilonica ou grega na matematica chinesa é
logo desconsiderada quando nos deparamos com o fato que os chineses ndo fizeram uso de
fracdes sexagesimais. Parece ter havido algum contato entre a India e a China, bem como
entre a China e o Ocidente, mas os historiadores ndo estdo de acordo quanto a extensao e
sentido dos empréstimos.[6].

Ainda na época da dinastia Han (séculos II a.C - III a.C.), os chineses idealizaram
um perspicaz sistema de numeracao escrita, combinando regularmente, sobre o principio de
posicao, barras verticais e horizontais. A base desse sistema era decimal, mas diferentemente
do nosso atual sistema de numeracao, ele fazia uso de uma representagdo pictdrica, ou ainda,
ideogréfico, para representar os nimeros. As cinco primeiras unidades eram representadas
por uma quantidade correspondente de tracos verticais, justapostos (figura 5.5). Do niimero
6 ao numero 9, as representacdes sdo feitas com um tragco horizontal superposta a uma, duas,

tr€s ou quatro barras horizontais (nimeros 6, 7, 8 e 9, respectivamente).
Figura 5.5: Simbolos antigos chineses
1 2 3 4 5 6 7 8 9

Fonte: Ifrah (2010)

Destacamos que, em relagdo a composi¢do apresentada na figura 5.5 para os nlimeros
6,7, 8 € 9, a barra horizontal tinha um valor simbdlico de 5.

Com estes simbolos, os antigos chineses conseguiam escrever nimeros com duas ou
mais ordens de unidades usando o principio posicional. O numero 8467, por exemplo, era

escrito como indicado na figura 5.6:

Figura 5.6: Escrita do nimero 8467 na notagdo de barras
8 4 6 7
(=8x1000+4x100+6 x10+7)

Fonte: Ifrah (2010)
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Mas, por mais engenhosa que fosse, esta numeracao comportava ainda ambiguidades.
Em primeiro lugar, devido ao fato de que seus usudrios se limitavam a justapor o mesmo

nuimero de barras para a representacdo das unidades das ordens consecutivas [10] (figura

5.7)

Figura 5.7: Nimeros 434 e 2234 na notacdo de barras
4 3 4 2 2 3 4
434 ' 2234

Fonte: Ifrah (2010)

A solugdo encontrada para este obstdculo foi a de incorporar ao sistema adotado até o
momento, uma segunda notacdo para unidades simples. Esta nova nota¢ao era composta por
simbolos andlogos aos primeiros, com a diferenca que, desta vez, com barras horizontais.
Agora as cinco primeiras unidades passam a ser representadas pela mesma quantidade de
barras horizontais superpostas e, do nimero 6 ao nimero 9, temos uma barra vertical sobre

uma, duas, trés ou quatro barras verticais, respectivamente (figura 5.8):

Figura 5.8: Barras horizontais

1L

ma————
—————
)
-

all
Al
2l

Il

Fonte: Ifrah (2010)

Assim, para bem fazer a distin¢do entre as diversas ordens de unidades, os chineses
antigos passam a alternar os algarismos inicias (figura 5.5) com os novos, apresentados na
figura 5.8. Unidades de “casa” impar (unidades simples, centenas, dezenas de milhar,...)
eram preenchidas com os algorismos das barras verticais e, as unidades de “casa” par (de-
zenas, milhares, centena de milhar, ...), eram expressas por meio dos algorismos das barras

horizontais. Assim, os numeros 522 e 87941 passaram a ser escritos como pode ser visto na

figura 5.9:
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Figura 5.9: Nova nota¢do para nimeros chineses

il =1 L ='= mm

522

——

87 941

Fonte: Ifrah (2010)

Outra dificuldade caracteristica do sistema de numeragdo dos chineses era a auséncia
de um simbolo para representar o zero. Para exemplificar, recorremos a Ifrah (2010), que
nos apresenta um texto que retrata uma adivinhacao chinesa datada do inicio da era crista:

O caractere hai tem por “cabegca” 2 e por “corpo” 6. Baixando o 2 ao nivel do corpo,

obter-se-d a idade do ancido Kiang-hien.

Na época em que esta adivinhacdo foi formulada, o simbolo que representava o carac-
tere hai era o indicado na figura 5.10

Figura 5.10: Caractere ahi
Sy RE
T

hai

Fonte: Ifrah (2010)

Entdo, para obter a solu¢do da adivinhagdo, de acordo com o texto, devemos baixar a

“cabeca” ao nivel do “corpo”. Assim, dispondo verticalmente os dois tracos que estavam no
alto do caractere hai, temos (figura 5.11):

Figura 5.11: “cabeca” e “corpo” ao mesmo nivel

(ki

CABECA CORPO

Fonte: Ifrah (2010)
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Aproximadamente, temos a representacdo do nimero

Figura 5.12: Nimero 26667

T T

Fonte: Ifrah (2010)

Pela notacdo do sistema chines, em sua origem, teriamos que a idade do ancido Kiang-
hien seria 2666 anos. Essa idade encontrada ndo pode corresponder a idade de uma pessoa.
O que nos leva, entdo, a supor que o valor de 2666 seria a idade do ‘“ancido” em dias.
Aqui também temos uma situacio fora do contexto da adivinhag¢do, uma vez que, fazendo a
conversao de dias para anos, o “ancidao” teria algo préximo de 7 anos e meio.

Este problema, por fim, € resolvido quando tomamos a idade do “ancido” em décadas:
o “ancido” viveu 2666 décadas, ou ainda, aproximadamente 73 anos. Perceba que 2666
décadas (ou dezenas) corresponde a 26660 dias. Por causa da auséncia do zero ficamos
especulando sobre a unidade de tempo no problema apresentado.

Como na Babilonia, sé relativamente tarde € que apareceu um simbolo para uma posi-
c¢do vazia [5]. Combinando sua notacdo posicional com a “notag@o por extensao”, os chineses
antigos passaram a expressar nimeros como 2640, 20064 ou ainda 264000 (figura 5.13):

Figura 5.13: Nimeros 2640, 20064 e 264000 na sistema chinés

NLw+ &L NLWT

|

, |
v v : * 111

crder” “dez mil” “mil

Fonte: Ifrah (2010)

Os nuimeros apresentados na figura 5.13 foram representados escrevendo algo como
“264 dezenas” para 2640, “2 dezenas de milhar (e) 64 para 20064 e “264 milhares” para
264000 [10]. Apenas no século VII d.C. os chineses comecam a usar um zero verdadeiro,
resolvendo as dificuldades ja apresentadas. A figura 5.14 apresenta uma obra publicada em

1248, pelo matemdtico chinés Li Ye. Na imagem € destacada a representa¢do do nimero
106929:
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Figura 5.14: Destaque do namero 106929 com o uso do zero
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Fonte: Ifrah (2010)

Um acontecimento interessante ocorrido em 1994 foi a descoberta de um livro de arit-
mética escrito em tiras de bambu, desenterrado de timulos que remontam a dinastia de Han
(206 a.C - 220 d.C). O trabalho transcrito por volta do século II a.C., € uma colecdo de mais
de noventa problemas envolvendo, entre outros temas, as quatro operagdes elementares [6].

Apresentaremos na secao seguinte a forma como os antigos chineses efetuavam multi-
plicacdes.

5.3 A multiplicacao na China Antiga

Como descrito na secdo 5.2, o sistema de numeracgdo chinés tinha como propriedades,
ser decimal, posicional e com representacao de seus algarismos feita por barras, verticais e
horizontais. Considerando essas caracteristicas, apresentaremos nessa secao a forma como
os chineses realizavam multiplicagdes entre dois nimeros naturais.

O método era muito prético e fazia uso de varetas de bambus dispostas na horizontal e
na vertical, representando, respectivamente, o multiplicador e o multiplicando. Boyer (2012)
afirma que o uso das barras sobre uma tdbua era tao eficiente que o dbaco ou moldura rigida
com fichas moéveis sobre arames ndo foi usado tdo cedo quanto se tem suposto em geral. A

figura 5.15 apresenta a disposi¢do inicial para a multiplicagdo entre os nimeros 314 e 523.
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Figura 5.15: Multiplicacao entre 314 e 523
Multiplicando

aopeardnmyy

Fonte: Pereira (2017)

Observamos que cada digito do multiplicador e do multiplicando esté representado por
um ndmero correspondente de varas de bambu e espagos maiores entre as varetas, tanto na
vertical, quanto na horizontal, para separar os bambuns que representam os algarismos das
unidades, dezenas, centenas, assim, sucessivamente.

Apresentaremos o algoritmo de multiplicagc@o chines através de dois exemplos. Inicia-
remos com a multiplicagdo entre os nimeros 123 e 12.

Figura 5.16: Representacao do produto 12312

1 2 3

Fonte: Elaborada pelos autores

Primeiramente, tracamos a diagonal como indicada na figura 5.17, onde destacamos

0s 6 (3 x 2) pontos de cruzamentos:
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Figura 5.17: Pontos de cruzamento da primeira diagonal

1 2 3

Fonte: Elaborada pelos autores

Em seguida, desenhamos a segunda diagonal para obter os 7 ((3 x 1)+ (2 x 2)) pontos

do cruzamento, como mostrado na figura 5.18:

Figura 5.18: Pontos de cruzamento da segunda diagonal

1 2 3

7
el
— 2

Fonte: Elaborada pelos autores

Ao tragarmos a terceira diagonal, sdo contados 4 ((2 x 1)+ (1 x 2)) pontos de cruza-

mentos (figura 5.19)
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Figura 5.19: Pontos de cruzamento da terceira diagonal

1 2

3
o
11

= r ,

Fonte: Elaborada pelos autores

Desenhando a dltima diagonal, temos apenas 1 ponto de cruzamento entre os bambus
(figura 5.20):

Figura 5.20: Pontos de cruzamento da quarta diagonal

1 2 3
/,,.r"/ Qs — .—o—,—L 1
.,// .,/"/Hf

— 2

Fonte: Elaborada pelos autores

Feitas todas as diagonais, o resultado da multiplicacdo entre os niimeros 123 e 12 pode

ser conferido na figura 5.21
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Figura 5.21: Resultado da multiplicacdo entre 123 e 12
1 2

3
/:—:;,f.—n—-,/ 1
1 | .rr-"'"f

| — —

Fonte: Elaborada pelos autores

Assim, o produto 123 x 12 € igual a 1476. Em relacdo ao exemplo apresentado, o

algoritmo funciona acertadamente pois:

123x12=(1x100+2x10+3) x (1 x 10+2)
=1x1000+2x100+2x100+4%x10+3%x10+3x2
=1x10004+4x100+7 x 10+ 6 = 1476.

Para nosso segundo exemplo, iremos apresentar a multiplicagdo entre os nimeros 425
e 34 (figura 5.22).

Figura 5.22: Representacao do produto 425 x 34
4 2 5

Fonte: Elaborada pelos autores
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Neste exemplo, percebemos que a soma dos pontos em duas diagonais excede nove
unidades (figura 5.23):

Figura 5.23: Soma dos cruzamentos de pontos

4 2 5
~ /
HA—
e /’f
12 ] ,f/ s e
] e
< 4
// — —
22 A
23 20

Fonte: Elaborada pelos autores

No algoritmo chinés para a multiplicagdo, quando a soma da diagonal ultrapassar as
nove unidades, entdo o algarismo que representa a dezena deve ser somado a proxima dia-

gonal, a esquerda (figura 5.24).

Figura 5.24: Resultado da multiplicacdo entre 425 e 34

4 2 5
e ~
< 3
ZR R 1
14 | ] ) .#/ /
]
Z 4
= L~
4/ / P
5 0
' »

Fonte: Elaborada pelos autores

Logo, o produto 425 x 24 € igual a 14450.
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O algoritmo chinés de multiplicacdo é um simples método de contagem de pontos,
entretanto, seu funcionamento € alicercado em um processo mais elaborado e que trabalha

de forma coerente o valor posicional por meio dos agrupamentos das varas de bambu.
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Capitulo 6
A multiplicacao Romana

O controle da Europa pelo Império Romano desde o primeiro século a.C. até o quinto
século d.C. tornou a numeracao romana aceita costumeiramente na forma europeia de escre-
ver nimeros por muitos séculos depois, mesmo até o Renascimento. Eles ainda continuam
sendo usados em mostradores de reldgios e para exibir datas de copyright de filmes e pro-
gramas televisivos, por exemplo. Acrescentamos ainda que a curiosidade dos autores sobre
a forma como os antigos romanos faziam sua aritmética, deu origem a pesquisa que resultou
nesse trabalho de conclusio de curso do PROFMAT.

Neste capitulo dissertaremos brevemente sobre o histérico e uso do dbaco romano.
Apresentaremos o sistema de numeragdo romano, destacando suas caracteristicas e simbo-
lismos. Por fim, destacaremos duas formas distintas de algoritmos para multiplicacdo com
nimeros romanos que utilizam o 4baco como ferramenta fundamental. Na escrita desse capi-
tulo, tomamos como referéncia os trabalhos de Eves (2007), Ibiapina (2017), Mendes (2006)
e Ifrah (2010).

6.1 O abaco romano

Algumas culturas produziram ferramentas e métodos bastante criativos para auxiliar
com os célculos. Um dos mais conhecidos é o dbaco, desenvolvido por volta de 3000 a.C.
e que pode ser considerado o mais antigo instrumento de computa¢do mecanico usado pelo
homem [6]. O 4baco teve seu inicio como uma tdbua ou bloco, usado na antiga Babilonia
para ordenar ndimeros ou escritas, transformando-se, posteriormente, em um tabuleiro com
linhas ou canais para pedras ou fichas (contadores), que ali eram colocadas valendo a relagao
de uma unidade simples para cada contador posto sobre o tabuleiro.

Sendo um dos instrumentos de calculos mais usados pela humanidade até o surgi-
mento dos algarismos indo-ardbicos (tema de estudo no capitulo 7), o dbaco foi utilizado por
contadores do Estado para realizar contas nacionais, como por exemplo, recenseamento da

populacdo e cobrancga de impostos, e também por comerciantes comuns em seus estabeleci-
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mentos. Na figura 6.1 € mostrado um operador de dbaco de fichas:

Figura 6.1: Operador de um dbaco de fichas

o SN o e g
1 AT,
\-. VA

Fonte: Ibiapina (2017)

Muitas formas de dbaco apareceram em diversos locais do antigo mundo. Os dbacos
dos romanos antigos eram divididos em colunas enfileiradas que simbolizavam poténcias de
dez. Iniciando da direita para a esquerda, a primeira coluna era associada as unidades, a
seguinte, as dezenas, a terceira, as centenas, a quarta, ao milhar, e assim por diante [10]. A
representacdo de um nimero era feita colocando-se fichas em quantidades iguais as unidades
que havia em cada umas das ordens: trés fichas na quarta, duas na terceira, cinco na segunda
€ quatro na primeira representavam o numero 3254, por exemplo. Na figura 6.2 € possivel

observar o nimero 2.061.521 simbolizado no dbaco romano:
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Figura 6.2: Numero 2.061.521 simbolizado no dbaco romano

0% 10® 10* ' 10° 10 1

M C XM C X I
© | In'-n'|'l!-ln
°o| |8! i8¢,
il !m] :i :
SRS D S T
. Poa i i
R
\-.___—.-—v_—__.-/
2 061 521

Fonte: Ifrah (2010)

Os romanos também possuiam dbacos portateis (ou dbaco de bolso). Estes eram cons-

truidos por pequenas pranchas de metal, geralmente bronze, com segmentos paralelos por

onde pequenas esferas deslizavam. Esses segmentos eram divididos em uma parte inferior

com quatro esferas valendo, cada uma, uma unidade da ordem decimal equivalente e, outra

superior, com apenas uma esfera de valor cinco vezes maior. A figura 6.3 nos apresenta o

abaco portétil romano:

Figura 6.3: Abaco romano de bolso

Fonte: Ifrah (2010)

Cada um dos segmentos paralelos correspondia a uma ordem decimal, com excec¢ao

dos dois primeiros a direita, reservados as fragdes. Iniciando da direita para a esquerda, o
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terceiro segmento correspondia as unidades simples, o quarto, as dezenas, o quinto segmento,

as centenas e assim por diante.

Figura 6.4: As divisdes do dbaco romano de bolso

IX VIIN Vil vI ¥ IV I 11 1

1/2 ONCA

1/4 ONGA

1/3 ONGA

- 8 8 S g 8 — 9 g83
g2s8°%° Z3%
8 ° > &3

Fonte: Ifrah (2010)

Assim, as representacdes numérica eram feitas com certa facilidade. Ifrah (2010) in-
dica que tratava-se, entdo, de uma calculadora inteiramente andloga a esses contadores me-
canicos que ainda tém um papel importante no Extremo Oriente € em certos paises do leste,
uma vez que, atendendo as regras precisas de manipulacdo, o dbaco portatil romano permitia
aos que sabiam utilizd-lo, a realizac¢do rdpida e simples de diversas operagcdes aritméticas.
Destacamos que, da forma como eram praticadas no dbaco romano tradicional ou no por-
tatil, as operagdes aritméticas ndo possuiam muitos pontos em comum com as operacoes
modernas de mesmo nome. A multiplicacdo, por exemplo, que serd apresentada na secdo

6.3, reduzia-se a soma de varios produtos parciais ou a uma sequéncia de duplicagdes.

6.2 O sistema de numerac¢ao romano

A numeracdo dos antigos romanos, assim como 0s sistemas de numeragcao remotos,
era regido, principalmente, pelo principio aditivo, uma vez que seus algarismos eram in-
dependentes uns dos outros e sua justaposi¢do resultava, geralmente, na soma dos valores
correspondentes. Os simbolos usados para representar os algarismos se destinavam apenas a
fazer abreviacOes para anotar e reter os nimeros, ndo permitindo a realizacdo de operacdes

aritméticas. E por isto que os contadores romanos sempre recorriam a dbacos de fichas para
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a préatica do célculo [10].
Como conhecemos atualmente, os simbolos que representam os algarismos romanos

estdo representados na figura 6.5, juntamente com os valores a que correspondem:

Figura 6.5: Algarismos romanos

I A% X L C D M

1 5 10 50 100 500 1 000

Fonte: Ifrah (2010)

Podemos exemplificar o uso destes simbolos através da figura 6.6, onde € possivel

observar a decomposicao dos nimeros 1626 e 1959:

Figura 6.6: Representagdo dos nimeros 1626 € 1959 com algarismos romanos

MDCXXVI = 1000+ 500+ 100+ 10+ 10+ 5+ 1 = 1626

MCMLIX = 1000 + (1000 — 100) + 50 + (10 — 1)
= 1000 + 900+ 50 + 9 = 1959

Fonte: Mendes (2006)

No exemplo da figura 6.6 é possivel verificar o uso simultaneo dos principios aditivo
e subtrativo presente no sistema de numerac¢do romano. O principio subtrativo, segundo o
qual um simbolo para uma unidade menor colocado antes de um simbolo para uma maior
significa a diferenca entre as duas unidades [6], possibilitava a representacdo, por exemplo,
dos nimeros 4, 9, 19, 40, 90, 400 e 900, como ilustrado na figura 6.7:
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Figura 6.7: Principio subtrativo do sistema de numera¢do romano

Iv (=5-1) em vez de ' IIII

X (=10-1) em vez de VI
XIX (=10+10-1) em vez de XVIHII
XL (= 50 — 10) em vez de XXXX
XC (= 100 — 10) em vez de LXXXX
CD (= 500 — 100) em vez de CCCC
CM (= 1000 — 100) em vez de DCCCC

Fonte: Ifrah (2010)

Ainda, segundo Ifrah (2010), os antigos romanos atingiram, em poucos séculos, um
elevado nivel técnico, mas conservaram, durante toda a sua existéncia, um sistema de nume-
racdo inutilmente complicado, ndo operatério, € que comportava um arcaismo de pensamento
caracteristico.

Com os sistemas aditivo e subtrativo e os sete simbolos apresentados na figura 6.5,
0s romanos conseguiam escrever nimeros até o 3999, uma vez que, na formacao de seus
nimeros, os simbolos podem ser repetidos, sucessivamente, até trés vezes seguidas, o que
permite escrever o trés mil. Com os outros simbolos e os sistemas aditivo e subtrativo ja
mencionados, 0 3999 seria escrito como MMMCMXCIX. Com o emprego de algumas con-
vengdes, novos nimeros comecaram a ser escritos. A primeira convencao foi a utilizagao de
uma barra vertical sobre um dos simbolos. Essa acdo tornava o valor do simbolo utilizado

mil vezes maior. Trés exemplos sdo mostrados na figura 6.8

Figura 6.8: Uso de uma barra vertical nos algarismos romanos

A — 5 % 1.000 = 5.000
X = 10 X 1.000 = 10.000
[XXXII = 82 X 1.000 = 82.000

Fonte: Ifrah (2010)

Outra convengdo adotada permitia a escrita de nimeros compreendidos entre 100.000
e 500.000.000 e tinha como procedimento “rodear” toda a representacdo numérica com um
tipo de retangulo incompleto. Esta acdo tornava o nimero “rodeado” cem mil vezes maior.
Apresentamos na figura 6.9 quatro exemplos:
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Figura 6.9: Algarismos romanos “rodeados” por um tipo de retangulo

X11l = 12 X 100.000 = 1.200.000
vl = 56 X 100000 = 5.600.000
CCC = 300 X 100.000 = 30.000.000
[MDCLXXVIl = 1.676 X 100.000 = 167.600.000

Fonte: Ifrah (2010)

Ao combinar as duas convengdes ja apresentadas, os antigos romanos conseguiam
representar todos os nimeros de 1 a 500.000.000. Outro exemplo das convengdes adotadas

estd indicado na figura 6.10:

Figura 6.10: Representacao do nimero 165.178.316 com algarismos romanos

MDCL I L XXV 111 CCCXVI

1651 78
« + X + 316
100 000 1 000
---------------------------------------------------- >
165178 316

Fonte: Ifrah (2010)

Por fim, apds apresentar o sistema de numerag@o romano, destacamos que a complexi-
dade e a insufici€éncia da numeracdo romana [10], aliados as diferentes convengdes utilizadas
e ao sistema subtrativo, acabou sendo um obstaculo na sua ado¢gdo como um sistema univer-

sal de contagem.

6.3 A multiplicacao na Antiga Roma

Os algoritmos pensados para as operacdes aritméticas estdo fortemente relacionados a
um sistema de numeragdo. Os algarismos romanos ndo permitiam que seus usudrios fizessem
calculos da forma que hoje realizamos. Esses algarismos se destinavam a fazer abreviagdes
para anotar e reter os nimeros e, por esse motivo, os contadores romanos recorreram a dbacos
de fichas para a prética do célculo.

Os dbacos mais comuns foram tdbuas ou pranchas divididos em diversas colunas (ou

linhas) paralelas separando as diferentes ordens de numeragdo. Para representar nimeros ou
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ainda, fazer operacdes aritméticas, sobre essas tdbuas eram colocadas pedras ou fichas com
valor de uma unidade simples, cada uma. No dbaco dos romanos, cada uma das colunas
simbolizava uma das poténcias de 10. Da direita para a esquerda, a primeira coluna era
associada as unidades simples; a seguinte, as dezenas; a terceira coluna, as centenas, e assim,
sucessivamente.

A multiplicacio no dbaco romano era realizada de duas formas diferentes. O primeiro
algoritmo utilizava o processo de duplicagdes sucessivas e o segundo reduzia-se a soma de
vérios produtos parciais [9]. Apresentaremos, a seguir, os dois algoritmos de multiplicagao
relacionados ao dbaco romano, destacando suas particularidades e estruturas. Iniciaremos
com o algoritmo que faz uso de uma sequéncia de duplicagdes para apresentar a multiplica-
cao de 24 por 36:

Comecamos representando o multiplicando 24 no abaco (figura 6.11)

Figura 6.11: Numero 24 representado no dbaco

M|C | X ]| I

Fonte: Elaborada pelos autores

O Multiplicador 36 pode ser escrito como 30 + 6, assim dividiremos a multiplica¢do
em duas partes: uma com o 30 e outra com o 6. Na figura 6.12 observamos o deslocamento
de uma coluna a esquerda da representacdo do nimero 24. Temos assim 24 x 10:
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Figura 6.12: Multiplicacao de 24 por 10

M|C | X]| I

Fonte: Elaborada pelos autores

Agora € realizado o primeiro dobramento (figura 6.13):

Figura 6.13: Dobramento do numero 240

M|C | X]| I

Fonte: Elaborada pelos autores

Até o momento, temos o produto 24 x 10 x 2 = 24 x 20. Se outro dobramento fosse
realizado, passariamos a ter o produto 24 x 20 x 2 = 24 x 40, e o teriamos o multiplicado
maior que 36, o que nao € o que desejamos. Assim, ao resultado obtido na figura 6.13,

somaremos o primeiro deslocamento a esquerda feito (figura 6.12):
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Figura 6.14: Soma do nimero 480 com o 240

M|C | X ]| I

Fonte: Elaborada pelos autores

O resultado da soma € apresentado na figura 6.15:

Figura 6.15: Resultado da soma entre 480 e 240

M|C | X ]| I
o0

Fonte: Elaborada pelos autores

O valor de 720 apresentado na figura 6.15 deve ser entendido como 24 x 20424 x 10 =
24 x (20+ 10) = 24 x 30, o que conclui a primeira parte da multiplicacdo. Passaremos a
segunda etapa, ou seja, a multiplicacdo pelo nimero 6. Comecamos acrescentando, abaixo
do resultado j4 alcangado (figura 6.15), uma nova linha, de onde daremos continuidade ao

algoritmo (figura 6.16).
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Figura 6.16: Nova linha representando o numero 24

M|C | X ]| I
o0

Fonte: Elaborada pelos autores

Partindo da nova situacdo apresentada na figura 6.16, faremos o primeiro dobramento,
ficando com o resultado que indicamos na figura

Figura 6.17: Dobramento do nimero 24

M| C | X |
eoo|oe
o0
o0
®

eoo|ooeo
eo|oeo
o0
o0

Fonte: Elaborada pelos autores

Agora temos o produto 24 x 30+ 24 x 2 =24 x (30+2) = 24 x 32. O multiplicador
32 ainda € menor que o desejado, o que permite fazer outro dobramento (figura 6.18):
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Figura 6.18: Dobramento do nimero 48

M|C | X |
oo|oe
o0
o0
°

eeo|eoe
ee|oe
eeo|oe
o0

°

Fonte: Elaborada pelos autores

Com o dobramento apresentado na figura 6.18, estamos na seguinte etapa da multipli-
cacdo: 24 x30+24 x2x2 =24 x30+424 x4 =24 x (30+4) = 24 x 34. Nao podemos
fazer outro dobramento, uma vez que 2 X 2 x 2 = 8 e ficariamos com 24 x 38, assim, deve-
mos acrescentar, ao resultado ji obtido, duas parcelas do multiplicando 24 através de uma

nova linha no dbaco, como indicado na figura 6.19:
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Figura 6.19: Soma do niimero 96 com o 48

M| C | X |
eo|oe
o0
o0
°

eo|ooe
eofoe
eo|ee
o0
o
eo|oe
eojoe
o0
o0

Fonte: Elaborada pelos autores

A escolha da parcela 48 foi devido ao fato de precisarmos de mais duas unidades no
multiplicador 34, conseguido na udltima etapa realizada do algoritmo (figura 6.18). Dessa
forma, ao multiplicarmos 24 por essas duas unidades, chegamos ao valor de 48 usado na
figura 6.19. O resultado da adicdo € apresentado na figura 6.20:
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Figura 6.20: Resultado da soma entre 96 e 48

M|C | X | I
o0

Fonte: Elaborada pelos autores

Por fim, para obter o resultado da multiplicagdo entre os nimeros 24 e 36, devemos
somar as “fichas” da linha de cima com as “fichas” da linha de baixo do dbaco representado
na figura 6.20. A soma 720 4 144 = 864 esté indicada na figura 6.21:

Figura 6.21: Resultado da multiplicacdo entre 24 e 36

MICTXT 1] > (octtin)

Fonte: Elaborada pelos autores

O segundo algoritmo de multiplicagdo é também conhecido pelo nome de multiplica-
¢do pelas ordens numéricas mais altas. O procedimento € muito semelhante ao método que
utilizamos para fazer multiplicacdo atualmente, porém comeca-se pelas ordens numéricas
mais altas. Neste método, as fichas em cada parte de uma coluna de um fator sao multi-
plicadas pelas fichas em cada parte de cada coluna do outro fator [9]. Vejamos, entdo, a
multiplicacdo de 24 por 36 segundo esse algoritmo.

Iniciamos com a representacdo dos nimeros 24 e 36 no abaco (figura 6.22):

68



Figura 6.22: Multiplicacao entre 24 e 36

M| C | X I

Fonte: Elaborada pelos autores

Pelo fato da multiplicacdo ter inicio pelas ordens mais altas, é necessario definir uma
regra que determine onde sdo colocados os produtos parciais. A regra utilizada por este
algoritmo indica que, ao multiplicarmos as fichas de uma coluna a pelas fichas de uma
coluna b, as unidades deste produto serdo colocadas na coluna a+b— 1, onde as colunas sao
numeradas iniciando-se pelas unidades simples. Esta € vdlida para este tipo de multiplicacdo
pois, ao tomar um algarismos localizado em uma coluna &, o seu valor relativo tem um total
de k—1 zeros.

Com a regra dos produtos parciais estabelecida, o algoritmo € iniciado multiplicando
a coluna de ordem maior do fator superior pela ordem maior do fator inferior, ficando os
produtos parciais registrados na parte mais abaixo do dbaco. Assim, devemos multiplicar as
duas fichas na coluna das dezenas do multiplicador pelas trés fichas da coluna das dezenas
do multiplicando, obtendo 2 x 3 = 6. As seis fichas devem ficar na coluna 242 —1 = 3,
coluna das centenas. Continuando com o processo, multiplicamos as mesmas duas fichas
da coluna das dezenas do multiplicador pelas seis fichas da coluna das unidades do segundo
fator, chegando ao valor de 2 x 6 = 12. Uma vez que o 12 pode ser decomposto como
uma dezena mais duas unidades, essa primeira etapa do algoritmo nos apresenta o resultado

indicado na figura 6.23:
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Figura 6.23: Primeira etapa do produto 24 x 36

M

C

X

Fonte: Elaborada pelos autores

O procedimento descrito € repetido para as quatro fichas da coluna das unidades sim-

ples do multiplicador. Os produtos parciais estdo apresentados na figura 6.24:

Figura 6.24: Segunda etapa do produto 24 x 36

M

C

X

Fonte: Elaborada pelos autores

Para finalizar a multiplica¢do, devemos somar os resultados obtidos na primeira e se-

gunda etapas. Esta soma € indicada na figura 6.25:
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Figura 6.25: Resultado da multiplicagdo 24 x 36

M| C

X

/>(

Fonte: Elaborada pelos autores

864 )
DCCCLXIV

Este segundo algoritmo afasta a estrutura iterativa do dbaco e aproxima-se da estrutura

posicional implicita no instrumento. Percebe-se que existe um aumento nos cédlculos mentais

e a memorizacdo da tabuada € necessdria. Além disso, o processo € parecido com o método

atual de multiplicacdo, baseado na notagdo posicional [7].
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Capitulo 7

A multiplicacao hindu e Aritmética de
Treviso

A civilizag@o hindu alcangou um sistema de numeragdo completo e consistente. Os
simbolos gréficos utilizados conjuravam visualmente apenas o nimero de unidades que re-
presentavam e o valor de cada algarismo passou a variar de acordo com o lugar ocupado na
representacdo numérica e, com grande importancia para as culturas que passaram a fazer uso
deste sistema, criou-se um simbolo para o zero, substituindo o vazio em unidades faltantes.
Conseguiu-se finalmente com o sistema de numerac¢ao hindu alcancar um nivel de perfeicao
que durante muitos séculos se procurou atingir [2]. Este sistema era posicional decimal.

Neste capitulo iremos dissertar sobre a chegada dos algarismos hindus aos paises dra-
bes e como estes passaram a ser os algarismos indo-ardbicos. Também descreveremos a
chegada desses novos nimeros a Europa. Em seguida, ainda sobre a influéncia do sistema
hindu de numeracao, apresentaremos dois algoritmos de multiplicacdo desta civilizagao para,
em seguida, mostrar métodos de se multiplicar em uma obra datada da época do Renasci-
mento. Para a construgdo desse texto, tomamos como referéncia os trabalhos de Ifrah (2010),
Almeida (2017), Boyer (2012), Eves (2007) e Swetz (1987).

7.1 Os algarismos indo-arabicos e sua introducao na Eu-
ropa

Quando os numeros hindus e seus métodos de calculo chegam a Ardbia, seus algaris-
mos foram, inicialmente, usados como cépias do modelo originado na India. Estes algaris-

mos estdo indicados na figura 7.1 a seguir:
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Figura 7.1: Algarismos originados na India

1 4 5 6 7 -8

Fonte: Ifrah (2010)

A evolucdo destes algarismos foi natural, uma vez que era preciso que suas formas
fossem adaptadas ao estilo de escrita dos paises drabes do Oriente. Assim, a grafia hindu,

moderadamente modificada, foi propagada nas regides arabes do Oriente (figura 7.2).

Figura 7.2: Grafia dos “algarismos hindu”
\YY O Y A4
y B~
1 23 4567890

Fonte: Ifrah (2010)

Estes algarismos ainda sdo empregados nos paises do golfo Pérsico, assim como no
Egito, na Turquia, na Siria, no Afeganistio, no Paquistio e em vdrias provincias da India
muculmana. H4 muito tempo os drabes atribuem a estes algarismos uma denominagdo que
ndo deixa nenhuma divida sobre sua origem: os “algarismos hindi” [10], contudo, a origem
dos nossos algarismos ardbicos sdo originados dos drabes do norte da Africa e parte da
Espanha, os drabes ocidentais.

As diferencgas entre as grafias dos algarismos pelos arabes orientais e os arabes oci-
dentais, sem dudvida, estdo relacionadas aos costumes dos escribas e dos copistas do lado
ocidental. Estes desenvolveram um cardter grafico bastante particular que ficou conhecido
como a “‘escrita magrebina”. Esse tipo de grafia influenciou na escrita dos algarismos hindus
nessa regido, determinando uma forma diferente de escrevé-los. Na figura 7.3 ilustramos

estes algarismos:
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Figura 7.3: Grafia dos algarismos na “escrita magrebina”

1 T899 6 7 38 39 o
2% 5 ¢ 6 78 9 ¢°

I 2 3 4 56 7 890

Fonte: Ifrah (2010)

Foi esta grafia, proveniente dos drabes ocidentais, que chegou aos cristdos da Europa
medieval a comecar pela Espanha, antes de dar origem aos algarismos que hoje chamamos
de algarismos indo-ardbicos. No momento que estiveram diante do sistema de numeracao e
dos processos de célculos hindus, os drabes souberam reconhecer suas vantagens e méritos,
passando a adota-lo. Os europeus, ao contrario, estavam presos a seus sistemas obsoletos e
hesitaram perante a novidade que perdurou por alguns séculos, até que os algarismos pen-
sados pelos hindus e aprimorados na grafia e divulgados pelos drabes fossem aceitos em
definitivo. Foi através de um monge francés, por volta do ano 1000, que esse cendrio de
apego aos antigos sistemas comega a ruir.

O monge em questdo é Gerbert d’ Aurillac que, no ano de 999, ficou muito mais co-
nhecido ao se tornar papa sob o nome de Silvestre II. Curioso e dvido por conhecimento,
estudou Matematica e Astronomia, possivelmente na Espanha Crista, onde chegaria a co-
nhecer os algarismos chegados da Arabia. Voltando a Franca, assume a direcio da escola
diocesana. Seus ensinamentos exerceram uma influéncia preponderante sobre as escolas de
seu tempo e suscitaram de novo no Ocidente o gosto pela Matemadtica. E a ele que se deve
a origem da primeira introdugdo dos algarismos ardbicos na nossa cultura [10]. Refor¢ando
esta premissa, Boyer (2012) afirma que, mais interessante que suas obras expositorias so-
bre aritmética e geometria, € o fato de Gerbert ser o primeiro a ter ensinado, na Europa, os

numerais indo-arabicos.

7.2 Algoritmos de multiplicacao Hindu

Na secdo 7.1 destacamos como os algarismos de origem na India chegaram aos po-
vos drabes para, em seguida, se espalhar pela Europa. Agora mostraremos como os hindus
realizavam multiplica¢des, tema central de nosso trabalho.

Assim como outros povos antigos, os calculadores hindus realizavam, inicialmente,
seus calculos aritméticos em dbacos de colunas, tracados sobre a areia fina. A coluna mais a

direita era associada as unidades simples, a coluna seguinte, as dezenas e assim por diante.
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A diferenca, neste caso, era que em vez de usar fichas ou pedras, os nimeros sendo repre-
sentados através dos noves primeiros algarismos de sua notacdo numérica mais arcaico. Os
nameros eram escritos sobre a areia, nas colunas, de acordo com as necessidades dos cal-
culos, sendo que se apagava a cada vez os algorismos que eram transportados [10], ficando
vazia uma coluna quando faltava uma unidade em determinada ordem.

O primeiro algoritmo que serd apresentado € uma das formas primitivas para se multi-
plicar dois nimeros naturais. Ilustraremos todo o procedimento ao realizar a multiplicacao
entre os nimeros 325 e 28. Na areia € desenhado o dbaco de modo que quatro colunas fiquem
determinadas e, no interior delas, sdao escritos os nimeros 325 e 28, conforme é mostrado
na figura 7.4. A disposi¢ao do multiplicador € feita de forma que o seu algarismo de menor
ordem (o oito) fique na mesma coluna que o algarismo de maior ordem do multiplicando (o

trés), mas em um posicionamento mais abaixo.

Figura 7.4: Multiplicagdao Hindu

3 2 5
2 8

Fonte: Elaborada pelos autores

O algoritmo tem inicio fazendo a multiplicagdo do 3 da linha de cima pela 2 da linha
de baixo. O 6, resultado deste produto, é colocado a esquerda no 3, também na linha de
cima, como pode ser observado na figura 7.5:

Figura 7.5: Produto parcial: 3 x2 =6
]

6 3 2 5
2 3

Fonte: Elaborada pelos autores

A multiplicacdo segue com o produto entre o 3, da linha de cima, pelo 8, de baixo.
Uma vez que o resultado é 24, deve-se apagar o algarismo 3 e, em seu lugar, colocar o 4
(nimero de unidades do 24) (figura 7.6). O 2, algarismo das dezenas do 24, € somado ao 6,
obtido anteriormente. A figura 7.7 destaca essa passagem.
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Figura 7.6: Produto parcial: 3 x 8 =24
a

6 4 2 5
2 8

Fonte: Elaborada pelos autores

Figura 7.7: Acréscimo de 2 unidades apds produto parcial

|
+2

4 2 5
2 8

Fonte: Elaborada pelos autores

Realizando a soma 2 4 6 = 8, a primeira etapa do algoritmo é concluida, uma vez que
o algarismo 3 da linha de cima foi multiplicado por todos os niimeros do multiplicador 28.
A segunda etapa comec¢a com o deslocamento do multiplicando para a direita, em uma casa
(figura 7.8).

Figura 7.8: Inicio da segunda etapa do produto 325 x 28

8 4 2 5
2 8

—

Fonte: Elaborada pelos autores

Feito tal deslocamento, o nimero 2 da linha de cima € multiplicado pelo 2, da linha de
baixo e o 4, valor do produto, é adicionado ao nimero que se encontra a esquerda do 2 da

linha de cima. Este estagio do algoritmo esté representado na figura 7.9:
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Figura 7.9: Produto parcial: 2 x2 =4
|

8 4 2 5
2 3

Fonte: Elaborada pelos autores

Agora, o produto parcial deve ser feito com o 2, da linha de cima, com o 8, da linha de
baixo, obtendo 16. Entdo o 2 serd substituido pelo niimero 6 e o 1, somado ao 8 que estd na
coluna a esquerda (figura 7.10).

Figura 7.10: Produto parcial: 2 x 8 =16
|

8 8 6 5
2 3

+1

Fonte: Elaborada pelos autores

Este foi o ultimo produto parcial da segunda etapa, uma vez que os produtos 2 X 2 e
2 x 8 foram feitos. Iniciamos, entdo, a terceira etapa. O procedimento € idéntico a0 comeco
da etapa anterior: deslocar o multiplicando 28 em uma casa, para a direita, o qual esta
indicado na figura 7.11:

Figura 7.11: Inicio da terceira etapa do produto 325 x 28

8 9 6 5
2 8

——-

Fonte: Elaborada pelos autores
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Neste momento, os produtos parciais que devem ser determinados sao 5 x2e 5 x 8. A
primeira resposta € 10 (uma dezena), que ndo tem unidade. Logo, o nimero 6, na coluna a
esquerda do 5 da linha de cima, ndo deve ser alterado e uma unidade precisa ser adicionada

a0 9 da mesma linha (figura 7.12).

Figura 7.12: Produto parcial: 5 x2 =10

|
+1

8 9 6 5
2 8

Fonte: Elaborada pelos autores

Ao realizar a soma descrita, encontramos o valor 10, o que faz com que zero unidades
substitua 0 9 e uma unidade seja somada ao nimero 8, na coluna a esquerda. Na figura 7.13

€ possivel observar esta passagem do algoritmo.

Figura 7.13: Produto parcial: 5 x2 =10

|
+1

8 6 5
2 8

Fonte: Elaborada pelos autores

O 1ltimo produto parcial serd o 5 x 8. Uma vez que o resultado deste produto € 40,
devemos apagar o 5 da linha de cima, deixando sua posi¢do vazia, e somar 4 unidades ao 6,

nimero da coluna a esquerda.
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Figura 7.14: Produto parcial: 5 x 8 =40
|

9

N Oitp|N O

8

Fonte: Elaborada pelos autores

Como o resultado é 10, o nimero 6 ¢ apagado e uma unidade € acrescentada a casa
imediatamente a esquerda, nesse momento, vazia. O resultado final da multiplicagdo 325 x
28 esta determinado e representado na figura 7.15. As casas vazias, com a notagao numérica

atual, sdo preenchidas com zeros. Dessa forma, temos 325 x 28 = 9100.

Figura 7.15: Resultado da multiplicacao: 325 x 28
|

9 1

2 8

Fonte: Elaborada pelos autores

O principio deste algoritmo consiste em realizar tantas etapas quantas ordens existirem
no multiplicando, correspondendo cada uma dessas etapas aos produtos de um nimero deste
ultimo pelos ndmeros sucessivos do multiplicador. Em nosso exemplo, a justificativa esta

apresentada na figura 7.16 a seguir:
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Figura 7.16: Justificativa do algoritmo de multiplicacao hindu

PRIMEIRA ETAPA
325x28 =

(3x2)x1000+(3x8)x100

+
SEGUNDA ETAPA

(2x2)x100+(2x8)x10

+
TERCEIRA ETAPA

(5x2)x10+(5x 8)

Fonte: Elaborada pelos autores

Este algoritmo € bastante longo e exigia um treinamento constante, além de uma aten-
cdo fixa a cada um dos produtos parciais e etapas. Ao liberar definitivamente seus algarismos
significativos das colunas do dbaco de areia e ao inventar um simbolo para o zero, os sdbios
da India conduziram uma série de importantes progressos. Especialistas nesta arte, eles sim-
plificaram consideravelmente suas regras, aperfeicoando-as continuamente, antes de lancar
0 que viria a constituir, alguns séculos mais tarde, as proprias bases de nosso calculo escrito
atual [10].

Um exemplo desta evolugdo é a forma como eram feitas as multiplicacdes pelos ma-
temadticos hindus, ja no século VI a.D. Apresentaremos, entdo, o segundo algoritmo hindu,
conhecido sob varios nomes: multiplicacdo em reticulado, multiplicagcdo em gelosia, em
célula, em grade ou quadrilateral [S]. Mais tarde, esse algoritmo foi disseminado entre os
arabes e, por meio destes, aos europeus, aparecendo nas primeiras obras impressas sobre
aritmética, como a Aritmética de Treviso, tema da secdo 7.3. No algoritmo da gelosia, a
disposi¢do inicial do multiplicando e do multiplicador € particular ao método. Ilustraremos
o seu funcionamento com o produto entre os nimeros 3865 e 754.

Uma vez que o multiplicando é formado por quatro algarismos e o multiplicador por
trés, uma grade composta por quatro colunas e trés linhas. Na parte superior do quadro, da
esquerda para a direita, escrevemos os algarismos 3, 8, 6 e 5 do multiplicando; a esquerda,
sdo colocados os algarismos 7, 5 e 4, do multiplicador, agora no sentido de baixo para cima,

conforme mostrado na figura 7.17:
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Figura 7.17: Disposic¢ao inicial do algoritmo gelosia

3 8 6 5

Fonte: Elaborada pelos autores

Uma vez construida a grade de quadriculados, dividiremos cada um dos quadrados em
duas meias casas por meio de uma diagonal; esta deve ligar o vértice superior esquerdo ao
vértice inferior direito de cada um dos quadrados da grade, conforme indica a figura 7.18:

Figura 7.18: Divisdo da grade no algoritmo da gelosia

3 8 6 5

Fonte: Elaborada pelos autores

O préximo passo € realizar os produtos parciais, determinando os resultados das mul-
tiplicagdes entre o nimero colocado a esquerda de uma linha e o nimero de cada uma das
colunas correspondentes a essa linha. Comecamos com a linha que tem o nimero 4 locali-
zado a esquerda, escrevendo o algarismo das unidades na meia casa superior e o algarismo

das dezenas na meia casa inferior. Estes produtos parciais estdo descritos na figura 7.19:
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Figura 7.19: Produtos parciais da linha com 4 a esquerda

3 8 6 5

NN
™~

A

Fonte: Elaborada pelos autores

O algoritmo continua realizando produtos parciais, agora com a multiplicagdo entre o
5, nimero a esquerda da segunda linha, e os nimeros associados a cada uma das colunas

dessa linha. Representamos os resultados, ja alocados em suas meias casas, na figura 7.20.

Figura 7.20: Produtos parciais da linha com 5 a esquerda

™~

A/

Fonte: Elaborada pelos autores

Os ultimos produtos parciais sdo realizados com o 7, nimero a esquerda da linha mais
abaixo, e os valores correspondentes a cada uma das colunas dessa linha. O resultados de
cada uma das multiplica¢des estdo indicados na figura 7.21 a seguir:
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Figura 7.21: Produtos parciais da linha com 7 a esquerda

3 8 6 5

A
.
/.

Fonte: Elaborada pelos autores

Externamente a grade retangular, adicionamos os algarismos de cada uma das diago-
nais, iniciando pelo zero, localizado na diagonal mais acima e a direita. Quando a soma
exceder 9 unidades, escrevemos o valor referente as unidades e faremos o transporte do va-
lor das dezenas para a préxima diagonal a esquerda. Esta etapa do algoritmo é reproduzida

na figura 7.22:

Figura 7.22: Soma dos algarismos das diagonais

3 8

.
1

6 5
4 0
2 2
0 5
3 2
2 5

en I w

/

K

4 3
o . 1 N\ 4
Fonte: Elaborada pelos autores

O resultado da multiplicacdo € obtido através da leitura, da esquerda para a direita, dos
nimeros determinados através das somas dos valores de cada uma das diagonais. Em nosso
exemplo, 3865 x 754 =2.914.210:



Figura 7.23: Determinag@o do produto 3865 x 754

- » 2.914.210
2 4 0
3 2 2

Fonte: Elaborada pelos autores

A justificativa para o funcionamento do algoritmo da gelosia resulta da decomposi¢ao
dos fatores a serem multiplicados e somados. No exemplo apresentado, calculamos o pro-
duto entre 3865 e 754. A figura 7.24 traz, lado a lado, este produto determinado por dois

procedimentos: o método da gelosia e pelo atual método de multiplicagdo:

Figura 7.24: Comparagdo entre o algoritmo da gelosia e o algoritmo atual

3 8 6 5
2 2 4 0 3865
al . \R ) : x 754
] 5 0 \ 5 |\ 15460
1 4 3 2 1 19325
1 6 2 5 [\ + 27055
T2 > h > ? 2914210
2 g 1 4 .
Algoritmo de Gelosia Algoritmo atual

Fonte: Elaborada pelos autores

Realizando a decomposi¢do da multiplicacio efetuada pelo algoritmo atual, chegamos

a disposicao indicada na figura 7.25:
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Figura 7.25: Decomposi¢do do produto 3865 x 754
5x4=20

6x4x10=240
8x4x100=3200
3x4x1000=12000
53x5x10=250
6x5x100=3000
8x5x1000=40000
3x5x10000=150000
5x7x100=3500
6x7x1000=42000
8x7x10000=560000
3x7x100000=2100000

2.914.210

Fonte: Elaborada pelos autores

Cada multiplicacdo corresponde a um dos quadrados da tabela, o que indica que o
método € valido para qualquer multiplicacdo que se queira fazer, pois os algarismos corres-
pondentes a cada ordem ficardo em um quadrado, conforme o exemplo realizado.

Em relacdo a forma como hoje € feita a multiplicag@o entre dois nimeros naturais, este
procedimento pode parecer longo, mas ja era extraordindrio para a época, além de apresentar
a vantagem de agrupar todo o trabalho de transporte para o final da operag¢do, enquanto em

nosso método atual este trabalho é feito de modo continuo [10].

7.3 A multiplicacdo na Aritmética de Treviso

O interesse pela educacdo e o crescimento da atividade comercial a época do Renasci-
mento faz surgir muitos textos populares sobre aritmética. Trés centenas desses livros foram
impressos na Europa antes do século XVII. Essas obras eram de dois tipos, basicamente
aquelas escritas em latim por intelectuais de formacdo cldssica, e outras escritas no vernd-

culo por professores praticos [6]. A mais antiga dessas obras é de autor desconhecido e

85



bastante rara, conhecida pelo nome de Aritmética de Treviso.

O livro Aritmética de Treviso foi publicado no ano de 1478, na cidade de Treviso,
Itdlia, sendo o primeiro livro impresso no mundo ocidental. Este € um livro essencialmente
comercial, escrito para explicar a escrita dos nimeros e efetuar cdlculos com eles, trazendo

em suas paginas os primeiros algoritmos impressos para as operagdes elementares.

Figura 7.26: Primeira pagina do Aritmética de Treviso
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Fonte: Swetz (1987)

A figura 7.26 destaca a primeira pagina da Aritmética de Treviso. onde podemos ob-
servar que, no final do texto, um dos primeiros proprietarios, Marco Belerami deixa sua
assinatura. Também é possivel identificar, gravado na margem direita, um problema envol-
vendo conversdes monetarias.

A Aritmética de Treviso ndo foi escrita para um grande publico. Suas situag¢des proble-
mas, embora especificas para a época, aparentemente nao eram abrangentes suficiente para
torna-la uma préatica popular da aritmética comercial. Parece ter havido apenas uma edi¢do
da obra, e cdpias existentes sdo extremamente raras. O livro foi impresso em um formato
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onde cada folha impressa forma quatro paginas. Existem 123 paginas de textos reais, com
32 linhas de impressdo em uma pagina. As pdginas ndo sdo numeradas, ndo sido aparadas
e tém margens amplas, como € possivel identificar na figura 7.26. O tamanho do livro é de
14,5 por 20,6 centimetros, um pequeno volume para os padroes das primeiras impressoes
renascentistas, indicando que ele foi projetado para o uso popular. Numerosos diagramas
matematicos estdo espalhados pelo texto, ilustrando procedimentos algoritmicos.

Antes de apresentar ao leitor alguns algoritmos de multiplicacio, a Aritmética de Tre-
viso esclarece que ter memorizadas as tabuadas € necessdrio para fazer uso dos procedimen-
tos que serdo exibidos. Em seguida, as tabuadas dos nimeros 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 12, 20,
24, 32 e 36 sdo apresentadas. Um recorte destas € mostrado na figura 7.27. Salientamos
que o idioma que aparece na imagem € o ingl€s, uma vez que para a construc¢ao desse traba-
lho tivemos acesso a uma publicagdo que, em um de seus capitulos, traz a traducdo da obra

original.

Figura 7.27: Tabuadas de multiplicacdo em Aritmética de Treviso

2 Times 2 makes 4
2 times 3 makes 6
i Times 4 makes ]
2 Times 5 makes io
2 times & maRes iz
1 Times T mahes i 4
2 Times ] makes ie
1 Times ] mahes i 8
1 Times o maRkes o
3 rimes 5 makes 0
3 times 4 mages iz
3 times 5 makes is
3 times 6 makes is
3 Times T makes zi
3 Times 3 makes 24
3 Times 9 makes 27T
3 Times o mahes o

Fonte: Swetz (1987)

Como informamos na sec¢io 7.2, um dos algoritmos de multiplicacdo que € exibido na
Aritmética de Treviso € o da gelosia. A disposicao inicial do multiplicador difere da que foi
exibida em nosso texto, conforme pode ser visto na figura 7.28, mas todo o funcionamento

do método € o mesmo j4 descrito.
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Figura 7.28: Gelosia em Aritmética de Treviso
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Fonte: Silva (2003)

Outro algoritmo que € difundido no mesmo livro € destacado na figura 7.29. Nele
€ possivel ver, além dos fatores 56789 e 1234 separados por dois segmentos que formam
um “angulo” entre eles, os produtos parciais e o resultado final separado por um segmento

horizontal.
Figura 7.29: Algoritmo de multiplicacdo com “angulo”
506789
227156 74
I TO36T 73
i1 35782
se189, \
Sum TOOT 16 26

Fonte: Silva (2003)

Ainda ilustrando a operag¢do de multiplicac@o, o autor desconhecido nos apresenta ou-
tro algoritmo, o qual pode ser visto na figura 7.30 em dois exemplos: 9279 x 8 e 12392 x 7.
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Figura 7.30: Algoritmo de multiplicacdo com “prova”
9179 |0 12302 |8
8|8 T 7T
7423210 86T44 | 2

Fonte: Silva (2003)

O procedimento da figura 7.30 j4 € muito semelhante ao algoritmo que € usado atu-
almente e € ensinado nas escolas de educag@o basica por meio de livros didaticos. Aqui é
possivel observar um segmento vertical que separa o algoritmo em duas partes. A esquerda,
temos as multiplicagdes 9279 x 8 e 12392 x 7 e os seus respectivos resultados que foram
determinados por meio das tabuadas que exibimos na figura 7.27. Os valores posicionados a
direita funcionam como uma “prova’ para verificar se o produto foi calculado corretamente,
algo do tipo “noves fora”, também praticados em nossas escolas. Vejamos o seu funciona-
mento com o exemplo 9279 x 8. O processo € feito retirando da soma dos algarismos do
multiplicando, do multiplicador e do produto final o “excesso” de noves.

No multiplicando dois mais sete € nove, assim, o “excesso’” de noves do multiplicando
9270 ¢é zero. Na linha abaixo, o “excesso” do 8 é o prdprio 8, uma vez que ele ¢ menor
que o nove. No produto final, temos sete mais 4 € onze, do qual € subtraido nove, restando
dois. Dois e dois sdo quatro, que somados a trés resulta em sete. Somando sete e dois temos
nove e, seu “excesso” € zero. Assim sdo determinados os valores a direita do segmento
vertical. Para verificar se a multiplicacdo estd correta, devemos multiplicar o zero pelo oito
e tirar o “excesso” de noves. Sendo o resultado igual ao valor a direita do nimero 74232,
temos a confirmac¢do do resultado correto. Assim, 0 X 8 = 0, mesmo valor indicado apds os
“excessos” do produto final, indicando que temos o valor certo para a multiplicacdo efetuada.

Outro exemplo deste algoritmo, com a “prova” estd indicado na figura 7.31:
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Figura 7.31: Multiplicacio entre os nimeros 934 e 314

7
L

o 31
1

NN w=lwo
-q S W=

Fonte: Swetz (1987)
Por fim, o dltimo algoritmo que € apresentado na obra Aritmética de Treviso € bastante

similar ao método que usamos nos dias atuais. A figura 7.32 exibe todos os produtos parciais

e o resultado da multiplicacido 56789 x 1234.

Figura 7.32: Multiplicacdo entre os ntimeros 56789 e 1234

56T 89

A Al Al 2

.ffl"i:)og

B |91 e e T 1t

0 |

0l G |
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Fonte: Silva (2003)

Diante do que dissertamos nesse capitulo, usando como referéncias os trabalhos de
Eves (2007), Boyer (2012), Silva (2003), Ifrah (2010) e Swetz (1987), podemos perceber o
quanto os algoritmos de multiplicacdo evoluiram para que hoje possamos realizar produtos

entre dois nimeros naturais de forma mais simples e otimizada.
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Capitulo 8
Conclusoes

A multiplicacdo entre dois ndmeros inteiros € uma das operagdes matemdticas elemen-
tares ensinadas nas escolas de Educacao Bésica. O algoritmo tradicional comumente utili-
zado € bastante simples e de facil compreensdo, o qual consiste em executar deslocamentos
e somas para multiplicar dois nimeros naturais.

Neste trabalho apresentamos métodos que destacam os diversos algoritmos de multi-
plicac@o entre dois nimeros naturais. Analisamos, através de uma pesquisa bibliogréfica,
processos para efetuar a operacdo de multiplicacdo utilizados por diferentes povos, em épo-
cas distintas, onde foi destacado suas propriedades e semelhangas com o algoritmo para
multiplicar encontrado nos livros didéticos e atualmente ensinado nas escolas da Educacdo
Baésica. Assim, cada capitulo foi escrito explorando as particularidades de um sistema de nu-
meracao que estd diretamente relacionado ao algoritmo de multiplicacdo de uma civilizagcdo
antiga.

Dissertamos sobre o processo de multiplicacdo dos antigos babilonios, onde foi possi-
vel perceber a grande importincia de seus tabletes de argila para a aritmética desta cultura e
entender o sistema sexagesimal utilizado a época. Em seguida discorremos sobre a civiliza-
cdo egipcia e seu processo de duplicacdo para fazer a multiplicacao entre dois nimeros.

Ao falar sobre a Grécia, berco de grandes pensadores e notdveis matematicos, apresen-
tamos suas notacOes para a escrita dos nimeros. Uma vez que seu sistema de numeragdo nao
era propicio para a aritmética, apontamos o uso do dbaco para efetuar multiplicacdes pela
primeira vez em nosso trabalho. No capitulo seguinte tratamos sobre o surgimento da escrita
na China e seu sistema de numeracao decimal em barras, para, posteriormente, apresentar o
processo singular de multiplicar fazendo uso varetas de bambus.

Ao chegarmos no capitulo 6 reencontramos a motivagao inicial de toda a pesquisa: o
algoritmo de multiplicacdo utilizado pelos antigos romanos. Assim, apresentamos o dbaco
romano tradicional da época e o dbaco de bolso. Exibimos o distinto sistema de numera-
¢do romano e seus sistemas aditivo e subtrativo, bem como as conven¢des adotadas para
a escrita de numeros cada vez maiores. Por fim, descrevemos dois processos distintos de

multiplicacdo feita através do uso do dbaco.
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Sobre os algarismos indo-ardbicos, relatamos a transi¢do de suas formas na passagem
da India para os pafses drabes e como estes chegaram a Europa, para, em seguida, com a
grande contribui¢cdo do Papa Silvestre II, sua disseminacio pela Europa. Ainda estudando
a cultura hindu, apresentamos dois algoritmos com os quais eram feitas as multiplicacdes,
entre eles, o método da gelosia. Encerrando a pesquisa, explicitamos a obra intitulada Arit-
mética de Treviso, primeira obra impressa sobre aritmética, e seus diferentes procedimentos
para multiplicar dois nimeros, onde algumas delas sao muito semelhantes a forma que atu-
almente € feita tal operacgao.

Estamos conscientes dos limites da nossa pesquisa. Para trabalhos futuros, entendemos
que outros algoritmos de multiplicagdo podem ser investigados, por exemplo, os métodos
da civilizacdo maia e as barras de Napier. Também julgamos que uma possibilidade de
complemento a investigacao feita em nosso texto é um estudo sobre aplicagdo dos diversos
algoritmos de multiplicagdo em turmas de Ensino Fundamental e em turmas de formacao
de professores de matematica. Encerrando o texto, acreditamos que o objetivo do trabalho
foi alcancado, uma vez que conseguimos apresentar diferentes algoritmos de multiplicacdao
que, em algum momento da histéria da humanidade, contribuiram para o desenvolvimento

da Matematica.
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