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'O sabio nunca diz tudo o que pensa, mas pensa tudo o que diz"
(Aristételes)



Resumo

Este trabalho apresenta os resultados de um experimento didatico envolvendo o ensino
de dreas de figuras planas. O objetivo principal foi verificar o desempenho dos alu-
nos quanto a deducgao da féormula utilizando um kit de material de manipulacao, que
proporcionasse uma compreensao mais visual e intuitiva desses conceitos matematicos.
Além disso, apresentamos alguns aspectos histéricos sobre o objeto de conhecimento,
bem como defini¢oes, teoremas de cada figura plana. No quarto capitulo foram ex-
postas algumas férmulas trigonométricas em que sao apresentadas suas demonstragoes
utilizando o conceito de areas de figuras planas. Por fim, utilizamos uma Sequéncia
Didatica que pode ser aplicada tanto no Ensino Fundamental quanto no Ensino Médio.
De maneira geral, concluimos que a utilizagao de uma Sequéncia Didatica como ferra-
menta de aprendizagem é de grande importancia seja qual for a area do conhecimento.
Palavras-chave: Areas de Figuras Planas. Kit de Material Manipulavel. Sequéncia
Didética.



Abstract

This work presents the results of a didactic experiment involving the teaching of areas
of plane figures. The main objective was to verify the performance of the students
regarding the deduction of the formula using a manipulation material kit, which pro-
vided a more visual and intuitive understanding of these mathematical concepts. In
addition, we present some historical aspects about the object of knowledge, as well as
definitions, theorems of each plane figure. In the fourth chapter, some trigonometric
formulas were exposed in which their demonstrations are presented using the concept
of areas of plane figures. Finally, we use a Didactic Sequence that can be applied both
in Elementary and High School. In general, we conclude that the use of a Didactic

Sequence as a learning tool is of great importance whatever the area of knowledge.

Keywords: Areas of Plane Figures. Handling Material Kit. Following teaching.
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1 Introducao

Em conformidade com os pardmetros curriculares nacionais (PCN‘S) o ensino da
Matematica deve estar relacionado a realidade do aluno, preferencialmente a reali-
dade local, onde podem ser explorados os mais diversos temas de forma que constitua
alternativas para o desenvolvimento de suas capacidades cognitivas e estimule a sua
confianca para enfrentar desafios, ampliando os recursos necessarios para o exercicio da
cidadania. E preciso que o professor de Matemética encontre um meio para aumentar
o interesse do aluno, motive a aprendizagem de conceitos matematicos e culturais de
uma maneira geral.

No presente trabalho nos propomos a desenvolver um estudo sobre as principais
dificuldades enfrentadas pelo alunos ao entrar em contato com a geometria, em par-
ticular, com o conceito de area e suas aplicagdes. Serao observados aspectos como as
diferentes técnicas existentes para o calculo de areas e as aplicagoes destes conceitos
em outras areas do conhecimento. Para facilitar o entendimento desses conceitos, uti-
lizaremos um kit com material concreto para o ensino de areas de figuras planas. O
uso de um kit de material de manipulacdo ¢ uma maneira eficaz de ensinar o célculo
de areas de figuras planas para alunos do ensino fundamental e médio. Com esses ma-
teriais, os alunos podem visualizar e manipular as figuras, facilitando a compreensao
dos conceitos e formulas para calcular suas areas.

Abordaremos também os aspectos, historicos sobre geometria e em particular areas
de figuras planas, como era feito o calculo de areas nas civilizagoes, Babilonica, Egipcia
e Gregas. A histéria do calculo de areas de figuras planas remonta a Antiguidade, com
os gregos sendo os pioneiros na geometria e na matematica. Um dos primeiros tratados
sobre o assunto foi o Livro II dos Elementos de Euclides, escrito por volta de 300 a.C.,
que tratava da area de triangulos, retangulos e paralelogramos.

De modo geral, apresentemos a importancia da equivaléncia entre areas de figuras
planas, pois varias aplicagoes praticas podem serem utilizadas, como no calculo de
areas de terrenos, de superficies em construgoes e na resolucao de problemas. Assim
utilizamos um kit de material manipulavel para induzir as férmulas de calcular a area
de cada figura plana, apresentando uma Sequéncia Didatica, de acordo com a BNCC
(Base Nacional Comum Curricular). Além disso apresentamos alguns teoremas muito
conhecidos na trigonometria, que sao demostrados utilizando o conceito de areas de
figuras planas, dentre eles estao alguns férmulas trigonométricas, tais como sen(a 4 b),

e sen2a.
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1.1

Objetivos

Este trabalho tem como objetivo geral analisar a aplicacao e exploragao de ativi-

dades relacionadas ao calculo de area de figuras geométricas planas para melhoria do

ensino e aprendizagem de Matematica nas séries iniciais do ensino fundamental e médio

em sala de aula. E tem como objetivos especificos:

1.

2.

3.

1.2

Reconhecer e analisar as caracteristicas de uma figura geométrica plana;
Comparar areas por superposicao;

Medir e estimar areas de figuras planas;

Trabalhar com equivaléncia entre dreas de poligonos;

Promover o desenvolvimento do raciocinio logico-matematico;

. Montar um kit com material concreto para repasse do contetdo (Areas de super-

ficie de figuras planas);

Orientar de forma eficiente, a utilizacdo do material concreto durante a pratica

em sala de aula.

Organizacao

Este trabalho estd organizado em 5 capitulos, além da introdugao(capitulo 1), onde

expomos seus objetivos e sua estrutura, as concluses e consideragoes finais(capitulo

7).

O capitulo 2: expde os aspectos historicos sobre o surgimento da geometria, em

especial o calculo de areas nas civilizacoes Babilonica, Fgipcia e Grega;

O capitulo 3: esta exposto a equivaléncia de figuras planas com suas propriedades,
deducao das formulas de areas a partir das propriedades de equivaléncias, como

também algumas maneiras para calcular a dreas de uma superficie triangular;

O capitulo 4: apresentamos uma sequéncia de Teoremas, onde é utilizado em

suas demonstragdes o conceito de areas;

O capitulo 5: mostramos como construir um Kit de Material concreto e como

manusear suas pecas;

O capitulo 6: propoe uma Sequéncia Didatica sobre o uso de um kit de material
manipulavel apresentado no capitulo 5 em que aborda o calculo de dreas de uma

superficie plana.
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2 Contexto Historico

2.1 Introducao

Neste capitulo apresentamos como varias civilizacoes desenvolveram métodos para
calcular areas de diferentes formas geométricas, tais como os egipcios, que usavam
um sistema baseado em proporcoes para calcular areas de diferentes formas, ja os
gregos utilizava métodos para calcular areas de figuras mais complexas. De modo geral
apresentaremos como essas civilizagoes usavam estratégias baseadas em proporcoes,
divisdo e aproximacao para resolver problemas relacionados as areas. Esses avangos
foram fundamentais para o desenvolvimento posterior do calculo e tiveram um impacto

significativo no progresso cientifico e tecnoldgico das civilizagoes antigas.

2.2 A Origem da Geometria

A geometria é a parte da matematica que estuda o espago e as figuras que podem
ocupa-lo. A natureza estd cheia de formas geométricas variadas: circulos, triangulos,
cubos, pentagonos, hexdgonos, decaedros, espirais..., mas como teria surgido o estudo
dessas figuras? Acredita-se que as primeiras medi¢oes de distancias, areas e volumes
tenham surgido de necessidades do dia a dia. Civilizagoes antigas, como a babilonica
e a egipcia, precisavam medir as terras para demarcar os limites das propriedades e de
plantacdes, projetar templos e piramides, prever o movimento dos astros.

Para delimitar as areas de cultivo, os antigos faradés nomeavam os agrimensores,
funcionarios que deviam avaliar os prejuizos decorrentes das cheias dos rios e restabe-
lecer as fronteiras entre as diversas propriedades. Com a ajuda de cordas esticadas que
formavam angulos retos, eles determinavam areas de terrenos em forma de retangulos
ou triangulos. Para formar angulos retos, eles sabiam que bastaria ter um tridngulo
cujos lados medissem cinco, quatro e trés ou que fossem multiplos destes niimeros. O
angulo formado pelos dois lados menores seria de 90 graus.

A necessidade de medir é muito antiga. Os povos primitivos faziam comparagoes
de volumes, areas e pesos, mas nao sabiam medir. As primeiras unidades de medidas
referiam-se, direta ou indiretamente, ao corpo humano: palmo, pé, passo, braga, cu-
bito. Por volta de 3500 a.C, quando, na Mesopotamia e no Egito, comegaram a ser
construidos os primeiros templos, seus projetistas tiveram de encontrar unidades mais
uniformes e precisas, entao adotaram a longitude das partes do corpo de tinico homem,

geralmente o rei, e com essas medidas, construiram réguas de madeiras e metal, ou
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cordas com nés, que foram as primeiras medidas oficiais de comprimento.

Assim teria nascido a geometria, como resultado de necessidades préaticas. A palavra
¢ de origem grega e significa "medida da terra". Foi na Grécia que a geometria se
desenvolveu como uma forma de conhecimento organizada, sem a preocupacgao de ter
aplicacoes praticas uteis. Os gregos argumentavam de maneira ordenada e tentavam
explicar os porqués pelo argumento mais conciso e logico possivel.

Segundo o historiador grego Herédoto (Séc. V a.C.), a geometria tem origem pro-
vével na agrimensura, medicdo de terrenos, no Egito Antigo. E certo, porém, que
outras civilizagbes antigas possuiam conhecimentos de natureza geométrica. Nesse
sentido, podemos citar as praticas geométricas das civilizacoes babilonica, egipcia, chi-
nesa, hindu e arabe, entre outras, significando assim que, desde o extremo Oriente ao
Oriente Médio, essas praticas se faziam necessarias e constavam nas atitudes e habitos

culturais e religiosos da nossa antiguidade.

2.3 Geometria na Babilonia

A geometria teve um papel importante na Babilonia, antiga civilizacdo mesopota-
mica que existiu por volta de 2000 a.C. a 600 a.C. Utilizavam a geometria em suas
construgoes, como também era essencialmente pratica e focada na medicao de areas,
comprimentos e volumes de objetos e na medi¢ao de campos para agricultura. Eles
desenvolveram um sistema posicional de base 60 conhecido como sistema sexagesimal,
que ¢ utilizada até hoje para medir o tempo em minutos e segundo.

Um dos exemplos mais famosos de geometria babilonica é a tdbua de argila conhe-
cida como Plimpton 322, encontrada nas escavacoes da Mesopotamia e datada de 1800
a.C., um dos mais famosos documentos matematicos antigos. Tem inscrita uma tabela
com 15 linhas e 4 colunas de niimeros na notagao sexagesimal da Babilonia que formam
triplas pitagdricas, ou seja, triplas de nimeros inteiros a, b e c, s tais que a? + b? = ¢?
. A maioria dos especialistas acredita que se trata de uma lista de exemplos para uso
em sala de aula. Mas a inscricao também aponta um método de calculo das triplas
mais de mil anos antes de Pitdgoras! que mostra um conhecimento de geometria que

se pensava so ter sido alcancado na Grécia.



Capitulo 2. Contexto Historico 17

Figura 1 — Plimpton - 322
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Fonte: A tdbua babilonia ‘Plimpton 322°, de 3.700 anos
(Andrew Kelly/UNSW /Divulgacio)

2.3.1 Calculo de area na Babilonia

O célculo de areas na Babilonia encontra-se entre os muitos tabletes achados em
sitios arqueoldgicos na Mesopotamia, alguns que contém problemas de geometria, um
dos mais famosos ¢ o YBC 7289, mostra como os Babilonios achavam raizes quadradas.

Nao se sabe de onde na Mesopotamia vem a YBC 7289, mas seu formato e estilo da
escrita indicam que provavelmente foi criada na Mesopotamia meridional, entre 1800 e
1600 a.C.[1][2]. A Universidade de Yale a adquiriu em 1909, doada pelo espélio de J. P.
Morgan, que possuia varias tabuletas babilonicas; suas doagoes se tornaram a Colegao
Babilénica de Yale ou YBC (do inglés Yale Babylonian Collection).[1][9].

Figura 2 — Tablete Babilonico YBC 7289

Fonte: Pintobeira Roque (2010)

Os Babilonios desenvolveram um método pratico e eficiente para o calculo de areas
de figuras geométricas. Eles utilizavam uma tabela de medidas, que contém os valores
para calcular areas e volumes de formas geométricas bésicas, como quadrados, retdngu-

los e cilindros. Para calcular a area de uma figura geométrica, os babilonios a dividiam
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em formas basicas, como quadrados, retangulos ou triangulos. Eles entao encontravam
a area de cada uma dessas formas e somavam as areas para obter a area total da figura.

Um exemplo de célculo de area na geometria babilonica envolvia o uso de férmulas
aproximadas para calcular a area de um quadrado ou retangulo. Os babilonios consi-
deravam que a area de um quadrado era dada pelo produto de seus lados, enquanto a
area de um retangulo era calculada multiplicando-se o comprimento pela largura.

Para calcular a area de um triangulo, os babilonios usavam uma férmula aproximada
que envolvia a base e a altura do tridangulo. Eles multiplicavam a base pelo valor 3
e, em seguida, multiplicavam esse resultado pela altura para obter uma estimativa da
area.

No caso de trapézios, os babilonios utilizavam uma abordagem de divisao em partes
menores. Eles dividiam o trapézio em tridangulos e retangulos menores, cujas areas eram
mais faceis de calcular. Em seguida, eles somavam essas areas parciais para obter uma
estimativa aproximada da 4rea total do trapézio. E importante notar que a geometria
babilonica ndo buscava a precisao matematica exata, mas sim uma aproximacao tutil

para fins praticos, como medigoes de terras ou construgao de edificios.[4].

2.4 Geometria no Egito

A geometria surgiu no Antigo Egito como resultado da necessidade de medir terras
e delimitar areas apos as inundagoes anuais do Rio Nilo. Os egipcios também usavam
a geometria para construir templos, pirdmides e outros monumentos. Acredita-se que
os egipcios desenvolveram seus conhecimentos matematicos e geométricos a partir da
observagao dos padroes naturais e das necessidades praticas de sua vida cotidiana. Eles
usavam a geometria para medir a terra e dividir os campos de cultivo, e também para
calcular areas de formas geométricas simples, como retangulos, quadrados e triangulos.
Também utilizavam um sistema de numeragao baseado em hierdglifos, que permitia
fazer calculos mateméaticos simples. Desenvolveram métodos de medicao de angulos e
construcao de figuras geométricas complexas, como a esfera, a elipse e o paralelogramo.

A geometria egipcia antiga era altamente pratica e baseada em férmulas e técnicas
especificas. Os egipcios antigos usavam ferramentas simples, como o cordel e o prumo,
para medir distancias e angulos. Eles também desenvolveram uma série de simbolos
geométricos para representar figuras geométricas e seus atributos. A geometria egipcia
antiga teve uma influéncia significativa no desenvolvimento posterior da matematica e
da geometria. Suas técnicas e métodos foram adotados por outras civilizagoes antigas,
como a Babilonia e a Grécia, e continuam a ser estudados e usados hoje em dia.

O historiador grego Herdédoto nascido no século V a.C nos diz que o apagamento

das demarcacoes pelas inundagoes do rio Nilo tornou necesséario o trabalho dos men-
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suradores. Os conhecimentos dos estiradores de cordas egipcios eram evidentemente
admirados por Demdcrito ( 460 a.C.-370), um matematico de competéncia e um dos
fundadores de uma teoria atomica, e hoje suas realizagoes parecem ser demasiado
valorizadas, em parte em consequéncia da precisao admiravel da construcao das pira-
mides.(BOYER.p.14.1974).

2.4.1 Calculo de area no Egito

O Egito est4 situado no nordeste da Africa, entre os desertos do Saara e da Ntbia, e é
cortado pelo rio Nilo. Sua civilizagdo tinha como forma de escrita o sistema hieroglifico
que sao sinais pictograficos que representavam objetos. Esse sistema foi desenvolvido
pelos escribas e registrado em papiros, dos quais os mais importantes na Matemaética sao
o Papiro Rhind e o de Moscou, que datam aproximadamente do século XVIII a.C. Os
escribas utilizavam a Matemadtica para resolver questoes relativas a medicao de terras,
ao calculo de impostos e do volume dos depdsitos de provisoes, até projetos de obras
arquitetonicas, etc. A geometria surgiu da necessidade de calcular areas territoriais,
volumes de celeiros e pirdmides (RPM 81. p. 05. 2013).

Os celeiros eram em formato de cilindros circulares retos. Para calcular o volume
de tais celeiros, fazia-se necessario que os antigos egipcios encontrassem um método
para determinar a area do circulo da base. No Papiro Rhind existem alguns problemas
relativos ao célculo da area do circulo. Citamos o Problema 50, cuja resolugdo nos
mostra uma das maneiras usadas pelos egipcios para calcular a area do circulo.

Problema 50: Exemplo de um corpo redondo de didmetro 9. Qual é a area?

Solugao apresentada pelo escriba: Remova 1/9 do diametro, o restante é 8. Multi-
plique 8 por 8; perfaz 64. Portanto, a area é 64.

Desse problema deduzimos que o método usado pelo escriba era: “Subtraia do

diametro sua nona parte e eleve o restante ao quadrado. Esta é sua area”. Ou seja,

= (ot <)

sendo d o didmetro do circulo. Nao se sabe, porém, como os egipcios chegaram a tal
formula; percebemos que eles nao utilizavam o comprimento da circunferéncia para
calcular a area do circulo e tentavam calcular essa area como a de um quadrado, o que
nos faz inferir uma tentativa de quadrar o circulo.

O conhecimento geométrico da civilizagdo egipcia era grande: construiram gran-
des obras arquitetonicas, como as piramides, além de construirem barcos, barragens
e canais. Também se encontra Geometria nas construcoes de suas estatuas, porticos,
templos, muralhas e lagos(RPM 81 2013).
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2.5 Geometria na Grécia

As origens da Geometria, do grego medir a terra, parecem coincidir com as ne-
cessidades do dia a dia. Partilhar terras férteis as margens dos rios, construir casas,
observar e prever os movimentos dos astros, sao algumas das muitas atividades huma-
nas que sempre dependeram de operagoes geométricas. Documentos sobre as antigas
civilizagoes egipcia e babilonica comprovam que eles possuiam bons conhecimentos do
assunto, geralmente ligados a astrologia. Na Grécia, porém, é que o génio de grandes
matematicos lhes deu forma definitiva. Dos gregos anteriores a Euclides(323-283 a.C.),
Arquimedes(287-212 a.C.) e Apolonio(262-194 a.C.), consta apenas o fragmento de um
trabalho de Hipdcrates(470-410 a.C.). E o resumo feito por Proclo(412-485 d.C) ao
comentar os Elementos de Euclides, obra que data do século IV a.C., refere-se a Tales
(624-546 a.C.) de Mileto como o introdutor da Geometria na Grécia, por importagao
do Egito.

A Geometria, ao longo do séculos, mudou de significado, paradigmas, técnicas e
objetivos, tanto os Egipcios quanto os Babilonios tinham procedimentos sistematicos
para resolver problemas que hoje chamariamos de geométricos, envolvendo medidas.
Por vezes estes procedimentos estao ancorados em uma maneira conceitualmente dife-
rente de conceber os conceitos geométricos. Querer comparar as praticas geométricas
dos antigos egipcios com o encaminhamento dado a geometria pelos gregos, mais tarde,

é colocar uma alternativa que nao faz sentido.

2.5.1 Cdlculo de area na Grécia

Na Grécia Antiga, os matematicos desenvolveram técnicas para o calculo da area
de diversas figuras planas, incluindo tridngulos, trapézios, retangulos e circulos. Para
o calculo da area de um tridngulo, Tales de Mileto, considerado o pai da geometria
grega, descobriu que a area de um triangulo é igual a metade do produto da base pela
altura, essa férmula é conhecida como férmula de Tales.

Para o cédlculo da area de um trapézio, os matematicos gregos desenvolveram uma
técnica que consiste em dividir o trapézio em dois tridngulos e um retangulo. A &rea
total do trapézio é, entao, calculada somando-se as areas dos dois triangulos e do
retangulo. J& para o célculo da area de um retangulo, ¢ simplesmente multiplicar a
base pela altura.

Essas técnicas para o calculo da area de figuras planas foram fundamentais para o
desenvolvimento da geometria grega e ainda sao utilizadas na matematica moderna.
Além disso, essas técnicas foram ampliadas e aprimoradas por outros matematicos

gregos, como Pitagoras, Euclides, Aristoteles, Arquimedes e Apoldnio.
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Arquimedes, famoso matematico grego, utilizou a técnica da exaustao para aproxi-
mar o valor de 7 com uma precisdo de 3 casas decimais. Ele inscreveu e circunscreveu
o circulo com poligonos regulares de 96 lados cada, e com isso calculou que a area de

um circulo é igual a 7 vezes o quadrado do raio.
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3 Areas de figuras planas

3.1 Areas

3.1.1 Introducao

Neste capitulo sdo apresentados, defini¢oes, axiomatizacao do conteudo, proprieda-
des e teoremas, sobre o calculo de areas de superficies planas, como também nogoes
sobre o conceito de equivaléncias planas, com o objetivo de facilitar o entendimento do
conteudo a seguir. Alguns objetos de conhecimentos utilizados neste capitulo, estao
em [2].

3.1.2 Definicbes

a) A reunido de um poligono com sua regiao interior é denominada superficie do
poligono. A medida da superficie é expressa por um nimero real positivo e é chamada
area do poligono. Para medirmos a superficie do poligono precisamos compara-la com
uma unidade de medida de area. Essa unidade de medida corresponde a uma figura
unitaria, isto é, de dimensoes unitarias. A partir dai, podemos verificar quantas vezes
essa figura unitaria “cabe” na regiao que queremos medir. A unidade de area utilizada
é uma regiao quadrada cujo lado mede uma unidade de comprimento. Qualquer regiao

quadrada cujo lado meca 1 tera, por defini¢do, area igual a 1.

Figura 3 — Quadrado

Fonte: Autor

b) Uma regiao triangular é um conjunto de pontos do plano formado por todos os
segmentos, cujas extremidades estdo sobre os lados de um triangulo. O tridngulo é

chamado de fronteira da regiao triangular.
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Figura 4 — Triangulo

Fonte: Autor

3.1.3 Elementos de um Triangulo

Os principais elementos de um tridngulo ABC sao:

Lados: AB, AC e BC' (Segmentos).

Vértices: A, B e C' (Pontos)

Angulos Internos: BAC, ABC ¢ ACB (Angulos)

Um conjunto de pontos de uma regiao triangular que nao pertence a sua fronteira,
¢ chamado de interior da regido triangular. Uma regiao poligonal é a unido de um
numero finitos de regides triangulares que duas a duas nao tém pontos interiores em

comuim.

Figura 5 — Regiao poligonal

K

N )

Fonte: Autor

Observe a figura:



Capitulo 3. Areas de figuras planas 24

Figura 6 — Figura Bandeira

Fonte: Autor

Na figura 6, dizemos que P é ponto interior a regiao poligonal e que QQ é ponto da
fronteira da regiao poligonal. A nocao de area de regiao poligonal é introduzida na
geometria através dos seguintes Axiomas:

1°) Axioma A toda regiao poligonal corresponde um nimero maior do que zero.

2°) Axioma Se uma regiao poligonal é a unido de duas ou mais regides poligonais
que duas a duas nao tenham pontos interiores em comum, entao, a sua area é a soma
das areas daquelas regioes.

3°) Axioma Regioes triangulares limitadas por tridngulos congruentes tém areas
iguais.

4°) Axioma Se ABCD é um retangulo, entdo, a sua area é dada pelo produto
(AB) - (BC). Ou seja:

Sapcp = (AB) - (BC)

Notagao: Sipcp € a area de um retangulo de vértice A, B, C e D, ou seja, a area
da regiao poligonal cuja fronteira é um retangulo.

A partir destes axiomas vamos determinar a drea de algumas regides poligonais
simples. Antes de determinar como calcular a area de algumas regides poligonais sim-
ples, vamos escrever as defini¢oes de algumas dessas figuras, que sao muito importantes

para o estudo da geometria.

3.2 Quadrilateros

Quadrilateros sao poligonos que possuem quatro lados. Sendo assim, os quadri-
lateros herdam todas as caracteristicas e propriedades dos retangulos, como o fato de
possuirem apenas duas diagonais ou de a soma dos seus angulos internos ser sempre
igual a 360°.
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Figura 7 — Quadrilatero ABCD

A B

Fonte: Autor

Elementos de um Quadrilatero

Lados: Sao os segmentos de reta que contornam o quadrilatero ABC'D, AB, BC,C'D
e DA.

Vértices: Sao os pontos de encontro entre dois lados, A, B,C e D.

Angulos Internos: Sio os angulos determinados por dois lados consecutivos de
um quadrilatero, DAB,ABC, BCD e CDA.

Angulos Externos: Séo angulos formados pelo prolongamento dos lados de um
poligono. Um angulo externo sempre ¢ suplementar ao angulo interno adjacente a ele.
Na figura 7, BCE ¢ angulo externo.

Diagonais: Sao segmentos de reta cujas extremidades sao dois vértices nao con-
secutivos de um poligono. Dessa maneira, sdo os segmentos de reta que ligam dois

vértices e que, ao mesmo tempo, nao sao lados AC' e BD.

3.2.1 A seguir descrevemos alguns quadrilateros

o Retangulo: E um quadrilatero com todos os angulos retos. Dois lados opostos
de uma retangulo sao paralelos e possuem o mesmo comprimento. Além disso, as
diagonais de um retangulo possuem o mesmo comprimento e se encontram no ponto

médio comum.

Figura 8 — Retangulo ABCD

A B
D D
D 0
D c

Fonte: Autor
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Propriedades dos retangulos

AB paralelo DC e AD paralelo BC, AB =DC e AD = BC,com A=B=(C =
D.

e Quadrado: E um retangulo com os quatro lados de mesmo comprimento.

Figura 9 — Quadrado ABCD

o ]
D

Qle]

Fonte: Autor

Propriedades dos quadrados
AB paralelo DC e AD paralelo BC, AB=BC =CD =DAcom A=B=C =
D.

« Paralelogramo: E um quadrildtero com lados opostos paralelos. Em um pa-
ralelogramo os lados opostos possuem o mesmo comprimento e dois angulos opostos

quaisquer possuem a mesma medida.

Figura 10 — Paralelogramo

Fonte: Autor

Propriedades dos paralelogramos
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AB paralelo DC' e AD paralelo BC, com AB = DC e AD = BC, A = C e
B=D.

o Trapézio : E um quadrilatero com um par de lados opostos paralelos. Os lados
paralelos sao conhecidos como bases, um deles é a base maior e o outro é a base menor
do trapézio. Conhecemos trés tipos de trapézios:

1°) O trapézio é escaleno quando os lados nao paralelos sao deferentes. Na

figura a seguir, vemos um trapézio com os lados AB paralelo CD e AD # BC, logo

a figura abaixo é um exemplo de um trapézio escaleno.

Figura 11 — trapézio-escaleno

A B
B
(S}
D c

Fonte: Autor

22) O trapézio é isdsceles quando os lados nao paralelos sao congruentes. A figura

abaixo onde AD = BC e AB paralelo DC é um exemplo de um trapézio isésceles.

Figura 12 — Trapézio-isosceles

A B
/
B
D C

Fonte: Autor

32) O trapézio é retangulo quando um lado nao paralelo faz um angulo de
90° com as bases da figura. A figura abaixo é um exemplo de trapézio retangulo, onde
AB paralelo DC.
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Figura 13 — Trapézio-retangulo

A B

Fonte: Autor

« Losango E um quadrildtero com os quatro lados de mesmo comprimento. Em
um losango dois lados opostos sao paralelos e possuem o mesmo comprimento. Dois
angulos oposto quaisquer de um losango possuem a mesma medida. As diagonais de
um losango sao perpendiculares e se encontram no ponto médio comum.

Lados: AB paralelo DC' e AD paralelo BC com AB = DC = AD = BC

Diagonais: AC' e BD, com AC1LBD

Figura 14 — Losango ABCD

A

c

Fonte: Autor

O Perimetro 2p de um quadrilatero é a soma dos comprimentos de seus quatro
lados. E de modo geral se temos uma figura com n lados, o perimetro desta figura é
a soma dos comprimentos dos seus n lados, ou seja, é o comprimento do contorno da
figura.

Na figura 14 o comprimento do perimetro é

9p = AB + BC +CD + DA
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Teorema 3.1. A drea do paralelogramo é o produto do comprimento de um de seus

lados pelo comprimento da altura relativa a este lado.

Figura 15 — Paralelogramo

Fonte: Autor

Demonstragao: Devemos mostrar que a area Sapcp = h.b. Tragamos partindo
dos pontos A e B dois segmentos, AE e BF', perpendiculares a reta que contém CD.

O quadrildtero ABFE é um retangulo cuja area ¢ AB.BF. Dai segue que:

Sapcp = Sapce+ Sape
= Sapce + Scsr

- SABFE

Sapcp = h-b.

Para concluir, devemos provar que o triangulo ADE e C'BF sao congruentes. Ob-

serve que:
1. Os segmentos AD || BC e AB || DF, pois ABC'D é um paralelogramo;

2. Os angulos ADE e BCF sdo congruentes, entdo pelo caso LAA, os tridngulos

ADFE e CBF sao congruentes. Com isso concluimos a demonstracao. [J

Teorema 3.2. A drea de um triangulo é a metade do produto do comprimento de

qualquer de seus lados pela altura relativa a este lado.
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Figura 16 — Triangulo

Fonte: Autor

Demonstracgao: Dado um tridngulo ABC), trace pelo vértice C, uma reta paralela
ao lado AB, e pelo vértice B uma reta paralela ao lado AC. Essas duas retas se
intersectam em um ponto D. O poligono ABC'D é um paralelogramo,pelo caso LLL e

os dois tridngulos ABC' e C'DB sao congruentes, entao Sypc = Scpg. Dail temos que,

Sapcp = Sapc+ Scps

= Sapc + Sasc

= 2-Supc, logo
1
Sapc = 3 SaBpc

Para completar a demonstracao, observe que a altura do vértice C' do triangulo

ABC' é exatamente a altura do paralelogramo ABC'D relativo ao lado AB. [J

Teorema 3.3. A drea de um losango é metade do produto do comprimento de suas
diagonazs.

Figura 17 — losango ABCD

B

D1

D2

Fonte: Autor
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Demonstragao: Fazendo, AC = Dy, BD = D, e AC N BD = {P},
devemos mostrar que Sagcp = 3 (AC - BD).

Seja ABC'D um losango, como mostrar a figura 18, entao os tridngulos ABD e
CBD sao triangulos congruentes pelo caso LLL. Logo Sapp = Scsp-

Dai segue que:

Sapcp = Sapp + Scsp

— _(BD)-(4P)+ ; - (BD) - (PC)

) (AP) + 5 - (BD) - (PC)

—
DO o
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Teorema 3.4. A drea de um trapézio é metade do produto do comprimento de sua

altura pela soma dos comprimentos de suas bases.

Demonstracgao: Seja ABC'D um trapézio, cujas bases sdao os lados AB e C'D.
Tracando a diagonal BD dividiremos o mesmo em dois triangulos. E tragando as
alturas DF, do tridangulo ABD, e BE, do triangulo DBC, temos DF = BE, pois AB

e C'D sao paralelos. Conforme a figura 19.

Figura 18 — Trapézio ABCD

Fonte: Autor
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Devemos mostrar Sapcp = = - (AB + CD) - (BE), para isso observe que

N | —

Sapcp = Sapp + Spep.-

Fazendo DF = h e como DF = BE entao BE = h e tomando AB = b, e CD = b,,

temos:

Sapep = Sasp + Seep

1 1
=5 AB.DF + 3 CD.BE

- [b1h + bah|

N | —

- (b1 + ba) - (h)

N | —

Suscp = = - (AB+CD) - (BE). O

N | —

3.3 Figuras redondas de um mesmo plano

Circunferéncia: E uma figura geométrica pertencente ao plano que ¢ constituida

pelo conjunto de todos os pontos igualmente distantes de um ponto fixo desse plano.
Elementos de uma Circunferéncia:
e Raio: A distancia entre um ponto de uma circunferéncia e seu centro.
e Corda: Qualquer segmento de reta que liga dois de seus pontos.
e Didmetro: Corda que contém o centro da circunferéncia.

o Comprimento: E a medida da prépria circunferéncia em alguma unidade.
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Circulo: E uma figura geométrica formada por uma parte de um plano que é
limitada por uma circunferéncia. Ou seja, dados um ponto O chamado centro do
circulo e um nimero r maior que zero chamado raio do circulo, denominamos por

circulo o conjunto de pontos cuja distancia até O é igual ou menor do que r.

Figura 19 — Circulo de centro O e raio r

Ge

Fonte: Autor

Elementos do Circulo:
Os principais elementos do circulo sao:
e Raio r a distancia de O a A, ou seja, d(O, A) =r.
« O o Centro do circulo
0, A, F e B sao pontos internos e G é um ponto externo do circulo
«d(A, E) o didmetro do circulo.

Teorema 3.5. A drea de um poligono reqular de n lados, inscrito numa circunferéncia

; 5§ R2 .. 360°
demzoRe2 R nsen(n).

—_
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Figura 20 — Circulo

A

Fonte: Autor

Demonstragao: Seja O o centro do circulo. Ligando-se cada um dos vértices
do poligono ao ponto O, formam-se n triangulo isésceles, cujos bases sao os lados

do poligono, cujas lados iguais tém comprimento R e cujos angulos do topo medem
o

360

a = ——. Seja OAB um tal tridngulo. Trace a altura h do vértice A. Esta altura mede
n
360° 1 360°
R-sen () e o lado OB mede R. Logo, a area deste triangulo é 5" R? - sen ()
n n

1 360°
e a area total do poligono é 3 R? -n -sen () U
n

3.4 Equivaléncia Planas

3.4.1 Introducao

A equivaléncia plana é um conceito importante da geometria, que se referem a
figuras planas que tém a mesma area, apesar de terem formatos diferentes. As figuras
planas equivalentes podem ser obtidas por meio de transformacgoes geométricas, como
a translacao, rotacao e reflexao. Essas transformacoes preservam a area da figura plana
original, mas podem alterar outras caracteristicas, como a forma e a posi¢do. O estudo
dessas equivaléncias é fundamental para diversas areas do conhecimento, pois permite
representar diferentes opgoes de disposicao de espagos, otimizar o uso do espaco e fazer
calculos precisos de areas em diferentes situagoes. Os Teoremas,Corolarios e Defini¢oes

utilizados neste capitulo foram retirados do livro Geometria Métrica, [IEZZI Etal].

3.4.2 Definicoes

a) Poligonos Contiguos ou Adjacentes
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Dois poligonos sao chamados contiguos ou adjacentes quando tém em comum so-

mente pontos de seus contornos.

Figura 21 — Poligonos adjacentes

A B
c
G F
D
E

Fonte: Autor

Os poligonos ABFG e CDE sao contiguos ou adjacentes.

Figura 22 — Poligonos nao adjacentes

E

Fonte: Autor

Os poligonos ABIG ¢ DHFE nao sao contiguos.
b) Soma de Poligonos Contiguos ou Adjacentes

Chama-se soma de dois poligonos contiguos a superficie constituida pelos pontos

comuns e os nao comuns aos dois poligonos.
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Figura 23 — Soma de poligonos

A+ B

Fonte: Autor

entdo A e B contiguos, r € A+ B x€ Aoux € B,ouainda, A+ B=AU B.
c) Soma de Dois Poligonos Quaisquer

A Soma de dois poligonos quaisquer, A e B, é definida como sendo a soma dos

poligonos contiguos A’ e B’ em que A’ é congruente a A e B’ é congruente a B.

Figura 24 — Soma de poligonos quaisquer

B B
A A

Fonte: Autor

d) Equivaléncia Entre Poligonos
Dois poligonos A e B sao chamados equivalentes ou equicompostos, denota-se por

A ~ B, quando forem somas de igual nimero de poligonos, dois a dois congruentes

entre si.

Em simbolos: A~ B A=>Ti, B=5 Si,Ti=S8i,i=1,2,3,...n.
=1 i=1
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Observe que, na figura 25, A e B sao somas de 4 poligonos e que cada poligono-

parcela T% de A é congruente a um poligonos-parcela Si de B e reciprocamente.

Figura 25 — Poligonos equivalentes

S3 \

T3

Fonte: Autor

Dai temos, A ~ B, pois:

T = 51,
Ty = 5,,
T3 = Ss,
Ty =8,

A=T1+T,+T5+ 7T,
B=5+5+53+54.

Propriedades Formais:

P.1) Reflexiva: A ~ A.

P.2) Simétrica: A~ B < B =~ A.

P.3) Transitiva: A Be Br(C = A~

P.4) Uniforme: T; = S;, A = i Ti,B= i S; = A~ B.

P.5) Disjuntiva (Postulado (i:Zolt). Urrzl_})oligono, que é soma de dois ou mais

outros, nao é equivalente a uma de suas parcelas.
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Figura 26 — Poligonos nao equivalentes

A

Fonte: Autor

A=B+C= (A2 B)A(A20).

3.4.3 Reducao de poligonos por equivaléncia

Teorema 3.6. Dois paralelogramos de bases e alturas respectivamente congruentes,

sao equivalentes.

Demonstragao: Consideremos os paralelogramos ABC'D e ABC'D' com base AB

e com alturas congruentes. Apresentaremos trés casos:

12 Caso: C'D e C'D’ com um segmento comum, conforme figura 27 abaixo.

Figura 27 - CDNC'D' + @

D D’ (& (O

II1

Fonte: Autor

CD e C'D' tém um segmento comum que é o segmento D'C.
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) I=1I1

i) 1T =11

Fazendo i +ii, temos [ + [ =11+ 11l = (I +1I) ~ (I] +11I) = ABCD ~
ABC'D’

22 Caso: CD e C'D' com um s6 ponto comum, conforme figura abaixo.

Figura 28 - C = D'

D C=D" C’

111

CD e D’C’ tem o ponto C comum.

) I=1I1

i) I =11

Fazendo i + ii temos [ + I = I11 + 1] = (I +1I) ~ (II]l +1I) = ABCD ~
ABC'D'.

32 Caso: C'D e CD nao tém ponto em comum, conforme figura abaixo.

Figura29 - CDNC'D' = o

Utilizando a aplicacao dos casos anteriores temos:
ABC'D' ~ ABC"D" ~ ...~ ABCD = ABCD ~ ABC'D'.0J



Capitulo 3. Areas de figuras planas 40

Conforme os resultados anteriores, temos em particular os seguintes resultados:

Corolario 3.7. Todo paralelogramo é equivalente a um retangulo de base b e altura h

respectivamente congruentes as do paralelogramo, logo ambos tém dreas iguais a (b-h).

Figura 30 — Paralelogramo e retangulo de mesma base e altura

Fonte: Autor

Demostragao: Suponha que b é o comprimento da base e h é o comprimento da
altura do paralelogramo. Podemos tracar uma linha perpendicular & base do paralelo-
gramo a partir de um dos vértice opostos dividindo o paralelogramo em dois triangulos

congruentes e um retangulo de comprimento (b-x) e altura h, conformem a figura 31.

Figura 31 — Paralelogramo e retdngulo de mesma base e altura-1

Aq

=
&

Fonte: Autor

base - altura  b-h
A area de cada triangulo é dado por Ay = A3 = 5 =3 ja visto no
Teorema 3.2. De modo geral temos a area do paralelogramo como sendo

Ap=A1+ Ay + A3 =

z-h x-h
Ap =5~
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h h
AP:%+b~h—x-h+%:>

Ap=xz-h+b-h—x-h=

Ap=1>b-h

Sabendo que a altura do retangulo é a mesma que a altura do paralelogramo, podemos
concluir que a area do retangulo com base b e altura h é igual a area do paralelogramo,

portanto
Ap=Ar=10-hl]

Corolario 3.8. Dois triangulos de bases e alturas ordenadamente congruentes sao
equivalentes, logo NABC ~ AV BC.

Figura 32 — Triangulos de mesma base e altura

Fonte: Autor

BC - h BC -h
e Spye = 7

Demonstracao: Observando a figura 31 temos, Sapc =
entdo Sapc = Svsc, logo ANABC ~ AV BC. [J

Corolario 3.9. Todo triangulo é equivalente a um paralelogramo de base congruente a

do triangulo e altura igual a metade da altura do triangulo.
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Demostracgao: Seja D ponto médio de AB e E o ponto médio de AC, prolongando
DE até o ponto F de modo que DF complete o paralelogramo BDFC. Da figura 32

Figura 33 — Pentagono triangular

Fonte: Autor

Escrevemos, I = [II e II = I1 entdao (I + 1) ~ (11 + 111 ) = ABC ~ BDFC.OJ

Teorema 3.10. Dado um poligono convexo com n lados, n>3, existe um poligono

convexo com n-1 lados que lhe € equivalente.

Demostragao: De acordo com a figura 32 temos o poligono pol (V1V2V3V4...Vn)
e seja V'a interseccao da reta V3V 4 com a reta paralela a V1V 3 por V2.

Figura 34 — Poligono com n lados

Fonte: Autor

Dai temos pol(V1VoV3...V,,) = AVIVLRVS + pol(ViV3Vy...V,) e
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pol(ViV'Vy..V,)) = AVIV'Vs + pol(ViV3V...V,) entdo
pol(ViVaVaVy..V,,) = pol (ViV'Vy.. V). O

Como consequéncia deste teorema, podemos reduzir por equivaléncia um poligono
de n lados n > 3 a um triangulo equivalente,por sua vez este a um paralelogramo e
por ultimo, este a um retangulo equivalente. Entao,todo poligono ¢é equivalente a um

retangulo.

3.5 Como deduzir as féormulas de area a partir das propriedades

de equivaléncias

3.5.1 Introducao

Os retangulos formam uma classe de figuras para as quais se pode definir equivalén-
cia, adi¢ao e desigualdade, por isso podemos definir razao entre retangulos do mesmo
modo que se define razao entre segmentos.

Exemplo: sejam R; e Ry os retangulos na figura 35:

Figura 35 — Razao entre retangulos

Fonte: Autor

R 8r 2
Por definicao, R—l =20z & Nestas condigoes, fixando-se um retangulo unitario,
2 i
podemos definir a razao entre dois retangulo quaisquer.

3.5.2 Razao entre retangulos
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Teorema 3.11. A razdo entre dois retangulos de bases congruentes ou alturas congru-

entes € iqual a razdao entre suas alturas ou bases, respectivamente.

R h
Demonstragao: Hipdtese : Ry (b,h1) e Rs (b, hy), Tese: ﬁl = h—l
2 2
19 caso: h; e hy sdo comensuraveis
Figura 36 — Razao entre retangulos-2
= b -
........ ~ b
- ) t
b1
x X T X hy
x :13 l
7 . B

Fonte: Autor

Entao. existe um submiiltiplo de hy e de hs.
hy p
1=PpPT €Ny =4qr Iy q (1)

Construindo os retangulos X(b, x), temos:

Ry p
Ry = Ry =¢X ==- (2
1=prefy=gq $R2 q()
De (1) e (2), vem:
Ry M
o0
Ry  hy

22 caso: hy e he sd0 incomensuraveis
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Figura 37 — Razao entre retangulos-3

Fonte: Autor
Entao, nao existe segmento submiiltiplo comum de h; e hy. Tomemos um segmento
y submiltiplo comum de hy onde y cabe certo niimero inteiro n de vezes em ho, isto é
hy = ny
Por serem h; e hy incomensuraveis, marcando sucessivamente y e m hy, chegamos a

certo nimero inteiro m de vezes de modo que:

my < hy < (m+ 1)y

Das relagoes my < hy < (m + 1)y e ny = hy = ny, tem-se

(3)

Construindo os retangulos Y'(b,y), temos: mY < Ry < (m+1)Y enY = Ry = nY,
entao:

m hy m+1
— <
n

hg n

m R m+1
— < =< 4
n Ry n (%)

Sendo y submultiplo de hs, pode variar e dividindo y, aumentamos n e nestas
condigoes,

m m+1
— e
n

n
p . . ,
formam um par de classe contiguas que definem um tnico nimero real, que é ™
2
- . I < , A <
pela expressao (3) e ¢ — pela expressao (4). Como esse nimero é nico, entao
R ) )
2

R

=210
Ry hy
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Corolario 3.12. A razao entre dois retangulos quaisquer é igual ao produto da razdo

entre as bases pela razdo entre as alturas.

Demonstracao: Sejam dois retangulos ABCD ¢ EFGH, com bases AB e EF,
alturas AD e FH, respectivamente. A razao entre as dreas desses dois retangulos serd

dada por:

Aapcp  AB-AD
Agray EF-EH

Conforme a figura 38

Figura 38 — Razao entre 2 Retangulos

Fonte: Autor

Isso ocorre porque: Aapep = AB-AD e Agpay = EF - EH.

Assim, substituindo esses valores na equacao anterior, temos:

Aapop  AB-AD
Apron  BEF-EBH

Portanto, concluimos que a razao entre dois retangulos quaisquer € igual ao produto

da razao entre as bases pela razao entre as alturas.

3.5.3 Deducao das féormulas de areas

Nesta se¢ao, obteremos as areas das figuras planas mais conhecidas, como foi feito

na secao 2.6.1, porém agora usaremos o conceito de equivaléncias.
» Area do Retangulo

Dado um retangulo de base b e altura h e fixado o quadrado unitario cujo lado mega

o que por definicdo tem area igual a 1, como mostra as figuras abaixo.
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Figura 39 — Retangulo e quadrado

1

Fonte: Autor

Por definicao, a area do retangulo Agr é a razao entre o retangulo R e o quadrado

unitario (). Ou seja:

R(b, h)
AR =0 ~

retangulo é

— Ar = (medida de b) - (medida h), portanto a area do

—] o~

h
1

AR:bh

» Area do paralelogramo

Seja o paralelogramo P(b, h), pelo teorema 2.6 ele é equivalente a um retdngulo R

cuja base mede b e altura mede h, dai temos:

Figura 40 — paralelogramo e retangulo

Fonte: Autor

Entéao, Area do paralelogramo Ap é igual a Area do retangulo Ag, logo :

APIAR:>
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=b-h

» Area de um tridngulo

Seja o triangulo T'(b, h), conforme ja vimos sua area é equivalente a um paralelo-

h
gramo cuja base mede b e altura mede > dai temos:

Figura 41 — Tridngulo e paralelogramo

NS

Fonte: Autor

Entao a area do triangulo A é igual a area do paralelogramo Ap ou seja:

h b-h
Ar—=b- 2 A= 2
r=b-3 =9

» Area de um trapézio

Seja o trapézio T, (b1, ba, h), sua area é equivalente a um paralelogramo cuja base

mede b; mais by e altura mede > dail temos:
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Figura 42 — Trapézio e paralelogramo

bl + b2

Fonte: Autor

Entao a area do trapézio Ar,, € igual a area do paralelogramo Ap ou seja:

» Area de um losango

Seja o losango L(dy,dy) de diagonais d; e da, sua area é equivalente a drea de um

retangulo de base d e altura de medida 51, dai temos:
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Figura 43 — Losango e retangular

Fonte: Autor

Entao a area do losango A;, ¢é igual a area do retangulo Ag ou seja:

d
AL*dQ'*l:>

2

do - d
AL: 221

» Area de um poligono regular de n lados

Seja pol um poligono regular de n lados de medidas iguais a [ e de apotema de

medida m. Podemos decompor esse poligonos em n triangulos de base [ e altura m.
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Figura 44 — Poligono regular de n lados

E<—l

Fonte: Autor

Entao a area do poligono A,, ¢ igual a n vezes a area do triangulo Ay, ou seja:

Apol =n - Ap
Calculo de Ar.
. [-m -
Observando a Figura 44| temos A = 5 entao
Apog =mn-Ap
l-m
=n-
2
~n-l-m
2
(n-1)-m
2

Sabendo que n representa o nimero de lados do poligono e [ a medida de cada lado,

entao, n - [ é o perimetro P desse poligono, dai temos:

P=n-l—=
P.
Apol:Tm:>

P-m
Apol_T
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» Area de um Circulo

Observe o circulo abaixo inscrito em um quadrado.

Figura 45 — Circulo inscrito em quadrado

2r P 2r

Fonte: Autor
Medida do lado do quadrado: 2r
Area da regido quadrada (2r)2 = 4r2

Entao a area do circulo com raio de medida r é menor do que 47?2

Agora observe abaixo o mesmo circulo circunscrito a um quadrado.

Figura 46 — Circulo circunscrito

Fonte: Autor

O quadrado tem diagonais de medidas 2r.

Area da regiao quadrada pode ser obtida assim:
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Entao, a drea do circulo A¢ com raio de medida r é maior do que 2r2,

Assim, em um circulo com raio de medida r, a area é tal que:

w2 < Ap < 4r?

Determinacao da area do circulo

12 Caso : Usando o circulo dividido em setores
O circulo é dividido em um numero par de setores que formam uma figura cujo
contorno lembra um paralelogramo, conforme a figura abaixo, onde sua base mede a
metade do comprimento da circunferéncia e sua altura mede r.
2

A area dessa figura, que é também a drea do circulo, é A¢c = (7r)r = 7r? | isto é :

AC:7T7”2

Figura 47 — Circulo e paralelogramo

r

Fonte: Autor

22 Caso : Usando poligonos regulares

J& vimos que a area da regiao determinada por um poligono regular ¢ dada por
P-m
Apot = —5 semqueméa medida do apdtema e P é o perimetro.

Vamos analisar a sequéncia da figura 48 e observar o seu comportamento.
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Figura 48 — Sequéncias de figuras

——r-@

Fonte: Autor

A medida que aumentamos o nimero de lados dos poligonos regulares, a tendéncia

¢ chegar ao circulo, no qual o ap6tema passa a ser o raio r e o perimetro passa a ser o
comprimento da circunferéncia 27r.

Assim, a area do circulo pode ser representada por:

P'm_r~27r-r_
5 = 5 =77

Ac

ou seja Ac =m-r?

3.6 Formulas para calcular a area do triangulo

Diante da importancia que os tridngulos tém no cédlculo areas de superficies planas,
ja que qualquer poligono pode ser decomposto por tridngulos, abrimos um espaco nesta

se¢do para apresentar alguns maneiras de calcular a drea de uma superficie triangular.
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O triangulo é um poligono de trés lados, e ndo possui diagonais, considerado uma
figura rigida, ou seja nao se deforma, por isso é de grande utilidade no setor da enge-
nharia na construcéo civil, como prédios, viadutos e outras construcoes. E considerado
uma importante figura no ramo da geometria, por estabelecer varias relagoes funda-
mentais na geometria e na trigonometria, e uma das principais relagoes é o Teorema
de Pitagoras. Diante desses fatos apresentamos alguns féormulas para calcular a area
da superficie limitada pelo triangulo. Mas antes de apresentar essas féormulas, vamos

apresentar alguns defini¢oes sobre o triangulo.
Classificagao dos tridngulos
« Quanto aos os angulos
a) Tridngulo Acutangulo, os trés angulos sao agudos, ou seja, tém menos de 90°.

b) Triangulo Retangulo, tém um angulo que mede 90°. Dois lados s@o catetos e

o lado oposto ao angulo de 90° é a hipotenusa.

¢) Tridngulo Obtusangulo, um dos trés dngulos é obtuso, ou seja mede mais de
90°.

e Quanto aos lados

a) Triangulo Equilétero, tém os trés lados com mesma medida, e portanto seus

angulos também sao iguais.

b) Triangulo Isbsceles, tem dois lados de mesmo comprimento. Os angulos opos-

tos aos lados iguais também sdo iguais.

¢) Tridngulo Escaleno, os trés lados tém as medidas diferentes, logo seus angulos

também sao diferentes entre si.
Area de um tridngulo em fungao dos lados e respectivas alturas

Dado o tridngulo ABC na figura abaixo, onde BC mede a e sua altura relativa a

esta base mede h,, temos:
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Figura 49 — Triangulo das alturas

A

a

Fonte: Autor

Tracamos as respectivas paralelas aos lados BC' e AB a partir de A e C, estas
interceptam-se no ponto D, determinando o paralelogramo ABCD, onde a e h, sdo as

medidas da base e altura, respectivamente.

Figura 50 — Paralelogramo das alturas

A . D

Fonte: Autoria propria

Observe que AB = CD e AD = BC porque ABCD é um paralelogramo,, pois ABC
= ADC = aw e DAB = DOB = f3. Os tridngulos ABC e AC'D sio congruentes e,
portanto, suas areas sao iguais. Logo, a area do tridngulo ABC' é igual a metade da

area do paralelogramo ABCD, ou seja:

a- hg
2

Sapc =

b'hb C'hc

De forma analoga, temos: Sapc =
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Area de um tridngulo equilatero de lado L

Seja o triangulo equilatero ABC', conforme a figura abaixo, onde h é a altura relativa
a ao lado BC' e L a medida de seus |

Figura 51 — Triangulo-equilatero

A

B L H L C
2 2

Fonte: Autor

Aplicando o teorema de Pitagoras no triangulo AH B, temos:

L L
L2=(§)2+h2:>h2:L2—(§)2=>
L? 3
WR=I?-"—=h=-.1°=
1 7Ty
3
h=y/--L
1 =
L
h==-V3
2 b It
Sabendo que S pc = M, temos a base igual L, logo
1 L V3
SABC:§'(L'§’\/§>:>SABC:T'L2

Area de um tridngulo em funcio de dois lados e do seno do angulo

compreendido entre eles

Seja o triangulo ABC, conforme a figura 50, onde « é o angulo interno do vértice

B, h é a altura relativa ao lado BC e ¢ é o lado oposto ao vértice C.
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Figura 52 — Triangulo-especial-2

Fonte: Autor

Do triangulo AH B, temos que:

h

sena = —, usando a formula geral para calcular a area de qualquer triangulo ja

c
apresentada neste capitulo, ou seja,

base - altura

Sipc = — como h = c-sena e a base = a entao,
a-c-senao N a-c-senB
Supc = — tomando o« = B , escrevemos, Sapc = — 5
a-b-senC b-c-sen A
Analogamente obtemos: Sapc = —y Sapc = 5

Area de um tridngulo em funcio das medidas de seus lados e da medida

do raio da circunferéncia inscrita

Seja o triangulo ABC, representado na figura abaixo, onde a,b e ¢ sdo as respec-
tivas medidas dos lados opostos aos vértices A,B e C e seja r a medida do raio da

circunferéncia de centro O, inscrita nesse triangulo.
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Figura 53 — Triangulo-circunscrito

Fonte: Autor

Da figura acima temos: OP, OQ e OR, sao as respectivas alturas dos tridngulos

AOB, AOC e BOC e medem r. Observe que

Sapc = Saos + Saoc + Spoc =
g _rec n r-b n r-a
ABC T Ty 2 2
a+b+c
Sapc = (T) T
Sapc = p-r

Onde p é o semiperimetro do triangulo ABC.

Area de um tridngulo em funcio das medidas dos lados e da medida do

raio da circunferéncia circunscrita

Seja o triangulo ABC' inscrito na circunferéncia de centro O e raio R, conforme a

figura abaixo.
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Figura 54 — Triangulo inscrito

Fonte: Autor

Podemos escrever a area do triangulo ABC' como sendo :

—

Sipc = , € Como AHB = ACD = 90° e ABC = ADC = AQB, temos
AAHB = AACD, dal segue:

BC - h,

A B

AC  AD
hg c b-c _
— = — = — BC =a,l :
2 % = h, 5T e BC = a, logo temos
L . b-c
_ BC - h, Y _a-b-c
Sapc = 5 = Sapc = 5 = Sapc = iR

Area de um tridngulo em funcio das medidas dos lados (Férmula de
Heron)
Seja o tridangulo ABC, conforme a figura 55, onde a, b e ¢ sdo as medidas de seus

lados e h, a altura em relacao ao lados BC'.



Capitulo 3. Areas de figuras planas 61

Figura 55 — Triangulo Férmula de Heron

A
¢ b
h
B xr TI a—x C
H

Fonte: Autor

Dos triangulos ABH e AHC na figura 52 e utilizando o Teorema de Pitagoras
temos, respectivamente,
=2>+h%e
M= (x—a+h=0V=2>-2-2-a+ad*+h*=>2-2-a=d>+h+22 -V =
a+c* -

2-xra=a*+F - =x=
2-a

Dec? =224+ =h®=2—2’=

2 22 24 22
hzz(c—x)-(c+x):>h2:(c—w)-(c—i—azc‘a)é
2-a-c—a* =+, 2-a-c+at+F-0
W= 2-a ) 2-a )=
V—(a*—=2-a-c+c?), a*+2-a-c+c* -0
h? = ( 5 ) ( 5 g ) =
(b* = (a=0)*) - ((a+)* = b?)
h? = T =
, (b—a+c)-(b+a—c)-(a+c—0b)-(a+c+Db)
h® = =
4. a?
. p2_ (b+c—a)-(a+b—c)-(a+c—b)-(a+b+c)

4 - a?
Sabemos que o perimetro do AABC é 2p = a + b + ¢, dal segue que:

D2p—2a=a+b+c—2a=2-(p—a)=(b+c—a)
M2p—2b=a+b+c—2b=2-(p—b)=(a+c—Db)
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) 2p—2c=a+b+c—2c=2-(p—c)=(a+b—c)

Substituindo I, IT e IIT em (*) , temos:

2-(p—a)-2-(p=>b)-2-(p—c)-2p

2 _
= 4-a? =
h2:4-p-(p—a)'(§9—b)-(p—0) N
a

h_2-\/p-(p—a)-(p—b)-(p—6)

B a

a_2-\/p-(p—a)-(p—b)-(p—6)

Sabemos que: SABCCL.Zh = Supc = 2“ =

Sapc =\/p-(p—a)-(p—b)- (p—c)

a+b+c, L o
Onde p = —5 €O semi-perimetro do triangulo. [J
Portanto essa é a formula para calcular a area de um tridngulo conhecendo as me-

didas de seus lados, também conhecida com a Férmula de Heron.
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4 Aplicacoes do conceito de areas

Neste capitulo daremos enfase as demonstragoes de alguns teoremas, tais como o
Teorema de Viviane, Teorema de Tales e da Bissetriz, como também alguns proposicoes
envolvendo férmulas trigonométricas, tais como arco duplo e arco metade, sempre
utilizando o conceitos de area de uma figura plana. Os teoremas que seguem neste

capitulo foram extraidos de [12].

4.1 Demonstracao de alguns teoremas usando o conceito de

areas e suas propriedades

Para mostrar a importancia do conceito de areas, apresentaremos algumas demons-
tragoes em geometria e trigonometria, utilizando o conceito de area e suas propriedades.

Como primeiro exemplo, comparemos duas demonstragoes de um conhecido problema.

Teorema 4.1. (Viviani)
A soma das distancias aos lados de um triangulo equildtero de um ponto pertencente

ao seu interior ou a seus lados é constante e igual a medida da altura do triangulo.

Demonstragao 1: Consideremos o triangulo equilitero ABC da figura abaixo,
um ponto P interior e as perpendiculares PX, PY e PZ aos lados. Tracemos por P,
B'C' paralelo a BC, formando o triangulo equilatero AB'C' porque A=B=20C, logo
A= B’ = (. Tracemos ainda as alturas AE e C'F desse triangulo e a perpendicular
PQ a C'F.
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Figura 56 — Triangulo equilatero 1

A

/ )
B o]

X D

Fonte: Autor

Pelo caso de congruéncia hipotenusa angulo agudo dos triangulos retangulos PQC' e
PYC', sao congruentes pois AB’ || PQ , entao AB'P = QPFE e AB'C" equildtero, logo
AB'P =YC'P,dai QPE=YC'P.

Concluimos que PY=C'Q e, como PQFZ ¢é um retangulo, temos que PZ = QF.

Dai escrevemos que,

PY +PZ=C'Q+QF =C'F ®

Observe que as alturas AE e C'F do triangulo equilatero AB'C'sao iguais e, por-
tanto, PY + PZ = AFE. Prolongando AE até a base BC do triangulo, obtemos
ED = PX. Finalmente, na igualdade ®, somando PX do lado esquerdo e ED do
lado direito para obter PX + PY + PZ = AE+ ED = AD, altura do triangulo ABC.

Demonstracao 2: Consideremos agora o triangulo equildtero ABC com lado BC
= a e altura h, como na figura 57. Tracamos os segmentos PA, PB e PC, entao a soma
das areas dos triangulos PBC, PCA e PAB ¢ igual a area de ABC.
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Figura 57 — Tridngulo equilatero 2

Fonte: Autor

Sejam X,Y,Z respectivamente os pés das alturas relativas aos lados BC, AC e AB.
De acordo com a figura acima temos:

Sppc + Spac + Spap = Sapc =

a-PX a-PY a-PZ
Sppec=—5—, Spac=—5— ¢ Spap=—5— =

a~W+a-W+a-ﬁ
2 2 2

= Sapc =

a.(PX + PY + P2)
2

= Sapc

h
Mas, Sapc = % dai PX+PY +PZ=h. O

E o problema esta resolvido.
Observe que na primeira solu¢do usamos o conceito de congruéncia de tridngulos,

ja na segunda solucgao foi utilizado o conceito de area.

Teorema 4.2. (da Bissetriz)
A bissetriz de um angulo de um triangulo divide o lado oposto em segmentos pro-

porcionais aos lados adjacentes. Ou seja, se BD for bissetriz do angulo do triangulo
ABC, entao,

SN
Sl
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Figura 58 — Bissetriz 1

B

Fonte: Autor

Demonstracao 1: Utilizando os conceitos de area, e lembrando um deles, que se
dois triangulos possuem mesma altura, a razao entre suas areas ¢ igual a razao entre

suas bases. De acordo com a figura acima temos:

DA
A razao entre as areas dos triangulos BDA e BDC' é igual a 5S¢ Por outro
lado, qualquer ponto da bissetriz de um angulo equidista de seus lados e, portanto, as

perpendiculares DE e DF aos lados BA e BC sao iguais. Logo,

DA Spap 1/2 BA-DE 1/2 BA-DE _BA DA BA

DC  Sppe 12 BC-DF _1)2 BC-DE _BC  DC _ BC

Demonstragao 2: Do triangulo ABC da figura 56 o segmento BD é a bissetriz
do ABC' desse tridngulo. Além disso tragamos o prolongamento do seu lado CB até o

ponto E, onde o segmento AE é paralelo ao segmento BD.
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Figura 59 — Bissetriz-1
E

D.
\
\
\
\
\
\
\
\

~

!
1
1
1
\
1
1
1
A

>

Fonte: Autor

Da figura 56 o angulo AEB ¢ congruente ao angulo DBC, pois CE é uma reta
transversal aos segmentos paralelos AE e BD. Entao, aplicando o Teorema de Tales,
concluimos que:

S
S

figura 57, temos:

Dai nos resta demonstrar que BE = AB. Sendo y a medida dos angulos ABD e
DBC, o angulo ABE = 180° — 2y e sendo z a medida do angulo EAB, conforme a

Figura 60 — Bissetriz-2

>

Iy\\\

\ S

1 \\

\ \\ B
| 180° — 2y

‘\ y\vYy
1

1

1

1

1

\x

A D

Fonte: Autor

67
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A soma dos angulos internos do triangulo ABE é 180°, entao:

180° -2y +2x+y = 180° =
yta = 180° — 180° —
—y+zr = 0°=
y = .

Dai segue que BEA = BflE, com isso concluimos que o tridngulo ABE é isésceles.

Portanto, o lado AB = BE. Logo, fica provado que:

S
Sis
S

Teorema 4.3. (Teorema de Tules)
Sejam B' e C' pontos dos lados AB e AC, respectivamente, do triangulo ABC'. Se
B'C" for paralelo a BC, entao:

AB' AC'
AB ~ AC

Demonstracao: (Utilizando o conceito de area):

Observando a figura abaixo

Figura 61 — Teorema de Tales-1

A

Fonte: Autor

Consideremos os segmentos BC' e C'B’ na figura acima. E como B'C’ || BCentao
os triangulos B'C'B e B'C'C tém mesma area porque possuem mesma base B'C’ e

alturas relativas a essa base também iguais.
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Acrescentando a esses tridngulos, o tridngulo AB'C’, concluimos que os tridngulos

ABC" e ACB' também possuem a mesma area. Dai temos:

<l

AB’ . SAB’C" - SAB’C’ . TC'/ AB’ AC

AB  Super  Sacm  AC AR

3
Q.

Portanto, fica provado o teorema.l]

22 solugao: Sejam B’ e C’ pontos dos lados AB e AC, respectivamente, do trian-
gulo ABC'. Se B'C' for paralelo a BC, estao:

ADB’

.
Q

AB

5
Q

Demonstracao (utilizando o conceito de semelhanca)

Considerando a figura 59, da semelhanga dos triangulos ABC e AB'C', temos
Figura 62 — Teorema de Tales-2

A

Fonte: Autor

AB' AB _AB AC

_ 0
A0 AC  AB  AC
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4.2 As férmulas trigonométricas

Usando o conceito de area e suas propriedades, vamos demonstrar algumas férmulas

trigonométricas bem usuais no ensino médio.
Proposicao 4.4. Se 0° < x < 45°, entao sen(2zx) = 2 - senx - cosx.

Demonstragao: Consideremos a figura 63 formada por dois tridngulos retangulos

OCA e OCB iguais e tomando

AO =0B =1

Figura 63 — Triangulo isosceles

Fonte: Autor

Temos entdo CA = CB = senx, OC = cosx e, tracamos AD perpendicular a OB

entdo AD = sen(2x). Agora, observe que:

OB -AD AB-O ,
Siop=———,0u S0 = — dai escrevemos que:

2

OB-AD = AB-0C =

1-sen(2z) = (CA+ CB) - cosz =
sen(2z) = (senx + senx) - cost = sen(2x) = 2 -senx - coS T

assim concluimos a demonstragao. [
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Proposigao 4.5. Se 0° < x < 90°, entao
A

Demonstracgao: Consideremos a figura 63, o dngulo OBC =6 =90° — z.
Como OD + DB = 1, temos:

cos2x + 2senx.cos® = 1 ou cos2x + 2senx.senx = 1,
DB .
©=————=DB= (AC + BC) - cos® =
uma vez que cos Y TeEW: 1o ( ) - cos

DB = (senx + senz) - cos(90° —z) = DB = 2- senz - senz, porque x e O, sido

complementares. Logo,

1 —cos2z
senm:“#

. x
substituindo 2z por x e, consequentemente, x por > teremos:

T 1 —cosz
sen— =\ ———
2 2

Assim fica demonstrada a proposicao. [

Proposigao 4.6. Se z, y, t +y e x — y sdo angulos agudos, entao:
a) sen(x 4+ y) =senx - cosy + seny - cosx

b) sen(x —y) =senx - cosy —seny - Cos

Demonstragao (letra a)

Para demonstrar o item a, consideremos a figura abaixo:
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Figura 64 — Triangulo escaleno

Fonte: Autor

Da figura 64, temos: OC = 1, ABLOC, COA =y, BOC =z e BOA =z + 4.
Dal, segue os triangulos OAC' e OBC

CoS —OC cos —O ta 7—140 e t —730

= T = ny = an r =
Y= oA op’ YT oc 0
Enta 1 1 . AC ; BC

ntao: cosy = — , COST = — any=—— e tanx = —.

V=04 o’ YT 1
Dai segue:
1 S 1 S _
A= , OB = , CA=tany, CB = tanz e, tragamos BD1OA.
cos Yy cos T

Ainda da figura 64 temos sen(z + y) = = BD = OB -sen(z +y).

Ql ™
S

Como BD1OA e ABL1OC , entao os triangulos BDA e OCA sao semelhantes,
logo:

AB-OC =BD-0OA= (CA+CB)-0C = BD - 0A =

(tany +tanz) -1 = OB -sen(x + y) - —
cosy
1
(tany + tanz) - 1 = -sen(z +y) -
cos cosy
1
seny | senx _ sen(z + ) -

COSY COST COS T COoS Y
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seny - cosx - cosy i Senx - Cosx - CosyY

=sen(x +y) =
cosy cos

sen(x 4+ y) =senx - cosy + seny - cos .

Assim fica provada a proposigao letra (a). O

Demonstragao (letra b)

Figura 65 — Triangulo retangulo

Fonte: Autor

Da figura 65, em que OA = 1 por construcgao, temos do triangulo AOB
AB OA 1

SenY = == € COSY = =—= =
) OB Y

Do triangulo AOC' segue,

Usando o conceito de area, escrevemos:
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Saoc = Saos — Spoc = Spoc = Saos — Saoc

Observe que:

1 1 1
SBOC = = : -sen(y — .T)

2 cosx cosy

1 1 — 1 _
SAOC:i'OA'AC:SAOC:5'1'AC:>SA()C:5'1-00'88111‘

1 1 1
SAOB:§~OA'AB:>SAOB:§~1~AB:>SAOBI§'1~OB-SGHZJ
Concluimos que:
—Spoc = Saoc — Saos =
1 1 1 1 — 1 _

: sen(x —y) = =-1-0C -senx— =-1-0OB-seny =
2 cosx cosy 2 2
1 1 _ _

: -sen(x —y) =0OC -senxz — OB - seny =
COST COSY
1 1 1 1
: -sen(z —y) = -sen T — -seny =
COST COSY COS T cosy
sen(z —y) = 2L OB on g BT oy =
cos T cosy

sen(x —y) =senx - cosy — seny - Cos &

Assim fica provado a proposicao letra b. [
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5 Construcao do Kit de Matérias Manipula-

veis no Ensino de Area de Figuras Planas

Para associar-se com a realidade dos alunos, a geometria ¢ um assunto muito inte-
ressante, o estudo da mesma é um campo fértil para trabalhar com situagoes problemas,
facilitando a aprendizagem de medidas e nimeros, segundo os parametros curriculares
nacionais (PCN). Para facilitar o ensino da geometria, é de suma importancia que os
professores possuam uma diversidade de materiais concretos, pois se tornara mais agra-
davel e didatico, gerando assim, uma participagao maior em sala de aula, desenvolvendo
habilidades e gerando uma maior aplicacao daquilo que foi ensinado ao aluno.

Quando desenvolvido de forma critica, o ensino da matemaéatica deve levar a reflexdo
sobre os conteidos estudados, facilitando a didatica para o aluno conseguir relatar o
que lhe foi ensinado, fazendo com que os mesmos possam estruturar seus pensamentos
e fazer generalizacoes, sendo capazes de interpretar graficos, desenhos e construgoes.
Priorizamos a agao dos estudantes ao fazermos uso de materiais concretos para o ensino
da geometria plana, com isso fazemos os alunos refletirem sobre os resultados encontra-
dos, para dai desenvolverem conceitos e habilidades necessarias para aprimorarem os
seus conhecimentos. Por volta de 1970, os materiais manipulaveis tiveram uma grande
valorizagao, com a tendéncia empirica ativista, o aluno era considerado um ser ativo
que poderia aprender praticando (FIORENTINI, 1995). Os materiais sdo definidos
como objetos ou coisas capazes de sentir, tocar, movimentar ou manipular, podem ser
objetos reais que terao aplicacao no dia a dia, para os alunos. Portanto, materiais
como giz, calculadora, filme, livro, quebra-cabega, um jogo, ou uma embalagem, par-
tindo dessas concepc¢oes, podemos dizer que independente da defini¢ao, classificacao,
ou nomenclatura, esse materiais serao objetos importantes no processo de ensino e
aprendizagem da matematica. Como tudo, devem ser aplicados de forma que venha a
contribuir com esse processo.

E importante entender, que nao devemos priorizar apenas o uso desses materiais,
mas sim fazer com que eles sejam algo a mais no processo de aprendizagem, para deixar
algo mais harmonico, e sair daquilo monétono, assim é importante nao ficar garantida
a aprendizagem somente no seu uso rotineiro, e sim diversificar, para desenvolver um
aprendizado mais heterogéneo. Em todos os contetidos estudados, nao sé na matema-
tica, deve contribuir a formacao de pensamentos e desenvolvimentos do conhecimento,
os alunos devem ter a sua disposicao estratégias de ensino e materiais coerentes, le-
vando a potencializacao na aprendizagem, e assim contribuindo para que percebam a
aplicacao e utilizagdo da matemadtica estudada. (DATANE, SANI, ELSA, 2017)
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5.1 Construcao das pecas do kit de material manipulaveis

Este material é composto de oito pecas que sao:

Primeira pega: Construgao de um Poligono Irregular

Figura 66 — Poligono-irregular-kit

3a 5a
3a }
a 5a
2a :a ;o
e s 0

Fonte: Autor

Segunda Pecga: Construgao de um retangulo
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Figura 67 — Retangulo-kit

b a LBl
........
a
2a
Fonte: Autor
Terceira pecga : Constru¢ao de Um quadrado
Figura 68 — Quadrado-kit
a I I L |a t

3a

Fonte: Autor
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Quarta Peca : Construcao de um paralelogramo a partir de um retangulo

Figura 69 — Paralelogramo-kit

Fonte: Autor

Quinta pega : Construgao de Um tridngulo a partir de um paralelogramo
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Figura 70 — Triangulo-kit.

Fonte: Autor

Sexta Pecga : Construcao de um trapézio a partir de um paralelogramo
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Figura 71 — Trapézio-kit

Fonte: Autor

Sétima pecga : Construgao de losango a partir do retangulo
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Figura 72 — Losango-kit

~—p

ISR
’/

-~

A o

vy
VIR
—

Fonte: Autor

Oitava pecga : Construgdo de um circulo a partir do paralelogramo

Figura 73 — Circulo-kit

Fonte: Autor

5.2 Como utilizar o kit de materiais manipulaveis

E de grande importancia iniciar a aula sobre areas mostrando aos alunos que cal-
cular a area de uma figura plana, nada mais é do que compara-la com uma unidade
de area previamente definida, que é verificar quantas vezes esta unidade de area cabe

dentro da figura que se quer medir.
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e Unidade de area
Adotaremos como unidade de drea um quadrado cujo lado mede 1, que chamaremos

de quadrado unitario.

Figura 74 — Quadrado unitéario

1 =8=1

Fonte: Autor

S é a area do quadrado unitario.

Consideremos um quadrado de lado n, onde n é um nimero inteiro positivo. Como
o segmento mede n, podemos dividi-los em n segmentos de medida 1. Generalizando,
temos n fileiras onde cada fileira tera n quadrados unitarios, sendo assim, a area do

quadrado é n2. Ou seja, S =n -n = n?.

Figura 75 — Quadrado lado n

11 5| =S=nn=n°

Fonte: Autor

Considere agora um quadrado unitario. Dividimos este quadrado em 4 quadrados

iguais, conforme a figura 76.
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Figura 76 — Quadrado meio lado

A ALl
2
A A _-1
, 2
1 T
1 1
2 2

Fonte: Autor

Considerando que a drea de cada quadrado menor seja S(A), dai podemos afirmar

que:
4-5(4) =12 S(A) = ; = 5(4) = (3

Se, em vez de dividimos o quadrado unitario em 4 quadrados iguais, tivéssemos

1
divididos em n? quadrados iguais, teriamos que cada lado em vez de ser 2 seria —. De
n

modo geral, a area do quadrado cerar S(A) = (=)

m
Vamos agora considerar, ja de forma genérica que termos um quadrado de lado —.
n
Conforme figura 77.

Figura 77 — Quadrado m:n

3|3

313

Fonte: Autor

Por um processo analogo ao anterior, podemos tomar este quadrado e dividir em

m? quadrados de lado —. Dessa forma a drea de um quadrado de lado m ficard do
n n



Capitulo 5. Construcio do Kit de Matérias Manipuldveis no Ensino de Area de Figuras Planas 84

1
seguinte modo. Temos m? quadrados de lado —. Sé que a drea de um quadrado de
n

lado m?, pelo que vimos é (—)2.
n

1
Entdo dessa forma, teremos: S =m?-(—)? = (T)Q. com n # 0
n n

Dai concluimos que, a area de um quadrado de lado 1 qualquer que seja 1 inteiro ou
racional é igual a (2, e a partir do quadrado podemos determinar as dreas das demais
figuras geométricas planas.

e Utilizacao do Kit

Para isto procede-se da seguinte forma:

12 passo: Apresentar ao aluno a figura 66, e pedir que o mesmo verifique quantas

unidades de area estao contidas na figura.

Figura 78 — Poligono-01-kit

Fonte: Autor

22 passo: Mostrar ao aluno a figura 67 e pedir que o mesmo determine quantas
unidades de area contém a figura e induzir o aluno a deduzir a formula da area de uma

regiao limitada por um retangulo.
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Figura 79 — Retangulo-02-kit

Fonte: Autor

O objetivo é que o aluno chegue a férmula Az = base x altura, onde Ag é a area

do retangulo.
32 passo: Apresentar ao aluno a figura 68 e mostrar que o quadrado é um caso

particular do retangulo e induzir o mesmo a deduzir a férmula para calcular a area de

uma regiao limitada por um quadrado.

Figura 80 — Quadrado-03-kit

Fonte: Autor

O objetivo é que o aluno chegue a deducao da férmula Ay = lado x lado, onde Ag
é a area do quadrado.
4° passo: Apresentar ao aluno a figura 69 e induzir o mesmo a deduzir a férmula para

calcular a area da regiao limitada por paralelogramo.
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Figura 81 — Paralelogramo-04-kit

b

Fonte: Autor

O objetivo é que o aluno chegue a dedugao da féormula
Ap = base - altura =0b-h

ou seja que a area do paralelogramo é equivalente a area do retangulo. Onde Ap é a
area do paralelogramo.
52 passo: Apresentar ao aluno a figura 70 e induzir o mesmo a deduzir a formula para

calcular a area da regiao limitada pelo triangulo.

Figura 82 — Triangulo-05-kit

Fonte: Autor
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O objetivo é que o aluno chegue a deducgao da férmula

Ay — base - altura _ b-h
2 2

ou seja que a area do triangulo é equivalente a area do paralelogramo de altura igual

a metade da altura do triangulo, com a mesma medida da base. Onde Ap é a area do
triangulo.
6° passo: Apresentar ao aluno a figura 71: e induzir o mesmo a deduzir a férmula

para calcular a area da regiao limitada pelo losango.

Figura 83 — Losango-06-kit

N

Fonte: Autor

O objetivo é que o aluno chegue a dedugao da féormula

A diagonal mator - diagonal menor D -d
L pu— p—
2 2

Onde Ay é a area de um losango, ou seja perceber que a area do losango equivale a area

do retangulo de base igual a uma das diagonais e a altura é a metade da outra diagonal.

79 passo: Apresentar ao aluno a figura 72: e induzir o mesmo a deduzir a formula

para calcular a area da regiao limitada pelo trapézio.
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Figura 84 — Trapézio-07-kit

Fonte: Autor

O objetivo é que o aluno chegue a deducao da férmula

base mator -+ base menor B-+b

AT'rap = 9 - 9

Onde Ap,qp, é a area do trapézio, ou seja, perceber que a area do trapézio equivale a area
de um paralelogramo de base com medida B + b onde B é a medida da base maior e b é

a medida da base menor e altura que mede a metade da altura do trapézio considerado.

82 passo: Apresentar ao aluno a figura 73 e induzir o mesmo a deduzir a férmula

para calcular a area da regiao limitada pelo circulo.

Figura 85 — Circulo-08-kit

Fonte: Autor

O objetivo é que o aluno chegue a dedugao da féormula

Ac =712
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ou seja que a area do circulo é o nimero real cujas aproximacoes por falta sdao as areas

dos poligonos triangulares contidos no retangulo da figura acima.
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6 Sequéncia Didatica: O Uso de um Kit de
Material Manipulavel no Ensino de Area

de Superficie Planas

6.1 Introducao

Segundo, [7] a Sequéncia Didatica é “um conjunto de atividades ordenadas, estru-
turadas e articuladas para a realizacao de certos objetivos educacionais, que tém um
principio e um fim conhecidos tanto pelo professor como pelos alunos” (ZABALA, 1998,
p. 18). As sequéncias didaticas podem ser consideradas como uma maneira de situar
as atividades, e nao podem ser vistas apenas como um tipo de tarefa, mas como um
critério que permite identificacdes e caracterizagoes preliminares na forma de ensinar
(ZABALA, 1998).

O ensino das areas de superficie plana é uma das principais habilidades exigidas na
disciplina de Matematica. No entanto, muitos estudantes tém dificuldades para com-
preender conceitos abstratos, que envolvem calculos e formulas. Neste sentido, recursos
didaticos que estimulem a participacao pratica, ganham cada vez mais importancia no
processo de ensino-aprendizagem. Diante disso, neste trabalho serda abordado uma
Sequéncia Didatica com a utilizacao de um Kit de Material Manipulavel para o ensino
de areas de superficie plana, que busca promover uma aprendizagem mais significa-
tiva e motivadora aos alunos. No entanto nao se deve priorizar somente o uso desses
materiais, mas fazer com que eles sejam complementares para o processo de ensino e
aprendizagem.

A Sequéncia Didatica proposta neste trabalho, foi aplicada em 6 aulas, onde nas
duas primeiras apresentamos os topicos do conteuido da mesma. A primeira aula foi
aplicada uma atividade envolvem a identificacao de cada figura plana e sua proprieda-
des, a segunda aula, o professor diante dos resultados obtidos na atividade 1 mostrou
ao aluno os pontos positivos e negativos desta atividade e em seguida passa a expor o
conteudo sobre cada figura plana. Da 3% a 6* aula foi utilizado o kit de manipulagao a
turma foi dividida em grupos.

De acordo com (JO BOALER), parte da razdo pela qual os alunos desistem de
aprender é porque acham dificil e pensam que estdo sozinhos nesse esforco. Uma
mudanca importante acontece quando os alunos trabalham juntos e descobrem que

todo mundo tem dificultado em algum ou em todos os trabalhos.
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6.2 Apresentacao da Sequéncia Didatica

Titulo: Area de Figuras Planas (utilizando um kit de material concreto).
Professor: Gilmar Verissimo da Silva

Turma: Ensino Fundamental (7¢ e 82 anos) e Ensino Médio (2° A).
Duracgao: 6 aulas.

Area do conhecimento: Matemética e Suas Tecnologias.

Componente Curricular: Matematica.
Habilidades:

De acordo com os objetivos da BNCC (Base Nacional Comum Curricular), a area
de superficie limitadas por figuras planas a nivel de ensino fundamental e médio tem
como desenvolvimento as seguintes habilidades (BRASIL, 2018):

Habilidades a ser desenvolvidas para o Ensino Fundamental

« (EFOTMA32). Resolver e elaborar problemas de calculo de medidas de area de
figuras planas que podem ser decompostas por quadrados, retangulos e/ou tridngulos.
Utilizando a equivaléncia entre areas.

« (EFO8MA14). Demonstrar propriedades de quadrilateros por meio da identifica-
¢ao Congruéncia de tridngulos.

« (EFO8MA18). Reconhecer e construir figuras obtidas por composigoes de trans-
formagbes geométricas (translacao, reflexao e rotagao), com o uso de instrumentos de
desenho ou de Softwares de geometria dindmica.

« (EFO8MA19). Resolver e elaborar problemas que envolvam medidas de érea de
figuras geométricas, utilizando expressoes de célculo de area (quadrilateros, tridngulos

e circulos), em situagdes como determinar medida de terrenos.
Habilidades a ser desenvolvidas para o Ensino Médio

o (EM13MAT307). Empregar diferentes métodos para a obtencao da medida da
drea de uma superficie (reconfiguragoes, aproximagao por cortes etc.) e deduzir ex-
pressdes de célculo para aplica-las em situagdes reais (como o remanejamento e a
distribuicao de plantagoes, entre outros), com ou sem apoio de tecnologias digitais.

Dentre as 10 competéncias listadas na BNCC, daremos énfase neste trabalho a duas,

que sao:
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o Competéncia 3 Utilizar estratégias, conceitos, defini¢des e procedimentos ma-
tematicos para interpretar, construir modelos e resolver problemas em diversos contex-
tos, analisando a plausibilidade dos resultados e a adequacao das solugoes propostas,

de modo a construir argumentos consistente.

o Competéncia 4 Compreender e utilizar, com flexibilidades e precisao, diferentes
registros de representagdo matemaéticos (algébrico, geométrico, estatistico, computaci-

onal etc.), na busca de solugoes e Comunicacao de resultados de problemas.
Objetivos de conhecimento:

« Conhecer conceitos e caracteristicas de cada figura geométrica plana.

o Identificar os elementos das figuras geométricas planas.

o Identificar superficie planas equivalentes.

o Aprender a manusear as pecas do kit de manipulacao.

» Resolver e elaborar problemas envolvendo perimetro e areas de figuras planas.
o Construir figuras diferentes que sejam equivalentes.

o Identificar a férmula de cada figura plana e utilizar corretamente em céalculos.
Recursos:

e Quadro branco ou negro para as apresentacoes
o Papel milimétrico
« Kit de Material de Manipulagdo que inclua pecas em forma de quadrado retan-

gulo, triangulo, trapézio, losango e circulo.
Desenvolvimento:
Estrutura das Aulas:

A pesquisa foi desenvolvida em uma turma do 2° ano A do ensino médio com 33 alu-
nos na Escola ECI Maria José de Souza na cidade de Montadas-PB, durante algumas
aulas da disciplina de Nivelamento (Propulsdao). O objetivo da escolha dessa turma foi
a razao de que o professor de Matematica desenvolvera suas agoes com o tema susten-
tabilidade, relacionado este tema com arquitetura, em um projeto pedagdgico sobre a
construcao de uma maquete do prédio da escola, e devido aos conteidos que seriam
abordados, por julgar que os alunos teriam um conhecimento geral dos conceitos de

geometria plana, o que poderia contribuir para o aprofundamento desses conceitos e a



Capitulo 6. Sequéncia Diddtica: O Uso de um Kit de Material Manipuldvel no Ensino de Area de
Superficie Planas 93

abordagem de outros conceitos mais especificos.

A intervencao pedagbgica foi desenvolvida em 6 aulas, sendo que todo esse processo
aconteceu nos horarios das aulas de Propulsao, com a presenca do professor titular da
disciplina. Todas as atividades desenvolvidas na sequéncia didatica fizeram uso do kit

de Materiais de Manipuldveis que esta representado na figura abaixo.

Figura 86 — Reconhecer Figuras Planas

Fonte: Acervo do pesquisador

Roteiro das Atividades:

6.2.1 Atividade 1 - Identificacdo das figuras e suas propriedades

Duracao: 02 aulas de 50 minutos
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Objetivos:

« Reconhecer as figuras planas

 Diferenciar as figuras e compreender suas propriedades
o Identificar todos os elementos de cada figura plana
Contetidos trabalhados: Figuras plana.

Materiais utilizados: Figuras planas regulares e Irregulares contidas na Atividade

1 entregue a cada grupo, para que eles respondam o que se pede.
Desenvolvimento da atividade 1:

O objetivo principal dessa atividade era o aluno reconhecer cada figura plana e
a identificacdo de seus elementos e suas propriedades. Essa atividade se deu com os
seguintes procedimentos: os alunos foram separados em grupos com 3 ou 4 partici-
pantes e em seguida o professor distribuiu a atividade proposta a cada grupo, logo
apods o termino dessa atividade, o professor observou os resultados e em seguida propos
para a turma que na proxima aula ele daria uma explanagdo do contetido sobre, as
caracteristicas e seus elementos de cada figura plana, antes da aplicacao das proximas

atividades.
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Superficie Planas

Figura 87 — Reconhecer Figuras Planas

ATIVIDADE 1

12Q)). Nomear, escrever suas caracteristicas e seus elementos de cada figura plana abaixo

a)

d)

GRUPO N°

Resposta:

Fonte: Autor
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Figura 88 — Continuacao da Atividade 1

CONTINUAGAO DA ATIVIDADE 1
A B
e) |
I
[
I
A
1) B D
C
g)
GRUPO N2
Respostas:

Fonte: Autor

Para as demais atividades foram utilizados o kit de Materiais Manipulaveis da figura
83.
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Figura 89 — Kit de Material Manipulavel

Fonte: Acervo do Pesquisador

A partir da segunda atividade, tinhamos como objetivo principal a decomposicao
de cada peca do kit em uma outra pega equivalente a anterior, fazendo com que o aluno

chegue-se a deduzir a férmula para calcular a drea de cada figura plana.

6.2.2 Atividade 2 - Area de um Retangulo. Figura 1

e Duracao: 20 minutos.
« Objetivo: Determinar a féormula de calcular a drea do retangulo.
« Material utilizado: Figura Retangular do kit.

» Desenvolvimento: esta exposto na figura 86 nos procedimentos.
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Figura 90 — Kit de Material de Manipulaveis Fig. 1

Figura 3: Retangulo

-

Atividade 2
Titulo: Area do Retingulo

Procedimento:

* Apresentar ao grupo a 12 peca do kit.

¢ Considere um lado guadriculado como unidade de comprimento

¢ Considere um quadradinho do quadriculado como unidade de area.

* Determinar a drea do Retdngulo contando os guadrinhos. E em seguida
determinar a drea sem contar os quadrinhos. {Generalizar uma formula)

Conclusao:

Fonte: Autor

6.2.3 Atividade 3 - Area de um Quadrado. Figura 2

e Duracao: 20 minutos.
* Objetivo: Determinar a féormula de calcular a area do Quadrado.
e Material utilizado: Figura Quadrada do kit.

« Desenvolvimento: esta exposto na figura 87 nos procedimentos.
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Figura 91 — Kit de Material de Manipulaveis Fig. 2

Figura 4: Quadrado

Atividade 3

Titulo: Area do Quadrado
Procedimento

* Apresentar ao grupo a 22 peca do kit.

* Considere um Quadradinho do Quadriculado como unidade de érea.

* Pedir ao grupo gue o mesmo verifigue quantas unidades de dreas estdo contidas na
Figura 4.

¢ Depois de observar os resultados de cada grupo, pedir que os grupos tentem
determinar a drea da figura sem contar os quadradinhos. (Generalizar uma farmula).

Conclusao:

Fonte: Autor

6.2.4 Atividade 4 - Area de um Poligono Irregular. Figura 3

e Duracao: 30 minutos.

» Objetivo: Determinar como fazer o calcular da area do poligono de varias formas.
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» Material utilizado: Figura do Poligono Irregular do kit.

» Desenvolvimento: esta exposto na figura 88 nos procedimentos.

Figura 92 — Kit de Material de Manipulaveis Fig. 3

Figura 5: Poligono Irregular

Atividade 4
Titulo: Area do poligono irregular

Procedimento

* Apresentar ao grupo a 32peca do kit.

* Considere um Quadradinho do Quadriculado como unidade de érea.

* Pedir ao grupo gue o mesmo verifique guantas unidades de dreas estio contidas na
Figura 1.

* Depois de ohservar os resultados de cada grupo, pedir que os grupos tentem
determinar a area da figura sem contar os quadradinhos, ou seja de outras formas.

Conclusao:

Fonte: Autor

6.2.5 Atividade 5 - Area de um Paralelogramo. Figura 4
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e Duracao: 20 minutos.

* Objetivo: Determinar a féormula de calcular a drea do Paralelogramo.

e Material utilizado: Figura do paralelogramo do kit.

» Desenvolvimento: esta exposto na figura 89 nos procedimentos.

Figura 93 — Kit de Material Manipulavel Fig. 4

Figura 6: Paralelogramo

Atividade 5
Titulo: Area do Paralelogramo

Procedimento:

* Considere um lado do guadriculado como unidade de comprimento

* Apresentar ao grupo a 42 peca do kit.

* Pedir ao grupo gue o mesmo verifique quantas unidades de areas estdo contidas
na Figura 6

« Utilizando a figura da 42 peca do kit, em seguida pedir ao grupo que ohserve a
decomposicio do paralelogramo em um retdngulo de mesma area.

* Observar o resultado e descobrir uma maneira de determinar a area da figura
sem contar os quadrinhos. {Generalizar uma formula)

Conclusdo:

Fonte: Autor
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6.2.6 Atividade 6 - Area de um Triangulo. Figura 5

e Duracao: 20 minutos.
e Objetivo: Determinar a férmula de calcular a area do Triangulo.
e Material utilizado: Figura Triangular do kit.

« Desenvolvimento: esta exposto na figura 90 nos procedimentos.
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Figura 94 — Kit de Material Manipulavel Fig. 5

Figura 7: Triangulo

Atividade 6

Titulo: Area do Tridngulo

Procedimento:

* Considere um lado do quadriculado como unidade de comprimento

* Apresentar ao grupo a 52 peca do kit.

* Pedir ao grupo que o mesmo verifigue guantas unidades de areas estdo contidas
na Figura 7.

» Utilizando a figura da 52 peca do kit, pedir ao grupo gue observe a decomposicio
do Tridngulo em um Paralelogramo de mesma area.

* (Observar o resultado e descobrir uma maneira de determinar a area da figura sem
Contar os quadrinhos. (Generalizar uma formula geral)

Conclusdo:

Fonte: Autor

6.2.7 Atividade 7 - Area de um Trapézio. Figura 6

e Duracao: 30 minutos.
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e Objetivo: Determinar a féormula de calcular a drea do Trapézio.
e Material utilizado: Figura do Trapézio do kit.

« Desenvolvimento: esta exposto na figura 91 nos procedimentos.

Figura 95 — Kit de Material Manipulavel Fig. 6

Figura 8: Trapézio

Atividade 7
Titulo: Area do Trapézio
Procedimento:
* Considere um lado do quadriculado como unidade de comprimento
* Apresentar ao grupo a 62 peca do kit.
¢ Determinar a medida da base, da altura.
»

Pedir ao grupo que o mesmo verifique quantas unidades de areas estdo contidas na
Figura 5.
» Utilizando a figura da 62 peca do kit, pedir que o grupo observe a decomposicdo do
Trapézio em um Paralelogramo de mesma area.
* (Observar o resultado e descobrir uma maneira de determinar a area da figura sem
Contar os quadrinhos. (Generalizar uma formula).
ConclusSo:

Fonte: Autor

6.2.8 Atividade 8 - Area de um Losango. Figura 7
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e Duracao: 20 minutos.

* Objetivo: Determinar a féormula de calcular a area do Losango.

« Material utilizado: Figura do Losango do kit.

» Desenvolvimento: esta exposto na figura 92 nos procedimentos.

Figura 96 — Kit de Material de Manipulaveis Fig. 7

Figura 9: Losango

Atividade 8
Titulo: Area do Losango

Procedimento:

* Considere um lado do guadriculado como unidade de comprimento

* Apresentar ao grupo a 72 peca do kit.

* Determinar a medida das diagonais ou Base e Altura.

* Pedir ao grupo que o mesmo verifigue quantas unidades de areas estdo contidas
na Figura 9.

* Utilizando a 72 peca do kit, pedir que o grupo observe a decomposicio do Losango
em um Retdngulo de mesma drea.

¢ Observar o resultado e descobrir uma maneira de determinar a area da figura sem
Contar os guadrinhos. (Generalizar uma formula)

Conclusdo:

Fonte: Autor
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6.2.9 Atividade 9 - Area de um Circulo. Figura 8

e Duracao: 30 minutos.
e Objetivo: Determinar a féormula de calcular a area do Circulo.
» Material utilizado: Figura Circular do kit.

« Desenvolvimento: esta exposto na figura 93 nos procedimentos.

Figura 97 — Kit de Material de Manipulaveis Fig. 8
Figura 10: Circulo

6~y

Atividade 9

Titulo: Area do Circulo

Procedimento:

¢« (Considere um lado do guadriculado como unidade de comprimento

¢ Apresentar ao grupo a 82 peca do kit

»  Pedir ao aluno gue o mesmo verifigue quantas unidades de dreas estdo contidas
na Figura 10.

» |Milizando a figura da 82 peca do kit, pedir ao grupo que observe a decompaosicao
do circulo em um Paralelogramo de mesma area.

» Observar o resultado e descobrir uma maneira de determinar a area da figura
SEMmM
Contar os guadrinhos. (Generalizar uma formula)

Conclusdo:

Fonte: Autor
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6.3 Conclusao

A Sequéncia Didatica foi aplicada na ECI Maria José de Souza na turma do 2°
ano do Ensino Médio nas aulas de nivelamento (propulsao), da qual foi possivel aferir
os seguintes resultados: Desenvolvimento abaixo do esperado, assim apés a aplicagao
das atividades em sala identificamos que na disciplina de Matematica os alunos do 2°
ano apresentaram dificuldades ja na primeira atividade, a mesma seria uma analise e
descrever as caracteristica de cada figura plana.

Diante desse estudo, desenvolveu-se acoes e metodologias que foram desenvolvidas
ao longo do segundo encontro, para sanar a defasagem dos estudantes nessas habili-
dades. Para as demais atividades o professor aplicador apresentou o kit de material
manipulavel que tiveram como objetivo principal desenvolver as competéncias e habi-
lidades da sequéncia didatica, fazendo com que o estudante deduzissem das férmulas
de cada figura plana.

Assim, verificamos muita dificuldade ao que diz respeito a enumeracao dos elemen-
tos da figura em questdao, com isso foi necessario uma intervencao e moderagdo do
professor aplicador para um melhor aproveitamento dessas atividade. Diante dessas
dificuldades, sugere-se que a sequéncia seja aplicada no inicio do 12 ano Médio para
que os estudantes cheguem no 2° ano com mais um pouco de base para desenvolver as
atividades propostas relacionadas a geometria e figuras planas.

Por fim, embora tenha percebido dificuldades nas aplica¢cbes do material, mesmo as-
sim, foi relevante para sanar algumas dessas dificuldades relatadas no desenvolvimento

das atividades.

6.4 Avaliacao

Foi verificado que os alunos resolveram as atividades parcialmente, e que houve
uma participagao muito grande apés a apresentacao do kit de material manipulavel.
Observamos também que os alunos apresentaram uma grande dificuldade nas caracte-
risticas de cada figura plana. Por fim apresentamos no quadro da figura 94 os resultados

do que fizeram cada grupo.
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Tabela dos Resultados das Atividades

Figura 98 — Tabela dos Resultados das Atividades

Poligonos Grupos que Grupos que ndo Grupos que
deduziram a formula | deduziram a férmula | deduziram a férmula
parcialmente
Reténgulo 10 00 00
Quadrado 10 00 00
Paralelogramo 08 02 00
Tridngulo 06 02 02
Losango 04 03 03
Trapézio 03 04 03
Circulo 04 04 02

Fonte: Autor

Nas figuras 95 e 96 estao expostos alguns resultados obtidos pelo os alunos nas

aplicagbes das atividades propostas da Sequéncia Didatica.

Figura 99 — Figura-1 Avaliacao

Fonte: Autor
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Figura 100 — Figura-2 Avaliacao

Fonte: Autor

Analisamos os resultados obtidos com a sequéncia didatica. Observamos que os
alunos demonstraram um pouco da compreensao dos conceitos de drea das figuras
planas e que houve melhoras no desempenho em relacao ao inicio da sequéncia. Por
fim fica aqui o registro dessa fonte de pesquisa, para que no futuro venha ajudar algum
professor no Ensino Bésico , se preciso adaptar a mesma e utilizar em sala de aula.
Nesse contexto, o trabalho também pode servir como uma ferramenta de consulta a

professores da educacao basica e adaptar se preciso.
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7 Consideracoes Finais

Pode-se concluir que o ensino de areas de figuras planas em sala de aula é fundamen-
tal para o desenvolvimento do raciocinio légico-matematico dos estudantes. Através de
atividades praticas e contextualizadas, é possivel despertar o interesse dos alunos pelo
tema, proporcionando uma aprendizagem significativa e duradoura.

Apresentamos a principio o surgimento da geometria em algumas civilizagoes anti-
gas, como eram feitos os cdlculos de areas de algumas superficies planas em cada uma
dessas civilizagoes. Logo apds expormos uma série de conceitos, defini¢des e teoremas
sobre superficie de areas planas, como também mostramos uma série de teoremas em
que usamos como demonstracao o conceito de areas, além disso apresentamos diversas
formas de calcular a areas de uma superficie triangular.

Além disso, é importante que o professor utilize diferentes estratégias didaticas, ex-
plorando as multiplas linguagens e recursos tecnologicos disponiveis, a fim de promover
uma aprendizagem mais dinamica e interativa.

A utilizacao de kit de materiais de manipulacao para a deducao das féormulas de
figuras planas foi uma estratégia muito eficaz para o ensino de areas de figuras planas em
sala de aula. Ao manipular os objetos, os alunos conseguiram visualizar e compreender
de forma mais concreta os conceitos abstratos relacionados a area, o que pode tornou
a aprendizagem mais significativa e prazerosa. Por fim, diante dos resultados obtidos
nesta pesquisa, esperamos que de uma forma ou de outra, com este trabalho, possamos
contribuir como fonte de pesquisa em sala de aulas para os professores que desejarem

uma forma alternativa de ensinar areas de figuras planas.
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APENDICE A - ANEXO

A.1 Meétodo de Pick

Outro método de calcular a area de um poligono simples, é utilizar um teorema
conhecido como Teorema de Pick. Este Teorema foi descoberto em 1899 por Georg
Alexander Pick e permite calcular a area de um poligono simples contando o nimero

de seus pontos da fronteira e o nimero, dos seus pontos interiores.

Figura 101 — Georg Alexandre Pick

Teorema de Pick

Fonte: Wikipédia, a enciclopédia livre

Um pouco da histéria de Georg Alexandre Pick, nasceu em uma familia judaica
em 1859, na Austria. Sua formacdo inicio foi dada pelo seu pai em casa até os onze
anos de idade, apoés isso foi estudar no Leopoldstaedter Communal Gymnasium, onde
permaneceu até se qualificar em 1875 para entrar em uma universidade. tornou-se
um matematico renomado, tendo sido eleito membro da Academia Tcheca de Ciéncias
e Artes de onde foi expulso quando os nazistas invadiram a Austria. Conquistou o
Titulo de Doutor em Matemaética, com a tese sobre uma classe de integrais abelianos.
Ele se aposentou em 1929 quando foi morar em Viena, mas quando a Austria foi
ocupada, durante a segunda guerra mundial, ele partiu para Praga. Em 1942, foi
capturado e deportado juntamente com muitos judeus para o campo de concentracao

em Theresienstad onde veio a falecer.
Antes de anunciar este teorema veremos aqui algumas definigoes:
Segundo Elon Lages, uma rede no plano é conjunto infinito de pontos dispostos

regularmente ao longo de retas horizontais e verticais, de modo que a distancia de cada

um deles aos pontos mais préximos na horizontal ou na vertical é igual a uma unidade.
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Poligono simples é um poligono do plano cuja fronteira é uma poligonal fechada
que pode ser percorrida inteiramente sem passar duas vezes pelo mesmo vértice. Um

poligono que nao é simples é complexo.

Figura 102 — Poligono simples

poligonos — simples

B L 1

0 P

J T poligonos — complexos T

Fonte: Autor

Teorema A.1. A drea de um poligono simples cujos vértices sao pontos de uma rede

¢ dada pela formula

A==+1-1

Onde :
f é o nimero de pontos da fronteira.
I é o niimero de pontos internos.
A ¢ a area do poligono.
Ha diversas demonstragoes desse teorema, uma dela se encontra no livro Meu Professor
de Matematica, LIMA (2012, p. 119-123), na demonstragdo o Autor utilizou alguns

Teoremas e um Corolario.

Exemplo - 1) Calcular a drea do poligono abaixo.
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Figura 103 — Exemplo 1

lem

Fonte: Autor

Solugao: Temos, f = 16 e I = 9 dai segue que

A=L4+T-1=2A=84+9-1=2A=8+9-1= A= 16cm

Exemplo - 2) Calcular a drea do poligono abaixo.

Figura 104 — Exemplo 2

lem

lem

Fonte: Autor

Solugao : Temos, f = 14,1 = 21, dai segue que

lem
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A=L4T-1=2A=8421-1=A=7+21-1= A=2Tcm>%
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