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Resumo

Neste trabalho, faremos a construgao formal dos ntimeros reais utilizando classes de
equivaléncias de sequéncias de Cauchy de nimeros racionais. KEssa construgao visa
atender aos professores do Ensino Fundamental e Médio, trazendo uma apresentacao
com notagoes que facilitem a compreensao, diferentemente de outras apresentacoes que
trazem uma notac¢ao muito simplificada, mas que dificultam ao leitor uma compreensao
solida do tema. Fizemos também um estudo de como esse tema ¢ tratado no Ensino
Bésico, por meio da anélise de livros didaticos e sites da internet (que na atualidade
¢ uma das principais fontes de pesquisa para alunos e professores). Também pesqui-
samos sobre as habilidades da Base Nacional Comum Curricular (BNCC) ligadas aos
numero reais. Apresentamos os nimero racionais e suas deficiéncias, o que justifica a
necessidade da completude desse conjunto por meio dos niimeros irracionais. Supondo
jé conhecidas as expressoes decimais finitas ou infinitas e periddicas, pois representam
numeros que podem ser colocados na forma de fragdo com numerador e denominador
inteiros (denominador diferente de zero), nesse trabalho daremos sentido também as
expressoes decimais infinitas e ndo peridédicas o que ampliarad o entendimento de niimero

para além do conjunto dos niimero racionais.

Palavras-chave: Sequéncias de Cauchy. Numeros reais. Professor do Ensino Médio.



Abstract

In this work we will make the formal construction of real numbers using equivalence
classes of Cauchy sequences of rational numbers. This construction aims to serve ele-
mentary and high school teachers, presenting a presentation with notations that facili-
tate understanding, unlike other presentations that present a very simplified notation,
but that make it difficult for the reader to have a solid understanding of the subject. We
also did a study of how this topic is treated in Basic Education, through the analysis
of textbooks and internet sites (which is currently one of the main sources of research
for students and teachers). We also researched the skills of the Base Nacional Comum
Curricular (BNCC) linked to the real ones. We present the rational numbers and their
deficiencies, which justifies the need for the completeness of this set through irrational
numbers. As I already have an understanding of finite or infinite and periodic decimal
expressions, as they represent numbers that can be put in the form of a fraction with
an integer numerator and denominator (denominator other than zero), in this work we
will also give meaning to infinite and non-repeating decimal expressions o which will

expand the understanding of number beyond the set of rational numbers.

Keywords: Cauchy sequences. Real numbers. Middle School Teacher.
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1 Introducao

Na grande maioria das sociedades modernas ¢ impensavel uma vida sem nimeros.
Acordamos logo cedo apods termos programado um smarthphone para alarmar as 6
horas da manha, esse dispositivo é todo programado em codigo binario: 0 e 1. Apds
tomarmos café da manha vamos ao trabalho de 6nibus, que tém todos praticamente a
mesma aparéncias, mas conseguimos distingui-los por sua numeracao. Se a passagem
do 6nibus custar R$ 3,60 e vocé paga com uma nota de R$ 10,00, entao o cobrador de
te devolver, de troco, R$ 6,40. Se vocé sabe que o trajeto de sua casa ao seu trabalho
leva em torno de 45 minutos e que devera chegar as 8h ao trabalho, sabe que deve sair
de casa por volta de 7h e 45 minutos.

Esses exemplos simples podem estar associados a qualquer pessoa. Isso mostra que
os numeros estao impregnados na rotina de praticamente todos os seres humanos. Mas
por tras de um uso tao simples se esconde uma grande complexidade que diz respeito
a sua construcao, principalmente quando se trata do conjunto dos niimeros reais.

H& também de se fazer uma diferenciagao entre a matematica praticada pelas pes-
soas no cotidiano e aquela estudada de maneira formal por aluno, professores e pesqui-
sadores da area. Esse uso dos niimeros feito por estudantes, professores e pesquisadores
precisa ter rigor e precisao para nao gerar ambiguidades e contradi¢oes.

De forma empirica, os nimeros naturais sempre estiveram associados a ideia de
contagem. Os numeros inteiros podem ser construidos por meio dos naturais para
sanar deficiéncias nas operagoes do tipo 4 — 5, 10 — 20, etc. Assim como os racionais
surgem como uma razao entre dois inteiros (de denominador ndo nulo). Até aqui a
passagem de um conjunto numérico para outro é feito de forma bastante intuitiva,
apesar de necessitar de uma construcao rigorosa, que geralmente é feita por meio de
relagoes de equivaléncia, vide Apéndice [A] para compreender melhor.

Quando se chega na passagem dos nimeros racionais para os nimeros reais, o
procedimento nao é tao intuitivo quanto nos conjuntos numéricos anteriores. Tanto é
que essa ideia de numero irracional surge na Grécia Antiga, com descoberta do niimero
irracional v/2, por meio da incomensurabilidade entre o lado de um quadrado de lado 1
e sua diagonal, e, s6 foi concluida sua formaliza¢ao no século XIX com os trabalhos de
Georg Cantor (1845-1918), que construiu os reais por meio de classes de equivaléncias
de sequéncias de Cauchy e Richard Dedekind (1831-1916) que os construiu por meio
dos cortes de Dedekind, para saber sobre essa construcao, consulte (SPIVAK] 1999, P.
509).

O coroamento da fundamentac¢éo matematica do conceito de ntimero
ocorreu somente no final do século XIX, principalmente através dos
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trabalhos propostos por Richard Dedekind (1831-1916), Georg Can-
tor (1845-1918) e Giuseppe Peano (1858-1932). Esses estudos foram
motivados pelas demandas teéricas que surgiram a partir do volume
de conhecimento matemaético adquirido a partir do célculo diferencial
e integral de Isaac Newton (1643-1727) e Gottfried Leibniz (1646-
1716), no século XVII. (FERREIRA| [2013] p. 3)

Nesse trabalho, vamos construir os niimeros reais por meio das sequéncias de Cauchy
de nimeros racionais e, faremos de modo que seja compreensivel ao professor do Ensino

Médio, por meio de diversos exemplos que possam facilitar essa compreensao.

Figura 1 — Augustin-Louis Cauchy (1789-1857)

Fonte: Wikipédia

Nos livros de Ensino Fundamental e Médio das escolas brasileiras, quase sempre
as explicagdes da passagem do conjunto dos niimeros racionais para os reais sao feitas
de forma incompleta, o que se justifica pela complexidade do tema, mas acreditamos
que esse trabalho podera contribuir como fonte de consulta para o professor do Ensino
Basico.

Nao é uma tarefa facil ser preciso nessas explicagoes e ainda manter o texto inteli-
givel para o leitor, que sao professores do Ensino Basico, os alunos do 9° ano do Ensino
Fundamental (anos finais) e 1? série do Ensino Médio, mas é necessério ser preciso para
nao gerar diuvidas e ambiguidades.

Os livros didaticos e sites da internet sdo as principais fontes de consulta para o
educando e para o professor. E é com foco nesse tltimo que vamos desenvolver esse
trabalho, a fim de dar-lhe suporte tedrico sobre os conjuntos numéricos, principalmente
o conjunto dos nimeros racionais, irracionais e reais, de modo que o docente nao fique
refém, meramente, da teoria apresentada no livro didatico, tendo assim mais uma fonte

de consulta aprofundada sobre o tema.
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Ainda no 4mbito dessas consideragbes gerais, o critico deve ter em
mente que o livro didatico é, na maioria dos casos, a tnica fonte de
referéncia com que conta o professor para organizar suas aulas, e até
mesmo para firmar seus conhecimentos e dosar a apresentacdo que
fara em classe. Assim, é necessario que esse livro seja nao apenas
acessivel e atraente para o aluno, como também que ele constitua
uma base amiga confidvel para o professor, induzindo-o a praticar
os bons habitos de clareza, objetividade e precisao, além de ilustrar,
sempre que possivel, as relagoes entre matemaética e a sociedade atual.
(LIMA; MORGADO; AL} 2001, p. 1)

Para tanto, iremos compreender o conceito de niimero e aplicar resultados de Analise
Real, afim ser de sermos precisos na passagem de um conjunto numérico para outro.
Reforcamos que nao se trata de uma pesquisa voltada para o aluno do Ensino Bésico,
mas sim para o professor desse nivel de ensino. Entao, esse trabalho visa satisfazer
o professor do Ensino Fundamental e Médio, sem no entanto, abrir mao do rigor da
Analise Real.

O que diferencia esse trabalho dos demais a respeito desse tema é que, neste tivemos
a preocupagao de apresentar dezenas de exemplos que facilitardo a compreensao do
leitor, apresentamos todos os resultados nos minimos detalhes e com uma notacao
que, na nossa opinidao, contribuird significativamente para melhor compreender o que
estamos construindo.

A principio o leitor poderd até achar a notacao exagerada demais, mas julgamos
importante, principalmente, para quem nao tem tanta familiaridade com Analise Real
e Estruturas Algébricas. A notacao diferenciada servird para o leitor mais inexperiente

nao perder de vista em que conjunto estao os elementos que esta usando.

1.1 Objetivos

1.1.1 Objetivo geral

O objetivo geral desse trabalho é apresentar uma justificativa formal e rigorosa da
passagem do conjunto dos ntimeros racionais para o conjunto dos numeros reais por
meio de classes de equivaléncia de sequéncias de Cauchy de ntimeros racionais, dando
sentido as expressoes decimais infinitas e nao peridédicas para melhor compreensao do

professor do Ensino Basico.

1.1.2 Objetivos especificos

Para chegarmos ao objetivo geral, temos como metas alcancar alguns objetivos

especificos, sao eles:
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« Compreender o conceito de nimero, numa perspectiva do professor/estudioso de

Matematica e nao do leigo;

o Discutir como as defini¢bes de niimeros racionais, irracionais e reais aparecem na

BNCC, nos livros didaticos e na midia;

o Aplicar resultados de Andlise Real para dar precisao na passagem dos racionais

para OS reais;

o Compreender que os nimeros irracionais tém representagao decimal infinita e nao

periodica;

o Construir o conjunto dos nimero reais de forma rigorosa por meio de classes de

equivaléncias de sequéncias de Cauchy de niimero racionais;
e Dar sentido as expressoes decimais infinitas e nao periddicas;

o Dar clareza a passagem dos racionais para os reais, de modo que possa ser inte-

ligivel ao professor do Ensino Bésico;

o Gerar um trabalho que satisfaca os professores do Ensino Fundamental e Médio

e o rigor da Analise Real.

1.2 Organizacao

Esse trabalho esta dividido em 7 capitulos, sendo que o Capitulo |1| (Introdugao)
é destinado as consideragoes iniciais, onde serao expostos a motivacao e os objetivos
geral e especificos da dissertagdao. Nesse primeiro capitulo também mostraremos como
o trabalho esta organizado.

No Capitulo [2] abordaremos como o conceito de nimero ¢ tratado em diferentes
contextos. Comegaremos analisando as sugestoes da BNCC para abordagem desse tema
no Ensino Bésico. Depois veremos como os livros didaticos abordam esse contetido no
Ensino Fundamental e Médio. Em seguida analisaremos com esse tema é abordado na
internet e finalmente, como ele esta inserido do cotidiano das pessoas.

No Capitulo [3] traremos os principais resultados sobre corpos. Vamos trazer as
defini¢oes de corpo e seus axiomas, corpo ordenado, corpo arquimediano e corpo orde-
nado completo, bem como, diversos exemplos, para auxiliar no entendimento do leitor.
Para finalizar o capitulo, traremos as cépias de N, Z e Q em corpo arquimediano.

Dando continuidade, no Capitulo [d abordaremos os ntiimeros racionais em suas
duas formas: decimal e fracionaria. Discutiremos alguns resultados importantes sobre

esse conjunto, os cuidados que devemos ter com as operacoes quando se usa a forma
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decimal e apresentaremos as deficiéncias do conjunto QQ, o que justifica a necessidade
da formalizacdo de um outro conjunto numérico, os reais.

No Capitulo [5] apresentaremos e demonstraremos os principais resultados a cerca
de sequéncias de nimeros reais. Abordaremos subsequéncias, sequéncias limitadas,
sequéncias convergentes, limites de sequéncias e as sequéncias de Cauchy, principal
ferramenta serd usada na construgao do conjunto dos niimero reais.

Finalmente, no Capitulo [6] faremos a construgao do conjunto dos nimeros reais por
meio das classes de equivaléncia das sequéncias de Cauchy. Mostraremos como partir
do conjunto Q para construir o conjunto R, bem como mostrar que esse conjunto
construido é um corpo arquimediano ordenado e completo.

No Capitulo [7] faremos apenas as consideragoes finais e apresentaremos as nossas
impressoes a cerca da pesquisa desenvolvida e do resultado final do trabalho.

Essa dissertacdo conta ainda com quatro apéndices, o Apéndice [A] sobre relagoes
bindrias, onde sdo apresentados os principais resultados sobre relagoes de equivaléncia,
classes de equivaléncia e conjunto quociente. No Apéndice [B], onde trouxemos os prin-
cipais resultados sobre Propriedade Arquimediana dos niimero reais, supremo e infimo
de conjuntos. Finalmente, no Apéndice [C] trouxemos alguns resultado que usaremos
ao longo da dissertacao. Finalmente, no Apéndice [D| trouxemos os principais niimeros

irracionais abordados no Ensino Bésico.
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2 A Passagem dos Nimeros Racionais para

os Nimeros Reais

Nesse capitulo vamos analisar o que BNCC (BRASIL, 2018)) sugere que seja abor-
dado a respeito dos conjuntos numérico, veremos como os livros didaticos abordam
esse tema e também como isso é ensinado na internet. Estudaremos como eles justifi-
cam a passagem do conjunto dos niimeros racionais para o conjunto dos niimeros reais.
Veremos também como o conceito de numero é abordado no dia a dia e na midia.

Escolhemos quatro colegoes de livros didaticos, sendo duas do Ensino Fundamental
(9° ano) e outras duas do Ensino Médio (1* série) para fazermos uma andlise & luz de
(LIMA; MORGADO; AL; 2001)), comentando como os autores abordam os ntmeros
racionais e os nimeros reais, principalmente.

Temos visto também que, na atualidade, os sites da internet se tornam enormes
fontes de pesquisa para professores e alunos. Mas serd que essas fontes sao confidveis?
Faremos aqui uma analise de algumas pagina no que diz respeito a essa abordagem dos

conjuntos numéricos.

2.1 A passagem dos nimeros racionais para os nimeros reais na

BNCC

A Base Nacional Comum Curricular (BRASIL] 2018) é um documento de carater
normativo que estabelece conhecimentos, competéncias e habilidades que se esperam
de um educando ao longo da vida escola na educagao basica. Em Matematica, uma das
competéncias esperadas do aluno é o dominio do conceito de ntimero, desde os niimeros
naturais, que comecam ser estudados no ensino fundamental, passando pelos niimeros
inteiros, racionais e, finalmente, os niimeros reais, estudos no 9° ano do ensino funda-
mental e na 1? série do ensino médio. Esse tultimo conjunto de niimeros é claramente
o mais emblematico e é sobre ele que nos debrucaremos neste trabalho.

No 6° ano do ensino Fundamental a BNCC estabelece que o aluno seja capaz de
reconhecer e comparar nimeros racionais com representacao decimal finita, isto é,
aqueles numeros racionais cuja representacao decimal nao é uma dizima periddica.
Apenas no 8° ano é que se exige dele a habilidade de trabalhar com ntimeros racionais
cuja representagdo seja infinita e peridédica (as dizimas periddicas), como podemos
conferir nas Figuras [2] e [3|

Mas é no 9° ano que vem o passo mais problematico nas construcao dos conjuntos
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Figura 2 — Habilidade da BNCC sobre nimeros naturais no 6° ano

HABILIDADES

(EFOBMAO1) Comparar, ordenar, ler e escrever nimeros naturais e nimeros racionais cuja
representacdo decimal é finita, fazendo uso da reta numérica.

Fonte: (BRASIL, 2018)

Figura 3 — Habilidade da BNCC sobre niimeros racionais no 8* ano

(EFO8MAOS5) Reconhecer e utilizar procedimentos para a obtencdo de uma fragado geratriz
para uma dizima periddica.

Fonte: (BRASIL; 2018)

numéricos (e que a BNCC nao estabelece como deve ser feita, ficando a cargo dos livros
didaticos): a passagem dos nimeros racionais para os niimeros reais, onde o aluno deve
compreender um numero irracional como nimero real cuja representacao decimal é

infinita e ndo periddica. Veja na Figura [ o que diz a BNCC.

Figura 4 — Habilidade da BNCC sobre ntimeros reais no 9° ano

(EFO9MAO1) Reconhecer gue, uma vez fixada uma unidade de comprimento, existem
segmentos de reta cujo comprimento ndo € expresso por numero racional (como as medidas
de diagonais de um poligono e alturas de um tridngulo, quando se toma a medida de cada lado
como unidade).

(EFO9MAO02) Reconhecer um numero irracional como um numero real cuja representacao
decimal é infinita e ndo periddica, e estimar a localizacdo de alguns deles na reta numérica.

Fonte: (BRASIL, 2018)

Na Figura [4] temos o principal ponto que queremos abordar, a caracterizacao dos
numeros irracionais. Veremos como esse topico é abordado nos mais diversos ambitos
(livro didatico, sites da internet e na midia de uma forma geral). Também faremos
uma distingdo entre o conceito de ntimero que um leigo deve possuir em comparacao

com o conceito de niimero que um professor de Matematica deve ter.
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2.2 A passagem dos nlimeros racionais para nimeros reais em
livros do Ensino Basico

Segundo (LIMA; MORGADO; ALj 2001)), essa passagem dos nimeros racionais
para os numeros reais nao é satisfatéria em livro didatico algum. Tal conclusao foi
tirada apés uma minuciosa analise de 12 colec¢oes de livros didaticos do ensino médio,
que resultou no livro Exames de Textos, onde os autores criticam duramente a abor-
dagem dada a diversos assuntos do ensino médio, em particular, no que diz respeito a
abordagem dos nimeros reais, segundo eles, todas as obras deixam a desejar.

Para finalizar a andlise deste capitulo, devemos esclarecer que ne-
nhum autor brasileiro de textos para o Ensino Médio trata os ni-
meros reais adequadamente. Ha outros muito piores, como os que
definem nimero racional como o quociente de dois inteiros e um ni-
mero irracional como o niimero que nao é racional, sem nunca ter
dito o que é um ntimero. (LIMA; MORGADO; AL} 2001}, p. 9)

Nesse trabalho analisamos quatro colegoes de livros didaticos do Ensino Basico,
sendo duas do 9° ano do Ensino Fundamental e outras duas da 12 série do Ensino Médio.
Obviamente nao citaremos titulo das obras nem autores, pois o objetivo é apenas
analisarmos como ¢ feita a abordagem desse tema nos livros didaticos. Chamaremos
de A e B as cole¢oes do Ensino Fundamental e C e D as colegbes do Ensino Médio.

A colecdo A apresentou alguns exemplos de nimeros irracionais, principalmente
envolvendo raizes quadradas e o numero 7. Essa colecao expds apenas exemplos, em
momento algum apresentou uma definicdo para os niimeros irracionais.

No momento de definir o conjunto dos ntimeros reais usou a estratégia de dizer que
é a reuniao dos nimeros racionais com os numeros irracionais. Veja a seguir como o

livro apresentou:

“Reunindo-se, em um conjunto, todos 0s numeros racionais e todos os numeros

irracionais, formamos o conjunto dos niumeros reais, representado por R.”

Mas o que é um numero irracional? E mais, o que é um ntmero? Isso nao ficou
estabelecido previamente.

A colecao A poderia ter explorado melhor os ntimeros irracionais em sua forma
decimal, como fez a colecdo B, que iniciou a abordagem dos ntimeros irracionais com
dois exemplos interessantes: 0,101001000100001 - -- e 2,71727374 - - -. Claramente es-
ses numeros nao tem periodicidade, apesar de terem uma lei de formacao de facil
constatacao.

Dando continuidade, define nimero irracional como sendo todo ntimero cuja repre-

sentacao decimal é infinita e ndo periédica. No entanto, o autor em momento algum
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definiu o que é nimero, apesar de ter usado esse conceito para definir nimero irracional.

Veja como o autor define ntimero irracional na colegao B.

“Numero irracional ¢ todo numero cuja representacao decimal é infinita e nao

periodica.”

Percebe-se que ele faz uma pretensa referéncias aos nimeros reais, mas nao os
mencionou, pois ainda nao os tinha definido. Essa definicado de ntimero real s6 aparece

nas paginas seguintes. Veja como autor da colecao B define niimero real.

“Reunindo-se o conjunto dos niumeros racionais (Q) com o conjunto dos nimeros

irracionais (1), obtemos o conjunto dos nimero reais (R)”

As colecoes A e B foram de livros adotados no Ensino Fundamental, mais preci-
samente no 9° ano, ultimo ano dessa etapa de ensino. Os conjuntos numéricos sao
retomados na 1% série do Ensino Médio, visto que os alunos ja tém mais maturidade,
seria uma boa oportunidade de aprofundar o estudo sobre os niimeros, especialmente,
do conjunto dos niimeros reais, que necessita de uma atengdo maior.

Nesse sentido, os livros didaticos de Ensino Médio poderiam trazer um abordagem
mais aprofundada das expressoes decimais infinitas e apresentar mais demonstragoes de
alguns resultados, como por exemplo, a irracionalidade de algumas expressoes decimais.
Para que o aluno nao seja levado a acreditar que as verdades na Matemaética sao
estabelecidas meramente pela observacao de padroes.

Veremos a seguir a analise que fizemos das duas colec¢oes de livro didatico do Ensino
Médio, dos volumes referentes a 1* primeira série do contetido de conjuntos numéricos.

Analisando a colecao C, vemos que os autores comegam apresentando os nimeros
naturais, em seguida, os inteiros, os racionais, bem como, exemplos de marcagao desses
numeros na reta real.

Quando tratam dos nimeros racionais os autores afirmam, sem provar, que ao
representar um numero fraciondrio em sua forma decimal, obtém-se uma dizima pe-
riddica ou um decimal exato. Aqui os autores perdem uma excelente oportunidade de
justificar esse fato, ou de pelo menos, instigar alunos e professores para isso. Pois esse
resultado decorre diretamente do Principio das Gavetas de Dirichet (vide Teorema
do Apéndice |C)).

Por fim, apresentam o conjuntos dos nimeros irracionais, trazendo uma pequena
contextualizacdo histérica do surgimento do niimero irracional v/2 e, sem demonstracéo
mas alegando que pode ser provado, afirmam que nao pode ser colocar na forma p/q, p e

q inteiro, ¢ # 0. Faltou dizer que essa contatagao nao pode ser feita apenas observando
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o numero /2 com aproximagao de algumas casas decimais. Dando continuidade os
autores mencionam calculadoras e computadores para verificar algumas casas decimais,

vejamos:

“Utilizando alguma uma calculadora ou um computador, podemos obter v/2 com

algumas casas decimais de aproxrimagao.
V2 = 1,41421356237309504880168872420...

Numeros com essas caracteristicas formam o conjunto dos numeros irracionais,

indicado por 1.”

Mesmo que o aluno ainda nao tenha maturidade para compreender as demonstra-
coes [|, elas sao importantes por dois motivos principais: 1. o livro didatico é também
um instrumento de consulta do professor e esse sim precisa compreender as demonstra-
¢oes. 2. se as informagoes forem apresentadas sempre sem as devidas justificativas, o
aluno pode comecar a crer que apenas a obervagao de exemplos particulares é suficiente
para estabelecer as verdades matematicas.

Finalmente, a colecao C finaliza o capitulo sobre conjuntos numéricos apresentando
a definicao de nimeros reais e o faz como os demais livros didaticos analisados, como
sendo a reuniao dos niimero racionais com os irracionais. Mas a pergunta persiste: o
que é um numero?

Para finalizar essa analise de livros didaticos para o Ensino Bésico, traremos a cole-
¢do D. A organizacao do capitulo é bastante semelhante as demais cole¢oes analisadas.
Daremos mais atencao a alguns resultados que nao foram mencionados nas colegoes ja
citadas.

Nela autor afirma que ao dividir dois inteiros, denominador nao nulo, resulta em
um decimal exato ou em um decimal infinito e periédico, dando ainda as condigoes

para ocorrer cada um dos casos, mas sem prova, baseado apenas em alguns exemplos.

a
“Dado um numero racional 7 b # 0, sua representacio decimal € obtida dividindo-
se a por b, podendo resultar em:

e decimais exatos, finitos, quando o denominador contiver apenas os fatores primos
de 10 (2 e/ou 5). Exemplos:”

Apos apresentar quatro exemplo o autor apresenta as condigoes para que se obtenha

uma dizima periddica na divisao.

1 Nao estamos sugerindo a demonstracdo da irracionalidade de 7, pois sabemos que usa uma mate-

matica que nao é acessivel ao Ensino Basico, mas sim de resultados mais simples.
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“e decimais periodicos ou dizimas periodicas, infinitas, quando o denominador da
fragao na forma irredutivel contiver algum fator primo diferente de 2 e 5.

a) Dizimas periddicas simples: o periodo apresenta-se logo apds a virqula.

b) Dizimas periddicas compostas: entre o periodo e a virgula existe uma parte nao

periodica.”

O autor apresentou varios exemplos, mas também nao forneceu a explicacao do
porque a divisao de dois inteiros, nessas condi¢oes, sempre resulta em decimal ou
infinito e periddico.

Vale ressaltar que o autor apresentou o conceitos de segmentos comensuraveis e
incomensuraveis, relatando historicamente que os pitagéricos ja sabiam que o lado e a
diagonal de um quadrado sdo incomensuraveis.

No entanto, na hora de definir o conjuntos dos irracionais, fez como os demais
autores analisados, utilizou o conceito de nimero sem antes o ter definido.

Destacamos que de todas as cole¢bes analisadas, a colecdo D foi a tinica em que
o autor apresentou uma demonstracdo (mesmo que nas leituras complementares) da
irracionalidade de v/2.

As demonstracgoes sdo importantes na matematica para os que leitores nao achem
que os resultados sao deduzidos meramente da observacao, que obviamente sao impor-
tantes, mas para estabelecer padroes e conjeturas, no entanto, necessitam de demons-

tragoes formais, como ja mencionamos.

2.3 A passagem dos nimeros racionais para os nimeros reais na

Internet

Sabemos que a internet é uma riquissima ferramenta de pesquisa, provavelmente é
a principal fonte de pesquisa dos alunos e professores do ensino bésico na atualidade.
Mas é preciso ter cuidado, saber filtrar e ser capaz de diferenciar as coisas boas das
coisas ruins na internet. Nem tudo que esta na internet passou por uma corre¢ao para
averiguacao de possiveis erros, alids, arrisco em dizer que a maioria das informagoes
contidas na internet ndo passaram por essa averiguacao.

Fomos também verificar como ¢é feita a abordagem dos ntimeros racionais e reais
em sites da internet. Se nos livros didaticos essa abordagem nao é satisfatéria, na
internet é coisa é bem pior. Em um dos sites havia erros grotescos, por exemplo, havia
a afirmacao, em um deles, de que um nimero ¢ irracional quando nao conseguimos

prever o proximo digito de sua expansao decimal. Veja como estava escrito 1a:
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“Ao resolver-se essas raizes, a resposta vai ser uma aprorimacao, o que chamamos

de dizimas nao periodicas.

V2 = 1,414213562...
V3 = 1,7320508075...

Note que a parte decimal € infinita e que nao existe um periodo, ou seja, uma
sequéncia que faca com que a gente consiga prever o prozimo numero da parte decimal,
e € por isso que chamamos esse numero de dizima periodica. Nao so as dizimas geradas

por raizes nao exatas, mas qualquer dizima nao periodica é um numero irracional.”

O autor desse texto da internet confunde o conceito de peridodico de uma dizima
periédica com o padrdo de uma expansao decimal infinita de um nimero real. A
expansao decimal infinita pode ter um padrao bem definido que nos permita prever
quais os proximos digitos e nem assim ser periddica.

Basta pensarmos no ntimero [
1,101001000100001...

que tem 1 como parte inteira, depois 1 seguido de um zero, depois 1 seguido de dois
zeros, depois 1 seguido de trés zeros e assim por diante, a quantidade de zero au-
mentando de um em um, intercalado pelo digito 1. Esse ntimero nao representa uma
dizima periddica, ou seja, trata-se de um nimero irracional, no entanto é perfeitamente

possivel prever qual é o proximo digito de sua representacao decimal.

1 0 1 0 0 1 0 0 0 1
1,1010010001... = 1+ —+ —4+ —+ — 4+ — 4+ — + — 4+ — 4+ — F+ —— -
, 101001000 +101+102+103+1O4+105+106+107+108—’_1094_1010jL
1 1 1 1
= 14t

100 108 T1os Tom T

Note que os expoentes dos poténcias de 10 formam uma progressao aritmética de
segunda ordem (para saber mais sobre o tema vide (MORGADO; CARVALHO| 2015)),
(0,1,3,6,10,...) e que essa expresao decimal é composta apenas pelos digitos 0 e 1. Se
quisermos saber, por exemplo, se a vigésima casa decimal dessa expansao ¢ 0 ou se é 1,
basta analisarmos se 20 faz parte dessa sequéncia (0, 1,3, 6,10, ...), se sim, a vigésima

casa decimal é 1, se nao, 0.

2 Provaremos no Capitulo 4| que esse niimero é irracional.
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n2—n

Chamemos b, = (0,1,3,6,10,---), o termos geral dessa sequéncia é b, = 5

De fato, observe que

bp = 0

by = bi+1
bs = by +2
by = bs+3

bn = bnfl—i_n_la

Dai, somando membro a membro e utilizando a férmula da soma de uma P.A. de

primeira ordem, vide (MORGADO; CARVALHO| 2015), obtemos:

by +by+bs+bs+---+b, = 0+b1+1+b34+24+b3+3+---+b,_1+n—1

=b, = 14+2+3+---+n—1
n2—n

= b, =
2

Com isso é possivel sabermos onde o digito da expressao decimal serd igual a 1 e

os demais sao iguais zero.

Exemplo 1. Vamos verificar qual é o 100° digito na expansao decimal de 1,1010010001....

Devemos verificar se existe n € N, tal que

n®>—n

2

100 =

Se sim, entao o 100° digito dessa expansdo decimal é 1, caso contrario, zero.

Ora,

n®—n

2

= n2—n—-200=0

1+ /801 1 —+/801
2

ouUNg = —————.
2

100 =

= N1 =

Mas, nem ny, nem ny pertencem aos naturais.
2

Como nao eziste n € N, tal que 100 = Tn’ entao concluimos que o 100° digito
de 1,1010010001... € igual a zero.

Em outro site da internet, o qual chamaremos de site 2, o autor apresenta os
conjuntos numéricos e comete varias imprecisoes, principalmente na apresentacao dos

racionais, irracionais e reais.
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Neste site o autor comete o deslize na hora de definir o conjunto dos niimeros
racionais, ele usar o préprio conjunto Q para definir o conjunto Q. O autor define

assim:

“Q={re€Q:x=a/bacZ e be N}".

Além disso, o autor afirma que a pertence ao conjuntos dos inteiros e b ao conjunto
dos naturais. Nao precisa fazer essa distin¢ao de colocar a nos inteiros e b nos naturais,
pois a e b podem ser inteiros. E ao fazer essa distinc¢ao ele caiu numa armadilha, pois
nao se pode ter b = 0. Mas na defini¢cao do conjunto dos naturais o autor incluir o zero
e depois diz que o denominador é natural.

Ainda sobre o conjunto Q o autor diz que tipo de niimero pode ser escrito na forma
de fragdo: inteiros, decimais finitos e dizimas periddicas. Dando a entender que os
decimais infinitos ndo podem ser colocados a forma de fracdo. As dizimas periddicas
sao decimais infinitos, ndo sabemos porque razao o autor fez essa distingao.

Ainda no site 2 da internet, analisando a definicdo de nimero irracional, o autor
usou sem pudor algum o conceito de niimeros reais (nos livros didéticos esse uso é meio
que velado, aqui o autor falou explicitamente), mas na segao seguinte é que ele vai
definir o conjunto dos ntimeros reais.

O autor do site 2 diz que os niimeros que nao pode ser escritos na forma de fracao
sao os decimais infinitos e as raizes nao exatas. Para o autor, incrivelmente, decimais
infinitos e periddicos nao sdo decimais infinitos.

Em seguida define o conjunto dos ntimeros reais como a uniao do racionais com os
irracionais, como fazem praticamente todos os sites da internet e livros didaticos do
Ensino Béasico. Além do mais, usa uma soma de conjuntos para representar o conjunto

R.

2.4 O conceito de niimero no dia a dia e na midia

Nessa secao iremos apresentar as formas como o conceito de nimero é abordado no
dia a dia das pessoas e na midia, discutindo qual dos conjuntos numéricos sao mais
usados e a forma como as pessoas lidam com os diferentes tipos de niimeros (naturais,
inteiros, racionais e reais). Veremos também como o leigo em matemaética faz uso dos
numeros, mas ressalvamos que, em nosso entendimento, o professor de matematica,
por razoes Obvias, deve ter um conhecimento mais aprofundado sobre o conceito de
numeros.

Vamos comegar analisando como o conceito de nimero esta apresentado nos dici-
onérios. Vejamos primeiramente no dicionario (HOUAISS, [2001)) como o conceito é

exposto.



Capitulo 2. A Passagem dos Nimeros Racionais para os Numeros Reais 27

Figura 5 — Definicdo de nimero no dicionario Houaiss

——

nu.me.ro s.m.1cada membro do sistema numérico
us. para contar, medir, avaliar etc. (o trés é n. impar)
2 expressao de quantidade (os policiais estavam em
maior n.) 3 quantidade certa (qual o n. de candidatos?)
4 célg:qlq (ser bom com os n.) 5 quérum (ndo houve n.
para iniciarmos a votagdo) 6 exemplar de publicacao
periddica (perdi os dois iltimos n. da revista) 7 quadro
de um show de variedades (incluiremos mais dois n. no
espetdculo) 8 GRAM flexao gramatical que indica o
;;g:lar e o plural dos scllnbstantivos, adjetivos, ver-
3 ronomes e artigos [ sem n. loc.adj. quantidade
mdetermmada,dnﬂcildealctﬂar {um sem n. de casos)

Fonte: Dicionario (HOUAISS, 2001))

Veja que a conceituacao de ntimero nesse dicionario, apesar de ser bastante ampla,
nao é precisa. E estd tudo bem, pois devemos entender que um dicionario de Lingua
Portuguesa nao tem obrigacao de ter precisao légico-matematica tao rigorosa quantos
os livros de matematica, por exemplo. Essa conceituacao de nimero do dicionario visa

atender pessoas leigas e nao especialista em matematica.
Na Figura [] temos uma conceituagdo de ntmero, extraida de outro dicionério,

(BUENO [1982)), que traz diversos contextos em que a palavra nimero é aplicada.
Apesar de ser uma conceituacdo mais completa do que aquela feita por (HOUAISS|

2001)), devemos concordar que ela também nao tem o rigor matematico, pois também

¢ destinada ao leigo em matematica.
Ao professor de matematica e demais pesquisadores da area deve ser apresentada

uma defini¢ao de forma rigorosa e precisa. Sabemos que essa construgao do conceito de
numero nao é simples e desafiou muitos matematicos ao longo dos séculos. No Capitulo

[6] iremos apresentar uma construgao dos nimeros reais e uma definicao que satisfaca o

professor de matemaética e demais pesquisadores da area.
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Figura 6 — Definicdo de ntimero no dicionario Escolar da Lingua Portuguesa

Fonte: Dicionario (|BUENO|, |1982|}
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2.4.1 O uso de fracGes no cotidiano

Segundo (BOYER, 1974), as fragoes sdo usadas desde o Antigo Egito. Nos dias

atuais, com o advento e popularizacao das calculadoras, elas perderam o protagonismo

para os numeros decimais que sdo mais facilmente manipulaveis.
No entanto, em diversas situagoes do cotidiano as fragoes ainda sao usadas, podemos
citar aqui aprovacao de uma PEC ] que 86 é aprovada se obter 3/5 (trés quintos) dos

votos dos deputados e 3/5 (trés quintos) dos votos dos senadores. Vide Figura [7]

Figura 7 — Uso de fra¢oes na aprovacao de uma PEC

V. N .
senadonoticias OOYORO4in suscer

Noticias ¥ Especiais ¥ Fotos ¥ Servicos ¥ Saiba Mais ¥ Expediente ¥ 100 Posse e Atos
anos eleicdo de 8
sem Ruy da de
Barbosa Mesa janeiro

Emenda Constitucional

A -
A Proposta de Emenda a Constituicdo (PEC) pode ser apresentada pelo presidente da Republica, agenCIa senado

O Legislativo conectado com vocé

por um terco dos deputados federais ou dos senadores ou por mais da metade das assembleias
legislativas, desde que cada uma delas se manifeste pela maioria relativa de seus componentes.

Nao podem ser apresentadas PECs para suprimir as chamadas clausulas pétreas da Constituicao Ultimas ~ Mais vistas
(forma federativa de Estado; voto direto, secreto, universal e periddico; separacdo dos poderes e Vai & Camara registro de
direitos e garantias individuais). A PEC é dis‘cutida e votada em dois turnos, em cada Casa do vereador com 18 anos
Congresso, e sera aprovada se obtiver, na Cdmara e no Senado, trés quintos dos votos dos incompletos

deputados (308) e dos senadores (49).
Vem ao Senado MP sobre

tributagdo de empresas com
negocios no exterior

Fonte: (SENADO, 2023)

Outro uso muito comum no cotidiano das pessoas é feito na culinaria, onde diversas
receitas fazem uso de fragoes para indicar as quantidades de ingredientes necessarios

na preparagao dos pratos. Veja um exemplo na Figura

3 Termo: Proposta de Emenda a Constituicio (PEC). E uma proposicao legislativa destinada a
alterar a Constituicdo Federal.
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Figura 8 — Uso de fracoes em receita culinéria

Creme de batata-doce

Creme de batata-doce com parmeséo que a Ana Maria preparou para voceé servir de acompanhamento

e surpreender. Veja gue facil!

Por Ana Maria Braga

T Ingredientes

O 2xicaras (cha) de batata-doce sem casca em cubos (300 g)
[ Szl e pimenta-do-reino moida a gosto

0 2 xicaras (cha) de leite (480 ml)

[ 1e1/4dexicara(cha) de dgua (300 ml)

0 1dente alhodescascado (6 g)

O 1/2 xicara (cha) de tomilho debulhado (10 g)

[0 1xicara(chd) de parmesio (100 g)

[J 3 colheres (sopa) de manteiga gelada (45 g)

Fonte: (GLOBO, 2023)

Um tipo de niimero estudado nas escolas sao os nimeros mistos, como por exemplo,

4 1 _3
3=, 1=, 7=, etc. Um fato curioso é que aqui no Brasil esses niimero tem pouquissimo

5 7275
uso no cotidiano. Ja nos Estado Unidos, por exemplo, é muito comum esse tipo de

nimero na medi¢ao de distdncia. Vide Figura [9]
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Figura 9 — Placa de transito dos Estados Unidos

Figure 2E-32. Community Interchanges
Identification Sign

Columbia EXITS
College St 112

Hanover St 2 4
| High St 3

Fonte: (TRANSPORTATION], [2009)

2.4.2 O uso de niimeros decimais no cotidiano

Historicamente falando, os niimero decimais sdo bem recentes, s6 vieram a se popu-
larizar no século XVI com os tratados sobre fragoes decimais de Simon Stevin (1548-

1620), vide Figura , que estabelecia regras para operar nimeros nesse formato. Se-

gundo (BOYER, [1974), Stevin nao foi o inventou das fracoes decimais, mas foi ele que

teve a preocupacao de mostrar como se operava de forma facil com os niimeros nesse

formato.

E claro que Stevin nio foi em nenhum sentido o inventor das fracdes
decimais, nem o primeiro a usa-las sistematicamente. Na china an-
tiga encontra-se um uso mais do que incidental de fragoes decimais,
como também na Arabia medieval e na Europa do Renascimento;
quando Viete as recomendou diretamente em 1579 elas ja eram ge-
ralmente aceitas pelos matematicos que se encontravam nas fronteira
da pesquisa. Entre o povo em geral, no entanto, e mesmo entre os
praticante de matemaética, as fragoes decimais sé se tornaram ampla-
mente conhecidas quando Stevin de dispos a explicar o sistema do
modo elementar e completo. Ele queria ensinar a todos como efe-
tuar, com facilidade nunca vista, todas as computacoes necessarias
entre os homens por meio de inteiros sem fragoes. Isto é, estranha-
mente, Stevin se concentrava em seus décimos, centésimos, milésimos,
etc., como numeradores inteiros, como fazemos na medida comum do

tempo em minutos e segundos. (BOYER) [1974, p. 232)
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Figura 10 — Simon Stevin

Fonte: (BRITANNICA] [2023)

Os numeros decimais sao os mais usados no cotidiano: em pesquisas eleitorais,
precos de produtos, para indicar medidas de comprimento, volume, area, massa, capa-
cidade, velocidade, etc. Esses nimeros podem ser decimais finitos ou decimais infinitos.

Mas na pratica as pessoas nao se preocupam com isso.

Figura 11 — Uso de ntiimeros decimais no calculo de area

COMO CALCULAR OS AZULEJOS A SEREM COMPRADOS

13 DE DEZEMBRO DE 2019 AS 20:48
minha casa tem 7 de larg/8,3 de cumprimento quantos eu gasto de piso?

18 DE NOVEMBRO DE 2019 AS 13:48
Meu banheiro tem 3 metros de comprimento por 1.80 de largura. Quantos metros de lajotas devo comprar pro piso?

-
19 DE NOVEMBRO DE 2019 AS 10:09

0l4, Sonia. O minimo de &rea de piso que vocé precisa entio sio 5,67m?, porque 3x1,8 = 5,4, mais 5% (0,27) da 5,67. Se cada caixa tiver 2 metros,
por exemplo, vocé precisara de 3 caixas. Abragos!

Fonte: pagina da internet - Dicas de Arquitetura

Vale ressaltar que, no dia a dia, as pessoas nao fazem uso de niimeros com infinitas
casas decimais. Apesar desses numeros existirem e aparecerem em diversas aplicagoes,

como, por exemplo, no calculo de uma medida. Mas, na prética, eles sao arrendondados
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para algumas poucas casas decimais e usados como se fossem decimais finitos. Enge-
nheiros, arquitetos, pedreiros... nao precisam usar infinitas casas decimais de v/2 ou
do niimero 7 (na prética isso nem seria possivel) tendo em vista que toda medida tem
erro, eles precisam apenas de uma aproximacao razoavel para o objetivo que querem
atingir.

Nesse sentido, no dia a dia das pessoas existem apenas os niimeros naturais, que elas
usam o tempo todo que efetuar contagens. Existem os niimeros inteiros que difere dos
naturais pelos niimeros negativos e, sao usados para expressar dividas, temperaturas
abaixo de zero, andares no subsolo de edificios, etec. E claro que as pessoas usam
muito menos os nimeros negativos do que os positivos devido a menor quantidade de
aplicagoes. Por fim, outro tipo de niimero comum no cotidiano é o niimero decimal
com uma quantidade finita de casas decimais.

Todavia, os nimeros com infinitas casas decimais, apesar de ndo ter poucas aplica-
¢Oes praticas, precisam sem compreendidos pelo estudiosos do assunto para que possam
promover o desenvolvimento da matematica.

Entao niimero para nés sao os nimeros racionais e mais, os nimeros racionais com
uma quantidade finita de casas decimais, pois temos dificuldade de lidar com o conceito
de infinito. Essa ideia de niimero, serve muito bem para o leigo em matematica, mas o
professor de matematica mais perspicaz vai querer estender o seu conceito de niimero,

com isso descobrird o universo fantastico dos niimeros reais.
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3 Corpos

Nesse capitulo, iremos apresentar, baseado em (LIMA] |1976) e (FILHO, 2016), os
principais resultados sobre corpos que serdo usados no Capitulo [6] na construgao do
conjunto dos ntmero reais. Estudaremos as propriedades de um corpo genérico K e

apresentaremos alguns exemplos para melhor compreensao por parte do leitor.

Definicao 3.1. Chama-se corpo um conjunto K munido de duas operacoes, ditas
adi¢do e multiplicagcdo, que satisfazem certas condi¢oes chamadas os axiomas de

corpo, especificadas abaixo.

A adicao faz corresponder a cada par de elementos =,y € K a sua soma z +y € K
e a multiplicagao faz corresponder a esses elementos o seu produto x -y € K. Em
linguagem matematica, temos:

Adicao:

+: KxK — K
(x,y) — z+y.

Multiplicagao:

S KxK — K

(z,y) — -y

Seguem abaixo as propriedades que um corpo deve ter:

Propriedades da adigao
(A1) Associatividade - quaisquer que sejam z,y, z € K, tem-se (v+y)+2z = v+ (y+2).
(A2) Comutatividade - quaisquer que sejam z,y € K, tem-se x +y =y + .

(A3) Elemento neutro da adigao - existe 0 € K, tal que x + 0 = x, para todo = € K.

O elemento neutro chama-se zero.

(A4) Simétrico - todo elemento x € K possui simétrico —z € K tal que x + (—x) = 0.
Propriedades da multiplicacao
(M1) Associatividade - quaisquer que sejam z,y, z € K, tem-se (z-y) -z =z (y- 2).

(M2) Comutatividade - quaisquer que sejam x,y € K, tem-se -y =y - .
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(M3) Elemento neutro da multiplicagio - existe 1 € K, tal que 1 # 0 e 2 - 0 = x, para

todo z € K. O elemento neutro chama-se um.

M4) Inverso multiplicativo - todo elemento z € K, x # 0 possui simétrico 27! tal que
p p q

vt =1.
Propriedade distributiva
(D1) Distributividade - dados quaisquer z,y, z € K, tem-se
r-(y+tz)=z-y+y-z

Exemplo 2. Vamos mostrar que Q[\/ﬂ = {r +yv2; x, y € Q} ¢ um corpo.

Demonstragcao. Vamos definir as operagoes de adi¢ao e multiplicacao da seguinte forma:

(z1 + yl\/§> + (w2 + yz\@) =x1+ T2+ (11 + ?JQ)\/§

(£B1+y1\/§)-($2+y2\/§)le-x2+2-y1-y2—l—($1-yg—l—yl-:vg)\/i.

Primeiro vamos mostrar que Q[v/2] é fechado em relacio a adicdo e multiplicacio.

E claro que

r1 + 29 + (Y1 + 92)\/5 € Q[\@],

pois x1 + 22 € Q e y; + yo € Q. Temos também que
x1-$2+2-y1-y2+($1-y2+y1-x2)\/§€(@[\/§],

pois 1 - To+2-y1-ys € Qe xy-ys+y1 -2 € Q. Donde concluimos que Q[\/ﬁ] ¢é fechado
em relagao as operagoes de adicao e multiplicagao.

Vamos mostrar que valem os propriedades de adi¢ao de um corpo.
(A1)

[(z1 + yl\/ﬁ) + (2 + 92\/5)] + (w3 + ?J3\/§) = (z1+4x2) + (11 + CU2)\/5 + (w3 + y3\/§)
[(z1 4+ @) + x3]) + [(y1 + o) + y3]\/§
= [o1+ (224 23)] + [y1 + (2 + y3)]V2

= (z1+ 3/1\/_) + [(xg + yz\/ﬁ) + (x5 + 3/3\/5)].
(A2)

(z1+31V2) + (12 +12V2) = (214 22) + (1 + 1) V2
= (z2+a1)+ (12 +y1)V2
= (l’g -+ y2\/§) + (l’l + yl\/i)
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(A3) O elemento neutro da adigdo de Q é 0 = 0 + 01/2. De fato,

(z+yV2)+ (04+0v2) = (z+0)+ (y+0)V2)
= x+y\/§.

(A4) O elemento simétrico de um elemento x + yv/2 de @[\/ﬂ é6 —x + (—y)v2. De
fato,
(@ +yvV2) + (~2 + (~y)V2) = (z+(-2)+ (y+ (~y)V2)
= 0+0V2
= 0

Vamos mostrar que valem as propriedades de multiplicacao de um corpo.
(M1)
(21 + yl\/g) (29 + 92\/5)]@3 + ys\/ﬁ)
T179 + 25192 + (212 + 3/1332)\/5] (w3 + y3\/§)
= [m12073 + T129Y3V2 + 201903 + 20192Y3V 2 + 219073 + 11923 V2 +

(z1y2 + y1x2)\/§y3\/§]

= [r122m3 + 2y1Y073 + (T1Yow3 + y1$2$3)\/§] + [$1$2y3\/§ + 2y1y2y3\/§ +

[
[

(2x1Y2y3 + 2y122Y3)]
= (21 +nV2) - [(22 + 12V2) (23 + y3V2)].
(M2)

(x1 + y1\/§) (o + y2\/§) = I1Zo+ $1\/§y2 + \/§y1x2 + 21192
= @x1 + 11V 202 + V222y1 + 20001

= (w24 y2\/§)($1 + y1\/§)

(M3) O elemento neutro da multiplicacao é 1:

= x1+y1\/§.

(M4) Inverso multiplicativo. Dado @ = x +3v/2 € Q[v/2], @ # 0, precisamos encontrar

a+bv2 € Q[v2], tal que (z + yv2)(a + by/2) = 1, assim

(z4+yV2)(a+bvV2) = za+2vV2b+V2ya+2yb=1+0v2
= za+2yb+ (zb+ya)V2 =1+ 02
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Dai, é necessario que

S

X
. y#0,

tb+ya=0=a=——
Y

Como também,

ra+2yb=1 = x<_wb>+2yb:1

Yy
2
= b<x+2y> =1
Yy
Y
= b=—"
—$2+2y2
_ —X
4= —F-.
—.’L'2—|—2y2

E claro que —z2 + 2y2 #£ 0, pois s6 terfamos —22 +2y> =0 se z = 0 e y = 0, mas

isso nao ocorre, uma vez que  + yv/2 # 0.

Portanto,

(e +9v2) = b

—12 4292 —x? 4 22
[ |

Exemplo 3. O conjunto Q dos niumeros racionais com as operagoes de adicao e multi-
plicagao definidas a sequir é um corpo. Veja Apéndice[4], Definicoes[A.7] e[A.8 Sejam
p,q,peqd €Z,q#0 eq #0, definimos a adi¢cio como
/ / /
+
p P _pd+v

¢ ¢ qq’
e a multiplicagdo como
/ /
P27
qa 9 qq

Exemplo 4. O conjunto N dos niumeros naturais com as operagoes usuais de adi¢io e

multiplicacdo nao € um corpo.

Demonstragao. Basta notar que a operacao de adi¢gao nao possui elemento neutro, nem
elemento simétrico. Ou seja, dado x € N nao existe £ € N tal que £ + x = x. Também
nao existe £ € N, tal que £ +x = 0.
Por sua vez, a multiplicacdo nao possui elemento inverso. Ou seja, dado r € N
arbitrario, nao existe ¢ € N tal que ¢ - x = 1.
[ |

Exemplo 5. O conjunto Zs = {0, 1} € um corpo com as operagéoes de adi¢io e multi-

plicacdo definidas como se seque:

el

Adicdo:

+ L
Multiplicagao:
—-

=
Il
=
+ +
l
I
=
=
ol
Il
=
ol
I
ol
=
I
ol

(]
ol
Il
—
—|
I
(]
—
Il
—
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3.1 Corpos ordenados

Definicao 3.2. Chama-se corpo ordenado um corpo K, no qual se destacou um
subconjunto P C K, chamado o conjunto dos elementos positivos de K, tal que duas

condigoes sao satisfeitas:

1. Dadosz,ye P=x4+yePex-yecP
2. Dado z € K, uma e apenas uma das trés alternativas sequintes ocorre:

a) t=0
b) x € P
¢c) —xreP

Os elementos positivos de P indicaremos por K, isto é,
Ky ={z €K, z € P}.

Vamos indicar por K_ o conjunto dos elementos x, tal que —x € K, e 0s chama-

remos de elementos negativos do corpo K. Em notacao de conjuntos, temos
K_={zeK; -z €K}.

Exemplo 6. O conjunto Q, como definido no Exemplo [3 é um corpo ordenado. No

qual o conjunto P € formado pelos nimeros racionais ]3, tais que p-q € N. Isso significa
q

que p e q tem o mesmo sinal.
Exemplo 7. O conjunto C, dos niumeros complexos, ndo é um corpo ordenado.

Demonstracio. Num corpo ordenado, se x # 0, entdo 22 € P. De fato, dado = # 0,
oux € Pou—x € P. No primeiro caso 22> = -2 € P. No segundo caso, 2% =
(—z) - (—x) € P. Em particular, em um corpo ordenado, 1 =1 -1 é positivo. De fato,
1 # 0, entao temos duas possibilidades: ou 1 > 0 ou 1 < 0. Suponhamos que 1 < 0,
entdo —1 > 0= (—1) - (—1) > 0. Mas isso ¢ um absurdo, pois supomos 1 < 0.

Como 1 é positivo, consequentemente, —1 € —P. Dai concluimos que —1 nao é
quadrado de elemento algum.

2

Mas, no conjuntos dos nimeros complexos ¢ = —1, portanto o conjunto dos niime-

ros complexos nao é ordenado.

[ |
Dados a € K podemos considerar

atat+a+---+a:=n-a.
n vezes
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Definicao 3.3. Um corpo ordenado K é dito Arquimediano quando dados a,b € K,

com a > 0, existen € N tal quen-a > b.

Exemplo 8. O corpo Q dos nimeros racionais é Arquimediano. Vide (LIMA, |1976,
p. 60).

Vide também Apéndice B Teorema sobre a Propriedade Arquimediana dos

numero reais.

Exemplo 9. O corpo Zs = {0, 1} nao é Arquimediano. Para verificar isso, basta

tomarmos 1 € Zo e ndo teremosn € N tal que n -1 > 1.

Definicao 3.4. Um corpo arquimediano e ordenado K ¢é dito completo se todo sub-

conjunto nao-vazio e limitado superiormente possuir supremo.

Para saber mais sobre conjuntos limitados superiormente, limitado inferiormente,
supremo e {nfimo vide Apéndice [B] (FIGUEIREDO] [1996), (LIMA] [2011)) e (LIMA)
1976)).

No Capitulo [ adotaremos outra defini¢do, usaremos sequéncias de Cauchy para
definir corpo ordenado e completo, pois a construgdo dos niimero reais que faremos é

por meio de sequéncias de Cauchy de niimeros racionais.
Exemplo 10. O conjuntos dos nimeros reais é completo.

Isso serd provado no Capitulo [ onde construiremos rigorosamente o conjuntos dos
numero reais.

Veremos no Capitulo {4, Exemplo [24] que o corpo dos ntmeros racionais nao é
completo, mostraremos que existe subconjunto de Q ndao-vazio e limitado superiormente

que nao possui supremo.

3.2 Copias dos conjuntos numéricos em um Corpo Arquimediano

Todo corpo Arquimediano possui uma copia de N, Z e de Q que preserva as ope-
racoes, os respectivos elementos neutros das operagoes, bem como a relagao de ordem.
Vamos analisar nessa secdo como essas copias podem ser obtidas de forma bastante

simples, usando apenas as propriedades de corpo apresentados no inicio do Capitulo [3

3.2.1 Coépiade Nem K

Dado um Corpo Arquimediano (K, +, -, Ok, 1k, <k), em que “ + " é a operagao de

[43 7

adigao, ¢é a operacao multiplicacao , Ox é o elemento neutro da adigao, 1x é o
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elemento neutro da multiplicagdo e “ <k ” é a relacao de ordem definida sobre o corpo
K. E possivel obter uma cépia de N em K. Vejamos!
Sejam as operagoes de Adicao e Multiplicacao sobre K:
Adicao:
+:KxK — K
(z,y) — z+y.

Multiplicagao:

+:KxK — K

(z,y) — z-y.
Seja 1k o elemento neutro da multiplicagao de K, assim definimos

Ix+1x = 2

2k + 1g = (lx + 1k) + 1x := 3k

3k + 1k = (Ixk+1x+ 1g) + 1x =4k

dg +1g = (Ig +1x + 1g + 1) + 1x := 5k

Seguindo o mesmo procedimento, podemos estabelecer

ng =1lg+1lg+1g+ -+ 1g. =n - 1. (31)
n vezes

Além disso, pela Propriedade Arquimediana, dado a = 1k, temos que
n-lg > (n— 1. (3.2)

Assim a partir de[3.1]e[3.2] podemos obter uma cépia de N em K, a qual denotaremos

por
N]K - {1Ka2K73K74K75K7~-}
= {nk;n € N}.

3.2.2 C(Cépiade Z em K

Considere o corpo K como estabelecido na Subsecao [3.2.1 Em K vamos definir

v—yi=a+ (),
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em que —y € o elemento simétrico de y e sua existéncia estd assegurada pelo fato de K

ser um corpo. Em K j4 construimos uma cépia de N,
Nk = {1k, 2k, 3K, 4K, 5k, ---}.

Ora, Og € K, pois é o elemento neutro da adi¢do. Temos ainda que —1k € K, pois é o
elemento simétrico de 1x. Do mesmo modo, —2x € K, uma vez que é o simétrico de
2x. Analogamente, —3x € K, —4g € K e assim por diante, podemos construir uma

copia de Z em K que denotaremos por

Zx = {---,—5k, —4k, =3k, —2k, — 1k, Ok, 1k, 2k, 3k, 4k, 5K, .. }
= {nk;n € Z}.

3.2.3 Cépiade QemK

Mais uma vez considerando o Corpo Arquimediano K como estabelecido na Secao
3.2.1] Em K vamos definir, para yx # 0,
TK _
— = (zx) - (yx Y,
YK

1'é o elemento inverso multiplicativo de yx e, novamente, sua existéncia

em que yx
estd assegurada pelo fato de K ser um corpo.

x . x ) . .
Ora, se K e K, entao K e K, pois todo elemento de K possui elemento simé-

K
trico. Com isso obtemos uma cépia de Q em K, a qual denotaremos por

T

Qx = {K; K, Yk € Zx, ?/K#O}-

Yk

Observe ainda que:

1 1
e Como 1k e 2k, temos que 2¥K € K. Dai, por simetria da adigao, —2£ e K.
K K

5 5
o Como 5k e 3k, temos que 3£ € K. Também por simetria, —% € K. E pelo do
K K

. e oK o .
inverso multiplicativo, temos que 3 € K, bem, como pelo simétrico em relagao
K

5
a adicao que ~E ek
3K
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4 O Conjunto dos Nimeros Racionais

Segundo a BNCC (BRASIL] [2018]) os alunos devem aprender sobre ntimeros racio-
nais desde os anos iniciais do Ensino Fundamental. No 6° ano, no entanto, espera-se
que o aluno tenha contato apenas com nimeros racionais que tenham representagao
decimal finita, deseja-se que eles possam compara-los e representa-los na reta. As ex-
pressoes decimais infinitas e periddicas s6 aparecem no 8° ano do Ensino Fundamental.
Nessa fase de ensino, os alunos devem adquirir habilidades para reconhecer e utili-
zar procedimentos para converter a forma decimal infinita e periédica de uma fragao
(chamada de fragao geratriz) e vice-versa.

Os conjuntos numéricos sao retomados na 1 série do Ensino Médio, esperava-se
que nessa fase do ensino houvesse um aprofundamento maior, visto que os alunos ja
tém mais maturidade. Mas a andlise dos livros diddticos que fizemos, vide [2| Segao
2.2] revela que nas colegoes analisadas, a abordagem nao difere muito daquela feita no
Ensino Fundamental. Portanto, os autores de textos para o Ensino Médio perdem uma
excelente oportunidade de dar um tratamento mais rigoroso aos niimeros reais.

Nesse capitulo definiremos o conjunto Q dos nimero racionais tanto na forma fra-
cionaria, quanto na forma decimal. Além disso, chamaremos a atencao para alguns
cuidados que devem ser tomados ao se definir as operagoes de adicdo e multiplica-
¢ao usando a forma decimal dos niimeros racionais, especialmente quando se trata dos
numeros racionais que tém representacao decimal infinita.

Mostraremos que o conjunto Q apresenta deficiéncias. Ilustraremos com um exem-
plo de conjuntos nao-vazios e limitados superiormente e outro inferiormente que nao

possui supremo e infimo E], respectivamente, em Q. Tais conjunto sao

X={reQr>0e2*<2}

Y={ycQy>0ey> >2}.

Tais demonstragoes serao apresentadas no Exemplo [24] deste capitulo.

1 Para saber mais sobre supremo e infimo consulte a Secio do Apéndice
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4.1 Como as expressoes decimais infinitas e periddicas sao abor-

dadas em livros didaticos e na internet

E nesse momento de apresentar para os alunos do Ensino Fundamental as expressoes
decimais [[] e as fracoes geratrizes que comegam a surgir alguns métodos, meramente
memorizados, para obten¢ao de fragao geratriz de uma expressao decimal. Exibiremos
esses métodos mais adiantes na Subsecao nos Exemplos [13] e [I4 Na Secao
iremos apresentar esses métodos e as explicagdes precisas de como obter as fragoes ge-
ratrizes sem necessidade de memorizagao, bem como obter suas respectivas expressoes
decimais.

Esses conceitos de expressoes decimais infinitas serdo tteis para nés no Capitulo
[0l onde as usaremos para na construgdo dos nimeros reais. Em verdade, como ja
lidamos as expressoes decimais finitas ou infinitas e periddicas, temos que dar sentidos
as expressoes decimais infinitas e nao periddicas faremos isso oportunamente na Secao
0.0l

Vejamos algumas defini¢oes que usaremos nessa se¢ao a respeitos das expressoes

decimais infinitas e periddicas.

Definicao 4.1. Chamamos dizima peridodica simples, toda expressao decimal do
tipo

a07a1a2..-ana1a2-aaana1a2...ana..

em que ag € Z € chamado de parte inteira da dizima periodica, ai,as,---a, €

{0,1,2,--- ,9} e ajas---a, é chamado de periodo da dizima periddica.
Exemplo 11. Sao exemplos de dizimas periodicas simples:
(a) 0,3333---.
Parte inteira: 0

Periodo: 3.

(b) 4,353535- - -
Parte inteira: /

Periodo: 35.

(c) —34,123123123- - -
Parte inteira: -34

Periodo: 1235.

L Na Subsecdo apresentaremos formalmente a definicdo de expressido decimal.
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Definicao 4.2. Chamamos de dizima peridédica composta, toda expressao decimal

do tipo

g, biby - - bsaras - - - AnG1aAs + - ApG1as -+ Ay - - -
em que ag € 7Z € chamado de parte inteira da dizima periddica, by,bs,--- by €
{0,1,2,---,9}, biby---bs € chamado de antiperiodo da dizima periddica,
a,as, - ,a, € {0,1,2,--- .9} e ajas---a, € chamado de periodo da dizima pe-
riddica.

Exemplo 12. Sao exemplos de dizimas periddicas compostas:

(a) 0,04563333 - - -
Parte inteira: 0
Antiperiodo: 0456
Periodo: 3

(b) 4,123353535 - - -
Parte inteira: /
Antiperiodo: 123
Periodo: 35

(c) —34,1034123123123 - - -
Parte inteira: -3/
Antiperiodo: 1034
Periodo: 123

Agora, vejamos como alguns sites da internet apresentam para os leitores os mé-
todos para obtencao de fragao geratriz, uma vez conhecida a expressao decimal do
numero racional. Na Secao [4.2|abordaremos o conjunto dos niimeros racionais e alguns
resultados importantes sobre ele. Por tras desse método esta um importante resultado
que provaremos no Teorema 4.1 que relaciona a forma decimal com a forma fracionario

de um numero racional.

4.1.1 Método encontrado na internet para obtencdo de uma fracao geratriz

Na internet encontramos um método rapido para obtencao da fracao geratriz, uma
vez que se conhece a expressao decimal do nimero racional. Apesar de simples e pratico,
essas formas meramente memorizadas impactam no processo criativo do educando.

Vejamos como é o procedimento:



Capitulo 4. O Conjunto dos Nimeros Racionais 45

Quando se trata de uma Dizima periodica simples o método consiste em co-
locar o numerador igual a parte inteira com o periodo, menos a parte inteira, e no

denominador, uma quantidades de “noves” igual ao niumero de algarismo do periodo.

Exemplo 13. Vamos determinar a fragdo geratriz de cada dizima periodica simples

que segue.
(a) 34,222---
49 —
34,222 .. = 34234 = @
9 9
Parte inteira: 34
Parte inteira com o periodo: 342
Numero de algarismos do periodo: 1
(b) 0,3535---
35—-0 35
0,3535-- - = —— = —.
’ 99 99

Parte inteira: 0
Parte inteira com o periodo: 35

Numero de algarismos do periodo: 2

E se tivermos uma Dizima periodica composta?

Nesse caso o numerador serd encontrado fazendo a subtragdo entre niimero formado
pelos algarismos da parte inteira, os algarismos do antiperiodo e os algarismos do
periodo (sem a virgula) e o nimero formado pela parte inteira e os algarismos do
antiperiodo, também sem a virgula. No denominador, também colocamos tantos noves
quantos forem os algarismos do periodo, entretanto, temos que colocar um zero para

cada algarismo do antiperiodo.

Exemplo 14. Vamos determinar a fragao geratriz de cada dizima periodica composta

que seque.
(a) 1,3222---

132 -13 119
1,3222 = ——— = —.
3 90 90

Parte inteira: 1

Parte inteira com o periodo: 13
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Numero de algarismos do periodo: 1

Numero de algarismos do antiperiodo: 1

(b) 4,1233535- - -

41235 — 4123 408212
4,12 cee = = .
, 1233535 99000 99000

Parte inteira: 4
Parte inteira com o periodo: 4123
Numero de algarismos do periodo: 2

Numero de algarismos do antiperiodo: 3

Estes métodos apresentados nos Exemplos e [14] apesar de serem eficazes na
obtencao das fragoes geratrizes, sao extremamente ineficazes quando se pretende gerar
interesse no aluno, pois sdo métodos totalmente memorizados, fazendo com que o aluno
nao veja sentido e correlagoes com assuntos ja estudados, como por exemplo, equagoes
de primeiro grau que podem ser usadas para obtencao das fragoes geratrizes, como
poderemos conferir nos Exemplos [16] e [I7] Nesse capitulo, Se¢ao iremos justificar
o porqué deste método funcionar, além de generalizar esse resultado.

Sem maiores explicagoes, é dito também nos livros didaticos, e amplamente divul-
gado pelos professores, que toda fragao com numerador e denominador inteiros possui
uma representagao decimal finita ou infinita e periédica (dizima periddica). Mas o que
assegura que essas representagoes de fato sao dessa forma? Ou seja, como garantir que
dada uma fragao, com numerador e denominador inteiros, denominador diferente de
zero, sua representacao decimal seja finita ou infinita e periddica?

Além disso, como assegurar que vale a reciproca desse resultado, isto é, dada uma
expressao decimal com representacao finita ou infinita e periddica, o que nos garante
que é possivel expressi-la em forma de fracdo com numerador e denominador (nao
nulo) inteiros?

Apesar dessas explicagoes serem omitidas na maioria dos livros didaticos, ela é
extremamente simples e totalmente compreensivel pelo aluno do Ensino Basico. Na
proxima secao também traremos essa explicagao com foco no professor do ensino basico,

esperando que ele adapte tais explicacoes para que fique inteligivel aos seus alunos.

4.2 Definicoes de QQ e representacao decimal

Nessa se¢ao vamos apresentar o conjunto QQ em suas duas representagoes (fraciondria

e decimal, mostrando que elas sdo equivalentes), além de justificar e generalizar os
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métodos usados no ensino basico para obtencao da fragdo geratriz de uma dizima
peridédica, bem como, obtencao da expressao decimal, uma vez conhecida a forma
fracionaria do nimero racional.

O conjunto dos niimeros racionais Q é construido por meio do conjuntos do niimeros
inteiros Z. Pode ser considerado como o conjunto dos elementos que podem ser escritos
na forma de fracdo com numerador e denominador inteiros e denominador diferente de
zero. Tal conjunto ¢ construido por meio de classes de equivaléncias de pares ordenados

de ntimeros inteiros, para saber mais vide Secao do Apéndice [A]

Definicao 4.3. O conjuntos dos nimeros racionais ¢ definido por

Q:{x:“- a,bEZ,b;«éO}.

57

O Teorema [4.1] que apresentaremos a seguir justifica aqueles métodos de obtencao
de fragao geratriz apresentados na Secao [4.1) bem como a expressdo decimal uma vez
que se conhece a forma fracionaria. Julgamos imprescindivel que o professor do ensino

fundamental e médio tenha conhecimento dele para que possa justificar os métodos

para seus alunos.

Teorema 4.1. Um niumero é racional se, e somente se, tem uma representacao decimal

finita ou infinita e periodica.

Demonstragcao. Suponhamos, inicialmente, que o nimero seja racional, dai pela Defi-
nicao ele pode ser escrito na forma %, com a e b inteiros e b # 0.

Sem perda de generalidade, podemos tomar a > 0 e b > 0, pois 0s casos em que
a<0eb<0,a<0eb>0ea>0eb< 0saoandlogos e o caso em que a = 0 ¢ trivial.
Pelo Teorema da Divisdo de Euclides (TDE) (vide Apéndice [C| Teorema [C.2)), o qual
podemos conferir também em (MILIES; COELHO, 2006), (HEFEZ, 2016) e (VIEIRA,

2020), existem dois inicos nimeros inteiros ¢ e r tais que

a=0bq+ry, 0<ry<hb.

. a p , . . . -
Se rg = 0, entao — = ¢, que é um nimero inteiro e possui uma representacao
) b )
decimal finita.

Se rg # 0, entdo, pelo TDE, existem tnicos ¢, e r; inteiros tais que,
10ry = bq1 + 7y, 0<ry<hb.

a
Se r; = 0, entao 7= q,q1, que possui representacao decimal finita.

a
Se r1 = rg, entao 7= 4,91q1q1 - - -, que é uma dizima peridédica de periodo ¢;.
Ser; #0, 1 #rj,i# j,iej € {0,1} entdo pelo TDE, existem tnicos ¢z € 72

inteiros tais que,

10r; = bQQ+T2, 0<ry < b.
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a
Se ro = 0, entao 3 = @, q1q2, que possui representacao decimal finita.

. a p .. ST
Se ro = ry, entao ;= q,91G9292q2 - - - , que ¢ um dizima peridédica composta de
periodo ¢s.
. a , ;. T P
Se ry = 19, entao — = ¢, q1q2q1G2 - - -, que € uma dizima periédica de periodo g1¢s.
Ser; #0,r, #rj,1# j,iej€{0,1,2} entdo, pelo TDE, existem tnicos g3 e 73
inteiros tais que,

10ry, = bQ3—|—7”3, 0<r3<hb.

a
Se r3 = 0, entao 3 = ¢, q1G2q3, que possui representacao decimal finita.

- a ; ;. ST
Se r3 = ry, entao ;= 19293G3q3 - - -, que é uma dizima periédica composta de
periodo g¢s.
a
Se r3 = ry, entao 7 = G N%Pasegs; que ¢ uma dizima periédica composta de
periodo g2qs.
~a ; ;- T ;
Se r3 = 19, entao 5 = ¢ NP200ggs -, que € uma dizima periédica de periodo

q19293-

E assim por diante: se r; # 0, r; #rj, i # j,ie j €{0,1,2,3,--- ,n— 1}, entdo,

pelo TDE, existem tnicos b, e r, inteiros tais que
10ry,_1 = bqb + 7, 0<mr,<b.

Mas, note que existem apenas b possiveis restos  distintos, pois
ri € {0, 1, 2, 3, ---, b— 1}, assim pelo principio das gavetas de Dirichlet (vide Apén-
dice [C] Teorema|C.2) que também podemos conferir em (NETO,[1991) e (MORGADO;
CARVALHO JOaO BOSCO PITOMBEIRA, 1991)), 7, deve ser igual a algum r;, e,

portanto,
a
5 =4, 019243 " - - 459jo+1950+2 * * - Djo+1950+2 " " qb "+ °

que é uma dizima peridédica de periodo gj,+1Gjo+2 - - - G-

Reciprocamente, suponhamos que o nimero a tem uma representacao decimal finita

ou infinita periédica. Ou seja,
a = Gg,a1G2 - - - ap

ou
a:@O,b1b2...b8a1a2...aka1a2...akala2...ak...
com ag € Z, ay,as, -+, ar € {0, 1, 2,..., 9} e by, by, -+ by € {0, 1, 2,...,9}.
No caso em que a = ag, aias - - - a,, basta fazer

apga1ag * -+ * Ap

10" ’

a = agp, a1G2 * -+ Ap =
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como agaias - - - a, € Z e 10™ € Z, concluimos que a é um numero racional.

No caso em que a = ag, b1bs - - - bsaias - - - agaias - - - agaias - - - ag - - -, temos
a = ag,biby -+ -bsajas - - apaias - apaias - ag - (4.1)
& 10°a = agbiby - - - bs, ajas - - - apaias - - apaiag - A - (4.2)
& 105"%a = agbyby - - - bsayas - - - ay, aras - - - agaias - - g - - - (4.3)

De (4.2) e (4.3), temos
10°7%a — 10%a = agbyby - - - beajasg - - - A, Q109 -+ ApA1Qg - Q) - - -
—agbiby - - - by, a1as - - - ARa1as - - - ApA1As - - A - - -
& 1057%a — 10%a = agbyby - - - bsaqag - - - a, — aghybsy - - - by

= a (105+k — 105) = agb1by - - - bsajas - - - ay, — agbiby - - - by

aoblbz corbsarag - ap — Goble -+ by
105tk — 108

Sejam p = agbiby - - - bsayas - - - ar — aghiby -+ - by € ¢ = 1057% — 10%, como p e ¢ sdo

nimeros inteiros e ¢ # 0, entao
a:a/O,ble...bsalaz.--aka1a2-..akala2...ak-..
¢ um numero racional.

Note agora que, o nimero

a0b1b2 e bsalag e — aoblbg s bs
= 4.4
“ 105tk — 10¢ (4.4)

é fracao geratriz da expressao decimal

a = ag,biby -+ -bgaras - - apaiag - Apa1g -+ - Qg - (4.5)
[ |

Vejamos ainda que nessa expressdo 1.4 o numerador dessa fracio é dado pela
diferenca entre o nimero composto pelos digitos da parte inteira, do antiperiodo e
do periodo da dizima peridédica e o nimero composto pelos digitos da parte inteira e
do antiperiodo da dizima periédica (tudo sem a virgula). Enquanto o denominador é
formado por 1057% — 10° que é um ntimero composto por k digitos “nove” seguido de

s digitos “zeros”.
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Exemplo 15. Vamos determinar a fracdo geratriz da expressio decimal
23, 345565656 - - - .

Usando a expressao [{.4) que deduzimos anteriomente, temos

2334556 — 23345

103+2 _ 103
2311211
10° — 103
2311211
99000

23,345565656 - - - =

Perceba que esse Teorema [4.1] justifica aquele método que foi apresentado na Secao
4.1] Exemplos [11], e mas percebemos aqui que apenas com manipulacoes

algébricas o aluno pode obter qualquer fragao geratriz sem precisar memorizar diversas
regras desnecessarias.

Vejamos a seguir exemplos de como obter a fragao geratriz de uma dizima periédica
usando esse método que acabamos de demonstrar. Mas nao iremos utilizar essa ex-
pressao, mas sim fazer as devidas manipulagdes nas expressoes para obtermos a fragao
geratriz. Tais manipulagoes sdo andlogas aquelas feitas na demonstracao da reciproca

do Teorema [4.1I mas aqui nos préximos exemplos, aplicaremos aos casos particulares.

Exemplo 16. Vamos determinar a fracao geratriz de cada dizima periodica que se

seque.

(a) 1,3222---

Seja,

a = 1,3222--
= 100 = 13,2222
= 100a = 132,222---
= 100a — 10a = 132 —13

= 90a = 119
N 119

a = —

90

(b) 4,1233535- - -
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Seja,

a = 4,1233535---
= 1000a = 4123,3535---
= 100000a = 412335,35---
= 100000a — 1000a = 412335 — 4123

= 99000 = 408212
408212

=% = 59000

Vejamos que em cada caso o resultado confere rigorosamente com o método apre-
sentado na Secao [£.1], Exemplos [T} [12] [13] e[14] mas a vantagem desse método exposto
aqui é que o aluno e o professor podem justificar o porqué de sua validade, indo muito
além de memorizar formulas sem saber de onde vém, tornando a aprendizagem muito

mais significativa e atraente.
Exemplo 17. Vamos mostrar que 0,9999... = 1.

Seja
x =0,99999..., (4.6)

multiplicando toda equacao por 10, obtemos
102 = 9, 99999... (4.7)
Subtraindo membro a membro as equacoes e [4.6] obtemos

10z —x = 9,99999... — 0,99999...

=9 = 9
=z = L
Esse resultado de que 0,99999 - -- = 1 soa bastante estranho para muitas pessoas,

pois elas nao sao acostumadas a lidar com infinito, sem contar que aprendem (equivo-
cadamente) que se a parte inteira um nimero decimal a é maior que do a parte inteira
de um ntmero decimal b, entao o nimero a é maior do que o nimero b. Mas isso nem
sempre ¢é verdade quando tratamos das representacoes decimais infinitas. Pois, como
vimos no Exemplo [I7], a parte inteira do ntimero 0,99999--- é menor do que a parte
inteira do niimero 1, nem por isso, temos que o niimero 0,99999 - - - é menor do que o
numero 1.

Essa representacao usando a expressao decimal de um niimero que apresentaremos
a seguir, Subsegao [£.2.1] serd ttil no Capitulo [] quando formos fazer o completamento
do conjunto dos niimeros racionais por meio das expressoes decimais infinitas e nao

periodicas.
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4.2.1 A equivaléncia entre Representacao Decimal e fracionaria

Como demonstramos no Teorema [4.1], todo niimero racional possui uma representa-
¢ao decimal finita ou infinita e peridédica. Dessa forma podemos representar o conjunto

dos ntimeros racionais por meio de sua expressao decimal.

Definicao 4.4. Chamamos de expressao decimal em um corpo K, toda expressio

do tipo
U TR A <
g, G102 Qp, = ag + 10! + 102 + + Ton + ;:) 107"

em que ag € Zg e a; € {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}, para i > 0. Se existir ng € N, tal
que n > ng implique a, = 0, diremos que é uma expressdo decimal finita, caso

contrario, expressao decimal infinita.

A principio, a definicao serd apenas formal, pois o limite e a soma parcial tem que
existir. E claro que, nem toda expressio decimal dessa forma representa um nidmero
racional. Pois, pelo que provamos no Teorema [4.1} para que essa expressao represente
um numero racional é preciso que ela seja finita ou infinita e periédica. Isso nos da

subsidios para apresentarmos uma definicdo de Q por meio de sua expressao decimal.

Definicao 4.5.
Q= {Z %i, ag € Z,a; € {0,1,---,9}, i > 0; a representagio decimal € finita ou pem’o’dica} :
i=0

Se tivermos uma expressao decimal finita, significa que existe ng € N tal que a

partir desse indice todos os termos serao nulos. Ou seja,
n>ng=a, =0.

Como foi provado no Teorema [£.1] as defini¢oes e sao equivalentes. Isto é,
todo niimero racional possui uma representacao fracionéaria e cada nimero fracionario
possui uma representacao decimal. Vale ressaltar que essas representagoes nao se dao
de forma tnica, ou seja, um mesmo racional pode apresentar mais de uma representagao

fracionaria e também mais de uma representagao decimal.

Exemplo 18. Vamos apresentar uma representacao decimal distinta para cada nimero

racional que seque:

(a) 23,16

Podemos tomar a representagcdo decimal 23,15999--- € fdcil provar que
23,16 = 23,15999 - - - , pois é andlogo ao Exemplo [17
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(b) —45,789

Podemos tomar a representacio decimal —45,788999 - --. Também é andlogo ao
FExemplo (17 provar que —45,789 = —45,788999 - - - .

O Teoremal[4.1]justifica como fazer a conversao de um formato no outro sem precisar

memorizar féormulas. Além disso, esse método apresentado no Teorema [4.1] nos casos

particulares pode ser plenamente abordado com o aluno do Ensino Basico.

Exemplo 19. A expressao decimal 3,456 € finita.

Pela Definigao [4.4], temos

4 5 6
3’456:3+E+TW+TW”
e é claro, que
SR N N P A A S
10 102 103 10 102 103 10* 105 106

que a partir do 5° termo tem todos os demais nulos.

Exemplo 20. Vamos determinar a expressio decimal de cada niumero racional que

seque.

(a) 3,454545 - - -

4 5 4 5
3454545 =34+ — 4+ — + — 4 . ——
’ - 10 T 102 * 103 T 1020 N 102+t

(b) —2,467

4 6 7 0 0
2467 = — (24 — 4 — 4+ — 4+ — 4 — 4 ...
467 <+1O+102+103+104+105+ )

S
a 10 102 103

Exemplo 21. Vamos mostrar usando expressoes decimais infinitas que

0,99999-.. =1.
Podemos reescrever 0,99999 - -+ como uma soma de infinitos termos em progressao
geométrica:
0,99999--- = 0,9+ 0,009 + 0,0009 + 0,00009 + - - -

9.9 9 9 9
10 102 103 104  10°
> 9

10

n=1

Y

4o
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9 9 9 9 9 ,
Ora, o limite da soma — + 102 + 10 + 107 + —+ - quando o numero de parcelas
tende a infinito (vide Apendzce @ Coroldrio @ é
99
_ 10 _ 10 _
S = =9 = 1.
1— - =
10 10
Exemplo 22. A expressio decimal infinita
0,1010010001 --- =0+ ! + ! + ! + ! + 1t +
’ 100 103 105 10 10552
nao € racional.
Demonstragcdo. Suponhamos por absurdo que 0,1010010001 - - - seja racional. Como

este numero nao tem expressao decimal finita, precisa, necessariamente, ter uma re-

presentagao decimal periddica, pelo que foi provado no Teorema [4.1]

Digamos que o periodo dessa expressao decimal seja composta por n digitos: ajasas - - -

Note ainda que a; € {0,1}, 0 < i < n. Além disso, nao poderiamos ter
ap =ay=az=---=a, =0,

pois o periodo dessa expressao decimal deve conter o digito 1.

Por outro lado, a quantidade de zeros entre dois digitos 1 cresce em P.A. de razao 1,
portanto é possivel obter uma sequéncia de m zeros consecutivos entre dois digitos 1,
com m > n. O que é um absurdo, pois o periodo dessa expressao decimal deve conter

o digito 0 e o digito 1. Consequentemente, a expressao decimal de
0,1010010001 - - -

nao é periodica, portanto, nao se trata de um nimero racional.

4.3 |ndo além do Ensino Basico

E imprescindivel que o professor saiba mais do que meramente o contetido do qual
vai ministrar suas aulas. Quanto mais o professor souber de determinado conteudo,
melhores serao as explicacoes que dara aos alunos. Nesse sentindo, essa segao visa
instigar os professores a irem além dos conceitos ensinados no Ensino Basico, pois certos
assuntos s6 sao compreendidos em sua totalidade com conceitos mais sofisticados da
Matematica.

Esse conceito de supremo e infimo serd relevante para compreendermos as defici-
éncias do conjunto Q e compreendermos a importancia da completude de R, o qual

estudaremos mais profundamente no Capitulo [0
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Consideremos as seguintes expressoes decimais que, sem perda de generalidade,

consideramos nao negativas:

T = ap
To = Qg+ — 101
r3 = ao+ — 10 +1T]2
an—1
T, = a9+ — 10 +1T)2—I— -+ Ton-1
n—1

_ Zladz a € Zy, a;€{1,2,3,...,9},i>1

Agora consideremos o conjunto
X =A{xy, xo, x3, ..., Tpy ... }

donde vemos que X C Q.

Vamos pensar um pouco mais sobre esse conjunto X por meio de duas perguntas:

1. X é limitado B

2. Existe sup X7

Observacao 4.1. Estamos trabalhando com sup X, pois tomamos ag > 0, se tivésse-

mos considerado ay < 0, trabalhariamos com inf X.

A resposta da primeira pergunta é sim. De fato,

> q, a " a;
R et o> L ., VnéeN
ngl o+ or +102+ T —;)10@ e
is tod las d < + — + g dny > 20 na ti L
0O1S todas as parcelas de { a — — e Sa0 Nao negativas. 0go
D p 0 10 102 o g go,

o0

a;
Z W é cota superior desse conjunto X, donde concluimos que ele é limitado supe-

rlormente. Claramente, X também é limitado inferiomente por ag, ou seja, para todo
r € X, tem-se ag < .
E quanto a segunda pergunta, existe supX = S7 Se existir, entao

o0

i=0
Para vermos isso, devemos mostrar que: Ve > 0,3z, € X; 2. > S —¢

e

ane
T = 2% T
=
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Figura 12 — Existéncia (ou nao) de supremo em Q

S—¢ xn£ S
] ]
| | [

Fonte: Autores, 2023

Como provar que n. existe nas condi¢des dadas acima? Informalmente, queremos

encontrar n. € N tal que

Ne . © . e . e 0 Qa;
Zzi>z Zi_gjzzi>z Zi—i_z Zi_g
— 10 =10 =10 = 10 a1 10
= 0> ) ——c¢
i=ne+1 101
= &> i %~
€ . )
i=nes+1 ]'OZ
Mas, temos que
i Q; _ Ane4+1 QAp 42 QAn 43 ..
i1 10¢ 1071~ 10net+2  1(Qnet3
9 9 9
< + + + .-

T T T

9 ( 1 N 1 N 1 N >
107 \10 102 103
1
10me”

Agora, basta provar que

1
3 € Nvi < )
Ne € 107- g

1
0 que equivale a mostrar que lim Ton = 0. Ou seja, Ve > 0,dng € N;
1
n>n0:>'10n—0‘<5

Mas, Sabemos, pela Propriedade Arquimediana dos nimeros reais (vide Teorema |B.2))
que,

Ve >0,dn. n. > —loge.
2 Para saber mais sobre conjunto limitado e supremo, vide Apéndice [B| DefinicSes e
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Basta tomar

1
ne > —loge = —n.log 10 < loge = log 107" < loge = log () < loge

107
= ’ ! O' <
— €.
107
> a
Portanto, concluimos que o supremos s6 existe em Q se Z ﬁ for finita ou infinita
n=0
e periddica.
Note que essa sequéncia
oo
Qp aq a2 Qp
=gt b b e L
Z;) 1m0t 102 10m

s6 faz sentido até agora se for periddica (ou se for finita), ou seja, se o nimero resultante
dessa expansao decimal for racional, pois ainda nao caracterizamos o corpo dos niimeros

reais.

4.4 Os cuidados com a definicdo de adicao e multiplicacdo usando

representacao decimal

Utilizando a representacao decimal nao é facil definir as operagoes de adicao e
multiplicagao em Q, especialmente quando envolvem ntimeros racionais com represen-
tacdo decimal infinita. Vamos pensar um exemplo simples, somar 2,34343434... com
35,015555555..., em que o primeiro é uma dizima periddica simples cuja parte inteira
é 2 e o periodo ¢ 34, enquanto o segundo é uma dizima periédica composta cuja parte

inteira é 35, o antiperiodo é 01 e o periodo é 5. Dai calculando a soma, temos:

35,01555555...
+2,34343434...
37,35898989...

que é uma dizima periddica composta, cuja parte inteira ¢ 37, o antiperiodo é 35 e a
periodo é 89.
Claramente, nao teriamos essa mesma facilidade se tentassemos efetuar a soma

abaixo

47,9688888...
+65, 3434343...

a dificuldade se da por conta de que o algoritmo que nos conhecemos é aplicado da

direita para esquerda, enquanto o desenvolvimento dos niimeros se da esquerda para
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direita, assim apenas em casos particulares é possivel efetuar as operagoes. Essa mesma
dificuldade ocorre no caso da multiplicagdo e pelo mesmo motivo.

O fato é, que no caso geral, como afirma (LIMA; MORGADO; AL, [2016), dado
a = ag,a102030405... € 3 = by, bibabsbsbs... com ag e by € 7Z, ai,as,as,ay, -+ €
{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} € by, by, b3, by, - € {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} é impossivel efetuar
as operagoes o+ 3, a.- e g, (B8 #0), com todas as suas casas decimais.

O que podemos fazer é tomar n € N e considerar as aproximagoes de o, =
ag, 10203...0, € B, = by, bibabs...b,. Dali, os nimeros racionais o, + 5,, an — Bn,

Ay . ~ « .

Q, - B, € — sdo aproximagoes para a+ 3, a — 3, a- [ e B’ respectivamente.
n

E 6bvio que, quanto maior for o valor n, melhores sdo essas aproximagoes.

4.5 As deficiéncias de QQ

Vamos adotar uma interpretacao geométrica dos niimeros racionais em uma reta r,

marcando dois pontos, 0 0 e o 1.

Figura 13 — Marcando ntimeros racionais na reta

0 1 T

Fontes: Autores, 2023

De acordo com (FIGUEIREDO, |1996) Para marcarmos os nimeros inteiros, basta
tomarmos o segmento de extremidades 0 e 1 como unidade. A marcagao dos ntimeros
racionais se da tomando as subdivisoes adequadas da unidade adotada. Dado um
numero racional sobre a reta, podemos tomar um outro racional tdo proximo quanto
se queira, basta para isso, adotarmos subdivisdes da unidade cada vez mais finas.

Esse fato nos levar a querer pensar que os nimeros racionais completam toda a reta,
isto é, que para cada ponto da reta existe um nimero racional. Mas os pitagoricos ja
sabiam que isso nao é verdade, pois tomando um triangulo retangulo isésceles com
cateto de medida 1 a hipotenusa h nao é racional, ou seja, tragando uma circunferéncia
de centro em 0 e raio 1, obteremos um ponto P da reta que ndo corresponde a um
nimero racional (vide Figura [14)).

Decorre diretamente do Teorema de Pitagoras que
R=1+1"=h=2

Mas nao existe nimero racional algum, que satisfaca essa condigao.
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Figura 14 — Teorema de Pitédgoras

Fonte: Autores, 2023

Exemplo 23. Vamos mostrar que /2 ndo é um nimero racional.

Com efeito, suponhamos por contradicao que exista um ntmero racional satis-

fazendo a essa condicdo, ou seja, existe um racional da forma =, p,q,€ Z, q # 0,
mdc(p,q) = 1 tal que

2
(p) :2:>p2:2q2.
q

Logo, pelo principio da transpositividade (vide (FILHO) 2016))) p? é um nitimero par,
o que implica que p é par, isto é, existe k € Z, tal que p = 2k. Portanto,

4k* = 2¢* = ¢* = 2K%

Logo, analogamente, ¢> ¢ um ntimero par, o que implica que ¢ é par. Assim, mdc(p, q) >
2, 0 que é um absurdo. Portanto, /2 é irracional.

Portanto, nao existe nimero racional cujo quadrado seja igual a 2. E com raciocinios

analogos, podemos determinar diversos pontos da reta que nao correspondem a nimero
racional algum, o que indica uma deficiéncia do conjunto Q.

O exemplo que se segue ilustra bem esse deficiéncia de Q, no qual exibiremos
dois conjuntos, um que nao possui supremo EI (apesar de ser nao vazio e limitado

superiormente@ em Q e outro que nao possui infimo E] (apesar de ser nao vazio e
limitado inferiormente@ em Q.

No Capitulo [6] veremos que nesses conjuntos algumas sequéncia de Cauchy nao

sao convergentes e faremos o completamente de R utilizando sequéncias de Cauchy
3 Vide Apéndice |B| Defini¢io
4

Vide Apéndice [B| Definigéo
Vide Apéndice |B] Definigao
Vide Apéndice [B} Definicao |B.6}

(o2
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de ntimeros racionais. Mas enquanto nao temos ferramentas para trabalharmos com
sequéncias de Cauchy iremos apresentar as deficiéncias de Q baseado nos conceitos de

supremo e infimo.

Exemplo 24. Sejam X = {zx € Q;z > 0ca? <2} e Y ={y € Q;y > Oey® > 2}.

Vamos mostrar que nao existe sup X, nem inf Y em Q.

Demonstracdo. As defini¢oes de supremo, infimo, elemento maximo e elemento minimo
foram feitas no Apéndice [B], Definigoes [B.1] [B.2] [B.§| e [B.9] respectivamente.
Note que X C [0,2], pois x > 2 = 2? > 4 = x ¢ X. Isso significa que X é um

conjunto limitado de ntimeros racionais. Por outro lado, Y C (0,400), ou seja, Y é
limitado inferiormente. Para mostrarmos que nao exitem sup X nem inf Y provaremos
antes alguns resultados:

A) O conjunto X ndo possui elemento mdximo.

De fato, dado =z € X, existe, pela Propriedade Arquimediana E| dos ntmeros raci-
2

onais, r € Q, tal que r < 1lel <1r < , pois 2 — 22 > 0e2x+1 >0, daf

) 20 + 1
2—z
1 > 0. Note que z +r € X. Com efeito, de r < 1 segue-se que r? < r e de
x
2
0<r< segue-se que r(2x + 1) < 2 — 2%
2z +1 & d (e +1)

Por outro lado,

2+ 2xr + 1?2
22 +r(2r+1)
< 224+2-—22

2.

(z +71)?

Assim, (z+71) € X, z+r > x, pois r > 0.

B) O conjunto Y nao possui elemento minimo.
2

De fato, dadoy € Y, temos y > 0 e y? > 2, dai 2y > 0 e y>2—2 > 0, logo, y27— >0
Y

Entao, pela propriedade Arquimediana dos niimeros racionais, existe r € Q tal que

y? —2

0<r< =r <y’ —2=y*—2ry > 2.

Logo,
(y—r)2 =o? —2yr + 12 > y? — 2ry > 2.

7 No Apéndice [Bftratamos da Propriedade Arquimediana dos néimeros reais, mas vale também para

0s numero racionais
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Por outro lado,

y* -2

= ry<y?—2
2y

= ¥ —2ry—2>0

= y<r—vri+2ouy>r+Vvr2+42

Note que r — vr2 +2 < 0, mas y > 0, entdo teremos apenas y > r + v/r2 + 2. Além
disso, como /72 +2 > 0, implicay >r. Daly —r € Y.
C)Sexe X ey€eY, entiox <y.

De fato, temos

?<2<y? = 22<y? comz,y>0

= r<y.
Por contradigao, suponhamos que
supX =a,a>0eacQ.

Nao podemos ter a? < 2, pois obrigaria a € X, entdo a seria o elemento maximo de
X. Mas ja provamos em A) que X nao possui elemento maximo.
Além disso, ndo podemos ter a®> < 2, pois se isso ocorresse terfamos a € Y, como
Y néo possui elemento minimo (pelo fato B), deve existir b € Y tal que b < a. Porém,
pelo fato C), © < b < a o que contradiz o fato de que sup X = a.
Por fim, s6 resta a®> = 2 o que implica a = v/2. Mas ji mostramos no inicio dessa
secao que v/2 ¢ Q. Portanto, X nao possui supremo em Q.
De modo analogo se mostra que que nao existe, em Q, inf Y.
[ |

Nesse trabalho nao faremos a construcdo dos nimeros reais usando as ideias de
supremo e infimo, apesar de existir uma construcao que utiliza cortes de dedekind
baseado nestes conceitos para constru¢ao de R. Para saber mais vide (SPIVAK]| 1999
p. 509).

4.6 O que é nimero para nos

A ideia de ntimero remonta de milhares de anos antes de Cristo. Ha cerca de
2000 anos A.C os babilonios ja utilizavam sistema de numeragao de base sexagesimal
posicional, os egipcios ja fazia uso de um sistema de numeracao decimal nao posicional.
Apesar de hoje parecer um conceito bastante trivial, o formulagdo precisa de conceito
de niimero levou muitos séculos, vindo a ser finalizada apenas no século XIX como

aponta (FERREIRA] [2013).
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Segundo (BOYER, |1974) as fragoes sao utilizadas desde o Antigo Egito, na época
da idade do bronze. Os gregos, por exemplo, também as usavam, mas nao entendiam
fragdes como niimeros e sim como razoes entre nimeros, como afirma (FERREIRA|
2013). Os gregos, por exemplo, como vimos anteriormente descobriram o niimero V2
que nao pode ser coloca na forma de fragao.

Apesar do conceito de nimero ser muito antigo, nao é simples definir precisamente
os conjuntos numéricos e muitos autores ainda cometem alguns deslizes, como vimos
no Capitulo

E muito comum nos livros didaticos de Ensino Médio (Ensino Fundamental tam-
bém), bem como em sites da internet, se definir um ntmero racional como quociente
de dois niimeros inteiros, como denominador nao nulo e, em seguida, definir se nimero
irracional com sendo um ntmero que nao é racional. Por fim, definem o conjunto dos
numero reais como a uniao de dos racionais com os irracionais.

Segundo (LIMA; MORGADO; AL, 2001) h&d uma falha nessa defini¢ao, pois até o
momento se conhece os nimeros naturais, inteiros e racionais. Note que, o conceito de
numero real esta sendo usado para se definir nimero irracional, sem que antes tenha
se definido o que é um numero real.

O entendimento informal de niimero real que temos é de que se trata de expressoes
decimais infinitas, que podem ser periddicas ou nao. Ou sejam, é toda expressao

decimal do tipo

a = a/(]’ a1a2a3a4 o .. an ...
= ap+0,a; +0,0as + 0,00as 4+ 0,000ay4 + - - -+ 0,000 - - - O0a, + - - -
aop ai as as ay G,
= b

109 10 102 10% = 10% 107
_ 53 ai
= 107
com ag € 7Z € ay,a9,a3,a4, " 0y, -+ € {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}. Quando « admitir

uma representacao decimal finita ou infinita e periédica entendemos se trata de nimero

racional, caso contrario, de niimero irracional.
Exemplo 25. (A) A expressio decimal
23, 454545...
é um numero real racional.

(B) A expressio
3, 14159265...

que representa a expressio decimal de m é um nimero real irracional [

8 A irracionalidade do niimero 7 foi provada no século XVIII pelo matematico suico Johann Heinrich

Lambert (1728-1777).
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(C) A expressao decimal
1,101001000100001...

€ um numero real irracional.

As expressoes decimais nem sempre pertencem ao conjuntos dos niimero racionais.
Apenas aquelas que sao finitas ou infinita e periddicas pertencem a Q. Mas ao conjunto
dos niimeros reais todas elas pertencem.

O que falta em Q para que seja completo é a convergéncia das expressoes decimais
infinitas e nao periédicas. Entao daremos sentido a essas expressoes para fazermos o

“completamento” dos racionais.
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5 Sequéncias de Nimeros Reais

Nesse capitulo estudaremos as sequéncias de nimeros reais. Veremos os principais
resultados acerca de limite de sequéncia, subsequéncia, sequéncia limitada e sequén-
cia de Cauchy. As sequéncias de Cauchy definiremos também no corpo Q, pois na

construgao de R que faremos no Capitulo [f] utilizaremos sequéncia Cauchy em Q.

5.1 Sequéncias e os principais resultados que precisaremos

Definicao 5.1. Chama-se sequéncia de numeros reais uma funcio x : N — R,
que associa a cada numero natural n um numero real x,, em que T, € 0 N-€simo

termo da sequéncia ou termo geral da sequéncia.
Notagoes:
1. (z)
2. (z1, T2, T3y ooy Tpy .. )

Nesse Capitulo [5| usaremos a primeira notagao para indicar uma sequéncia de niime-
ros reais, mas no Capitulo [6] usaremos a segunda notagao, que serd mais conveniente.
Vejamos a seguir alguns exemplos de sequéncias de niimeros reais, expressas por

meio do termo geral.

Exemplo 26. Sao exemplos de sequéncia de nimeros reais:

1.z, =(=1)"
2
1
2. 1, = ol
n? — 100

3. Vamos agora pensar na sequéncia abaixo:

T =
To=3,1
r3=3,14

x4 = 3,1415
x5 = 3,14159

T, ¢ a aproximacao racional de 7 com n casas decimais.
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r1 = 3
Ty =
xr, ¢ a aproximacao racional de 7 com n casas decimais.

Nos itens (1) e (2) as sequéncias sdo definidas por expressoes mateméticas fecha-
das, isto é, dependem apenas de n e cada termo da sequéncia pode ser determinado
meramente substituindo o valor de n na expressao. No item (3) a sequéncia ndo possui

uma expressao matematica fechada.

Definig¢ao 5.2. Diremos que (x,,) é uma sequéncia limitada inferiormente, quando

existe ¢ € R, tal que x, > ¢ para todo n € N.

Definicao 5.3. Diremos que (x,) € uma sequéncia limitada superiormente,

quando existe ¢ € R, tal que x, < ¢ para todo n € N.

Defini¢ao 5.4. Diremos que (x,) € uma sequéncia limitada, quando ezistirem os

numeros a e b reais tais que a < x,, < b, para todo n € N.

A Deﬁnigéonos diz que todos os termos da sequéncia (x,,) pertencem ao intervalo
[a,b]. Mas todo intervalo [a, b] estd contido num intervalo da forma [—K, K], K > 0.
Basta tomar K = max{|al, |b|}, dai =, € [~ K, K], o que é equivalente a |z,| < K.

A Definigao |5.4]ainda nos diz que se (z,,) é limitada, entdo existem os nimeros reais
a e b tais que x,, > a, o que implica que (z,) é limitada inferiormente. E por outro lado,

n < b, 0 que implica que (z,) é limitada superiormente. Portanto, se (z,) é limitada,

pelas Defini¢oes e implica que (x,) é limitada superiormente e inferiormente.

Exemplo 27. Vamos mostmr que a sequéncia das somas parciais de uma expressao
decimal i ta 1, az 7
ecimal infinita x a0+ 10 L 102 + o+ Tt

{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}, € limitada.

Ap—1
em que ay € Z € a1,09,...,0n_1 €

Demonstrag¢io. Devemos mostrar que existe K € R, K > 0, tal que |z,| < K. De fato,
pela desigualdade triangular (vide (LIMA, [1976)), obtemos

— et An—1
’JJn’ = CLO+ 10 + 102 + e+ 10”_1
< _z 0
= |a°|+‘101 102 ’103 1on ]
< | |+ ot S
a PR
= 70 102 1071
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11 1 1
= |ao|+9<++---+++--->

10~ 10?2 o~ = 107
1
= Jao| +9 | L0+
1— —
10

= |CLO|+1

Portanto, basta tomarmos K = |ag| + 1 > 0.
[

Definicao 5.5. Dada uma sequéncia (x,,) , uma subsequéncia de (x,) é uma restrigio
da fungio x a um subconjunto infinito N' = {ny, ng, ns, ...,ng, ...}, N CNen; <

Ng <mng < -+ <N < ...
Observacao 5.1. Note que n, > k, para todo k € N.

Notagao: (z,)nen-

n

Exemplo 28. Dado a < —1, formemos a sequéncia x,, = a". Desta sequéncia (x,)

vamos extrair duas subsequéncias:

(i) 2N = {2n, n € N},

(Tp)nean = (a?, a*, a®,... a®,...).
(ii) N' = {20 — 1, n € N},
(T)nen = (a', @®, a®, ..., a* 1, . ..).
A (2p)neon = (a?, a*, a®,... a®,...) é limitada apenas inferiormente, enquanto
(Tp)nerw = (al, @, @a®, ..., a®"71 .. .) é limitada apenas superiormente.

Com efeito, tomando a subsequéncia (x,),ean, note que 0 < a**, para todo n € N.
Portanto, (z,)necon é limitada inferiormente.

Por outro lado, (z,),econ nao é limitada superiormente, ou seja, para todo ¢ € R
existe x,, € (x,) tal que x,, > c. De fato, se a < —1, entdo a* > 1. Dai a®* = 1 + k,
k€ R,k > 0. Temos que a® > 1 que implica a* > a? > 1.

Por outro lado,

a2 = 1+k
=a' = (1+k)(1+k)=1+2k+k >2k
=a® = (1+k)(1+k)(1+k)=1+3k+3k+k >3k

=a = (1+k)">nk
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Dado ¢ € R, existe, pela propriedade arquimediana dos niimeros reais, Teorema
B.2] ny € N tal que nok > c.

Logo,
a*™ > nok > c.
Analogamente, se prova que (z,,)nen = (a', a®, a®, ..., a*~1 ...) é limitada apenas
superiormente.

Definic¢ao 5.6. Dizemos que L € R é o limite de uma sequéncia (x,) quando para
todo numero real € > 0, dado arbitrariamente, existe ng € N, tal que todos os termos

x, com indices n > ng cumprem a condi¢do
|z, — L] < e.

Usaremos a notagao lim z, = L para indircarmos que o limite da sequéncia (z,,) é
igual ao nimero real L, quando n tende a +oc0.

Simbolicamente:
limz, =L<=Ve>0,InyeN;n>ny= |z, — L| <e.

Essa nos assegura, que para valores de n suficientemente grandes, os termos x,, se

aproximam e se mantém tao proximos de L quanto se queira.

Definigao 5.7. Dizemos que (x,) é convergente quando seu limite existe, caso con-

trario dizemos que (x,) é divergente.

n?+1
E lo 29. Most lim —— =1
xemplo ostre que lim 100

Demonstragao. Informalmente, temos que

n?—1 n?+1—n?+100 101 101
S—— g = ‘ = , n > 10.
n? — 100 n? — 100 n2 — 100 n? — 100
Dado ¢ > 0,

101 ’ 101 _
n2 — 100/ n2-—101
= g(n* —100) > 101

101
= n?—100 > —

n>10 =

3

101
= n?> — + 100

110
= n> —O+1OO.
9

Pela Propriedade Arquimediana dos niumeros reais, Teorema vide Apéndice[B]

/100
existe ny > {/— + 100.
€
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. 100 .
Dado ¢ > 0, consideremos ng = max{10,n;}, onde ny > {/ — + 100. Assim,
€
n>ny, = n>n en>10
/100
101
= n’> — +100
101
= n®—100 > —
€
N n?—100 1
101 €
N 101
n? — 100
N ‘ 101
€
n? — 100
= w1 1l <e
n? — 100
Portanto,
2
1
lim - .
n? — 100
|

Teorema 5.1. Se o limite de uma sequéncia (z,,) existe, entdo ele é unico.

Demonstragio. Seja (x,) uma sequéncia qualquer de ntimeros reais. Suponha, por

contradicao, que existam os nimeros reais L e Lo, L1 # Lo, tais que

limx, =Ly e lim x,, = Ls.

1
Tomando ¢ = §|L2 — L] > 0, a defini¢ao de limite nos garante que existem nj e ng

€ N tais que:

n>ny = |z, — L] <e,

n>ny = |r, — Ls| < ¢.

Tomando ny = max{ny,ns}, entdo n > ng implica, desigualdade triangular, que

|Ly — Ly

AN VAN

]Lg—nn+xn—L1|
|L2 _xn| + |mn _L1|
E+e¢€

2e
Lo— L
Lo~ Ll

— Ly~ L
2 |2 1‘7
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logo, | Ly — L1| < |Ly — Ly|, 0 que é um absurdo, portanto, o limite de (z,) é unico.
|

Teorema 5.2. Se lim x,, = L, entdo toda subsequéncia de (z,) converge para o limite

L.

Demonstragdo. Seja (Tny, Tnys Tngs - -5 Tnys - - - ) Uma subsequéncia de (z,,).

Dado € > 0, existe ng € N tal que para todo n > ny implica

|z, — L] < e. (5.1)
Pela Observagao e pela inequacao para ng > k > kg, temos

|z, — L| <e.

Portanto,

lim z,, = L.

Teorema 5.3. Toda sequéncia convergente é limitada

Demonstragio. Seja (x,) uma sequéncia convergente de niimeros reais, com
lim z,, = L.
Pela definicao de limite, dado € = 1 existe ng € N tal que para todo n > ng implica
o, — L <1=a,€e(L—-1,L+1).

Considere o conjunto A = {x1, g, ..., Zp,, L—1, L+ 1}, onde min A =be max A=
c. Todos os termos de (z,) estdo contidos no intervalo [b,c|]. Logo, tomando K =
max |, ||, temos que |z,| < K.

Portanto (z,) é limitada.

Teorema 5.4. Toda sequéncia mondtona limitada é convergente.
A demonstragao desse teorema pode ser conferida em (LIMA, |1976] p. 86).
Proposicao 5.5 (Desigualdade de Bernoulli). Se 1 +p >0, p € R, entao
(1+p)" > 1+ np,

para todo numero natural n.
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A demonstracao desse resultado pode ser feita pelo principio de indugao finita e o
leitor pode conferir em (RIBENBOIM, 2012, p. 83) e (LIMA| 1976, p.55).

Proposicao 5.6. Se a ¢ um nimero real positivo fixado, entao

400, sea >1
lima" =1¢1, sea=1

0, se0<a<1

Demonstrag¢ao. Vamos considerar os trés casos:

i)

ii)

iii)

a > 1 : Entao, existe p > 0, tal que
a=1+p. (5.2)
Devemos mostrar que para todo k > 0, existe ng € N, tal que
a” >k, Vn > ng.

Pela propriedade arquimediana dos niimeros reais, vide Teorema|[B.2] como p > 0,

dado k € N, k > 0, existe ng € N, tal que
no-p>k—1.
Por [5.2] e pela desigualdade de Bernoulli, Proposigao [5.6, temos que
a® =(1+p)">14ng-p>k. (5.3)
Por fim, como a > 1 temos que a sequéncia (a™) é mondtona e estritamente
crescente. Dal, por 5.3, n > ng implica a™ > a™ > k. Donde concluimos que

lima" = +o00, se a > 1.

a = 1: Nesse caso, a” = 1" = 1. Que, claramente, converge para 1. Logo,

lima" =1, sea=1.
0<a<1:Sea=0,entao a” = 0" = 0, que obviamente, converge para zero.
Entao assumiremos a # 0, isto é, 0 < a < 1.

1 1 1
Seja b= —, temos b > 1, pois 0 < a < 1. Dai, b = —, o que implica a" = b
a an Y23

Pelo item 1), lim b" = +00, ou seja, para todo k € N, existe ng € N, tal que

b" >k, Vn > ng.
Assim,
1
a" < T Vn > nyg.
Portanto,

lima"™ = 0, se0<a<l.
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Observacao 5.2. E possivel demonstrar também que lima™ = 0, se —1 < a < 0. Essa
demonstracio pode ser conferida em (LIMA| 1976, p.80).

5.2 Sequéncias e representacao decimal

2
Consideremos a fragao 3 cuja representacao decimal é infinita e periddica como
apresentada abaixo
2
3= 0, 6666666 - - - .
Podemos construir uma sequéncia de nimeros racionais com representacao decimal

finita cujos termos se aproximam de 0, 6666666..., a medida em que n cresce, Vejamos

ap = 0,6

a; = 0,66

a3 = 0,666

a; = 0,6666

as = 0,66666

a, = 0, 66666---6

n casas decimais

Podemos entao colocar esses termos em uma sequéncia e sempre que tivermos tra-

(12

tando com sequéncias decimais, iremos separar os termos por meio do simbolo “;
[1ahi

(ponto e virgula), pois o préprio termo ja contém a “,” (virgula) para separar a parte

decimal da parte inteira.

(xn) = (al;a2;a3;a4§"';an;"')

= (0,6; 0,66; 0,666; 0,6666; 0,66666; ... ; 0,666666...66,...)
—_————

n casas decimais

O termo geral de (z,,) pode ser dado por meio da soma

.6
0,6 +0,06+ 0,006+ ---+0,0000...006 =) —.
;6 +0,06+0, + - 40, = L 107
: . 2 :
Mas se quisermos obter o nimero 3= 0,6666 ... devemos fazer essa quantidade de
parcelas tender a infinito, ou seja,
0,6666666--- = 0-+0,6+ 0,06+ 0,006 4 0, 0006 + 0,00006 + - - -
©10t 102 108 10% 0 105 10"

v 0
n=1 1om



Capitulo 5. Sequéncias de Numeros Reais 72

Usando resultado de Progressoes Geométricas (P.G.), vide (MORGADO; CARVA-
LHO, 2015), sabemos que a soma dos seus infinitos termos, quando o primeiro termo

¢ ay e razao q ¢ tal que —1 < ¢ < 1, é dada pela expressao

ay
S = .
1—¢q
Sendo assim,
S — i+£+i+£+£+ _’_i+
©10' 102 0 103 104 108 107
6 6
_ _10__10_6_2
T - )
10 10
Considere a sequéncia
(ao; o, A1; Go, @1G2; Ag,A1A20a3; ... ; Ap, A1A2043...0n, )7

convencionaremos chama-las de sequéncias decimais, que se trata das sequéncias
das somas parciais das representacoes decimais infinitas. Separaremos seus termos por
meio do simbolo “ponto e virgula”, uma vez que a “virgula” ja é usada para separar a

parte inteira da parte decimal nos termos da sequéncia.

5.3 Sequéncias de Cauchy

Nessa secao apresentaremos as sequéncias de Cauchy, umas das ferramentas impor-
tantes para a construgdo do conjunto dos nimero reais. No Capitulo [0 utilizaremos
classes de equivaléncias de sequéncias de Cauchy de niimero racionais para construirmos
o conjunto dos niimeros reais.

Uma sequéncia é dita de Cauchy quando para indices suficientemente grandes, seus
termos estao tao préximo quanto se queira, como definiremos rigorosamente abaixo.
Iremos apresentar e demonstrar alguns resultados importantes baseados em (LIMA]

1976) e (LANG, 1972), seguidos de exemplos para melhor entendimento do leitor.

Definic¢ao 5.8. Uma sequéncia (x,,) de elementos de R é dita Sequéncia de Cauchy
seVe >0 deR, dng € N, tal que

m,n > ng = |r, — T,| <e.

Sabemos que o nimero 2 pode ser escrito como 1,9999... com infinitas casas decimais

9 9 9 9
iguais a 9. Pod ind 1,999 =14 —+-—5+-—+-+—+---.
iguais a odemos ainda escrever 1, + 10 + 107 + 09 +o 4 o7 +

Tomando as somas parciais x,,, temos
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T = 1
9
= 1 —
T2 + 10
9
= 1 e
T3 +10
9
= 1 —
Ty +10
9
n 1 A
T +10

_|_

+

k)

102

9,9
102 103
9 9

+

9

12 T 108 T 101

Mostraremos a seguir que essa sequéncia (x,) das somas parciais é uma Sequéncia de

Cauchy, como veremos a seguir.

Exemplo 30. Vamos mostrar que x,

Sequéncia de Cauchy.

—ﬁ+—+—+ﬁ+
N 10 102

9 9

103

Demonstragio. Sem perda de vamos supor m > n, dai, teremos

O que implica,

_|_

R B
10 " 102 T 108 1071
2y 209 Ly v 29 9
10 " 102 T 108 1071 107 T q0ntt T 10nt2
_9%_ 9 .9 .9
Tm == g T qgett T gnte 10m—1°

9
1071

€ uma

9

e o1

Dado £ > 0 devemos encontrar ng € N, tal que, m > n > ng implique |z, — z,| < €.

Ora,

9

9

T — Zn| =

9

2
10> 10

9

n+1 + 10n+2 + -

9

<
- 10~ + 10n+1 + 10n+2

- (e
0™ \ 100

-

1
10

1 1

100 102

)

+ -

2_|_..

+

9

]_Om—l
9

T

o+

]_Om—l
1

10m—n—1

)
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1 1

= _10n—1+m—n + ]_On—l
! 1
- 1071 10m—1

1 1

= gt oo M=ntpe prn€R,

1 1
(1~ 1)
1071 107

1 < (1 1 1
< o pois ( '_]LWn) =
< €

1
= log (mn_l> < loge
= —n+1<loge
= n>—loge+ 1.

Pela propriedade arquimediana dos niimeros reais, Teorema |[B.2] existe ng € N, tal
que

ng > —loge+1, Ve>0.

Dado € > 0, para n > ng, teremos

n>ny = n>-—loge+1

= log <1O”1> < loge
1
= 71()”71 <€
= L (1 1 > <
1071 1o0) = °
1 1 N 0
:> 10”71 - 10n+pn*1 < 67 pn 6 ) pn >
= 1 ! <
— €
10n—1 10m—1
1 1
= — + <e

10n—1+m—n 10n—1

= 10 <1)m_n 1] <
10m \\10 c

SR I U L A
10n 10n+1 10n+2 10m—1
= ‘£)+— ORIV
0™ 10n+1 10n+2 10m—1
= |T, — | <e.
Portanto, x, = 1 + 9 + 9 + 9 +- 9 é uma Sequéncia de Cauchy.
ron 10 102 103 1071

Exemplo 31. Vamos mostrar que x,, = — é uma Sequéncia de Cauchy.

SRS



Capitulo 5. Sequéncias de Numeros Reais 75

Demonstracio. Dado € > 0, existe, pela propriedade Arquimediana dos niimeros reais,

€ 1 €
Teorema [B.2| vide Apéndice Bl ng € N tal que ng - 2 > 1, isto é, — < 7 Dai,

Nno
1 1 1 1 1 1
e LN
m n m n m n
o1 1 1 1 _
Como m, n > ng implica — < — e — < —, entao
m N n Un
| < . 1 5+€ -
T — Tp| < |— —l==+4+=-=c.
No N 2 2

Dai, (z,) é de Cauchy.
|

Teorema 5.7. Toda sequéncia de niumeros racionais das somas parciais das represen-
tacoes decimais
T .
€T, = Q — — JE—— PPN -
"0 102 108 107’
em que ag € Z e ay,as,asg,...,a, € {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} é de Cauchy.
Demonstracao. Dado € > 0 devemos encontrar ng € N, tal que, m,n > ng implique

|T — x,] < €. Sem perda de generalidade, vamos tomar m > n.

a1 a2 A a a2 Qp,
[om =l = oo 3 g T T g 0T 0 T T T 1w
Qp+1 An+2 Gm
= 1o Tagee T T 1om
An1 An+2 Am
= Toee 1o T Igm
< 9 + 9 _|_..._|_i
— 10n+1 10n+2 10m
9 /1 1 1
B 10%(101+102+”'+10mn)
<1)m—n_1
_ 9 Ao
107 L
10
1 m—n
_ 9 () !
o 1on 9
10
_ 9 <10 (1_(1>’”‘”)>
10 \ 9 10
< L pois (1—(1>mn> <1
= 10V 10
< €
1
= 10n—1<€
= n>—loge+ 1.
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Pela propriedade arquimediana dos ntimeros reais (Teorema [B.2)) existe ny € N tal
que

ng > —loge+1, Ve>0.

Logo, basta fazer analogo ao Exemplo [30| para provar que
|z — xn| < €.

Portanto fica provado que toda sequéncia decimal é de Cauchy.

Teorema 5.8. Toda sequéncia convergente é de Cauchy.

Demonstragio. Seja (z,) uma sequéncia que converge para um limite L no corpo R,

ou seja, lim x,, = L. Isso significa que Ve > 0 (¢ € R), Ing € N, tal que:

£ €
m>n0:>]xm—L|<§ e n>n0:>]xn—L|<§.
Logo,
m,m>ng = Ty — Tn| = |Tm—L—x,+ L
< |em—L|+ |-z, + L
= |zy — L|+ |z, — L]
e €
2 2
= e

Portanto, (z,) é de Cauchy.
|

E a reciproca deste Teorema serd verdadeira? Isto é, seja (x,) uma sequéncia de

Cauchy, (z,) é convergente? A resposta é ndo. Vamos apresentar um contraexemplo:

gy = 0

e = 0,1

x3 = 0,10

gy = 0,101
x5 = 0,1010
r¢ = 0,10100

2 = 0,101001

Como a sequéncia (x1, o, T3, Ty, T5, - , Ty, -+ ) se trata de uma sequéncia decimal

de nimeros racionais, j4 provamos (Teorema 5.7 que é de Cauchy. No entanto, ela
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nao converge para valor algum racional, pois vimos no Exemplo [22| que nao se trata de
uma expressao decimal periédica. Portanto, em geral, as sequéncias de Cauchy nao sao
convergentes em Q. Aqui constatamos mais uma deficiéncia de Q: nem toda sequéncia

sequéncia de Cauchy é convergente nele.
Teorema 5.9. Toda sequéncia de Cauchy é limitada.

Demonstragdo. Seja (x,) uma sequéncia de Cauchy em um corpo R. Tomando ¢ = 1,
obtemos ng € N tal que

n,m > ng = |r, —x,| < 1.

Em particular,

4

n > Ng Ixno—xn|<1

1<z, —x,<1
11—z, < -z, <1—zy,
1+ xp, > a0 > =1+ 2,

Ty — 1 <, <y +1

O

Tp € (Tpy — 1, Tpy + 1).

Tome ov = min{xy, za, ..., Tpy — 1, Tpy + 1} € § = max{xy, z9, ..., 2y, — 1, 2, + 1}. Logo,
z, € [a, B], Vn € N. Seja K = max{«, §}, assim |z,| < |K]|.

Portanto, (z,,) é limitada.

Teorema 5.10. Sejam (x,,) e (yn) sequéncia de Cauchy em um corpo R. Entdo

(i) (zn) + (yn) = (xp + yn) € uma sequéncia de Cauchy.
(ii) (xn) - (Yn) = (@y - Yn) € uma sequéncia de Cauchy.

Demonstragio. (i) Como (z,) é uma sequéncia de Cauchy, dado € > 0, 3n; € N tal
que
£

m,n >ny = |r, —x,| < 5

Do mesmo modo, como (y,) é uma sequéncia de Cauchy, dado € > 0, 3ny € N

tal que
€

m,n > ng = |Ym — Y| < 5
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Logo, para ng = max{ni, ns}, temos

m,m>nyg = \xn+yn—($m+ym>|

Ixn _mm+yn_ym|

IN

g

-+
22
E.

A\

Portanto, (x,) + (y,) é uma sequéncia de Cauchy.
(ii) Temos

|$nyn - xmym‘ = |$nyn — TpYm + TnlYm — xmym’

IN

’xnyn - xnym‘ + ‘wnym - xmym‘

= |zallyn = Yml + |ymllzn — Tml.
Mas ja provamos, Teorema 5.9 que (z,) e (y,) sdo limitadas, entao existem k; e
ko positivos, tais que

(@l < k1 e Jyn] < k2, V€ N.

Como (z,,) é de Cauchy, dado € > 0, I3n; e ny € N tais que

€
. m,n>n1:>\xn—xm|<2—k2.

€
. m,n>n2:>\yn—ym\<2—k1.

Consequentemente, para ng = max{n, ny},

m,n>ny = |xnyn - xmym|

S ‘xn“yn_ym‘+‘ym||$n_xm
€ €
< ki+-—+ ko —
Vo TR o
B 5+5
22
= ¢

Portanto, (z, - y,) também é uma sequéncia de Cauchy.
|

Teorema 5.11. Se (z,,) C R, lim z,, =0 e (y,,) € uma sequéncia de Cauchy, entao

lim(z,y,) = 0.
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Demonstragio. Como (y,) é uma sequéncia de Cauchy, sabemos, pelo Teorema ,
que ela é limitada, logo existe, ¢ € R, ¢ > 0, tal que |y,| < c.
€
Agora, dado € > 0, In, € N tal que Vn > ny, |z,| < —. Logo,
c

n>ny= |xnyn - O| = |xnyn|

|||
£

< C+ —

C

E.

Portanto,
lim (2,y,) = 0.
[ |

Defini¢ao 5.9. Seja (x,) uma sequéncia de nimeros reais. Dizemos que (x,) € uma

sequéncia nula se, dado um numero real € > 0, existir ng € N, tal que
n>ng=|r, — 0] =z, <e.

Teorema 5.12. Seja (x,) uma sequéncia de Cauchy em R com lim x,, # 0, entdo

existeng € N en >0, c € R tal que
n>ny = |z, >c

Demonstragcdo. Suponhamos, por contradi¢do, que dado € > 0, ¢ € R, existe uma

sequéncia infinita ny < ny < nz < ..., ny, N9, n3, ... € N tais que

<§, VieN.

|,

Como (z,,) é de Cauchy, existe ng € N tal que,
5
m,n > ng = [T, — T < 3

Considere n;, n, m > ng, dai teremos pela desigualdade triangular

|| |Tm — T, + Tn,

IN

[T — T, | + |7
9 19

— _l’_ —
3 3

2

3

Novamente, usando o fato de (x,) ser de Cauchy, para m,n > ng, pela desigualdade

A\

triangular, temos

9
% e
3 3

= ¢&.
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Logo, lim z,, = 0, o que é uma contradi¢ao, pois lim x,, # 0.

Portanto, fica provado o nosso teorema.

5.4 O Anel das sequéncias de Cauchy

Definicao 5.10. Um anel R é um conjunto, cujos elementos podem ser adicionados

e multiplicados e que satisfaz as sequintes condicao:
(AN 1) Sob a adigio, R é um grupo aditivo (abeliano [l

(AN 2) Para todos x,y,z € R temos
r(y+z)=axy+zze(y+2)r =y + 2.

(AN 3) Para todos x,y,z € R temos (xy)z = x(yz).
(AN 4) Eziste um elemento e € R tal que ex = xe = x, para todo x € R.
Exemplo 32. Seja R o conjuntos Z dos numeros inteiros. R é um anel.

De fato, a soma e o produto de niimeros inteiro resulta em um numero inteiro. Além

disso, dados x,y, z € Z temos z(y + z) = zy + xz), pois em Z vale a distributividade.

Teorema 5.13. O conjunto € das sequéncia de Cauchy munido da operagoes de adigdo

e multiplicacao forma um anel comutativo.

Demonstrag¢io. De acordo com o Teorema se (x,,) e (yn) s@o sequéncia de Cauchy
em um corpo R, entdo (z, + y,) também o é. Além disso, —(z,) = (—x,). Logo
qualquer sequéncia pertencente a € possui elemento simétrico. O elemento neutro da
adicao ¢ a sequéncia

(0) :==(0,0,0,---).

Ainda de acordo com o Teorema se (z,) e (y,) sdo sequéncia de Cauchy, entao

(2 - yn) também o é. Assim o elemento neutro da multiplicagdo é a sequéncia

(1) :=(1,1,1,---).

1 Para saber mais sobre anel e grupo, vide (LANG, |1972, p. 10-50)
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Vale ressaltar que o conjunto % nao constituem um corpo, pois nem toda sequéncia
de Cauchy admite inverso multiplicativo. Veja por exemplo, a sequéncia z,, = — (ja
n

provamos no Exemplo [31] que essa sequéncia é de Cauchy) cujo inverso multiplicativo

1 -1
z, = <> =n
n

que nao ¢ limitada. Portanto, segue pelo Teorema que x,~

seria

!' = n nao é de Cauchy.

Teorema 5.14. Seja (r,) C R uma sequéncia de Cauchy, com limz, # 0, entdo a
(=)
xn n>no

Demonstragio. Pelo Teorema [5.12] existe ny € N tal que para n > ng, temos x,, # 0.

sequéncia

¢ de Cauchy.

Considere a sequéncia (y,) dada do seguinte modo:

1, sen <ng
Yn =

-1
Ty,

se n > ng.
Entao a sequéncia (x,y,) difere da sequéncia (1) = (1,1,1,---) apenas por um
nimero finito de termos. Dali,
TnYn — <1>
é uma sequéncia nula.
Pelo Teorema [5.12] existe ng € N tal que n > ng, temos x,, > ¢, ¢ > 0. Dali,
1

T

<

Q-

Dado € > 0, € € R, existe n; € N, ny > ng, tal que,
m,n >ny = |, — T, <e-c

Entao para m,n > ny obtemos

_ |z — 2, - g-c .
| Ty c?

1 1 ’ ‘xm -z,
Tn Tm TmTn,

1
Portanto, () ¢ uma sequéncia de Cauchy.

n
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6 A construcao de R

Assim como o conjunto dos niimeros inteiros é construido por meio dos naturais e
o conjunto dos racionais por meio dos inteiros, construiremos o conjunto dos niimeros
reais por meio dos racionais.

Nesse capitulo iremos construir o conjuntos dos nimeros reais por meio de classes de
equivaléncias de sequéncias de Cauchy de ntimero racionais. Para saber mais sobre re-
lacao binaria, relacao de equivaléncia, classe de equivaléncia e conjunto quociente, vide
Apéndice [A] 14 apresentaremos os principais resultados que usaremos nesse capitulo.

Sabemos que em QQ nem todas as sequéncias de Cauchy sao convergente, basta
pesarmos, por exemplo, nas sequéncias decimais, que ja provamos no Teorema ser
de Cauchy, no entanto, nem sempre converge em Q. S6 sdo convergentes nos racionais se
for uma expressao decimal finita ou infinita e periédica. Entao nesse capitulo faremos

o completamento de QQ dando sentido as expressoes decimais infinitas e nao periédicas.

6.1 Construcao dos nimeros reais usando sequéncias de Cauchy

Pretendemos definir os niimeros reais utilizando os ntimeros racionais que ja nos

sao conhecidos. Se considerarmos formalmente as expressoes decimais do tipo
Q= Gg, Q10203 - -+,

em que ag € Z e a; € {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}, para i > 1. Mesmo que « nio seja um
numero racional, podemos encontrar sequéncias de somas parciais de niimeros racionais

que se aproximar de «, do seguinte modo:

1 = Qo
T2 = QGo, a1
T3 = Qp,a1G2
Ty = Qp,010203
Tp = G0,0102" " 0Qpn
A sequéncia (z1,x9, T3, -+ ,Tp, -+ ) é composta apenas de nimero racionais que, pelo

Teorema [5.7, é uma sequéncia de Cauchy.
Claramente, existem outras sequéncias que se aproximam de «, entao para darmos

sentido ao que conhecemos como representacao decimal do nimero a devemos tomar a
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classe de equivaléncia dessas sequéncias de niimeros racionais, a partir de uma relacao
de equivaléncia adequada que definiremos (Definigao [6.1]) a seguir.
Vamos recordar o conjunto ¢ que definimos no Capitulo [5| como o conjuntos de

todas as sequéncias de Cauchy de niimeros racionais, ou seja,

¢ = {(x,); (x,) ¢éuma sequéncia de Cauchy de niimeros racionais}.

6.1.1 Operacdes em €

Em % vamos definir duas operagoes, adigao e multiplicagao, do seguinte modo:

Adicao:
+:x€C€ — €
((xn)v (yn)) = (xn) + (yn) = (mn + yn)
Multiplicagao:
T EXEC = €
((zn), (gn)) = (2n) - (yn) = (Tn - Yn)-

Dado (z,) e (y,) € €, pelo Teorema temos que (x,) + (yn) € (zn) - (yn) € E,
pois s@o, respectivamente, soma e produto de sequéncia de Cauchy. Esse conjunto %

munido dessas operagoes goza da propriedade associativa da adi¢ao e da multiplicacao.

Associatividade da adigao

(@n) + [(yn) + (20)] = (

= (4 (Yn + 20)
(
[

Tn) + (Yn + 20)
)
(Tn + Yn) + 2n)
(

= [(@n) + ()] + (20)
Associatividade da multiplicacao
(zn) [(n) - (20)] = (@0) * (Yn " 20)

O conjunto € também goza da propriedade comutativa.



Capitulo 6. A construgio de R 84

Comutatividade da adigao

(mn) + (yn) = (mn + yn)
= (Yn + Tn)
= (yn> + (xn)

Comutatividade da multiplicacao

(Tn) - (yn) = (0 Yn)
= (yn : xn)

= (Yn) - ().

O simétrico do elemento (z,) em relacao a adigdo vamos definir como sendo (—x,,).

O elemento neutro da adi¢ao vamos definir como sendo a sequéncia
(0) =(0,0,0,---).

Esse elemento neutro da adigao chamaremos de zero. Em relagao a multiplicagdo vamos

definir a sequéncia
(1) = (171’17"')

como sendo o elemento neutro da multiplicacao, o qual chamaremos de unidade ou um.
O conjunto ¥ ainda goza da propriedade distributiva, que relaciona as operagoes

de adicao e multiplicacao.

Distributividade

(Tn) - (Y + 20) =

Diante do exposto acima, para que esse conjunto % seja um corpo, falta apenas
que cada elemento seu admita um inverso multiplicativo, ou seja, dado (z,) € €,
deveria ter seu inverso multiplicativo (z,)™' = (z,!) € €. Mas isso ndo ocorre, basta
tomarmos como contraexemplo, a sequéncia x, = > que ja provamos no Exemplo

que ¢ de Cauchy, e teremos
= <1>1 =n
n n 9

que nao é de Cauchy. Portanto, 4 nao é um corpo ﬂ

L O conjunto € ¢é um anel, como visto no Secdo Definicao
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Mas a partir do conjunto %, por meio de uma definicdo adequada de relacao de
equivaléncia (vide Apéndice [A| para saber mais sobre relagao de equivaléncia, classe
de equivaléncia e conjunto quociente), construiremos um corpo que seja ordenado e
completo e mais, que contém Q e que consideremos como o conjunto dos nimeros

reais.

A partir daqui adotaremos a notagao

(.Tl,.ilfg,l'g, o )

em vez de, simplesmente,
(zn),

para indicar uma sequéncia sequéncias de Cauchy de niimeros racionais, pois mais

adiante essa segunda notagao poderia gerar certas ambiguidades que queremos evitar.

Definicao 6.1. Sejam (1, z9,x3,--+) € (Y1,Y2, Y3, -+ ) € €, diremos que as sequéncias

(x1,22,x3,--+) € (Y1,Y2, Y3, - - ) estdo relacionadas e indicaremos

(1'1,1'271'3,"') ~ (y17y27y37”')7

Se

lim(z, — y,) = 0.
Proposicao 6.1. A relagao estabelecida na Defini¢io [6.1] € de equivaléncia.

Demonstragio. Dadas as sequéncia (z1,x2, T3, ), (y1,Y2, Y3, ) € (21,22,23,- ) €
%, devemos provar que valem as propriedades reflexiva, simétrica e transitiva, de acordo

com a Defini¢ao [A.2] do Apéndice [A]
(1) Reflexiva: Seja (1, x9,x3, -+ ) € €, é claro que
lim(z,, — x,) =lm0 = 0.

Portanto, qualquer sequéncia (xi,zs,x3,---) estd relacionada consigo mesma,

provando assim a reflexividade.

(2) Simétrica: Sejam (z1,xq,x3, ) € (Y1,Y2, Y3, ) € E.

Se lim(z,, —y,) = 0, entdo dado um niimero racional € > 0, existe n € N, tal que

|In_yn|:|yn_ajn| < g, Vn>n0.

POI"E&HtO, s€ (xla Lo, X3, " ) ~ (ylayQa Yz, - )7 entao (yl»yQa Yz, - ) ~ (x1,$2,$3, T

ou seja, a relagao goza da propriedade simétrica.



Capitulo 6. A construgio de R 86

(3) Transitiva: Sejam as sequéncia (xy, To, 23, ), (Y1,Y2,Ys, ) € (21,22, 23, -+ ) €

% . Devemos provar que se lim(z,,—y,) = 0 e lim(y,—z,) = 0, entdo lim(z,,—z,)

0.
Se lim(z,, — y,) = 0, entdo dado um nimero racional ¢ > 0, existe n; € N, tal
que
€
|Tn — yn] < 2 Vn > ng,
o que implica
€ €

Por outro lado, se lim(y,, — z,,) = 0, entdao dado um niimero racional ¢ > 0, existe

ne € N, tal que

£
|z, — yn| < Y Vn > ng,
o que implica
€ €
—— < Yp— 2 < =, Vn>ns. 6.2
5 =Y 9 2 (6.2)
Tomando, ng = max{ny,ns} e combinando as desigualdades |[6.1| e |6.2] temos

S <z + Zn < = + = Vn>n
92 2 n Yn Yn n 92 2 9 0
= —e<r,—2<e Vn>ng
= |z, — 2z, <e VYn>ng
= lim(z, — z,) = 0.
Portanto, a relacdo goza da propriedade transitiva, dessa forma fica provado que

¢ uma relagao de equivaléncia.

A classe de equivaléncia de uma sequéncia (x1, z9, z3, -+ ) € € serd indica por

[(xlvx?amfi’ e )]

Recordamos que dois elementos pertencem a mesma classe de equivaléncia quando
estdao relacionado. Para saber mais vide Apéndice [A]

Consideremos agora o conjunto quociente dado por
@) e .

Atente-se para o fato de que os elementos de R sdo classes de equivaléncia de sequén-
cias de Cauchy. E de acordo com o Apéndice[A] Proposicao[A.2] se dois elementos estao
relacionados, entdo suas classes de equivaléncia sdo iguais. Isto é, se (1,29, 23,---) €

(y1,Y2, Y3, - - - ) sdo sequéncias de Cauchy, tal que lim(x,, — y,) = 0, entao

[(.Tl, Lo, T3, )] = [(yl, Y2, Ys, )]
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Isso significa que cada elementos de R pode admitir vérios representantes.

A principio, o fato de um tunico elemento de R admitir varios representantes pode
nos parecer estranho. Mas vale recordar o conjuntos Q, que é definido como classes de
equivaléncias de pares ordenados. No entanto, um mesmo nimero racional pode ser
representado por diferentes pares ordenados, como vimos no Capitulo[4, Definigao[A.6]

Notagao: Se tivermos um ndimero racional r, usaremos (r) para indicarmos a

sequéncia (r,r,r,---). Ou seja,

(ry=(r,ryry---).

Dessa forma,

[(T)] = [<T7 Ty )]

Observagao 6.1. Note que € importante representar uma sequéncia de Cauchy de
nimeros racionais por meio da notagao (xy,xs, 3, ), pois a classe de equivaléncia

dessa sequéncia €
[('Tla Loy T3y )]

Se usdssemos (x,) para representa¢io sequéncia de Cauchy de nimeros racionais,

quando fossemos tomar a classe de equivaléncia dessa sequéncia teriamos

[(zn)],

gerando uma ambiguidade, uma vez que ndo saberiamos se estdvamos nos referindo ao

elemento [(Ty, Tpn, Tn, -+ )] ou ao elemento [(x1,x2, x5, )]
Exemplo 33. Vamos exibir algumas sequéncias em € que pertencem a classe [(0)].

Ora, pela Deﬁnigéodo Apéndiceuma sequéncia (x1, Ta, x3, -+ ) C € pertence

a [(0)] se estiver relacionada com a sequéncia (0), ou seja, se
lim(z, — 0) =limz, = 0.
Assim, podemos exibir algumas sequéncias que pertencem a classe do [(0)]. Vejamos:

(i) a, = 0. Pois, pela Defini¢ao do Apéndice |A| todo elemento pertence a sua

propria classe de equivaléncia, uma vez que esta relacionado consigo mesmo.
1
(ii) b, = —. J4 provamos no Exemplo [31| que lim b, = 0.
n
n? +4

(iii) ¢, = 20 1 2022
0, pois ¢ andlogo ao Exemplo [29

. Deixamos a cargo do leitor a demonstracao de que lim¢,, =

(iv) (dn) =(2,3,5,0,0,0,---), d, = 0, para todo n > 4. E facil ver que limd,, = 0.



Capitulo 6. A construgio de R 88

1 (="
Y T ! :

Assim podemos escrever

T e I

Obviamente, exibimos apenas alguns exemplos, mas existem infinitas sequéncias

Wl

1
() (e = (13-

que cumprem os requisitos acima.
Exemplo 34. Vamos exibir algumas sequéncias em € que pertencem a classe [(1)].

De modo analogo ao que foi feito no Exemplo 33} temos que a,, = 1 € [(1)]. Além

disso, qualquer sequéncia (x1, xs, 3, -+ ) que cumpra a condigao
lim(z, —1) =0

pertencera a [(1)]. Como lim1 = 1, basta escolheremos (xy,zs,z3,---), tal que,

limz, = 1. Dai podemos exibir algumas sequéncias que cumprem essa condicao.

"9
(i) (bn) = (0,9;0,99;0,999;0,9999; - - - ) = (Z ) Veja o Exemplo .

= 10k
2+1 2+1
(ii) ¢, = T:;j_loo J& provamos no Exemplo [29) que lim nZ—jLIOO =
1 1
(iii) d, = nsen () Fazendo ¢ = —, se n tende a infinito, entao ¢ tende a zero.
n n

sen(t)

1
Assim, teremos lim nsen <) = lim
n—00 n t—0
trigonometria, vide (THOMAS, 2012)) e (LANG, 1977).

= 1, pois ¢ o limite fundamental da

Do mesmo modo podemos escrever

{(1), (0,9999- - ), (M) <nsin (;))} c [(1).

Obviamente, aqui constam apenas alguns representantes da classe da sequéncia
(1,1,1,1,--+).

3
Exemplo 35. Como podemos “enzergar” 3 em R?

.. 3
Notemos inicialmente que que 3= 1, 5, que podemos representar como uma sequén-

cia de Cauchy do seguinte modo
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entao ;

Mas, temos ainda que 1,5 = 1,4999999 - - - | daf representando como sequéncia de
Cauchy, temos
(1;1,4;1,49; 1,499; 1,4999; 1,49999; - - - )

3
como outro representante da classe do <2>, ou seja,

3
Kzﬂ = [(1;1,4;1,49;1,499; 1,4999; 1,49999; - - - )]
= [(1,5;1,5;1,5,1,5;1,5:---)].

Exemplo 36. Considere r = ag —|— 10 Ly 1—02 + 1703 4+t W +--- € Q. Como podemos

“enzergar” v em R ?

Ja mostramos no Teorema [5.7 que toda sequéncia decimal é de Cauchy. Além disso,
G0+ g+ g g T g T Ot e

entao podemos enxergar r como sequéncia de Cauchy como se segue

T, = (ao; ao,al; ao,a1a2; ao7a1a2a3; 3 00, A10203...0y; ...)

n a/i.
(Z 10%’2101’2102’2102"" ;ﬁ )

Portanto, podemos enxergar » em R como a classe de equivaléncia dessa sequéncia

(ag; ag,ay; ag,ajas; ag,a102a3; ... ; Gg, A10A203...0y; -..), iStO é

re = [(ao; ag,as; ao,alag; ao,alaQag; e} g, A102a3...0y; -..)]

e [EET S S S )

1=

= [(r,rr . r )],

pOiS a sequéncia (CLO; ap, a1, Qgp,a102; Qg,a102a3; -+ ; Ag, A102043...0y; ) converge para
r.
Como 7 é um numero racional qualquer, podemos estabelecer uma cépia de Q em

R, a qual denotaremos por Q e é dada por

Q={[("); r e Q}.

Nosso objetivo aqui é provar que R é um corpo ordenado, arquimediano e completo.
Para tanto, no que se segue iremos apresentar algumas definigbes e provaremos alguns

resultados a respeito do conjunto R que nos possibilitem atingir esse objetivo.
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6.1.2 Operacdes em R

Nessa subsecao, por simplicidade de notagdo, quando escrevermos (x,,) estaremos
nos referindo a sequéncia de nimeros racionais (x1, s, 3, -+ ,T,, ). Nas demais
segOes, a menos que se especifique o contréario, a notagao (z,) significard a sequéncia
(T, Ty Ty =+ 5 Ty -+ + ), também de nlimeros racionais.

Adigao:

+:RxR — R
([(@n)], [(a)]) > [(@n)] + [(y)] = [(@a) + ()]

Mostraremos que o resultado dessa operacao de adicdo (chamado de soma) em R

nao depende dos representantes escolhidos da classe do elemento. Em outras palavras,
dados (z5), (7). (yn), (y,) € €, se

(€n) ~ (7,) () ~ (v)

9]

entao
[(@)] + [(wa)] = [(27,)] + [()].

De fato, como (z,,) ~ (x,”) e (yn) ~ (v,), entéo lim(z,, —2!,) = 0 e lim(y, —y.,) =0,
dai

Pois, lim(z,, — (z},)) = 0.
Portanto, a soma independe dos representantes escolhidos, como queriamos demons-
trar.
Vamos agora definir a operacdo de multiplicacdo em R do seguinte modo:
Multiplicagao:
RxR — R
()] [()]) > [(n)] - [(wa)] = [(20) - ().

Provaremos também que o resultado dessa operagao de multiplicacdo (chamado de

produto) independe dos representantes escolhidos da classe de equivaléncia. Ou seja,
dados (z5), (23), (yn), (y,) € €, se

(Tn) ~ (27,) € (Yn) ~ (yn)’

entao

[(@n)] - [yn)] = [(@)] - [(w)].
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De fato, Como (z,,) ~ (z})) e (yn) ~ (v,), entdo lim(x, — z,,) = 0 e lim(y), — y,) = 0.

Com isso em vista, temos,

()] [(yn)] = [(2n) + (25, — 20)] - [(Yn) + (¥, — ¥n)]
= [(wn+ 2, —20)] - [(Yn + Y, — ¥n)]

= (@) [()]

Entao fica demonstrado que tanto a soma quando o produto nao dependem dos repre-

sentantes escolhidos.

6.2 O conjunto R como corpo ordenado e completo

Nessa secao iremos definir uma ordem e uma métrica (médulo) em R. Definiremos
sequéncias de Cauchy em R, para podermos compard-la além com as sequéncias de
Cauchy em R na secao subsequente.

Dando continuidade, provaremos que R é um corpo, e mais, que ele é ordenado e
completo. Para que nao fique uma demonstragdo muito extensa e cansativa, faremos
isso divido em lemas e teoremas. Por fim, vamos explicar o que a completude de R
tem a ver com o fato de R ser também um corpo ordenado e completo.

Ja apresentamos no Capitulo |3| (Definigao uma definicdo de corpo ordenado
e completo usando o conceito de supremo. A partir de agora adotaremos outra de-
finicdo usando sequéncias de Cauchy. A equivaléncia entre as defini¢goes podem ser

conferidas em (LANG/ |1972)) e para saber mais sobre corpos ordenados e completos
vide (OLIVEIRA| 2017)).

Definigao 6.2. Um corpo (K, +,-,>,|-]) € dito completo se toda sequéncia de Cauchy

converge em K.

Teorema 6.2. Sejam K wum corpo arquimediano ordenado e completo. Entdo todo

subconjunto nao vazio S de K limitado possui supremo.

A demonstragao desse resultado pode ser verificada em (LANG, (1972, p. 118-119).
Esse Teorema [6.2] prova a equivaléncia entre as Defini¢oes [3.4] e

Definicao 6.3. Seja (v1, 19,23, ) € €. Dizemos que (z,) € uma sequéncia nula

se, dado um numero racional € > 0, existir ng € N, tal que
n>ng=|r, — 0| = |z, <e.

Lema 6.3. Seja (v1,x9,x3,---) € € uma sequéncia que nao é nula. Entdo existe

no € N e um nimero racional ¢ > 0 tais que |z,| > ¢ para todo n > ny.
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Demonstragdo. Suponhamos, por contradi¢do, que dado ¢ > 0, ¢ € Q, existe uma

sequéncia infinita ny < ny < nz < ---, com ny,ny, ng,--- € N tais que
£ .
|zn,] < =, VieN.
3
Como (z1,x9,x3, -+ ) € €, existe ng € N tal que,
€
m,m > ng = T, — Tl < =.

3

Considere n;,n, m > ng, dai teremos pela desigualdade triangular

|Tm| = |2 — T, + 2,
<z — | + [T,
_ e €
3 3
B 2e
= 5

Novamente, usando o fato de (x1,z9,x3,--+) € €, para m,n > ng, pela desigualdade

triangular, temos

|Tn] = |2n — T + 2| < |20 — | + [T
- € . 2e
3 3
= €.
Logo, (x1,xs,x3,---) é uma sequéncia nula. Absurdo! Pois por hipdtese, ela é nao

nula. Portanto, fica provado o nosso lema.
[ |

Teorema 6.4. O conjunto R € um coTpo.

Demonstracdo. Devemos provar que R satisfaz as propriedades das operacoes de corpo
de acordo com a Defini¢do 3.1 Ora, associatividade e comutatividade da adigao decor-
rem diretamente das defini¢des de adicdo feita sobre os conjuntos R e €. O elemento
neutro da adicao é [(0)] e o simétrico de um elemento [(21, T, 3, - - - )] € R é 0 elemento
—[(@1, 2, 33, -+ )] = [(—@1, =22, —w3, -+ )].

A respeito da multiplicagao: associatividade e comutatividade decorrem, mais uma
vez, diretamente das operacdes de multiplicacdo definidas em % e em R nas secoes
e respectivamente. O elemento neutro da multiplicacao ¢ o [(1)].

Resta apenas mostrar que existe um elemento inverso multiplicativo para cada
clemento ndo nulo de R. Isto é, dado [(x1,29,23,---)] € R — {[(0)]}, existe uma

sequéncia (y1,y2,ys3, ) € €, tal que

[(x17$27x37 T )] ) [(yh Y2,Y3, - )] - [(1)}
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Como [(z1, 22,23, -+ )] # [(0)], pelo Lema [6.3] existe ng € N tal que para n > ny,
ou seja, existe ¢ € Q com |x,| > ¢, Vn > nyg. Entdo definamos a sequéncias (y,) =

(Y1,Y2,Y3, "+ ,Yn - -+ ) do seguinte modo:

Yo = 1, se n < ng

yn:xgl, se n > ng.

Note que o produto (x1, o, 3, -+ )-(y1, Yo, y3, - - - ) difere da sequéncia (1,1, 1, ...) apenas

por uma quantidade finita de termos. Logo,
(T1, 29,3, ) - (Y1, Y2, Y3, ) — (1,1, 1,-++)
trata-se de uma sequéncia nula. Dali,
lim ((z1, xo, 23, ) - (Y1,¥2, 93, -+ ) — (1,1,1,--+)) =0,

o que implica
(21, 29,23, ) - (Y1, Y2, y3, -+ )] = [(1,1,1,--+)].

Devemos mostrar ainda que (y1,ys2,ys, -+ ) € €. Ora, existe ¢ > 0, tal que

|z, > >0, Vn>ng.

Logo,
1 1
— < =, Vn>n,. (6.4)
|| ¢
Por outro lado, para todo n > ng, temos
1
Yp = x;l = —.
Tn

Como (z1,x9,23,--+) € ¢, dado e > 0, ¢ € Q, existe ny € N, ny > ng, tal que

m,n > ny = |z, —x,| <e- (6.5)
Logo, para ny = max{ng,n;}, por (6.4 e temos

1 1
n>ng = |Yp — Ym| =

Tn Tm
Tm — Tp

LTy
|xm - xnl

<
= &

Assim, (y1,¥2, Y3, -+ ) é uma sequéncia de Cauchy, isto é, (yi1,y2,ys, -+ ) € €. Por-

tanto, R é um corpo, o que finaliza a demostracao do nosso.
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Os resultados que se seguem visam mostrar que o corpo R pode ser ordenado.

Lema 6.5. Seja (v1, %2, 73, ) € €, entdo ocorre exatamente uma das trés possibili-
dades:
i) (z1, 9,23, ) € uma sequéncia nula;

it) Ezxiste c € Q, ¢ >0, eng € N tal que z,, > ¢, Vn > ny.
iti) Erxiste c € Q, ¢ >0, e ng € N tal que z,, < —c, Vn > ny.

Demonstragdo. Se (x1, o, x3,- -+ ) é uma sequéncia nula é claro que (x1, s, 3, -+ ) nao
satisfaz (ii) nem satisfaz (iii).
Vamos supor (21, xg, x3, - ) nao nula. Entao existe, pelo Lema ceQ,c>0e
ng € N, tal que
|z, > ¢, Vn>no.

Dai, pela definicao de médulo em Q, temos duas possibilidade:
e I, > c, se x, é positivo;
e —x, > c, se x, é negativo.

Suponhamos que para indices muito grandes os termos da sequéncia possam ficar
mudando de sinal, ou seja, para m e n suficientemente grandes, possamos ter, simul-
taneamente

z,>0e 2, <0.

Logo, pelo que vimos acima
Ty — T > 2¢ > 0.

Mas isso é uma contradigdo, pois a sequéncia (z,) é de Cauchy.

Assim, as possibilidades (ii) e (iii) ndo podem ser ambas satisfeitas simultaneamente.
Portanto, ou ﬂ r, > 0, para n > ng ou x,, < 0, para n > ng, o que garante a validade
do Lema [6.5

O finaliza a nossa demonstracao.

Definicdo 6.4. Em R definimos o sequinte conjunto:

P:{[(azl,xg,xg,--~)]ER;HCEQ,C>O e ng € N; anc,Vn>n0}.

2 Esse “ou” é exclusivo
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A seguir vamos mostrar que o corpo R é um corpo ordenado. Ou seja, é possivel
destacar um conjunto P que preserva as operagoes de adi¢ao e a multiplicacao, isto é,

dados dois elementos em P a soma e produto deles também pertencem ao conjunto P.

Proposicio 6.6. O conjunto P define uma ordem em R, ou seja, dado

[(z1, 29,23, )] € R, uma e apenas uma das sequintes condicoes € satisfeita:
1. [(w1, g, 23, -+ )] = [(0)];
2. [(x1, 29,23, -+)] € P;
3. —[(x1,z9,23,--+)] € P.

Demonstracio. Seja (1, o, x3,---) € €, tal que [(z1, T, 3, - - - )] € R. Se (x1, 29, T3, - - )
nao ¢ nula e ndo satisfaz a propriedade (ii) do Lema [6.5] entdo — (1,29, x3, - - - ) satis-
faz essa propriedade, pois as propriedade (ii) e (iii) deste Lema sdo mutuamente
excludentes.

Devemos mostrar ainda que adi¢ao e multiplicagao de elementos de P resultam
em elementos também de P. Consideremos [(x1, T, %3, -+ )], [(y1, ¥2, 3, - - - )] € R que
sao representados pelos elementos (w1, 2, T3, - - ), (Y1, Y2, Y3, -+ ) € R que satisfazem

a propriedade (ii) do Lema Dai, [(z1, %2, 23, )], [(v1,¥2,y3,--+)] € P. Logo,
existem ¢; > 0, ¢c; € Q e n; € N; tal que

Ty, > c1, Yn>ng.
Por outro lado, pelo mesmo lema, existem ¢y > 0, ¢ € Q, tal que
Yn > Co, YN > ns.
Tomando ny = max{ni, ns}, temos
Tpn+Yn>c1+c>0, Vn2>ng.

Assim,
[(l’l,flfg,il?g, T )] + [(ylvaay3> e )] € P.

Em relagao a multiplicacao,
TnYn Z 162 > O, vn Z ng.
Dali,
[(xla X2, T3, )H(ylv Y2,Y3, - )] € P.

Portanto, fica provado que a soma e o produto de elementos de P também pertencem

a P. Donde concluimos que P define uma ordem em R, ou seja, R é um corpo ordenado.
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Definicdo 6.5. Chamaremos de elementos positivos de R aqueles dotados da propri-
edade 2 da Proposicdio de elementos negativos aqueles dotados da propriedade 3

e de elementos nulos aqueles dotados da propriedade 1 da mesma proposicao.

Seja [(x1, o, 3, -+ )] € R usaremos as seguintes notacoes para indicar se ele é nulo,

positivo ou negativo, respectivamente:
o [(z1, 22,235, -)] = [(0)];
o [(w1, 22,23, -)] = [(0)];
o (21, 22,25, )] < [(0)].
Usaremos também as seguintes notacoes:

o [(z1,29,23,--+)] = [(0)]: para indicar que o elemento [(z1, X2, x3,- - )| é positivo

ou nulo, ou seja, é nao negativo.

o [(x1,22,23,---)] 2 [(0)]: para indicar que o elemento [(z1, z2, 3, - - )] é negativo

ou nulo, ou seja, nao positivo.
O conjuntos dos elementos positivos de R indicaremos por R, isto ¢,
Ry = {[(x1, 29,25, )] € R; [(w1, 2,25, --)] = [(0)]}.
E o conjunto dos elementos negativos de R vamos indicar por R_, isto é,
R = {[(21, 22,23, - )] € R [(w1, 22, 25,---)] < [(0)]}.
Exemplo 37. Sio elementos positivos de R:
(a) [(1; 1,9; 1,99; 1,999; ...)] = [(2)]. Chamemos a sequéncia
(1; 1,9; 1,99; 1,999; - -+ ) = (z,).

Claro que [(x,)] = [(0)], pois basta tomar ¢ = 1, (¢ € Q), que teremos z,, > 1
para todo n > 1, entdo pelo item (ii) do Lemal6.5]e pelo item 2 da Proposigao

segue-se que [(2)] é um elemento positivo de R. O qual podemos denotar assim:
[(2)] > [(0)].

(b) [(—10,—-100,—-15,0,0,1,3,3,3,3,...)] = [(3)]. Analogamente ao item anterior,
seja (x,) = (—10,-100,—15,0,0,1,3,3,3,3,...), basta tomar ¢ = 3 que teremos
T, > 3 para todo n > 7. Logo, [(3)] é um elemento positivo de R. Claro que

podemos denotar assim:

[(3)] > [(0)].
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(c) Kn il 1” = [(1)]. Isso ocorre, pois,

n
. n+1
11m< )

n

n+1
n

(C2)

(d) [(0,1; 0,12; 0,121; 0,1212; 0,12122; 0,121221; 0, 1212212; 0, 12122122; 0, 121221222;
0,1212212221; 0, 12122122212; ...)].
Essa sequéncia (z,,) = (0,1; 0,12; 0,121; 0,1212; 0,12122; 0,121221; 0, 1212212
0,12122122; 0,121221222; 0,1212212221; 0, 12122122212; ...) é construida de modo

que a quantidade de “2” entre dois “1” vai aumentando em P.A. de razao 1.

1.

Dali, basta tomar ¢ = 1, que teremos ( ) > 1, para todo n > 1. Portanto,

Tomando um ntimero racional ¢ = 0, 1, temos x,, > ¢, para todo n > 1, portanto,

[(zn)] = [(0)].

() [(2023n — 2023

= [(2023)]. T = 2022
2003 )] [(2023)]. Tomando ¢ = 2022, temos

2023n? — 2023
n? — 2023

> 2022,

para todo n > 45. Portanto,

[(202377,2 — 2023)] o [(0)].

n? — 2023
Exemplo 38. Sio elementos negativos de R:

2
(a) [(2; 3; 0; —0,6; —0,66; —0,666; —0, 6666; ...)] — [(—3)} .

Seja (x,) = (2;3;0;—0,6;—0,66; —0, 666; —0, 6666; ...), basta tomar ¢ = —0, 1,
que teremos x,, < —0, 1 para todo n > 3. Portanto, segue pelo item (iii) do Lema

[6.5] que

—2023n? + 2023
(b) K 5 Z 2322 )] = [(—2023)]. Neste caso basta tomar ¢ = —1, que teremos
n

—2023n% 4 2023 <1
n? + 2022 - ’
para todo n > 2. Mais uma vez pelo item (iii) do Lema [6.5| segue-se que

[(—2023712 + 2023)1 < [(0)].

n? + 2022
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Exemplo 39. Sio exemplos de elementos nulos de R:

/1 1
(a) ()} = [(0)]. J& provamos no Exemplo 31| (Capitulo , Secao } que ()
L\n n

converge para zZero.
[ n? +4
(b) <_nmg+2022>] = [(0)].

@ (5] =1

Observagao 6.2. Dado (r1,%9,23, ,Tp, ) € €. Se tivemos z, > 0, Yn € N

nao implica [(x1, xa, 3, -+ ,Tpn,---)| = [(0)]. Vide Exemplo item (a), onde todos

.. (1 N . 1 . , ) 1
0s termos da sequéncia <> sdo positivos, mas K )} nao o €, pois K)} = [(0)].
n n n

Todavia, ndo poderemos ter [(x1, T2, T3, ,Zn, -+ )]] < [(0)], pois para isso ocorrer,
deveria existir, pela Defini¢ao [6.5, um nimero racional ¢ > 0 e n € N, tal que
Ty < —c, ¥Yn > ng, mas isso nao ocorre, visto que x, > 0,V n € N. Portanto, dado

(x1,T0, T3, ,Tp, -+ ) EE, sex, >0,Vn €N teremos que
(21, 22,23, 2, -+ )] 2 [(0)],
ou seja, um elemento positivo ou nulo de R.
Observagao 6.3. Sece Q e c > 0, entao
[(0)] = [(0)].

Defini¢do 6.6. Dados dois elementos [(x1, 2, 3, )], [(y1, y2, 43, - - - )] € R diremos

que [(x1, 22,3, )] € maior do que [(y1,Y2,Ys, )| € indicaremos por

[(Ihx%x& e )] ~ [(y17y27y37 e )]7

quando [(x1, 22,73, )] — [(y1,y2, 93, )] = [(0)]. Diremos que [(x1,22,23,--)] €
menor do que [(y1,Ys2, Y3, -+ )] e indicaremos por

[(mlvw?vm?w e )] = [(y17y27y37 o )]7

qucmdo [(xla Lo, Xz, )]_[(yhy% Yz, - )] = [(0)] E} se [(1’1,.%‘2,,1'3, T )}_[(yh Y2,Ys3, - )] -
[(0)], diremos que [(x1, 2, x5, )] € igual a [(y1,ys,ys, -+ )] e indicaremos por

[(z1, 22,25, )] = [(y1, 92, 93, -+ )].

Definigéo 6.7. Em R vamos definir o valor absoluto (ou médulo) de um elemento

(21, 22, 3, -+ )], do sequinte modo:

| [(z1, 22, 23, -)] |= (1, 29, 23, -+ )], se[(x1,xe, z3,--+)] = [(0)] 66)

_[(x17x27x37"')]7 s€ [(xl7$27$37 ) )] = [(O)]
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Proposi¢ao 6.7. Seja [(z1, 22, x5, -+ )] e [(a)] elementos de R. As sequintes afirmagées

sao equivalentes:
(1) =[(a)] = [(z1, 22, 25, )] < [(a)];
(ii) (21, 2,25, )] 2 ()] e —[(z1, 22,25, )] 2 [(a)];

(i) || [(z1, @2, 3, --)] |2 [(a)].

A demonstragao desse resultado pode ser encontrada em (LIMA} |1976| p. 57), onde

o autor demonstrar para um corpo ordenado qualquer.

Teorema 6.8 (Desigualdade trinagular). Sejam [(x1, z2, z3,- -+ )] € [(y1, Y2, Y3, -+ )] ele-

mentos arbitrarios de R, entao

|| [(mlax?vm?)"")] + [(xlax?ax?n"')] ” = || [("Ehx?v‘rfﬂ"")] || + || [($1,$271‘3,---)] || :

A demonstragao desse teorema também pode ser conferida em (LIMA| (1976, p. 58).

Observacio 6.4. Seja £ € R, vamos considerar

Et+eE+E+---+E:=n-¢,

nvezes

daqui por diante adotaremos esse fato.
A demonstragao do resultado que se segue é baseado em (KIMING, [2004]).

Teorema 6.9 (Propriedade arquimediana de R). (1) Seja & = [(0)], £ € R e seja

(21, 29, T3, -+ )] um elemento qualquer de R. Entdo existe k € N, tal que

k-&» [(33'1,5172,373,"')].

(2) Seja & = [(0)], € € R. Entdo existe [(q)] € Q, [(q)] = [(0)], tal que [(q)] < &.

(3) Seja [(x1,x9,25,---)] € R e seja & = [(0)], &€ € R. Entdo existe wm nimero

racional q tal que

| [(z1, 22, 23,---)] = [(q)] [|< €.

Demonstragio. (1) Sejam (eq,es,€3,++ ,€pn,--+) € (x1,T2,x3,---) elementos de €

que representam € e [(x1, Z, 23, - - - )] € R, respectivamente.

Como (x1,x9,23,-++) € € entdo, pelo Teorema ela ¢ limitada. Logo, existe
c>0,ceQ, tal que
|z, <e¢, VneN.
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Em particular,
r, <c¢, VneN.

Como € > [(0)], existem d € Q, d > 0 e ng € N, tais que

en>d, Vn>mno. (6.7)

c
Consideremos € Q. Existe, pela propriedade arquimediana em Q (vide
Teorema [B.2), k € N, tal que

c+1
k > 6.8
d ? ( )
o que acarreta pela equagao [6.7]
1
k-en>cz-d:c—l—12xn—l—1, Vn > ng,

pois z,, < c.

Isso mostra que os termos da sequéncia
(k'el_a?la k'62_x27 k'63_x37 7k'6n_x’n7”')

sao todos maiores do que ou iguais a 1, para todo n > ng. Isso implica que existe

ng € N, tal que

Logo,

O elemento [(1)] € R,. Como £ é positivo, entdo admite inverso multiplicativo

g~1. Pelo que foi provado no item (1), existe k € N, tal que

)] (1] =
o )]
1 _
m < €.
Mas,
Wleg o Wy,

[(F)]
(D]

entao tomemos [(¢)] = ——= e teremos

[(F)]
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(3) Vamos considerar as trés possibilidades:
a) [(zq, 29,23, )] = [(0)]: nesse caso podemos escolher ¢ = 0 e teremos,

I {(z1, 29, 25, ) = [(@] [I=[ O] = O [I=[ [(O)] [[< &

b) [(z1, 2, 23,--+)] = [(0)]: se [(x1,22,23,--+)] < & basta tomarmos ¢ = 0,

que teremos || [(x1, z2, 23, -+ )] — [(q)] [|< €. Entao vamos assumir
(21, 9,23, )] = €.
Pelo que foi provado no item (2), existe d € Q, d > 0, tal que
[(d)] < €.
Pelo item (1), existe k € N, tal que

k- [(d)] = [(z1, w2, 23, -+ )]. (6.9)

Tomemos, entdo, o menor kg € N (sabemos que existe pelo PBO, axioma

C.5) que satisfaz a inequacdo[6.9) Como [(d)] < & < [(z1, 22, 23, -+ )] e como
ko é o menor valor possivel que satisfaz a inequagao [6.9] devemos ter

[(ko = 1)} - [(d)] = [(21, 22, w5, - )].
Entdo,
0 = [(z1, 22, 23, -+ )] =[(ko—1)]-[(d)] < [(ko)]-[(d)]=[(ko—1)]-([d]) = [(d)] < &.
Dai, podemos tomar [(g)] = [(ko — 1)] - [(d)], que teremos
| [(z1, 22, s, )] = [(@)] = &

¢) [(w1, 9,3, ,xp, )] < [(0)]: nesse caso, —[(x1,x9, 23, - ,)] = [(0)],

entao pelo que foi provado no item (b), existe ¢ € Q, tal que
| =[(z1, @2, 25, )] = [(@)] [[< € = || [(#1, 22,23, - - )] = (=[()]) I< &

Mas se [(¢)] € Q, entao —[(q)] € Q, o que finaliza a demonstragao.

Corolario 6.10. O conjunto R ¢ um corpo ordenado e arquimediano.

A demonstragao decorre diretamente da Defini¢ao [3.3]e do Teorema que acaba-

mos de provar.
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Defini¢ao 6.8. Dizemos que uma sequéncia (Xy, Xa, X3, ) C R ¢ convergente
quando dado € > [(0)], (¢ € R), existem L € R eng € N, tais que

n>ng=|X,—L|<e.

Definigdo 6.9. Dizemos que L € R é o limite de uma sequéncia (Xn) C R quando
para todo € = [(0)], (¢ € R), existe ng € N, tal que

n>ng=|X,—L|<e.

Defini¢ao 6.10. Dizemos que (X1, Xo, X3,+-+) C R ¢ uma sequéncia de Cauchy,
se dado ¢ € R, € = [(0)], emiste ng € N tal que

m,mn >ng =|| X, — X ||[< .

Ja vimos na Definicao que um corpo arquimediano é dito completo quando toda

sequéncia de Cauchy é convergente. Em outras palavras, considerando
(X17X27X37'” 7Xn7”'> cK

uma sequéncia de Cauchy, se K é um corpo ordenado completo, dado € positivo em K,

existe um elemento L € K e ng € N, tais que
|z, — L| <&, Vn=>n,.

Lema 6.11. Seja (x1, 29,23, , Xy, -+ ) € C e sejac >0, c € Q. Se existir ng € N,

tal que |x,| < c¢,Yn > ng, entio

| [(x1, 22, T3, vy Ty )] [ X [(€)]

Demonstragio. Se [(x1,x9, X3, -+ ,xn,---)] = [(0)], entdo é imediato constatar que
[(z1, 22,23, ,xp, -+ )] 2 [(¢)]. Assim, vamos supor [(z1,za, T3, -, Tn, )] # [(0)].
Se [(x1, 2,3, ,Tn,---)] = [(0)] : entdo pela Definigao (definigdo de modulo

em R), temos
|| [(931,1‘2,283, R )] ||: [(1‘171'2’:1;37 e gy, )]
Portanto, devemos mostrar que
()] = [(21, 22, 23, 2n, - )] = [(0)].

Como |z,| < ¢, temos
c—x, >0, Vn>ng. (6.10)
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Além disso,
[(C)] - [(231,:62,1‘3,--- ’xm'")] = [(C,C,C,---)]— [('Tlvx?ax?)f" ’xm"')]
== [(C—.ﬁEl,C—l'Q,C—Z'g,"',C—.ZCTL,"')]

que pela equagao e pela definicao de ordem em R (Definigao é maior do que
ou igual a [(0)].
Assim,

(1, 22,23, 2, )] 2 ()] (6.11)

De modo analogo, podemos provar também que
—[()] = [(x1, 22,23, -+ 20, )]- (6.12)

Dai, combinando as equagoes [6.11] e [6.12] concluimos que

_[<C>] = [(331,.’132,563,'“ Ly - )] = [(C)]

IHI= ()]

IA

:>|| [(l‘l,l'g,xgg, s, T,
|

O coroléario que enunciaremos e demonstraremos a seguir nos diz que sequéncias de

Cauchy de nimeros racionais sao levadas em sequéncias de Cauchy em R.

Corolario 6.12. Seja (x1, 22,3, ..., %y, ...) € €, entao a sequéncia

([()]; [(22)], [(25)],---) C R
é de Cauchy em R.
Demonstragio. Queremos mostrar que a sequéncia ([(z1)], [(x2)], [(z3)],--+) é de Cau-

chy em R, isto é, dado & > [(0)], & € R, existe ng € N, tal que

| [(zn)] = [(zm)] [[< €, Ym,n > no. (6.13)
Dado & € R, existe € € Q4 pelo item (2) do Teorema tal que

[(e)] < €. (6.14)

Seja (x1, T, T3, ..., Tp,...) € €. Como se trata de uma sequéncia de Cauchy de

numeros racionais, entao para o € > 0 dado acima, existe ng € N tal que
|z, — x| < €, Vm,n > ng. (6.15)

O que implica, pela equagao (6.15)) e pelo Lema [6.11]

[ {(zn = zm)] |2 [(e)] <& Vm,n>no.
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Como || [(zn — zm)] |I= [(zn)] = [(zm)] ||, vemos, entdo, que existe ng € N, tal que
[ [(2n)] = [(zm)] <& Vm,n > n.
Portanto, fica provado que
()], [(2)], [(23)], - [(a)ls )
é uma sequéncia de Cauchy de elementos de R.
[ |

Lema 6.13. Seja (z1, 29,23, ,Zpn, -+ ) €E . Entao,

tn ([(e0)] ()L ()], L)) = (o, 22,5, )]

n—oo

Demonstracdo. Queremos mostrar que dado € € R, existe ng € N, tal que

|| [(xn)] - [($1,$2,$37 s )] ||-< g, Vn > ng.

Sabemos pelo item (2) do Teorema que dado & € R, & = [(0)], existe ¢ € Q,

e > 0, tal que

(e)] < &. (6.16)
Como (x1,T2,x3, -+ , Ty, ) € €, entdo para o ¢ dado acima, existe ng € N, tal
que
|z — x,| < g, Vm,n > ng.
o que implica,
—& < Ty — Ty, < €, Vm,n > ng. (6.17)
Da equacao [6.17], em particular, temos que
—£< Ty — Ty = Ty — Ty > —€
= Ty —Tp,+e>0.
Fixando m > ng, variando m, temos
Tno+1 — Tn +e > O,
Tno4+2 — Tn +e > 07
Tpg43 — T+ > 0,
Logo,
[(z1—zpte, To—Tp+e, | Tpng—Tn+E, Tngt1—Tn+E, Tngra—Tn+e, -+ )] = [(0)]. (6.18)
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Fagamos,
Xn = [(ZEn,ZEn,ZEn, to )] = [(xn)]
Da equagao ( 6.18)), temos,
Ty —l’n+€,$2 —..'L'n+€,“‘ 7xn0 —$n+€,$n0+1 _$n+€7In0+2 —l’n+€,)] i [(O)]

» Tng+1y Lng+25 Lng+3s *° ) - (xm Ly Lps - ) + (575’ g )] = [(O)]
» Tng+1s Lng+2, Tng+3y * " ° )] - Xn + [(57 €,&, )] >~ [(0)]
y LTng4+15 Tng+25 Tng+35 * * )] - XTL = [(‘5)]

Pela equagao (6.16]), temos

[
= |
= [(x1, 29,25 -
= |

(
(z1, Ta, T3 - -
(21

(

L1, T2,T3 """

[(%1,%2,1‘3, s )] — Xn - —¢.

(6.19)
Vide também ilustragdo na Figura [I5] para melhor compreensao.
Figura 15 — Propriedade arquimediana em R
| I I | |
I T T T 1
—£ — [(e)] 0 [(e)] €
Fonte: Autores, 2023
Analogamente, da equagao [6.17, podemos provar que
(21,29, 23, )] — X,y < &, Yn > ng. (6.20)

Das equacio (6.19) e (6.20)), concluimos pela definicdo de médulo em R (Definigao
que

| [(@1, 22,23, )] = Xo | < & ¥n>no
= || X, — [(x1, 22, 23,)] ||< &, Vn > ng
= || [(zn)] = [(z1, 72,23, - -+ )] [[< &, Yn > ng.
E isso prova que
(21, 72, 73, )]

é o limite da sequéncia

Ou seja,
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Corolario 6.14. Se ([(z1)], [(z2)], [(z3)], -, [(zn)], -+ ), i € Q, for uma sequéncia de

Cauchy em R, entdo (z1,x2, T3, ..., Tp, ...) € uma sequéncia de Cauchy em Q.

Demonstragio. Seja € € Q, ¢ > 0. Como ([(z1)], [(z2)], [(x3)],- -+, [(xn)],--+) é uma
sequéncia de Cauchy em R, para [(g)] > [(0)] existe ng € N, tal que

=[] < [(@m —za)] < [(€)],  Vm,n > no.
Ora,

(@ — z0)] < [(€)]
= [(e =z + 2,)] = [(0)]
= e—Tm+x, =0

= Ty —Tp <&, VYm,n > nyg.

De maneira analoga, se prova que x,, — x, = —¢.

Dai, para o € € Q, € > 0, acima, existe nyg € N, tal que
|Tm —xn| <e,  Vm,n > np.

Portanto, (1, xe,x3,- ) é uma sequéncia de Cauchy de ntimeros racionais.

Teorema 6.15. O conjunto R é um corpo arquimediano ordenado e completo.

Demonstragio. Seja (X1, Xy, X3, - -+ ) uma sequéncia de Cauchy em R. Pelo item (3)
do Teorema , dado X, e R e e = =, para cada n € N, existe z,, € Q, tal que
n

I~ L 1< [ ()] (6.21)

Além disso, como (X1, Xo, X3, ---) é uma sequéncia de Cauchy em R, dado & > [(0)],
£ € R, existe ng € N tal que

| X — X [|< %, Vm,n > ny. (6.22)
Seja ainda n; > ng, tal que

Klﬂ =< g, Yn > nyq, (6.23)

n

cuja existéncia é assegurada pelo item (1) do Teorema (propriedade arquimediana

de I@). Entéao, para todos m,n > nq, temos pela desigualdade triangular (Teorema
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e pela desigualdades (6.21)), (6.22) e (6.23))

[ {@n)] = [@)] | = [ [(@m)] = Xn 4+ Xo = Xy + X — [(@0)] ]
B Km} HEN )
< ; +o+s
Isso demonstra que
([za], [o], [2s], - )

é uma sequéncia de Cauchy em R, que pelo Lema converge para [(z1,xg,x3, ).
Agora, pelo Coroldrio [6.14] (z1, %2, 23,---) é uma sequéncia de Cauchy de niimeros
racionais, isto é (1, 29,23, ) € €.

Devemos provar agora que a sequéncia (X7, X5, X3, -+) converge para algum ele-
mento de R, que nesse caso serd, pelo Lema m, [(z1, 22, 23, )].

Pelo Lema [6.13] dado & > [(0)], existe ny € N, ny > ny, tal que
€
2 )
Pela desigualdade triangular (Teorema [6.8), e pelas desigualdades (6.21]) e (6.24),

temos, para n > na,

I [(2n)] = [(21, 22, 3, - )] [|< Vn > ns. (6.24)

| Xo =@y, 22,23, )] | 2 1 Xo = [(@a)] [| + || [(#0)] = [(#1, 22, 23, -+ )] ||
N
2 2
= &.
O que demonstra que
(X17X2aX37 )
converge para
I:(‘rIJ‘/‘UQJ'Ig?".)]'

Ou seja, tomando uma sequéncia de Cauchy arbitrdria em R, provamos que ela con-
verge para algum elemento de R, entdo segue-se pela Definicao que R é um corpo

arquimediano ordenado e completo.
[ |
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6.3 Comparacao entre os corpos dos nldmeros racionais e dos

numeros reais

Vamos considerar a expressao decimal 1,989898 ..., que se trata de uma dizima

periddica simples de parte inteira igual a 1 e periodo igual a 98. Podemos aproximar

esse numero por uma sequéncia de Cauchy de ntimero racionais, pois ja vimos no

Teorema que toda sequéncia desse tipo é de Cauchy:

r1 =
Ty =
r3 =
Ty =
Ty =
Tg —

Ty =

Donde segue-se que

1
1,9

1,98
1,989
1,9898
1,98989
1, 989898

(z,) = (1;1,9:1,98; 1,989; 1,9898; 1,98989; 1, 9839898: - - - ).

Pelo Corolério essa sequéncia (1, s, 3, ) em Q é levada na sequéncia

(D] [(1,9)]; [(1,98)]; [(1, 989)]; [(1,

em R. Dai, pelo Lema 6.13, a sequéncia

(LD [(1,9)]; [(1,98)]; [(1, 989)]; [(1,

converge para

9898)]; [(1,98989)]; [(1,989898)]; - - - )

9898)]; [(1,98989)]; [(1,989898)]; - - - )

[(1:1,9;1,98;1,989; 1,9898; 1,98989; 1,989898; - - - )] = [(1,989898 - - - )],

que pertence A copia de Q em R. Ou seja,

lim ([(1)]; [(1,9)]; [(1,98)]; [(1, 989)]; [(1, 9898)]; [(1, 98989)]; - - - ) = [(1, 989898 - - - )].

Mas, sabemos que algumas sequéncias de Cauchy de nimeros racionais nao sao

convergentes em QQ, por exemplo, tomando a sequéncia

1,414; 1,4142; - - ),
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tal que x,, é a aproximacdo racional de v/2 com n casas decimais, sabemos que (z,,)
nao converge em Q, como vimos no Exemplo

Pelo Corolério [6.12] a sequéncia de Cauchy
(rn) = (1,4; 1,41; 1,414; 1,4142; ---)
em Q é levada na sequéncia
(L 4)): [(1,4D)]; [(1,414)]; [(1,4142)]; ---),
em R a qual converge, pelo Lema m para
[(1,4; 1,41; 1,414; 1,4142; - -)]
em R. Isto é,
im([(1,4)]; [(1,41)]; [(1,414)]; [(1,4142)]; ---) = [(1,4; 1,41; 1,414; 1,4142; ---)].

Mas esse elemento [(1,4; 1,41; 1,414; 1,4142; ---)] para nds é estranho, pois nao
pertence a copia de Q em R, mas sabemos que pertence a R. Entao vamos interpretd-lo,

Hm([(1, 4)]; [(1,41)); [(1,414)]; [(1,4142)]; -+ ) = [(1,4; 1,415 1,414; 1,4142; - )],

o qual sabemos que é um elemento de R, uma vez que (1,4; 1,41; 1,414; 1,4142; - - )

é uma sequéncia de Cauchy de ntimeros racionais.

Exemplo 40. Considere a expressio decimal

11
11010010001 - =14 — ¢~ o L Lo 1
| 10 o Paos Tage T e

Tomemos a sequéncia de niimeros racionais

0 1 2 n—1
1 1 1 1
S:(Z o ’i—010i217i—01012_1"”7zi2_17“.>

i=0 1072 2 i=0 1072

2

E consideremos a imersao de S em R

() [ )] [E ) )

entao
~ > 1
lim S := _ .
l(go 107 )]

O que nao faria sentido para nds, uma vez que

(i 1) ¢%.

1=0 2
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Mas veremos a seguir como superar essa dificuldade e dar sentido a expressoes

decimais desse tipo.
De modo genérico, em R vamos apresentar as sequéncia decimais. Entao conside-

remos a expressao decimal

ag, A1A2G3 *** Qp = * - .

Dai, definiremos

[(z3)] = [(w3, 23,73, )]

= (@ G ot ot ot 5t i)

)]

(@) = [T, 2,

Ap—1 Ap—1
= Kao+10++ R . gt SR o )}

102 101" 10 " 102 10m-1

n—1 _
_ Kzﬁ)ﬂ ao € Z, a; € {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}, i > 1.
i=0

Pelo Lema [6.12] temos que

SR 3o

:O

2 a; n—1 a;
5 SR S

1=0

que esta contida em Q é lavada em

() s g - (E8)-)

que esté contido em R.
Pelo Lema temos

o () ()] [(556)]

Denotaremos assim,

(Bl - i
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n—1 a; B 00 a;
KZ 100 2102 Z10z B ;0 101””’)] T =0
Em Q encontramos apenas as expressoes decimais finitas ou infinitas e peridédicas.
As expressoes decimais infinitas e ndo periédicas nio pertencem a Q, mas em R as
expressoes decimais infinitas e ndo periédicas podem ser encontradas.
Vamos ver R levando em consideracio o entendimento que temos de R e as ex-
pressoes decimais. Dai podemos ver os nimeros reais como o conjunto de todas as

expressoes decimais, como veremos na Definicao abaixo.

Definicao 6.11.
R—{Zlo aOEZeazE{0123456789}z>0}

Com isso, podemos “encarar” que toda expressao decimal faz sentido, seja ela finita,
infinita e periddica ou infinita e nao periddica.
A demonstracao de que esse conjunto é um corpo ordenado e completo, usando as
)

expressoes decimais, pode ser vista em (FARDIN| [2021)).

6.3.1 As operacdes em R

E as operacgoes em R fazem como proceder? Veremos a seguir como podemos da
sentido as operacoes de adicao e multiplicacao.

Considere

ifoz szz Zmz 2102 ilOZ )

elementos de R. Vemos que fazem sentido as operagoes do seguinte modo:

Adicao:
oo a; [e'¢) b 0 0 bz 1 a; 1 bz 2 2 bz
S i (S ) (S ) (S Se) ]

Multiplicagao:

e (T ) (T ) (S )
| 10° 10° 1010’ 10° 1010’ 100 =10')"

Com essa interpretacao fazem sentido as operagdo de adi¢ao e multiplicacao em R

como conhecemos, o que conclui a construgao do corpo ordenado e completo R.



112

7 Consideracoes finais

A construcao dos niimeros reais envolveu um processo muito demorado e complexo
ao longo da histéria da Matematica. Essa formalizacao foi extremamente importante
para aprimorar o conceito de niimero. Pois, até entao nao se sabia ao certo o que seria
um numero real.

Percebemos que essa construcao envolve conceitos matematicos que nao sao aces-
siveis aos alunos do Ensino Béasico. Nesse sentido, o professor dessa fase de ensino
exercera uma func¢ao muito importante e ndo simples, que é a de adequar as explica-
¢oOes para ficarem inteligiveis aos alunos, sem que cometa imprecisoes matematicas.

No entanto, é muito importante que o professor compreenda como se deu tal cons-
trugao, atentando para o aspecto histérico e os avangos decorrentes dessa construcao
formal e rigorosa desse conjunto numérico. O professor de Matematica precisa ter uma
formagao matematica solida que requer um nivel de abstracao acima daqueles que nao
sao estudiosos do tema.

Nesse viés, este trabalho pretende contribuir para melhor compreensao da cons-
trugdo dos nimeros reais usando sequéncias de Cauchy de niimero de racionais, pois
apresentamos uma notagao que deixa muito claro com que objetos matemaéaticos esta-
mos lidando em cada ocasiao. O leitor deve ter notado que certas vezes estavamos
lidando com elementos racionais, outras vezes com elementos do conjunto R, mas o
uso de notagoes diferenciadas, como fizemos, facilita muito na hora de fazermos essa
distingao.

A principio, para quem tem muita familiaridade com Estruturas Algébricas e Ana-
lise Real, pode nao fazer tanta diferenca. Mas vale ressaltar que o foco desse trabalho
é o professor do Ensino Basico que nao tem tanta familiaridade com essa matematica
do ensino superior.

Com nossa abordagem, pudemos interpretar a construcao do corpo ordenado e
completo que fizemos, o qual chamamos de R nele “enxergamos” 0s nUmMeros reais
como expressoes decimais infinitas.

Ja existem provas de que o conjuntos das expressoes decimais formam um corpo
ordenado e completo, mas é um fato que requer matematica bem mais avancada. Quem

quiser saber mais sobre essa demonstragao pode conferir em (FARDIN| 2021)).
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APENDICE A — Relacdes binarias

Neste Apéndice iremos apresentar os principais resultados referentes a relagoes de
equivaléncias e classes de equivaléncia. Para saber mais consulte (VIEIRA, 2020),
(HEFEZ, 2016) e (MILIES; COELHO) 2006]).

A.1 Relacoes de equivaléncia

Definicao A.1. Chama-se relag¢do bindria de E em F' todo subconjunto ~ de EXF'.

Definicao A.2. Uma relagdo bindria ~ sobre um conjunto nao vazio FE é chamada

relacao de equivaléncia se cumprir as trés propriedades abaizo:

1. (Refleziva) Se x € E, entio x ~ x.
2. (Simétrica) Se v,y € E e x ~y, entdo y ~ x.
3. (Transitiva) Se x,y,z € E, x ~y ey ~ 2z, entdo T ~ .

Exemplo 41. A relacio de igualdade sobre o conjunto dos niumeros naturais é uma

relacdo de equivaléncia.

Demonstragcio. Vamos demonstrar que a relacao de igualdade satisfaz as trés proprie-
dades.

1. Reflexiva: Dado x € N, temos que = = .
2. Simétrica: Se z,y € Ne x =y, entdo y = z.
3. Transitiva: Se x,y,z € N, x =y e y = 2z, entdo x = z.
[ |

Exemplo 42. : Seja ZXZ* = {(a,b);a € Z e b € Z*}. Dados dois elementos (a,b) e
(¢,d) do conjunto ZXZ*, diremos que (a,b) ~ (c,d) se

ad = bc.
Vamos mostrar que a relacao ~ é de equivaléncia.

Demonstragao. Iremos mostrar que tal relacao satisfaz as trés propriedades.

1. Reflexiva: para todo par (a,b) € ZXZ*, temos (a,b) ~ (a,b), pois ab = ba.
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2. Simétrica: Sejam (a,b) e (¢,d) € ZXZ* tais que (a,b) ~ (¢, d), entao ad = be, o

que implica cb = ba, portanto,

(c,d) ~ (a,b).

3. Transitiva: Sejam (a,b), (¢,d) e (d,e) € ZXZ* tais que (a,b) ~ (¢, d) e (¢,d) ~
(e, f). Entao

ad=bc e cf=de

= adf =bcf e bef =bde
= adf = bde, d # 0.
= af =be=ceb

= (a,b) ~ (e, f).

Definicao A.3. Seja A um conjunto nao vazio e ~ uma relagio de equivaléncia em

~. Para cada elemento a € A, chama-se classe de equivaléncia de a o conjunto
la]| = {x € A; x ~ a}.

Exemplo 43. Sejam a e b elementos de Z. Sobre Z considere a relagdo de equivaléncia
a~bsea—>b=3k, para algum k € Z.

Se os elementos a e b estiverem relacionados, denotaremos assim:
a=b(mod3) <= a—b=3k, k €Z.
Temos
[0] = {z € Z; x = 0(mod3)}.
Dali,

zr €0 <= x =0(mod3) <= = = 3k.
Portanto,

[0] = {0, +3, £6, 49, - - - }.

Analogamente, vamos determinar [(1)] :

Temos

1] = {z€Z;z~1}
= {zx €Z; x=1(mod3)}
= {z€Zx=3k+1,keZ}
= {...7_57_27174,77...}'
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Agora vamos determinar [10]. Vejamos

[10] = {z€Z;z~ 10}
= {z € Z; x =10(mod3)}
= {2 €Z;2=3k+10, k€ Z}
= {2€Z;x=3k+9+1=3K+1,K €Z}
= {,=5,-2,1,4,7,---}.

O leitor deve ter notado que [1] e [10] determinam o mesmo conjunto, isto é,
[1] = [10]
isso ocorrer porque
10 = 1(mod3).

Mais adiante provaremos que ser dois elemento estao relacionados, entao determinam

a mesma classe de equivaléncia.

Definigao A.4. Chamamos de conjunto quociente de A por ~ o conjunto formado por

todas as classes de equivaléncia determinadas por ~ no conjunto A. Simbolicamente,
A ~={[a]; a € A}.

A seguir apresentaremos alguns resultados importantes a respeito das classes de

equivaléncia.
Proposicao A.1. Toda classe de equivaléncia é ndao vazia.

Demonstragio. Seja a € A dada por [a] = {z € A; a ~ x}. Dado a € A, temos pela

propriedade reflexiva das relagoes de equivaléncia que a ~ a o que implica a € [a].
[ |

Proposigao A.2. Sejam a,b € A. Se a ~ b, entao [a] = [b].

Demonstragio. Seja x € [a]. Dai, a ~ 2. Como ~ é simétrica, temos que a ~ b = b ~
a. Mas ~ ¢ transitiva, logo b ~ a e a ~ x = b ~ z. Portanto, z € [b].
Analogamente, tome y € [b]. Dai, b ~ y. Mas ~ é transitiva, logo a ~ b e
b~y = a~vy. Logo, y € [al.
Portanto, [a] = [b].
[ |

Proposigao A.3. Sejam a,b € A. Se a nao estio relacionado com b, entdo [a] N [b] =
J.
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Demonstrag¢io. Suponha por contradi¢ao que [a] N [b] # @. Entao existe ¢ € A tal que
c € [a] e ce[b. Logo, a ~ceb~ c Como a relagdo de equivaléncia é simétrica,
temos que a ~ ¢ = ¢ ~ a. E como a relagao de equivaléncia é transitiva, temos que
b~ cec~ aimplica b~ a. Logo a ~ b. Que é uma contradicao. Donde concluimos
que [a] N [b] = 2.

|

Proposicao A.4. A unido de todas as classes de equivaléncia do conjunto A € igual
ao conjunto A.
Notagao: |J[z] = A

z€A

Demonstragio. Note que [a] € A, Ya € A. Pois a classe de qualquer elemento é

composta s6 por elementos de A. Logo,
U [z] C A
€A

Por outro lado, dado a € A, temos que a € [a] C | [z]. Logo,
€A

Ac l[z].

z€A

Portanto,

A= [z].

€A

A.2 Definindo as operacao de Adicao e Multiplicacao em Q

Nessa secao definiremos de forma precisa duas operacao, Adicao e Multiplicacao,

sobre o conjuntos dos nimeros racionais.

Definicao A.5. Dados dois elementos (a,b) e (¢,d) € ZXZ*, se (a,b) ~ (¢,d) entdo
ad = bc.

Vamos representar o par (a,b) por sua classe de equivaléncia
[(a,0)] = {(z,y) € ZXZ"; (x,y) ~ (a,b)}

= {(x,y) € ZXZ"; b = ya}
= {(ak,bk); k € Z"}.

a
A classe de equivaléncia do par (a,b) vamos denotar por {b]’ ou seja,

a

[(a7b)] = b
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Definicio A.6. Q = {m (a,b) € ZXZ*}

b
Exemplo 44.
5] = (e ezx 2wy ~ 1,2)
() eTx T2 1)
Entao (1,2) € [;], (3,6) € ;], (—=7,—14) € B}, por exemplo. Por outro lado,
62 ¢ [5) cLoef5] a5
Exemplo 45.

[6] = {(z,y) €Z x 7% (z,y) ~ (6,1)}
{(z,y) € Zx Z*;20 = 1}.

Ento (6,1) € m (12,2) € |
(3,2) ¢ m (~3,5) ¢ m (=7,-2) ¢ [1]

Definicao A.7. Dados [Z} e Lﬂ € Q definiremos a Operacdo de Adig¢do do se-
guinte modo:

@ @[dﬁ : (ﬁ?ﬁ] o[9[

+ 7 representa a operacao de adicdo em Q.

13

Notagao:
Resta-nos saber se essa definicao apresentada é boa, ou seja, se nao apresenta
ambiguidade. Para isso precisamos provar que o resultado dessa operagao independe

do representante escolhido, o que é equivalente a provarmos a proposicao que segue.

Proposigao A.5. Se (a,b) ~ (a',V) e (¢,d) ~ (¢, d'), entao
4[]+ ¢
b dl v d|
Demonstragio. Temos (a,b) ~ (a',0') = ab =bd’ e (¢,d) ~ (¢, d') = cd' = dcd . Além
{a} n {c} _|ad +be
bl " Lldl " [ b-d

g’ N S’ _|dd + b
b ' T - d ’

disso,
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Dad, é suficiente mostrar que

[ad—i—bc] B [a'd’—i—b’c’]

b-d b -d

Ou equivalentemente,
(ad + be)b'd = (a'd + b'd)bd.
Mas,

(ad +be)V'd = adb'd + beb'd'
= Vadd + bV cd
= bad'dd +bb'dd
= bd(d'd +V').
Como queriamos provar.
Portanto, o resultado da adigao independe dos representantes escolhidos das classes

de equivaléncias fragoes.
[ |

Definicao A.8. Dados [Z} e [2] € Q definiremos a Operacdo de Multiplicagdo

do seguinte modo:

@) = [0

b
-7 representa a operacao de adigdo em Q.

9

[43

Notacao:
Assim como fizemos na adicdo, precisamos provar que o resultado dessa operagao

de multiplicagdo também independe dos representantes das classes escolhidos.

Proposigao A.6. Se (a,b) ~ (a',V) e (¢,d) ~ (¢, d'), entao

EREEEREE

Demonstragdo. Procedendo analogamente como fizemos na adicao, temos

aReR e
o) o)~ )
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[ @
b-d v-d|’

ac-bVd =bd-dc.

Dad, é suficiente mostrar que

Ou equivalentemente,

Mas note que,
ac-b'd = (ab)(cd)
= bd -dd
= (d'd)(bd).
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APENDICE B - Propriedade

Arquimediana dos Nimeros Reais

Nesse apéndice apresentaremos a Propriedade Arquimediana dos Numeros Reais,
resultado bastante importante que foi amplamente utilizados ao longo dessa pesquisa.
A grosso modo essa propriedade nos diz que fixado um ntmero real qualquer é sem-
pre possivel exibir um ntmero natural maior do aquele fixado inicialmente. Vejamos
rigorosamente como esse resultado pode ser apresentado.

Para se aprofundar nesse tema consulte (FIGUEIREDO, 1996), (AVILA| 2005) e
(LIMA, [1976)).

B.1 Infimo e Supremo

Definicao B.1. Seja X C K um conjunto nao vazio. Chamamos cota superior de
X o elemento b € K tal que, Vo € X, tem-se b < x. A menor das cotas superiores de

X chamamos de supremo do conjunto X, denotado por sup X.

Desse modo para que b € K seja supremo de X C K é necessario e suficiente que
sejam satisfeitas as condig¢oes abaixo:

S1. Para todo z € X, tem-se x < b;

S2. SeceKétal quex <c¢, Va e X, entao b < c.

A condigao S1 assegura que b é cota superior de X, enquanto S2 diz nos diz que
qualquer outra cota superior ¢ maior do que ou igual a b.

Podemos reformular S2 da seguinte forma:

S2: Dado ¢ < b em K, existe x € X tal que ¢ < x.

De fato, a condi¢ao S2’ nos diz que nenhum elemento de K que seja inferior a b

pode ser cota superior de X.

Definicao B.2. Seja X < K un conjunto ndao vazio. Chamamos cota inferior do
conjunto X o elemento a € K, tal que, Vx € X, tem-se a < x. A maior da cotas

inferiores de X chamaremos de infimo do conjunto X e denotaremos por inf X.

1
Exemplo 46. Dado X = {3 +—ne N}. Sao cotas inferiores de X, por exemplo:
n

1 1 1 1 1
b1:§, b, =1 e bg = 2. De fato, §§3+f,1§3+* e2 <3+ —, para todo n € N.
n n n
Por outro lado, by = 5 nao é cota inferior de X, pois 3,5 € X e 4 > 3,5.

E possivel provar que b =3 é a maior da cotas inferiores de X, logo inf X =b.



APENDICE B. Propriedade Arquimediana dos Nimeros Reais 125

Exemplo 47. Dado a < b em K, seja X = (a,b), intervalo aberto de extremos a e b.

Prove que inf X =a e sup X =b.

Demonstracao. Note que a é cota inferior de X. Devemos provar que nao existe ¢ € K,
a < ¢, tal que ¢ é cota inferior de X.

Se ¢ > b, claramente ¢ nao é cota inferior de X. Por outro lado, se a < ¢ < b entao
a+c

tome x € X tal que z = ,com a < x < c. Provando que ¢ nao é cota inferior de

X.
Figura 16 — Infimo de um conjunto

a—+c
a 2 C b
|
|

-~

Fonte: Autores, 2023

Logo, a é a maior das cotas inferiores de X. Portanto
mf X =a.

Agora, vamos provar que sup X = b. De fato, b é cota superior de X, devemos
provar, entdo, que ¢ a menor das cotas superiores. Ou seja, que nao existe d € K, d < b

tal que d é cota superior de X.

Figura 17 — Supremo de um conjunto

a d 5
( —

Fonte: Autores, 2023

Suponhamos, por contradi¢do, que existe d nessas condi¢oes. Se d < a o resultado
¢ obvio. Por lado, se a < d < b, entao tome z € X, tal que, x = b—|—2d7 comd<x<b.
Absurdo, pois d ndo é cota superior, uma vez que exibimos um elemento em X maior
do que ele. Portanto,

sup X =b.

Proposicao B.1. O supremo de um conjunto, se existir, ele é unico.
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Demonstrag¢do. Suponhamos, por contradi¢do, que existem b e b em K, b # b, que
satisfazem as condi¢oes S1 e S2, entdo b < V' e b’ < b, donde concluimos que b = ¥'.

Absurdo! Portanto, o supremo de um conjunto, quando existir, é tnico.

Definicao B.3. Dizemos que um conjunto X é limitado superiormente quando

existe r € R, tal que x < r, para todo x € X.

Definicao B.4. Dizemos que um conjunto X mdo é limitado superiormente

quando para todo r € R, existe x € X tal que x > r.

Definicao B.5. Dizemos que um conjunto X ¢ limitado inferiormente quando

existe r € R, tal que r < x, para todo x € X.

Definicao B.6. Dizemos que um conjunto X é nao é limitado inferiormente

quando para todo r € R, existe x € X , tal que x < r.

Definicao B.7. Quando o conjunto X ¢é limitado inferiormente e superiormente dize-

mos simplesmente que ele é limitado.

Definicao B.8. Seja X um conjunto ndao vazio, dizemos que x € X o elemento

mdximo de X quando para todo y € X, temos x > y.

Definicao B.9. Seja X um conjunto ndo vazio, dizemos que x € X o elemento

minimo de X quando para todo y € X, temos x < y.
Teorema B.2 (Propriedade Arquimediana dos nimeros reais).
I. O conjunto N dos nimeros naturais nao é limitado superiormente.
II. Dados x,y € R, 0 <z <y, existe n € N tal que nx > y.
III. Se X = {711, n e N} entao infX = 0.

Demonstragdo. 1. Suponhamos, por contradicdo, que N é limitado superiormente e
tomemos b = sup N. Dois casos sao possiveis:

(i) b € N. Mas isso implica b+ 1 € N o que contradiz o fato de que b = supN.
Logo, nao podemos ter b € N.

(ii)) b ¢ N. Por definicdo de supremo, existe n € N tal que b — ; <n <b. Dali,

1
b+§ < n+1,0queimplicab < n+1. Masn+1 € N. Absurdo, pois ndao pode haver em
N um elemento maior do que seu supremo. Portanto, N nao ¢ limitado superiormente.

II. Tomer e R, r = Y. Como o conjunto N é ilimitado superiormente, existe n € N
x

tal que n > r, dain > J o que implica nx > y.
x
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III. Inicialmente, note que 0 (zero) é uma cota inferior de X, pois 0 < i, Vn eN.
Para provarmos que inf X = 0 ¢é suficiente mostrarmos que 0 é a maior das cotas
inferiores.

De fato, tome ¢ € R, ¢ > 0. Como N ¢ ilimitado superiormente, entao existe n € N
tal que n > i, dai ¢ > 71L Logo, ¢ nao é cota superior de X. Portanto, inf X = 0.

[ |
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APENDICE C - Teoremas usados na

dissertacao

Teorema C.1 (Principio das Gavetas de Dirichlet). Se n + 1 objetos ou mais sdo
colocados em n ou menos gavetas, entao pelo menos um gaveta recebe mais de um

objeto.

A demonstracao desse resultado e diversos exemplos podem ser conferidos em
(MORGADO; CARVALHO, 2015} p. 166) e (MORGADO; CARVALHO JOaO BOSCO PI-
TOMBEIRA] 1991}, p. 70)

Teorema C.2 (Divisdo da Divisao de Euclides). Sejam a e b nimeros inteiros com

bneq0. Existem dois unicos numeros inteiros q e r tais que
a="bq+Db, com 0 <r < |bl.

A demonstragao desse teorema pode ser verificada em (HEFEZ, 2016, p. 46-47) e
(MILIES; COELHO [2006], p. 49-51).

Teorema C.3. A soma dos n primeiros termos de uma progressao geométrica (a,) de

razio q # 1, €
n

I—gq
1—1°

A demonstragao desse resultado pode ser conferida em (MORGADO; CARVALHO,
2015, p. 53-54).

Sn:al

Corolario C.4. Nas progressoes geométricas (a,) em que |q| < 1, a soma dos n pri-

meiros termos quando n tende a infinito é

ai

S

:1_q'

Essa demonstracao também pode ser conferida em (MORGADO; CARVALHO|
2015, p.54).

Teorema C.5 (Principio da Boa Ordenagao - PBO). Se S é um subconjunto ndao vazio

e limitado inferiormente, entao S possui um menor elemento.

Para saber mais consulte (HEFEZ, [2016] p.10) e (VIEIRA| 2020, p.17).
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APENDICE D - Os Principais ndmeros

irracionais apresentados no Ensino Basico

Os niimeros irracionais geralmente sao apresentados aos alunos ao final do Ensino
Fundamental. A BNCC (BRASIL, [2018) sugere que essa apresentagio seja feita no
9° ano. A partir dai existem diversas situacoes onde os niimeros irracionais aparecem
tanto no Ensino fundamental como no Ensino Médio, como por exemplo, em problemas
envolvendo o Teorema de Pitagoras, problemas modelados por meio de logaritmos e
problemas trigonométricos.

Apesar de ser bastante recorrente as aplicagoes onde aparecem os nimeros irraci-
onais, no Ensino Basico, essa diversidade nao é tdo bem explorada, aparecendo quase
sempre os mesmo exemplos repetidos. Nessa se¢ao apresentaremos os principais ntime-

ros irracionais abordados no ensino Fundamental e no Ensino Médio.

D.1 O ndmero 7w

Efetuando a divisao entre o comprimento de uma circunferéncia pela seu didmetro
obtemos uma das constantes mais famosas e importantes da matematica: o nimero
m, que vale aproximadamente 3,1415. Aproximagoes para esse nimero 7 sao usadas
desde o Antigo Egito, onde foi encontrado no papiro de Rhind, datado de 1660 A.C, o
uso de uma aproximacao de 3,1604.

Na Grécia Antiga, um importante matematico que se dedicou ao estudo do 7 foi
Arquimedes (287 a.C. — 212 a.C.) E], descobrindo que o valor de 7 estava compreendido
entre 3, 14016 e 3, 14208, que se trata de uma aproximagao excepcional, dado os recursos
que ele tinha ha cerca de 250 A.C. .

Hoje em dia com os avangos computacionais ja é possivel calcular o valor de m com
trilhoes de casas decimais. Mas isso nao ¢é suficiente para assegurar sua irracionalidade,
as provas em matematica nao sao estabelecidas pela mera observacao de casos parti-
culares, mesmo que seja uma quantidade muita grande de casos. A irracionalidade de
7 86 foi provada no século XVIII por Johann Heinrich Lambert (1728-1777) no ano de
1767. Para uma demonstragao da irracionalidade de 7 vide (OLIVEIRA| 2018).

O numero 7 é essencial no célculo de areas de figuras arredondadas, como por

exemplo, circulos e setores circulares e o volume de corpos redondos, onde podemos

1 Arquimedes de Siracusa foi um inventou, fisico, matematico, filésofo, engenheiro e astrénomo grego.
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citar cilindro, cone e esfera, por exemplo. Isso justifica sua apresentacao aos alunos do
Ensino Basico desde o Ensino Fundamental.

Diante disso, os livros didaticos sempre dao bastante importancia ao nimero m,
apresentando suas aplicacoes em problemas praticos e um pouco da historia da mate-
matica ao longo dos séculos envolvendo esse niimero.

Geralmente, no Ensino Basico, os alunos sao orientados a aproximar o valor de
para duas casas decimais apods a virgula, utilizando assim 3,14 nos calculos. Na prova
do Exame Nacional do Ensino Médio (ENEM) é muito comum também a aproximagao

para 3,1 ou simplesmente 3, como podemos ver na Figura |18

Figura 18 — Aproximacao de 7 na prova do ENEM

Questao 167 enem202r

Um povoado com 100 habitantes esta passando por
uma situacdo de seca prolongada e os responsaveis
pela administracdo publica local decidem contratar a
construgédo de um reservatério. Ele devera ter a forma
de um cilindro circular reto, cuja base tenha 5 metros
de diametro interno, e atender @ demanda de agua da
populagdo por um periodo de exatamente sete dias
consecutivos. No oitavo dia, o reservatorio vazio é
completamente reabastecido por carros-pipa.

Considere que o consumo médio diario por habitante
e de 120 litros de agua. Use 3 como aproximagao para Tt.

Nas condicdes apresentadas, o reservatério devera ser
construido com uma altura interna minima, em metro, igual a

Fonte: INEP, 2021

D.2 O ndmero /2

Nessa secio iremos tratar apenas do nimero v/2, mas no Ensino Bésico também ¢é
muito comum o uso de niimeros como v/3, v/5, v/6, etc. Ou seja, v/a, a € N, tal que a
nao é um niamero quadrado perfeito.

O ntmero irracional v/2 é um dos primeiros nimeros irracionais apresentados aos
alunos do Ensino Bésico e, provavelmente, tenha sido um dos primeiros niimeros irraci-
onais descobertos na historia da matematica, pois pelo Teorema de Pitagoras, os gregos
descobriram que dado um quadrado de lado 1, a diagonal e o lado deste quadrado sao

sao segmentos incomensuraveis. Isto é, nao existe uma unidade de medida u que caiba
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uma quantidade inteira de vezes na diagonal e uma quantidade inteira de vezes no lado
do quadrado.

Em outras palavras, seja d a medida do diagonal deste quadrado e 1 a medida do
lado, pelo Teorema de Pitdgoras, d = v/2. Os gregos perceberam também que nao

existe uma unidade de medida u e os inteiros p e ¢, tais que
u-p:\/§ e u-q=1.

O que significa que a razao entre a medida da diagonal e o lado do quadrado nao pode
ser expressa por um nimero racional. Essa demonstracio da irracionalidade de v/2 foi
feita no Capitulo 4] Exemplo

Geralmente, os livros didéaticos introduzem esse nimero por meio de exemplos ge-
ométricos e atrelados ao Teorema de Pitdgoras. A demonstracao da irracionalidade
de v/2, quando é feita, ocorre nas leituras complementares do capitulo, como podemos

verificar na Figura [19;

Figura 19 — v/2 nos livros didéticos

P

Um pouco de Histéria

Euclides de Alexandria (século Ill a.C.), usando um tipo de raciocinio denominado ‘redugao ao absurdo’, provou que \/5 nao & um nimero
racional. Veja como o matematico grego pensou.

Ele supds que ~/2 fosse um nimero racional. Assim, pela definicéo de numero racional, V2= 2, com pe gnimeros inteiros, g # 0 e p
e g ndmeros primos entre si, ou seja, 16 o Unico divisor comum entre pe g g & uma fragao irredutivel |,
Elevando ambos os membros ao quadrado, ele encontrou o seguinte resultado.

2

1= % ou seja, p* = 2g* (1)

A partir disso, podemos concluir que p? é par.

N&o existe nenhum nimero inteiro impar que elevado ao quadrado resulte em um nimero par. Além disso, se o quadrado de um numero
inteiro tem o 2 como um dos divisores, esse nimero precisa ter também o 2 como divisor, ou seja, precisa ser par.

Dessa maneira, podemos concluir que p & par, isto &, p = 2n, n € Z. ()

Se p = 2n, entdo podemos dizer que p* = 4n’.

Retomando a equagdo I, podemos dizer que 2g° = 4n’; portanto, g° = 2n*. Isso significa que g’ & par e, como ja vimos, podemos con-
cluir que g é par. (Ill)

Temos, entéo, que as conclusées Il e Il sdo contraditorias, ja que p e g foram supostos primos entre si, ou seja, ndo poderiam ter ne-
nhum divisor em comum; nesse caso, descobrimos que 2 seria um divisor comum de pe g.

Por que chegamos a esse absurdo? Por supor que V2 & um ndmera racional. Assim, podemos concluir que V2 ndo é um namero
racional.

Fonte: Livros didaticos

D.3 O ndmero e

O ntimero irracional e é apresentado aos alunos na 1* série do Ensino Médio, quando

estao estudando o assunto de logaritmos, pois trata-se da base do Logaritmo Natural,
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também conhecido como Logaritmo Neperiano.

Esse ntimero é conhecido como ntimero de Euler, em homenagem ao matematico
suico Leonhard Euler por ter introduzindo o simbolo e, e no Ensino Bésico ¢ utilizado
como aproximadamente 2,71. Mas esse é um nimero irracional, ou seja, possui uma
representacao decimal infinita e nao periddica.

Sabemos que

1 n
e = lim (1 + > ,
n—0o0 n
mas no Ensino Médio, ainda nao esta estabelecido esse conceito de limite, entao os
autores de livros didaticos usam a ideia intuitiva de limite, sem formalizacdao, para

introduzir o nimero e.
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