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Resumo

A importéncia do estudo dos Sistemas de Equagdes Lineares no Ensino Médio se deve
por sua utilizagao na modelagem de diversos problemas. Esses problemas vao desde
os mais simples envolvendo duas equagoes e duas incognitas até problemas de areas
tecnologicas e cientificas dos quais abrange um nimero alto de variaveis necessitando
de métodos mais elaborados e robustos de resolugdo. O presente trabalho tem como
principal objetivo, apresentar e relacionar a historicidade, o conceito, a importancia
e as aplicagoes do estudo de Sistemas de Equacoes Lineares utilizando os métodos
numeéricos de resolucao diretos e os iterativos. Aliando a isso, a utilizacao da linguagem
computacional Python, como um recurso digital e tecnologico, propondo a utilizacao
dos cédigos desses métodos como ferramenta pedagogica a serem utilizadas nas aulas
de Matemaética com alunos do Ensino Médio. Além disso, este trabalho propde uma
Sequéncia Didatica que explora os conceitos de programacao, passa por matrizes, por
conceitos de Sistemas de Equagoes Lineares e por fim, aborda a solucao de sistemas

numericamente.

Palavras-chave: Matematica. Equagoes Lineares. Métodos Diretos. Métodos Itera-

tivos. Linguagem Computacional Python.



Abstract

The importance of studying Systems of Linear Equations in High School is due to their
use in modeling various problems. These problems range from the simplest involving
two equations and two unknowns to problems in technological and scientific areas
which cover a high number of variables requiring more elaborate and robust methods
of resolution. The main objective of this work is to present and relate the historicity,
concept, importance and applications of the study of Systems of Linear Equations using
direct and iterative numerical resolution methods. Combined with this, the use of the
Python computational language, as a digital and technological resource, proposing
the use of the codes of these methods as a pedagogical tool to be used in Mathematics
classes with high school students. Furthermore, this work proposes a Didactic Sequence
that explores programming concepts, goes through matrices, concepts of Systems of

Linear Equations and finally, addresses the solution of systems numerically.

Keywords: Mathematics. Linear Equations. Direct Methods. Iterative Methods.
Python Computational Language.
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1 Introducao

Os Sistemas de Equagoes Lineares além de estarem presentes em todos os ramos do
conhecimento, também estao relacionados com muitos problemas importantes do dia a
dia, dos quais sao muito tteis para a resolucao desses problemas. Por exemplo, como em
um problema relacionado a trafego de veiculos, balanceamento de equagoes quimicas,
no controle de estoque e no teste de qualidade de um produto. Assim, é um tema de
bastante relevancia no ensino de Matematica, do qual a teoria de Sistemas de Equacoes
Lineares é a base e uma parte fundamental da Algebra Linear, um tema que é usado
na maior parte da matematica moderna. Em diversos ramos da matematica aplicada
e ciéncias naturais, podemos encontrar varios usos de sistemas lineares. Exemplos sao
a Fisica (Circuito Elétrico), a Economia (modelos fechado e aberto de Leontief), as
Engenharias (Ruido Acustico), a Biologia (Relagao entre dosagem do medicamento e
peso), a Navegacao (GPS) e a Aviagdo (Tripulacdo de Voo). Além disso, é ferramenta
fundamental para trabalhar com os alunos outros conteidos de Matematica, como
Matrizes, Determinantes, Modelagem, Otimizacao, entre outros.

Neste trabalho abordaremos o contetido de Sistemas de Equagoes Lineares, com
métodos numéricos de resolugao quase nunca utilizados no Ensino Basico, que no caso
sdo os métodos diretos: (Fatoragio LU e Fatoragcao de Cholesky) e os métodos itera-
tivos: (Gauss-Jacobi e Gauss-Seidel). Esses métodos estardo aliados com a linguagem
computacional Python objetivando a utilizagdo dos c6digos desses métodos como ferra-
menta pedagogica a serem utilizadas com alunos do Ensino Médio. A utilizagao desses
métodos e de recursos tecnolégicos sao baseados nas Competéncias Gerais e Especificas
encontradas na BNCC (Base Nacional Comum Curricular) e na Proposta Curricular
do Ensino Médio da Paraiba, voltada para sua utilizacdo na educagao basica. Para
corroborar nossa proposta, fazemos uma andlise relativa a esse assunto em alguns do-
cumentos oficiais de ensino, finalizando com uma Proposta de Aula para o Ensino
Basico.

Assim, por meio do presente trabalho, espera-se que esses métodos de resolucao de
sistemas de equacoes lineares sejam ferramentas de estudo e que possa contribuir com a
formacao educacional de alunos e professores, e que se possivel, tais professores possam
levar tais métodos e o uso da linguagem computacional para o ambiente académico,

utilizando-as em aulas interativas, buscando maior participagao dos alunos.
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1.1 Objetivos

1.1.1 Objetivo Geral

O objetivo central deste trabalho é criar uma ferramenta de auxilio para o professor
do qual possa introduzir de maneira mais clara o contetido de Sistemas de Equagoes
Lineares resolvidos através dos métodos diretos: (Fatora¢io LU e Fatoragao de Cho-
lesky) e os métodos iterativos: (Gauss-Jacobi e Gauss-Seidel) para facilitar o processo
de ensino-aprendizagem, abordando suas importancias e aplicagoes, relacionando a his-
toricidade do estudo de Matrizes e Sistemas de Equagoes Lineares, com a pratica do

uso de novas tecnologias, através da Linguagem Computacional Python.

1.1.2  Objetivos Especificos

o Auxiliar o professor no ensino de Sistemas de Equagoes Lineares através dos

métodos de resolugao diretos e os iterativos em aplicages praticas;

o Auxiliar a interpretacdo e compreensao do aluno e do professor no

ensino-aprendizagem de sistemas equacoes lineares;

» Propor uma Sequéncia Didética aplicavel ao Ensino Médio que utilize a linguagem
de programacao Python associada a linguagem matemaéatica na abordagem de

Sistemas de Equacoes Lineares.

1.2 Organizacao

Este trabalho esta estruturado em 6 capitulos. O Capitulo [1| se encarrega de intro-
duzir esta dissertacao, expondo os seus objetivos, sua organizagao e estruturagao. O
Capitulo [2] trata da fundamentagao teodrica, onde é analisada a importancia dos recur-
sos tecnologicos na educacao e onde também se encontra presente na BNCC que sugere
o uso das tecnologias associadas a Linguagem Matematica. O Capitulo [3 por sua vez,
aborda o contexto histérico das Matrizes e dos Sistemas Lineares. Ja o Capitulo {4 de-
fine os Métodos de Resolucao de Sistemas Lineares Diretos e Iterativos: Fatoragao LU,
Fatoracao de Cholesky, Gauss-Jacobi e Gauss-Seidel. O Capitulo 5[ propée uma sequén-
cia didatica que orienta sobre o uso da Linguagem de Programacao Python no ensino
do Sistema de Equagoes Lineares através dos métodos de resolucao diretos: (Fatoragdio

LU e Fatoragiao de Cholesky) e os iterativos: (Gauss-Jacobi e Gauss-Seidel).
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2 Uso da Tecnologia na Educacao

Neste inicio de século vivemos numa sociedade em constante mudanca, na era digi-
tal, tecnoldgica, da informagao e da comunicacao, onde conseguimos levar os fatos que
ocorrem em locais distantes do nosso pais para qualquer lugar, de modo que estes fatos
podem alterar e influenciar as nossas vidas, em que podemos, por exemplo, comunicar,
debater e jogar com pessoas do mundo inteiro, numa interacao jamais vista em outra
época da Historia da Humanidade.

De acordo com |Leite| (2014)), pode-se identificar a presenca da tecnologia em quase
todas as areas de atividade humana; sua presenca parece irreversivel. Podemos pre-
senciar, nos ultimos anos, um grande avanco tecnolégico o qual passou a fazer parte
do cotidiano de muitas pessoas e, é claro, estd presente em muitas escolas. E devido
a essa grande potencialidade que as Tecnologias da Informagao e Comunicagao (TICs)
contribuem para que as fronteiras entre o mundo cada vez mais globalizado sejam que-
bradas a todo instante. Segundo Macedo| (2014), através dessas tecnologias, nés somos
levados a um conhecimento cada vez mais rapido, facil, interativo e acompanhado de
um raciocinio logico.

Num contexto educacional, todo e qualquer tipo de mudanca traz grandes desafios,
pois nesta nova configuragao social, o universo da informagao dos alunos (e professores)
ampliou-se a uma escala nunca antes imaginada. As informacodes, saberes e conheci-
mentos sao produzidos a partir de tantas fontes diferentes e com tanta velocidade que
se torna impossivel abrangerem tudo. De acordo com |Leite| (2014]), assim como a tec-
nologia para o uso do homem expande suas capacidades, a presenca dela na sala de
aula amplia seus horizontes e seu alcance em direcao a realidade.

E fundamental desenvolver competéncias relacionadas & tecnologia em alunos da
Educacao Béasica. A maioria dos jovens consegue interagir com as novas tecnologias,
porém, muitos nao conseguem se expressar e criar coisas novas a partir dela.

A educagao, assim como as demais organizagoes, sofre uma forte pressao por mu-
dancas. Hoje, as formas de ensinar precisam ser atualizadas. O ambiente cultural
tornou-se muito diferente do ambiente escolar: os alunos desmotivam-se e aprendem
pouco. |[Pozo| (2002) cita que, ndo s6 muda o que se aprende como também a forma
como se aprende. A aprendizagem também precisa evoluir.

Segundo Saraiva, (2022), com a pandemia do COVID-19, foram perceptiveis os enor-
mes avangos que as tecnologias digitais trouxeram para a educagao. O uso de recursos
tecnologicos por meio de computadores e softwares, nao foram apenas benéficos, mas
também, a tnica alternativa para manter as aulas funcionando, de forma online.

Se for colocada em pratica de forma responsavel e criativa, as novas tecnologias sao



Capitulo 2. Uso da Tecnologia na Educacdo 16

uma grande aliada da educacgao, ao ponto de promover diversos beneficios para os alunos
e professores, dos quais tém o poder de dinamizar o processo de ensino-aprendizagem.
Porém, vale enfatizar, que as tais tecnologias nao substituem o papel do professor,
sendo fundamental que este saiba conduzir a utilizacdo dessas novas midias e softwares,
pois, de acordo com Oliveiral (2022)), dotando das ferramentas e estratégias corretas é
possivel utilizar a tecnologia para promover o desenvolvimento escolar, sabendo que
o uso desenfreado da mesma pode ocasionar problemas e atrapalhar a evolucao dos

alunos. Logo,

“... o professor nao se torna indispenséavel de forma alguma neste con-

texto, muito pelo contrario, com tantas informacoes disponiveis, é,
por meio da mediacdo do professor com metodologias e intervengoes
pedagdégicas adequadas, que os alunos terao condi¢ées de absorver as
melhores informagoes, ter um olhar critico, transforma-las em conhe-

cimento.” (CONTIN| 2016])

Para que uma nova tecnologia seja utilizada nas escolas é preciso que o professor
esteja seguro e preparado para isso e do qual nao implica dizer que a educacao deva ser
voltada exclusivamente para o uso de novas tecnologias e que a melhoria do aprendizado
dependa delas. No caso especifico de matematica, nao é a simples utilizacdo de algum
recurso tecnoldgico que a tornara mais facil ou que os alunos apreenderao mais.

A escola e os professores devem manter-se atualizados em seus meios de ensino,
acompanhando o avanco das novas geracoes, pois a escola esta envolvida na globa-
lizacao que exige transformacoes em todas as areas e a tecnologia surge com novas
maneiras de pensar e agir, transformando o nosso dia a dia. J4 os professores, é preciso
conscientizacdo para potencializar suas aulas, organizando e acompanhando praticas

que utilizem a tecnologia. Nesse sentido,

“A tecnologia é de primordial necessidade, pois promove oportuni-
dades de aprendizagem e interatividade tanto para o professor como
para o aluno. A escola é um local de constante transformacao e a tec-
nologia educacional é uma dessas ferramentas para a transformagio.”

(MACHADO; LIMA] 2017)

Com o avango tecnoldgico constante, os professores se deparam com um turbilhao
de informagoes e recursos tecnoldgicos, tornando-se um desafio, do qual ¢ dificil para
o educador filtrar quais recursos escolher e como trabalhar o conteiiddo matematico em

questao para mediar o conhecimento a seus alunos.

“Computador e internet na sala de aula nas maos de professores
treinados formam um importante instrumento de ensino. Ter acesso
a internet ndo é mais uma questao de aumentar a capacidade de
raciocinio. Passou a ser vital. E como saber ler e escrever nos anos
50 (KOCH] 2013)
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A tecnologia tornou-se um novo meio para contribuir na construcao de conhecimen-
tos, porém, os alunos possuem conhecimento avancados nestes ambientes tecnolégicos
em relacdo aos seus professores, pelo fato de estarem diariamente em contato com
tecnologias digitais, diferente de seus professores.

Segundo (Camillo e Medeiros (2018), as tecnologias, no dominio da educacao, trou-
xeram, além do acesso a informacao de forma mais dindmica a possibilidade de exercer
um processo de ensino-aprendizagem mais inovador, moderno, atrativo e atento as de-
mandas sociais. Nao sao ferramentas, apenas, do professor para que esses possam se
capacitar, e, dessa forma, tornar as suas aulas mais modernas e atrativas. E algo a ser
experienciado, também, pelo educando, visto que ambos, professor e aluno, comunicam-
se, diariamente, a partir de redes e comunicagoes virtuais. Nesse sentido, o principal

desafio é trazé-las para o contexto escolar.

“A educagao diz respeito ao “processo de desenvolvimento da capaci-
dade fisica, intelectual e moral da crianca e do ser humano em geral,
visando a sua melhor integragdo individual e social”. Para ocorrer
essa integracdo é necessario que valores, conhecimentos, habitos e
comportamentos sociais sejam ensinados e aprendidos por meio da
educacao para ensinar sobre as tecnologias na base da identidade e
da acdo do grupo e que se faca uso destas mesmas tecnologias para
ensinar as bases da educagdo.” (SOUZA; PEREIRA; MACHADO|
2018))

2.1 A importancia da tecnologia sobre o olhar da BNCC

A Base Nacional Comum Curricular (BNCC), homologada pelo MEC em 2018, que
define as aprendizagens necessarias para os estudantes brasileiros da Educagao Basica,
traz para a Formagao Geral Basica 10 competéncias gerais para toda a Educagao Bésica
e um conjunto de competéncias especificas para cada area de conhecimento e, para da
uma dessas areas, ha varias habilidades a serem desenvolvidas. No caso para a area
de Matematica, apresenta 8 competéncias especificas para o Ensino Fundamental e 5
para o Ensino Médio.

Nesse sentido, a BNCC contempla o desenvolvimento de competéncias e habilida-
des relacionadas ao uso critico e responsavel das tecnologias digitais tanto de forma
transversal — presentes em todas as areas do conhecimento e destacadas em diver-
sas competéncias e habilidades com objetos de aprendizagem variados — quanto de
forma direcionada — tendo como fim o desenvolvimento de competéncias relacionadas
ao proprio uso das tecnologias, recursos e linguagens digitais —, ou seja, para o de-
senvolvimento de competéncias de compreensao, uso e criagao de tecnologias digitais
da informacao e comunicacao - TDICs em diversas praticas sociais, como destaca a

competéncia geral 5:
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“Compreender, utilizar e criar tecnologias digitais de informagao e
comunicacdo de forma critica, significativa, reflexiva e ética nas di-
versas praticas sociais (incluindo as escolares) para se comunicar,
acessar e disseminar informacoes, produzir conhecimentos, resolver
problemas e exercer protagonismo e autoria na vida pessoal e cole-
tiva.” (BRASILI [2018)

No caso para a area de Matemética, a BNCC evidencia uma competéncia especifica
para o Ensino Fundamental afirmando que, processos de aprendizagem sao potencial-
mente ricos para o desenvolvimento de competéncias fundamentais para o letramento
matematico (raciocinio, representagao, comunicagdo e argumentacao) e para o desen-

volvimento do pensamento computacional.

« COMPETENCIAS ESPECIFICAS DE MATEMATICA PARA O ENSINO FUN-
DAMENTAL - 5: Utilizar processos e ferramentas matematicas, inclusive tecno-
logias digitais disponiveis, para modelar e resolver problemas cotidianos, sociais

e de outras areas de conhecimento, validando estratégias e resultados.

E evidencia uma competéncia para o Ensino Médio concluindo que os alunos possam
ser estimulados a desenvolver o pensamento computacional, por meio da interpretagao
e da elaboracao de algoritmos, incluindo aqueles que podem ser representados por

fluxogramas:

« COMPETENCIAS ESPECIFICAS DE MATEMATICA E SUAS TECNOLO-
GIAS PARA O ENSINO MEDIO - 4: Compreender e utilizar, com flexibilidade
e precisao, diferentes registros de representacao matematicos (algébrico, geomé-
trico, estatistico, computacional etc.), na busca de solu¢do e comunica¢ao de

resultados de problemas.

De acordo a com Proposta Curricular do Ensino Médio da Paraiba, as tecnologias
da informacao e comunicacao estao presentes em diversos setores de nossa sociedade,
impactando de forma contundente a todos que atuam nas diversas areas. Nessa pers-
pectiva, a preparacao dos estudantes, bem como de todos os demais individuos, precisa
ser principiada no ensino basico. Ferramentas tecnolégicas como o computador, os
diversos softwares, a calculadora, o smartphone, o tablet, os varios Apps, os games,
dentre outros, sao utilizadas com intuito de aumentar a eficiéncia do ensino e desen-
volver o senso critico, o raciocinio logico e dedutivo, a capacidade de observacao, de
pesquisa e estratégias de comunicacao, Paraibal (2018)).

A BNCC e a Proposta Curricular do Ensino Médio da Paraiba esclarecem como
as aprendizagens estao organizadas e explica a composicao de coédigos alfanuméricos

criados para identificar tais aprendizagens, como podemos exemplificar:
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Figura 1 — Codigo Alfanumérico do Ensino Fundamental

EF67EFO1

[P S S B S —

o

[——

O ultimo par de ndmeros
indica a posicao da habilidade
na numeracgao sequencial do
ano ou do bloco de anos.

O primeiro par de letras indica
a etapa de Ensino Fundamental.

O primeiro par de ndmeros

indica o ano (01 a 09) a que

se refere a habilidade, ou, no caso /
de Lingua Portuguesa, Arte e
Educacao Fisica, o bloco de anos,
como segue

O segundo par de letras indica
o componente curricular:

AR = Arte

Cl = Ciéncias
Lingua Portuguesa/Arte EF = Educacio Fisica
15 =12 ao 52 ano

69 = 62 ao 92 ano

ER = Ensino Religioso
GE = Geografia
HI = Historia
Lingua Portuguesa/Educagdo Fisica
12 =12 e 22 anos
35 = 3%2a05%ano
67 = 6% e 7% anos
89 = 82e 9% anos

Fonte: (BRASIL), [2018|)

Ll = Lingua Inglesa
LP = Lingua Portuguesa

MA = Matematica

Figura 2 — Codigo Alfanumérico do Ensino Médio

EM13LGG103

I 4 Lcmced lemmmmm————— Al ———— 4
[o] o]
Os ndmeros finais indicam
a competéncia especifica

a qual se relaciona a
habilidade (12 numero) e a
suUa numeracao no conjunto
de habilidades relativas a
cada competéncia (dois
Ultimos numeros).

O primeiro par de letras indica
a etapa de Ensino Médio

O primeiro par de numeros (13)
indica que as habilidades descritas

podem ser desenvolvidas em
qualquer série do Ensino Médio,
conforme definicao dos curriculos.

A segunda sequéncia de
letras indica a area (trés
letras) ou o componente
curricular (duas letras):

LGG = Linguagens e suas
Tecnologias

LP = Lingua Portuguesa

MAT = Matematica e suas
Tecnoloagias

CNT = Ciéncias da
Natureza e suas
Tecnologias

CHS = Ciéncias Humanas
e Sociais Aplicadas

Fonte: (BRASIL) 2018)

Vale destacar que o uso de
numeracao seqguencial para
identificar as habilidades
ndo representa uma ordem
ou hierarguia esperada

das aprendizagens. Cabe
aos sistemas e escolas
definir a progressao das
aprendizagens, em funcao
de seus contextos locais.
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Ainda de acordo com a BNCC, as possibilidades de organizacao curricular das
aprendizagens de Matematica sao varias, porém, algumas habilidades deixam evidente

o uso das TDICs, como no caso das habilidades:

« (EF06MA21) Construir figuras planas semelhantes em situagoes de ampliagao e
de redugao, com o uso de malhas quadriculadas, plano cartesiano ou tecnologias

digitais.

« (EFO9MAO05) Resolver e elaborar problemas que envolvam porcentagens, com
a ideia de aplicacao de percentuais sucessivos e a determinacao das taxas percen-
tuais, preferencialmente com o uso de tecnologias digitais, no contexto

da educagao financeira.

« (EM13MAT401) Converter representagoes algébricas de fun¢des polinomiais de
19 grau em representagoes geométricas no plano cartesiano, distinguindo os casos
nos quais o comportamento é proporcional, recorrendo ou nao a softwares

ou aplicativos de dlgebra e geometria dinamica.

« (EM13MAT405) Utilizar conceitos iniciais de uma linguagem de progra-
macao na implementagdo de algoritmos escritos em linguagem corrente e/ou

matemaética.

Na direcao de substituir o modelo tinico de curriculo do Ensino Médio por um
modelo diversificado e flexivel, a Lei n® 13.415/2017 alterou a Lei de Diretrizes e Ba-
ses da Educacao Nacional (LDB), estabelecendo que o curriculo do ensino médio sera
composto pela Base Nacional Comum Curricular e por itinerarios formativos, com isso,
algumas habilidades foram retiradas da nova BNCC, como no caso da EM13MAT410
e EM13MAT411 que trata respectivamente, da associacdo do conceito e reconheci-
mento de matriz, determinantes e sistemas de equagoes lineares. Porém, seguindo as
orientacoes da prépria BNCC, a Proposta Curricular do Ensino Médio da Paraiba,
implementou no seu sistema de ensino caracteristicas regionais, diante da diversidade
historica, social, ambiental e cultural |Paraiba) (2018)). Com isso, no que se refere a area
de Matematica, a Proposta incluiu no seu curriculo as habilidades que tratam de Matri-
zes e Sistemas Lineares, do qual serd tema deste trabalho e garantira a implementagao
do estudo.

De acordo com a BNCC, a area de Matematica, no Ensino Fundamental, centra-se
na compreensao de conceitos e procedimentos em seus diferentes campos e no desenvol-

vimento do pensamento computacional, visando a resolugao e formulacao de problemas

4 Lei n° 13.415, de 16 de fevereiro de 2017. Altera as Leis n® 9.394, de 20 de dezembro de 1996, que
estabelece as diretrizes e bases da educacao nacional.
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em contextos diversos. No Ensino Médio, na area de Matematica e suas Tecnologias,
os estudantes devem consolidar os conhecimentos desenvolvidos na etapa anterior e
agregar novos, ampliando o leque de recursos para resolver problemas mais complexos,
que exijam maior reflexdo e abstragdo. Ainda de acordo com [Brasil (2018), também
devem construir uma visao mais integrada da Matematica, da Matematica com outras
areas do conhecimento e da aplicacao da Matematica a realidade.

A preocupacao com os impactos das transformagoes ocasionada pelas tecnologias
na sociedade estd expressa na BNCC e se explicita ja nas competéncias gerais para a
Educacgao Bésica. Diferentes dimensoes que caracterizam a computagao e as tecnologias
digitais sao tematizadas, tanto no que diz respeito a conhecimentos e habilidades quanto

a atitudes e valores:

o pensamento computacional: envolve as capacidades de compreender, analisar,
definir, modelar, resolver, comparar e automatizar problemas e suas solugoes, de

forma metddica e sistematica, por meio do desenvolvimento de algoritmos;

« mundo digital: envolve as aprendizagens relativas as formas de processar, trans-
mitir e distribuir a informagao de maneira segura e confiavel em diferentes arte-
fatos digitais — tanto fisicos (computadores, celulares, tablets etc.) como virtuais
(internet, redes sociais e nuvens de dados, entre outros) —, compreendendo a

importancia contemporanea de codificar, armazenar e proteger a informacao.

Portanto, para a BNCC, os jovens estao dinamicamente inseridos na cultura digital,
nao somente como consumidores, mas se engajando cada vez mais como protagonistas,
com isso, o foco passa a estar no reconhecimento das potencialidades das tecnologias
digitais para a realizagdo de uma série de atividades relacionadas a todas as areas do

conhecimento, a diversas praticas sociais e ao mundo do trabalho.

2.2 Linguagem computacional no ensino de matematica

Com bases nessas informagoes e orientagoes dos documentos normativos, este tra-
balho utilizara linguagem computacional Python como ferramenta pedagdgica para ser
utilizada com alunos do Ensino Médio em paralelo com o conteido de Sistemas de
Equacoes Lineares e também para favorecer e ampliar a visao de mundo dos alunos
no processo de ensinar e aprender matematica. De acordo [Souza| (2023)), a linguagem
de programacao pode ajudar os estudantes do Ensino Médio a abrir caminhos e opor-
tunidades. Aprender a programar pode possibilitar o desenvolvimento das habilidades
de raciocinio, organizacdo do pensamento e comunicacao ao elaborar estratégias para

a resolucao de problemas matematicos.
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A escolha da linguagem computacional Python dentre varias linguagens existentes
se deu pelo fato que esta linguagem tem um grande potencial pedagogico, pela sua
simplicidade e facil entendimento, que facilita o ensino e a compreensao dos conceitos

de codificagao, alem do mais, seu uso é gratuito e livre.

“A linguagem de programagdo Python é muito interessante como
primeira linguagem de programagao devido & sua simplicidade e cla-
reza. Embora simples, é também uma, linguagem poderosa, podendo
ser usada para administrar sistemas e desenvolver projetos. E uma
linguagem clara e objetiva, pois vai direto ao ponto, sem rodeios.”
(MENEZES [2019)

Um dos objetivos desta pesquisa é propor atividades que envolvam programagcao e
contetidos matematicos, oportunizando a alunos e professores descobertas e caminhos
diferentes de uma aula tradicional, do qual é importante ressaltar que a matematica e
a programacao estao intimamente ligadas, a programacao elevou a matematica a um
novo patamar. Segundo Wolfram (2017)), podemos evidenciar este fato, uma vez que
os problemas reais do século XXI s6 puderam ser solucionados devido a existéncia do
computador, esta é uma das justificativas que a programacao deve entrar no sistema

educacional como uma parte fundamental da disciplina de matematica.
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3 Contexto Historico das Matrizes e dos

Sistemas Lineares

Segundo Santos| (2017), os trabalhos com matrizes e determinantes iniciaram no
século II a.C. Os babilénios estudaram problemas que tiveram como solugoes sistemas
lineares de duas variaveis, no qual estao preservados em tabletes de argila. Os Chineses,
no inicio de seus estudos, que segundo [Boyer| (1996), surgiram 1000 a.C., desenvolveram
livros relacionados ao tratamento de calculos astronémicos, promoveram contribuigoes
a respeito das propriedades relacionadas ao triangulo retangulo, fragoes, geometria
relacionada a algebra e a na aritmética, dos quais, tais conteidos foram abordados em
grande parte pelo livro chinés mais influente de matematica denominado de “Chui-
Chang Suan-Shu” ou “Nove capitulos sobre a arte matemdtica”. Ainda de acordo com
Boyer| (1996) os Chineses gostavam especialmente de diagramas e apresentaram os

primeiros registros de um quadrado magico, disposto da seguinte forma:

Figura 3 — Quadrado Méagico

Fonte: (BOYERJ, [1996)

Ainda segundo o autor, é interessante observar que o quadrado magico teve seu
primeiro registro efetuado pelos chineses. E provavel que sua origem seja ainda mais
antiga, porém, como nao foi registrada, nao foi dada a conhecer. Os chineses gostavam
especialmente de diagramas e o livro “Nove capitulos sobre a arte matemdtica” contém
246 problemas dentre os quais, um ¢ resolvido através desse quadrado méagico, o qual
motivou os Chineses a relacionar esse diagrama a resolugdo de sistemas de equagoes
lineares simultaneas. Como exemplo abaixo:

"H& trés tipos de milho, dos quais trés feixes do primeiro tipo, dois do segundo e
um do terceiro fazem 39 medidas. Dois feixes do primeiro tipo, trés do segundo e um
do terceiro fazem 34 medidas. E um feixe do primeiro tipo, dois do segundo e trés do

terceiro fazem 26 medidas. Quantas medidas de milho ha em um feixe de cada tipo?”
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Nas notacoes de hoje esse problema se apresentaria como o seguinte sistema de

equagoes lineares:

3r+2y+ 2z =39
20+ 3y + 2 =34
T+ 2y+32=20
Ainda de acordo com [Boyer| (1996)) afirma que para resolver esse problema, eram

efetuadas operagoes sobre colunas na matriz associada ao quadrado magico:

Figura 4 — Quadrado Magico referente ao Sistema de Equagoes

1 2 3
2 3 2
3 1 1
26 34 39

Fonte: (BOYER), [1996])

Para reduzi-la a:

Figura 5 — Quadrado Mégico apds operagoes efetuadas

0 0 3
0 5 2
36 1 1
99 24 39

Fonte: (BOYER] {1996))

A fim de representar as equagdes na forma 36z = 99; by + z = 24 e
3r + 2y + z = 39, das quais calcula-se os respectivos valores de z, y e x. Nesse
sentido, verifica-se uma caracterizacao inicial de matrizes, de forma intuitiva, associ-
ada ao diagrama do quadrado mégico. De acordo com |Sousa, Sabino e Sabino| (2017)),
a tnica diferenca entre o método atual para o chinés (antigo) é que escrevemos as
equagoes lineares como as linhas da matriz em vez de colunas. Além disso, as equagoes
nas colunas sao escritas da direita para a esquerda.

Ainda segundo os autores, a teoria dos determinantes surgiu simultaneamente atra-
vés dos estudos de dois grandes matematicos: Seki Shinsuke Kowa no Japao, e Gott-

fried Wilhelm Leibniz na Alemanha, ambos resolviam sistemas de equagoes lineares de
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maneiras diferentes, porém com o mesmo proposito: encontrar as solugoes através de
eliminagoes. O termo matriz veio com James Joseph Sylvester, em 1850, e com seu
amigo Arthur Cayley, em 1858.

De acordo com Boyer| (1996), Gottfried Wilhelm Leibniz (1646 - 1716), faz referéncia
pela primeira vez no Ocidente ao método de determinantes, onde em 1693, ele apre-
senta uma caracterizagao para indicar linhas e colunas, originadas a partir de equagoes

lineares simultaneas:

10+112+12y =0 1lo+1,+1,=0
20 + 21z 4+ 22y = 0 ou 25+ 2, + 2, = 0.
30+3l24+32y=0 30+31+3,=0

Escreveriamos isso como:

a1 +bic+cy=0
a2+b20+02y:0-
a3+b36+03y20

Se as equacoes fossem consistentes entao:

102135 + 192934
112930 + 112032
152031 + 122413y,

que equivalem ao enunciado atual referente ao do determinante:

ar by o
as by o] =0.
as by c3
Assim como no estudo dos chineses, Leibniz evidenciava as matrizes a partir de
equagoes lineares simultaneas.
Ainda segundo [Boyer| (1996)), Josep Louis Lagrange, considerado ao lado de Euler
o maior matematico do século XVIII, o artigo intitulado “Solutions Analytiques de
qualques probléems sur les pyramides triangulares”, publicado em 1975, apresentou re-
sultados analiticos para o calculo de area de um triangulo e o volume de um tetraedro,

denotados respectivamente por A e V', como temos a seguir:

1 1oz 1
noy 1 |x 29 1
A= —\zg yp 1 eV = 2 B2~ .
21 3! T3 Yz 23 1
r3 Yz 1
Ty Ya za 1
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Com isso, ele concluiu que os elementos que compoe as matrizes (denominagao
atual), representavam os vértices do triangulo e do tetraedro e caracterizam coordena-
das de pontos no espago, como verifica-se na férmula para o calculo de A e V. Assim,
verifica-se que Lagrange buscou artificios analiticos para caracterizar os elementos que
compoem as linhas e colunas das matrizes.

Segundo [Eves| (1997)), o matematico que mais desenvolveu estudos acerca dos De-
terminantes e consequentemente apresentou consideragoes significativas a respeito das
matrizes foi Algustin Louiz Cauchy, nascido no ano de 1789 em Paris, e dentre as suas
obras destacam-se as producgoes em Séries Infinitas, Teoria das Func¢des Reais Com-
plexas, Equacoes Diferenciais, Probabilidade e Fisica-Matematica. Entre as principais
contribui¢oes temos a demonstracdo de um teorema que envolvem os conteidos de
Matrizes e Determinantes, que também foi citada por Leibniz, o qual foi proposto da

seguinte maneira:
“Se A e B sdo matrizes n x n, entao |A . B| = |A| . |B|".

De acordo com [Lima, Pereira e Chaquiam| (2018), a partir do teorema exposto,
verifica-se que apesar de ele nao citar a nomenclatura “ordem”, mas considera que A e B
sdo matrizes n X n (classificagdo intuitiva das matrizes quadradas), caracterizando mais
um elemento para as matrizes. Além disso, destaca-se a relacdo entre o determinante
e as matrizes, a qual, também foi citada na abordagem feita por Leibniz.

Segundo Boyer| (1996)), Arthur Cayley, em sua grande obra “Menoir on the Theory
of Matrices” a respeito da teoria das matrizes, do ano de 1858, revela o poder da algebra
matricial. A qual surge a partir da Teoria das Transformacdes Lineares Simultaneas,
onde a partir dessa construcao, Cayley mostrou que ao inverter a ordem das matrizes
com letras maitusculas pelas mintisculas o produto era diferente. Ou seja, nao conseguia-
se retornar ao sistema de origem. Com isso, mostrou que a multiplicacdo matricial nao

é comutativa, como no exemplo abaixo, consideremos a transformacao 7;:

' =ax+ by
Y = cx +dy,

do qual aplicaremos uma outra transformacao, denotada T5:

2" = Ax' + By
T2 -
y" = Ca' + Dy

Observemos que em 75 existem variaveis presentes em T;. Assim, se aplicarmos T}

em 715, teremos um resultado equivalente a transformacao composta, do tipo:
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2" = (Aa+ Be)x + (Ab+ Bd)y
y" = (Ca+ Dc)x + (Cb+ Dd)y,

T, =

Porém, se invertéssemos a ordem de 77 e Ty, de modo que 75 seja a transformacao:

2’ = Ax + By
T, =
y' = Cx + Dy,
e T é a transformacao:
2" =az’ + by
T, = Y

y// — Cm/ + dy/7

e novamente se aplicarmos 7} em T5, teremos:

2" = (aA+bC)x + (aB +bD)y
y" = (cA+dC)x + (¢B +dD)y.

Tl T2 -

Expressando na linguagem de matrizes os resultados das transformacoes, verifica-se

que os resultados sao diferentes:
A B a b Aa+ Be Ab+ Bd
. = e
C D c d Ca+ Dc Cb+ Dd

a b A B\ [aA+0bC aB+0D
(c d) ' (C’ D) B (cA+dC’ cB+dD) '

Mostrando que ao inverter a ordem das matrizes com letras maitsculas pelas mi-
ntsculas o produto seria diferente. Ou seja, ndo conseguia-se retornar ao sistema de
origem. Com isso, provou que a multiplicacdo matricial nao é comutativa.

Cayley também apresentou uma algebra para adicao de matrizes (de dimensoes
iguais). A qual, é obtida somando-se os elementos correspondentes das matrizes, expos
a multiplicacdo de uma matriz por um escalar k, definiu a matriz identidade, denotada
por I, a qual pode ser associada ao elemento neutro da multiplicagdo matricial e a
matriz quadrada nula, como o elemento neutro da adicao de matrizes.

Segundo [Lima, Pereira e Chaquiam| (2018)), evidenciou-se a Arthur Cayley, como
o matematico que apresentou a algebra para o estudo das matrizes, além do fato, de
considerar que a abordagem de matrizes deve preceder determinante.

De acordo com Sousa, Sabino e Sabino (2017)), o termo Matriz foi introduzido pelo
matematico inglés James Joseph Sylvester em 1850, e que anos depois, recebeu grandes
contribuigoes de seu amigo Arthur Cayley, o qual, deu o primeiro significado da palavra

Matriz, como sendo o lugar onde algo se gera ou cria. Com efeito, via-as como:
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“[...Jum bloco retangular de termos [...] que néo representa um deter-
minante, mas é como se fosse uma MATRIZ a partir da qual podemos
formar véarios sistemas de determinantes, ao fixar um nimero “p” e
escolher a vontade “p” linhas e “p” colunas|...]” (TAYLORY [1850)

De acordo com Neto (2016), a descoberta da algebra matricial consiste na formu-
lacao de uma metodologia para que muitos nimeros sejam operados ao mesmo tempo.
Mais tarde, as matrizes se tornaram bastante tteis na programagao de computadores.
Atribui-se a existéncia dos computadores pessoais a utilizacdo das matrizes para reali-
zacao das tarefas de processamento das maquinas, o que diminui, e muito, o tamanho
dos componentes necessarios para seu funcionamento. Nesse processo, pessoas como
Bill Gates e Steve Jobs tiveram papel importante.

Bernardes| (2019) afirma que, historicamente, a no¢ao de matriz foi a tltima a surgir,
isto é, as matrizes foram introduzidas apés determinantes, sistemas lineares, transfor-
macoes lineares e formas quadraticas. Os momentos histéricos de Sylvester e de Cayley
mostram que sua introdugao e desenvolvimento foram motivados pela necessidade de
uma representacao em forma de tabela. Assim, um possivel encaminhamento seria
introduzir o conceito de matriz quando houver necessidade da representagao matricial,
por exemplo, durante o estudo de sistemas lineares.

Tal desenvolvimento promoveu o conhecimento da origem e dos fatores que levaram
o objeto matematico matriz a ser definido do modo como conhecemos hoje e as escolhas
que o elegeram como ferramenta para resolver determinados problemas e diante disso,
este trabalho busca despertar uma visao mais critica e repassar alternativas sobre o
ensino e resolucao de sistemas lineares no nivel basico, considerando que para uma
melhor compreensao, o leitor, precisa ter um conhecimento prévio do contéudo de

Matrizes.
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4 Meétodos para resolucao de sistemas line-

ares

Os métodos para resolucao de sistemas lineares podem ser classificados em duas
categorias: métodos diretos e métodos iterativos. Os métodos diretos sao aqueles
que, apos uma quantidade finita e conhecida de passos, fornecem a solucao exata do
sistema linear (caso exista). J& os métodos iterativos, constroem uma sequéncia de
aproximagoes da solugao do sistema linear que, sob certas condigoes, esta sequéncia
converge para solucao exata.

Neste trabalho iremos abordar os métodos diretos Fatoracao LU e Fatoracao de
Cholesky; e os métodos iterativos Gauss-Jacobi e Gauss-Seidel. Esses métodos serao
aliados a linguagem computacional Python objetivando a utilizagao dos cdédigos desses

métodos como ferramenta pedagogica a serem utilizadas com alunos do Ensino Médio.

4.1 Meétodos Diretos

Segundo Ruggiero e Lopes (1996), os métodos diretos fornecem a solugao exata
do sistema linear (caso ela exista) apés um ntmero finito de operagdes. Em outras
palavras, se o sistema tem solugao, os métodos diretos nos dao a solucao exata do
problema com somente erros de arredondamento gerados devido a aritmética do ponto
flutuantes utilizada por computadores para realizar os calculos.

Os métodos diretos abordados neste trabalho sao baseados no processo de fatoragao
que consiste em decompor uma dada matriz no produto de duas outras matrizes mais
simples com o objetivo de facilitar os calculos. Assim, a resoluc¢ao de um sistema linear

serd dada por resolver uma sequéncia de sistemas lineares mais simples.

4.1.1 Fatoracdo LU:

A Fatoracao LU de uma matriz A quadrada de ordem m consiste em escrever A
como o produto de duas matrizes L e U, ambas de mesma ordem que a matriz A; sendo
L uma matriz triangular inferior e com os elementos da diagonal principal sendo 1 e U
uma matriz triangular superior, ou seja, A = LU. Dai vem o nome desta fatoragao, L
de Lower (inferior) e U de Upper (superior).

Lembremos que a diagonal principal de uma matriz quadrada, que é uma matriz

que possui o mesmo nimero de linhas e colunas, sdo os elementos da matriz em que
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o nimero da linha é igual ao niimero da coluna, ou seja, sao os elementos a;;, em que

t = 7, como destacaremos no Exemplo a seguir.

Exemplo 1. Observe as matrizes quadradas abaizo, de ordem 2 e 3, respectivamente.

Os elementos da diagonal principal estao destacados em vermelho.

11 aiz2 Az
air aig
A = e Ay = |ag s ass

a21 U2
a31 dazz (33

Com isso, recordemos agora que uma matriz triangular inferior é uma matriz qua-
drada em que todos os elementos acima da diagonal principal sdao iguais a zero; e uma
matriz triangular superior ¢ uma matriz quadrada em que todos os elementos abaixo
da diagonal principal sao iguais a zero, ou seja, quando tivermos uma matriz quadrada
A tal que os elementos a;; = 0 para i < j a definiremos com uma matriz triangular
inferior, do mesmo modo, se a;; = 0 para ¢ > j, definiremos A como uma matriz

triangular superior, conforme no exemplo abaixo.

Exemplo 2. Observe as matrizes Ay e Ay quadradas de ordem 3, sendo que a matriz

Ay € uma matriz triangular inferior e a matriz Ay uma matriz triangular superior.

ap 0 0 ailz a2 as
Al = |a21 Q929 0 € A2 = 0 92 Q923
a31 dasz2 G33 0 0 ass

Uma condig¢ao para que uma matriz possa ser decomposta no produto LU é que
o determinante de todas as submatrizes principais devem ser diferentes de zero. De
acordo com Soares| (2012), dada uma matriz A quadrada de ordem n, qualquer sub-
matriz quadrada cuja diagonal faca parte da diagonal de A, das k primeiras linhas e
k primeiras colunas de A, onde 1 < k < n, é chamada uma submatriz principal (Ay).
Os determinantes das submatrizes principais, simbolizado por det(Ay), sdo chamados
menores principais de A.

No exemplo a seguir, mostraremos uma matriz quadrada A, de ordem 3, e seus

menores principais .

Exemplo 3. Uma matriz A quadrada de ordem 3

11 daiz2 A3

A= Q21 QAg22 Q23]

a31 daz2 ass
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possui 3 submatrizes principais, consequentemente 3 menores principais.

11 Aaiz2 i3
ai; Qaig

A= [an} ; Ay =

i Az = a1 ax a3 | ;

a21 Q22
31 a3z G33

e devemos ter det(A;), det(As) e det(As) nao nulos para utilizar a fatoragio LU.

Conforme [Franco| (2006), vamos enunciar formalmente a Fatoracao LU com o Teo-

rema a seguir.

Teorema 4.1 (Fatoragdo LU). Seja A = a;; uma matriz quadrada de ordem n, e
Ay 0 menor principal, constituido das k primeiras linhas e k primeiras colunas de A.
Assumimos que o det(Ar) # 0 para k = 1,2,3,....,n — 1. Entao existe uma unica
matriz triangular inferior L = (1;;), com ly; = log = ... = ly,, = 1, € wma dnica matriz

triangular superior U = (u;;), tal que LU = A. Além disso, det(A) = uiuaa...Uny,.

Demonstrag¢io. De acordo com |Anton e Rorres (2012), como as submatrizes A de
A sao todas nao singulares, isto é, det(Ag) # 0 para kK = 1,2,3,...,n, sempre que
necessario podemos permutar as linhas para obter pivos nao nulos no processo de
escalonamento. Assim, podemos aplicar o escalonamento na matriz A até obtermos
uma matriz triangular superior U. Isto é, existem matrizes elementares E1, Fs, ..., E,,,
ou seja, matrizes que representam as operagoes elementares aplicadas sobre as linhas

de A durante o processo, tais que:
(Em...BEsEsE)A=U
Logo, as matrizes inversas By ', By, ..., B! existem e temos:
A= (Epn..BsEE) U A=E'E;' E; L E'U

Chamamos L = E;'E;'E;'..E-!, temos portanto A = LU. Pelo modo como
foi construido, o fator L é triangular inferior com diagonal principal unitaria e seus
elementos [;;, para ¢ > j, sao os multiplicadores m;; obtidos durante o processo de
escalonamento e como ja vimos acima, o fator U é a matriz triangular superior obtida

no final processo.
[ |

A seguir, conforme |Franco| (2006), mostraremos o processo para a construgao das
matrizes L e U aplicando a definicao de produto e de igualdade de matrizes, isto é,
impondo que LU = A e, para isso, consideraremos a seguinte matriz A, quadrada de

ordem n abaixo:
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ajp a2 Q1n
A — Q21 Q22 ... Q2
ap1 QAp2 ... Gnpp
Seja entao:
1 0 ... 0 Uil U2 ... Uinp
Il = loy 1 0 0 U Ua,
lon Ll ... 1 0 O Unn,

Para obtermos os elementos da matriz L e da matriz U devemos calcular os ele-

mentos das linhas de U e os elementos da colunas de L na seguinte ordem:

12 linha de U: Fazendo o produto da primeira linha de L por todas as colunas

de U e igualando com os elementos da primeira linha de A, obtemos:

1-up = an = a;; = un

1 w2 = a1z = a1 = U2

1- Ulp = A1p = A1p = Ulp

Portanto, u; = ay; para j = 1,2,3,...,n.

12 coluna de L: Fazendo o produto de todas as linhas de L, da segunda linha

até n, pela primeira coluna de U e igualando com os elementos da primeira coluna de

A, abaixo da diagonal principal, obtemos:

lo1-u11 =a [g = 92 = 22
21 " U1l 21 = b21 = 0T T ol

l U = aqa l — a31 _ a31
31 - U11 31 =1 = U7 T o

) — — an1 _ am
lnl U1 an1 = lnl w1l a1l

an1

an1 .
= — parai=2,3,...,n.
Uil a1

Assim, [;; =

29 linha de U: Fazendo o produto da segunda linha de L por todas as colunas

de U, da segunda coluna até n, e igualando com os elementos da segunda linha de A,

da diagonal principal em diante, obtemos:
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lo1 - w12 + Uga = 29 = Uz = A2 — l21 - U2

loy - U13 + Uz = Q93 = U3 = G923 — loy - U13

lo1 - Uty + U2y = Q2p = Ugp = G2 — l21 - Uty

Logo, ugj = ag; — lo1 - w15, para j = 2,3, ...,n.

292 coluna de L: Fazendo o produto de todas as linhas de L, da terceira linha até
n, pela segunda coluna de U e igualando com os elementos da segunda coluna de A,

abaixo da diagonal principal, obtemos:

l31 - w2 + 32 - ug2 = agy = l3p = asrzfs;um

ag2—l41-u
Loy - ung + lag - ugp = Gy = Iy = S0

ln1 w12 + L2 - Uza = apg = lpg = anz_qf;l.um

@iz — li1 - U2

Desse modo, [;5 = , para i = 3,4, ...,n.

U22
Logo, se continuarmos calculando a terceira linha de U, a terceira coluna de L, a
quarta linha de U, a quarta coluna de L, assim por diante, obteremos as seguintes

formulas gerais:

i—1
Uiy = i — > ligugg, 1< 7,
k=1
7j—1
lij = (aij — kzl ligurg)/ujj, i> j.
Os sistemas lineares sao formados por um conjunto de equagoes lineares de n in-
cognitas. Todos os sistemas possuem uma representacao matricial, isto €, constituem

matrizes envolvendo os coeficientes numéricos e a parte literal na forma Ax = b. De

um modo geral um sistema de n equagoes lineares é escrito como:

a1 + a12T9 + a13T3 + -+ Ainly, — bl
a1 + Gy + axrTz + -0 A+ AT, = b
a3 + Gz as3rz + -+ A+ aspx, = by |
A1+ ApaTz + Gp3T3 + o+ AT, = by

e é representado na forma matricial por:
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ailz Az - Aip X1 by
a1 Q22 -+ A2p T2 by
. — ,
Ap1 Qp2 - App Tp bn
ou simplesmente,
Ax =0,

onde A é uma matriz dos coeficientes quadrada de ordem n, x é uma matriz vetor das
variaveis, de ordem n x 1 e b € uma matriz vetor dos termos constantes, de ordem n x 1.
Para resolvermos um sistema linear, Az = b usando a Fatoracao LU na matriz A,

podemos reescrever o sistema da seguinte forma:

Ar=b< (LU)z =b< L(Uzx) =,

com isso temos:
Ly=beUx=y.

Isto significa que, ao invés de resolvermos o sistema original, podemos resolver o
sistema triangular inferior Ly = b e, entao, o sistema triangular superior Uz = y, o
qual nos fornece a solugdo de Az = b.

De acordo com |Vasconcellos (2021), dada uma matriz A quadrada, ndo sabemos se
havera necessidade de permutacoes e, portanto, ndo sabemos, a principio, se a fatoragao
A = LU existe. Caso seja necessario, para evitar o pivo nulo e que os multiplicadores
tenham valores grandes, basta multiplicar a matriz A por uma matriz P de permutagoes
construida das linhas de uma matriz identidade I, colocadas na mesma ordem das
linhas pivotacionais que geram a matriz U, que realize a permutacao e, entao, aplicar a
Fatoracao LU normalmente. Fatoramos, portanto, PA = LU. Ainda segundo o autor,
P é inversivel e Pt = P logo, A = PTLU. Segundo |Campos| (2018)), para resolver

o sistema Ax = b, tem-se:

Ar=b< PAxr = Pb< LUx = Pb,

fazendo,

Ux =y, entao Ly = Pb.

Esse processo contribui bastante para diminuir os erros de arrendondamento, pro-
duzindo, portanto, solu¢goes melhores. A demonstracao desse método PA = LU podera

ser encontrada em Campos| (2008).
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Agora, assumindo que a matriz A possua a Fatoracao LU focaremos em como
resolver o sistema. A seguir, mostraremos os procedimentos da Fatoracao LU para

resolucao de um sistema linear:

1. Verificar se a matriz A do sistema linear satisfaz as condi¢oes da Fatoracao LU,
2. Decompor a matriz A na fatoracao LU utilizando as férmulas gerais;

3. Resolver o sistema Ax = b usando a fatoracao LU.

Veremos a seguir um exemplo de como resolver um sistema linear utilizando a

Fatoracao LU e seus procedimentos.

Exemplo 4. Utilizando a Fatoracao LU, qual a solucao do sistema linear abairo?

31’1+2$2+4$3:1
ZL‘1—|—1’2+21’3:2
4$1+3I2—2$3:3

Solugdo. Escrevendo o sistema linear na forma matricial do tipo Ax = b, temos:

3 2 4 T 1
A=1[11 2|,z=|a|eb=]2
4 3 =2 x3 3

Para que a matriz A, de ordem 3, satisfaca as condigdes da Fatoracao LU, deve-
mos ter os menores principais da matriz A diferente de zero, ou seja, det(A;) # 0 e
det(Ay) # 0. Temos que:

» det(A;) = det (3) =3 #0;

3 2
o det(Ay) = det (1 1) =1#0.

Agora que sabemos que a matriz A satisfaz as condi¢gdes do Teorema {4.1], ou seja,
que pode ser decomposta no produto LU. Iremos construir as matrizes L, triangular
inferior com valores numéricos 1 na diagonal principal e U, triangular superior, ambas

de mesma ordem de A, ou seja, de ordem 3 do tipo:

1 0 0 Uil U2 U3
L= l21 1 0] e U= 0 U2  U23
l31 l32 1 0 0 uss

Com isso, aplicando as féormulas gerais definidas, obtemos:
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Tabela 1 — Calculo dos elementos da 12 linha de U

Q15 U1
apn =3 | un

a1z =2 | Uz

W N .

a3 =4 | w3

Fonte: Autor

Tabela 2 — Célculo dos elementos da 1% coluna de L

y ani .
1 uiy . lzl
az1 _— 1
2 w11 i l21
as; _ 2
3 uip 3 l31

Fonte: Autor

Para a 12 linha de U, temos o i = 1:
Para a 12 coluna de L, temos j = 1:
Com isso, definimos alguns elementos da matriz L e da matriz U, que agora sao

formadas por:

1 0 0 3 2 4
L= 1 0/eU=[0 up uy
% l32 1 0 0 U3zs

Como alguns elementos nao foram definidos, continuemos a aplicacao das formulas
gerais, obtendo:

Para a 22 linha de U, temos i = 2:

Tabela 3 — Célculo dos elementos da 22 linha de U

J Qgj — lyy - U1j U2;
I

2| ag —lo-up = 3 | U22
2

3| agg —lo1 - uiz = 3 | Uas

Fonte: Autor

Para a 22 coluna de L, temos j = 2:

Tabela 4 — Célculo dos elementos da 2% coluna de L

i aiz—li1-u12
u22

3 age—l3 1w _ q
U922

li2

l32

Fonte: Autor

Assim, construimos por completa a matriz L triangular inferior e definiremos outros

elementos da matriz U triangular superior, do formato:
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1 0 3 2 4
L=|3 0l eU=|0 & 2
% 0 0 Uuss

Com isso, ficaremos finalmente para obter o elemento us3, considerando o i = 3, da

seguinte forma:

Tabela 5 — Calculo dos elementos da 32 linha de U

J az; — l31 - Uyj — l32 - U2j Usj
3 | ags — l31 - U1z — l32 - Uusz = —8 | us3

Fonte: Autor

Entao, teremos:

1 00 3 2 4
L=|110leU=]0 I 2

4

3 11 0 0 -8

Por fim, podemos verificar que, de fato, LU = A:

100 3 2 4 3 2 4
1 12|
s 11/ |00 =8 43 =2

Agora que decompomos a matriz A no produto das matrizes L e U, podemos ainda

calcular o determinante de A de acordo com o Teorema da seguinte forma:

1
det(A) = uyugpuzzy = det(A) =3 - 3 —8 = det(A) = —T.

Agora, utilizaremos as matrizes L e U para obter a solucao do sistema linear. Com

isso, temos:

3 2 4 1 1
4 3 =2 T3 3

Substituindo a matriz A pelo produto das matrizes L e U obtidas, temos que:

1 00 (32 4 1 1
Ar=b& LUz=bs |f 1 0-]0 &+ 2 xo| = |2].
311 |00 =8| |3 3
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Agora, definindo Ux = y, onde y é uma uma matriz auxiliar que satisfaca a pro-
priedade da multiplicacao de matrizes, ou seja, que o nimero de colunas da matriz U

seja igual ao nimero de linhas da matriz x, temos que Ly = b, assim:

0 0 U1 1
1 0| || =12
1 1 Ys 3

LUr=b& Ly=b&

Wk Wl =

Resolvendo o operagao de matrizes acima, determinamos os valores dos elementos

da matriz auxiliar y, assim teremos:

10 0] [y 1 p=1
% 10 yo| = |2 © 51 Y2 =2
R 3 §y1+y2+y3:3
Portanto o sistema acima, tem como solucao y; = 1, y» = 2 e y3 = 0. Agora,

retornando a relagao das matrizes Ux = y, conseguiremos determinar os valores dos

elementos da matriz x.

3 2 4 T n 3 2 4 T 1 3r1 + 229 + 425 =1
0 1 2 = o 1 2 5 o 1 N 2 5
3 3 2| T 3 3 2l 7 13 372 T3 T3
0 0 =8 x3 Ys 0 0 -8 €3 0 —813 =0
Resolvendo o sistema acima, obtemos xy = —3, x5 = 5 e x3 = 0, que ¢é solugao do
sistema inicial. [ |

Segundo |Vicente (2017), um dos motivos de utilizar a Fatoragdo LU é que além de
ser uma técnica utilizada para resolver sistemas lineares (por tornar esse trabalho mais
facil e vidvel de ser executado computacionalmente) e diminuir o nimero de calculos
em algumas operacoes, ela também fornece uma maneira mais eficiente de calcular a
matriz inversa e um meio de avaliar o condicionamento do sistema, ou seja, se os erros
de arredondamentos se propagam de forma menos importante (bem-condicionado) ou
se os erros se propagam de forma mais relevante (mal-condicionado) Avila (2019). O

exemplo a seguir ilustra o condicionamento de um sistema:

Exemplo 5. Observe que os trés sistemas abaixo:

71 41| |z 100 . 10/3
a) = , com solugao .
51 30| |y 70 —10/3
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71 41] |=x 100 . |—65
b) = , com solucado :
52 30| |y 70 115
71 41| |=x 100,4 . |—85,35
c) = , com solugdo )
52 30| |y 69,3 150,25

Notamos que as matrizes possuem pequenas variacoes numéricas nos coeficientes
que fazem com que as solugoes fiquem bem distintas. Quando isso acontece, dizemos
que o problema é mal-condicionado.

Uma vantagem da Fatoracao LU é que ela depende apenas da matriz A. Assim,
podemos decompor, quando possivel, a matriz A em outra duas matrizes, L e U,

facilitando a resolugdo com sistemas lineares mais simples.

4.1.2 Fatoracdo de Cholesky:

De acordo com [Franco| (2006), as operagoes aritméticas da Fatoragao LU podem ser
simplificadas ao explorar caracteristicas de certos tipos de matrizes, nesses casos, infor-
macoes adicionais sobre a estruturas da matrizes sao consideradas de forma a reduzir o
numero de operacoes efetuadas. Como, por exemplo, se uma matriz dos coeficientes de
um sistema linear for simétrica e definida positiva, poderemos simplificar os cdlculos da
Fatoracao LU significativamente, utilizando um tipo especial de fatoragao, chamada
de Fatoragao de Choleskyl'}

Antes de compreendermos esse tipo de fatoracdo, lembraremos do que se trata
uma matriz simétrica e uma matriz definida positiva. Definimos como uma Matriz
Simétrica, uma matriz quadrada A de ordem n em que todos os elementos de A sao
iguais aos de sua matriz transposta (A7). Desse modo, teremos que A = AT, quando
o numeros de linhas forem iguais ao de colunas e quando transpormos ordenadamente
os elementos da linha de uma matriz A para a coluna de sua transposta (AT7). Com
isso temos:

Qij = Qjg, ‘v’i:1,2,...,nej:1,2,...,n<:>A:AT.

No exemplo abaixo, temos um tipo de matriz simétrica.

Exemplo 6. Observe que a matriz A quadrada de ordem 8 € simétrica, ou seja,
A= AT,

A:

N =

1 2
3 0| =AT
05

1 André-Louis Cholesky (Montguyon, 15 de outubro de 1875 — 31 de agosto de 1918) foi um car-
tografo francés. Serviu nas forgas armadas francesas como engenheiro e morreu quase no final da
Primeira Guerra Mundial.
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Defini¢ao 4.1 (Matriz Definida Positiva). Conforme |Campos (2018), é uma matriz

A quadrada simétrica de ordem n, que se para todo x € R", x # 0, tivermos:
e’ Az > 0.

E|Franco| (20006)) cita que é uma matriz A quadrada simétrica de ordem n onde todos
0s menores principais Ay, constituido das k primeiras linhas e k primeiras colunas sdo

sempre positivos, ou Seja:
det(Ax) >0, VE=1,2,...,n.

De acordo com as defini¢oes acima e a matriz do Exemplo 6, a seguir, observaremos

uma matriz simétrica e definida positiva (SPD).

Exemplo 7. Vimos que a matriz A quadrada de ordem 8 do Exemplo 6 ¢ simétrica,
mas também € definida positiva pois v Ax > 0 ou todos seus menores principais sio

maiores que zZero.

Solugdo. Como A = AT. Dado x € R*, x # 0, temos:

2 T
Of - |x9]| = 4xf + 3:}03 + 5x§ + 2x129 + 41203 > 0.
5

o W =

4
xTAx:[asl To x| |1
2 T3

Por outro lado, verificaremos se todos os menores principais de A sdo maiores que

Zero.

4 1
det(A;) = det (4) =4>0, det(Ay) = det (1 3) =11>0e

1 2
3 0[=43>0.
2 0 9

4
det(As) =det | 1

Assim, concluimos que a matriz A é definida positiva. E como A é simétrica, logo,

a matriz A é simétrica e definida positiva(SPD).

Agora, definiremos alguns Lemas para auxilarem na demonstracao do Teorema da
Fatoracao de Cholesky. As demonstracoes desses Lemas poderao ser encontradas em
Vitorino e Ruggierol (2023)).

Lema 4.2. Se uma matriz A quadrada de ordem n € definida positiva, entio A é

inversivel e sua inversa € também definida positiva.
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Lema 4.3. Se uma matriz A quadrada de ordem n é ndo singular, entio ATA é

simétrica definida positiva.

Lema 4.4. Sejam uma matriz B de ordem m X n com m < n e posto(B) =n e A

uma matriz quadrada de ordem n definida positiva. Entdo, BT AB ¢ definida positiva.

Lema 4.5. Se uma matriz A quadrada de ordem n é uma matriz definida positiva,

entdo suas submatrizes principais Ay para k = 1,2, ...,n, sdo definidas positivas.

Lema 4.6. Se uma matriz A quadrada de ordem n € uma definida positiva, entao os

elementos da diagonal de A sdo estritamente positivos, ou seja, a; >0, Vi=1,...n.

Ainda de acordo com |Vitorino e Ruggiero| (2023) vamos enunciar formalmente a

Fatoragao de Cholesky com o Teorema a seguir.

Teorema 4.7 (Fatoracao de Cholesky). A é uma matriz de ordem n simétrica e defi-
nida positiva se, somente se, existe uma unica matriz triangular inferior G' de ordem

n com elementos da diagonal principal positivos, tal que A = GG, ou seja:

apx a2 ... Qi gn 0 ... 0 gin 921 --- Gni
A _ GGT PN a'gl a/‘22 .. a?n _ ga1 922 e 0 ) 0 g22 ... Qgn2
Ap1 Ap2 ... Qpp gnl Gn2 -+ Ynn 0 0 «oo Gnn

Demonstragio. (=) Se A é definida positiva, pelo Lema , temos que suas submatri-
zes Ay para k = 1,2, ...,n, também sdo definidas positivas e, pelo Lema [4.2] temos que
elas sao nao singulares. Dessa forma, as hipdteses do Teorema sobre a existéncia e
unicidade da fatoracao LU verifica-se para a matriz A e, portanto, existem e sao tinicos
os fatores L e U tais que A = LU, com U triangular superior e L triangular inferior
com diagonal unitaria.

Temos que det(A) = det(LU) = det(L)det(U). Como A é definida positiva ela
nao é singular e, portanto, det(A) # 0. Consequentemente, det(U) # 0 e temos que
uy; # 0, com i = 1,2,...,n, uma vez que U é triangular superior e seu determinante
é o produto dos elementos da diagonal. Dessa forma, é possivel separar o fator U em

U = DU, escrevendo a fatoracio:
A= LU = LDU,
onde D ¢ uma matriz diagonal com elementos da diagonal iguais a d; = u;; e U tem
Ui =
entradas na forma u;; = —. Como A ¢ simétrica entdo LDU é simétrica e, como D ¢

U
matriz diagonal, ela também é simétrica, assim teremos:

(LDU)' = LDU « U'D'L* = LDU < U'DL* = LDU.
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Como a fatoracdo LU é tnica, segue que U = L. A matriz LT é triangular superior
com diagonal unitaria e assim possui posto completo e é nao singular. Entao, para cada
y € R existe # € R™ tal que y = LT e se y # 0 entdo = # 0. Portanto, dado y € R™,
y # 0, temos:

y'Dy = (L"2)'D(L"z) = 2" (LDL" )z = 2" Az > 0.
A ltima desigualdade segue do fato que A é definida positiva. Portanto, a matriz
D é também definida positiva e, pelo Lema os elementos da diagonal de D sao
estritamente positivos. Entao, podemos escrever D como D = DD onde D é a dia-
gonal com entradas: di; = V/d;;. Observe que podemos também, por exemplo, tomar
a raiz quadrada negativa, mas para manter a unicidade, na Fatoracdo de Cholesky

convencionamos tomar a raiz quadrada positiva. Chamando G = LD, temos:

A=LDLY = LDDLT = GGT

Obtendo assim a Fatoracdo de Cholesky: A = GGT, onde o fator G é triangular
inferior com diagonal estritamente positiva, denominado fator de Cholesky da matriz
A.

(<) Supondo agora que existe o fator G triangular inferior com diagonal estri-
tamente positiva, tal que A = GGT, observe que G ¢ triangular superior com di-
agonal estritamente positiva e, portanto, é nao singular. Pelo Lema {4.3] segue que
(GTYTGT = GGT = A ¢ simétrica definida positiva.

[ |

o Calculo do Fator de Cholesky:

Consideremos uma matriz A de ordem n simétrica e definida positiva, entdo pelo
Teorema 4.7, a Fatoracdo de Cholesky existe e a matriz A pode ser fatorada como
A = GG™. Denotando g;; como os elementos da matriz G, podemos escrever os ele-
mentos da matriz GGT em funcdo das entradas de G. E, pela igualdade de matrizes,
as colunas de A sdo iguais as colunas de GGT, o que significa que podemos encontrar
as entradas da matriz GG utilizando as entradas de A, do qual a matriz G, sera obtida

a partir da equagao matricial:

ay; a2 ... Qip gi1 0 ce 0 gi11 g21 --- Gni1
A GOT o a.21 a.22 . a?n _ |9 9'22 .. 0 . 0 g.22 ceo Gn2
an1 Ap2 ... Qpp gnl Gn2 --- Gnn 0 0 -++ YGnn

Igualando a primeira coluna da matriz A e da matriz GG poderemos determinar

os elementos da primeira coluna de G, ou seja:
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Para a 12 coluna, temos j = 1:

2

a1 911

21 g11921

A1 9119k1

ap g119n1
Entao,

i1 .
g11 = \/a11 € gi1 = —g ,para 1 = 2,3,...,n.
11

Poderemos efetuar a raiz quadrada de a;; pois os elementos da diagonal da matriz
A sdo estritamente positivos, uma vez que A é definida positiva. Obtidos os elementos
da primeira coluna, igualaremos as segundas colunas de A e GGT para determinar os
elementos da segunda coluna, como ilustrado a seguir:

Para a 22 coluna, temos j = 2:

a12 911921

a9 951 + 9%2

Qg2 Gk1921 + Gr2g22
| Gn2 | | In1921 + Gn2922 |

Como conhecemos os elementos da primeira coluna, entao:

- 5 Q12 — gigxa 34
922 = \/Qip — G531 € go = —————,para i = 3,4,...,n.

922
Generalizando o processo, teremos que a k-ésima coluna sera obtida comparando-se
as k-ésimas colunas das matrizes A e GGT, da seguinte forma:

Para a k-ésima coluna, temos j = k:
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[ay ) [ J119k1 ]
o, 9219k1 + 9229k2

apg| Gin + Gia T+ i

a‘ik 9irgk1 + Gizgk2 + - + GikGrk
k] 1 gn1gr + Gnagre + -+ Gukgie]

Pelo fato de conhecermos os elementos g¢;;, parai =1,...,nej=1,...,k—1. Entao:

Qi — 9i19k1 — Gi29k2 — -+ — Gi(k—1)Gk(k—1)
Jkk

kk = \/akk — i~ Ghp — - — gﬁ(k_l) € Gik =
para i = k + 1,...,n, portanto, simplificando as expressoes, respectivamente, temos:

k-1

= (i = 2 9iigri)
Jkk = akk—Zg,%i e gip = = parat=k+1,...n.
i=1 9kk

Vejamos agora os procedimentos da Fatoracao de Cholesky para obtermos a solugao

de sistemas lineares:

o Verificar se a matriz A do sistema linear satisfaz as condi¢oes da Fatoragdo Cho-

lesky;
e Decompor A em GGT;

¢ Resolver Gy =be GTo = y.

Mostramos a seguir como resolver um sistema linear utilizando a Fatoracao de

Cholesky e seus procedimentos.

Exemplo 8. Utilizando a Fatoracao de Cholesky, qual a solugio do sistema linear

abairo?

LL’1—|—1’2:2
.1'1-'-2332—.1'3:1

—X9 + 31‘3 = 5
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Solugdo. Escrevendo o sistema linear na forma matricial do tipo Ax = b, temos:

1 1 0 71 2
A=1[1 2 —1|,2=|zy]eb=]1
0 -1 3 T3 5

Para que a matriz A, de ordem 3, satisfaca as condi¢oes da Fatoragdo de Cho-
lesky, devemos ter uma matriz A simétrica, ou seja, A = AT e definida positiva, logo,
det(Ag) > 0, com k = 1,2 e 3. Observemos que a matriz A é simétrica, portanto,

A = AT e verificando se os menores principais sdo maiores que zero, temos:

o det(Ay) = det (1) =1>0;

11
o det(As) = det (1 2) =1>0;

1 1 0
o det(Az) =det(A)=det |1 2 —1|=2>0.
0 -1 3

Como a matriz A é simétrica e definida positiva, entao ela satisfaz as condi¢oes do

Teorema [4.7 e pode ser decomposta em GG, ou seja, A = GGT e com isso teremos:
) )

1 1 0 gu 0 0 gi1 921 G31
A=GGT = |1 2 —1|= gor1 g2 O |- |0 goo g3
0 -1 3 931 932 933 0 0 gs3

Obtendo os elementos da primeira coluna de G, temos que:

1 g11 e g =1 g =1
L =G| 0| =|g21911]| @ {91911 =1 = q9ga=1
0 0 931911 931911 = 0 g31 =0

Agora, obtendo os elementos da segunda coluna de GG, notamos que em alguns
casos, substituiremos os valores dos elementos encontrados para auxiliar resolucao da

fatoragao, com isso temos:

1 g21 g11921
2| =G- go2| = 951 + 952
—1 0 931921 T 932922

Entao:
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=1
911921 Gon = m s — 1
931 + 9%2 =2 = -1 =
g32 = g3z = -1
931921 + 932922 = —1 922

E, por fim, obtendo os elementos da terceira coluna da matriz G, temos que:

0 931 911931 gugs =0

—1| =G |gs2| = |g21931 + 922932 | < { 921931 + Ga2g32 = —1
2 2 2

-3 933 931 + 932 T 933 951+ g3 + 935 =3

Observa-se que utilizamos somente a tltima equacao do sistema acima devido aos

outros elementos da matriz G ja terem sido encontrados. Logo:

933:\/3—g§1—9§2:V3—1:>933:\/§-

Portanto, obtemos a fatoracao da matriz A em:

1 0 0 11 0
A=GGT=11 1 o|-]0 1 —1].
0 —1 V2| |0 0 V2

Dessa forma, o sistema linear na forma matricial:
Az =b& (GGT)z =b

pode ser resolvido através de dois sistemas triangulares, Gy = b e GTx = y. Para o

primeiro sistema temos:

1 0 0 n 2 Y1 =2 Y1 =2
Gy=b& |1 1 O |y =1y +yp=1 = Sy = —1
0 =1 V2] [y > —ya+V2y3 =5 Yz = 2v/2

Consideremos agora, o segundo sistema triangular, G’z = vy, para encontrar a

solugao do sistema linear do exemplo proposto, portanto:

11 0 T 2 Ty + X9 =2 =1
Glz=y& |0 1 —1| |z =|-1|Sa—a3=-1 S<{ay=1

00 V2| o] [2V2] | VEey =242 5 =2

Com isso, a solucao do sistema linear inicial é x1 =1, 9 =1 e x3 = 2. [ |
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De acordo com Ruggiero e Lopes (1996)) a vantagem da Fatoracao de Cholesky é

que requer menos operacoes aritméticas do que a Fatoracdo LU, onde a Fatoragao
3

LU requer aproximadamente = operacoes para ser concluida, onde n é a ordem da

matriz, a Fatoracao de Cholesky requer aproximadamente a metade dessas operagoes,
3

ou seja, 3 e isso faz com que facilite e agilize a resolucao dos sistemas lineares.
Ainda segundo os autores, observasse que alguns autores contam uma adigdo e uma

multiplicagdo como uma operacao apenas. Assim, para esses autores, a Fatoragdo LU
3

n n
realiza cerca de 3 operacoes e a Fatoracao de Cholesky, e

4.2 Meétodo lterativos

Em um método direto (por exemplo, solucao via fatoracdo LU) obtemos uma solu-
¢ao (caso ela exista) depois de realizarmos um ntmero finito de operagoes (sé teremos
a solu¢do ao final do processo). Ja os métodos iterativos, quando convergem, grada-
tivamente melhoram a qualidade de uma aproximagao inicial (ou estimativa inicial ou
chute inicial) da qual deve ser fornecida. Segundo Biloti (2020), quanto mais tempo
puderem ser executados, melhor sera a aproximacao conseguida, ou seja, os métodos
iterativos tem por finalidade o melhoramento continuo da solugao aproximada até que
esta esteja precisa o “suficiente”. De acordo com [Kremer| (2009), ndo se pode garantir a
priori que os métodos iterativos resolvam qualquer tipo de sistema, é necessario anali-
sar certos critérios estabelecidos em relacao ao sistema. Ja os métodos diretos resolvem
todos os tipos de sistema determinados, mas alguns de forma mais demorada.

Veremos nesta Sec¢ao dois métodos iterativos, o Método de Gauss-Jacobi e o Método
de Gauss-Seidel, para obter uma aproximacao para a solucao de um sistema linear.
Geralmente em um método iterativo, iniciamos com uma aproximagao inicial para a
solucdo (que pode ser ruim, ou seja, que essa aproximagao nao esteja o mais proximo
possivel da solugao exata) e vamos melhorando essa aproximagao através de sucessivas

iteracgoes.

42.1 Método Gauss-Jacobi

Os métodos iterativos se dividem em estacionérios e nao-estacionarios. Um método
¢ estacionario quando cada solugao aproximada é obtida do anterior sempre pelo mesmo

processo Kremer| (2009). Entre os métodos iterativos estaciondrios, temos o Método de



Capitulo 4. Métodos para resoluc¢io de sistemas lineares 48

Gaussﬂ-Jacobﬂ que é um procedimento iterativo para a resolucao de sistemas lineares
que tem a vantagem de ser mais simples de se implementar computacionalmente e esta
menos sujeito ao acimulo de erros de arredondamento. Sua desvantagem, no entanto,
é nao funcionar em todos os casos.

O método consiste em gerar, a partir de uma aproximacao inicial para a solucao
do sistema, uma sequéncia de vetores que convirja para a solucao exata, efetuando o
mesmo processo uma quantidade finita de vezes, ou seja, criar um processo recursivo
através de um sistema equivalente a Ax = b, tal que a sequéncia de vetores produ-
zida por esse processo convirja para a solucao z, independentemente da escolha da
aproximacao inicial (¥ € R™.

Como dito anteriormente, ndo se pode garantir que os métodos iterativos resolvam
qualquer tipo de sistema, é necessario analisar alguns critérios para que seja possivel
saber se o sistema converge ou nao. Dois desses critérios sao chamados de Critério

das Linhas e Critério das Colunas.

o Critério das linhas:

Uma matriz A = (a;;) de ordem n, satisfaz o Critério das Linhas se:

Y=t |awg]
a = max qi < 1, ondeak:L
1<k<n |Clk:k|

o Critério das colunas:

Uma matriz A = (a;;) de ordem n, satisfaz o Critério das Colunas se:

Z?:}C [

o= max a; < 1, onde ay = —Z
1§k§n ’a/kk’

Segundo [Paival (2023), uma matriz que satisfaz o critério das linhas é dita estrita-

mente diagonal dominante e quanto menor o valor de o, mais rapida sera a convergén-

cia. A seguir, temos um exemplo para ilustrar a verificagao do Critério das Linhas.

Exemplo 9. Observe que o sistema abairo satisfaz o critério das linhas, logo € dita

estritamente diagonal dominante.

2 Karl Friedrich Gauss (Brunswick, 30 de abril de 1777 — 23 de fevereiro de 1855) foi um matem4-
tico, astronomo e fisico alemao, criador da geometria diferencial, conhecido como o "Principe dos
Matematicos', a ele se devem importantissimos estudos de matematica, fisica, geometria e astro-
nomia. Entre outras coisas, desenhou o heptadecidgono, inventou o telégrafo e definiu o conceito
de niimeros complexos.

3 Karl Gustav Jakob Jacobi (Potsdam, 10 de dezembro de 1804 — 18 de fevereiro de 1851) foi um
matematico alemao, que fez contribui¢gdes fundamentais para fungoes elipticas, dindmica, equagoes
diferenciais e teoria dos nimeros.
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102y + 229 + 23 =7 10 2 1
ZL'1+5ZE2+CL’3:—8 = A= 1 5 1
221 + 329 + 1023 =6 2 3 10

Solugdo. Critério das Linhas:

alzzf—ol:O,3<1,a2:1—;_1:0,4<1ea3:2;5320,5<1.
Como:
azlrgl?%(gak =0,5 <1,
o método converge. [ |

Uma consequéncia interessante desse critério é que a ordem das equagoes podem
influenciar o resultado do método apesar de nao alterar em nada no sistema. Por

exemplo, o sistema linear:

2x1 4+ 519 + 13 = —2
Tx1 —bxg + 23 =14
201+ 3xy — 813 = 12
nao satisfaz o critério das linhas, ja que temos o oy = 3. Logo, pode ser que o método

convirja ou que nao convirja. No entanto, se trocarmos as duas primeiras equacoes de

lugar e ficarmos com:

756’1 —5ZE2+I3 =4
2%1 +5l’2 +x3 = —2
2x1 4+ 319 — 813 = 12

que é equivalente ao sistema original e satisfaz o critério das linhas (o < 1,9 < 1
e ag < 1) e com isso, temos a certeza que o método converge. Entao sempre que um
sistema nao satisfizer o critério das linhas, ¢ adequado, caso possivel, tentar reorganizar
as equagoes entre elas para tornar o método convergente.

A seguir, temos duas defini¢oes necessarias que podem garantir que a solugao do

sistema Ax = b convirja.

Definicao 4.2. Uma sequéncia de vetores %, 2 23 . converge para um vetor z,
se

lim || z® —z ||= 0.

k—o00

Notacio: ™) — z.
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Definicao 4.3. O raio espectral de uma matriz A € M quadrada de ordem n € definido

como

p(A) = max|X\|,i € 1,2,...,n,
onde \; sdo 0s autovalores de A.

De acordo com |Campos (2018), a determinacao do raio espectral da matriz iteragao
p(C) pode requerer maior esforgo computacional que a prépria solu¢do do sistema
Ax = b. Por isso, para alguns métodos estacionarios, como no caso do Método Gauss-
Jacobi, usualmente se utiliza o critério das linhas para prever a convergéncia.

A cada passo do método iterativo, a solugao é obtida com uma exatidao crescente,
e a partir do momento que as iteragoes sao iniciadas de acordo com uma aproximacao
inicial, existem critérios que definem a melhor hora de parar de fazer as iteracoes, esse
momento é chamado de Critério de Parada.

O processo deve ser interrompido quando algum critério de parada for satisfeito, e
neste trabalho, vamos adotar como critério de parada o Erro Absoluto e o Numero
Méximo de Iteragoes (ky..). Sendo assim, serdo geradas novas aproximagoes até
que o processo seja interrompido quando tivermos um Erro Absoluto menor que a
tolerancia (€), que define com qual exatiddo a solucao é calculada, ou quando um
Nimero Maximo de Itera¢oes(kyq.) for alcangado. Em notacao simbélica, o método
serd interrompido quando:

k+1)

| 2 ¥ || < € ou k> e

Nos algoritmos sera adotada a norma oo no Erro Absoluto, ou seja,

+1)

max |x§k - xik)| < e.

1<i<n
Com isso, a ideia principal do método iterativo é transformar um sistema Ax = b

em outro equivalente da forma:

x=Czr+g,

tal que convirja com qualquer valor de (¥ se, e somente se, p(C) < 1, sendo p(C) o
raio espectral (maior autovalor em moédulo) da matriz de iteragdo C' e onde A é uma
matriz quadrada de ordem n, x é uma matriz vetor das variaveis, de ordem n x 1, b é
uma matriz vetor dos termos constantes, de ordem n x 1, C' uma matriz quadrada de
ordem n e g uma matriz vetor, de ordem n x 1.

Com isso, deduziremos o Método Gauss-Jacobi, considerando os sistemas lineares
na forma Axr = b e supondo sem perda de generalidade que a; # 0, i = 1,2,...,n.

Assim temos:
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a1 + 19T -+ a13T3 + -+ A1pnTy = b1
a1 T1 + Qv + axrzs + - 4+ AT, = b
a31r1 + azeT2 assrs + -+ + as,x, = b3
An1T1 + Ap2®2 + ap3xT3 + A+ AppT, = bn

A forma como o Método de Gauss-Jacobi transforma Az = b em x = Cx + g é feita

isolando cada coordenada z; do vetor x na i-nésima equacao do sistema. Logo,

ry = (bl — Q12T2 — Q133 — *++ — &1n$n)/a11
To = (b2 — Q211 — A23T3 — *** — a2nxn)/a22
r3 = (b3 — A31T1 — Q32T — *+* — Gsnan)/aBs
Ty = (bn — Ap1T1 — Ap2To — * - ° — an,nfl'rnfl)/ann

Desta forma, para o sistema linear, o Método de Gauss-Jacobi consiste em dada

L 0 (0 A
uma aproximacdo inicial 2(®) = (x§ )l . , 2T e uma tolerancia (¢), gera-se uma

sequéncia de vetores:

(xgk)ﬂxgk)> ax;k))Tv k= 172737"' )

que converge para a solugao exata, através do processo iterativo definido por:

D) = (by — a12$gk) - 6Ll:?)xg’,k) — = ary))/an
2o () = (by — a21x§k) _ a23x§k) — e — AWM Jagy
zaH) = (by — a31x§’“) _ a32x§k) — o —agzt?) Jass
In(k'"l) = (bn - a/nlxgk) - a/angk) -t an,nflxgzk—)l)/a”n

Desta forma, temos um sistema equivalente:

2 * ) = 02™ 4 g,

Agora, obtendo 2"t = Cz¥) + g a partir de Az = b, vamos escrever o método de
outra maneira.

Consideraremos A = L + D + U, em que, L é uma matriz inferior de A, D é uma
matriz diagonal formada pela diagonal de A e U uma matriz triangular superior de A,

escrevemos o sistema linear Ax = b como:

(L+D+U)r=bs Dr=(-L-U)z+b< =D ~L—-U)x+ Db
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. A k) (k
Determinando a sequéncia de vetores (z! L A DTk =1,2,3,--- | temos
que a igualdade acima pode ser convertida em um processo iterativo formando a recor-

réncia:

2 = J2®) 4 g

tal que J = D7Y(—L — U) é a matriz de iteracio do Método Gauss-Jacobi e g = D™1b

e que tem representacao matricial na forma:

l‘l(k+1) 0 _ @12 __ai3 — %n $1k s
a1 ail ail arl

Jfg(k—H) _a 0 __as3 e —%2n ZEQk Lo
a2z a2 az2 a22

k+1) asi as2 43n k by

T ( — | a1 a3 0 e —=n L —=
3 ass a33 as3 T as3
xn(kﬂ) —Gn1  _Gn2 .., _%n-1 0 xnk Lo
L J L Qnn ann ann - B - - dnn =

Como ja abordado neste trabalho, uma das vantagens do método é que a convergén-
cia independe da aproximagao inicial z° e segundo (Campos| (2018), usualmente, faz-se

2(©) = 0. Usando este valor na iteracio:
e = Jz®) 4 g,

tem-se que:
bi
eV = qg = xgl) = —.
Qi

Deste modo, este valor pode ser tomado como a aproximagao inicial:

A seguir, resolveremos um exemplo de sistemas equacoes lineares utilizando o mé-

todo Gauss-Jacobi.
-1,8
Exemplo 10. Resolver o sistema linear abaizo considerando ¥ = | 5,5 | ee =0, 1.
7,3
6x1 + 315 + 23 = 10
4r1 + 929 — 33 =16
T1— To + 3x3 =14

Solugdo. Para k =1, temos:
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2V = (10 — 325 — 23) /6 2V =(10-3-5,5-17,3)/6
2 = (16 — dzy +323)/9 S 2 =(16—-4-(=1,8)+3-7,3)/9
2 = (14— 2, + 1) /3 2 = (14 — (=1,8) +5,5)/3

Com isso, resolvendo as iteragoes, temos:

o) =-2,3
xgn = 5,01
V=71

Com o fim da primeira iteragao, verificaremos se o critério de parada foi atingindo

utilizando || 21 — 2®) || < €, logo:

\w%”—xl =] 2,3~ (~1,8) |= 0,5 >0, 1.

Observemos que para || 2V — 2 || o critério de parada nao foi atingido, com isso
continuaremos as iteracoes.

Para k = 2, temos:

2 = (10 — 328" — 2§y /6 2 =(10-3-5,01—7,1)/6
():(16 42V + 3280 & :r;(z) (16 —4-(—2,3)+3-7,1)/9
2P =14 -2V +20)/3 2P = (14 — (=2,3) +5,01)/3

Assim, resolvendo as iteracoes, temos:

2P = 2,02
2 =517
xéQ) =71

Utilizando o critério de parada || x**Y — z(®) ||< € para a segunda iteracdo, temos:

| :):52) _ xgl) |=] —2,02 — (—2,3) |= 0,28 > 0, 1.

Novamente o critério de parada nao foi atingido. Logo, seguimos com as iteracoes:

Para k = 3, temos:
o) = (10 — 328 — 2{) /6 2V =(10-3-5,17-7,1)/6

=) = (16 — 43:1 +3x Ny e x( = (16 —4-(—2,02) +3-7,1)/9
2P = (14— (/3 2P = (14 — (=2,02) + 5,17)/3
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Portanto, resolvendo as iteracoes, temos:

2 = —2.10
2 = 5,04
2 =17,06

Verificando o critério de parada, temos:

|2 — 2P |=| —2,10 = (=2,02) |= 0,08 < 0,1
|x2 — 29 |=| 5,04 5,17 |=0,13 > 0,1.

3 . ~ .
Como x( ) _ x > ¢, as iteracoes devem continuar.
2 2 )

Para k = 4, temos:

29 = (10 — 328 — 2P /6 2 = (10— 35,04 — 7,06)/6
e = (16 — 42V + 32"y /9 {2 = (16 — 4 (=2,10) +3-7,06)/9

2 = (14 — 2® 4 2)/3 2§ = (14— (=2,10) + 5,04)/3

Com isso, resolvendo as iteragoes, temos:

2V = 203
25 = 5,06
2 = 17,04

Utilizando o critério de parada para a quarta iteragao, temos:

| 2 — 2 |=\ —2,03 — (=2,10) |= 0,07 < 0,1
| 25) — 2§ |=| 5,06 — 5,04 |= 0,02 < 0, 1
|2 — 2§ |=| 7,04 — 7,06 |= 0,02 < 0, 1.

Logo:

max 21" — 2% <0, 1.
1<i<3

Assim, o critério de parada foi satisfeito para as trés analises, portanto o processo

serd interrompido e a aproximacao da solucao do sistema original sera:

~2,03
= | 5,06
7,04

e

Como a solucao exata do sistema é:
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podemos perceber que o método Gauss-Jacobi converge para a solucao do sistema.

Com isso, mostraremos abaixo os procedimentos resumidamente da utilizacao do

Método de Gauss-Jacobi para a resolucao de sistemas lineares:

« Escolher uma estimativa inicial, ou seja, z(9);
« Calcular as aproximacoes sucessivas z(¥) a partir da iteracio z**+1 = C2® + g;

o Continuar a gerar estimativas até que um dos critérios de paradas sejam alcan-

cados, ou seja, || 25D — 2 || < € ou k > Ky

422 Método Gauss-Seidel

O método Gauss—Seide]EL também estacionario, difere-se do Gauss-Jacobi por utili-
zar todos os valores que ja foram calculados anteriormente na mesma iteragao, fazendo
com que reduza o nimero de iteracoes até obter a tolerancia determinada, ou seja, no
momento de se calcular 2(*+1) usaremos todos os valores x§k+1), xgkﬂ)..., x,(f_ﬁl) que ja
foram calculados na iteracdo anterior.

A nova solucao de z*t1) dado uma solucao z* é calculada através das equacoes:

[~ k k

2 D) = (b, — a12xg ) _ alggjg ) . alna?%k))/all
. k+1 k
) k+1 k+1

zsFt) = (bs — a31x§ +1) a32gg§ ) _ L a3nx£Lk’))/CL33
, k41 k41 k1

z, ) = (by — anlxg +1) _ anzxg ) _ an,n—lez_—i_l ))/a,nn

Com isso, na hora de calcular o 23" ndo utilizaremos o z{" pois uma nova itera-

. , . k+1 k+1 .
¢ao ja tera sido calculada, o a:§ ). O mesmo acontece no asg ) do qual utilizaremos

: . < (k1 k+1 .
os dados mais atualizados de x; e x5, que no caso serao :c§ e xé * ), ou seja, apro-
veitaremos os valores encontrados em cada iteracdo ao invés de ficar usando os da

ultima.

4 Philipp Ludwig von Seidel (Zweibriicken, 23 de outubro de 1821 — Munique, 13 de agosto de
1896) foi um matemédtico alemao. Descobriu conceito analitico crucial da convergéncia uniforme
e decompoOs as aberragoes monocromaticas de primeira ordem em cinco aberragoes constituintes.
Estas sdo comumentemente referenciadas como as cinco aberragoes de Seidel.
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De acordo com |Campos| (2018), seja o sistema Ax = b, com a matriz A sendo
decomposta tal que A = D + E + F, sendo D uma matriz diagonal, £ uma matriz
triangular inferior e F' uma matriz triangular superior com diagonais nulas. Assim, o

sistema pode ser escrito como:

(D+E+Flz=be (D+ E)x=—-Fz+0b,

ou na forma de iteragdao obtida pela recorréncia:

2B = (—(D+ E)'F)a* + (D + E) b & 2™ = 52k 4 g,

onde, a matriz S = (—(D + E)"'F) é a matriz iteragdo do Método Gauss-Seidel e
g=(D+E)'b
Ainda segundo |Campos| (2018]), um modo mais pratico de implementar este método,

sem usar a matriz de iteracao que utiliza inversa é dado por:

(D+E+F)r=b<s (D+ E)xr=—Fxz+b.

Na forma de recorréncia,

(D + E)z**) = —Fa* 4 b o DY = —EatHY) — pak 4 p,

E escrevendo a equagao acima na forma matricial, obtemos as equagoes de iteragoes
do Método de Gauss-Seidel.

0 0 0 coo 0] [a D]
a9 0 0 o 0 $2(k+1)
D) — — | : : ] |
(p—11 Qp—12 0 0
| an Qny v Qppo1 O] _xn(k“)_
_0 a2 a3 - Q1n ] _$1k_ _bl_
0 0 a3 -+ a " by
S : : : xs® | + | bs
0 0 - 0 apna : :
o 0 - 0 0 | _l’nk_ 23

Da mesma forma que o Método Gauss-Jacobi possui critérios de convergéncia, Cri-
tério de Linhas e Critério de Colunas, o Método de Gauss-Seidel também possui.
Neste caso, seja Axr = b um sistema linear para garantir a convergéncia, o método
de iteracao devera satisfazer um dos critérios, Critério de Linhas ou Critério de

Sassenfeld.
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o Critério de Sassenfeld: Seja uma matriz A = (a;;) quadrada de ordem n. Sejam

Bi,i=1,2,...,n dados por:

= |ayy Iawlﬁj S agg]
z:: a1 Z |aii| 2;1 |aii|
De acordo com Ruggiero e Lopes| (1996]), o Método de Gauss-Seidel converge para

a solucao de Az = b, independentemente da escolha de (¥, se satisfazer:
= max 3; <1
B=max fi<l,
além disso, quanto menor for 5 mais rapida sera a convergéncia.

No exemplo a seguir, verificaremos como funciona o método de Gauss-Seidel na

pratica.

Exemplo 11. Utilizando o sistema linear do exemplo anterior, resolveremos pelo Mé-
-1,8
todo Gauss-Seidel 1 = | 55 | ee=0,1.
7,3
6x1 + 322 + x3 =10
4x1 + 929 — 323 = 16
r1— To+ 3x3 =14

Solucao. Para k =1, temos:

2V = (10 — 325 — 23)/6 Y =(10-3-55-7,3)/6 =-2,3
2 = (16 — 4zl +323)/9 & a2 = (16 —4-(=2,3) +3-7,3)/9 = 5,23
2 = (14 — 2V + 2V /3 2 = (14— (—=2,3)+5,23)/3 ="7,17

Com isso, resolvendo as iteragoes, temos:

xgl) =-2,3
2V = 5,23
M =717

Utilizando como critério de parada || 2*+Y — (¥ ||< ¢, temos:

|A”—@ |=| —2,3 - (—1,8) |= 0,5 > 0,1.

Observemos que para || 2V — 2 || o critério de parada nao foi atingido, com isso

continuaremos as iteracoes.



Capitulo 4. Métodos para resoluc¢io de sistemas lineares 58

Para k = 2, temos:

2% = (10 — 328" — 2" /6 2P = (10-3-5,23—7,17)/6 = —2, 14
2P = (16 — 42 +32§")/9 e {2 =(16-4-(-2,14)+3-7,17)/9 = 5,12
2P =14 -2z +29)/3 2 = (14 — (—=2,14) +5,12)/3 = 7,09
Assim, resolvendo as iterac¢oes, temos:
2P = -2 14
2 = 5,12
(2> = 7,09

Verificaremos novamente se essa segunda iteragao satisfaz o critério de parada, com

1sso temos:

] 2P — 2V =] =2,14 — (=2,3) |[= 0,16 > 0, 1.

Novamente o critério de parada nao foi atingido, logo, seguimos com as iteracoes:

Para k = 3, temos:

2 = (10 = 325 — 2P) /6 2 = (10-3-5,12 - 7,09)/6 = —2,07
) = (16— 42 +327) /9 e a2l =16 -4 (—2,07)+3-7,09)/9 = 5,06
2P = (14— 2 4+ 29)/3 2 = (14 — (=2,07) + 5,06)/3 = 7,04

Logo, resolvendo as iteracoes, temos:

2P = 2,07
2P = 5,06
(3> = 7,04

Utilizando o critério de parada para esta nova iteracao, temos:

| 2 — 2 |_|—207 (—2,14) |= 0,07 < 0,1
| 25 — 28 |=| 5,06 — 5,12 |= 0,06 < 0, 1
|25 — 28 |=| 7,04 — 7,09 |= 0,05 < 0, 1.

Logo:

max |LE 52)| <0,1.
1<4i<3

Assim, o critério de parada foi satisfeito para as trés andlises, portanto o processo

serd interrompido e a aproximacgao da solucao do sistema original sera:
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—2,07
3 =1 5,06
7,04
Como a solucao exata do sistema é:
-2
r=151,
7

podemos perceber que o método Gauss-Seidel converge para a solug¢ao do sistema.
[ |

Como podemos observar, a resolu¢do do exemplo do mesmo sistema linear pelo
Método Gauss-Geisel em comparacao com o Método Gauss-Jacobi, diminuiu em uma
iteragao para conseguirmos uma aproximag¢ao da solucao exata do sistema com a to-
lerancia definida. [Valle| (2022) afirma que, os métodos iterativos, que geralmente nao
modificam significativamente a estrutura da matriz A, possuem papel importante na
resolucao de sistemas lineares principalmente quando A é esparsa e que o método
de Gauss-Seidel é, evidentemente, superior ao método de Gauss-Jacobi. Contudo, o
método de Gauss-Jacobi pode ser interessante se implementado usando computagao

paralela.
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5 Proposta de Sequéncia Didatica

Um dos propésitos deste trabalho é mostrar que a Sequéncia Didéatica é um meio
eficiente para se aplicar os conteidos de matematica no ensino béasico, sobretudo os es-
tudos de matrizes e sistemas de equagoes lineares, com os métodos de resolugao diretos
e iterativos citados neste trabalho, envolvendo linguagem computacional Python. Po-
dendo permitir uma série de oportunidades comunicativas, Souzal (2023) afirma que, a
Sequéncia Didatica é um valioso instrumento de planejamento de ensino para professo-
res de qualquer disciplina. Assim como os projetos didaticos e as atividades permanen-
tes ou ocasionais, as sequéncias didaticas sao uma modalidade organizativa de ensino,
cuja finalidade é expressar uma sequéncia de etapas que tem o objetivo de sistematizar
um contetdo e promover a assimilacao de um saber.

Neste capitulo, sugere-se, uma sequéncia didatica para a disciplina de Matematica
no Ensino Médio, para buscar um aprimoramento do processo de aprendizado, de tal
modo que possa torna-lo mais eficiente. Tal proposta de Sequéncia Didatica, tanto
pode ser aplicada individualmente como em grupo, dividindo cada atividade para um
grupo de alunos, de preferéncia no Laboratério de Informatica, para que os alunos
tenham acesso as computadores. Ao término de cada atividade, os grupos devem fa-
zer uma breve apresentacao de como resolveram as tarefas. Nesse momento, o foco é
trabalhar uma breve revisao do conteiido proposto e a socializacao das atividades por
parte dos alunos. Momento em que o professor pode também fazer algumas considera-
¢oes a respeito dos conceitos e dos significados de matrizes e de sistemas de equagoes
lineares, ao mesmo tempo em que os alunos expoem suas dificuldades com a linguagem
computacional, se tiverem.

Propoem-se que esta Sequéncia Didatica seja aplicada logo apds o estudo de Matri-
zes e Sistemas de Equagoes Lineares com os métodos de resolugao diretos (Fatoragao
LU e Fatoragio de Cholesky) e os iterativos (Gauss-Jacobi e Gauss- Seidel) sendo ne-
cessario toda a assimilacdo do conteido dos métodos em conformidade com que expoe
o Capitulo [4] deste trabalho. Sugere-se que, nas primeiras aulas desta Sequéncia Dida-
tica, seja promovido aos alunos um breve tutorial acerca do manuseio da Linguagem
Computacional Python; e nas aulas subsequentes apresentar problemas matematicos
dos quais irdao aumentando o nivel de dificuldade de compreensao e programacao.

Tomaremos como referéncia a Sequéncia Didética sugerida por [Souza| (2023), adap-
tada para o conteido proposto neste trabalho e baseada na Proposta Curricular do
Ensino Médio da Paraiba. Esta linha de desenvolvimento é feita a partir de atividades
que irdao junto com a linguagem Python abordar cada um dos contetidos matematicos

selecionados e suas respectivas implementagoes computacionais, da qual consiste em
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um prosseguimento de 11 aulas, onde cada uma das aulas é organizada por trés topi-
cos: Tempo estimado, Desenvolvimento e Resultados esperados qualitativos. A Aula
1 (Subsegao apresenta a Linguagem de Programagcao Python e alguns Ambien-
tes de Desenvolvimento Integrados - (IDEs) que permitem o seu manuseio. A Aula
2 (Subsecao introduz a programacao com Python: Estudo sobre as Variaveis,
Comentérios, Interatividade com o Usudrio e Operadores Bésicos. A Aula 3 (Subse-
¢ao da sequéncia ao tutorial apresentado e exercita novos comandos e fungoes
necessarias para a construgao de expressdes numéricas. A Aula 4 (Subsecido
diagnostica os conhecimentos prévios e as possiveis dificuldades dos alunos. A Aula
5 (Subsecao propoe a elaboragao de programas envolvendo matrizes. A Aula 6
(Subsegao , por sua vez, propoe o primeiro problema a ser programado, o qual
estd relacionado a sistemas de equagoes lineares. Na Aula 7 (Subsegao , damos
inicio as resolucgoes de sistemas lineares com os métodos diretos usando a Fatoracao
LU. Ja a Aula 8 (Subsegao usaremos a Fatoracao de Cholesky. As Aulas 9
(Subsegao e 10 (Subsecao , respectivamente, utilizam as resolugoes de sis-
temas de equagodes lineares pelos métodos iterativos: Gauss-Jacobi e Gauss-Seidel. Por
fim, a Aula 11 (Subsegao sugere a realizacao de uma avaliagdo sobre o que foi

vivenciado no decorrer da sequéncia didatica.

5.1 Designacao da Sequéncia Didatica

Titulo: Resolucao de Sistemas de Equagoes Lineares pelos métodos diretos (Fatoragdio

LU e Fatoragiao de Cholesky) e pelos os iterativos (Gauss-Jacobi e Gauss- Seidel).

Professor: Rafael Augusto Albuquerque Macedo.
Turmas: 2° Ano do Ensino Médio.

Duracgao: 18 horas-aulas.

Area do conhecimento: Matemética e Suas Tecnologias.
Componente curricular: Matemética.
Campo/Eixo: Algebra e Funcdes.

Objeto de Conhecimento: Matrizes, Determinantes e Sistemas Lineares.

Habilidades:

o (EM13MAT405) Utilizar conceitos iniciais de uma linguagem de programagao na

implementagao de algoritmos escritos em linguagem corrente e/ou matemaética.
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o (EM13MAT302) Construir modelos empregando as fungoes polinomiais de 1° ou
2° graus, para resolver problemas em contextos diversos, com ou sem apoio de

tecnologias digitais.

o (EM13MAT410) Associar o conceito de matrizes, determinantes e sistemas de

equagoes lineares as situagoes nas quais sao utilizadas planilhas eletronicas.

o (EM13MAT411) Reconhecer um sistema de equagoes associado a uma matriz

com o intuito de resolver situagoes problemas.
Objetivos:

o Apresentar a Linguagem de Programacao Python como um recurso digital e tec-

nologico para trabalhar Resolucoes de Sistemas Lineares.

e Promover um breve tutorial sobre comandos e func¢oes primordiais para o manu-

seio da Linguagem de Programacao Python.

e Sugerir problemas que utilizem a linguagem de programagcao para codificar pro-
gramas que usem conceitos sobre tépicos especificos de Mateméatica do Ensino

Médio.

« Dominar e diferenciar os métodos diretos (Fatoragio LU e Fatoragao de Cholesky)

e pelos os iterativos (Gauss-Jacobi e Gauss- Seidel).
o Operar com matrizes e suas classificagoes, de acordo com seu tipo definido.
» Reconhecer a representacao algébrica de equagoes lineares.
o Resolver e elaborar problemas envolvendo sistemas de equagoes lineares.

Recursos:

Quadro branco e lapis;

Projetor Multimidia e Notebooks;
e Laboratorio de Informatica;

Computadores e Celulares.
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5.1.1 Aula 1 - Apresentacao da Linguagem Python.

o Tempo estimado: 2 aulas de 50 min.

- Momento I: 1 aula (50 min)
- Momento II: 1 aula (50 min)

e Desenvolvimento:

- Momento I: Apresenta-se para a turma a Linguagem de Programagcao Python,

expondo sua historia, suas caracteristicas e suas potencialidades.

- Momento II: Apresenta-se a fun¢ao print() e propoe-se para a turma, como
forma de exercicio, a codificagao e a execugdo do um primeiro comando: imprimir

a mensagem “Seja bem-vindo ao ambiente de programagdo!”.

o Resultados Esperados Qualitativos:

- Espera-se que os alunos se empolguem com a nova metodologia e que a partir
da explicacdo e orientacao do Professor possam agucar a curiosidade e buscar
tutorias gratuitos na internet e mini-videos explicativos para que possam executar

o primeiro exercicio e se sentirem confortaveis, arriscarem novas mensagens.

5.1.2 Aula 2 - Introducdo a Programacdo com Python: Estudo sobre as
Variaveis, Comentarios, Interatividade com o Usuario e Operadores

Basicos.

e Tempo estimado: 2 aulas de 50 min.

- Momento I: 1 aula (50 min)
- Momento II: 1 aula (50 min)

e Desenvolvimento:

- Momento I: Promove-se para a turma um tutorial sobre comandos e fungoes
primordiais para a programacao com Python. Uma aula conceitual, expositiva e
demonstrativa sobre os trés tipos de Variaveis (str, int e float), sobre como
inserir comentarios na codificacdo, sobre como criar uma interatividade com o
usuario por meio a fungdo input() e sobre os Operadores Bésicos (aritméticos,
comparagao e logicos). Sugere-se a utilizagdo de um projetor multimidia para
expor os conceitos e demonstragoes.

- Momento II: Propoe-se para a turma um exercicio que possibilite a pratica e o

uso dos conceitos estudados no Momento I. Apresenta-se, a seguir, uma sugestao

de questoes para este exercicio.
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Tabela 6 — Aula 2: Exercicios

AULA 2 - EXERCICIOS
QUESTAO 1 - Elabore um programa que converta metros para centimetros.
QUESTAO 2 - Elabore um programa que solicite trés ntimeros inteiros do usudrio e
imprima a soma destes.

Fonte: Elaborado pelo autor.

o Resultados Esperados Qualitativos:

- Para esse segundo momento, com o auxilio do professor, de tutorias e mini-
videos disponibilizados gratuitamente na internet, almeja-se que os alunos criem
os dois pequenos programas utilizando os operadores basicos. Para os alunos que
sentirem dificuldade, aconselha que o professor oriente e revise os tutorias e se

persistirem as duvidas, o proprio professor pode elaborar o programa.

5.1.3 Aula 3 - Programacdo com Python: Estudo das Operacdes Matema-

ticas e Construcdo de Expressoes Numéricas.

e Tempo estimado: 2 aulas de 50 min.

- Momento I: 1 aula (50 min)
- Momento II: 1 aula (50 min)

e Desenvolvimento:

- Momento I: Proporciona-se uma aula conceitual e expositiva dos codigos dos
simbolos das operagdoes matematicas para a construcao de expressoes numéri-
cas. Sugere-se a utilizacdo de um projetor multimidia para expor os conceitos e

demonstracoes.

- Momento II: Propoe-se para a turma um exercicio que possibilite a pratica e o
uso dos conceitos estudados no Momento I. Apresenta-se, a seguir, uma sugestao

de questoes para este exercicio.

Tabela 7 — Aula 3: Exercicios

AULA 3 - EXERCICIOS
QUESTAO 1 - Elabore um programa que trabalhe com as operacoes bésicas e cons-
trua expressoes numeéricas.
QUESTAO 2 - Elabore um programa que calcule o resto da divisao inteira entre dois
numeros. Utilize apenas as operagoes de soma e subtracao para calcular o resultado.

Fonte: Elaborado pelo autor.
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o Resultados Esperados Qualitativos:

- Almeja-se nessa aula, que os alunos consigam elaborar os dois programas com
as operacoes basicas matematicas e que possam criar exemplos de expressoes
numeéricas das quais possam resolver no caderno e verificar a sua resposta com o

programa elaborado.

5.1.4 Aula 4 - Avaliacao Diagnéstica

e Tempo estimado: 2 aulas de 50 min.

- Momento I: 1 aula (50 min.)

- Momento II: 1 aula (50 min.)

¢ Desenvolvimento:

- Momento I: Realizacao de uma Avaliacao Diagndstica para sondar os conheci-
mentos dos alunos e diagnosticar as suas habilidades e lacunas acerca do manuseio
da linguagem de programagao Python, como também, sobre as operagoes bésicas

e as expressoes numeéricas.

- Momento II: Discussao coletiva conduzida pelo professor sobre as respostas
corretas das questoes da Avaliacao Diagnostica. Sugere-se que, a partir do diag-
nostico pragmatico realizado apods a aplicacao da avaliagao, o professor conduza
um debate, permitindo a participacao dos alunos, para suprir as deficiéncias e
lacunas referentes ao manuseio da linguagem de programacao Python, como tam-

bém, sobre as operagoes basicas e as expressoes numeéricas.

Apresenta-se abaixo uma sugestao para esta Avaliacdo Diagnostica.

Tabela 8 — Aula 4: Avaliacdo Diagnostica

AULA 4 - AVALIACAO DIAGNOSTICA

QUESTAO 1 - Qual a funcdo que se utiliza para imprimir uma mensagem na execucdo de um programa?

QUESTAO 2 - Qual a fungio que se utiliza para promover uma interatividade com o usuério na execucio
de um programa?

QUESTAO 3 - Quais sdo os tipos de varidveis utilizadas no Python e como elas sio declaradas?
QUESTAO 4 - Quais séo os operadores aritméticos utilizados no Python?
QUESTAO 5 - O que é a indentacio e qual a sua finalidade?

QUESTAO 6 - Resolva as expressoes numéricas abaixo e elabore um programa como forma de verificar
sua resposta.

a) 5.(64 — 12: 4). b) 480 : 20.[86 — 12.(5 + 2)]2. ¢) —[—12 — (=5 + 3)].

Fonte: Elaborado pelo autor.

o Resultados Esperados Qualitativos:
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- Espera-se que os alunos consigam realizar por completa e corretamente a Ava-
liacao Diagnéstica e que toda a turma no final possa debater na correcdo os

melhores caminhos para suprirem alguma deficiéncia até aquele momento.

5.1.5 Aula 5 - Matrizes com Programacao com Python.

e Tempo estimado: 2 aulas de 50 min.

- Momento I: 1 aula (50 min)
- Momento II: 1 aula (50 min)

e Desenvolvimento:

- Momento I: Promove-se para a turma um tutorial sobre pacotes especificos com
o objetivo de trabalhar com os alunos conceitos béasicos de matrizes, assim como
a posicao dos elementos que a compoem. Sugere-se a utilizacdo de um projetor

multimidia para expor os conceitos e demonstracoes.

- Momento II: Propoe-se para a turma um exercicio que possibilite a pratica e o
uso dos conceitos estudados no Momento I. Apresenta-se, a seguir, uma sugestao

de questoes para este exercicio.

Tabela 9 — Aula 5: Exercicio

AULA 5 - EXERCICIO
QUESTAO 1 - Elabore um programa que crie uma matriz 3 X 3 que permita ao
usuario digitar os valores dos elementos dessa matriz, exibindo no final a matriz
com a formatacao correta.
QUESTAO 2 - Elabora um programa em que o usudrio forneca uma matriz de ordem
3 e verifique se a matriz digitada é uma matriz identidade.
QUESTAO 3 - Elabore um programa em que o usudrio forneca uma matriz de ordem
3 e verifique se a matriz digitada é uma matriz triangular superior.
QUESTAO 4 - Elabore um programa em que o usudrio forneca uma matriz de ordem
3 e verifique se a matriz digitada é uma matriz triangular inferior.

Fonte: Elaborado pelo autor.

e Resultados Esperados Qualitativos:

- Para essa aula, as duvidas estarao mais frequentes, principalmente para os
alunos que nao venham se dedicando tanto na Linguagem Python. Para isso, o
professor deve auxilid-lo na elaboracao do programa para que ele se mantenha
interessado e focado na aula. Sugere-se também, que o professor repasse os

conceitos das matrizes trabalhadas no exercicio.
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5.1.6 Aula 6 - Equacdes Lineares com Programacao com Python.

o Tempo estimado: 2 aulas de 50 min.

- Momento I: 1 aula (50 min)
- Momento II: 1 aula (50 min)

¢ Desenvolvimento:

- Momento I: Promove-se para a turma um tutorial sobre pacotes especificos
para a solucao de sistemas lineares, o Numpy e o Scipy. Uma aula conceitual,
expositiva e demonstrativa sobre fungao solve(). Sugere-se a utilizacao de um

projetor multimidia para expor os conceitos e demonstragoes.

- Momento II: Propoe-se para a turma um exercicio que possibilite a pratica e o
uso dos conceitos estudados no Momento I. Apresenta-se, a seguir, uma sugestao

de questoes para este exercicio.

Tabela 10 — Aula 6: Exercicio

AULA 6 - EXERCICIO
QUESTAO 1 - Elabore um programa que resolva o seguinte problema de sistema de
equacoes lineares:
Na lanchonete de uma escola, os pastéis e os sucos tém pregos tnicos. Um aluno
pagou 16 reais por 2 pastéis e 3 copos de suco natural, e seu colega pagou 29 reais
por 4 pastéis e 5 copos de suco natural. Qual o preco do pastel e do copo de suco
natural?

Fonte: Elaborado pelo autor.

o Resultados Esperados Qualitativos:

- Para esta aula, os alunos deverao usar os pacotes especificos para a construgao do
sistema de equagoes lineares com 2 incégnitas. Nesta aula também, pode-se criar
desafios para determinar as matrizes inversas quadradas de ordem 2 utilizando
sistemas lineares. Para os alunos que nao conseguirem a elaboragao do programa,

sugere-se ao professor, auxilid-lo na construgao.

5.1.7 Aula 7 - Resolucdo de Sistemas Lineares utilizando o método direto:

Fatoracao LU com Programacao com Python.

e Tempo estimado: 2 aulas de 50 min.

- Momento I: 1 aula (50 min)
- Momento II: 1 aula (50 min)
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Desenvolvimento:

- Momento I: Promove-se para a turma um tutorial sobre os codigos especifi-
cos para a resolucao de sistemas de equacoes lineares através da Fatoracao LU.
Sugere-se a utilizacdo de um projetor multimidia para expor os conceitos e de-

monstracoes.

- Momento II: Propoe-se para a turma um exercicio que possibilite a pratica e o
uso dos conceitos estudados no Momento . Apresenta-se, a seguir, uma sugestao

de questoes para este exercicio.

Tabela 11 — Aula 7: Exercicio

QUESTAO 1 - Elabore um programa que satisfaca a resolucao de sistemas de equa-
¢oes lineares pelo método da Fatoracao LU e verifique se esse programa satisfaz a
solucao do Exemplo 4. Caso nao consiga, solicite o programa ao professor e teste
sistemas nesse programa.

AULA 7 - EXERCICIO

© 00 N O Ot s W NN

I = S
w N = O

Fonte: Elaborado pelo autor.

Resultados Esperados Qualitativos:

- Espera-se que poucos alunos consigam a elaboracao desse programa, com isso,
o professor deve fornecer a programagao mais simples que achar necessaria e
solicitar que os alunos testem sistemas de equacoes lineares nesse programa e que

gere um debate sobre os sistemas escolhidos.

Sugestao de Implementagdo na Linguagem Python de acordo com [Justo| (2020):

>>> from future__ import division

>>> import numpy as np

>>> from numpy import linalg
def fatoralU(A):

U = np.copy(A)

n = np.shape(U) [0]

L = np.eye(n)

for j in np.arange(n—1):

for i in np.arange(j+1,n):
L[i,j] = U[i,j1/U[],]]

for k in np.arange(j+1,n):
U[i,k] = U[i,k] — L[i,jI*U[j, k]
Uli,jl1 =6
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return L, U

Cédigo-fonte 5.1 — Aula 7: Exercicio (Questao 1)

5.1.8 Aula 8 - Resolucdo de Sistemas Lineares utilizando o método direto:

Fatoracao de Cholesky com Programacdo com Python.

Tempo estimado: 2 aulas de 50 min.

- Momento I: 1 aula (50 min)
- Momento II: 1 aula (50 min)

Desenvolvimento:

- Momento I: Promove-se para a turma um tutorial sobre os cédigos especificos
para a resolucao de sistemas de equacoes lineares através da Fatoracao de Cho-
lesky. Sugere-se a utilizagdo de um projetor multimidia para expor os conceitos

e demonstragoes.

- Momento II: Propoe-se para a turma um exercicio que possibilite a pratica e o
uso dos conceitos estudados no Momento I. Apresenta-se, a seguir, uma sugestao

de questoes para este exercicio.

Tabela 12 — Aula 8: Exercicio

QUESTAO 1 - Elabore um programa que satisfaca a resolucdo de sistemas de equa-
¢oes lineares pelo método da Fatoragao Cholesky e verifique se esse programa satisfaz
a solugdo do Exemplo 8. Caso nao consiga, solicite o programa ao professor e teste
sistemas nesse programa.

AULA 8 - EXERCICIO

1
2

Fonte: Elaborado pelo autor.

Resultados Esperados Qualitativos:

- Espera-se que poucos alunos consigam a elaboragao desse programa, com isso,
o professor deve fornecer a programacao mais simples que achar necessaria e
solicitar que os alunos testem sistemas de equacoes lineares nesse programa e que

gere um debate sobre os sistemas escolhidos.

Sugestao de Implementagdo na Linguagem Python de acordo com |Justo| (2020):

# implementacdo de algoritmo simbélico

# para a decomposicdo de Cholesky
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3

4 B = A[:,:] # faz cépia da matriz A
5)

6 for k in range(®,n):

7 for i in range(0,k):

8 s = 0.

9 for j in range(0,i):

10 s += B[i,jl*B[k,j]

11 Bl[k,i] = (B[k,i] — s)/B[i,i]
12 s = 0.

13 for j in range(0,k):

14 s += s + B[k, jl*B[k,j]

15 B[k,k] = sp.sqrt(B[k,k] — s)
16

17 # saida

18 B

Cédigo-fonte 5.2 — Aula 8: Exercicio (Questao 1)

5.1.9 Aula 9 - Resolucao de Sistemas Lineares utilizando o método itera-

tivo: Gauss-Jacobi com Programacdo com Python.

o Tempo estimado: 2 aulas de 50 min.

- Momento I: 1 aula (50 min)
- Momento II: 1 aula (50 min)

¢ Desenvolvimento:

- Momento I: Promove-se para a turma um tutorial sobre os codigos especificos

para a resolucdo de sistemas de equagoes lineares através do método de Gauss-

Jacobi. Sugere-se a utilizacdo de um projetor multimidia para expor os conceitos

e demonstragoes.

- Momento II: Propoe-se para a turma um exercicio que possibilite a pratica e o

uso dos conceitos estudados no Momento I. Apresenta-se, a seguir, uma sugestao

de questoes para este exercicio.




Capitulo 5. Proposta de Sequéncia Diddtica

71

Tabela 13 — Aula 9: Exercicio

AULA 9 - EXERCICIO

QUESTAO 1 - Elabore um programa que satisfaca a resolucdo de sistemas de equa-
¢oes lineares pelo método Gauss-Jacobi e verifique se esse programa satisfaz a solucao
do Exemplo 10. Caso nao consiga, solicite o programa ao professor e teste sistemas

nesse programa.

Fonte: Elaborado pelo autor.

e Resultados Esperados Qualitativos:

- Espera-se que poucos alunos consigam a elaboracao desse programa, com isso,

o professor deve fornecer a programagao mais simples que achar necessaria e

solicitar que os alunos testem sistemas de equacoes lineares nesse programa e que

gere um debate sobre os sistemas escolhidos.

Sugestao de Implementagdo na Linguagem Python de acordo com |Justo| (2020):

1 from __future__ import division
2 import numpy as np

3 from numpy import linalg
4

5 def jacobi(A,b,x0,tol,N):
6 #preliminares

7 A = A.astype(’double’)

8 b = b.astype(’double’)

9 x0 = x0.astype(’double’)
10

11 n=np.shape (A) [0]

12 X = np.zeros(n)

13 it =0

14 #iteracoes

15 while (it < N):

16 it = it+l

17 #iteracao de Jacobi

18 for i in np.arange(n):

19 x[i] = b[i]
20 for j in np.concatenate((np.arange(0®,i),np.arange(i+1l,n))):
21 x[i] —= A[i, j1*x0[j]
22 x[i] /= A[i,i]

[\)
w

#tolerancia
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24 if (np.linalg.norm(x—x0,np.inf) < tol):

25 return x

26 #prepara nova iteracao

27 x0 = np.copy(x)

28 raise NameError(’num. max. de iteracdes excedido.’)

Cédigo-fonte 5.3 — Aula 9: Exercicio (Questao 1)

5.1.10 Aula 10 - Resolucdo de Sistemas Lineares utilizando o método ite-

rativo: Gauss-Seidel com Programacdo com Python.

o Tempo estimado: 2 aulas de 50 min.

- Momento I: 1 aula (50 min)
- Momento II: 1 aula (50 min)

e Desenvolvimento:

- Momento I: Promove-se para a turma um tutorial sobre os cddigos especificos
para a resolucao de sistemas de equacgoes lineares através do método de Gauss-
Seidel. Sugere-se a utilizagdo de um projetor multimidia para expor os conceitos

e demonstragoes.

- Momento II: Propde-se para a turma um exercicio que possibilite a pratica e o
uso dos conceitos estudados no Momento I. Apresenta-se, a seguir, uma sugestao

de questoes para este exercicio.

Tabela 14 — Aula 10: Exercicio

AULA 10 - EXERCICIO
QUESTAO 1 - Elabore um programa que satisfaca a resolucao de sistemas de equa-
¢oes lineares pelo método Gauss-Seidel e verifique se esse programa satisfaz a solucao
do Exemplo 11. Caso nao consiga, solicite o programa ao professor e teste sistemas
nesse programa.

Fonte: Elaborado pelo autor.

o Resultados Esperados Qualitativos:

- Espera-se que poucos alunos consigam a elaboragao desse programa, com isso,
o professor deve fornecer a programacao mais simples que achar necessaria e
solicitar que os alunos testem sistemas de equagoes lineares nesse programa e que

gere um debate sobre os sistemas escolhidos.
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o Sugestao de Implementagao na Linguagem Python de acordo com |Justo| (2020)):

1 from __future__ import division

2 import numpy as np

3 from numpy import linalg

4

5 def gauss_seidel(A,b,x0,tol,N):

6 #preliminares

7 A = A.astype(’double’)

8 b = b.astype(’double’)

9 x0 = x0.astype(’double’)

10

11 n=np.shape (A) [0]

12 X = np.copy(x0)

13 it = 0

14 #iteracoes

15 while (it < N):

16 it = it+1

17 #iteracao de Jacobi

18 for i in np.arange(n):

19 x[i] = b[i]
20 for j in np.concatenate((np.arange(0,i),np.arange(i+l,n))):
21 x[i] —= A[i,jl*x[j]
22 x[i] /= A[i,i]
23 print(x[i],A[i,i])
24 #tolerancia
25 if (np.linalg.norm(x—=x0,np.inf) < tol):
26 return x
27 #prepara nova iteracao
28 x0 = np.copy(x)
29 raise NameError(’num. max. de iteracoes excedido.’)

Cédigo-fonte 5.4 — Aula 10: Exercicio (Questao 1)

5.1.11 Aula 11 - Consideracoes e AvaliacGes

o Tempo estimado: 2 aulas de 50 min.

- Momento I: 2 aulas

e Desenvolvimento:
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- Momento I: Discussao coletiva conduzida pelo professor sobre a implementacao
da linguagem computacional no contexto da educagdo matematica. Sugere-se
que o professor conduza um debate, permitindo a participacao dos alunos, para
suprir as deficiéncias e lacunas referentes ao manuseio da linguagem de progra-
macao Python, como também, sobre os conteudos de Matrizes e Resolucao de
Sistemas de Equacoes Lineares pelos métodos diretos (Fatora¢io LU e Fatoragao

de Cholesky) e pelos os iterativos (Gauss-Jacobi e Gauss- Seidel).

o Resultados Esperados Qualitativos:

- Com o final da Sequéncia Didatica, espera-se que os alunos tenham avancado no
ensino-aprendizagem dos contetidos da area de Matematica trabalhados e revi-
sados das aulas e que a linguagem computacional tenha bastante aproveitada no
contexto da educacao matematica e que eles possam buscar mais conhecimentos

para os outros conteuidos e areas.

5.2 Ponderacbes sobre a Sequéncia Didatica

O ato de planejar faz com que o professor busque organizar sua pratica pedagogica
no contexto escolar, refletindo sobre os objetivos que deseja alcangar, tendo clareza de
que o planejamento é um principio necessario para o bom desenvolvimento da pratica
em sala de aula. Esta Sequéncia Didatica auxilia o professor a organizar o seu trabalho
de forma gradual, partindo de niveis de conhecimento que os alunos que eles nao
dominam para chegar aos niveis que eles precisam dominar, outra necessidade dessa
Sequéncia é a realizagao de atividades em dupla e/ou em grupos para que os alunos
consigam trocar conhecimento e auxiliar uns aos outros. [Souza| (2023) afirma que, a
sequéncia didatica pode ser de grande valia para os professores, como também para
os alunos. Almeja-se contribuir efetivamente para o desenvolvimento do letramento
matematico dos discentes. Espera-se também fornecer aos professores uma metodologia

eficiente ao propor o uso desse recurso didatico tecnolégico.



(0]

6 Conclusoes

A solugao de um conjunto de equacoes é muito mais dificil quando as equacoes nao
sao lineares. Entretanto, grande parte das aplicagoes envolve somente equacgoes linea-
res, porém quando o sistema é de grande porte devemos escolher o método numérico
adequado para preservar a maxima precisao. Quando nos deparamos com um sistema
de equacoes lineares, temos como objetivo principal encontrar uma solugao para ele,
da qual deve satisfazer simultaneamente todas as equacoes lineares. Este trabalho con-
sistiu em apresentar quatro métodos numéricos de resolucao de sistemas de equagoes
lineares que quase nunca sao utilizados no ensino basico na area de Matemaética.

A exploragao dos Métodos Diretos e Iterativos citados neste trabalho, busca a
abordagem de novos conceitos e a discussao de novas estratégias para a solucao de
problemas de sistemas de equacgoes lineares, dos quais sao uma ferramenta ttil para a
resolugao de varios problemas praticos e importantes do dia a dia.

Como forma de nao ocasionar a exclusao tecnologa e digital dos discentes, conforme
orientacao da BNCC, buscou-se implementar as praticas educacionais, de modo que
foi introduzido as TDICs nas aulas de Matematica com a utilizacdo da Linguagem
de Programagao Python como um recurso digital e tecnolégico. Desta forma, espera-
se que tenha favorecido a formacao educacional dos estudantes e contribuido com o
trabalho pedagogico do professor.

Que a proposta da Sequéncia Didatica sirva para motivar e auxiliar os professores
de Matematica do Ensino Médio a utilizarem a metodologia, os métodos de resolucao
e os recursos tecnoldgicos em suas aulas.

Esperamos que este trabalho contribua para o aperfeicoamento de alunos e profes-
sores, levando-os a refletir sobre a importancia de se trabalhar sistemas de equagoes
lineares com novos métodos numéricos possibilitando o entendimento da importancia
desse estudo e a compreensao de como ultiliza-los para resolver problemas do cotidiano
e, fazendo uso da linguagem computacional como ferramenta para o desenvolvimento

do ensino de matemética.
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