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Resumo

Esta dissertacdo de mestrado busca compreender como o uso das fragdes egipcias pode contribuir
para o ensino de fra¢oes nos anos finais do Ensino Fundamental. Para esse proposito, foi inicialmente
realizada a fundamentagdo tedrica em torno da histéria da matematica egipcia com o foco na sua
forma em representar fragoes, seguido a pesquisa de desenvolvimento, em abordagem qualitativa, com
os alunos de uma turma de 9° ano do Ensino Fundamental de uma escola municipal de Carnaiba-PE.
A atividade de investigacdo teve sua culminancia na criacdo, aplicacao e avaliacdo de dois jogos
educativos em torno da temaética proposta. A escolha do tema se deu devido ao interesse de observar
como a historia da matemaética pode ser utilizada como recurso educacional, para isso foi escolhido
o conteudo das fragoes que abrange todos os anos dessa modalidade de ensino e a civilizagao egipcia
por ser uma das mais antigas a desenvolverem um sistema de numeragdo com aplicagdo em sua
aritmética e geometria de forma pratica. Diante disso, é possivel explorar como os antigos egipcios
empregavam a matematica, especialmente ao uso de fragoes, conhecidas na literatura como fragoes
egipcias, influenciada na forma pratica como eles dividiam seus recursos de forma equitativa. Os
resultados obtidos indicam que o uso das fracoes egipcias pode ser feito por meio de metodologias
lidicas integrado com outras disciplinas como histéria e geografia na contextualizagdo da matematica

favorecendo a revisao desse contetido no Ensino Basico e contribuindo para o ensino e aprendizagem.

Palavras-chave: Fragoes Egipcias. Ensino de Fragoes. Metodologias Ludicas. Ensino e Aprendiza-

gem.



Abstract

This master’s thesis seeks to understand how the use of Egyptian fractions can contribute to the
teaching of fractions in the final years of elementary school. To this end, a theoretical foundation
was initially developed around the history of Egyptian mathematics, focusing on its representation of
fractions. This was followed by developmental research, using a qualitative approach, with students
from a 9th-grade class at a municipal school in Carnaiba, Pernambuco. The research culminated in
the creation, implementation, and evaluation of two educational games around the proposed theme.
The theme was chosen due to the interest in observing how the history of mathematics can be
used as an educational resource. To this end, the content of fractions, which spans all grades of
this teaching modality, was chosen, and the Egyptian civilization was one of the oldest to develop a
numbering system with practical applications in arithmetic and geometry. Therefore, it is possible to
explore how the ancient Egyptians employed mathematics, especially the use of fractions, known in
the literature as Egyptian fractions, which influenced the practical way they divided their resources
equitably. The results indicate that the use of Egyptian fractions can be done through playful
methodologies integrated with other subjects such as history and geography in the contextualization
of mathematics, favoring the review of this content in Basic Education and contributing to teaching

and learning.

Keywords: Egyptian Fractions. Teaching Fractions. Playful Methodologies. Teaching and Learn-

ing.
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1 Introducao

Enquanto docente de Matematica nos anos finais do Ensino Fundamental, no decorrer das aulas
pude observar a dificuldade apresentada por alguns alunos na compreensao das fragoes. Junto a isso,
foi observado que a parte historica dessa tematica pouco é mencionada em livros didaticos. Contudo,
como proposto pela Base Nacional Comum Curricular — BNCC (BRASIL., 2018), a histéria da
matematica deve ser utilizada como recurso educacional tendo em vista que essa é capaz de promover
o entendimento de que a matematica é uma ciéncia advinda da producao social contextualizada com
a realidade e o contexto em que esté inserida, logo deve ser abordada de forma critica e sem se limitar
a memorizacao de férmulas e equagoes ou a aparecer em mera inclusao de textos explicativos.

De acordo com (MAGINA; BEZERRA; SPINILLO, 2009), o ensino de fra¢oes normalmente
apresenta-se de forma mecanica, focado na manipulagdo simbdlica e na aplicagao de algoritmos,
comumente acompanhado do uso repetitivo de diagramas. Em contraste, as fracdes egipcias, assim
como toda a matematica praticada pelos antigos egipcios, emergiam da necessidade de resolver
problemas da sociedade, como a distribuicao de alimentos, terras ou outros recursos. Pensando
assim, busca-se aqui responder a seguinte questao: de que maneira o uso das fragoes egipcias pode
contribuir para o ensino-aprendizagem de fragdoes no Ensino Fundamental?

Acreditamos que atualizacao das fragoes egipcias como ferramenta didatica pode favorecer o pro-
cesso de ensino e aprendizagem, logo, possuem um valor pedagogico que nao pode ser negligenciado.
Com esse conceito em mente, este estudo aborda a matematica do Egito antigo, baseando-se em
seu sistema de numeracao e praticas aritméticas, com especial énfase nas fragoes utilizadas pelos
egipcios. Porquanto, foi criado o recurso educacional que sera apresentado ao final deste documento,
que consiste em dois jogos educacionais. Além de incorporar as fragoes egipcias, esses jogos também
oferecem um contexto histérico sobre essa civilizacdo e promovem atividades praticas e divertidas,

utilizando-se do método antigo desenvolvido pelos egipcios.

1.1 Objetivos

1.1.1 Objetivo Geral

Investigar como as fragoes egipcias e suas aplicagoes podem contribuir para o ensino-aprendizagem

de fragdes nos anos finais do Ensino Fundamental.

1.1.2  Objetivos Especificos

o Empregar a matematica do Egito antigo e sua forma de expressar fragoes como uma ferramenta

pedagdgica;
o Entender o sistema de contagem e a matematica dos antigos egipcios;

o Compreender a conexao oposta entre a multiplicagao e a divisao utilizando o método egipcio;



Capitulo 1. Introdugdo 14

o Examinar de que maneira o método egipcio de divisdo impactou a forma como as fragoes

préprias sao representadas;

o Conhecer e compreender propriedades mateméaticas que fundamentam os métodos egipcios de

multiplicagao, divisao e decomposicao de fragoes;

o Investigar a abordagem da matematica egipcia e das fragoes egipcias em livros didaticos e

plataformas educacionais;

» Desenvolver estratégias para a utilizacao das fragoes egipcias no ensino-aprendizagem de fra-

¢oes, especialmente no Ensino Fundamental — anos finais.

1.2 Organizacao

Este trabalho é composto por sete capitulos, sendo o primeiro capitulo a presente introducao.
O segundo capitulo aborda o sistema numérico do Egito, considerando o seu contexto histérico e
cultural, juntamente com alguns aspectos de sua aritmética.

No terceiro capitulo, sao examinadas as operagoes de multiplicacao e sua operacao inversa, a
divisdo. Posteriormente, discorre-se sobre as fragoes egipcias que derivam da abordagem pratica de
divisdo de recursos utilizada pelos antigos egipcios.

O quarto capitulo se concentra em demonstracoes mateméticas para representacao dos nimeros
naturais na base dois que é a base do método da multiplicagao egipcio assim como a representagao de
fragoes proprias e improprias. Também é feita uma analise da decomposicao das fracoes %, onde n é
um numero impar variando de 3 a 101, utilizando informacoes contidas no Papiro de Rhind, redigido
pelo escriba Ahmes. No quinto capitulo é apresentado uma investigacao de como a matematica e as
fracoes egipcias sao apresentadas em alguns materiais didaticos e sites educacionais.

No capitulo seis, é apresentado o produto educacional, composto por duas atividades ludicas: a
primeira concentra-se na decomposicao de fracdes proprias em fragoes egipcias, enquanto a segunda
explora o método de divisao utilizado pelos egipcios. Ambos foram aplicados a uma turma do 9°
ano do ensino fundamental, acompanhados de relatérios sobre a implementacao de cada jogo. Em
seguida, sao discutidas as consideracoes finais. Além disso, incluem-se elementos pos-textuais, como
um apéndice com resultados preliminares e dados auxiliares que fundamentaram as demonstracoes
matematicas apresentadas no quarto capitulo, e anexos que trazem toda a arte conceitual e a funda-
mentacao tedrica da matematica egipcia, juntamente com exemplos e regras relacionadas aos jogos

educacionais.
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2 O sistema numérico egipcio

A escrita egipcia surgiu da necessidade de comunicacao e registro de informacoes de forma dura-
doura, tanto para uso imediato quanto para posteridade. Segundo (IMHAUSEN, 2016), a invengao
dos hierdglifos, considerados a primeira forma de escrita no Antigo Egito, foi um processo que levou
muitos anos para se desenvolver. Esses simbolos eram utilizados em suportes como placas de pedra,
ceramica, paredes de templos e piramides, bem como em tumbas. Podemos observar o uso dos
hieréglifos na Figura 1, onde sdo retratadas oferendas a princesa Nefertiabet possivelmente membro
da familia real de Quéops', mencionada por (LEHNER, 1997, p. 45) em seu contexto funerdrio, sem
confirmagao de sua filiagdo a conforme (DODSON; HILTON, 2004, p. 58). Ela é representada em

frente a uma mesa de oferendas com paes, e ao redor da mesa onde estao ilustradas outras ofertas.

Figura 1 — Estela funerdria da Princesa Nefertiabet (IV Dinastia, c. 2590-2565 a.C.), em calcédrio
pintado. Fonte: (LOUVRE; E15591, 2004).

Figura 2 — Fragmento do Papiro Rhind, transcrito pelo escriba Ahmes. Fonte: (BRITISH; MU-
SEUM, 2018).

2

Com a expansao do império que teve inicio no final do IV milénio Reinado Narmer “,os escribas

1 Conforme (LEHNER, 1997, p.45) Quéops também conhecido Khufu: Faraé da Quarta Dinastia do Antigo Egito
(c. 2589-2566 a.C.), conhecido principalmente por construir a Grande Pirdmide de Gizé, uma das Sete Maravilhas
do Mundo Antigo.

Comforme (MIDANT-REYNES, 2000) Narmer é possivelmente o primeiro faradé do Egito Antigo, unificando as
regides do Alto Egito e do Baixo Egito, marcando o inicio da Primeira Dinastia por volta de 3100 a.C.
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necessitaram de um método mais agil para registrar informagoes, o que levou ao desenvolvimento
da escrita manuscrita conhecida como hieratica. E possivel identificar o uso da escrita hieratica na
Figura 2, onde se encontra um fragmento do Papiro Rhind, escrito pelo escriba Ahmes. Nele, é

apresentado problemas e sua solucao.

Ninguém é capaz de dizer exatamente quando a escrita, tal como a entendemos,
realmente comecou. Mas com os egipcios, como em outras civilizagées antigas, o
método usado para representar nimeros deve ter sido pelo menos mais facil do que
escrever as palavras foneticamente equivalentes 3. (GILLINGS, 1972, p.4).

Assim, é possivel que os numerais egipcios tenham surgido antes da escrita das palavras, levando
a reflexdo de que ambas as formas de escrita (hieréglifos e hierédtica), especialmente a hieroglifica,
desenvolveram-se inicialmente com o objetivo de representar nimeros para quantificar, medir e contar.
O uso de numerais egipcios transcendia o ambito administrativo, estendendo-se também a rituais
religiosos, onde niimeros de oferendas eram frequentemente ilustrados em templos e tumbas, além de
representar o poder absoluto do faraé, registrados em pedra para perpetuar-se por séculos através dos
hieréglifos. Conforme mencionado anteriormente, a escrita hieratica, de carater cursivo e abreviado,
desenvolveu-se para atender necessidades administrativas, visando eficiéncia com o uso de pincel e
tinta em papiro. Segundo (IMHAUSEN, 2016) em um nivel mental bastante rudimentar, talvez se
possa comparar a escrita hieroglifica a nossa escrita impressa e a escrita hieratica para caligrafia.
Deste modo, ambas coexistiram simultaneamente, cada uma com finalidades especificas, exigindo
dos escribas dominio sobre ambas, conforme a necessidade.

As evidéncias da tumba de Uj* sugerem que a invencdo da escrita ocorreu durante
o processo de estabelecimento de uma hierarquia social e de expansao da cultura
Naqgada®. Esta expansdo pode ter criado a necessidade de uma administracdo orga-
nizada em que a escrita fosse uma ferramenta poderosa para denotar a propriedade
e a proveniéncia dos bens. (BAINES, 1988, p. 196)

Desta forma, entende-se que a escrita numérica egipcia teve multiplas finalidades: registro admi-
nistrativo, religioso e demonstracao de poder e influéncia da elite, especialmente do farad, em suportes
duradouros como pedras e paredes, cristalizando-se na escrita hieroglifica. Com a expansao imperial
e necessidades administrativas crescentes, emergiu uma escrita cursiva e pratica, adaptada ao pa-
piro, dando origem a escrita hieratica. Em ambas, os numerais desempenharam papel fundamental

auxiliando a unificar o Estado e permitindo sua consolidagao.

2.0.1 Sistema de numeracao egipcia

O sistema de numeragdo egipcio em hierdglifos é um sistema decimal, semelhante ao sistema
indo-arabico, pois sua base também ¢ decimal. No entanto, ele se diferencia por ser aditivo e nao
posicional. Empregando simbolos especificos para representar poténcias de 10, desde 1 até 1000000,

conforme ilustrado na Figura 3.

3 O termo “foneticamente equivalente” refere-se a palavras, sons ou expressoes que possuem pronuncia idéntica ou

muito semelhante, independentemente de diferencgas na escrita ou no significado. Conforme (CRYSTAL, 2008,

p.178) “a equivaléncia fonética ocorre quando dois elementos linguisticos compartilham a mesma realiza¢io sonora

em um determinado contexto”.

Conforme (BREYER, 2002), Uj também conhecido como Escorpiao Rei foi um governante do perfodo pré-dindstico

do Egito, por volta de 3200-3000 a.C. Ele é frequentemente associado aos esforgos de unificagdo que antecederam

o surgimento do Egito unificado sob o primeiro farad, Narmer, da Primeira Dinastia.

5 Conforme (IMHAUSEN, 2016) cultura pré-dinastica egipcia (4000-3000 a.C.) baseava-se na agricultura, arte, ar-
quitetura e no desenvolvimento inicial da escrita, estabelecendo as bases para o surgimento da civilizagdo egipcia
unificada.
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Classe Numero Hierdglifo Significado Sistema de numeragéo Sistema de numeracéo egipcio
decimal Egipcio indo-arabico
Unidade 1 I Barra vertical 5 IIIII
Dezena 10 n Alga 30 ﬂ ﬂ ﬂ
Centena Corda ﬁ ﬂ ﬂ I I"
100 G 2 nn
123
Milhar 1000 i Flor de I6tus @’ n n "I
1240
Dezena de ‘ i@@, nNNN
milhar 10 000 Dedo
20%0 tInnnnn
Centena de
milhar 100 000 h Sapo 1567 217 ke 3. . MIF222 @@nlllllll
Unidade de m Deus com as h x “\ iii
milhdo 1000 000 &‘ maos levantadas 2 000 000 é)é’
Figura 3 — Fonte: Autor. Figura 4 — Fonte: Autor.

Por exemplo, na Figura 4 observa-se como alguns ntimeros do sistema decimal indo-arabico seriam
representados no sistema de numeracgao egipcio. Os ntmeros 1240, 2050 e 1567217 sao representa-
dos exclusivamente por meio de algarismos egipcios. A variacao ocorre na quantidade de simbolos
necessarios para representar cada valor, uma vez que o sistema egipcio é aditivo. Na Figura 5,
exemplifica-se a construgao de cada um desses niimeros, destacando o valor correspondente a cada

hierdglifo.

1 ee NNNN (1240

1000 + 200 + 40

11 NnnNNN, (2050)

2000 + s50

aan ) LILL 1

£ 7an ) L e N Il (1567217)
1000000 + 500 000 + 60000 +7000+ 200 + 10+ 7

Figura 5 — Exemplos de niimeros em hieréglifo, destacando o valor correspondente de cada simbolo
em sua decomposicao. Fonte: Autor.

Adotando essa forma de representacao, observa-se que alguns nimeros, mesmo sendo maiores,

exigem menos simbolos. Por exemplo, 2000000 seria representado por apenas dois hierdglifos, o

#i

nos demais nimeros apresentados na Figura 4. Embora o motivo preciso da escolha de cada hiero-

“deus com as maos levantadas” ( ), 0 que contrasta com a quantidade de simbolos utilizados
glifico no sistema de numeracao egipcio permaneca incerto na Tabela 1 apresentaremos as possiveis
justificativas para a selecao de cada simbolo que evidéncia uma forte ligacao entre a escolha de cada
numeral com o cotidiano e cultura dessa civilizagao.

Na Figura 6, observa-se a representacao das oferendas ao faraé Narmer, ilustrando o emprego
de numerais para simbolizar seu poder e influéncia. Cabe destacar que os nimeros apresentados
podem nao corresponder a realidade quantitativa, mas, sim, exercer uma func¢do simbélica, enfati-
zando o poderio e influéncia do faraé. A imagem permite inferir a quantidade de oferendas: 400000

touros, 1422000 cabras e 120000 cativos. Tais nimeros, embora sendo possivel nao refletir a reali-
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Tabela 1 — Motivagoes para as escolhas dos simbolos para os numerais egipcios.

Numerais em
hieréglifos
egipcios

Motivacoes para as escolhas dos simbolos para os numerais egipcios

O mais bésico, o simples trago para representar uma unidade, é usado nao apenas
no Egito, mas também em uma variedade de outras culturas, possivelmente
originado de marcas em uma régua de contagem. (MENNINGER, 1969, p. 223)

A

Segundo (GARDINER, 1957), simbolo do niimero 10 representaria “algema para
gado sem barra transversal”. Essa analise fundamenta-se no fato de que a vari-
ante deste signo com barra transversal funcionava como ideograma ou determi-
nativo na palavra egipcia mgt (“estdbulo”), enquanto a forma sem a barra atua
como fonograma no plural mwt (“estabulos”). A razao pela qual este simbolo
especifico foi escolhido para representar o numeral dez permanece incerta, pode-
mos estabelecer uma possivel conexao com a pratica de agrupar dez animais sob
uma mesma algema.

O simbolo que representa 100, possivelmente aponta para uma corda de medi¢ao
que foi usada para medir o comprimento de um campo, que pode ter tido um
comprimento padrao de 100 cévados (unidade de medida covados era utilizada
no Antigo Egito para medir comprimento, equivalente a aproximadamente 52,5
centimetros. Para mais informagoes, consulte (LEHNER, 1997, p. 87)).

A flor de l6tus branco, é frequentemente retratada nas representacoes egipcias
como elemento presente em paisagens, ornamento e, muitas vezes, com signi-
ficado simbodlico em rituais ou atos religiosos. Possivelmente, sua frequéncia
(aparentemente ainda pode ser encontrada nos canais de irrigagao no Egito atu-
almente) na paisagem pode ter resultado em seu uso como um simbolo para o
nimero 1 000 (sobre l6tus branco no antigo Egito, veja (MANNICHE, 1989,

p. 126)).

Conforme (IMHAUSEN; 2016, 19) hierdglifo de um dedo com valor de 10 000 s6
é plausivel se a construcao numérica egipcia, semelhante a moderna construgao
inglesa, utilizou um conceito de “pacote” de milhares, ou seja, “dez mil”. Assim, a
ideia de 10 dedos, cada um valendo 1 000, torna o uso do dedo como representacao
bastante plausivel.

O simbolo para 100 000, um girino, provavelmente nao precisa de muita expli-
cacao para quem ja viu um lago de desova de sapos e a multidao de girinos se
desenvolvendo a partir dele.

e

O maior dos simbolos numéricos egipcios, representando 1 000 000, é o deus
sentado Heh. Um dos deuses do tempo primitivo, usualmente retratado carre-
gando o céu ou a terra. A sua representacao é frequentemente encontrada nas
paredes de templos, vasos e joias, onde supostamente concederia milhoes de anos
de vida ((REINEKE, 2014, p. 26) sugere uma conexao entre o uso de Heh para
um milhdo e o “céu infinito” ligado a esse deus).
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dade, desempenham uma func¢do simbodlica evidenciando a influéncia e riqueza da elite dominante,
especialmente para legitimar o poder do soberano. Além da escrita hieroglifica, se desenvolveu a
escrita hieratica, uma variante cursiva empregada pelos escribas para registrar textos em papiro,
devido a sua praticidade e facilidade. No entanto, considerando que a maioria dos livros didaticos
de ensino basico adota exclusivamente o sistema de numeracgao egipcio em hieroglifos, este trabalho

dara continuidade utilizando apenas essa representacao.

Figura 6 — Versao editada da Cabeca de Maca de Narmer, originalmente fotografada por James
Edward Quibell em 1900. Fonte: (BRITISH; MUSEUM, 2004, cesso em 11 jun. 2025)

2.1 Aritmética egipcia

Segundo (KATZ, 2009), uma vez que uma civilizacao estabelece um sistema de escrita numérica,
é natural que desenvolvam algoritmos para realizar calculos com esses nimeros. Conforme observa
(EVES, 2011), a aritmética egipcia possui um forte carater aditivo, o que seria uma consequéncia
direta do seu sistema de numeracdo também ser aditivo. E, de acordo com (GILLINGS, 1972),
nos papiros matematicos disponiveis, muitos dos problemas propostos e resolvidos envolvem as qua-
tro operagoes fundamentais. No entanto, métodos explicitos para adi¢do e subtracao sdo escassos,
sugerindo que essas operagoes eram realizadas e verificadas separadamente pelos escribas, com as
respostas sendo posteriormente registradas nos papiros.

A raridade de erros em adigoes e subtragdes nos papiros sugere que tabelas dessas operacoes
podem ter existido, embora nenhuma copia tenha sobrevivido, como observado por (GILLINGS,

1972, p. 11). A seguir, veremos como os egipcios realizavam adigoes e subtragoes.

2.1.1 Adicao

A operacao de adicdo no Antigo Egito segue um método direto, baseando-se no agrupamento de
hieroglifos de mesmo valor, e substituindo-os por simbolos de valor imediatamente superior quando
necessario. Cabe destacar que o sistema de numeracao egipcio nao permitia a repeticdo do mesmo

simbolo mais de nove vezes. A seguir, nas Figura 7-(a), veremos como a operacao de adigdo dos
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numeros 1798 e 783 se da conforme aritmética egipcia, onde esses estes niimeros estao representados
em hieroglifos, respectivamente, na primeira e na segunda parcela dessa soma.

Organizando os niimeros reescritos em hierdglifos, utilizaremos um trago horizontal para separar
a resposta que serda encontrada. Adotaremos o simbolo “+7 para indicar a operagao de adigao,

ressaltando que nem o simbolo “+” nem o trago horizontal eram utilizados pelos antigos egipcios.

N
a) b)
jeeeennniiil jeeeennnilll
NN >~ NNN
eee N nIIII . ecee nnn”“
@@@l@ﬂﬂmlll eeceennnNill|
eee NNNN eee NNNN

Figura 7 — Processo de adi¢ao no sistema numérico egipcio. Fonte: Autor.

Observando os agrupamentos ilustrados na figura abaixo, verifica-se que ha um total de 11 barras
verticais, equivalendo a 11 = 10 4+ 1. Realizando a troca equivalente, onde 10 barras verticais sao
substituidas por 1 alca, conclui-se que o resultado da soma serd composto por 1 barra vertical,
representando 1 unidade como ilustrado na Figura 7-(b).

Considerando que as parcelas somadas possuem 9 e 8 alcas, respectivamente, obtém-se um total
de 17 algas, equivalendo a 10 + 7 algas. Analogamente, as 10 algas sdo equivalentes a 1 corda.
Portanto, restarao 7 algas, além de 1 alga proveniente da soma das 10 barras verticais anteriores.
Logo o resultado da soma é composto por 8 alcas e 1 barra vertical, correspondendo a 8 dezenas e 1

unidade como ilustrado na Figura 8.

@ N

jecee
eee

eeee nnNNill
eee NNNnN

NNNNI
nnNN

Figura 8 — Processo de adi¢do no sistema numérico egipcio. Fonte: Autor.

Similarmente, observa-se que ambos os niimeros possuem 7 cordas, totalizando 14 cordas (10+4).
Considerando que 10 cordas equivalem a 1.000 barras verticais (unidades), realizaremos a substituigao
por uma flor de 16tus. Restam, entao, 4 cordas, que, somadas a corda resultante da adicao das alcas
anteriores, totalizam 5 cordas. Entao, o nimero resultante da soma sera composto por 5 cordas, 8
alcas e 1 barra vertical, correspondendo a 5 centenas, 8 dezenas e 1 unidade, conforme ilustrado na
Figura 9-(a).

Portanto ao somar as duas parcelas resulta em duas flores de 16tus, sendo uma delas proveni-
ente da soma anterior. Por conseguinte, o nimero resultante da soma, representado em hieréglifos

egipcios, é composto por 2 flores de 16tus, 5 cordas, 8 alcas e 1 barra vertical. Esses elementos corres-
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a) | e N b) | e N
jeecee i jeecee il
eee 1l eee Il
+

eeeennNNil| eeeennNNil|

eee nnNnNn eee nnnn

eee NNnNN | i1l eee nnnni

ee NNNN @e NNNN

Figura 9 — Processo de adi¢ao no sistema numérico egipcio. Fonte: Autor.

pondem, respectivamente, aos valores 2000, 500, 80 e 1 em nosso sistema de numeragao, totalizando
2000 + 500 + 80 + 1 = 2581 e em hierdglifos N‘@@@ ARG como ilustra a Figura 9-(b).

Agora, apresentaremos mais um exemplo de como a operacao de adicao dos nimeros 15653 e
5849 pode ser realizada utilizando a aritmética egipcia. Na Figura 10, esses niimeros estao repre-

sentados em hieréglifos, com o primeiro nimero na parcela superior e o segundo na parcela inferior,
respectivamente.

\ nii%%%nngul

Figura 10 — Processo de adi¢do no sistema numérico egipcio. Fonte: Autor.

Analisando os agrupamentos apresentados na figura acima, comegamos pela soma das unidades.
Hé4 um total de 12 tragos verticais (unidades), o que equivale a 10 + 2. Realizando a conversao
apropriada, em que 10 barras verticais sdo substituidas por 1 al¢a (10 unidades), concluimos que o

resultado da soma incluird 1 alca e 2 barras verticais, representando 12 unidades, conforme ilustrado
na Figura 11-(a).

a) nﬁ b) e~ n- N
\ ii%i%%%nnmll \ %?%%%nnmu

| issesamm

Figura 11 — Processo de adi¢ao no sistema numérico egipcio. Fonte: Autor.

Em seguida, somamos as dezenas. A primeira parcela possui 5 alcas, e a segunda possui 4,
totalizando 9 alcas mais 1 alga resultante da soma anterior. Totalizando 10 alcas equivalem a 1
corda (100 unidades) nao possuindo valor para as dezenas, como mostra a Figura 11-(b).

Prosseguindo para as centenas, a primeira parcela possui 6 cordas, e a segunda possui 8, somando
com mais 1 corda da soma anterior, totalizando 15 cordas. Como 10 cordas equivalem a 1 flor de 16tus
(1000 unidades), realizamos a substitui¢ao, resultando em 1 flor de l6tus e 5 cordas, representando
1500 unidades, conforme ilustrado na Figura 12-(a).

Agora, somamos as unidades de milhar. A primeira parcela possui 5 flores de 16tus, e a segunda

também possui 5, totalizando 10 flores de 16tus. Como 10 flores de 16tus equivalem a 1 dedo (10000
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Figura 12 — Processo de adicao no sistema numérico egipcio. Fonte: Autor.

unidades), realizamos a substitui¢do, resultando em 1 dedo. Além disso, adicionamos 1 flor de
l6tus proveniente da conversao das cordas, totalizando 1 dedo e 1 flor de l6tus, que representam
10000 4 1000 = 11000 unidades, conforme ilustrado na Figura 12-(b).

Por fim, consideramos as dezenas de milhar. A primeira parcela possui 1 dedo (10000 unidades),
e a segunda nao possui nenhum. Somando o dedo proveniente da conversao anterior, obtemos 2
dedos. Portanto, o total é 2 dedos, representando 20000 unidades. Logo, o niimero resultante da
soma, representado em hieréglifos egipcios, é composto por 2 dedos (20000), 1 flor de 16tus (1000), 5

cordas (500), e 2 barras verticais (2), totalizando 20000 + 1000 + 500 + 2 = 21502 e em hierdglifos

SO : .
, como ilustra a Figura 13.

“i @,@l@i [l

Figura 13 — Processo de adi¢ao no sistema numérico egipcio. Fonte: Autor.

2.1.2 Subtracao

Segundo (GILLINGS, 1972), os egipcios resolveriam subtragoes de forma indireta. Por exemplo,
os egipcios nao diziam para si mesmos: “De 12 menos 7 resulta em 5”7, mas sim: “7, quantos
faltam para fazer 127”7 Assim, convertia-se uma subtragao em adi¢ao, onde o resultado da subtracao
representava a diferenca entre dois valores através de uma abordagem complementar de quanto
deve ser somado ao menor ndmero para se obter o maior. E importante ressaltar que os egipcios
operavam exclusivamente com valores inteiros positivos, nao considerando niimeros negativos em
suas operagoes de subtracao. O desenvolvimento dos niimeros negativos ocorreu muitos séculos apés
o auge da civilizacao egipcia, surgindo da necessidade de resolver equagoes matematicas e também

de aplicagbes no comércio.

Em uma tentativa de dar sentido os niimeros negativos, no século XVI, o italiano
Bombelli chegou anunciar que: pl5 com m20 d& m5 porque, se tivessem 15 unidades
de moeda e devesse 20, pagando as 15 continuaria devendo 5.(ROQUE; CARVALHO,
2012, p 214)
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Tomemos, por exemplo, 1895 - 587. Realizaremos essa operacao pelo método egipcio descrito
onde:

1895 — 587 = v <= =z + 587 = 1895.

Neste contexto, os nimeros 1895 e 587 sao, respectivamente, o minuendo e o subtraendo representado
por hieréglifo respectivamente na Figura 14. O x representa o valor que diferencia os dois ntimeros,
ou seja, a quantidade que falta para o menor valor para se igualar ao maior.

jeeeennnnnii eeennnnill
Feeee nnnnil , ee nnnnlil

Y i
1895 587

Figura 14 — Representagao em hierdglifos dos nimeros 1895 e 587. Fonte: autor.

Determinar o valor de = equivale a soma-lo ao subtraendo, resultando no minuendo, que é o
valor da diferenca. Agora, abordaremos esse processo utilizando hieroglifos egipcios. Iniciaremos

montando a soma ja conhecendo o seu resultado e uma de suas parcelas, como podemos observar na
Figura 15.

ee NNNN ||
e ee NNNN Il

] eecennn Il
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Figura 15 — Processo de subtracao no sistema numérico egipcio. Fonte: Autor.

O valor z possui um total de unidades tal que, somadas 7 unidades do nimero 587, resultarao
em 5 unidades da soma esperada. Logo, 7+ 3 = 10, o que equivale a 0 unidades. Considerando

74345 = 7+8 = 15, obtemos 5 unidades procuradas, com 10 unidades excedentes. Representaremos
essas 10 unidades excedentes com o simbolo da alca, conforme ilustrado na Figura 16.

Tegernn |
Cee Hnn
ee

Figura 16 — Processo de subtracao no sistema numérico egipcio. Fonte: Autor.
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Com uma alga adicional resultante da soma anterior, somada as 8 alcas preexistentes, concluimos
que o numero x nao apresenta o simbolo correspondente as dezenas. Para as centenas, observamos
que o nimero 587 possui 5 cordas, representando 5 centenas. Para atingir 8 centenas, é necessario
acrescentar 3 cordas adicionais, pois 8 = 5+3. Portanto, o niimero x possui 3 cordas, correspondendo

as centenas, conforme ilustrado na Figura 17-(a).

a  eee ﬂm b) | eee Em
+
ee NNNN | ee NNNN |
eeceNNNN | eee NNNN I
eceenNnnN ll eee NNN
i@@@HRR 1] i@@@nﬂﬂ 111}
ee ee N

Figura 17 — Processo de subtracao no sistema numeérico egipcio. Fonte: Autor.

O resultado da soma esperada é 1895, indicando uma unidade de milhar. Considerando que o
nimero 587 nao possui essa unidade, concluimos que o nimero = apresenta uma unidade de milhar,
leeejy

que sera representada em hierdglifos egipcios, 1 flor de 16tus, ou seja, como ilustrado na

Figura 17-(b).
Portanto, o nimero z, representado no sistema de numeragao egipcio, é composto por 1 (1000

unidades) flor de 16tus, 3 algas (30 unidades) e 8 bastoes (8 unidades) logo

x = 1000 + 30 4+ 8 = 1038,
pois
1895 — 587 =1 <= x4 587 = 1895 <= 1308 + 587 = 1895 <= x = 1038.

Agora, consideremos mais um exemplo: a subtragao 2225 — 913. Realizaremos essa operacao

novamente pelo método egipcio sendo que:

2225 — 913 =y < y+ 913 = 2225.

Os nameros 2225 e 913 sdo, respectivamente, o minuendo e o subtraendo na Figura 18, onde
podemos ver sua representacao em hieroglifos. O y sendo a diferenca entre os dois nimeros, ou seja,

o valor necessario para que a quantidade menor se iguale a maior.

1l eeenll
\ii@/@’nnllj e \@a@,@a J
Y f
2225 913

Figura 18 — Representacao em hierdglifos dos nimeros 2225 e 913. Fonte: Autor.

Pelo método egipcio, determinar o valor de y equivale a soma-lo ao subtraendo, resultando no
minuendo. Novamente, iniciaremos montando a soma, ja conhecendo o seu resultado e uma de suas
parcelas, como podemos observar na Figura 19-(a).

O valor y possui um total de unidades tal que, somadas 3 unidades do niimero 913, resultardao em

5 unidades da soma esperada. Logo, 3+ 2 = 5, o que equivale a 5 unidades. Como nao hé excedentes
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a) b) I
eee eee

. eee n I, eee n
eee cee

ii €€ nn w ii €€ nn i

Figura 19 — Processo de subtracao no sistema numérico egipcio. Fonte: Autor.

nessa soma, nao sera necessario utilizar o simbolo da alca para representar unidades excedentes,
conforme ilustrado na Figura 19-(b). Para as dezenas, observamos que o niimero 913 possui 1 alga,
representando 10 unidades. Para atingir 2 alcas (ou 20 unidades), é necessario acrescentar 1 alga
adicional, pois 20 = 10+ 10. Portanto, o nimero y possui 1 al¢a correspondente as dezenas, conforme

ilustrado na FiguraZ20.

Nl

eee
. eee n I
cee

ik ee nn

Figura 20 — Processo de subtracao no sistema numérico egipcio. Fonte: Autor.

Para as centenas, o niimero 913 é representado por 9 cordas, que equivalem a 900 unidades. Para
atingir 200 unidades, que correspondem a duas cordas do niimero ¥y, é necessario que 900+300 = 1200.
Portanto, o niimero y possui 3 cordas. No entanto, como o sistema egipcio nao utiliza simbolos
especificos para valores entre 1000 e 10000, devemos representar 1200 como 1 flor de 16tus (1000) e
2 cordas (200). Dessa forma, os milhares excedentes serdao adicionados na préxima etapa da soma,

conforme ilustrado na Figura 21-(a).

Ll i

Figura 21 — Processo de subtracao no sistema numérico egipcio. Fonte: Autor.

O resultado da soma esperada ¢é 2225, o que indica duas unidades de milhar. Considerando que
o numero 913 nao possui unidades de milhar, concluimos que o nimero y apresenta uma unidade
de milhar. Essa unidade serd adicionada a unidade de milhar da soma anterior, totalizando 2000,

representadas em hieréglifos egipcios por 2 flores de 16tus, conforme ilustrado na Figura 21-(b).
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Portanto, o nimero y, representado no sistema de numeracgao egipcio, é composto por 1 flor de
16tus (1000 unidades), 3 cordas (300 unidades), 1 al¢a (10 unidades) e 2 bastoes (2 unidades). Logo,
y = 1000 + 300 + 10 4+ 2 = 1312, em hierdglifos egipcios representamos fecen II, pois temos que:

2225 — 913 =y <= y+ 913 = 2225 <= 1312+ 913 = 2225 <= y = 1312.

E importante destacar que os simbolos (4), o trago de separagdo das parcelas da soma, = e v,
simbolos usados hoje em dia, foram recursos utilizados para facilitar a compreensao dessa operagao
no método egipcio, que provavelmente seria realizada por célculos mentais.

A matematica egipcia antiga restringia-se a operagoes com nimeros naturais, ndo contemplando
numeros negativos. A subtracao pressupunha que o subtraendo fosse menor ou igual ao minuendo.

No caso especifico em que o subtraendo equivale ao minuendo (por exemplo 10 — 10), os egipcios
utilizavam simbolos distintos para o resultado dessa operac¢ao, o que podemos observar na Figura 22-
(a). Esses simbolos segundo (ALLEN, 2000) indicavam que nao havia diferenga entre os ntimeros,
significando que nada precisaria ser somado ou acrescentado para igualar os valores na Figura 22-(b),

¢ descrito o significado de cada simbolo.

a
) de "bom" ou mesmo "perfeito” e,

b Ideograma nfr tem o significado basico
o S
n n portanto, pode ter indicado a falta de

— resto nestes casos.

- N ou N

" Qutro simbolo usado onde poderiamos
- - -t — “

empregar 0 era, “bragos em gesto de

negac¢ao”, o ideograma parajw, o

adjetivo relativo que significa "que ndo é"

paraindicar que algo ndo estava la.

Figura 22 — Ideogramas egipcios representando a auséncia de diferenga entre quantidades numéricas.
Fonte: adaptado de (BERLIM-BRANDEMBURGO, 1990-2000).

Esses simbolos por sua vez nao integravam os algoritmos egipcios, servindo exclusivamente para
representar situagoes em que nada precisaria ser adicionado ou acrescentado, sendo anacronico dizer
que os egipcios criaram o zero, pois nao o utilizavam em operacoes, limitando-se a usé-lo apenas em

contextos especificos.
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3 Multiplicacao e divisao no sistema numérico egip-

cio e as fracoes egipcias

A matematica egipcia se destaca por ser pratica, era utilizada para resolucdo de problemas do
cotidiano. Entre suas contribuigoes, temos o métodos de multiplicacao e divisao, sustentando pelo
fato matematico de que todo nimero natural pode ser escrito como soma de poténcias de dois
distintas. Mas a sua caracteristica mais marcante sdo as fragoes egipcias, que para a matematica
moderna se traduz como representacao de fragoes como somas de fragoes unitérias (sdo fragoes da
forma % com n numero natural) distintas, com excecao da fragao % unica fragdo nao unitaria. Esse
sistema de representagdo dos nuimeros fraciondrios, estava profundamente ligado com a forma que
realizavam multiplicacao e divisao, cuja finalidade basica era a realizacao de distribuicdo de recursos
de forma equitativa. As fragoes egipcias evidenciam a habilidade matematica dos escribas e oferecem
entendimentos profundos sobre a adaptacao da matematica as necessidades sociais. Neste capitulo,

exploraremos essas técnicas, com foco nas fragoes egipcias e sua relacdo com a multiplicagao e divisao.

3.0.1 Multiplicacao

A multiplicagao egipcia fundamenta-se no processo de duplicagdes sucessivas, baseando-se em um
principio de proporcionalidade em seu algoritmo se utilizando de duplicagoes para calcular produtos
de ntimeros inteiros positivos, conforme a interpretagao apresentada por (RITTER, 2018). Tlustremos
com o exemplo, 18 x 10. Enquanto, para nés, 18 e 10 sao fatores cujo produto é 180, os egipcios
diferenciavam entre multiplicando (niimero a ser duplicado) e multiplicador (reescrito com soma
de poténcias de dois). FEssa estratégia de multiplicagdo pode ser interpretada, como relatamos,
como uma relacao diretamente proporcional entre grandezas, pois, ao duplicar a quantidade, suas

correspondentes também serao duplicadas. Vamos analisar como os egipcios calculavam 18 x 10.

1 18
2 36
4 72
8 144
16 288

Figura 23 — Processo de multiplicacao no sistema numérico egipcio. Fonte: Autor.

Inicialmente, associamos a unidade 2° = 1 ao multiplicando 18, formando os primeiros pares de
numeros relacionados. Em seguida, realizamos duplicagoes sucessivas em ambos os lados, construindo
uma tabela com duas colunas. Essa tabela sera concluida quando uma poténcia de 2 exceder o
multiplicador 10 como podemos observar na Figura 23. Agora, selecionamos e somamos as poténcias
de 2 necesséarias para obter o multiplicador, que, neste caso, corresponde a combinacao 2 + 8 = 10

como é ilustrado na Figura 24-(a). Observe que as poténcias 2! = 2 e 2° = 8 estdo associadas aos
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valores 36 e 144, respectivamente como podemos observar na Figura 24-(b). Portanto, o resultado
da multiplicagao 10 x 18 é 144 + 36 = 180.

a) b)
1 18 1 18
N2 36 hP 36
2+8=10 a 72 2+8=10 a 72
Sg 144 Sg 144
16 288 16 288
36+ 144 = 180 ou @ NNNN
nnnNn

Figura 24 — Processo de multiplicacao no sistema numérico egipcio. Fonte: Autor.

Vejamos agora mais um exemplo, com o produto de 13 x 11. A principio, associamos a unidade
20 = 1 ao multiplicando 13, formando novamente os primeiros pares de ntimeros relacionados. Em
seguida, realizamos duplicagoes sucessivas em ambos os lados, construindo uma tabela com duas
colunas. Essa tabela sera concluida quando uma poténcia de 2 exceder o multiplicador 11, como
podemos observar na Figura 25.

1 13
2 26
4 52
8 104
16 208

Figura 25 — Processo de multiplicacao no sistema numérico egipcio. Fonte: Autor.

Agora, selecionamos as poténcias de 2 necessarias para obter o multiplicador, que, neste caso,

corresponde a soma de 1 + 24 8 = 11, como ¢ ilustrado na Figura 26-(a).

b
St G ) N
1+2+8=11 N2 1+2+8=11 N2

a)

B=68

4 52 a
N8 N8
16 208 16 208

13+ 26 + 104 = 143 ou @Rfr]]lll

Figura 26 — Processo de multiplicacao no sistema numérico egipcio. Fonte: Autor.

Observe que as poténcias 2° = 1, 2! = 2 e 23 = 8 estdo associadas aos valores 13, 26 e 104,
respectivamente, como podemos observar na Figura 26-(b). Portanto, o resultado da multiplicagao
11 x 13 é 134 26 + 104 = 143.
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3.0.2 Divisao

Os egipcios realizavam divisoes envolvendo ntimeros naturais de forma indireta. Enquanto para

p .. a ~ , . ;.
noés uma divisao — = x, onde a e b sao niimeros naturais, os egipcios abordavam o problema reescre-
vendo como uma multiplicagao. Segundo (GILLINGS, 1972) sua estratégia consistia em responder a

pergunta: “Por quanto devo multiplicar b para obter a?” Em outras palavras, resolviam a equagao:

bxr = a,

onde z representa o resultado da divisdao. Para exemplo, utilizaremos o método de divisao egipcio

para determinar o quociente de 625 por 5.

1 5
2 10
4 20
8 40
16 80
32 160
64 320
128 640

Figura 27 — Processo de divisao no sistema numérico egipcio. Fonte: Autor.

Inicialmente, transformaremos a divisdo em uma multiplicacao, conforme proposto pelos egipcios.
Para isso, precisamos responder a seguinte pergunta: “Por quanto devo multiplicar 5 para obter 6257”
Pelo método de multiplicagao, tomando o 5 como multiplicando e realizando duplicagoes sucessivas

até que ultrapasse 625, conforme apresentado na Figura 27.

a 4 . b /
) 57 ) (1) s/
2 10 2 10
4 207, (a) 207
jf"y —— 5420+ 40+ 80 + 160 + 320 = 625 ® 40 f — 5420+ 40+ 80+ 160 + 320 = 625
8 a0’ = y,
4 F 4
16 80 7 @) 8,
32 160 G2) 160"
rd — J
64 320 (64) 320
128 640 128 640

1+4+8+16+32+64=125 ou @ (VNI

Figura 28 — Processo de divisao no sistema numérico egipcio. Fonte: Autor.

Em seguida, marcamos tracos ao lado onde ocorreram as duplicagoes do multiplicando. Apds

isso, realizamos a soma desses nimeros para obter 625, como ilustrado na Figura 28-(a). Agora,
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somaremos os numeros correspondentes aos tracos que foram circulados, obtendo o resultado da
divisdo 625 + 5 = 125 apresentado na Figura 28-(b).

Agora, seguiremos para um novo exemplo envolvendo a divisao de 265 por 5. Para resolvé-
lo, adotaremos, mais uma vez, o método egipcio, transformando a divisao em uma multiplicagao:
“Qual nimero, quando multiplicado por 5, resulta em 2657” Tomando o multiplicando 5, realizamos

duplicagoes sucessivas até que o valor supere 265, conforme demonstrado na Figura 29.

1 5
2 10
4 20
8 40
16 80
32 160
64 320

Figura 29 — Processo de divisdo no sistema numérico egipcio. Fonte: Autor.

Em seguida, identificamos os multiplos de 5 que, somados, atingem o valor desejado. Esses
multiplos sdo marcados com tragos, e a selecao dos valores apropriados é ilustrada na Figura 30-(a).

Essa etapa é crucial, pois permite isolar os componentes que compoem o resultado final.

a 57 b) (1) 57
2 10 2 10
4 207 (a) 207
o 40 | 5420+ 40 + 80 + 160 + 320 = 625 Q‘@ 40 5+ 20+ 40 + 80 + 160 + 320 = 625
16 807, (16) 807,
32 160" G2) 160”7
64 320 7 (64) 320 °
128 640 128 640

1+4+8+16+32+64=125 ou @ MM

Figura 30 — Processo de divisao no sistema numérico egipcio. Fonte: Autor.

Ao somar os valores correspondentes aos tragos selecionados, obtemos o quociente 125 como
podemos observar na Figura 30-(b). Em hieréglifos egipcios, esse valor seria representado por uma
cordas, duas algas e cinco barras verticais. A principal vantagem dessa abordagem é evidenciar, de
forma clara, ao aluno que a divisao é a operacao inversa da multiplicagdo, uma vez que ela é resolvida

de maneira inversa, seguindo uma logica andloga a multiplicacao egipcia.

3.1 Fracoes egipcia

Ao analisar os métodos egipcios para operagoes com inteiros positivos, revela-se uma abordagem

sistematica através de algoritmos recorrentes: adicao por agrupamento hieroglifico, multiplicacao
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por duplicacdo sucessiva, com subtragao e divisao resolvidas indiretamente via processos inversos de
adicao e multiplicacdo, respectivamente conforme demonstrado ao longo deste trabalho. As fracoes
egipcias, semelhantemente a essas operacgoes, podem ser representadas através da soma de fragoes
unitarias. No entanto, surge uma questao fundamental: até que ponto eles desenvolveram e aplicaram
conceitos de numeros fracionarios? A andlise da representacao desses niimeros nos textos egipcios

revela uma abordagem pratica, orientada para resolver problemas de divisao e proporcao.
1

Definimos fragoes egipcias como todas as fracoes da forma -, em que n ¢ um nimero natural, ou
seja, as fragOes unitarias positivas, sendo % a Unica exce¢ao nao unitaria que utilizada da matematica
praticada pelo os antigos egipcios utilizavam. As demais fragoes positivas e nao unitarias seriam
escritas como a soma de fragoes unitarias distintas. Por exemplo, a fragao % pode ser expressa em

fragoes egipcias como

4 1 n 1 n 1
5 2 4 20
Com as fragoes %, i e % fragoes unitarias com denominadores diferentes. A matematica egipcia

revela uma regra geral para escrita das fragdes, com excegao para % e para a %, que recebiam simbolo
especial para o representar como ilustrado na Figura 31. Conforme (ROQUE; CARVALHO, 2012),
os hierdglifos egipcios representavam fragoes mediante um simbolo de formato eliptico sobreposto
aos numerais, ao qual estava associado o significado de “parte”; exceto nos casos particulares de % e

%, que possuiam representagoes distintas.

1
- -, Q = Yyl
%? 5 el 102
I 1
O ou L =5

1 9

®=§.

Figura 31 — Representacao das fragdes egipcias em hierdglifos. Fonte: autor.

Para representar as fragoes egipcias de alinhada a escrita escrita egipcia, mas com clareza mo-

. ~ ~ . 7/ . 7’ o
derna, adotamos a seguinte notagao: a fragdo unitaria % comn € N, n # 1 serd denotada por n, onde

o circulo (o) simboliza o hieréglifo egipcio para “parte”. Por exemplo, 8 representa %. A fracao %

[e]e)
Unica excegao nao unitaria no sistema egipcio sera representada por 3. Por exemplo, a decomposi¢ao

de % em fragoes egipcias seria expressa como:

4 1 1 1 o o o oo o
—=—+4+-4+—=244+20=2420.
5 2—1—4-1-20 +4 4 20 0

A forma de representagao das fragdes egipcias, em sua maioria, utilizando o simbolo de formato
eliptico em cima do numeral, difere da nossa notacao convencional. Enquanto nossa representagao
explicita o numerador e o denominador, indicando quantas partes iguais uma quantidade foi dividida

e quantas partes serdo tomadas desta divisao, as fragdes egipcias adotam uma abordagem ordinal.

O
Por exemplo, nil, a fracao % representava, para os antigos egipcios, uma quantidade (simbolo de

“parte” representado em formato eliptico) que seria dividida em 12 partes iguais, distribuidas de

forma equitativa entre o 12, 2°, ..., até o 12°. Isso significa que, em uma distribuicao em “n” partes
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iguais, cada parte recebera a n-ésimo fracao da totalidade. Essa representacao estd intrinsecamente
ligada a ideia de divisao pratica, onde a énfase recai na igualdade das partes, e nao na quantificagao
explicita. O objetivo deste capitulo é investigar como os egipcios antigos compreendiam e utilizavam
os numeros fracionarios, bem como analisar de que modo os seus métodos de divisdo deram origem

as fragoes egipcias? Segundo (ROQUE; CARVALHO, 2012, p. 27):

Por que os egipcios podem ter se restringido a fragoes deste tipo? Serd que esta repre-
sentacao € mesmo uma limitacdo da Matematica egipcia? Serd que o sistema egipcio
possui alguma razéo de ser? A resposta é sim e um dos sentidos desta representacio
esta ligado justamente ao procedimento de divisao.

Exemplificaremos essa representacao e o modo de raciocinio utilizado pelos egipcios por meio do
seguinte exemplo, apresentado por (ROQUE; CARVALHO, 2012, p. 27) em “T6picos de Histéria da
Matematica”: como repartir a quantidade de graos contida em cinco sacos de feijao entre oito pessoas.
Considerando que o nimero de sacos de feijao superava o de trabalhadores, ndo era viavel distribuir
um saco integral para cada um, pois alguns ficariam sem receber. Dessa forma, era necessario dividir
o conteido presente nos sacos. Essa abordagem pratica nos permite observar como os egipcios
resolviam suas divisoes.

O primeiro passo consistia em dividir os sacos ao meio, limitando-se aos quatro primeiros sacos,
o que resultava em oito partes equivalentes a metade de um saco inteiro, conforme ilustrado na

Figura 32. A etapa subsequente envolve a divisdo do quinto saco entre os oito trabalhadores. Nesse

Figura 32 — Divisao prética de 5 por 8. Ilustracao elaborada pelo autor, utilizando elementos graficos
provenientes das plataformas (VECTEEZY, 2007, acesso em 11 jun. 2025) (icone do
saco) e (GUAVANABOQY, 2000, acesso em 11 jun. 2025) (personagem egipcio).

caso, a estratégia quase que imediata é fragmentar o saco em oito partes iguais, assegurando que cada
trabalhador receba % do saco. Portanto, ao dividir cinco sacos de feijao entre oito trabalhadores, cada

um recebera metade (%) de um saco mais um oitavo (%) Isso pode ser representado matematicamente



Capitulo 8. Multiplica¢io e divisdo no sistema numérico egipcio e as fragées egipcias 33

—
como 2 = 5 + & em hierdglifos il . Esse modo de dividir estd fortemente ligado & forma prética

da divisao, que consiste em distribuir quantidades em partes iguais. Na Figura 33, observamos que

o método de divisao dos antigos egipcios produz o mesmo resultado.

1 8
2 'C_//'
4 2
8 €W,

5'8—1+1
T 28

Figura 33 — Aplicacao do algoritmo de divisao egipcia. Ilustracao elaborada pelo autor.

Consideremos mais um exemplo, onde temos que realizar a divisdo de 58 paes para 87 traba-
lhadores egipcios. Analogamente ao exemplo anterior, enfrentamos um cenario onde o ntimero de
trabalhadores (87) supera o de paes disponiveis (58). Para equilibrar essa desproporgao, inicialmente
dividimos cada pao ao meio, obtendo 116 pedagos (cada um equivalendo a % de pao). Deste modo,
cada um dos 87 trabalhadores receberia um pedago, restando 29 pedacos.

Ao dividir cada pedago ao meio novamente (resultando em i de pao), obtemos 58 pedagos sendo
insuficientes para atender aos 87 trabalhadores. Diante disso, é conveniente dividir cada pedaco
obtido na primeira divisdo em trés novos pedagos totalizando 87 (equivalente a um pedago de %)

O
1

Logo cada trabalhador receberia % + & (em hieréglifos it), conforme ilustrado na Figura 34.

58 paes

Divide cada pao ao meio resulta em 116 pedacgos

; I 5epao.
116-87=29 pedat;os de paes que ao d|V|de por 3 teremos 87 peda(;os
iliilllililHHI:IItIHHIiIIEIl

'.‘-‘-'-‘.' 87 trabalhadores

“‘fp’ Cada um fica com
elde pdo.

2

Figura 34 — Divisao pratica de 58 por 87 pelo método egipcio. Ilustracao elaborada pelo autor,
utilizando elementos graficos proveniente da plataforma (GUAVANABOY, 2000) (per-
sonagem egipcio).

Na Figura 35, ilustra-se a divisao utilizando o método egipcio. Semelhante aos exemplos anterio-

res, divide-se 58 por 87, equivalente a determinar niimeros que, multiplicados por 87, resultem em 58.
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Tomando 58 como multiplicando, busca-se o multiplicador e, consequentemente, o quociente. Nao é
vidvel utilizar duplicagdes para evitar ultrapassar o resultado conhecido (58). Aplicando o principio
da proporcionalidade, dividimos 87 por 2, obtendo 43 + % Reduzir a metade nao é eficaz, pois os

resultados serdao muito menores.

Y
co
~J

2 3+
3 58
3 V.ot Y
Pk [+]
g 4+2)
43+2+14+2=57+1=58

Figura 35 — Aplicacao do algoritmo de divisao egipcia. Ilustragao elaborada pelo autor.

Dividir por 3 é mais plausivel, pois 87 é divisivel por 3. Segundo (GILLINGS, 1972), os egipcios

realizavam divisoes por 3 de maneira indireta, utilizando a fragao % Por exemplo, para dividir um
2n

’) 30
obtida pela metade, resultando em Z. Esse procedimento sempre seguia o proprio algoritmo de

divisao egipcia, mencionado anteriormente. Dessa forma, para dividir 87 por 3, seguiremos a mesma

numero inteiro n por 3, eles calculavam % desse valor, ou seja e, em seguida, dividiam a quantidade

estratégia utilizada pelos antigos egipcios:

2
87 x - =58
><3 ,

Ou seja, % de 87 equivale a 58. Dividindo ambos os ntimeros por 2, temos que % de 87 equivale a
29. Aplicando a proporcionalidade, ao dividir % e 29 pela metade, obtemos que % de 87 corresponde

a l4 + % Observa-se que

1 1
434 - + 14+ - =58
oA
58

Isso implica que % + é ¢ o multiplicador e, consequentemente, o resultado da divisao 3=, representado

em fragoes egipcias.

Consideremos mais um exemplo: como dividir 2 paes para 5 trabalhadores. Se iniciarmos tentando

1
2

trabalhadores do que pedacgos de pao, essa divisao nao é conveniente. Passaremos, entao, a dividir

dividir os paes ao meio, teremos 4 pedacos, cada um correspondendo a 5 de pao. Como ha mais

cada pao em 3 partes iguais, totalizando 6 pedacgos, cada um correspondendo a % de pao. Dessa
forma, cada trabalhador recebera % de pao, mas sobrara 1 pedaco, que corresponde a % de pao. Esse

pedago sera dividido em 5 partes iguais, obtendo-se pedacos menores, cada um correspondendo a:

1 1 1 .
= - X — = — de pao.
3 5 15

Portanto, ao dividir 2 paes para 5 trabalhadores, cada um recebera dois pedacos de pao, correspon-

1,1 = .
dendo a 3 e 1z de pao, ou seja:

Ot |wi=
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2 1 1

53715
O método descrito pode ser verificado na Figura 36. Verificaremos a reparticao de 2 paes para

Figura 36 — Divisao pratica de 2 por 5 pelo método egipcio. Ilustracao elaborada pelo autor, utili-
zando elementos gréficos proveniente da plataforma (GUAVANABOY, 2000) (persona-
gem egipcio).

5 trabalhadores utilizando o algoritmo de divisdo egipcia. Ou seja, 2 = 5 pelo método egipcio
equivale a encontrar um numero que, ao ser multiplicado por 5, resulte em 2. Dessa forma, 5 serd o
multiplicando, e o nimero procurado serd o multiplicador. Primeiramente, relacionamos a unidade
20 = 1 a 5. A estratégia serd dividir tanto a unidade quanto 5 por 3, mas, seguindo o método
egipcio descrito por (GILLINGS, 1972), devemos primeiro encontrar % desses valores. Assim, para a

unidade, temos:

e para 5, temos:
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Agora, para determinar os valores da divisao por 3, basta dividir os valores relacionados pela metade.

Dessa forma, obtemos:

DO [l
I

[GCIN )
X

343 1y 1 3
2_<3+>X2_2+

1 o
Analogamente, dividiremos os valores encontrados por 5, obtendo: R (15), onde teremos,

L1 (5 + 10 + 30)
5710 30 '

Na Figura 37, podemos observar os procedimentos descritos. Agora, escolheremos valores pertencen-

1 5
3 343
3 14246

o] ] 0
15 5410430
Figura 37 — Aplicacao do algoritmo de divisao egipcia. Ilustragao elaborada pelo autor.

tes a coluna do multiplicando cuja soma resulte em 2. Observe que:

2.

6 30 6 ' 30 30 30

<1+1+1>+(1+1_%1>_6+3+1+6+3+1_10 10 50+10 60
2 6 5 10 30 -

Como (1+2+6) e (5+ 10 + 30) estao relacionados, respectivamente, a % e 1—15, concluimos que:

2-5—1+1
T3 15

Os métodos descritos podem ser observados na Figura 38.

1 5
2 5 111 1 1
% 3+3 1+E+g+§+ﬁ+%:
3 30 15 5 6 3 1
o 30 30 30 30 30 30
60
30=2

W =

win| M
(@]

+1—15 ouo O
Il ﬁ“

Figura 38 — Aplicacao do algoritmo de divisao egipcia para fragoes. Ilustragao elaborada pelo autor.

As fragoes egipcias (somas de fragdes unitdrias distintas), evidencia a praticidade da matemaética
desenvolvida no Antigo Egito. Ao empregar esse método, os egipcios conseguiam resolver problemas

cotidianos, como a divisao de recursos, de maneira clara e precisa. A conexdo entre a divisdo e
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a multiplicacdo, por meio da decomposicao em fragoes unitarias distintas, permitia nao apenas a
resolucao de problemas, mas também melhor verificagao dos resultados. As fragoes egipcias sao um
exemplo claro de como a matematica estava integrada aos problemas do cotidiano, servindo como

uma ferramenta essencial para a organizacao da sociedade egipcia.
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4 Justificativas Matematicas dos Métodos de Mul-

tiplicacao, Divisao e Fracoes Egipcias

Neste capitulo, estudaremos métodos matematicos que justificam a decomposicao de fragdes em
fragoes egipcias, bem como os métodos de divisao e multiplicacao de nimeros naturais. Tais métodos
sdo consequéncias do fato de que todo ntimero natural pode ser escrito como soma de poténcias de
2 distintas. Ao explorar o Teorema de Fibonacci-Sylvester, que garante a decomposicao de fragoes
proprias em fragoes egipcias, e a generalizacao de Erdos e Stein, que estende essa decomposicao para
fracoes improprias em soma de fragoes unitarias distintas, concluimos que toda fragao positiva pode

ser representada em fracoes egipcias.

4.1 Conversao de Fracoes para Representacao Egipcia

Como abordado em capitulos anteriores o sistema numérico egipcio é de base dez, porém ¢é aditivo,
assim como o seu método de divisao, também, possui essa caracteristica aditiva que também pode
ser observado no resultado do seu método pratico de distribui¢cao de recursos, que influenciaram na
forma de representar as fragoes como soma de fragoes unitarias distintas. Por exemplo, temos as

seguintes decomposicoes de fragdes em fragoes egipcias de

r_1.1
© 127212

5 1 n 1
6 2 3
A forma de representar as fra¢oes tornaram-se comum na sociedade egipcia antiga, levando os escribas

a desenvolverem uma tabela com decomposicoes da fracao %, onde n é impar, variando de 3 a 101

(ARCHIBALD, 1927, p.21), uma tradugao do Papiro de Rhind onde podemos observar na Tabela 2.

Fracao Papiro de Rhind
5 2 +s
: st
: it
5 it
T i+
s itsmtm
i i+ %
7 et
i 15 76 T 1
o it B
» i T o




39

Capitulo 4. Justificativas Matemadticas dos Métodos de Multiplica¢do, Divisdo e Fragées Egipcias

wn

<

o=

—

Nes}

+~

-

5

® -8 -2 -2 g -2 ~[2

D)

S, + | -8 (& & + (g -2 -3 + S -8 + + +

— —
o e Bt e e B I = B R O B I IR B B | e O I - ol o B I
<t <f <t ~ <t

w _I; 17 17% l_l 17 17 l_l 17 l_l 17% 17 l_l 17% 173 l_l 17% 17% I_l .I;M .I;Q .I;nnw IT 17% IT _I;m _I;m 174 17% 175 17m _I;,_M _I;mw
5 + | IS I3 -7 + I3 -1 ~lg] 4 ~I2 =l 4 4

2 b i S -3 -3 -2

o

g

@)

Q

9]

[

aie| og] ol | &] o] o8] | o] SB] ol @] a2 ] 2] clz] cE| o] el cg] cz] e sl ] @) sl ] ch| ] cg] o]« o] s




Capitulo 4. Justificativas Matemadticas dos Métodos de Multiplica¢do, Divisdo e Fragées Egipcias 40

Decomposicao em Fracoes Unitarias

1, 4, 1, 1
60 " 356 T 531 T 80

14 1
70 T T30

T
62 T 186

1, 1, 1
60 " 30 T 5w

1, 1, 1
56 T 619 T 776

R
66 ' 108

ST SR SR
o1 + 302 T 303 T 606

o [l [She |Sle Rl |2 Bl [31e

—_
o
—_

Tabela 2 — Fracoes Egipcias no Papiro de Rhind: Decomposicao de % para n Impar.

No entanto, o método utilizado pelos egipcios para realizar essas decomposicoes em fragoes uni-
tarias distintas permanece um mistério. O fascinio pelas fragdes egipcias encantou matemaéticos,
como Leonardi de Pisa (Fibonacci), que elaborou um método talvez o mais conhecido para de-
compor fracoes em fracoes egipcias. Entretanto, existem outros métodos que também trabalham

com abordagens alternativas para decompor fragoes em fracoes egipcias. Para o leitor interessado,
recomendamos a leitura do trabalho de (ANTONIAZZI, 2018).

4.2 Teorema Fibonacci-Sylvester (Fracdo Propria)

Segundo (SIGLER, 2002), o método de decomposicao de fragoes em fragoes egipcias, desenvolvido
por Leonardo de Pisa (c. 1175-c. 1250), conhecido como Fibonacci, foi apresentado em seu livro
“Liber Abaci”. Seu método limitava-se a decomposicao das fragdes préprias, porém sem apresentar
demonstracao do seu método. Posteriormente, em 1880, James Joseph Sylvester desenvolveu o mesmo
resultado, sem conhecimento prévio do trabalho de Fibonacci, conforme (DUNTON; GRIMM, 1966),
onde se apresentou a demonstracao matematica do método, tornando-o conhecido na literatura como
Teorema Fibonacci-Sylvester. Para melhor esclarecimento do método, iremos trabalhar com alguns
exemplos, onde usaremos a defini¢ao de fungao teto, denotada por [z], que é definida como o menor

inteiro maior ou igual a x, para todo = € R. Por exemplo, vejamos as seguintes situagoes:

1. [4] =4
2. [32] = 4.
3. [0.001] = 1.

4. [e] =3 (pois e =~ 2.718).

D

\

I
-
W
(@)
JR—

Il
W
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S.szmmza

9[ﬂ:ﬁmmzy

Apresentaremos dois exemplos ilustrativos de como o método de Fibonacci-Sylvester funciona em

casos particulares.

Exemplo 1:

Decompomos = em soma fracoes unitarias distintas utilizando para isso, P—:ﬂ = 5. Entao:

14
N YR
14 5 14 5/ 5 70
Exemplo 2:

5

» em soma fragoes unitdrias distintas utilizando para isso, [ﬂ = 2. Entao:

51+(5 1>1+3
72 7 02) 2 14

no Exemplo 1, temos

5 1 3 1 1 1

7 2T U s T

De modo geral, o método de Fibonacci-Sylvester consiste em representar uma fragao ¢, com

Decompomos

3

Aplicando, a decomposigao 3

a,b € N, a<b a>1eb#1, como soma de fragdes egipcias. Para isso, calcula-se n = [ﬂ Em

seguida, escrevemos,

Se

a 1

b n
for uma fracao unitaria, o método termina. Caso contrario,

a 1 an—2>
5T n T e (an—10b)>1,

repita-se o processo finito até obter uma representacao como soma de fracdes unitarias. A demons-

tragdo que serd apresentada a seguir foi elaborada com base na abordagem proposta no trabalho de
(BORTOLOSSI; FERNANDES, 2022).

Teorema Fibonacci-Sylvester

Teorema 4.1. Sejam a,b € N tais que 0 < a < b. Entao,

a 1 1 1
= e
b ni  ne N

em que ni,no,...,ns € N todos distintos entre si.
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Demonstragao. Sera feita por indugdo forte (para mais detalhes veja o Apéndice A.1.2.1). Mais

precisamente, considere a sentenca:

P(a) : a fragdo § pode ser escrita como soma de fragoes unitarias distintas, ¥ a < b.

Para o caso base de P(1) é verdadeira, pois % ¢ uma fracdo unitéria, para todo b maior que 1.

Suponhamos por hipétese de indugao que P(k) seja verdadeira para todo 1 < k <a— 1 com a > 2.
a

Vamos provar que P(a) também ¢ verdadeira, isto é, que a fracao prépria § pode ser escrita como

uma soma de fra¢oes unitarias distintas, para todo a menor que b. Para isso, seja

b 1
X:{nEN|n>}:{nEN|<a}.
a n b

Pela propriedades dos niimeros naturais (para mais detalhes veja o Apéndice A.3) segue que, para
quaisquer u,v € N, existe w € N tal que wu > v. Logo, por essa propriedade, o conjunto X nao
é vazio (X # 0). Pelo Principio da Boa Ordenagdo (para mais detalhes veja o Apéndice A.2), X

possui um menor elemento ¢g. Assim,

1 a
- < - 4.1
S<3 (11)
Dai, ¢ — 1 ¢ X. Entao,
1 a
> _ 4.2
g—1"10 (42)
Agora, note que de (4.1),
b
q>—->1.
a
Consequentemente, ¢ > 2. Vamos estudar em (4.2) dois casos.
12 caso: § = %1 Neste caso ¢ > 2, entao § ¢ uma fracao unitdria. Pois se ¢ = 2, entao § = 1, um
q
absurdo.
o . a 1 . ~
29 caso: § < I Se ¢ = 2 entao
a 1 1
- <l=—=—
b 2—1 qg-—1

pois a < b. Para ¢ > 2 junto com (4.1) podemos escrever
1

<a<
b g¢g-—1

| =

Agora afirmamos que

0<ag—>b<a.

De fato, por um lado da desigualdade temos que

1 1 —b
—<g<:>0<9——<:>0<aq < 0<aq—0.
qg b b ¢ bg
Por outro lado temos )
g<— < ag—a<b < ag—>b<a.

b q—1
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Agora,
1 a 1 1 ag—0»
=4 ==
b g b q q bq

com bqg >b>ael<aqg—>b<a. Noteque (ag—b) € N implica que

a

Y

1<ag—b<a—1.

Podemos entdo usar a hipdtese de inducao para a fracao %q_b e escreve-la como soma de fragoes
unitarias distintas
aqg—b 1 1 1
=—+—+...+—,
bg ny  Na N
de modo que
a 1 1 1 1
—=—t+ =+ — 4.+ —. (4.3)
b g ni  no g

Cada fragao unitaria %, com 1 <1 < s, é diferente de %, uma vez que
1

1 1 1 1 ag—b a 1

—<—+ =4+ == <— < -

ng mi o M s bq bg q
Como as fragoes ni sao distintas entre si, a decomposicao para 7 em (4.3) ¢ feita somente com fragoes
unitarias distintas, o que encerra a demonstracao. [ |

Observacao: Dado,

1
X:{n€N|n>b}:{n€N|<a}
a n b

com ¢ € X o menor elemento do conjunto. Pela minimalidade de ¢ temos

b
— —<gq.

a
Si
b a

|

Logo nao existe p € N tal que g < p < q. De fato, se existe p € N tal que 2 <p<gq,entao - <

SR
Sylls]

Dai, p € X mas, p > minX = ¢, um absurdo. Portanto, [ﬂ =q.

Note que o método de Fibonacci e Sylvester se baseia em um algoritmo greedy (guloso), que seleci-
ona, de forma recursiva, a maior fragdo unitaria possivel, inferior a fracao em andalise. Segundo,
(BORTOLOSSI; FERNANDES, 2022) ao se aplicar o procedimento de Fibonacci e Sylvester as

~ ) . . ~ 2 2 2 2 2
fragoes = do Papiro de Rhind, observa-se que apenas as fragoes 3, £, 2, ;7 € 53 produzem o mesmo

resultado como podemos observa na Tabela 3.

Papiro de Rhind Método de Fibonacci

2

n

AN 1+
T b
AT b3
AT i
i i+d i
5] itk bed
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% Papiro de Rhind Método de Fibonacci
7 | o T 3% T 516+ w0 i+ 560
51 51 T 162 it m
55 | o0 " 3: t s T s T 3w
5 51 T 5 5 T 5
i 5 T 17 i T 3m
5 | o0 3+ w1 T a0 % T T
or 70 T 150 i T 1%
% 6 T 1w R
% | o0t & T o
% | mtemt R iEs
% o T 108 5 T H%
wor | 101 + 35 T 305 + 06 5 T Fim

Tabela 3 — Comparacao das decomposicoes de %: Rhind e Fibonacci-Sylvester.

E notério que o método empregado pelos egipcios para representar fragoes unitarias constitui, em

sua maioria, solugoes mais elegantes do que as obtidas pelos métodos de Fibonacci-Sylvester, uma

vez que os denominadores presentes no papiro sao significativamente menores do que aqueles gerados

pelo método empregado. No entanto, é importante considerar que essa representacao milenar foi

aprimorada e refinada ao longo dos séculos, até ser documentada pelo escriba Ahmes, chegando-nos

atualmente.

Segundo (ANTONTAZZI, 2018), o método de Fibonacci-Sylvester é simples de entender e imple-

mentar, pois segue uma abordagem passo a passo em que cada etapa, seleciona-se a maior fracao
unitaria possivel que nao ultrapasse a fracao original. Além disso, a abordagem converge para uma
solugao, entao, independentemente da fracao inicial, o processo encontrara uma representacao valida

como soma de fragoes unitarias em um numero finito de etapas. Esta técnica esta associada ao

estudo das fragoes egipcias, que tém um papel importante na histéria da matematica. No entanto,

o método também apresenta limitacoes. Nem sempre gerando a decomposicao mais curta possivel.

Por exemplo:
5 1 N 1 N 1
121 33 121 363’

que ao aplicar algoritmo de Fibonacci/Sylvester, resultaria em

) 1 1 1 1 . 1
1527612795642093418846225

191 25 T 757 T 763300 873960180913

assim o método se torna menos eficiente quando nos baseamos na quantidade de termos.
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4.3 Teorema Erdos-Stein (Fracdo Imprépria)

Buscando contemplar também as fra¢oes impréprias (ntimeros racionais maiores que 1), Paul
Erdoés e Emil Stein (1963) desenvolveram um método para representar esses numeros em fragoes
egipcias conforme detalhado em (ERDOS; STEIN, 1963). Inicialmente, apresentamos um exemplo

ilustrativo do método Erdos-Stein, realizando a decomposicao de % como soma de fragdes unitarias

17

distintas. Como a fracao {5 ¢ imprépria, precisamos, inicialmente, determinar o menor valor de ¢ tal

que

1T
Z k710

Por inspecao, obtemos que o menor valor ocorre para ¢ = 8, pois

i1_481>17_476
E 280 10 280

Vamos agora aplicar o método de Fibonacci-Sylvester 23—8. Como [2] = 10, escrevemos:

3_1+(3 1)_1+1
28 10 28 10/ 10 140

L ¢ uma fracdo unitéaria, o procedimento encerra-se fornecendo-nos a seguinte decompo-

Dado que 15

sicao:
L OO U U S N
100 2 3 4 5 6 7 10 140
A demonstragao a seguir foi desenvolvida com base na abordagem proposta novamente no trabalho

de (BORTOLOSSI; FERNANDES, 2022), cuja metodologia e resultados serviram como referéncia.

Teorema Erdods-Stein

Teorema 4.2. Toda fragio § =r (a,b € N e a >b), maior ou igual a 1, pode ser expressa como

soma de fracoes unitarias distintas. Ou seja,

a 1 1 1
b ny  no N
ni, Na, ..., Nk todos distintos entre si.

Demonstragio. Seja § > 1 com a,b € N e a > b. Considere o conjunto

UCy}
X:{mEN|r<Zk}.

k=2



Capitulo 4. Justificativas Matemadticas dos Métodos de Multiplica¢do, Divisdo e Fragées Egipcias 47

Conjunto X nao é vazio (X # (), pois a série >7°, % é divergente (para mais detalhes veja o Apéndice
A4) e, sendo assim, pelo Principio da Boa Ordenacao (para mais detalhes veja o Apéndice A.2), X

possui um menor elemento ¢ e afirmamos que ¢ > 3. Com efeito, notemos que

1 5 1 1 13
=<1, t+to=-<1 ¢ -+5+-=—7->1

—_

1
2 23 6 234 12

de modo que ¢ — 1 > 2. Pela minimalidade de ¢, segue-se que ¢ — 1 ¢ X entao

<
|
—

<r

>
||
il

2

—1 , . ~
Agora, se ZZZQ% = r, o teorema estd provado, pois escrevemos r = ¢ como a soma de fragoes

I . . ~ —1 .
unitarias distintas. Suponha entao que ZZZQ % < r. Assim, temos que

1 91 11
doo<r<d —=> —+-.
Pyl sk Sk
Portanto,
111
0<r—> —<-<L
mkoa
Dado que r — > j_ é ; ¢ uma fracao entre 0 e 1, podemos usar o Teorema Fibonacci-Sylvester, que

1
nos garante que r — > 7_, 1 pode ser escrito como uma soma de fragdes unitarias distintas

o1 1 1
r— Z - - + an + -+ 7737
ou ainda,
11 1 1 1
r= §k+a+—+ o
Agora, para cada 1 < i < s, vale que
LS S S §E1<1< Lo
— —_— —_— _— T’ —_— — J— —_— J—
1 n n2 s k=2 k q q— 1 2
Portanto, a decomposicao
a 351+'1+'1+ L
r=—-= — + — —
b ny P Ng

é tal que todas as fragoes unitarias sdo distintas entre si, o que encerra a prova desse teorema.
[ |

Podemos utilizar esse método para niimeros naturais pois basta considerar b = 1 ao aplicar o

teorema na fracao r = §. Por exemplo:

e 1=141+

Y

=
W=
D=

_ 1 1,1 , 1 1 1 1 1 1 1 1 .
*2=5+tz+titststrtetoT ot T30t 5000

W=
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1 1 1
e 3=1+1+14

1 1 1 1
Tty ta

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
R R R Byt T Rt I s

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
25 + 26 + 27 + 28 + 29 + 30 + 200 + 77706 + 16532869712 + 3230579689970657935732 +

H+W‘H

36802906522516375115639735990520502954652700 *

No entanto, é importante destacar que, para niimeros maiores que trés, a decomposicao pode nao ser
vidvel manualmente, pois segundo (BORTOLOSSI; FERNANDES, 2016) se deve ao uso de somas
parciais da série harmonica.

Vale ressaltar que tal método de decompor fra¢des improprias nao seria utilizado pelos egipcios,
pois sua matematica se baseia em métodos praticos. Tomando, por exemplo, o caso de % anteri-
ormente mencionado. Para os egipcios, seria mais natural dividir essa situacao em dois casos, pois
17 =10+7. Se contextualizarmos que ha 17 paes para dividir entre 10 trabalhadores, a divisao pode

ser realizada da seguinte forma:

1. Inicialmente, cada trabalhador recebe 1 pao inteiro, totalizando 10 paes distribuidos e restando

7 paes.

2. Em seguida, 5 paes sao repartidos ao meio, de modo que cada trabalhador receba % pao. Agora,

restam 2 paes.

3. Por fim, os 2 paes restantes sao divididos em 5 partes iguais cada, resultando em 10 pedacos

de % pao, que sao distribuidos igualmente entre os trabalhadores.

Portanto, a divisao de 17 paes para 10 trabalhadores resulta em cada um recebendo 1 + % + é paes,

sendo esse o modo pratico como os antigos egipcios realizavam essa divisao.

4.3.1 Infinitas Decomposicoes e Conjecturas das Fracdes Egipcias

Pelos teoremas de Fibonacci-Sylvester 4.1 (fragoes proprias) e Erdos-Stein 4.2 (fragoes impréprias)
temos que toda fracao pode ser expressa como soma de fragoes unitarias distintas. Surge entdo a
questao: quantas decomposigdes em fragdes egipcias existem para uma fragdo? Como veremos,
a resposta a essa questao é que sao infinitas. Para verificacdo dessa afirmacao, consideremos as
seguintes identidades apresentadas por (BOTTS, 1967),

RSN PUL VR I S
2 3 6 n n+1 nn+1)

De fato para primeira identidade temos

1+1+1_3+2+1_§_1
2 3 6 6 6

e segunda identidade teremos que,

1 1 n 1 n+1 1

_l_ .
n+1 nn+1) nn+1l) nn+1l) nn+l) n
Com essas identidades, podemos decompor uma fragao unitaria, possibilitando determinar outras
decomposigoes para a mesma fragdo. Por exemplo, considere as fragoes % = % —i—é e % = %—i— % + i + é.
A seguir, aplicaremos as duas identidades em cada uma das decomposigoes.

12) Aplicando a primeira identidade 1 = % + % + %:
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o s 5 _ 1,1
e Para primeira fracdo § = 5 + 3 temos,

5_1+1_ 1+1+1 1+1 _1+1+1+1+1%_1_1+1+1+1_%1
6 2 3 \2 3 6/J\2 3/ 4 6 6 9 12 18 3 4 9 12 18

5302 1,414,141
« Para segunda fragao § = 5 + 3 + ; + 5 temos,

5_1+1+1+1
4 2 3 4 6

_<1+1+1+1<1+1+1>

~\2 3 4 6/\2 3 6
—1+1+1+1+1+1—+1+1+1+1—+1+1
4 6 6 8 12 12 12 9 18 18 24 36
71+2+1+3+1+2%_1+1

4 6 8 12 9 18 24 36

_2, 1,102 1 1

4 3 8 9 24 36

ERUAR SR R S

23 4 8 24

Para os exemplos acima, utilizamos o produto da identidade nas decomposicoes das fracoes %

e %, mas poderia também ter realizado o produto em cada fracao unitaria.

2°) Aplicando a segunda identidade % = n%rl + m :

o Para primeira fracao % = % + % e aplicando a identidade em é temos,

5. 1,1 1 (1 1\ 1.1 1
6 2 3 2 \3+1 3B3+1)) 2 4 12
» Para segunda fracgao 2 = % + % + i + % e aplicando a identidade em i temos,

1 1 1 1 1+ 1 +1 111 1+1 1+1+1 1+1
441 4(4+1) 6235206 235620

b}

1 1
172737176 273"

A identidade foi aplicada em uma fragdo unitaria em cada uma das decomposi¢des, mas sua
aplicagao também poderia ter sido feita em mais fragoes ou em todas as fragdes na decompo-

sicao, obtendo novas representagoes em fracoes egipcias.

Podemos, a partir das identidades apresentadas, escrever uma terceira identidade que também
decomponha uma fragdo unitéaria em soma de fragoes egipcias. Tal identidade pode ser escrita da

seguinte forma:

1 1 1 1 1 1 1

n 242 3043 n+6 nn+2)  nBGn+3)  n6nL6)

De fato visto que,

LS S SR L1 _<1+1+1> L1 B
n n+l nn+1) n+1 nn+1)) \2 3 6/\n+tl nn+1))
R SIS SIS SRR SR SR
2 +2 3n+3 6n+6 n2n+2) nBn+3) n6n+6)

A seguir iremos aplicar essa nova identidade em alguns casos particulares:
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e Para n = 2 temos:
1 B 1 1 1 1 1 1

27 2.2+2 3.243 6-246 22-2+2) 23-2+3) ' 2(6-2+6)

111 1 1 1 11 1 2 1 12 1 1 1 1 9 1 1 1

6+9+18+12+18+36 6+9+12+18+36 6+9+12+36 6+12+36 1+6+12'

o Para n = 3 temos,

1 1 1 1 1 1 1
3 231273343 6346 32-3+2) 33343  36-3+06)

)
SR SRS SRS SIS SIS SRS SR SO SN S SO SV S S
T8 122424 36 72 8 24 36 T2 6 8 36 72

e Para n = 4 temos,

11 1 1 1 1 1

172412 34713 6416 42412 43413  46-4106)

10 15 30 40 60 120

Ao reescrever a fracao unitaria fazendo uso da nova identidade, nos limitamos a um niimero maximo
de 6 parcelas, e podemos observar que os denominadores da decomposicao de % tendem a ser multiplos

de n + 1, fato observado uma vez que podemos reescrever a nova identidade como,

1 1 1 1 1 1 1
n 2n+2+3n+3+6n+6+n(2n—|—2) +n(3n+3) +n(6n+6)
1 1 1 1 1 1

T3ntl) T3mtl) 6t D)  2an+D)  Bnn+1) en(ntl)

Logo, diante das identidades aqui apresentadas, a decomposicao de fragoes em fragdes egipcias

pode ser reescrita de varias maneiras diferentes, fazendo uso ou combinacoes dessas identidades ou de
outras que garantam a soma de fragoes unitarias distintas. Apesar de milenar e utilizar matematica
elementar, ha questdes que permanecem em aberto sobre as fragoes egipcias. Por exemplo, a fracao
% com n Impar e maior que 2, podem ser escrita como soma de trés fragoes unitarias distintas.

Vejamos,

2 1 1 1 1 1

non n_n+n+1+n(n+1)'

Para a fracao %, com n > 3 e tal que n e 3 sejam primos entre si, € possivel escrevé-la como soma
de trés fragoes unitarias distintas. Conforme (MAYS, 1987), o método de Fibonacci-Sylvester (ver
Teorema 4.1) impoe um limite ao nimero de parcelas na decomposigao, que nao excede o numerador.
Ou seja, dada uma fracao § com a < b, o nimero de parcelas ao aplicar o método sera, no minimo, 2
e, no maximo, a. Assim, para a fragao %, aplicando o Teorema 4.1, teremos de 2 a 3 parcelas, como
podemos observar na Tabela 4. Nos casos em que ocorre a soma de duas fra¢des unitarias, basta

fazer uso da identidade
1 1 1

n n+1+n(n+1)

para obter mais uma fracao unitaria, por exemplo:

3 1 1 1 1 1 1 1 1

ﬁ_4+44_4+1+4(4+1)+44_5+20+ﬂ
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3 1 1 1 1 1 1 1 1

23 8 184 841 8811 184 9 72 184

Portanto a fragao % pode ser escrito como soma de trés fragoes unitarias distintas.

Tabela 4 — Decomposicao da fragao % pelo método de Fibonacci-Sylvester

n  Decomposicao de % N¢ de parcelas

4 Z4+i+s5 3
5 1+4+3; 3
T ottt 3
8 1+4+im 3
11 1+ 4 2
13 1+ 4+ 3
14 §+§+ﬁ% 3
17 % + ﬁ + 4182 3
19 % + 517 + 75181 3
23 é + 15154 2

Uma questao natural que podemos colocar ¢ se a fragao % pode ser escrita também com soma de

trés fragdes unitéarias distintas? Conhecida como Conjectura de Erdos-Straus afirma que fracao %

Y

com n > 4, pode ser escrita como soma de trés fracdes unitarias distintas:

Acredita-se que a conjectura é verdadeira embora nenhuma demonstracao formal tenha sido apre-
sentada até o momento da redacdo desta disserta¢do. Segundo (SALEZ, 2014), testes computacio-
nais atestaram que % pode ser escrito como a soma de trés fragoes unitarias distintas com valores
até n = 107

Motivados pela Conjectura de Erdos-Straus, Wactaw Franciszek Sierpinski (1882-1969) e Bobola
Maria Schinzel (1937-2021) propuseram conjecturas andlogas, que permanecem em aberto, conforme
relatado por (CAMPBELL, 1992):

o Conjectura de Wactaw Franciszek Sierpinski: Para todo niimero inteiro n > 5, a fracao %
pode ser expressa como soma de trés fragoes unitarias distintas, isto é, existem inteiros positivos
distintos a, b e ¢ tais que

5 1 1 1

— + -+ -

n a b c

o Conjectura de Bobola Maria Schinzel: Para todo inteiro k > 2 e para todo inteiro n > k,
a fracao % pode ser expressa como soma de trés fragoes unitarias distintas. Ou seja, existem

inteiros positivos distintos r, s e t tais que

k1 1 1

n T S t
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Ao utilizar as fragoes egipcias, além de permitir reescrever as fragoes como uma soma finita de
fragoes unitarias distintas, (IMHAUSEN, 2016) destaca a possibilidade de comparar valores de forma
mais simples. A decomposicao de uma fracao em somas de fragoes unitarias distintas, organizadas

em ordem decrescente, facilita a comparacao entre diferentes fragoes. Por exemplo: Qual fragdo é

maior, g ou %? A primeira vista, pode ser dificil responder corretamente. No entanto, ao decompor

cada fragao, temos:

1 4 1 L 1
- e —==-+4—.
8 7T 2 14
1
14

As fragoes egipcias também apresentam utilidade no campo da computagdao. De acordo com

1 i 5 4
Como ¢ > conclui-se que 3 > =.

Kosheleva e Kreinovich (2009), nos computadores modernos, a divisao g ¢é geralmente implementada

como o produto x - (i) Para valores basicos de y, os reciprocos %

sao previamente calculados
e armazenados, enquanto para outros valores, esses reciprocos sao obtidos a partir dos valores ja
armazenados. Dessa forma, os sistemas atuais fazem uso de fragoes unitarias em seus processos
computacionais. Portanto, o uso das fragdes egipcias apresenta grande potencial pratico, nao se

restringindo apenas a histéria da matematica e aos problemas do campo da teoria dos ntiimeros.

4.4 Todo niimero natural pode ser escrito como soma de potencias de dois

distintas

Os métodos de multiplicacao e divisao adotados pelos egipcios sustentam-se no fato matematico
de que qualquer ntimero natural tem sua decomposicao em somas de poténcias de dois distintas.
Logo, a representacao binaria dos inteiros torna-se uma das ideias centrais para entender a eficiéncia
e a engenhosidade por tras dessas operacoes matematicas utilizadas pelos egipcios. A demonstracao
serd apresentada a seguir, presente no trabalho de (STEFFENON, 2017, p. 12).

4.4.1 Representacao Binaria dos Inteiros

Teorema 4.3. Todo numero inteiro positivo pode ser escrito de modo unico como soma de diferentes

poténcias de 2 com expoentes inteiros nao neqativos.

Demonstragio. 1 Parte (existéncia): Iniciamos mostrando a existéncia da representagao usando

inducao sobre n. Primeiramente, temos que

1=2% 92=29!

Y

;o 3=2"+2% 4=2% 5=2242°

e, com isso, o resultado vale para todo n < 5. Suponhamos que o resultado vale até um certo £ > 5.

Se k + 1 é uma poténcia de 2, entao esta provado. Caso contrario, existe ¢ tal que:
28 <k+1< 2 =242

Logo, k + 1 — 2! < k, e como qualquer niimero menor ou igual a k é soma de poténcias de 2, segue

que existem inteiros nao negativos 0 < mg < m; < --- < m;, tais que

k+1—2=2m0 4 2™ 4 ... 4 2™
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Como2!>1 <= 0>1-2! & k>k+1-—2% segue que

2m0+2m1+_'_2m1<2t

e, assim, m; < t. Logo,
k+1=2m0 4 2™ 4 ... 2mi 4 ot

com

0<mp<m <---<my <t.

Portanto, esta provada a existéncia da representacao.

22 Parte (unicidade): Agora provaremos a unicidade da representa¢do. Suponhamos que a re-
presentacdo é Unica até um certo k e que k + 1 = 2% 4+ 29 4 ... 4 200 — 2bo 4 91 4 ... 4 9bs
com

0<gy<ar<---<a e 0<by<b <---<b,.

Entao,

9ar < Qb0 4 ob1 4 9bs < 90 49l L4 gbs — gbstl _q

Logo, 2% < 2+ e assim, a, < b, + 1, ou seja, a, < b;. De maneira analoga, podemos mostrar que
bs < a, e, portanto, a, = bs. Usando a hipdétese de indugao, concluimos que r — 1 = s — 1 e que

a; =b; para i,j € {0,1,...,r — 1}. Portanto, estd provada a unicidade. [ |

A representacao dos nimeros naturais como soma de poténcias de dois distintas torna-se um
resultado matematico fundamental que é a base dos métodos egipcios de multiplicacao e sua inversa
divisdo. Esses métodos, embora desenvolvidos em seu contexto historico, demonstra eficiéncia e
precisao matematica. No entanto, é importante evitar interpretagoes anacronicas, como atribuir aos
egipcios conceitos avancados de matematica que s6 foram formalizados muitos anos depois. Em vez
disso, devemos reconhecer que suas técnicas eram praticas e adaptadas as necessidades da época,
refletindo uma compreensao intuitiva e aplicada de principios mateméaticos. Essa perspectiva nos

permite apreciar a sofisticacao dos métodos egipcios sem projetar ideias modernas sobre o passado.
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5 Analise de Recursos Didaticos sobre Matematica

e Fracoes Egipcias

Neste capitulo, serda analisado como alguns recursos didaticos abordam a matematica egipcia,

com foco nas fragoes egipcias, e quais sao os objetivos pedagdgicos considerando que,

Além dos diferentes recursos diddticos e materiais, como malhas quadriculadas, dba-
cos, jogos, calculadoras, planilhas eletronicas e softwares de geometria dinamica, é
importante incluir a histéria da Matemaética como recurso que pode despertar inte-
resse e representar um contexto significativo para aprender e ensinar Matematica.

(BRASIL., 2018, p.: 298)

E importante destacar que os livros didaticos e sites educacionais analisados nao tém a pretensao
de trabalhar especificamente a matematica egipcia, mas, sim, conhecimentos matematicos basicos
alinhados com a Base Nacional Comum Curricular (BNCC). Considerando a histéria da Matemética

como recurso educacional, conforme destaca a BNCC, onde afirma que,

Cumpre também considerar que, para a aprendizagem de certo conceito ou procedi-
mento, é fundamental haver um contexto significativo para os alunos, nido necessa-
riamente do cotidiano, mas também de outras areas do conhecimento e da prépria
histéria da Matematica. No entanto, é necessario que eles desenvolvam a capacidade
de abstrair o contexto, apreendendo relagoes e significados, para aplica-los em outros
contextos. (BRASIL., 2018, 299)

Pretendemos investigar como a matematica egipcia é abordada por esses recursos educacionais
e quais contextos sdo explorados. Ao analisar tais recursos, especialmente em relacao as fragoes

egipcias, buscamos avaliar seu impacto na compreensao e interesse dos alunos.

5.1 Analise dos Livros Didaticos e Sites Educacionais

Para realizar essa andlise, usamos um questionario com a motivagao de investigar como a mate-
matica egipcia é abordada. Sendo aplicado cinco recursos educacionais sendo trés livros didaticos
de séries diferentes do ensino fundamental dos anos finais e dois sites educacionais. A escolha dos
livros didéaticos analisados foi motivada pelo fato de que, enquanto docente, tive a oportunidade de
trabalhar com esses livros em anos anteriores no ensino fundamental. Conforme mencionado em
(BRASIL, 2020), existem 50 livros de matematica do ensino fundamental II disponiveis para todas
as escolas em nivel nacional, e os 3 livros analisados correspondem a 6% do total de livros didaticos
disponibilizados para escolas do ensino fundamental anos finais. Quanto aos sites educacionais, a
escolha foi justificada pela sua relevancia e frequéncia de acesso por professores e colegas durante os
seus planejamentos. Considerando a dindmica da internet e, consequentemente, a dos sites educaci-
onais, que estao em constante criagdo e desativacao, torna-se inviavel estimar o percentual dos dois
sites analisados em relagado ao universo de sites educacionais ativos no Brasil atualmente. A seguir,

apresentamos o questionario serviu como critério de analise para os recursos educacionais:
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Questionario: Analise de Livros Didaticos/Sites Educacionais sobre o

Sistema Numérico Egipcio

1. O livro/site menciona outros sistemas numéricos além do sistema arabico?

2. Em que contexto os sistemas numéricos sao abordados?

3. O sistema numérico egipcio é especificamente mencionado?

4. O sistema numérico egipcio ¢ ilustrado com exemplos ou imagens?

5. E fornecida uma explicacio detalhada sobre como o sistema numérico egipcio funciona?

6. Hé4 alguma conexdo entre o sistema numérico egipcio e a histéria ou civilizagao egipcia?

7. Sao abordadas operagoes matematicas utilizando o sistema numérico egipcio?

8. O livro/site menciona fragoes egipcias?

9. Ha atividades ou exercicios que envolvam o sistema numérico egipcio ou fragoes egipcias?
10. E feita alguma comparacéo entre o sistema numérico egipcio e outros sistemas numéricos?

11. Qual é a razao aparente para incluir o sistema numérico egipcio nos livros didaticos?

A utilizagdo dos questionarios em 3 livros didaticos e 2 sites educacionais deveu-se a sua ampla uti-
lizagao desses (materiais) pedagogicos nas escolas e no planejamento dos professores. Esses recursos

didaticos, serao denominados por:

 Livro Didético 1 (L.D.1) do 6° Ano do Ensino Fundamental Anos Finais;
« Livro Didético 2 (L.D.2) do 7° Ano do Ensino Fundamental Anos Finais;
 Livro Didético 3 (L.D.3) do 82 Ano do Ensino Fundamental Anos Finais;
« Site Educacional 1 (S.E.1);

« Site Educacional 2 (S.E.2).

A seguir, apresentaremos os resultados da aplicacdo do questiondrio nos livros didaticos e sites

educacionais selecionados.

5.1.1 Andlise do Livro Didatico 1 (L.D.1)

1. O livro/site menciona outros sistemas numéricos além do sistema arabico?

Resultado: Sim, o livro apresenta outros sistemas de numeracao, como o egipcio, o babilénico,

e menciona também os sistemas chinés e maia (guarani).
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2.

10.

11.

2. Em que contexto os sistemas numéricos sao abordados?

Resultado: Os sistemas de numeragao sao apresentados de forma a introduzir o sistema
de numeracao indo-arabico, bem como uma abordagem para trabalhar com a composi¢ao e
decomposicao de nimeros naturais.

O sistema numérico egipcio ¢ especificamente mencionado?

Resultado: Sim, é mencionado na parte que aborda o sistema de numeragao e, de forma intro-
dutoria, no Capitulo 3, que apresenta figuras geométricas, onde é feita uma breve explanacao
histérica sobre o Egito e suas piramides.

O sistema numérico egipcio ¢ ilustrado com exemplos ou imagens?

Resultado: Sim, estao ilustrados os simbolos em hierédglifo, juntamente com seus valores e
nomenclatura.

E fornecida uma explicacao detalhada sobre como o sistema numérico egipcio funciona?
Resultado: E explicado, com exemplos, a conversao de nuimeros do sistema indo-arabico
para o sistema egipcio e vice-versa. Além disso, sao apresentadas os numerais egipcios e suas
respectivas poténcias de dez, bem como a restricao de que apenas nove simbolos podem ser
repetidos por vez.

H& alguma conexao entre o sistema numeérico egipcio e a histéria ou civilizacao egipcia?
Resultado: O livro aborda apenas a localizacao geografica do Antigo Egito e uma estimativa
do tempo de duragao da dominacao egipcia.

Sao abordadas operagoes matematicas utilizando o sistema numérico egipcio?

Resultado: Nao ¢ abordada a forma como os antigos egipcios manipulavam e operavam com
as operagoes matematicas.

O livro/site menciona fragdes egipcias?

Resultado: Nao é mencionado as fragoes egipcias.

Ha atividades ou exercicios que envolvam o sistema numérico egipcio ou fragoes egipcias?

Resultado: Nao ha no livro analisado.

E feita alguma comparacao entre o sistema numérico egipcio e outros sistemas numéricos?

Resultado: Sim com os sistemas indio-arabicos e babilonios como forma de relacionar o mesmo

valor, mas apresentado por simbolos diferentes.

Qual é a razao aparente para incluir o sistema numérico egipcio nos livros didaticos?

Resposta: Foi utilizado de forma preparatéria para introduzir o nosso sistema decimal, des-
tacando, de certa maneira, a existéncia de outros sistemas de numeracao além do nosso. Isso
permitiu evidenciar que o nosso sistema nao é tinico e o mesmo passou por um processo gradual

de modificacao e evolucao para alcancar o nivel atual.
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Em resumo, a abordagem do sistema de numeracao egipcio e das fragoes egipcias foi concisa e
focada em conceitos especificos. A apresentacdo tematica foi breve e nao explorou contextos mais
amplos. Essa abordagem pode ser ttil para introduzir os alunos aos conceitos basicos, mas nao

aprofunda a exploracdo da matematica e fracoes egipcias.

5.1.2 Andlise do Livro Didatico 2 (L.D.2)

1. O livro/site menciona outros sistemas numéricos além do sistema arabico?
Resultado: O livro aborda principalmente o sistema de numeracao indo-arabico e ndo explora
outros sistemas de numeracao decimal.

2. Em que contexto os sistemas numéricos sao abordados?
Resultado: Neste livro, o foco esta no sistema de numeracao indo-arabico, e outros sistemas
de numeracao decimal nao sao abordados.

3. 3. O sistema numérico egipcio é especificamente mencionado?

Resultado: A matematica egipcia é mencionada brevemente no livro, no tépico sobre a his-
téria da matematica, onde é destacado o Papiro de Rhind como um importante documento
matematico.

4. O sistema numérico egipcio € ilustrado com exemplos ou imagens?

Resultado: O sistema numérico egipcio nao é trabalhado no livro.

5. E fornecida uma explicagdo detalhada sobre como o sistema numérico egipcio funciona?

Resultado: Nao, pois o sistema de numeragao egipcio nao é abordado no livro.

6. Ha alguma conexao entre o sistema numérico egipcio e a historia ou civilizacao egipcia?
Resultado: O sistema de numeragao egipcio nao é tratado, sendo citado breviamente um
texto informativo que relata sobre o Papiro de Rhind, sem aprofundamento.

7. Sao abordadas operagoes matematicas utilizando o sistema numérico egipcio?

Resultado: Nao.

8. O livro/site menciona fragdes egipcias?

Resultado: Nao.

9. Ha atividades ou exercicios que envolvam o sistema numérico egipcio ou fragoes egipcias?

Resultado: Nao.

10. E feita alguma comparagao entre o sistema numérico egipcio e outros sistemas numéricos?

Resultado: Nao.

11. Qual é a razao aparente para incluir o sistema numérico egipcio nos livros didaticos?

Resultado: O livro se concentra no sistema de numeracao indo-arabico nao explorando outros

sistemas de numeracao.
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Diante disso, o sistema numérico egipcio é apresentado de forma breve e sem aprofundamento de
suas caracteristicas, operagoes e exemplos. A apresentacdo resume-se a uma menc¢ao no contexto da

historia da matematica, sem oferecer uma visao mais detalhada sobre o tema.

5.1.3 Andlise do Livro Didatico 3 (L.D.3)

1. O livro/site menciona outros sistemas numéricos além do sistema arabico?
Resultado: Na parte introdutoéria sobre conjunto numérico, sao mencionados outros sistemas
de numeragao. O sistema babildénico é abordado com mais detalhes, enquanto os sistemas
egipcio e romano sao brevemente citados.

2. Em que contexto os sistemas numeéricos sao abordados?
Resultado: Na introdugao dos nimeros naturais, pois ambos os conjuntos foram desenvolvidos
para representar quantidades de niimeros inteiros positivos.

3. O sistema numérico egipcio é especificamente mencionado?

Resultado: O livro menciona os papiros em quatro momentos: primeiro, documentos antigos
de matematica sao citados brevemente, destacando um dos mais antigos documentos matemati-
cos. Segundo, o conjunto numérico é introduzido com mencao a sistemas de numeracao antigos.
Terceiro, um texto didatico sobre histéria da matematica aborda as piramides do Antigo Egito
e a geometria dedutiva. Quarto, um problema matemético do Papiro de Rhind é apresentado,
resolvido com abordagem algébrica moderna, sem explorar a resolucao egipcia original (“falsa
posigao”).
4. O sistema numérico egipcio é ilustrado com exemplos ou imagens?

Resultado: Nao ¢é trabalhado o sistema de numeracgao egipcio.

5. E fornecida uma explicacdo detalhada sobre como o sistema numérico egipcio funciona?

Resultado: Nao é trabalhado o sistema de numeragao egipcio.

6. Ha alguma conexao entre o sistema numérico egipcio e a historia ou civilizacao egipcia?

Resultado: Sim, o sistema de numeragao egipcio ¢ mencionado superficialmente em alguns
contextos, como introducao a capitulos e num texto sobre histéria da matematica, mas sem
aprofundamento.

7. Sao abordadas operacoes matematicas utilizando o sistema numérico egipcio?

Resultado: Nao.

8. O livro/site menciona fragdes egipcias?

Resultado: Nao.

9. Ha atividades ou exercicios que envolvam o sistema numérico egipcio ou fragoes egipcias?

Resultado: Um problema do Papiro de Rhind ¢é apresentado e resolvido utilizando algebra

moderna. A solucao original egipcia, que envolve o método da falsa posi¢ao, nao é explorada.
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10. E feita alguma comparagao entre o sistema numérico egipcio e outros sistemas numéricos?

Resultado: Nao.

11. Qual é a razao aparente para incluir o sistema numeérico egipcio nos livros didaticos?

Resultado: De modo a introduzir o conjunto dos niimeros naturais.

O livro apresenta uma abordagem limitada do sistema numérico egipcio, mencionando-o bre-
vemente em textos informativos, dedicado a histéria da matematica. A auséncia de ilustragoes e
exemplos, e sua contextualizacao histérica, bem como atividades e comparagoes com outros siste-
mas, contribuem para essa limitacdo. Além disso, quando no livro ha oportunidade em apresentar
a resolugao de um problema de equacao do primeiro grau presente no Papiro de Rhind pelo método
egipcio essa oportunidade ¢ desperdicada fazendo uso de procedimentos algébricos, sem explorar a
solugao original egipcia conhecido como “falsa posi¢gao” onde se admite um valor para solugdo e com
ajustes do valor inicial para obter a solugdo. Dessa forma, o livro oferece uma visao restrita do

sistema numérico egipcio.

5.1.4 Anilise do Site Educacional 1 (S.E.1) e Site Educacional 2 (S.E.2)

1. O livro/site menciona outros sistemas numéricos além do sistema arabico?

Resultado: Analisando o S.E.1 nao foi localizado outros sistemas de numeracao além do

arabico. Analisando o S.E.2 apresenta contetidos sobre o sistema de numeracao romana.

Diante da analise realizada, verificou-se que as respostas para ambos os sites sao negativas em
relacdo a abordagem de outros sistemas de numeracao e sistema egipcio. Por isso, optou-se por
ocultar as respostas. A unica diferenga encontrada foi que o S.E.1 nao apresenta outros sistemas de

numeracao além do arabico, enquanto o S.E.2 aborda o sistema de numeragao romana.

5.2 Analise dos Dados Coletados dos Livros didaticos e Sites Educacionais

A pesquisa teve como objetivo investigar como os livros didaticos e sites educacionais abordam
a matemética e fracoes egipcias. E importante frisar que a finalidade desses recursos educacionais
é trabalhar contetidos essenciais para o ensino basico, e nao especificamente a matematica egipcia.
Como destaca o resultado da anéalise do L.D.1, o sistema numérico egipcio foi utilizado de forma
preparatéria para introduzir o nosso sistema decimal, destacando a existéncia de outros sistemas de
numeracao.

A analise dos livros didaticos e sites educacionais revelou que o L.D.1 apresenta uma aborda-
gem mais detalhada do sistema numérico egipcio, com exemplos e explicagdes, enquanto o L.D.2
menciona-o brevemente no contexto da histéria da matematica. Ja o L.D.3 apresenta limitacao do
sistema numérico egipcio, mencionando-o de modo superficialmente em alguns contextos. Os sites
educacionais S.E1 e S.E.2, por sua vez, ndo apresentam contetidos sobre o sistema numérico egipcio.

Os resultados mostram que os livros didaticos abordam o sistema numérico egipcio de forma
limitada, com alguns textos informativos citados brevemente em contextos especificos. Como exem-

plo, o L.D.2 apresenta uma mencao breve ao Papiro de Rhind, sem aprofundamento. Nenhum dos
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recursos educacionais analisados aborda as fracoes egipcias. A Figura 39 abaixo resume os principais

resultados da analise:

Questiondrios L.DA LD.2 LD3 S.E/S.E2
1. Outros sistemas numeéricos sdo mencionados? Sim (egipcio, babilonico, chinés e maia) Néo Sim (egipcio, babilonico,e romano) | Ndo(S.E.1)/ Sim romano(S.E.2)
2. Qual é o contexto de abordagem dos sistemas numéricos? Introdugéoao sistema indo-arahico Néo Introdugéoaos nimeros naturais Néo
3. 0 sistema numérico egipcio é mencionado? Sim Sim Sim Néo
4. Ha exemplos ou imagens do sistema egipcio? Sim Néo Ndo Néo
5, Explica como o sistema egipcio funciona? Sim Néo Néo Néo
6. Ha conexao com a historia egipcia? Sim Ndo Sim Nédo
7. Operag0es matematicas egipcias sao abordadas? Ndo Ndo Ndo Néo
8. Fragdes egipcias sao mencionadas? Nédo Néo Néo Néo
9, Ha atividades ou exercicios sobre o sistema egipcio? Nio Ndo Néo Néo
10. Comparagdes com outros sistemas sio feitas? 8im (indo-arabicoe babildnico) Néo Néo Néo
11. Por que incluir o sistema egipcio nos livros? Introducdoaosistemadecimal Ndo Ndo Néo

Figura 39 — Analise da coleta de dados. Fonte: Autor.

Estes resultados evidenciam que os livros didaticos e sites educacionais priorizam os contetdos

essenciais para o ensino basico, explorando de forma superficial a mateméatica egipcia como recurso

educacional. Inclusao de topicos sobre a historia da matematica pode promover a contextualizagao

dos conteiidos matematicos e enriquecer o processo de ensino e aprendizagem dos alunos. Conforme
(BIANCHI, 2006) a HM (Histéria da Matematica) precisa contribuir para o entendimento do con-

tetdo em questao e nao apenas servir como leitura adicional, que pouco se relaciona com o contetdo

abordado. A histéria da Matematica se torna um recurso para o ensino de matematica quando

utilizada de forma contextualizada aos contetidos se aproveitando desse conhecimento para revisar

e auxiliar na compreensao e abstracdo. Quando é apresentada apenas como leitura adicional, sem

conexao clara com o contetido abordado, ela pode perder sua eficacia em motivar e engajar os alunos.
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6 Ensinando Fracoes com Fracoes Egipcias: Dois

Jogos Educativos para Sala de Aula

Ao pesquisar sobre a abordagem da matematica egipcia em alguns livros didaticos e sites educa-
cionais, percebemos que ela nao ¢é alcancada de maneira significativa, limitando-se ao seu sistema de
numeracgao e a textos informativos ou introdutérios em capitulos. No entanto, entendemos que tais
recursos educacionais ndo tém a pretensao de ensinar e aprofundar sobre a matematica egipcia, mas
sim instruir e reforcar contetidos importantes presentes no curriculo, alinhados com a Base Nacional
Comum Curricular (BNCC) (BRASIL., 2018).

Porém, ao estudar e introduzir a histéria da matematica como recurso educacional, tal como
orientado pela BNCC (BRASIL., 2018), proporciona-se aos alunos um ganho cultural e promove-se a
interdisciplinaridade com outras areas do conhecimento, como histéria e geografia, contribuindo para
a compreensao da matematica nao somente como uma ciéncia, mas como uma pratica social que,
ao longo do tempo e com a contribuicdo de cada civilizagao, atingiu niveis de abstragao e elegancia
presentes atualmente.

Segundo (BIANCHI, 2006), a histéria da matemética precisa enriquecer a compreensao do tema,
nao se limitando a uma leitura adicional. Nessa linha de compreensao, entendemos que a matematica
egipcia tem potencial educacional para o ensino basico, podendo contribuir em varios contetdos

previstos no curriculo, especialmente em fragdes, uma vez que:

Em linhas gerais, o ensino de fragoes tem se caracterizado por uma énfase no simbo-
lismo e na linguagem matematica, na aplicagdo mecanica de algoritmos (sobretudo
na aritmética de fragdes) e no uso de representagoes diagramaticas. (MAGINA; BE-
ZERRA; SPINILLO, 2009, p. 414)

Por conseguinte, o uso das fragoes egipcias pode muito contribuir para o ensino de fragées no ensino
basico, uma vez que os egipcios utilizavam mateméatica de forma concreta, como meio de resolver
problemas do seu cotidiano.

Portanto, na perspectiva de alinhamento da matematica egipcia como meio de ensinar fragoes
de maneira pratica e contextualizada, foi entao produzido o produto educacional “Desvendando a
Matemaética no Tempo dos Farads: Aprendendo com as Fragoes Egipcias”, onde sao apresentados
dois jogos educacionais: “Pizza Egipcia: Juntando Fatias e Descobrindo Fragoes” e “As Encomendas
do Faraé: Dividindo Paes como os Egipcios”. A escolha de utilizar jogos para ensinar fragoes por
meio da matematica egipcia pode ser justificada, uma vez que a aprendizagem através de jogos é um
recurso didatico que auxilia na compreensao e abstracao de certos conteiidos matematicos na sala de

aula.

Aprendizagem Baseada em Jogos envolve o uso de jogos especificos projetados com o
propésito educacional. Esses jogos sao desenvolvidos para proporcionar uma experi-
éncia de aprendizagem imersiva, integrando conceitos educacionais de forma integrada
a narrativa do jogo. A énfase estd na criagdo de ambientes envolventes que permitam
aos aprendizes aplicar habilidades e conhecimentos de maneira pratica, promovendo
a retengdo e a aplicacdo do que foi aprendido. (SANTOS, 2024, p. 29)
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Aprendizagem Baseada em Jogos apresenta potencialidades para promover a aprendizagem de
forma interativa e envolvente. Quando combinada a contexto histérico, como é o caso das fragoes
egipcias, pode tornar o aprendizado ainda mais contextualizado e imersivo, permitindo aos alunos
uma compreensao mais profunda dos conceitos matematicos e motivando-os a participar ativamente
durante a conducao dos jogos. Espera-se que os alunos sejam habilitados aos contetidos trabalhados
no 6° e 72 ano do Ensino Fundamental Anos Finais, sobre fragoes, alinhados com a Base Nacional
Comum Curricular (BNCC) (BRASIL., 2018):

1. (EF0O6MAO02) Reconhecer o sistema de numeracao decimal, como o que prevaleceu no mundo
ocidental, e destacar semelhangas e diferencas com outros sistemas, de modo a sistematizar
suas principais caracteristicas (base, valor posicional e fungao do zero), utilizando, inclusive,
a composicao e decomposicao de nimeros naturais e nimeros racionais em sua representacao

decimal.

2. (EFO6MAOQ7) Compreender, comparar e ordenar fracoes associadas as ideias de partes de

inteiros e resultado de divisao, identificando fragoes equivalentes.

3. (EFO7TMAO08) Ler, compreender, comparar e ordenar fragoes associadas as ideias de partes de

inteiros, resultado da divisao, razao e operador.

4. (EFO6MA10) Resolver e elaborar situagoes problema que envolvam adi¢ao ou subtragao com

numeros racionais positivos na representacao fracionaria.

5. (EFO7TMAO1) Resolver e elaborar problemas com nimeros naturais, envolvendo as nogoes de
divisor e de miltiplo, podendo incluir maximo divisor comum ou minimo multiplo comum, por

meio de estratégias diversas, sem a aplicacao de algoritmos.

6. (EF07TMA11) Compreender e utilizar a multiplicagdo e a divisio de ntimeros racionais, a

relagdo entre elas e suas propriedades operatoérias.

7. (EFO7TMA12) Resolver e elaborar problemas que envolvam as operagoes com nimeros racio-

nais.

Objetivos

Objetivo Geral

Desenvolver competéncias matematicas e habilidades criticas nos alunos, promovendo a compre-
ensao das fragoes por meio de uma abordagem ludica e histérica, utilizando fragoes egipcias para de-
senvolver habilidades como raciocinio légico e resolugao de problemas, enquanto os alunos aprendem

a decompor fragoes préprias em fragoes egipcias e revisam conceitos sobre fracdes de forma pratica
e interativa, alinhada a Base Nacional Comum Curricular (BNCC) (BRASIL., 2018).

Objetivos Especificos

o Compreender e diferenciar as fragoes préprias e fragoes unitarias.
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o Comparar fragoes com base em suas representagdes visuais e numeéricas.
e Reconhecer de fragoes equivalentes utilizando a decomposicao em fracoes egipcias.
« Usar o pensamento critico para justificar escolhas e estratégias.

o Compreender e aplicar o sistema egipcio de fragdes unitarias, explorando sua utilidade na divi-

sao equitativa de recursos e comparando a notagado moderna com a notagao egipcia (hieréglifos).

» Relacionar a matemaética ao contexto historico do Egito Antigo, reconhecendo como as fragoes

eram aplicadas no cotidiano.

o Trabalhar em equipe para chegar a solucoes coletivas, discutindo e validando diferentes estra-

tégias.

6.1 Descricao dos Jogos

Os jogos “Pizza Egipcia: Juntando fatias e descobrindo fragdes” e “As Encomendas do Farao:
Dividindo Paes como os Egipcios” sao duas propostas educacionais que visam revisar conteidos
sobre fracoes de forma ludica e pratica, utilizando fragdes egipcias ao mesmo tempo com abordagem
historica da matematica egipcia. Ambos os jogos se limitam a representacao de fragdes préprias, pois
a decomposic¢ao de fragoes impréprias em fragdes egipcias envolve somas parciais de séries harmonicas,
o que é inviavel para o nivel de escolaridade ao qual pretendemos aplica-los.

A aplicacao dos jogos educacionais “Pizza Egipcia” e “As Encomendas do Faraé” pode contribuir
para a compreensio e revisao de conceitos de fragoes, além de proporcionar uma visao histérica
e eficaz da matematica, desta forma proporcionando aos alunos o uso de métodos milenares dos
antigos egipcios de forma pratica e ludica, aprofundando conceitos atuais sobre fragoes e estimulando
o pensamento logico e dedutivo. Recomenda-se a aplicagdo em turmas onde os conceitos de fragoes

ja tenham sido previamente abordados para melhor engajamento dos alunos.

6.1.1 Pizzas Egipcias: Juntando Fatias e Descobrindo Fracdes

O jogo educativo “Pizza Egipcia: Juntando Fatias, Descobrindo Fragoes” foi desenvolvido como
recurso educacional interativo para auxiliar no ensino e na revisao de contetidos sobre fragoes. A
dindmica do jogo consiste em decompor fragdes proprias em somas de fragoes unitarias distintas
(fragoes egipcias) por meio da sobreposicao de fragoes em forma de pizza pelas fatias das fragoes
unitarias (pegas intituladas como “fatias egipcias”). Para elaboragdo do material e verificacao das
fragoes em fragoes egipcias, tanto de decomposigao quanto visualmente, utilizamos os sites (BORTO-
LOSSI; FERNANDES, 2016), onde é analisada a decomposigao de fragoes em fragoes egipcias pelo
método desenvolvido por Fibonacci e Sylvester, e (THEATER, 2023), para visualizacao grafica da
decomposi¢ao. Por meio desse material, os alunos podem aprender sobre fragoes de forma concreta e
engajadora, valorizando a eficiéncia e utilizagdo de conhecimentos, desenvolvendo habilidades mate-
maticas e raciocinio. Além disso, o jogo promove o trabalho em equipe e a comunicacao, habilidades

essenciais para o sucesso em qualquer area.
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6.1.1.1 Instrucdes Do Jogo

Ao iniciar o jogo, é recomendavel realizar a contextualizacao historica sobre as fragoes egipcias,
sendo fundamental deixar claro aos alunos que a nossa representacao moderna de fragoes nao era uti-
lizada pelos antigos egipcios. Eles representavam as fragoes como soma de fragdes unitarias distintas,
que, na matematica moderna, sao conhecidas como fra¢oes unitarias, ou seja, fragoes cujo numerador
é 1 e o denominador é um ntimero inteiro positivo (%) Disponibilizamos em anexo o material teérico
para o professor aplicar em suas turmas antes da aplicacao dos jogos, além de fornecer exemplos,
dindmicas e regras de ambos os jogos.

Sugerimos ao professor, nessa etapa de exemplificagao e orientagao para o jogo, que sejam expostas
imagens de pizzas representando fragoes em nossa notacao moderna e das “fatias egipcias”, que sao as
fracoes unitdrias em formato de fatias de pizza, como podemos observar na Figura 41. E importante
enfatizar que cada “fatia egipcia” e fragoes em pizzas representam fragoes unitarias ou somatoério
dessas fragoes. Com um exemplo pratico, utilizando os materiais que compdem o jogo que facilitara
o processo de compreensao do processo de decomposicao de fragoes em fragoes egipcias. Exemplo de
decomposicao de fracao em fragoes egipcias:

11 1 4 3 1 8 2

sTiT e TR TR TR 2Ty

E essencial que se realize o procedimento de soma e simplificacdo de fragoes, pois esses pro-

cedimentos de calculo farao parte do jogo intitulado “Verificacdo”, onde os alunos irdo por a prova
se a decomposicao encontrada realmente estd correta ou nao. Esse serd um momento em que os
alunos revisarao esses assuntos matematicos que sao pouco enfatizados apos o 62 e 72 ano do Ensino
Fundamental. Em seguida, verificarao graficamente com as pegas do jogo, mostrando como a peca de
1 1 1 <2 .

3 cobre parte do todo, a peca de ; complementa e a peca de {; completa a fracdo 3, como ilustrado

na Figura 40.

Verificagcao Grafica:

Figura 40 — Exemplo préatico decomposi¢ao de fracao em fracgoes egipcias. Fonte: Autor

Observacao: Ficara a critério do professor fornecer mais exemplos. Porém, recomendamos que
as decomposigoes apresentadas para fins diddticos nao sejam utilizadas pelos alunos durante o jogo,

incentivando-os a buscar solucoes alternativas, o que fortalecera seu pensamento logico e criatividade.
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Fatias Egipcias Pizzas

Cada fatia representando Cada pizza representa as frages 2/3, 3/4 e
respectivamente as fragdes unitarias: 4/5 e s&o compostas por soma de frag6es

112, 1/3, 1/4, 1/5, 1/6, 1/7, 1/8, 1/9, 1/10, | Unianas iguais.
111e 112, 23 =113 + 13,

34=14+1/4+1/4e
4/5=15+1/5+1/5+1/5

Figura 41 — Exemplo visuais das fra¢oes unitaria. Fonte: Autor

Dinamica do Jogo

Para garantir uma melhor participatividade, sugerimos dividir a sala em grupos de no maximo
trés alunos, o que permitirda maior interacao e envolvimento de todos durante o jogo. Em seguida,
realize a distribuicao das “fatias egipcias” para cada grupo e peca aos alunos que comparem as fatias,
sobrepondo uma fatia a outra. Questione-os sobre a relagdo entre o denominador e o tamanho das
fatias. Com esse experimento e questionamento, espera-se que os alunos concluam que, quanto maior
o denominador, menor sera a fracdo unitaria. Essa percepcao do tamanho de cada fatia serd util
durante as atividades, facilitando as escolhas que cada grupo precisara fazer ao preencher as pizzas
(fragoes) com as “fatias egipcias” (fragoOes unitéarias distintas).

Ao todo, o jogo disponibiliza 14 pizzas que representam fragoes proprias, as quais serao distribui-
das no bird do professor ou em mesas especificas, caso seja necessario. Cada grupo escolherd uma
pizza para iniciar a atividade e uma folha para registrar suas solugoes (titulada como “Papiro do
Grupo”). Os alunos deverao cobrir a pizza que representa a fracao escolhida por eles com as “fatias
egipcias” disponiveis. Em seguida, realizardo a “Verificagao”, por meio da soma e simplificagdo das
fragoes, para comprovar se a decomposi¢cao encontrada corresponde a fragdo ilustrada na pizza. Em
caso afirmativo, o grupo conseguiu representar a fracao escolhida em fragoes egipcias; nesse momento,
os alunos registrarao a resposta em seu “Papiro”; como ilustrado na Figura 42.

O jogo foi planejado com duragao de duas aulas de 50 minutos, podendo ser ajustado de acordo
com a necessidade da turma. A dindmica do jogo se caracteriza por meio de rodadas e troca das
pizzas: quando todos os grupos terminarem a decomposicao e registro de sua solugao, o grupo 1
passara sua pizza para o grupo 2, o grupo 2 para o grupo 3, e assim sucessivamente, até que todos
os grupos tenham trocado as pizzas entre si. Apods a realizacado da troca de pizzas entre os grupos,

considera-se concluida uma rodada. Recomendamos que o jogo seja realizado em 4 rodadas.

Competicao: Pontuacdo e Desempenho

Os grupos pontuardao com base na exatidao da decomposicao e na justificativa das escolhas em

cada rodada.
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Verificacao:
1 1 1 4+3+1 8 3
— —_ —_—_——-— = = - \/
3+4+12 12 12 4.

Figura 42 — Decomposicao de fragoes em fragoes egipcias. Fonte: Autor

Critério Faraonico

1. Se o grupo acerta na primeira tentativa: 5,0 pontos.
2. Se o grupo acerta na segunda tentativa: 3,0 pontos.

3. Se o grupo levar trés ou mais tentativas: 2,0 pontos

» Pontos extras serdo dados para grupos que encontrarem mais de uma decomposicao valida. A

sugestao é que a cada decomposicao extra valida some 1,0 ponto a mais na atual rodada.

« Ao final do jogo, o grupo com mais pontos ganhard um brinde (o brinde fica a critério do

professor).

A Tabela 5 apresenta as solu¢oes esperadas que os alunos podem encontrar durante a realizacao
do jogo. Embora outras solugoes possam ser encontradas, a “Verificagdo” ¢ um passo importante e

indispensavel para a validagdo da solucao apresentada pelos alunos.

Finalizacao

Ao final das rodadas, espera-se que cada grupo tenha realizado a decomposicao de 4 fracoes

diferentes. O professor pode encerrar a atividade com uma discussao sobre as estratégias usadas e
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Tabela 5 — Decomposi¢oes Esperadas das Fragdes em Fragoes Egipcias. Fonte: Autor.

as dificuldades encontradas na decomposicao das fragoes em fracoes egipcias. Em seguida, pedira
que cada grupo cole seu “papiro” com as suas respectivas solugoes em uma cartolina no formato de
pergaminho. KEsse pergaminho sera fixado na lousa intuindo socializar as solugoes e estratégias de

cada grupo.

Sugestao para o Professor

Sugerimos que, durante ou apds o jogo, o professor faca os seguintes questionamentos:

1. Foram encontradas mais de uma representacdo para uma mesma fracao em fracoes egipcias?

Se sim, quais foram?

2. Como o tamanho das fatias influenciou sua escolha das fragoes unitarias? Vocé acredita que

ha uma relacao com o valor do denominador de cada fatia?

3. Houveram algumas fragoes diferentes mas com a mesma decomposicao em fragoes unitarias

distintas? O que isso nos diz sobre fragoes equivalentes?

4. Como vocé pode usar fragdes egipcias para comparar fragoes e determinar qual é maior ou

menor?

5. Qual foi a parte mais desafiadora da atividade? Como vocé superou esse desafio?

A importéncia dessas perguntas é estimular a autorreflexao sobre os conhecimentos matematicos
necessarios para a realizagao dos procedimentos e a dinamica do jogo, identificar quais conhecimentos
matematicos foram mais relevantes para os alunos e avaliar coletivamente quais conceitos sobre

fragdes os alunos melhor compreenderam ao longo do jogo.
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Materiais para execucdo e elaboracdo do jogo

Toda a parte de arte conceitual, incluindo “Pergaminhos dos grupos”, “Pizzas” (representacao das
fragoes) e “Fatias Egipcias” (fragdes unitarias), esta disponivel em anexo. Segue a lista de materiais

necessarios para a aplicacao do jogo:

1. Impressao e confeccao das 11 “Fatias Egipcias” (fragoes unitarias com denominadores de 2 a

12) distintas entre si para cada grupo.
2. Lapis, caneta e cartolina.
3. Impressao dos “Papiro do Grupo” em papel A4 para anotacoes das solugoes encontradas.
4. Lousa e lapis de quadro.

5. Opcional: Data-show e slide com fundamentagao teérica (disponivel em anexo com link para

download em formato editavel).

6. Ferramentas digitais opcionais para verificacao das solugoes encontradas pelo professor ou alu-
nos: celulares, tablets ou computadores com links e aplicativos interativos de fragoes. Sugestoes
incluem “Fraction Circles” (link para aplicativo online disponivel em (THEATER, 2023)) e/ou
pégina virtual com links disponiveis em (BORTOLOSSI; FERNANDES, 2016)).

6.1.2 As Comendas do Faraé: Dividindo Paes como os Egipcios

O jogo educacional “As Encomendas do Faraé: Dividindo Paes como os Egipcios” é uma atividade
lidica e interativa que combina mateméatica com contexto historico, sendo uma complementacao do
jogo educacional anterior, “Pizza Egipcia: Juntando Fatias, Descobrindo Fragoes”. Ambos os jogos
compartilham o objetivo de desenvolver habilidades matematicas e raciocinio l6gico nos alunos, mas
com estratégias diferentes e complementares. Enquanto o jogo “Pizza Egipcia” se concentra em
decompor fragdes proprias em somas de fragoes unitarias distintas (fragoes egipcias), o jogo “As
Encomendas do Farad” permite o conceito de divisdo de fra¢gdes de maneira pratica e engajadora,
com desafios que os alunos devem resolver para dividir alimentos (paes) entre os “trabalhadores do
farad”. Isso é feito de maneira inspirada no método egipcio de divisao e representacao das fracoes em
fragoes egipcias (soma de fragoes unitérias distintas) por meio dos recortes de “paes” em formatos
circular.

Para verificagdo das fracoes em fragoes egipcias, tanto na decomposicao em soma de fracoes
unitarias distintas quanto na verificagdo grafica, utilizamos os sites (BORTOLOSSI; FERNANDES,
2016) e (THEATER, 2023), Respectivamente, auxiliando na confec¢do e produgao dos materiais
necessarios para o desenvolvimento e aplicacao do jogo educacional. Com a abordagem pratica e
interativa, esperamos que o jogo “As Encomendas do Fara6” seja um recurso pedagdgico util para
os professores que desejam revisar e aprofundar o ensino de fragoes para seus alunos, especialmente

na educagao basica.



Capitulo 6. FEnsinando Frag¢oes com Fracoes Egipcias: Dois Jogos Educativos para Sala de Aula 69

6.1.2.1 Instrucdes Do Jogo

No inicio do jogo, é recomendavel realizar uma breve contextualizagdo histérica sobre as fracoes
egipcias, destacando que os egipcios representavam fragoes como soma de fragdes unitarias distintas
(%, com n sendo um nimero inteiro positivo). Sugerimos que o professor inicie com um exemplo do
método de divisao egipcia, que servira de modelo para os alunos resolverem as atividades no decorrer
do jogo, onde em anexo estd disponivel a fundamentacao tedrica e exemplos para serem aplicados
antes do jogo. Sugestao para o professor expor antes do jogo: dividir 3 “paes” para 4 “trabalhadores

egipcios”, ou seja, realizar a decomposicao de % em fragoes egipcias, como ilustrado na Figura 43.

1° Passo: Divida dois p4es pela metade e
distribua uma fatia de 1/2 péo para cada

Exemplo: Dividir 3 pdes uma das 4 pessoas.

para 4 pessoas (3/4):

Figura 43 — Exemplo de distribuicao de 3 paes para 4 pessoas. Ilustragao elaborada pelo autor,
utilizando elementos graficos proveniente da plataforma (GUAVANABOY, 2000) (per-
sonagem egipcio).

O processo de divisao do egipcio é feito por etapas, onde sao priorizadas a distribuicao das maiores
partes, ou seja, as maiores fragoes unitarias no processo, mas todas distintas entre si. Voltando ao
exemplo, os dois primeiros “paes” serao repartidos ao meio e distribuidos entre os 4 “trabalhadores”,

¢

cada um recebendo % de “pao”, restando assim um “pao” para ser dividido. O proximo passo se

baseia em dividir o “pao” que restou para 4 e distribuir como observamos na Figura 44.

2° Passo: Divida o péo restante em 4 partes
iguais (1/4 cada) e distribua uma fatia para
cada trabalhador.

-

Figura 44 — Exemplo de distribuicao de 3 paes para 4 pessoas. Ilustragao elaborada pelo autor,
utilizando elementos graficos proveniente da plataforma (GUAVANABOY, 2000) (per-
sonagem egipcio).
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O professor ira expor o resultado final, que % = %-i— %, como ilustrado na Figura 45. Neste instante,

sera feito o momento de “Verificagao”, onde o professor ird, através da decomposicao encontrada,

expor para os alunos que se trata da mesma fragdo que estava representada no problema (%), ou seja,

11 4 2 6 3

2 4 8 8 8 4
Esse processo de verificar a decomposigao terd que ser feito pelos grupos durante a resolugao das

atividades do jogo.

Verificacédo: Ao final, cada uma das 4
pessoas recebeu: 1/2 +1/4 de péo.

Figura 45 — Exemplo de distribuicao de 3 paes para 4 pessoas. Ilustragao elaborada pelo autor,
utilizando elementos graficos proveniente da plataforma (GUAVANABOY, 2000) (per-

sonagem egipcio).

Algumas divisdes exigirao multiplas etapas, pois o método egipcio prioriza obter as maiores
fracoes unitarias possiveis em cada passo. A verificacdo final é fundamental para confirmar o sucesso
da distribuigdo. Apés realizar as divisoes e verificar a distribui¢ao com éxito, mostre aos alunos como

transcrever a solugao na escrita convencional e em hieréglifos egipcios, como ilustrado na Figura 46.

Figura 46 — Representaca de % na escrita moderna e em hierdglifos. Fonte: Autor.

Dinamica do Jogo

Com o objetivo de garantir uma experiéncia mais dindmica e participativa, recomendamos dividir
a sala em grupos compostos por até trés alunos. Dessa forma, havera maior interacao e envolvimento
de todos durante o jogo, que terd uma duracao de duas aulas de 50 minutos, podendo ser ajustado
de acordo com a necessidade da turma. Cada grupo recebera imagens de 12 “trabalhadores egipcios”

e 1 “mesa egipcia” que servira como tabuleiro, onde serao postos os “trabalhadores” e os “paes”. A
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quantidade de “paes” sera ajustada de acordo com o problema sorteado. As imagens dos “paes” em
papel ficarao na mesa do professor ou em locais designados; durante o jogo, um integrante de cada
grupo poderd se levantar e pegar o nimero de paes necessarios para realizar a divisao proposta.
Todos os grupos resolverao o mesmo problema de divisao, que sera sorteado por meio de um
“pergaminho”, onde estarao escritos quantos paes deverao ser divididos entre os trabalhadores do
“fara¢”, contendo as solucgoes esperadas. Assim, o professor podera utilizar essas solugdes para corrigir
as respostas dadas pelos alunos e tera uma orientagao para recortar os “paes” conforme ilustrado

na Figura 47. Com o “pergaminho” sorteado, todos os grupos deverao realizar as divisdes dos paes

rao Paiu para: dividir» pacs c:ﬂ:rc_; pessoas.

Soluqﬁo C&Pcrac!a: Cacla pessoa recebe 12 + Y4 de um PE

Ccmo recortar:

o Divida2z pacs Pcla metade — 4 fatias (Vzcada).
o Divida i pao em 4+ partes iguais — 4 fatias (% cada).

i &

Figura 47 — Pergaminho com os problemas de divisao que serdo sorteados. Fonte: Autor.

seguindo o método egipcio, recortando os “paes” com o auxilio de régua ou tesoura sem ponta. Assim,
dividirao a quantidade de paes em fragoes egipcias (soma de fragoes unitarias distintas) e verificarao
se alcancaram o éxito ou nao por meio da checagem do resultado. Em seguida, registrarao a solugao
no “Papiro do Grupo”, preferencialmente tanto na notagdo moderna quanto na egipcia (hieroglifos).

Para melhor esclarecimento, considere a seguinte situacao hipotética do jogo:

19) Sorteio do Pergaminho:

O professor sorteia um pergaminho, ex.: Dividir 3 “paes” entre 4 “trabalhadores”.

29) Divisao do Paes:
o Um integrante do grupo se dirige ao bird do professor e recolhe 3 “paes” para seu grupo fazer
a divisao.
« Em seguida sdo posicionados 4 “trabalhadores egipcios” sobre a “mesa egipcia” (tabuleiro) para

auxiliar visualmente a distribuicao dos “paes”.

« Solucao esperada é que cada “trabalhador” recebera % de pao (notagdo moderna) e sua repre-

~ . ~ s’ . l l
sentacao equivalente em fragao egipcia: 5 + 7.

32) Recortando os Paes

e Os paes de papel serao circulos que podem ser divididos em fatias usando tesouras sem ponta

ou régua
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o Ao dividir, por exemplo, 1 pao em 4 fatias, os alunos desenham linhas no circulo criando 4

partes iguais. Em seguida fazem o recorte dessas fatias.

« Os alunos podem escrever as fragoes correspondentes em cada fatia (ex.: i)

49) Verificacdo Matematica

Antes de registrar no papiro, o grupo deve:

1. Somar as fragoes egipcias encontradas (ex.: 5 + i)

N

2. Conlferir se o total corresponde com a notagao moderna e se necessario realizar simplificacao

da fragio (3 + 1 =3).

Concluidas todas as etapas, o grupo podera anotar a solucao em seu papiro, como ilustrado na
Figura 46. O sorteio do préoximo “Pergaminho” com a situagao problema de divisdo s6 acontecera

apods todos os grupos validarem suas respostas; entao, o professor sortearda um novo desafio.

Critérios de Pontuacao

Os grupos pontuarao com base na exatidao da decomposicao e na justificativa das escolhas em

cada rodada.

Rigor Faraodnico:
e 1 ponto por resposta correta na notacao moderna.
e 1 ponto por decomposicao egipcia correta.
» 1 ponto extra se a soma verificadora estiver certa.

o Ao errar na verificagao perde se o ponto extra, mas pode corrigir.

Sugestdo para o Professor

Sugerimos que, durante ou apds o jogo, o professor faca os seguintes questionamentos:

1. E possivel obter diferentes formas de decompor a mesma fracdo em fracoes egipcias (Ex.:

31,1 31,14 1y9 i0 foi mais Gti Aes?
1 =5+t73 ou {=35+;+ )7 Qual versdo foi mais util para distribuir os paes®

2. Iniciar cortando os paes pela metade (%) facilita ou nao no processo de divisao?

3. Houve dificuldade ao dividir paes com denominadores impares (Ex.: 2 paes para 5 pessoas)?

Qual foi a estrategia que seu grupo resolveu utilizar?

4. Como seu grupo decidiu qual fracao unitaria usar primeiro em cada situagao problema? Todos

concordavam com estratégia que deveriam seguir?

5. Qual foi a parte mais desafiadora da atividade? Como vocé superou esse desafio?
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A importancia dessas perguntas é estimular a reflexao critica sobre os conhecimentos matematicos

necessarios para a realizacao e a dinamica do jogo, destacando, assim, os conceitos matematicos

mais relevantes para os alunos e discutir em grupo quais dos conceitos sobre fra¢des foram melhor

compreendidos ao longo da atividade.

Materiais para execucao e elaboracdo do jogo

Todo o material de arte conceitual, incluindo “Pergaminhos dos Grupos”, “Trabalhadores Egip-

cios”

, “Problemas Em Pergaminhos”, “Mesa Egipcia” e “Paes”, esta disponivel em anexo. Logo,

Serao necessarios:

10.

. Impresséao e confeccao de 10 “Problemas em Pergaminhos”.
. Uma “Mesa” e doze “Trabalhadores Egipcios” para cada grupo.

. Impressao e confec¢do em quantidade “paes” circulares (impressao em quantidade).

Tesouras sem ponta pelo menos um por grupo.

Lapis, caneta e cartolina.

. Impressao dos “Papiro do Grupo” em papel A4 para anotagoes das solucoes encontradas.
. Lousa e lapis de quadro.

. Recipiente para o sorteio dos “pergaminhos”.

Opcional: Data-show e slide com fundamentacao teérica (disponivel em anexo com link para

download em formato editavel).

Ferramentas digitais opcionais para verificacao das solugoes encontradas pelo professor ou alu-
nos: celulares, tablets ou computadores com links e aplicativos interativos de fragoes. Sugestoes
incluem “Fraction Circles” (link para aplicativo online disponivel em (THEATER, 2023))) e/ou
pégina virtual com links disponiveis em (BORTOLOSSI; FERNANDES, 2016).

Pés-jogo: O Banquete do Faraé

Apo6s a resolucao dos problemas de divisao, é hora de celebrar o sucesso com um banquete digno

do Farad! Nesta etapa, os grupos trabalharao juntos para criar uma exposicao visual das resolucoes

dos problemas resolvidos.

1.

Montagem do Banquete: Cada grupo cola seus paes recortados em um cartaz, mostrando
como dividiram os alimentos. Ao lado da representacao visual, os grupos expoem suas solucoes

em fragoes egipcias.

. Exposicao no Mural: Os cartazes sao entao colados na parede, criando um grande mural

intitulado “O Grande Banquete do Fara¢”. Os grupos transitam pela sala para analisar as
solugoes dos outros, comparando abordagens e resultados, aproveitando a oportunidade para

aprender com os colegas e apreciar a diversidade de solugoes.
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Materiais Necessarios:
e Cartolina.
o Caneta, lapis, borracha, régua tesoura sem ponta, cola e fita adesiva.

« Canetas coloridas, fitas decorativas, lapis de pintura (opcional para ornamentar).

6.2 Relatério da Aplicacao dos Jogos

O presente relatorio refere-se a aplicacao do produto educacional intitulado “Matemaéatica no
Tempo dos Farads: Aprendendo Fracoes com Fracoes Egipcias”, parte integrante da dissertacao
de mestrado vinculada ao Programa de Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional
(PROFMAT) da Universidade Federal de Campina Grande (UFCG). Este produto educacional foi
desenvolvido com o objetivo de explorar as fragoes egipcias como recurso didatico para o ensino de
fracoes, proporcionando contextualizagao histérica sobre a matematica egipcia. O relatério apresenta
os resultados da aplicacao de dois jogos educacionais em uma turma de 25 alunos do 9° ano do Ensino
Fundamental, na rede municipal de ensino de Carnaiba - PE. Os jogos foram aplicados nos dias 25
de abril a 16 de maio do ano de 2025, com o objetivo de avaliar a eficacia do produto educacional

em promover a compreensao das fracoes egipcias e sua aplicacao pratica.

6.2.1 1° Jogo Educacional: Pizzas Egipcias

No dia da aplicagdo, a turma foi dividida em seis grupos de trés alunos, totalizando 18 partici-
pantes. Sete alunos estiveram ausentes: cinco devido a participacao em jogos escolares e dois por
questoes de saiude. Cada grupo recebeu o “Papiro do Grupo” para registrar suas respostas. Para
auxiliar na explanacao, foram utilizados data show, pecas do jogo, lousa e lapis de quadro. Apds
a revisao teodrica e a explanacio das regras e critérios de pontuacao como ilustrado na Figura 48,
deu-se inicio a pratica do jogo.

Ao distribuir para cada grupo as “fatias egipcias” (fragoes unitédrias), os alunos foram orientados
a comparar as fatias sobrepondo uma a outra. Houve questionamento sobre a relagao entre o deno-
minador e o tamanho das fatias, no qual os alunos perceberam que quanto menor o denominador da
fragdo unitaria, maior seria o tamanho da fatia. Essa percepcao do tamanho de cada fatia foi 1til
durante as atividades, facilitando as escolhas que cada grupo precisou fazer ao preencher as pizzas
(fragoes) com as “fatias egipcias”.

Ao distribuir para cada grupo as “fatias egipcias” (fragdes unitérias), os alunos foram orientados
a comparar as fatias sobrepondo uma a outra. Houve questionamento sobre a relacao entre o deno-
minador e o tamanho das fatias, no qual os alunos perceberam que quanto menor o denominador da
fragdo unitaria, maior seria o tamanho da fatia. Essa percepcao em relacao ao tamanho de cada fatia
foi util durante as atividades, facilitando as escolhas que cada grupo precisou fazer ao preencher as
pizzas (fragoes) com as “fatias egipcias”.

O jogo disponibilizou 14 pizzas que representavam fragoes proprias, as quais foram distribuidas
na mesa do professor. Cada grupo escolheu uma pizza para iniciar a atividade e um “Papiro do

Grupo” para registrar sua solugdo. Os alunos, em grupo, fizeram a sobreposi¢do da pizza que
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Figura 48 — Evidéncias fotograficas do 1° jogo educacional. Fonte autor.

representava a fragao escolhida por eles com as “fatias egipcias” disponiveis (cada fatia representava
uma fragao unitaria com denominadores de 2 a 12) como ilustrado na Figura 49. Apds o sucesso na
sobreposicao, realizaram a “Verificacao” por meio da soma e simplificacao das fragdes, para comprovar
se a decomposi¢ao encontrada correspondia a fragao ilustrada na pizza. Em caso afirmativo, o grupo
conseguiu representar a fracao escolhida em fragoes egipcias e, nesse momento, foi feito o registro no
“Papiro do Grupo”.

O jogo teve duracao de 2 aulas de 50 minutos e decorreu por meio de rodadas e troca das pizzas.
A medida que todos os grupos terminavam a decomposicao, o grupo 1 passava sua pizza para o grupo
2, o grupo 2 para o grupo 3, e assim sucessivamente, até que todos os grupos tivessem trocado as
pizzas entre si. Cada troca de pizzas entre todos os grupos caracterizava uma rodada, e ao todo
foram realizadas 4 rodadas. Foi apresentado e colocado em pratica o critério de pontuacao do jogo

para cada rodada, estabelecido como “Critério Faradnico™:

1. Se o grupo acertasse na primeira tentativa: 5,0 pontos.
2. Se o grupo acertasse na segunda tentativa: 3,0 pontos.

3. Se o grupo levasse trés ou mais tentativas: 2,0 pontos.

Os pontos extras seriam dados para grupos que encontrassem mais de uma decomposicao valida.
A sugestao era que, a cada decomposicao extra valida, somaria 1,0 ponto a mais na atual rodada. Ao
final das 4 rodadas, o grupo com mais pontos ganharia um brinde (caixa de bombons a ser dividida
pelo grupo). A pontuacao se deu por meio da andlise da decomposigao descrita na folha de solugao

do grupo, como ilustrado na Figura 50.
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Figura 49 — Evidéncias fotograficas do 1° jogo educacional. Fonte: Autor.

Figura 50 — Evidéncias fotograficas do 1° jogo educacional. Fonte: Autor.
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Na Tabela 6, apresentamos os pontos obtidos pelos grupos por rodada. Nenhum dos grupos
obteve pontos extras, pois nao apresentaram mais de uma decomposicao valida. O Grupo 1 se
destacou ao obter a pontuagao maxima de 20 pontos, acertando todas as decomposi¢oes na primeira
tentativa em todas as rodadas. Ja os Grupos 2 e 3 obtiveram a pontuacao minima de 13 pontos,
enfrentando mais dificuldades nas primeiras rodadas. No entanto, é possivel observar que a maioria
dos grupos melhorou ao longo das rodadas, obtendo pontuacao mais alta nas ultimas rodadas. A
primeira rodada foi a mais desafiadora, pois fora a oportunidade na qual tiveram o primeiro contato
com 0 jogo, o que contribuiu para que a maioria dos grupos alcangassem uma pontuagao mais baixa.
Enquanto as ultimas rodadas foram mais faceis, pois os alunos ja estavam adaptados as regras e

dindmica do jogo.

Tabela 6 — Pontuagao do Jogo Pizza Egipcia: Juntando Fatias e Descobrindo Fracoes. Fonte: Autor.

Grupo 1* Rodada 2% Rodada 3% Rodada 4* Rodada Total
1 5 (1* tentativa) | 5 (1* tentativa) | 5 (1* tentativa) | 5 (1* tentativa) | 20
2 2 (3 tentativas) | 3 (2% tentativa) | 3 (2® tentativa) | 5 (1? tentativa) | 13
3 2 (3 tentativas) | 3 (2% tentativa) | 3 (2% tentativa) | 5 (1* tentativa) | 13
4 3 (2% tentativa) | 3 (2% tentativa) | 5 (1* tentativa) | 5 (1* tentativa) | 16
5 2 (3 tentativas) | 5 (1 tentativa) | 5 (1* tentativa) | 5 (1* tentativa) | 17
6 5 (1* tentativa) | 5 (1* tentativa) | 3 (2 tentativa) | 5 (1* tentativa) | 18

6.2.2 Desenvolvimento e Dificuldades Encontradas

O jogo foi dividido em quatro rodadas. Inicialmente, os alunos demonstraram facilidade na sobre-
posicao das fragoes com as pecas do jogo, mas encontraram dificuldades na verificagdo matematica
das decomposicoes, especialmente na soma e simplificacdo de fragbes. Com o passar das rodadas,
observou-se melhora significativa na autonomia e estratégia dos grupos. As dificuldades recorrentes

nos grupos observadas foram:

o Alguns grupos nao atentaram para a necessidade de manter uma estratégia de decomposicao
das fragoes, focando apenas na sobreposicao visual sem considerar a verificagao matematica da

resposta.

o Houve dificuldade na soma de fragoes e na simplificacdo, uma vez que muitos alunos nao
identificavam corretamente se deveriam multiplicar ou dividir numeradores e denominadores
para encontrar fragdes equivalentes. Em caso de erro, foi necessaria a intervencao do professor

para orientar se o proximo passo seria, dividir ou multiplicar as fracoes.
Observagoes feitas por rodadas:

o Primeira Rodada: A maioria dos grupos precisou de mais de uma tentativa para acertar
tanto a sobreposicao das pecas quanto a verificacdo mateméatica. Dois grupos apresentaram

dificuldades na sobreposicao; trés, na verificagao; e apenas um grupo nao enfrentou obstaculos.
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o Segunda Rodada: Todos os grupos, exceto um, acertaram a decomposicao e a verificacao
ja na primeira tentativa. O Grupo 3, que apresentou maiores dificuldades, recebeu apoio do

professor para a correta sobreposicao e verificagdo. Durante esse momento, os demais grupos,
1
6
ilustrado na Figura 51, onde o professor demonstrou e comprovou suas conjecturas através de

7. . . ~ _ 1 1
espontaneamente, utilizaram as pecas do jogo para verificar a equagao 1 = 5 + 3 + 5, como

calculos feitos coletivamente no quadro, o que gerou entusiasmo coletivo ao confirmarem que o

nimero 1 também pode ser escrito como soma de fragoes unitarias.

Figura 51 — Evidéncias fotograficas do 1° jogo educacional. Fonte: Autor.

o Terceira e Quarta Rodadas: Houve uma melhora significativa. Os alunos demonstraram
maior autonomia e desenvoltura, inclusive o Grupo 3, que elaborou uma estratégia propria para

decompor fragoes. Eles testavam combinagoes de pegas por tentativa e erro; por exemplo, se a
5
8
eram testadas até sobrepor a fracao, e depois confirmavam através da soma e simplificacao da

fracao era 2, a primeira peca que usavam para sobrepor a fracdo na pizza seria é, e as demais
fracdo. A associacao visual das pecas com a representacdo matemaéatica mostrou-se cada vez

mais evidente.

Apos a conclusao das rodadas, foi realizada a premiagao do Grupo 1 que obteve a maior pontuacao.
A premiacao teve um efeito positivo em incentivar maior envolvimento dos participantes durante a
aplicacao do jogo. Os papiros foram fixados em um mural no formato de um grande pergaminho,
permitindo a socializacao das estratégias e solugdes encontradas. Durante e ao final do jogo, foram
feitos questionamentos orais aos alunos em momentos oportunos, onde eles relataram as dificuldades

enfrentadas e os métodos utilizados para superar os desafios e alcangar as respostas corretas.

Questionamentos e Reflexdes

Para estimular a reflexdo sobre o contetdo, foram realizados os seguintes questionamentos:

1. Foram encontradas mais de uma representacao para uma mesma fracao em fragoes egipcias?

Resposta: Nao, pois os grupos buscaram sempre a representacao com o menor nimero de

pegas possiveis. Outras decomposigoes exigiriam o uso de mais pecas.
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2. Como o tamanho das fatias influenciou na escolha das fragoes unitarias? H& relacao com o

valor do denominador?

Resposta: Sim, pois fragbes com denominador muito grande as vezes necessitam de fatias com

mesmo denominador, e quanto menor o denominador, maior sera a fragao unitaria.

3. Houve fragoes diferentes com a mesma decomposicao em fragoes unitarias distintas? O que
isso diz sobre fracoes equivalentes?

Resposta: Os alunos citaram os exemplos de % e g, conjecturando que seriam “a mesma fragao
escrita de forma diferente”, dado que as representacoes visuais ocupavam espagos proporcionais

equivalentes.

4. Como usar fragoes egipcias para comparar fracoes e determinar qual é maior ou menor?

Resposta: Visualmente, as fatias maiores representam fragoes unitarias com denominadores
menores. Numericamente, a comparacao tornou-se mais intuitiva ao entender que denomina-

dores menores correspondem a fragoes maiores.

5. Qual foi a parte mais desafiadora da atividade? Como superaram o desafio?

Resposta: A maior dificuldade foi a verificacao e a escolha da primeira peca na decomposicao,
pois ela impactava as escolhas subsequentes. Observou-se que iniciar com fragdes unitarias de
denominadores pares ajudava na decomposicao em fragoes cujo denominadores também sao

pares.

Com base no questiondrio e na observagao do desenvolvimento dos alunos, o jogo mostrou-se eficaz
para a revisao dos contetudos referentes a fragoes. As “Fatias Egipcias” auxiliaram na percepcao da
relacao entre o numerador e o denominador de uma fragao, que influencia diretamente no tamanho
da pecga: quanto maior o denominador, menor serd a peca da fragdo unitaria. Com a dindmica
de sobrepor as “fatias egipcias” na fracao representada na pizza, além de ser um recurso visual,
permitindo que os alunos escrevam uma possivel decomposicao de fracao em fracoes egipcias, € feita
a “Verificacao”, por meio da soma e simplificacido, onde é determinada a fracado presente na pizza.

Os alunos argumentaram coletivamente que houve fragoes que identificaram como equivalentes,

como é o caso das fracoes 4 e & ambas apresentando a mesma decomposicdo em fracdes egipcias.

6~ 9
O jogo se tornou desafiador, segundo o relato dos alunos, na parte da “Verificagdo” que envolvia
procedimentos de calculo e a escolha da primeira pega na decomposicao, pois influenciariam na
escolha das demais pecas. No entanto, foram encontradas estratégias para superar esse desafio, como
iniciar com fragoes unitarias de denominadores pares em fragoes que tém denominadores pares, o
que se justifica pela utilizacao da fracao % na decomposicao, e as demais pecas seriam colocadas por

meio de tentativa e erro.

6.2.3 22 Jogo Educacional: As Encomendas do Faraé

No inicio da aula, foi dada a boas-vindas aos alunos, relembrando o primeiro jogo educacional
trabalhado, “Pizza Egipcia”, que explorou a representagao de fragoes como soma de fragdes unitarias

distintas, utilizada pelos egipcios, como podemos observar na Figura 52. Em seguida, houve um
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questionamento aos alunos sobre quais seriam, na opiniao deles, as razoes que motivaram os antigos
egipcios a utilizarem esse método de representacao. Alguns estudantes acreditavam que esse modo
de representar seria mais facil para eles, enquanto outros argumentaram que seria necessario sempre
escrever as fragoes de forma a tornd-las maiores, utilizando varios simbolos ao invés de somente
um. Foi entao estabelecido um paralelo entre a representacao moderna de fragoes, que distingue
numerador e denominador, e a representacao egipcia, que se fundamenta em um método pratico de

divisao focado na distribuicdo equitativa de recursos.
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Figura 52 — Evidéncias fotograficas do 2° jogo educacional. Fonte: Autor.

Para contextualizar o método pratico de divisdo dos egipcios, foi apresentada uma situacao-
problema com os alunos, envolvendo a distribuicdo de cinco sacos para oito pessoas. Utilizando a
representacao moderna, a situagao poderia ser escrita como g = 0,625. Em seguida, a turma foi
desafiada a fornecer um método para realizar essa distribuicao que garantisse que cada um recebesse
exatamente 0, 625. Naturalmente, os alunos encontraram dificuldade em descrever um método que
garantisse o valor exato que cada um receberia. Apods discussao, e desprendendo-se da necessidade
de chegar ao decimal 0, 625, mas focando em realizar a divisao de forma justa, os alunos chegaram
a conclusao de que seria possivel dividir os quatro primeiros sacos ao meio, resultando em 8 partes

que correspondem a metade de um saco, e o tltimo saco em oito partes iguais, permitindo que cada

pessoa recebesse metade de um saco e uma oitava parte do ultimo saco, ou seja, teremos g = % %,
recaindo na representagdo da fracdo em fragdes egipcias.

O jogo teve duracao de 2 aulas de 50 minutos e decorreu por meio de sorteio conduzido pelo
professor de cartoes no formato de pergaminhos, onde se encontrava um problema de divisdo de
“paes” entre os “trabalhadores do faraé”. Ao ouvir o problema, os grupos se dirigiam ao biré do
professor, selecionavam a quantidade de “paes” necessaria e posicionava o nimero de “trabalhadores”

na “mesa egipcia”. Com o uso de tesoura sem ponta, realizavam a divisao dos paes de forma que
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todos recebessem a mesma quantidade, mas em cada etapa da divisao era representada por fragoes
diferentes. O jogo inicialmente seria composto por 4 rodadas, porém foram feita somente 3 rodadas.
Pois os grupos precisaram de mais tentativas na divisao dos paes. Foi apresentado e colocado em

pratica o critério de pontuagao do jogo para cada rodada, estabelecido como “Rigor Faraonico”:

« 1 ponto por resposta correta na notacdo moderna.

e 1 ponto por decomposicao egipcia correta.

e 1 ponto extra se a soma verificadora estiver certa.

o Ao errar na verificagao perde se o ponto extra, mas pode corrigir.

Na Tabela 7 podemos observar a pontuacao de cada grupo:

Tabela 7 — Pontuagao dos Grupos no Jogo As Encomendas do Fara6. Fonte: Autor.

Grupo | Primeira Rodada | Segunda Rodada | Terceira Rodada | Total

1 3 9,0
6,0
8,0
9,0
6,0
6,0
7,0

N O Ot = W N
NN W W W
W = = W W N W
N W W W N =W

Os grupos 1 e 4 obtiveram as maiores notas, pois pontuaram em todos os critérios, como escrita em
anotagao moderna, egipcia e verificagdo da decomposicao, onde era registrado no “Papiro do Grupo”.
Os outros grupos nao obtiveram a mesma pontuacao, seja porque nao representaram a fracdo na
escrita egipcia ou porque nao realizaram a verificagdo. No entanto, todos os grupos conseguiram
converter a fracdo em uma soma de fracoes unitarias distintas ao dividirem os “paes”.

No pos-jogo, foi criado um mural intitulado “O Banquete do Fara¢”, onde os alunos trabalharam
juntos para montar cartazes com as solugoes encontradas. Essa atividade permitiu-lhes que compar-
tilhassem suas ideias e solu¢des com a turma, promovendo a socializagao e o aprendizado coletivo,

como ilustrado na Figura 53.

6.2.4 Desenvolvimento e Dificuldades Encontradas

O jogo apresentou desafios na parte matematica denominada “Verificagao”, onde os alunos ex-
pressaram dificuldades em soma e simplificacao de fragoes, mas ao comparar com o primeiro jogo,
percebeu-se que houve um ganho significativo na compreensao dessa operagao, permitindo realizar
uma nova revisao desses assuntos. Apds essa revisao, os grupos apresentaram erros pontuais, princi-
palmente no que se refere a encontrar o denominador comum das fragoes para poder realizar a soma,
onde foi feito uso do MMC (Minimo Miltiplo Comum). Outra opera¢do que o jogo possibilitou
revisar de modo pratico foi a divisao de fracdo por niimero natural, por exemplo, % =3 = % O uso

dos “paes” foi essencial para que os alunos compreendessem melhor, pois ao dividir um pao em 3
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Figura 53 — Evidéncias fotograficas do 2° jogo educacional. Fonte: Autor.

partes (ou seja, %) e em cada parte dividir em 3, obtendo 9 partes, facilitou para eles visualizarem por
1
9
por eles, “mantém a primeira fracdo e multiplica pelo inverso da segunda”. Com essa atividade,

que se obtém 3, nao se limitando somente a decoracao de “regras” para divisao de fracao, recitadas
compreenderam de forma clara e objetiva a divisao de fracdo por um niimero natural. Na Figura 54
podemos observar os alunos realizando a divisao dos “paes” aos “trabalhadores” de acordo com os

problemas que foram sendo sorteados.

Figura 54 — Evidéncias fotograficas do 2° jogo educacional. Fonte: autor.

Outra dificuldade apresentada foi verificar a solugao da divisao, por exemplo, ao dividir 3 “paes”
para 4 “trabalhadores”. Ao realizar toda a divisao dos paes, os grupos chegaram ao resultado de que

cada um recebeu % + }l de pao, mas ao somar a decomposicao para determinar a fracao %, os alunos
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estavam somando,

2 2 2 2 4 4 4 4 “\2 4)

Erro esperado, pois os alunos compreenderam que o resultado da divisdo era a soma de todas as
partes distribuidas. No entanto, ao fazerem isso, eles observaram que obtiveram o nimero de paes,

que era 3. Esse momento foi importante para explicar que o resultado da divisao foi o que cada um
1 3

) 4

Como a dinamica do jogo, é a divisao de paes que foram entregues em formato circular, cada um

recebeu, 5 + %, que resulta na fragao
ja subdividido em 24 partes, para auxiliar os alunos no recorte dos mesmos, que utilizaram tesoura
sem ponta, assim como outros materiais, como régua, lapis e borracha. Naturalmente, os alunos
erraram na forma de cortar ou danificaram os paes antes de recortar, fazendo com que fosse usado
um numero maior de paes do que o previsto, sendo que o jogo foi encerrado em 3 rodadas, em vez de
4, como foi planejado. Durante e ao final do jogo, foram feitos questionamentos orais aos alunos em
momentos oportunos, onde eles relataram as dificuldades enfrentadas e os métodos utilizados para

superar os desafios e alcancgar as respostas corretas.

Questionamentos e Reflexdes
Para estimular a reflexdo sobre o contetiido, foram realizados os seguintes questionamentos:

1. E possivel obter diferentes formas de decompor a mesma fragdo em fragoes egipcias (Ex.:
8141 g,8_ 1,1, 1y S0 foi mais dti fes?
s=5+tjoui=3+¢+53)? Qual versao foi mais 1til para distribuir os paes?

Reposta: Os alunos relataram que sim, é possivel ter diferentes formas de decompor a mesma

fracdo em fragoes egipcias. Eles mencionaram que, no caso da fracgao %, a decomposi¢ao em

% + i foi a mais 1util para distribuir os paes, pois era mais facil de dividir e utilizaria menos

fragoes na decomposicgao.

2. Iniciar cortando os paes pela metade (1/2) facilita ou ndo no processo de divisao?

Resposta: O aluno afirmou que iniciar cortando os paes pela metade facilita o processo de
divisao, pois ¢ mais facil de recortar e gerar fatias maiores para distribuicao dos paes, facilitando

entender e trabalhar na decomposicao.

3. Houve dificuldade ao dividir paes com denominadores impares (Ex.: 2 paes para 5 pessoas)?

Qual foi a estratégia que seu grupo utilizou para resolver?

Resposta: Os alunos relataram que houve dificuldade inicial ao dividir os paes com denomina-
dor impar. Trés grupos conseguiram encontrar estratégias diferentes para resolver o problema:
primeiro, desenharam em folha antes de recortar os paes propriamente ditos; outros tentaram
fazer os calculos antes de fazer a recortarem; e um terceiro grupo tentou fazer decomposicao por
meio de tentativa e erro, utilizando a fracdo unitaria desse denominador. Todos encontraram
o mesmo resultado esperado. Os demais grupos precisaram da intervenc¢ao do professor para

conseguir realizar tal decomposicao.

4. Como seu grupo decidiu qual fracao unitaria usar primeiro em cada situacao-problema? Todos

concordavam com a estratégia que deveriam seguir?
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Resposta: Os alunos relataram em grupo decidiram qual fragdo unitaria primeiro em cada

situagao contudo sempre priorizando iniciar pela fragao %

5. Qual foi a parte mais desafiadora da atividade? Como vocé superou esse desafio?

Resposta: Os alunos identificaram que as divisdes dos paes, a escolha das fragoes unitarias e
o recorte dos paes foram as partes mais desafiadoras da atividade. Eles destacaram que, com
a ajuda do professor e o trabalho em grupo, conseguiram superar essa dificuldade e aprender

sobre o método das fragoes egipcias.

Apébs a aplicacao do 2° jogo educacional e analise do questiondario, o jogo se mostrou eficaz,
assim como o primeiro, em revisar contetidos referentes a fragoes, mas também com uso em divisao
de fracdo por nimero natural. Nesse contexto, os alunos compreenderam melhor essa operacao de
forma prética, superando a abordagem tradicional que muitos deles conheciam apenas por meio da

regra “mantenha a primeira e multiplique pelo inverso da segunda”.

6.3 Discussao dos Resultados

Os jogos “Pizzas Egipcias: Juntando Fatias e Descobrindo Fragoes” e “As Encomendas do Farad”
mostraram-se eficazes no ensino de fra¢oes, permitindo que os alunos revisassem e aprofundassem seus
conhecimentos sobre representagio, soma, cédlculo do minimo multiplo comum (MMC), simplificacao
e comparacao de fragdes. A utilizacao de estratégias visuais nos jogos contribuiu significativamente
para o entendimento dos alunos, tornando a aprendizagem mais dindmica e colaborativa.

No jogo “Pizzas Egipcias”, os alunos se sentiram motivados a realizar calculos necessarios para
validar seus resultados, demonstrando interesses nos conteidos matematicos. Além disso, o jogo
despertou nos alunos interesse pela matematica egipcia. Ja o jogo “As Encomendas do Farad” realiza
uma abordagem pratica de como os egipcios realizavam suas divisdes, permitindo aos estudantes
uma compreensao melhor da representagao das fragoes egipcias e a operagao de divisao de fracao por
ntmero natural.

Ambos os jogos permitiram que os alunos conhecessem aspectos da cultura egipcia e desenvol-
vessem habilidades ao resolver problemas e realizar operagoes com fragoes. No entanto, verificou-se
que seria necessario que os alunos obtivessem conhecimento prévio dos conceitos de fragoes para que

a aplicacao dos jogos fossem mais eficazes e os resultados potencializados.
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7 Consideracoes Finais

Pretende-se que este estudo motive outras iniciativas a empregarem a histéria da matematica
como ferramenta de ensino, superando os contetidos apresentados de forma resumida como frequen-
temente é encontrado em materiais didaticos. Ao incorporar um enfoque histérico e cultural nas
aulas de matematica, podemos retratar a disciplina como um produto da criacdo humana voltado a
resolucao de desafios do dia a dia.

Um exemplo claro dessa perspectiva sao as fragoes egipcias que devido a sua importancia na
matematica atrairam a atencao de pesquisadores relevantes como Fibonacci. A forma como essas
fracdes sao postas — como a soma de fragoes unitarias distintas — esta interligada a abordagem
pratica que os antigos egipcios utilizavam para repartir seus recursos, sempre buscando a equidade
na distribuicao.

Diante dessa conjuntura, foi criado o material educacional intitulado “Desvendando a Matematica
no Tempo dos Farads: Aprendendo com as Fragoes Egipcias”, que inclui dois jogos pedagogicos:
“Pizza Egipcia: Juntando Fatias, Descobrindo Fragoes”, que se concentra na decomposicao de fracoes
proprias em fragoes egipcias, e “As Encomendas do Farad: Dividindo Paes como os Egipcios”, que
propoe uma divisao equitativa de bens segundo as praticas egipcias. Os dois jogos educativos facilitam
a revisao de conceitos essenciais ligados as fragoes. O primeiro método utiliza as chamadas “fatias
egipcias”, que sao fragoes unitarias distintas, com a intencao de ofertar uma representagao visual das
fragoes. O segundo complementa essa abordagem ao mostrar, de maneira lidica, a logica de divisao
que os egipcios empregavam ao repartir os “paes” entre os “trabalhadores do farad”.

A utilizacao do material educacional evidenciou que a integracao das fracoes egipcias como ferra-
menta pedagogica representa uma estratégia eficiente no ensino da matematica. Isso possibilitou que
os alunos revissem operacoes e caracteristicas das fragoes de forma pratica, contextualizada e com
relevancia histérica. A iniciativa incentivou a participacao dos alunos, favoreceu sua compreensao
tedrica e ajudou a formar uma perspectiva mais sistematica da matematica.

E fundamental destacar que a implementacio do material se deu com um ndimero restrito de
turmas, o que pode até certo ponto limitar a abrangéncia dos resultados alcancados. Diante do
que foi dito, recomenda-se que novos estudos repliquem e adequem esta proposta em outros niveis
de ensino e em diferentes contextos educacionais, a fim de verificar sua eficicia em outros cenérios.
Adicionalmente, sugere-se também a ampliacdo dessa abordagem, que enfatiza a importancia da
historicidade dos conhecimentos matematicos, para outros topicos do curriculo, como geometria,
medidas e algebra.

Portanto, compreende-se que investigar a historia da matematica como um recurso pedagégico nao
apenas melhora o processo de ensino, mas também possibilita a construcao de saberes de maneira
critica e contextualizada. Espera-se, assim, que outros educadores e/ou pesquisadores busquem
adotar praticas pedagogicas que integrem cultura, compreensao histérica e ensino de matemaética de

forma ludica para que os saberes nao se limitem as quatro paredes da escola.
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APENDICE A - Resultados Auxiliares

A.1 Principio de Inducao

Segundo (LIMA, 1998), o Principio da Indugdo é uma técnica de demonstragao eficiente para
conjuntos de nimeros naturais. Compreender o Principio da Inducao é praticamente equivalente
a entender os numeros naturais. Apresentamos a seguir uma breve exposicao sobre os ntmeros

naturais.

A.1.1 Conjunto dos Nimeros Naturais

Os numeros naturais constituem um modelo matematico que nos permite realizar operacoes
computacionais e de contagem. Sabemos que os niimeros naturais sao 1,2,3,4,5,.... A totalidade
desses nimeros constitui um conjunto, que denotamos pelo simbolo N e denominamos conjunto dos
nimeros naturais, ou seja, N = {1,2,3,4,5,...}.

Segundo (LIMA, 1998), atribui-se a Giuseppe Peano (1858-1932) a constatacao de que é possi-
vel elaborar toda a teoria dos ntimeros naturais a partir de quatro postulados basicos, conhecidos
atualmente como axiomas de Peano. Em linguagem matematica, podemos enunciar os axiomas da

seguinte forma:

A. Existe uma fungao s : N — N, que associa a cada n € N um elemento s(n) € N, chamado o

sucessor de n.

o B. A funcdo s: N — N ¢ injetiva.

C. Existe um tnico elemento 1 no conjunto N, tal que 1 # s(n) para todo n € N.

e D. Se um subconjunto X C Nétal que 1 € X e s(X) C X (isto é, n € X = s(n) € X), entdo
X =N

Reformulando os axiomas de Peano em linguagem corrente, sem o uso de notagao matematica pode-

mos reescrever da seguinte forma:

e« A’. Todo ntimero natural possui um tnico sucessor, que também é um nimero natural.

« B’. Numeros naturais diferentes possuem sucessores diferentes. Equivalentemente, niimeros

que tém 0 mesmo sucessor sao iguais.

o C’. Existe um tdnico nimero natural que nao é sucessor de nenhum outro. Este ntiimero ¢é

representado pelo simbolo 1 e chamado de “niimero um”.

o D’. Se um conjunto de nimeros naturais contém o ntimero 1 e, além disso, contém o sucessor de
cada um de seus elementos, entao esse conjunto coincide com o conjunto dos niimeros naturais,

isto é, contém todos os ntimeros naturais.
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Ao usar a notagdo s(n) para o sucessor do niimero natural n, teremos entao 2 = s(1), 3 = s(2),
4 = s(3), 5 = s(4), etc. Assim, por exemplo, a igualdade 2 = s(1) significa apenas que estamos
usando o simbolo 2 para representar o sucessor de 1. A sequéncia dos nimeros naturais pode ser
representada como uma cadeia infinita: 1, s(1), s(s(1)),s(s(s(1))),. .., onde cada termo é o sucessor

do anterior como ilustrado na Figura 55.

S S S S
1—2—3—4—...

Figura 55 — sequéncia dos nimeros naturais. Fonte: Autor.

As flechas ligam cada ntimero ao seu sucessor. Observe que nenhuma flecha aponta para 1, visto
que este nimero nao é sucessor de nenhum outro. A unido de todos os sucessores com o nimero 1

constitui o conjunto dos ntimeros naturais.

A.1.2 O Axioma da Inducdo

O tultimo axioma de Peano, que fundamenta todo o principio da demonstragdo por inducao, é
conhecido como o axioma da inducao. Esse axioma estabelece que todo niimero natural pode ser
obtido a partir de 1 por meio de repetidas aplica¢des da operagao de tomar o sucessor. Assim, por
exemplo, 2 é o sucessor de 1, 3 é o sucessor de 2, etc.

Podemos reformular o axioma da indugao do seguinte modo: um subconjunto X C N é chamado
indutivo quando s(X) C X, ou seja, quando n € X = s(n) € X, ou ainda, quando o sucessor de
qualquer elemento de X também pertence a X. Dito isso, o axioma da induc¢ado afirma que o tnico
subconjunto indutivo de N que contém o niimero 1 é o préprio N. Por exemplo, os nimeros impares
1,3,5,... formam um conjunto indutivo, que contém o elemento 1 mas ndo contém o sucessor de
todos os seus elementos, logo nao é igual a N.

Podemos estabelecer uma propriedade que nos permite formar a sequéncia dos niimeros impares

a partir do conjunto dos niimeros naturais. Essa propriedade pode ser definida como:
P(n)=2n+1, com ne€N.

Entao P : N — N estabelece uma relacao entre os niimeros naturais e os nimeros impares. Segundo
(LIMA, 1998), “propriedade” e “conjunto” sao nogoes equivalentes deste modo podemos afirma que
o conjunto X = P(n) e por sua vez X é tal que X C N.

O axioma da inducao, na teoria dos niimeros naturais e, mais geralmente, em toda a Matematica,
é fundamental devido ao fato de poder ser visto como um método de demonstracao conhecido como
Método de Indugao Matematica, Principio da Indug¢ao Finita ou Principio da Indugao, que estabelece

0 seguinte:

Teorema A.1 (Principio da Indugdo). Seja P uma propriedade referente a nimeros naturais. Se
1 satisfaz P e se, além disso, o fato de o mumero natural n satisfazer P implica que seu sucessor

s(n) =n+ 1 também satisfaz, entao todos os nimeros naturais satisfazem a propriedade P.

A validade do Principio da Indugao pode ser verificada da seguinte forma: suponha que uma

propriedade P satisfaga as condigoes do Principio da Indugado. Isso significa que P é verdadeira



(1)
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para 1 e que, se P é verdadeira para um nimero natural n, entdao também é verdadeira para n + 1.
Considere o conjunto X dos nimeros naturais que satisfazem P. Entao, X contém 1 e é um conjunto
indutivo, pois se n € X, entao n + 1 € X. Pelo axioma de Peano, o tinico conjunto indutivo que
contém 1 é N, portanto X = N. Isso implica que todos os niimeros naturais satisfazem a propriedade

P, o que prova a validade do Principio da Inducao.

A.1.2.1 Segundo Principio da Inducdo (Inducdo Forte)

Segundo (LIMA, 1998), em algumas situagoes, ao tentarmos fazer uma demonstragao por indugao,
na passagem de n para n + 1, sentimos necessidade de admitir que a proposicao valha nao apenas

para n, mas para todos os niimeros naturais menores ou iguais a n. Desta forma teremos que:

Teorema A.2 (Indugao Forte). Seja X C N um conjunto com a sequinte propriedade:
Dado n € N, se todos os niumeros naturais menores do que n pertencem a X, entaon € X.

Portanto, ao afirmarBV que um conjunto X C N com a propriedade (I) entio X = N.

Demonstrag¢io. Com efeito, supondo, por absurdo, X # N. Isso significa que existem nimeros
naturais que nao pertencem a X. Pelo Principio da Boa Ordenacao existe menor niimero natural n
que nao pertence ao conjunto X, ou seja, o menor elemento do conjunto N\ X. Como n é o menor
numero natural que nao pertence a X, todos os niimeros naturais menores que n pertencem a X, isto
é, para todo k menor que n com k € X. Pela propriedade (I) do conjunto X, se todos os nimeros
naturais menores que n pertencem a X, entao n também pertence a X, o que é uma contradicgao,
pois n foi definido como o menor nimero natural que nao pertence a X. Portanto, N\ X = & e,

consequentemente, X = N. [

Se um conjunto X C N goza da propriedade (I), para que um nimero natural n ndo pertencesse
a X seria necessdrio que existisse algum nimero natural & < n tal que £ ¢ X. No entanto, se
considerarmos o caso de n = 1, temos que {k € N | k < 1} = &, e portanto a hipdtese de que 1 ¢ X
nao pode ser cumprida, pois nao ha nenhum ntmero natural menor que 1 que possa nao pertencer a
X. Portanto, ao utilizar o Segundo Principio da Indugao, nao é necessario estipular explicitamente

que X contém o nimero 1, pois essa condi¢ao ja estd implicita na propriedade (I).

A.2 Principio da Boa Ordenacao

Segundo (LIMA, 1998) dado o subconjunto A C N, diz-se que o niimero natural ¢ é o menor
elemento de A quando g € A e, além disso, ¢ < x, para todos os elementos © € A. Por exemplo, 1 é
o menor elemento de N. Essa propriedade é fundamental para a ordem dos nimeros naturais e nao

tem equivalente nos conjuntos de niimeros inteiros, racionais ou reais.

Teorema A.3 (Principio da Boa Ordenacgao). Todo subconjunto ndo-vazio A C N possui um menor

elemento.

Demonstragdo. Para provar que todo conjunto nao vazio A de nimeros naturais tem um menor

elemento, podemos supor, sem perda de generalidade, que 1 ¢ A, pois se 1 € A, entdao 1 seria
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evidentemente o menor elemento de A. Nesse caso, o menor elemento de A deve ser da forma n + 1,
onde n é um ntmero natural. Precisamos encontrar um nimero natural n tal que n+ 1 € A e todos
os elementos de A sejam maiores do que n, ou seja, I, = {1,2,...,n} C N — A. Definimos entao
o conjunto X = {n € N;I,, C N — A}, que contém todos os nimeros naturais n tais que todos os
elementos de A sdo maiores que n. Como 1 ¢ A, temos 1 € X, e como A ndo é vazio, X # N. Pelo
ultimo axioma de Peano, X nao é indutivo, entdo existe um n € X tal que n +1 ¢ X. Isso implica
que todos os elementos de A sdo maiores que n, mas nem todos sao maiores que n + 1, e portanto

n+1€ A e é o menor elemento de A. [ |

A.3 Propriedade Arquimediana dos Ndmeros Naturais

A Propriedade Arquimediana, quando aplicada especificamente ao conjunto dos niimeros naturais
(N), estabelece que: Dados quaisquer nimeros naturais n e m, existe um nimero natural k tal que
km > n. Em termos intuitivos, essa propriedade garante que, por maior que seja um nimero
natural n, sempre é possivel encontrar um multiplo de outro natural m que o supere. Isso implica
que os numeros naturais nao contém elementos “infinitamente grandes”, qualquer nimero pode ser

ultrapassado por um multiplo adequado de outro. A seguir, apresentamos a demonstracao baseada
no trabalho de (MACIEL; LIMA, 2008).

Teorema A.4. Para quaisquer numeros naturais n,m € N, existe um niumero natural k € N tal que:
k-n>m.

Demonstragdo. Suponha, por contradicao, que existam n,m € N tais que para todo £ € N tenhamos

k-n < m. Isto implicaria que o conjunto:
S={k-n|keN}

é limitado superiormente por m. Pelo Principio da Boa Ordenacdo, S teria um maior elemento,

digamos ko - n. Mas entao (kg + 1) - n também pertence a S e:
(k0+1)n:k0n+n>k0n

o que contradiz a maximalidade de ky - n. Portanto, deve existir algum £ tal que k-n > m. [

A4 Série

Segundo (MACIEL; LIMA, 2008), dada uma sequéncia de ntimeros reais (a,), podemos formar

uma nova sequéncia (s,) da seguinte forma:
S1 = aq,
So = a1 + as,

83:CL1+(12+613,

Sp,=ai1 +ag+ -+ a,.
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O termo geral da sequéncia (s,) é chamado de n-ésima soma parcial, ou de reduzida de ordem n
de (a,). A sequéncia (s,) assim obtida é chamada de série infinita, ou simplesmente de série e é

denotada por

9
> a.
n=1

Série Convergente
Uma série >0, a, ¢ dita convergente se a sequéncia de somas parciais (s,) possui um limite

finito:

lims,=5S€e¢R

n—oo

Ou seja, a medida que mais termos sao somados, o valor de s, se aproxima de um numero fixo S.

A.4.0.0.1 Exemplo (série convergente):

S I S
o248

Essa série converge para 1:

Série Divergente

Uma série 0%, a,, é divergente quando a sequéncia (s,) nao possui limite finito, ou tende ao

infinito, ou ainda oscila sem se estabilizar.

A.4.0.0.2 Exemplo (série divergente):

i1—1+1+1+1+
—n 2 3 4

Essa é a chamada série harmonica, e ela diverge:

lim s, = 00
n—oo

Mesmo que os termos individuais % se tornem menores, a soma total cresce indefinidamente.
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ANEXO A - Fundamentacao tedrica e instrucao

para os jogos educacionais

Este anexo apresenta material em formato de slide para auxiliar professores na aplicacdo de
jogos educacionais, apresentando regras e dindmicas do produto educacional. Além disso, oferece
fundamentagao tedrica sobre o sistema de numeragao e fragoes egipcias, enfatizando seu método
pratico de divisao de recursos e introduzindo de forma ludica as fragdes egipcias. No proprio anexo,
estd disponivel o link para download do arquivo em formato PDF e PowerPoint. Nosso objetivo é

fornecer subsidios para professores e alunos melhorarem a compreensao das regras e dinamicas dos
jogos, com fundamentacao tedrica e historica.



ol
N 7
~. -

- ~

s N
//l\\

i [roduto E&ucacional
1D esvendando a l\/l‘:a’cemética
no Tempo dos ["arads:
Aprendendo com as | ragoes

ng’ Pcias

I- ducacional 22 Jogo FF ducacional

N

As Encon':endas do Faras:
Dividindo Paes como os E gipcios

"""
\={=27]

)= fo o

97

P R N S A R S RS R S AR S RS S S PR R R 1 i
1




Revisando o sistema de

-~ O', %
numeracao egipcia =7\

O sistema de numeragao cgipcio é basecado em simbolos que

representam Poténcias de 10, como 1, 10, 100, até 1 000 000. Ec}cs

usavam esses simbolos para formar nameros maiores, somando-os. &
For cxcmp]o, para rcprcscntar o numero 1 240, cles usariam um
simbglo para 1 00O, dois simbolos para 200 e quatro simbolos para
40. imPorl':antc notar que cada simbolo n3o Podia ser repetido mais
de 9 vezes. | diferente do nosso sistema, que é Posicionaﬂnquanto
o dos antigos Cgipcios cra aditivo, Pois cclics ndo usavam a Posiqéo

dOS algaﬁsmos Para dctcminar o valor, mas sim a soma CIOS simbolos.

eu sabio sudito, observe atentamente as tabelas e imagens
abaixo para que possa entender melhor os sesreclos da
numeracao egl'Pcia!

R X ee NNNN (1240
vi 1000 + 200 + 40
i NNNNN, (2050)
= e s m
¥4 _’)’h’_ W i ee n il (1567217)
1000 000 + 500 000 + 60 000 +7 000 + 200 + 10+ 7
Classe Namero Hierdgiif ignifi S de nt cd I Sistema de numeragdo egipcio
decimal Egipcio indo-arabico
Unidade 1 I Barra vertical 5 Illll
Dezena 10 n Alga 30 ﬂ ﬂ ﬂ
come 1w e | = & oo
Mithar 1000 I Flor de Ibtus 12 ‘ ennlil
Dezena de 1240 ieennnn
milhar 10 000 \ Dedo
Centena de o ! 1; nﬂnﬂﬂ
milhar 100 000 h Sapo 587017 &kh»“\;liie@-n"ﬂl

Unidade de m Deus com as . 3. W\ 111 M

mithao 1000 000 méos levantadas

2000000 LPEJ
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Numerais em
Embora o motivo Prcci SO hieréglifos Motivacoes para as escolhas de numerais segundo Imhausen (1927) p.19

egipcios
da CSCO“‘Ia CIC cada E o mais basico, o simples trago para representar uma unidade, é usado ndo apenas no
2 % = I Egito, mas também em uma variedade de outras culti , possivelmente originado de
thl‘ Oél; o no sistema CIC marcas em uma régua de contagem.

~ . - O renomado egiptélogo britanico Alan H. Gardiner (1879-1963), interpretou o simbolo do
numeracao Cg'PC'O nimero 10 como uma “algema para gado sem barra transversal”. Essa analise

- fundamenta-se no fato de que a variante deste signo com barra transversal funciona como
Pcrmancg:a lnCCI"tO, deog ou na palavra egipcia mdt ("estabulo”), enquanto a forma sem a
barra atua como fonograma no plural mdwt (“estabulos”). A razdo pela qual este simbolo
especifico foi lhido para rep taror | dez p ece incerta, embora
Gardiner sugira uma possivel conexdo com a pratica de agrupar dez animais sob uma
mesma algema.

estudiosos como

lmhauscn aprcscntam

O simbolo que representa 100, uma corda de medigdo, possiveimente aponta para uma
corda de medigdo que foi usada para medir o comprimento de um campo, que pode ter
tido um comprimento padrdo de 100 cévados.

A planta de Iétus branco, o fonog de XA, é frequent te retratada nas
representagdes egipcias como um elemento presente em paisagens, como ornamento e,
muitas vezes, com significado simbdlico em rituais ou atos religiosos. Possivelmente, sua
frequéncia (aparentemente ainda pode ser encontrada nos canais de irrigagdo egipcios
atuaimente) na paisagem pode ter resultado em seu uso como um simbolo para o nimero
1 000.

\ O hieréglifo de um dedo com valor de 10 000 sé é plausivel se a construgdo numérica

Possivcis#’ustiﬁ cativas

paraasc ccao de cada

simbolo, ilustradas na

Figura ao lado.

egipcia, semelhante a moderna construgdo inglesa, utilizou um conceito de ‘pacote’ de
milhares, ou seja, 'dez mil'. Assim, a ideia de 10 dedos, cada um valendo 1 000, torna o
uso do dedo como representagdo bastante plausivel.

O simbolo e para 100.000, um girino, provavelmente ndo precisa de muita explica¢do para

quem ja viu um lago de desova de sapos e a multiddo de girinos se desenvolvendo a partir
dele.

Finalmente, o maior dos simbolos numéricos egipcios, representando 1 000 000, é o deus
sentado Heh. Heh era um dos oito deuses primitivos, supostamente carregando o céu sob

a terra. A sua representagdo é frequentemente encontrada nas paredes do templo, vasos

e joias, onde supostamente concederia milhdes de anos de vida.

Fracoes Egipcias 7~
As Fraq.écs cgipcias constituem um sistema de represcentacdo de quantidadcs

fracionarias Positivas por meio da soma de fracdes unitarias distintas, ou scja,

1 2 >
Fraqc”)cs da forma =, em que N é um numero natural, sendo = a dnica excecao
n 9

ndo unitana juc os cgipcios utilizavam. (Cada fracao unitaria Possui um

denominador distinto, garantinclo que nenhum termo se rcpita. FPor cxcmplo, a

¢ 4 o
quantldadc E POCIC sScr cxprcssa cm Frac;f:io cgnpcna COomo:

4 1 1 1
== +=—+—.

L O CD
- NN
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A matematica cgipcia revela uma regra gcral para escrita das
2 1 : -
fracdes, com excecdo parazcparaz, que recebiam simbolo

Q especial para o representar como ilustrado na Fi ura abaixo.
Py P 3
1 1

=- O=_—.
LPE5 en 102
1l

i
O ou L =735
T 2

2
™ =3
As Fraq.c”)cs cgiPcias cram rcPrcscntaclas de uma forma diferente da &

ClUC usamaos !"I(?jﬁ. E_m VCZ C]C cscarcver o numcraclor c O dcnominador,

o0s CgiPCiOS usavam um simbolo CSPCCial sobrc o numero. FOF CXCmPlO,

1 ST
a ‘:ra(;?;io 2 €@ rcprcscntada como uma “Partc” dividida em 12 Partcs

Iguais. | 5 ) — Farte
i n' l — % Doze em Herééifo echios E

iQJogo I~ ducacional

Fizza Egipcia: Jun’cando I"atias,
@? 2 Descobrindo Iracdes

i gipcias Juntando F’nb’v
Dc scobrindo [ racdes

H(jc, vamos cxPlorar o jogo chamado
“Fiua Egipcia”! Nclc, vocés vao aprcnclcr
sobre fracdes de uma forma Prética e
divertida. O objctivo é dccompor fracoes
em somas de {:ra(;é')cs unitdras, como os
antigos cgl'Pcios faziam. Vamos trabalhar
em cquipc, desenvolver  habilidades
matematicas e l(’)gicas, e descobrir juntos
como as fracdes Podcm ser usadas de
forma criativa.
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@) Fragées

unitarias

N

Fatias Egipcias

Pizzas

ARR B A

HAAA
AdA

s 7

/ \ ;2,‘3?%‘ _:-_s'l
! % I/ A @ 3 ;_

\fﬂ

Cada fatia representando
respectivamente as fra¢des unitarias:

111 e 1112.

112,113, 1/4, 115, 1/6, 1/7, 1/8, 1/9, 1/10,

Cada pizza representa as fragdes 2/3, 3/4 e
4/5 e s@o compostas por soma de fragdes
unitarias iguais:

213 =1/3 + 1/3,
l4=14+1/4+1/4e

m 4/5=15+1/5+1/5+1/5
QDecomPonc’o a Frac;ao
T T m Fragoes ngpcxas a

Vamos utilizar as “Fatlas Egnpcnas \/)

Ja o C‘X(‘"’IP O abalxo

rcprcsentando cm Frac;ocs (‘SIPCIaS

ara CIC‘COI'H or as Frac;oes ClUC‘ cac]a Plua esta

101




N

%\/C rl{:l cacao

Q Dcpois de 5obrcpor as “I"atias Egipcias” na Pizza e verificar se tudo esta correto,
vamos realizar a partc mais imPortantc: a “Vcrificat;éo”! Nela, faremos a soma

dessas Frac;(”)cs e verificaremos se corrcsponcle, a Fraqéo que esta rcPrcscntacla na
Pizza. Se tiver sucesso, Parabéns! Vocé acabou de escrever a {:rat;éo em Fraq.écs

cgipcias. cha o cxcmplo abaixo: JAS

adi

VERIFICAGAO:

i
3ttt @
(1]

4. 3 BTG )

2T 127673

; »;‘Escrms: ulano, Cic
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% Matcnal para os grupos: %

Fapnm do Gmpo

o Agora cada grupo

% I scolhe uma Fizza
y _.\ p N ™ |

. ﬁ.'z’a : 15;3 o
\-u,‘.\: it %, ?; \-x;_;-k/ A=
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Agora faca dccomposigéo S

chois a verificacao

12)

ZQ) VERIFICAGAO:
ah at At

4 3

EERN
L
Quanclo todos os grupos rcsPonc]crcm, ?
troquem as Pizzas entre si. .
=N

Cada troca de
Pizzas
rcPrCSCntaré
uma rodada, ¢ o
jogo tera4
rodadas no
total.

¥
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@ £ (ritério [Taradnico =

1.9e0 grupo acerta na Primcira tentativa: 5,0 pontos.

2. Sc O grupo acerta na scguncla tentativa: 3,0 Pontos.

3. 9eo0 grupo levar trés ou mais tentativas: 2,0 pontos

e Pontos extras serdo dados para grupos que encontrarem mais
de uma dccomposigéo valida. 5ugcstéo a cada dccomposigéo

extra valida somara 1,0 a mais na atual rodada.

e Ao final do, o grupo com mais pontos ganharé um brinde.

&
L -

amos COlOCBI"

Q

em Prética!
] \

L’; A\ &=
y

45
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Vocé deve estar se Perguntanclo...
o7~

FPor que os antigos

cgipcios rchscntava as

Fragécs dessa forma tio

diferente utilizando soma

de fracses unitarias
distintas (fracses

cgipcias)?

No\®.

SL20

Os antigos egipcios tinham uma forma diferente de representar
Frac;ﬁes! [ nquanto nés usamos nimeros para representar o
?nﬂlmcro de partes em que o “todo” foi dividido) e o
numerador (nt’nmcro de Parl:cs tomadas do “toclo”), os cgipcios
usavam uma abordagcm baseada na ordem (ordinal). Por exemplo, a
Frag.é’o 1/12 signi{:icava que algo (“todo”) foi dividido em 12 partes
iguais, ou seja, 12,22 ... 112¢ 122 todas iguais entre si. |sso ajuclava a
garantir que a distribuicdo dessas partes fosse feita de Formajusta.
Quer saber como eles faziam isso? \Vamos ver alguns chmplos!

denominador
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_ixcmplo I
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i@ I:?‘):l Obscrvaqé’o "aradnica

cgipcios Erioriza que, em cada ct:zra

da distribuicao, scja feita de modo

que as pessoas obtenham as
maiores fracdes unitarias Possivcis e

- Jogo I” ducacional
As [T ncomendas do [Taras: Dividindo
O 05 E_giPci

Fé es com
oS L AN O T ST 7N L.

S

N LN AN Z
Y5 —

ncomendas do [Tarad: I
o FPacs como os E sipcios|

112

/O método de divisdo Prética dos\

que cada uma scja diferente entre si)

/N




O jogo “As [T ncomendas do [Faraé: Tz

D%viclindo FPaes como os E,gipcios” ' e e e T i
é uma atividade divertida que e :
combina matematica com historia.
Nclc, vocé aprcnclcré sobre como
os cgl'Pcios antigos faziam divisdes e

rcPrcscntavam Frag.é")cs de uma
maneira diferente da que usamos
|'|ojc. Vocé recebera desafios para
resolver Problcmas Pra'ticos de
divisdo de paes entre os trabalhadores do farad, o que ajuclaré a
desenvolver suas habilidades matematicas e a entender melhor como os
cgipcios antigos pensavam sobre as fracdes. E_spcramos que vocé se divirta

é e aprcncla muito com ele. g
1 dr

Dinamica do Jogo O
o
Inicialmente, a turma sera dividida em

grupos de 3 escribas (alunos).

113



¥ Dinamica do Jogo O

Voc&sjavcns escribas
terdo resolver o

E O Pro"&ssor(a) 'cr para toclos os :

escribas que est3o na aala: ¢ Problcma cligxo dofaras!

L2f

rro’:tssor sorteia um Pcngaminho.

ks

Exemplo o Profcssor(a) ler

o seguinte Prob!ema:

O

e, O faraé ordenou para que
scja dividido 3 Pécs entre
4 trabalhadores! @
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o)
ke

Frimeiramente devemos
Dividir dois paes Pc'a
metade e distribuir meia fatia

de (1/2) pao para cada
trabalhador.

p

Logo em scguida com o pdo
que sobrou rcpartimos em+4
partes iguais (1L/4) e
distribua uma fatia para cada
trabalhador.
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o)

Ao final, cada um
recebera meio (1,/2)
e quarta parte (1,/4)
de Péo.

T odo bom escriba

deve fazer a
verificacdo de sua

rcsposta!
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N
= I °
RS P SHp

Trabalhadores  Mesa
Egﬂpcios Egﬁpcia
G & & 6
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1) Rcsposta correta na notagao moderna: 1,0 Ponto.
2) DccomPosigéo cngcia correta: 1,0 ponto.
3) Ponto extra (1,0) se vcri{:icac;éo estiver certa.

Obscrvac;éo: Ao errarna vcrificac;éo Pcrclc se o Ponto extra,

Gy

mas Poc]c corrigir!

. A

Vamos colocar

Q

em Prética!
] \
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(Obtenha esse material Pelo:

5
OR-Code  [m]

ou
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ANEXO B - Pizza Egipcia: Juntando Fatias,

Descobrindo Fracoes

Este anexo apresenta os elementos graficos desenvolvidos para a elaboracao e aplicagao do jogo
educacional “Pizzas Egipcias: Juntando Fatias e Descobrindo Fragoes” FEsses elementos sao: Capa
do 1° Jogo Educacional®, destinada a ilustracdo e divulgacdo do material; Fracdes em Pizzas, repre-
sentadas em formato circular, com a notacdo moderna de fracoes proprias; Fatias Egipcias?, pecas
que representam fra¢oes unitarias utilizadas para sobrepor as fragoes dispostas no formato de pizza;

e, por fim, o Papiro do Grupo?®, que serve como registro das respostas durante a atividade.

Capa do 12 Jogo Educacional. Imagens geradas pelo ChatGPT com base em instrugoes do autor.
Imagens criadas utilizando PowerPoint e Paint, com base no modelo grafico disponivel em (TOMSON, 2018).

3 Folha de respostas destinada aos alunos. Fonte: autor.



CAPA DO 1°JOGO EDUCACIONAL

Pizza Egipcia: Juntando Fatias
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Descobrind Fragies




Fatias Egipcias (Fragoes Unitarias)
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Fracdes em [izzas
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ANEXO C - As Encomendas do Farad: Dividindo

Paes como os Egipcios

Este anexo apresenta os elementos graficos desenvolvidos para a elaboragao e aplicagao do segundo
jogo educacional “Encomenda do Faraé: Distribuindo Paes e Descobrindo Fracoes” Os elementos sao:
Capa do 2° Jogo Educacional!, utilizada para ilustrar e divulgacao do material; Paes?, representacoes
que compdem as pecas centrais do jogo; Mesa Egipcia®, que funciona como superficie de disposicao
dos elementos durante a atividade; e Trabalhadores Egipcios?, figuras que simbolizam os participantes

que sao empregadas para dinamizar a interagao no jogo durante a reparticao dos paes.

Capa do 2° Jogo Educacional. Imagens geradas pelo ChatGPT com base em instrugoes do autor.
Imagens criadas utilizando PowerPoint e Paint. Fonte: autor.
Tabuleiro do jogo. Fonte: autor.

Tlustracao elaborada pelo autor, utilizando elementos graficos provenientes da plataforma (GUAVANABOY, 2000).
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CAPA DO 2°JOGO EDUCACIONAL
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Mesa Egipcia
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Trabalhadores Eg
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E_ncomcndas do [aras
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