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Resumo

Esta dissertagdo propoe uma abordagem conceitual e formativa sobre o infinito, vol-
tada para professores da educagao bésica. A partir de uma perspectiva integrada, que
contempla aspectos historicos, filoséficos e matematicos, sao discutidos os caminhos
que conduziram a construgao e a formalizagao da nogao de infinito em diferentes con-
textos. O estudo contempla os infinitos enumeraveis e nao enumeraveis, com énfase em
conjuntos como os nimeros naturais, as sequéncias binarias e o conjunto de Cantor,
bem como nos numeros transcendentais m e e. Além disso, analisa paradoxos e apa-
rentes contradi¢oes que envolvem o uso do infinito, a fim de ampliar a compreensao
conceitual do tema. Trata-se de uma pesquisa de carater bibliografico, cujo objetivo
é contribuir para a formacgao docente por meio da articulagdo entre Histéria da Mate-

matica, fundamentos tedricos e da reflexdo critica sobre conceitos e demonstragoes.

Palavras-chave: Infinito; Historia da Matematica; Formagao de professores; Conjun-

tos numéricos; Niimeros reais.



Abstract

This dissertation proposes a conceptual and formative approach to infinity, aimed at
Mathematics teachers in basic education. From a historical, philosophical, and math-
ematical perspective, it discusses the paths that led to the construction and formal-
ization of the notion of infinity in different contexts. The study explores countable
and uncountable infinities, with emphasis on sets such as the natural numbers, binary
sequences, and the Cantor set, as well as transcendental numbers like 7 and e. It also
analyzes paradoxes and apparent contradictions involving infinity in order to enrich
the conceptual understanding of the topic. This is a bibliographical study intended to
contribute to teacher education by articulating the History of Mathematics, theoretical

foundations, and critical reflection on concepts and proofs.

Keywords: Infinity; History of Mathematics; Teacher education; Number sets; Real

numbers.
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1 Introducao

Alfred Tarski foi um l6gico e matematico polonés, amplamente reconhecido como
um dos maiores légicos de todos os tempos (SUGUITANI; VIANA; D’OTTAVIANO,
2016, p. 7). Em seu artigo intitulado Verdade e Demonstragio, dedicado & concep-
cdo semantica da verdadd] ele abre com uma reflexdo que expressa, com clareza e
honestidade, o sentimento de muitos autores que se debrugam sobre temas classicos e

recorrentes na Historia da Ciéncia:

O assunto deste artigo é bastante antigo. Ele tem sido frequentemente
discutido na literatura logica e filoséfica recente e nao seria facil contribuir
para essa discussao com algo de original. Receio que, para muitos leitores,
nenhuma das ideias colocadas aqui parecera essencialmente nova; ainda
assim, espero que possam encontrar algum interesse na maneira em que
o material foi arranjado e no modo como os assuntos foram articulados.

(TARSKI, 2007, p. 203)

O mesmo pode ser dito a respeito da tematica do infinito, cuja presenca atravessa sé-
culos de Histéria da Matemaética e da Filosofia (LORIN; BATISTA| 2023, p. 3). Ainda
que nao se proponha a apresentar ideias essencialmente novas, este trabalho tem como
objetivo reorganizar e explorar aspectos historicos, filosoficos, matematicos e computa-
cionais do conceito de infinito, oferecendo uma abordagem acessivel e significativa para
professores da Educacao Basica. Ressalta-se que, apesar da relevancia do tema para
a formacao docente, ele tem sido pouco abordado nas dissertacoes do PROFMAT, o
que evidencia uma lacuna e, simultaneamente, uma oportunidade para contribuigoes
originais no campo da Educacao Matematica, sobretudo no que concerne aos aspectos
computacionais da abordagem. Tal perspectiva estda alinhada com a valorizacao das
experimentagoes na aprendizagem matematica, como destaca a Base Nacional Comum

Curricular:

Apesar de a Matematica ser, por exceléncia, uma Ciéncia hipotético-dedutiva,
porque suas demonstragoes se apoiam sobre um sistema de axiomas e postu-
lados, é de fundamental importancia também considerar o papel heuristico
das experimentagoes na aprendizagem da Matematica. (BRASIL, 2018a,
p. 265)

1 A concepcdo semantica da verdade, proposta por Tarski, afirma que uma sentenca é verdadeira

se, e somente se, aquilo que ela afirma corresponde aos fatos. Tarski desenvolveu essa ideia no
contexto das linguagens formais, definindo rigorosamente o conceito de verdade a partir da nocéo
de satisfagdo em um modelo (BRANQUINHO; MURCHO; GOMES| |2020, p. 797).
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Ao nosso ver, a escolha do infinito como objeto de estudo, embora antiga e am-
plamente debatida, permanece fértil em possibilidades de abordagem, especialmente
no campo do ensino, pois permite a investigacao de processos que podem ajudar os
estudantes a aprimorarem sua compreensao das praticas matematicas e, inclusive, suas
capacidades cognitivas. Segundo |Nunes et al.| (2009)), existem objetos que, embora nao
sejam concretos, funcionam como instrumentos culturais que ampliam as capacida-
des cognitivas humanas, como é o caso dos niimeros. Nesse sentido, o infinito pode ser
compreendido como um desses instrumentos simbolicos, seja por sua estreita associacao

com os conjuntos numéricos, seja como entidade matematica em si.

[...] a educagdo desempenha um papel fundamental no desenvolvimento
da inteligéncia porque ¢é através da educacao que aprendemos a utilizar os
instrumentos culturalmente desenvolvidos que amplificam nossas capacida-
des. Nem todos os instrumentos ampliadores de nossas capacidades sao
objetos concretos. Muitos sao objetos simbdlicos, isto €, sao sistemas de
sinais com significados culturalmente determinados, como a linguagem e os
sistemas de numeracao. (NUNES et al., [2009, p. 19)

No contexto da formagao e da atuagao docente, uma compreensao mais profunda
das ideias que envolvem o infinito (visto que esse conceito perpassa toda a matematica),
seja em seu carater matematico, seja em uma perspectiva interdisciplinar, como a filo-
sofica ou a computacional, pode servir como uma valiosa ferramenta de aprimoramento

teodrico e pedagogico.

[...] o professor, no jogo do processo educativo, é o elemento que detém o
conhecimento mais elaborado sobre a pratica social e, por isso, possui auto-
ridade pedagogica. Deve, portanto, servir de elemento mediador da cultura
elaborada em relagdo aos alunos, de tal forma que estes deem um salto, da
interpretagao cotidiana para a compreensao elaborada da realidade. (LUC-
KESI, |1990, p. 206)

Assim, a compreensao aprofundada de conceitos matematicos por parte do professor
assume um papel ainda mais central, considerando sua fun¢do como mediador entre
o conhecimento sistematizado da Ciéncia e a interpretacdo de mundo que os alunos
trazem consigo. Como a apontam as base curriculares nacionais, a Matematica tem

um papel central na formagao dos estudantes:

Tais consideragoes colocam a area de Matematica e suas Tecnologias diante
da responsabilidade de aproveitar todo o potencial ja constituido por esses

estudantes, para promover agoes que estimulem e provoquem seus processos
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de reflexao e de abstracao, que deem sustentacao a modos de pensar criati-
vos, analiticos, indutivos, dedutivos e sistémicos e que favorecam a tomada
de decisoes orientadas pela ética e o bem comum. (BRASIL| 2018b, p. 518)

Dessa forma, a reflexdao sobre o infinito adquire nao apenas valor na construgao do
saber matematico, mas também um potencial formativo significativo no exercicio da
docéncia dessa ciéncia. E com esse propdésito que se apresentam, a seguir, os objetivos

que orientaram a elaboragao deste trabalho.

1.1 Objetivos

Objetivo Geral

Apresentar uma proposta de abordagem do conceito de infinito, fundamentada em
aspectos histéricos, filosoficos, matematicos e computacionais, com vistas a contribuir
para a formacao tedrica e didatica de professores da Educagao Bésica, oferecendo sub-
sidios que favorecam uma compreensao mais profunda e critica desse conceito e de sua
presenca na construcao dos conjuntos numeéricos e de outros elementos fundamentais

da Matemaética.

Objetivos Especificos

o Investigar o desenvolvimento histérico do conceito de infinito, destacando suas

principais interpretacoes filoséficas e matematicas ao longo do tempo;

o Analisar a construcao dos conjuntos numéricos a luz da nocao de infinito, com
énfase nas ideias de contagem, cardinalidade e nos diferentes tipos de infinitos

propostos por Cantor;

o Explorar paradoxos e aparentes contradigoes relacionados ao infinito, evidenci-
ando como esses fendmenos contribuem para uma compreensao mais ampla e

critica da Matematica;

o Apresentar recursos computacionais e estratégias didaticas que possam ser utili-
zados por professores da Educacao Basica para abordar o infinito e seus desdo-

bramentos no ensino da Matematica.

1.2 Metodologia

Este trabalho configura-se como uma pesquisa de natureza exploratoria, ao “le-
vantar informagoes sobre um determinado objeto” (SEVERINO, 2016, p. 132), com



Capitulo 1. Introdugio 17

abordagem predominantemente tedrica e de carater bibliografico. Como fontes da pes-

quisa, foram utilizados livros, teses e artigos cientificos:

A pesquisa bibliografica é fundamental, pois, além de ser auténoma, isto
é, independente das outras, serve de base, de alicerce para o fundamento e

alcance dos objetivos dos outros tipos de pesquisa. (LEITE, [2008, p. 47)

O foco principal recai sobre a investigagdo e reorganizacao de ideias relacionadas ao
conceito de infinito, por meio do levantamento, anélise e articulagao de fontes histéricas,
filosoficas, matematicas e computacionais.

O estudo parte da premissa de que a compreensao mais aprofundada de conceitos
classicos da Matematica pode contribuir significativamente para a formacao docente.
A Base Nacional Comum Curricular (BNCC) afirma a importéncia dessa ciéncia para
todos os estudantes da Educacdo Basica, tanto por suas aplicagdes quanto por sua

contribuicao a formagao de cidadaos criticos:

A Matematica nao se restringe apenas a quantificagdo de fendémenos deter-
ministicos — contagem, medicao de objetos, grandezas — e das técnicas de
calculo com os niimeros e com as grandezas, pois também estuda a incerteza
proveniente de fendmenos de carater aleatorio. A Matematica cria sistemas
abstratos, que organizam e inter-relacionam fenémenos do espago, do movi-
mento, das formas e dos niimeros, associados ou nao a fendémenos do mundo
fisico. Esses sistemas contém ideias e objetos que sao fundamentais para a
compreensao de fendmenos, a construcao de representacoes significativas e
argumentacoes consistentes nos mais variados contextos. (BRASILL 2018a,
p. 265)

Nesse sentido, a metodologia adotada envolve, sobretudo, a sistematizacao de contetdos
relevantes, selecionados a partir de sua pertinéncia para a formacao de professores de
Matematica da Educacao Basica, com o intuito de que tais contetidos contribuam para
uma abordagem mais acertada da disciplina em sala de aula.

Ao longo do trabalho, buscou-se integrar discussoes conceituais e demonstragoes
formais com reflexdes sobre possiveis desdobramentos didaticos, especialmente no que
se refere ao ensino dos conjuntos numéricos e a compreensao de no¢ées como contagem,
cardinalidade, continuidade e infinito. Em|Morais Filho (2014), encontramos a seguinte

recomendacao:

Ao escrever, vocé organiza suas ideias em um texto e espera ser entendido
por quem o leia. H4, nessa atividade, no minimo, duas pessoas: vocé e um

leitor. Por isso, nunca se esqueca de seus leitores, do que, na medida do
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possivel, vocé pode fazer para tornar as coisas mais simples e inteligiveis

para eles. (MORAIS FILHO)| 2014} p. 3)

A citacao anterior orientou a forma como o texto foi construido, ao menos na intengao
de que o que fosse escrito atendesse a critérios minimos de inteligibilidade para o leitor.
Mais a frente no texto, [Morais Filho| (2014) afirma: “as a¢oes para construgao de um
texto sao: planejar, escrever, revisar, reescrever, planejar, escrever, revisar, reescrever,
etc”. Expressando bem a dindmica que buscamos adotar neste trabalho. Espera-se que
o objetivo de produzir um texto ao mesmo tempo inteligivel, de leitura agradavel e com
elementos que ampliem os recursos matematicos do leitor tenha sido cumprido. Essa
perspectiva sobre o processo de escrita encontra eco nas palavras de Stephen King,

autor do livro Sobre a Escrita, em que ele afirma:

Estou chegando ao coragao deste livro com duas teses, ambas simples. A
primeira é que a boa escrita consiste em dominar os fundamentos (voca-
buldrio, gramética, elementos de estilo) [...] A segunda é que, embora seja
impossivel transformar um escritor ruim em competente, e embora seja
igualmente impossivel transformar um escritor bom em um incrivel, é sim
possivel, com muito trabalho duro, dedicacao e conselhos oportunos, trans-
formar um escritor meramente competente em um bom escritor. (KING,
2015, p. 124)

Diante da natureza exploratéria e tedrica deste estudo, a metodologia adotada visa
nao apenas a analise conceitual do infinito, mas também a construcao de uma narrativa
acessivel, rigorosa e significativa para a pratica docente. A escrita da dissertacao, nesse
contexto, foi tratada como um processo continuo de reflexao, revisao e aprimoramento,
conforme sugerem autores como |[Morais Filho (2014) e King| (2015). Este dltimo, ainda
que fora do campo académico tradicional, reconhece a escrita como um oficio que pode
ser aperfeicoado com trabalho arduo, dedicacao e atengao aos fundamentos, uma ideia
que também norteou a elaboracao deste texto. Na secao a seguir, apresentamos a
organizacao dos capitulos que compoem este trabalho, detalhando como os contetdos

foram estruturados ao longo da dissertacao.

1.3 Organizacao do Trabalho

O texto esta estruturado em sete capitulos, além deste capitulo de introducao e do

capitulo com as consideragoes finais.

o Capitulo 1 — Introdugao



Capitulo 1. Introdugio 19

o Capitulo 2 — Histéria do Infinito: apresenta um panorama histérico das
ideias sobre o infinito, desde os primeiros registros na Grécia Antiga até os avan-
¢os promovidos por Georg Cantor. Este capitulo busca mostrar como o infinito

sempre esteve entrelacado com a evolucao da prépria Matematica e da Filosofia.

o Capitulo 3 — Infinitos Enumeraveis: trata da construcao formal dos conjun-
tos infinitos enumeraveis, explorando as estratégias de bijecao entre conjuntos e
o conceito de cardinalidade. O objetivo é oferecer uma base sélida para que pro-
fessores compreendam como conjuntos infinitos podem ser contados, organizados

e comparados.

o Capitulo 4 — Infinitos Nao Enumeraveis: aprofunda a distin¢ao entre os
diferentes tamanhos de infinito, abordando a nao-enumerabilidade de certos con-
juntos, como o intervalo (0, 1), e a ndo enumerabilidade dos conjuntos R, P(N)
e {0,1}. Apresenta a prova da diagonal de Cantor e discute como essas ideias

ampliam o entendimento sobre o continuo.

e Capitulo 5 — O Conjunto dos Ntimeros Reais: analisa a estrutura e a cons-
trucao do conjunto R, explorando sua densidade, sua relagao com os racionais
e irracionais, e o papel das representacoes decimais. Discute também como a
incompletude dos racionais demanda a construgao dos reais, reforcando a impor-

tancia dos infinitos nao enumeraveis.

o Capitulo 6 — Explorando o Infinito: Paradoxos e Somas Infinitas: dis-
cute paradoxos classicos associados ao uso do infinito, como os de Zendao, e in-
troduz a nocao de soma de infinitas parcelas. A intencdo é mostrar como esses
problemas historicos e conceituais contribuem para o desenvolvimento do pensa-
mento critico e podem ser explorados pedagogicamente para provocar reflexoes

matematicas profundas.

« Capitulo 7 — Aparentes Absurdos Matematicos: O Infinito em 7 e v/2:
analisa construcoes e interpretagoes equivocadas que envolvem o uso do infinito
em contextos geométricos e numéricos. O capitulo tem como proposito revelar
como o raciocinio matematico pode ser levado ao limite, e como isso pode ser

explorado didaticamente para abordar questoes sobre rigor e demonstragcao.

o Capitulo 8 — Cédigos e Representagcoes Computacionais: Apresenta co-
digos em Python e SageMath voltados a simulagao e visualizacao de conceitos
ligados ao infinito, com o objetivo de fomentar o uso de tecnologias no contexto

do ensino.

Ao final, sdo apresentadas as consideragoes finais.
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2 Elementos Historicos

2.1 Introducdo: A Infinitude dos Primos

Um inteiro p > 1 é um ntimero primo ou simplesmente primo se seus tnicos divisores
inteiros positivos forem 1 e p. No livro IX dos Elementos é apresentada a seguinte

proposicao:

Os niimeros primos sao mais numerosos do que toda quantidade que tenha
sido proposta de nimeros primos. (EUCLIDES] 2009, p. 342)

Em termos gerais, nessa proposicao Euclides afirma que nao importa quao grande seja
a quantidade pensada para os primos, existira mais primos que essa quantidade inicial.
Assim a proposi¢ao anterior, mesmo sem enunciar diretamente, sugere a existéncia de
uma infinidade de nimeros primos. Grosso modo, ao afirmarmos que uma certa colecao
C é infinita, na verdade estamos dizendo que por maior que seja o nimero de elementos
contados de C, haverao outros elementos ainda nao contados.

Além de enunciar a infinidade dos primos, Euclides também apresenta uma demons-
tragao desse resultado. Para |Courant e Robbins (2000, p. 26) “a prova da infinidade
da classe dos primos conforme fornecida por Euclides permanece como um modelo de
raciocinio matematico”. Nela é utilizado um caminho indireto, que atualmente é conhe-
cido como demonstragao por contradicao ou reducao ao absurdo. As demonstragoes
por contradi¢do consistem em uma técnica que segue o seguinte o caminho: visando
provar uma implicacdo P = () supomos que P e ~ QI] ocorrem, com essa Suposicao
obtemos uma setenca que ¢ contraditoria, logo a suposicao é falsaﬂ.

A proposicao a seguir pode ser entendida como uma reformulagao da proposigao
euclidiana apresentada anteriormente. Embora Euclides nao tenha utilizado explicita-
mente a no¢ao de infinito, sua afirmacao, de que os niimeros primos sao mais numerosos
do que qualquer quantidade previamente considerada, expressa, em esséncia, a mesma

ideia.

Proposicao 2.1. Existe uma quantidade infinita de niumeros primos. E]

A notagao ~ ( representa a negacao da proposicao Q.

Morais Filho| (2013) apresenta algumas técnicas de demonstragéo, dentre ela a demonstragdo por
absurdo no Capitulo 16, com uma linguagem adequada para professores da Educagao bésica.
Essa proposicdo pode ser reescrita como: “Seja P o conjunto dos nimeros primos; entdo P é
infinito”, forma que se adapta bem & estrutura légica que apresentamos para demonstragées por
absurdo.

2
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Demonstragdo. Inicialmente vamos supor que a proposicao seja falsa, assim existem
finitos primos, e como estamos lidando com um ntmero que nao conhecemos, digamos
que haja n nimeros primos, que podem ser listados: py =2, po =3, p3 =05, ..., pp =
«, note que nao sabemos qual o maior nimero primo, o que nao é essencial para a

prova em si. Agora vamos analisar o niimero

X=pi-p2-ps-...-pn+1l

Note que X é maior que qualquer nimero primo da lista py, ps, p3, ..., Pn, pois inclui
o produto de todos os primos conhecidos acrescido de uma unidade. Logo X nao pode
ser um primo, pois supomos que o maior numero primo ¢é p,, entao somos levados a
acreditar que X é um nimero composto, e portanto um produto de niimeros primos
ﬁ Mas ao dividirmos X por qualquer um dos nuimeros py, ps, ps, ..., Pn, Obteremos
sempre resto 1. Logo existe algum primo que é divisor de X mas que nao faz parte da
lista p1, pa2, p3, ..., pn, contradizendo a afirmacao de que existem finitos primos, logo

existem infinitos nimeros primos. [ |

O argumento anterior ilustra que, independentemente do tamanho da colecao ini-
cial de primos, sempre podemos encontrar mais um que nao esteja na colegao. Esse
raciocinio exemplifica a no¢ao de infinito potencial, na qual o infinito nao é tratado
como um todo completo, mas como algo que pode ser continuamente expandido sem
nunca ser alcancado. Em contraste a concepc¢ao de infinito atual que considera o in-
finito como uma entidade existente, como no caso dos nimeros reais. O debate entre
essas duas visoes remonta a antiguidade e influenciou profundamente a Filosofia e a
Matematica. Um exemplo desse embate pode ser encontrado nas obras de Poincaré,
que rejeitava a nocao de infinito atual. Para ele, a existéncia de conjuntos infinitos,
como o dos numeros reais, dependia da atividade matematica e ndo de uma realidade
independente (SHAPIRO) 2015, p. 28).

A demonstracao da infinitude dos nimeros primos, apresentada por Euclides e valo-
rizada por sua clareza e rigor logico, evidencia como a Matematica, desde a antiguidade,
recorre a métodos dedutivos sofisticados para tratar de conceitos que ultrapassam a
experiéncia sensivel, como o préprio infinito. Esse uso do raciocinio abstrato e de
estruturas argumentativas formais revela um lado da Matematica que vai além da
mera manipulagdo numérica, trazendo a tona questdes mais profundas sobre a natu-
reza dos objetos mateméticos e a legitimidade de seus métodos. E nesse ponto que se
abre um espago fértil para a reflexao filosofica. A seguir, discutiremos os fundamentos

da Matematica, abordando algumas das principais correntes filoséficas que buscaram

4O resultado que garante a possibilidade de podermos escrever qualquer niimero composto como

um produto de niimeros primos é conhecido como Teorema Fundamental da Aritmética, uma de-
monstragao desse teorema pode ser encontrada em Hefez| (2013, p. 141) ou |Santos| (2009}, p. 9).
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compreender a natureza do conhecimento matematico, bem como da Ciéncia em si, e

especialmente, o papel do infinito em sua estrutura conceitual.

2.2 Fundamentos da Matematica

Ao longo da historia, é possivel perceber um fascinio dos filésofos em relagao a Mate-
matica (SHAPIRO, 2015 p. 19). J& na Grécia Antiga, essa relagdo era evidente, como
mostra a atuagao de Tales de Mileto, que é considerado o primeiro filésofo e também
um dos primeiros matematicos. Antes da especializacdo académica moderna, muitos
pensadores transitaram com naturalidade entre essas areas. Platao, por exemplo, via
na Matematica um modelo do pensamento racional; Descartes e Leibniz propuseram
sistemas filosoficos baseados em principios matematicos; ou mesmo com estudiosos que
tiveram uma formacao em Matematica como Frege e Russell que elaboraram criticas
e reconstrugoes da Matematica sob enfoque légico (BATISTA; LUCAS, 2011, p. 102).
Esses exemplos ilustram como Filosofia e Matematica sempre estiveram entrelacadas,
influenciando-se mutuamente.

Esse didlogo levou a formulacao de perguntas fundamentais sobre a propria natureza
da Matematica: quais sao seus objetos? Eles existem independentemente da mente
humana? O que torna uma proposicao Matematica verdadeira? Como é possivel
que uma ciéncia tao abstrata seja tao eficaz para descrever o mundo? (LOLLI, 2022,
p. 2) A tentativa de responder a essas questoes deu origem a diferentes concepgoes
filosoficas sobre a Mateméatica. Embora cada uma adote um ponto de partida distinto,
todas reconhecem que ha algo peculiar nessa ciéncia: ela lida com entidades que nao
pertencem ao mundo sensivel, mas que podem ser manipuladas com rigor e que possuem
grande poder explicativo.

O empirismo, por exemplo, defende que o conhecimento tem origem na experiéncia
sensorial (ALVES] 2011} p. 10). Contudo, essa abordagem enfrenta limita¢oes quando
confrontada com a Matemédtica. Como explicar, a partir da experiéncia, a certeza e a
universalidade de proposi¢coes Matematicas? Como justificar a validade de conceitos
que nao podem ser observados, como o infinito? (TILES, 2013, p. 370) Kant ja
apontava esses limites, afirmando que a Matematica nao depende da experiéncia, mas
da construcao racional de conceitos (ARELARO)| 2021, p. 78). Ainda que o infinito nao
seja acessivel diretamente aos sentidos, é possivel tratar com precisdo o comportamento
de objetos infinitos ou de operacodes que envolvem o infinito.

Trés correntes filoséficas se destacaram no século XX por suas tentativas de es-
tabelecer fundamentos sélidos para a Matematica: o formalismo, o intuicionismo e o
logicismo (TILES, [2013, p. 370). No formalismo, representado principalmente por

David Hilbert, a Matematica é concebida como um jogo simbélico, onde importam as
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regras de manipulacdo e a consisténcia interna do sistema. A axiomatizagdo da geo-
metria, por ele proposta em 1899, dispensava o apelo a intuigdo espacial e baseava-se
apenas na Légica e em axiomas explicitos (SILVA| 2007, p. 187). O significado dos
simbolos era secundario frente a estrutura formal do sistema.

O intuicionismo, por outro lado, enfatiza o papel da construcao mental. Desenvol-
vido por Brouwer, parte da ideia de que os objetos mateméticos sao criagoes da mente,
sendo validos apenas se forem construiveis. Isso implica rejeitar certas no¢des ampla-
mente aceitas, como a existéncia de conjuntos infinitos completos ou o uso irrestrito do
principio do terceiro excluido (BRANQUINHO; MURCHO; GOMES| 2020, p. 429). O
infinito, nesse contexto, s6 pode ser entendido como potencial, nunca como totalidade
concluida (TILES| 2013 p. 390).

J& o logicismo, proposto por Frege e desenvolvido por Russell, pretendia reduzir
toda a Matematica a Loégica. Para esses autores, os conceitos matematicos poderiam
ser definidos a partir de nog¢oes logicas fundamentais, e os teoremas, deduzidos a partir
de axiomas logicos (SHAPIRO, [2015, p. 158). Apesar de sua influéncia, o projeto
logicista encontrou dificuldades, como o paradoxo de Russell e as limitagoes impostas
pelos teoremas de incompletude de Godel. Além disso, como observa Tiles| (2013] p.
388), o logicismo tende a ignorar a forma como seres humanos realmente adquirem e
usam o conhecimento matematico.

Essas trés abordagens nao se esgotam, mas oferecem visoes contrastantes sobre a
Matematica: uma como jogo simbdlico, outra como construcao intuitiva, outra como
consequéncia Légica. Todas, no entanto, enfrentam o desafio de explicar o papel do
infinito, um conceito que, embora nao possa ser plenamente representado ou experi-
mentado, é central na estrutura da Matematica. O uso do infinito esta presente em

defini¢oes fundamentais, como a de limite:

Diz-se que o numero real a é limite da sequéncia (x,), e escreve-se
a = limz,, quando para cada nimero real ¢ > 0 for possivel obter um

inteiro ng tal que |z, — a| < €, sempre que n > ny. (LIMA] 2009, p. 107)

Mesmo observando que o simbolo co nao apareca explicitamente nessa defini¢ao, o
conceito de infinito estda presente de forma essencial. A exigéncia de que a proprie-
dade se verifique para todo n > ng expressa a ideia de um processo que se prolonga
indefinidamente.

Ainda que nao possamos construir o infinito como objeto completo, segundo o intui-
cionismo, temos uma noc¢ao intuitiva que permite lidar com ele formalmente. Modelos
axiomaticos foram desenvolvidos para trabalhar com conjuntos infinitos, e a Mate-

matica opera com tais estruturas com grande sucesso. Mas a pergunta permanece:
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tratamos o infinito como ele realmente é, ou apenas contornamos suas dificuldades por
meio de ferramentas que funcionam sem necessariamente revelar sua natureza?

Essas reflexdes nao encerram o debate, mas o alimentam. Na proxima secao, vere-
mos como a ideia de infinito foi sendo formulada e tensionada ao longo da Histéria da

Filosofia, influenciando o pensamento matematico desde a antiguidade até a moderni-

dade.

2.3 O Infinito na Filosofia

A palavra infinito, vem do latim infinitus (FERREIRA| 2010} p. 647), etimologica-
mente traz a ideia daquilo que nao tem limite, que ndo tem fim (COMTE-SPONVILLE]
2011, p. 316). O dicionério Novissimo Aulete traz a seguinte defini¢do para o termo:
“Que nao é finito; que nao tem limites nem medida: O espaco é infinito.”(AULETE,
2011, p. 792). Dessa forma, em termos gerais, a palavra infinito é dada aquilo que nao
é finito, que nao tem fim, ndo tem limite, ou ndo acaba. Na sequéncia apresentaremos
como alguns filésofos viam o infinito, com intuito além de langar luz sobre o conceito
em si, mas também elucidar como pode ter evoluido a abordagem matematica para o

mes1imo.

2.3.1 O Infinito na Filosofia Antiga

A investigagao filosofica sobre o infinito remonta aos pensandores da grécia antiga
(SILVA| 2016} p. 54), muitos desses pensadores buscaram compreender a origem e a
constituicao da realidade a partir de principios racionais. Embora suas formulagoes
ainda nao se apoiassem em uma linguagem Matematica formal, boa parte de suas
ideias anteciparam discussoes fundamentais sobre a infinitude do tempo, do espaco e da
matéria. Nesta subsecao, apresentamos algumas dessas concepg¢oes iniciais, destacando
como a nocao de infinito comecgou a ser formulada no contexto cosmolédgico e metafisico
por autores como Anaximandro, Zenao e Aristételes. Além disso, apresentaremos a
sintezacao feita por Aristoteles sobre o tema, ao inserir o conceito de infinito potencial

e infinito atual.

Anaximandro

Anaximandro (610 - 545 a. C.) foi um filésofos Grego, mas epecificamente da regiao
de Mileto, “era uma geracao mais jovem que Tales, de quem foi discipulo e amigo”
(HUISMAN]| 2001, p. 43). Anaximandro nao é conhecido pela histéria como autor
de novas proposi¢oes matemaéticas, apesar der ter produzido um resumo de geometria
(GOMPERZ|, 2011, p. 57). Mas diante de suas contribuigdes para o conhecimento



Capitulo 2. Elementos Historicos 25

com por exemplo, ser considerado o primeiro cientista [ o filésofo pré-socratico é
considerado o primeiro a escrever um texto grego em prosa, diferenciando-se dos demais
textos da época, por serem escritos em versos (REALE; ANTISERI, 2017, p. 31) e a

ele é creditada a producao do primeiro mapa, além de ser um astronomo competente:

A ele é atribuido a confecgao do primeiro mapa-mindi com a descri¢ao de
todo o mundo habitado conhecido de sua época; inventou o relégio de sol
pelo qual se poderia verificar a obliquidade do zodiaco; introduziu o uso
do gnomo (o esquadro) e a medicao entre as estrelas e o célculo de suas

magnitudes, sendo por isso considerado o iniciador da astronomia grega.

(CHAUT, 002, p. 59)

E de se supor, com base no que lhe é atribuido pelos historiadores da Filosofia, que
Anaximandro possuia uma sélida formacao matemaética. Sua principal proposicao fi-
loséfica era a de que o infinito seria o principio de todas as coisas (HUISMAN| 2001},
p. 43). Nessa perspectiva, pode-se conjecturar que seus conhecimentos mateméticos
tenham influenciado diretamente essa formulacao.

Seu predecessor, Tales de Mileto, afirmava que a origem de todas as coisas era a

agua.

Em primeiro lugar, a tese tradicional, que deriva de Aristételes, reza que,
para Tales, de algum modo, todas as coisas sdo agua; elas sao feitas de
agua. (MCKIRAHAN| 2013, p. 74)

Anaximandro, por sua vez, atribuia ao infinito a origem de tudo. O termo que
utilizava para designar esse principio, que hoje identificamos como infinito, era dpeiron
(MCKIRAHAN;, [2013, p. 81), significando:

aquilo que estda privado de limites, tanto externos (ou seja, aquilo que é
espacialmente e, portanto, quantitativamente infinito) quanto internos (ou
seja, aquilo que é qualitativamente indeterminado). (REALE; ANTISERI,
2017, p. 31)

Dessa forma, o dpeiron, por ser a origem de todas as coisas, ¢ ilimitado espacialmente e
abarca tudo o que existe. Sua esséncia consiste justamente em gerar e conter, de modo
indeterminado, todas as coisas a partir de si mesmo.

A originalidade do pensamento de Anaximandro estd justamente em propor um

principio que nao é um elemento determinado da natureza, como a dgua de Tales, mas

5 O primeiro texto de [Popper| (2019) é o ensaio De wvolta aos pré-socrdticos, onde o autor defende

a importancia do pensamento dos filsofos anteriores a Sécrates, dentre eles Anaximandro, como
precussor do método cientifico: “Mas afirmo que a teoria de Anaximandro abriu caminho para as
teorias de Aristarco, Copérnico, Kepler e Galileu” (POPPER] 2019, p. 8).
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algo indeterminado, ilimitado e imperecivel, o dpeiron. Essa escolha indica um salto
conceitual importante: ao invés de buscar no mundo sensivel a origem de todas as coi-
sas, Anaximandro aponta para uma realidade que transcende os limites da percepcao e
da defini¢ao. Com isso, introduz no pensamento filosofico e, indiretamente, na Histéria
da Ciéncia e da Matematica, a nocao de infinito como fundamento. Sua concepcao de
um principio infinito nao apenas antecipa discussoes posteriores, como também revela
uma intuicdo poderosa: de que a origem do mundo nao poderia ser algo finito, delimi-
tado ou corruptivel, mas sim uma realidade inesgotavel que sustenta e gera todas as

demais.

Zenao de Eléia

Zenao de Eléia (c. 490 a.C. — c. 430 a.C.) foi discipulo de Parménides (GOMPERZ|,
2011, p. 178) tendo se destacado por sua tentativa de defender as teses de seu mestre
por meio de argumentos que desafiavam o senso comum (REALE; ANTISERI, 2017,
p. 52). Seu pensamento teve grande importancia para o desenvolvimento da nogao
de infinito, especialmente ao propor situagoes que colocavam em tensao as ideias de
multiplicidade, espago, tempo e movimento. O pensamento central Parménides, mentor
de Zenao, era “o ser é e nao pode nao ser; o nao ser nao é e nao pode de nenhum
modo ser” (REALE; ANTISERI, 2017, p. 48). Assim, para Parménides, mesmo que

contrariando as percepc¢oes dos sentidos, nao haviam mudangas no mundo:

Os adversérios de Parménides sustentavam que um corpo pode, movendo-se
de um ponto de partida, chegar a uma meta estabelecida. Zenao, com sua
argumentacao, confuta essa teoria: de fato, esse corpo, antes de alcancar a
meta, deveria percorrer a metade do caminho que deve percorrer, e antes
ainda, a metade da metade e assim por diante, ao infinito (a metade da
metade da metade ...jamais chega a zero) (REALE; ANTISERI, 2017, p.
52)

Ainda que Zendo nao oferecesse respostas definitivas, seus argumentos (que sao
notadamente paradoxos) evidenciam uma intuigao filoséfica sofisticada sobre o uso do
infinito em raciocinios abstratos. Alguns desse paradoxos, que acredita-se inicialmente
serem 40 ao todo (MCKIRAHAN, [2013, p. 302), serao explorados com mais profundi-
dade no Capitulo [0} dada sua relevancia histérica e filoséfica para a compreensao dos

limites da razao e para o desenvolvimento da Matematica.

Aristoteles

Aristoteles (384-322 a.C.) era um fil6sofo grego cuja influéncia atravessou milénios.

Seus estudos trataram de praticamente todas as ciéncias conhecidas na Antiguidade:
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Matematica, Fisica, Biologia, Légica, Etica e Metafisica, entre outras (HUISMAN|
2001, p. 62). Em seu Historia da Filosofia Ocidental, Russell escreve o seguinte acerca
de Aristoteles:

Aristételes viveu no final do periodo criativo do pensamento grego, e apés
a sua morte dois mil anos se passaram até que o mundo visse outro filésofo

que estivesse mais ou menos a sua altura. (RUSSELL; 2015, p. 207)

No que diz respeito ao infinito, Aristételes foi um dos primeiros a discutir sistema-

ticamente o tema sob uma perspectiva filoséfica e cientifica.

Em Fisica III, 4-8, por exemplo, Aristételes, tematiza o infinito/ilimita-
do/indeterminado (dpeiron) (que se apelide o trecho de Tratado do Infi-
nito); busca decidir, primeiro, se ele é ou néo (ei éstin & mé) — afinal, uma
noc¢ao quase tao negativa quanto a de nao-ser, pelo menos enquanto “ser”
for “ser determinado”, teria de saida grandes chances de sequer ser — e, em
caso afirmativo, o que ele é (ei éstin, ti estin). (RIBEIRO, [2011} p. 99)

Ele distinguia entre o infinito atual (entendido como um todo completo, existente
em si) e o infinito potencial, concebido como aquilo que estd sempre em processo, como
uma possibilidade de ser continuamente aumentado ou dividido, mas nunca plenamente
realizado. Para Aristételes, o infinito atual ndo existe na realidade, sendo uma ideia
incoerente com os principios de sua filosofia da natureza. Ja o infinito potencial, por
outro lado, pode ser admitido em contextos como o tempo, o espaco e a divisibilidade da
matéria. Essa distingao influenciou profundamente o pensamento ocidental por séculos,
moldando a maneira como o conceito de infinito foi abordado tanto na Filosofia quanto

na Matemaética.

2.3.2 O Infinito na Filosofia Moderna

A reflex@o sobre o infinito ganha novo félego na modernidade, sendo abordada por
diversos filosofos que, a partir de diferentes perspectivas, buscaram compreender suas
implica¢oes na Filosofia e na Matematica. Autores como Gottfried Wilhelm Leibniz,
Immanuel Kant e Georg Wilhelm Friedrich Hegel contribuiram, cada um a seu modo,
para ampliar a nocao de infinito no pensamento ocidental. Suas contribuigoes nao ape-
nas influenciaram a Filosofia, mas também estabeleceram fundamentos importantes
para o desenvolvimento posterior da Matematica Moderna, culminando nas formula-

¢oes de Georg Cantor.
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Leibniz

Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716), filésofo e mateméatico alemao, ocupa um
lugar central na transicao entre o pensamento filoséfico classico e os fundamentos da
Ciéncia Moderna. [Batista e Lucas| (2011, p. 102) destacam Leibniz como uma figura
central na histéria da Matematica, cuja contribuicao ultrapassa o campo técnico e
alcanca fundamentos logico-filoséficos profundos. Ele é apontado como um dos respon-
saveis por avancos na algebra estrutural e por uma visao do conhecimento matematico
que articula rigor, generalidade e abstracao, elementos que prepararam o terreno para
teorizagOes posteriores como a de Cantor.

Sua concepg¢ao do infinito é marcada por uma tentativa de conciliar o raciocinio
racionalista com a ideia de que o infinito, embora incompreensivel em termos absolutos,

pode ser utilizado legitimamente no pensamento matematico.

Leibniz tem nao apenas uma Mateméatica do infinito, mas também uma
filosofia do infinito. O tratamento do infinito a partir da Matematica faz
as vezes de uma introdugao para pensar a infinitude divina e a infinidade

predicados que caracteriza a nog¢ao completa da substancia criada finita.
(LACERDA., 2016, p. 40)

Para Leibniz, o infinito nao pode ser tratado como uma totalidade concluida, ele rejeita
o infinito atual como entidade real. No entanto, aceita o uso de quantidades infinita-
mente pequenas (infinitésimos) e de séries infinitas como ferramentas validas no calculo
e na descrigdo do mundo. Lacerda; (2016) traz a seguinte frase, atribuida ao filésofo

alemao:

Para falar propriamente, é verdade que ha uma infinidade de coisas, isto
é, que ha sempre mais do que podemos determinar. Mas nao ha um na-
mero infinito, nem uma linha ou outra quantidade infinita, se tomados
como verdadeiros todos, como é facil demonstrar. (LEIBNIZ, 1990, apud
LACERDA, 2016, p. 46).

Essa concepcao permite uma abordagem operacional do infinito que sera retomada
mais tarde por Cantor, embora com uma fundamentagao de natureza distinta. A Légica
e a Mateméatica ganham, com Leibniz, uma nova dimensao conceitual que antecipa
desenvolvimentos importantes, como o uso de linguagem simbdlica e o papel da razao
formal. Sua nocao de “moénadas”, entidades indivisiveis e infinitamente numerosas que
compdem a realidade(ANDRADE; OLIVEIRA| 2022, p. 18), é também uma expressao
de um infinito em poténcia, pertencente a uma parte da realidade que s6 pode ser
pensada (ANDRADE; OLIVEIRA| 2022, p. 19), ndo observada, mas que se apresenta

como multipla.
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Dessa forma, Leibniz mantém o infinito como um conceito funcional e matematica-
mente produtivo, mesmo que nao o reconheca como realidade plena. As contribuigoes
de Leibniz exemplificam o entrelagamento entre fundamentos l6gicos e filoséficos da
Matematica, sendo centrais para compreender o desenvolvimento histérico e conceitual
dos sistemas algébricos e das nogoes de estrutura (BATISTA; LUCAS| 2011, p. 102).

Immanuel Kant

Immanuel Kant (1724-1804), um dos principais filésofos do pensamento moderno,
abordou o infinito no contexto de sua filosofia transcendentalf| especialmente na obra
Critica da Razao Pura. Para Kant, o infinito ndo é um dado empirico, nem um conceito
extraido da experiéncia sensivel, mas uma ideia da razao uma construgao que emerge
da necessidade de pensar totalidades inatingiveis. Assim, para Kant, os conceitos como
o de infinito nao podem ser construidos a partir da intui¢ao sensivel, mas pertencem ao
dominio das ideias da razao pura, exercendo um papel regulador no pensamento, sem,
no entanto, possuirem uma correspondente objetividade empirica (ARELARO, 2021,

p. 79).. Sobre o conchecimento matematico e a experiéncia, ele escreveu:

A Matematica fornece o exemplo mais brilhante de uma razao pura se
ampliando por si mesma sem o auxilio da experiéncia. Exemplos sao con-
tagiantes, em especial para a mesma faculdade, que busca ter em outros

casos, naturalmente, a mesma sorte que teve em um. (KANT, 2015, p.
531)

Conceitos como a infinitude do tempo e do espago nao sao, para Kant, propriedades
do mundo em si, mas formas puras da sensibilidade humana. O tempo e o espaco sao
condicoes subjetivas que estruturam toda experiéncia possivel, sendo, portanto, proje-
¢oes da propria razao humana, que antecedem a experiéncia e moldam os fendmenos
(ARELARO, 2021, p. 78). Desse modo, a infinitude atribuida ao tempo e ao espago
nao decorre de uma realidade objetiva e externa, mas da estrutura do proprio sujeito
que conhece, o qual busca o incondicionado como ideal da razao. Como destaca Are-
laro, “Kant mostra, com isso, que a Filosofia nao pode imitar o método matematico,
uma vez que nao pode construir conceitos a partir da intuigao a prior:” (ARELARO|

2021, p. 78).

6

Quanto ao conceito de filosofia transcendental, Kant escreveu:

Eu denomino transcendental todo conhecimento que se ocupe nao tanto com os obje-
tos, mas com o nosso modo de conhecer os objetos. Um sistema de tais conceitos se
denominaria filosofia transcendental. (KANT] 2015 p. 60)
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O conchecimento filosdfico é o conhecimento da razao por conceitos, e o
matematico por construcao de conceitos. Construir um conceito, porém,
significa expor a intuicao a priori a ele correspondente. Para a construcao

de um conceito, portanto, é exigida uma intuigao |[...].(KANT} 2015, p. 531)

Essa distin¢ao metodologica, entre conceitos construidos com base na intuicao e aqueles
apenas pensados pela razao, permite compreender por que Kant classifica o infinito nao
como um objeto matematico construido, mas como uma ideia reguladora.

Assim, podemos perceber que, para Kant, embora o infinito ndo possua existéncia
objetiva, essa ideia orienta o pensamento na busca por totalidades e fundamentos ulti-
mos, exercendo um papel essencial na organizacao e sistematizacao do conhecimento.
Essa distingao entre o que pode ser conhecido pela experiéncia e o que pode apenas ser
pensado como ideal teve um impacto profundo no pensamento moderno, delimitando
seus caminhos e preparando o terreno para abordagens mais abstratas do infinito nos

séculos seguintes.

Georg Wilhelm Friedrich Hegel

Georg Wilhelm Friedrich Hegel (1770-1831), figura central do idealismo aleméao,
elaborou uma concepcao dialética[] do infinito que rompe com o entendimento tradici-
onal. Logo no inicio da Ciéncia da Logica, Hegel problematiza a passagem do finito ao
infinito(HEGEL, |1812)), destacando que o que costumeiramente é chamado de infinito,
um processo de constante superacao de limites, permanece preso a negagao do finito,

sem jamais supera-lo de fato:

[...] para Hegel, o verdadeiro infinito ndo pode ser obtido por esse suceder
infinito de finitos. O finito e o infinito sao aspectos do real, aparentemente
em eterna oposi¢ao que originariam todas as outras oposigoes, tais como a
entre sujeito e objeto, teoria e pratica. (BARBIERI, 2012, p. 53)

Para Hegel, o verdadeiro infinito nao é algo externo ao finito, mas se realiza na
propria superacao dialética deste. O infinito auténtico é aquele que nega a sua nega-
¢ao: um movimento de retorno a si, uma unidade dindmica entre finito e infinito, que

expressa a totalidade concreta. Como analisa Barbieri:

[...] finito e infinito compreenderiam uma unidade formada justamente
pela reposicao de um pelo outro, na medida em que ser infinito requer,

em si, o ser finito — porque sendo nao seria infinito — ao mesmo tempo em

7 A dialética no sentido de Hegel, é vista como uma sintese de opostos, e como ambos se determinam

reciprocamente (ABBAGNANO, 2012} p. 318).
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que o finito requer, para ser finito, a restricdo de si colocada ao infinito.
(BARBIERI, 2012, p. 53)

Essa formulagao também se contrapoe a concepgao kantiana, que tratava o infinito
como uma ideia reguladora sem realidade objetiva. Hegel, por sua vez, propoe que o
infinito esteja presente no proprio real, imanente a vida do Espirito e ao movimento
da realidade. Como sintetiza Vinicius dos Santos, “é a tese da imanéncia dinamica do
finito no infinito o indice que permite ao pensamento hegeliano sustentar e compreender
as contradigoes inerentes ao real” (SANTOS| 2021, p. 433).

Essa concepc¢ao do infinito nao apenas ultrapassa a visao quantitativa e abstrata
herdada da tradigao aristotélica, como também antecipa questionamentos modernos
sobre a relacao entre o finito e o ilimitado. Sua influéncia repercute em debates filoso-
ficos posteriores sobre a totalidade, o absoluto e o lugar do infinito na constituicao do
pensamento e da realidade.

A contribui¢ao de Hegel para a Filosofia da Matematica é inseparavel de sua critica
a Loégica formal e de sua concepcao dialética do infinito. Em contraste com Platao,
que situava os objetos matematicos no “mundo das ideias”, eternas, perfeitas e aces-
siveis apenas a razao, Hegel insere esses objetos no processo dinamico da realidade,

enfatizando sua natureza historica e mediada pelo conceito.

Hegel e Platdao “nutriram-se de matematicas”, receberam uma formacao
Matematica de altissimo nivel e se ocuparam tecnicamente de problemas
de Matemética, particularmente de geometria. E muito dificil, portanto,
que Hegel e Platao se permitam definir a natureza dos niimeros, ou em geral
dos entes matematicos, de maneira que contradiga os pressupostos, a praxe,
e os resultados das ciéncias Matematicas do seu tempo. (CATTANEI, 2001,
p. 44)

Ambos os filésofos reconhecem o carater racional e necessiario da Matematica, mas
diferem quanto a natureza dos objetos matematicos: enquanto Platao os concebe como
entidades fixas e separadas do mundo sensivel, Hegel os entende como momentos do
desenvolvimento da razdo, integrados ao movimento do espirito (CATTANEI, 2001},
p. 45 — 46). Como destaca |Cattanei (2001, p. 45), a Filosofia de Hegel permite
uma reinterpretacao dos objetos mateméaticos, nao como substancias atemporais, mas
como construgoes que emergem de um processo racional em constante desenvolvimento,
sendo, portanto, parte da totalidade concreta do real. Tal concepgao oferece uma
alternativa potente as visdes fragmentadas ou estritamente formais da Matematica
Moderna, recolocando-a como um saber integrado ao movimento e a estrutura da

realidade.
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2.3.3 Cantor e o Infinito Matematico

George Cantor (1845-1918) foi o matematico responsavel por introduzir, de forma
sistematica e rigorosa, o infinito na Mateméatica Moderna. Ao desenvolver a Teoria dos
Conjuntos, Cantor propos que diferentes tamanhos de infinitos poderiam ser compara-

dos e classificados.

Antes dos trabalhos de Cantor os matematicos aceitavam apenas um infi-
nito, denotado por um simbolo como 0o, o qual era empregado indiscrimi-
nadamente para indicar o “nimero” de elementos de conjuntos como dos
numeros naturais e dos numeros reais. Com esses trabalhos introduziu-se
uma nova visao que resultou, entre outras coisas, numa aritmética e numa
escala par as infinidades. (EVES| 2004, p. 662)

Essa proposta revolucionaria levou a defini¢cao de infinitos enumeréveis e nao enumera-
veis, conceitos que serdao explorados em capitulos posteriores deste trabalho. Para além
dos aspectos técnicos, a abordagem de Cantor enfrentou forte resisténcia de matemati-
cos e filosofos da época, tanto por razoes filosoficas quanto religiosas. A prépria nogao
de que o infinito pudesse ser tratado matematicamente com precisao era considerada,
por muitos, uma heresia légica (SANTOS| 2008, p. 133). Ainda assim, Cantor defen-
dia que o conceito de infinito possuia validade matematica e expressava uma ideia que,
para ele, remetia a natureza divina. Sua obra marca um ponto de virada na Histéria
da Matematica e inaugura uma nova fase na compreensao do infinito, consolidando-o
como objeto legitimo de investigacao formal (SANTOS| 2008, p. 134).

Ao desenvolver a Teoria dos Conjuntos transfinitos, George Cantor estabeleceu um
marco na Histéria da Matematica ao tratar o infinito como objeto formalmente ma-
nipulavel. Sua concepc¢ao do infinito, porém, contrasta radicalmente com a de Hegel.
Enquanto Cantor fundamenta o infinito na Légica Matematica, atribuindo-lhe existén-
cia objetiva por meio de defini¢oes precisas e ordens cardinais, Hegel o entende como
um processo interno do pensamento, inseparavel do movimento do conceito finito. A
Matematica Moderna representada por Cantor permanece “ancorada em uma concep-
¢ao externa a vida do conceito e & dindmica do real” (CATTANEI, 2001, p. 50). O
infinito cantoriano, embora revolucionario no plano formal, mantém-se como abstracao
quantitativa, ao passo que, para Hegel, o verdadeiro infinito é qualitativo, imanente e

parte da autorrealizacao racional do espirito.

Ao longo da Historia da Filosofia, o infinito foi pensado sob diferentes prismas:
como origem de todas as coisas, como paradoxo légico, como mistério teoldgico ou
como ideia reguladora da razdao. Cada filésofo apresentado nesta secao contribuiu, a

sua maneira, para aprofundar ou reconstruir esse conceito, revelando a complexidade
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que envolve sua defini¢do e suas implicacoes. Essa trajetéria, que vai de Anaximandro
a Cantor, mostra como o infinito nunca deixou de provocar questionamentos profundos,
tanto no campo do pensamento quanto na formulacdo de teorias cientificas. A seguir,
analisaremos como essas concepgoes filosoficas influenciaram o surgimento de ferra-
mentas matematicas que permitiram lidar com o infinito de modo mais estruturado e

operacional.

2.4 O Infinito na Matematica

O infinito sempre representou um desafio particular para a Mateméatica. Diferente
de outras areas do conhecimento, que muitas vezes tratam o infinito de forma mais
especulativa ou metafisica, a Matematica precisou desenvolver instrumentos formais
para lidar com ele com precisao e coeréncia. No entanto, mesmo com toda sua estrutura
logica, o infinito continua sendo uma fonte de paradoxos e armadilhas conceituais.
Como bem alerta Morais Filho (2013), “todo cuidado é pouco ao lidar com o infinito”
(MORALIS FILHO) 2013, p. 12). Nesta secao, exploraremos como o conceito de infinito
foi sendo progressivamente formalizado e como isso levou ao surgimento de diferentes
nocoes de infinito na Teoria dos Conjuntos.

Comte-Sponville| (2011)) afirma que os exemplos mateméticos de infinito sdo os mais

simples de ser entendidos:

As ilustragoes mais comodas sdo matematicas. Todos compreendem que a
série dos niimeros ¢ infinita, pois sempre é possivel acrescentar um nimero
qualquer ao que seria, supostamente, o maior. (COMTE-SPONVILLE],
2011, p. 316)

Dessa forma, para Comte-Sponville (2011)), o termo infinito passa a ter a compreensao
facilitada quando estudado do ponto de vista da Matematica. Uma distin¢ao funda-
mental nesse contexto, e que orientara as discussoes a seguir, é aquela entre o infinito

potencial e o infinito atual.

2.4.1 Infinito em Poténcia e em Ato

A distin¢ao entre infinito potencial e infinito atual é um ponto de partida funda-
mental para compreender como o infinito foi sendo incorporado, ou evitado, na histéria
da Matematica. Esses dois modos de entender o infinito, como visto anteriormente, fo-
ram formalizados por Aristételes e influenciaram tanto o pensamento filoséfico quanto
o desenvolvimento da prépria Matemética ao longo dos séculos (RIBEIRO, 2011} p.
199).
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Infinito Potencial

A concepcao de infinito potencial diz respeito a ideia de um processo que nunca

termina, mas que pode ser continuado indefinidamente:

O finito em seu espirito nao é apenas a imagem de uma coisa limitada em
sua medida? O infinito ndo é a imagem dessa mesma medida que pode ser
prolongada sem fim? (VOLTAIRE] 2018| p. 323)

Trata-se de um infinito que nunca esta completo, mas que esta sempre em construcao.

O conceito de infinito potencial foi elaborado por Aristételes, que negava
que o infinito pode ser atual, ou seja real, tanto como realidade em si
(substéncia), quanto atributo de uma realidade. (ABBAGNANO), 2012} p.
647)

Dessa forma o infinito potencial ndo existe por si proprio, nem enquanto propriedade

de alguma coisa que existe. Aristoteles apresentava dois significados para esse infinito,

O primeiro, Infinito é “aquilo que, por natureza, nao pode ser percorrido”,
no sentido de que nao pode ser visto. No segundo, infinito é aquilo que pode
ser percorrido, mas nao todo, pois nao tem fim. (ABBAGNANO, 2012, p.
647)

O dltimo sentido dado por Aristoteles ao infinito, é o mais adequado para Mate-
matica. Como exemplo, temos contexto o da aritmética, ao considerarmos a sequéncia
dos ntimeros naturais 1,2, 3, ..., podemos sempre adicionar mais um namero, sem ja-
mais alcancar um ultimo elemento. Esse tipo de infinito é aceito mesmo por correntes
filosoficas mais conservadoras, como o intuicionismo, que o reconhece como compativel

com a construcao efetiva e finita do conhecimento matematico.

Infinito Atual

Por outro lado, a concepc¢ao de infinito atual é entendido como uma totalidade
completa e existente em si. Um conjunto infinito, como o dos nimeros naturais N,
seria considerado uma entidade acabada, inteiramente definida e tratavel como um

objeto matematico legitimo:

[...] um infinito em ato existe como uma coisa ou uma propriedade de coisas
existentes, o que signifca que, se operamos uma divisdo ou uma soma ao
infinito, isso s6 é possivel porque o infinito, como um fato, preexiste a essas
operagoes do pensamentol. ..| (LACERDA| 2016| 43)
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Essa concepcao foi formalizada por George Cantor no final do século XIX, ao desenvol-
ver a teoria dos conjuntos e introduzir os conceitos de cardinalidade infinita, como o X,
(aleph zero), para a cardinalidade, ou tamanho do conjunto infinito N (ABBAGNANO,
2012, 648).

A aceitagao do infinito atual permite a Matematica trabalhar com conjuntos infini-
tos como objetos manipulaveis, definidos por propriedades bem estabelecidas. Contudo,
a aceitacao do infinito atual ndo ¢ unanime. Correntes como o intuicionismo o rejei-
tam, argumentando que nao se pode afirmar a existéncia de uma totalidade que, por
defini¢do, nunca pode ser construida por inteiro. Segundo [Siqueira e Lorin| (2021)), essa

forma de pensar o infinito apesar de ser aceita hoje em dia, nao é a mais abordada:

Ja a concepcao de infinito atual, um objeto matemadatico, comecou a ser
trabalhada com Bolzano e Cantor, mas mesmo sendo atual, nao é a mais

abordada na atualidade. (SIQUEIRA; LORIN| 2021, p. 5)

O formalismo tende a aceitar o infinito atual como parte de um sistema simbodlico
consistente, independentemente da sua existéncia concreta. O logicismo, por sua vez,
busca justificar o infinito atual por meio de deducgoes légicas rigorosas a partir de

axiomas.

A distincao entre essas duas concepcoes de infinito nao é apenas filoséfica, mas
também pratica: ela influencia como definimos limites, convergéncia de sequéncias,
somas infinitas e até a propria nocao de nimero real. Mas, para além da Matematica,
a forma com que essa Ciéncia compreende o infinito contribui para a reflexdo sobre

temas que ultrapassam os limites do préprio campo cientifico:

Em outras palavras, podemos por meio de analogias com o infinito mate-
matico, explicar, primeiro, a infinitude divina, entendida como o verdadei-
ramente infinito, isto é, infinito no sentido de perfeito (perfectum, acabado,
absoluto), no qual ndo ha divisdo, separagao, limite. E podemos, em se-
gundo lugar, chegar a defini¢do da substancia criada como uma substancia
que é finita, mas se define pela infinidade de predicados que a constituem
como um sujeito de uma nogao completa. (LACERDA, 2016, 40)

Ao longo deste trabalho, examinamos como o uso do infinito abre portas para novos
conceitos e impoe desafios significativos, especialmente quando se lida com paradoxos e
aparentes contradigoes. A formalizacao proposta por Cantor levou, entre outras coisas,

a distingao entre diferentes tipos de infinitos, como veremos a seguir.
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2.4.2 Tamanhos do Infinito

A ideia de que todos os infinitos sdo iguais pode parecer intuitiva, mas é enganosa.
A Matematica Moderna, por meio da Teoria dos Conjuntos iniciada por George Can-
tor, demonstrou que existem diferentes tamanhos de infinitos. A ferramenta central
para essa distin¢do é a nocao de correspondéncia biunivoca, uma associacao entre os
elementos de dois conjuntos em que nao haja sobras nem repetigoes.

Formalmente, dizemos que dois conjuntos A e B possuem a mesma cardinalidade se
existe uma funcao bijetora f : A — B, ou seja, uma fungao que seja ao mesmo tempo
injetora (sem repetigoes) e sobrejetora (sem sobras). Quando isso ocorre, mesmo que
A e B sejam conjuntos infinitos, consideramos que seus “tamanhos” sao equivalentes.

Um exemplo classico é a bijecao entre os nimeros naturais N e os nimeros pares
positivos. A funcao f(n) = 2n associa a cada nimero natural o seu dobro, criando
uma correspondéncia perfeita entre N e o conjunto dos pares. Isso indica que ambos os
conjuntos tém o mesmo tamanho infinito, uma conclusao que contraria nossa intuigao
inicial, ja que os pares parecem ser “metade” dos naturais.

Essa aparente contradicao em dizer que um conjunto infinito pode ser colocado em
correspondéncia um a um com os elementos de uma de suas partes, como € o caso da
correspondéncia entre os naturais e os pares, se tornou exatamente uma definicao para

conjuntos infinitos:

G. Cantor (Mathematische Annalen, entre 1878 e 1883) e Dedekind (Con-
tinuidade e ntmeros irracionais, 1872; O que sdo e o que devem ser os
nimeros, 1888) enunciaram um novo conceito de infinito, que consiste em
tomar como defini¢ao de Infinito o que até entao parecera ser o “paradoxo”
do préprio Infinito: a equivaléncia da parte e do todo. (ABBAGNANO,
2012, p. 648)

Uma estratégia semelhante a usada para criar uma bijecao entre N e os ntimeros pa-
res positivos pode ser utilizada para colocar os niimeros inteiros Z em correspondéncia
com os naturais. Uma maneira comum ¢é alternar entre inteiros positivos e negativos

por meio da funcao f : Z — N definida por:

se n é par

=3 "
2 Y

se n € impar.

Com isso, vemos que até mesmo conjuntos aparentemente “maiores”, como Z, com-
partilham a mesma cardinalidade do conjunto N. Essa cardinalidade comum é denotado
por Ny (aleph zero), que representa o menor tipo de infinito na hierarquia proposta por

Cantor.
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A descoberta de que certos conjuntos infinitos podem ser colocados em correspon-
déncia com os naturais inaugurou uma nova maneira de pensar o infinito: um conjunto
¢ dito enumerdvel se seus elementos podem ser organizados como uma sequéncia in-
finita, isto é, se existe uma bijecao entre ele e N. Como veremos, nem todo infinito

possui essa propriedade, e é ai que surgem infinitos ainda maiores.

2.4.3 Limites da Intuicao e o Papel da Formalizacao

O estudo do infinito exige ndo apenas defini¢oes rigorosas, mas também a superacao
de intuicdes construidas a partir da experiéncia com o finito. Como vimos, ideias como
“o todo ¢ maior que a parte” nao se aplicam a conjuntos infinitos. Situagoes como a
correspondeéncia entre N e os pares, ou o paradoxo do Hotel de Hilbert, revelam como
o infinito desafia o senso comum. Soma de séries infinitas, como 1 —1+4+1—1+---,
também evidenciam o risco de contradi¢bes quando se confia apenas na intuicao.

A possibilidade de lidar com o infinito de forma segura e produtiva depende, por-
tanto, da formalizacdo mateméatica. A partir da Teoria dos Conjuntos, tornou-se pos-
sivel definir com precisao nog¢ées como tamanho de conjuntos infinitos, funcao, bijecao
e cardinalidade. A teoria desenvolvida por Cantor foi essencial nesse processo, ofere-
cendo uma linguagem logica capaz de fundamentar essas ideias e reinterpretar antigos
problemas sob novas bases conceituais. Nos proximos capitulos, avangaremos na ex-
ploragao dessas ideias, iniciando pelos conjuntos infinitos que podem ser organizados

de forma enumeravel.

2.5 Consideracoes Finais do Capitulo

A ideia de infinito sempre esteve presente nas reflexoes filosoficas e matematicas, as-
sumindo diferentes significados ao longo do tempo. Desde os primeiros fil6sofos gregos,
como Anaximandro e Aristoteles, até pensadores modernos como Kant, o infinito foi
tratado ora como um principio gerador de todas as coisas, ora como um conceito pro-
blematico, impossivel de ser plenamente compreendido. Essas diferentes interpretagoes
ajudaram a moldar o modo como o infinito seria mais tarde abordado pela Matematica.

Com George Cantor, o infinito deixou de ser apenas uma nocao filoséfica e passou
a ocupar um lugar central na Matemética, com defini¢oes rigorosas e ferramentas proé-
prias para sua analise. Sua proposta representou uma ruptura com visoes anteriores
e abriu caminho para novos desenvolvimentos em areas como a teoria dos conjuntos,
a Logica e a analise. Nos préximos capitulos, estudaremos como Cantor diferenciou
os infinitos enumeraveis dos nao enumeraveis e quais as consequéncias dessa distincao

para o pensamento mateméatico contemporaneo.
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3 Infinitos Enumeraveis

3.1 Introducdo: Os Nimeros Racionais

Um numero racional é entendido, de forma intuitiva, como aquele que pode ser

escrito como uma fragao de inteiros. A definicdo formal e mais comum é dada a seguir:

Definigao 3.1 (Ntmeros racionais). O conjunto dos nimeros racionais, denotado por
Q, € o conjunto de todos os niumeros que podem ser representados na forma de uma
fragdo com numerador e denominador inteiros, sendo o denominador diferente de zero.

Formalmente:

Q = {z;pGZ,qEZ,q%O}-

Algumas observagoes podem ser feitas em relacao a Definigao [3.1

Observacgoes.

e A definicao de Q toma como base o conhecimento do que vem a ser o conjunto
Z;

e Em um estudo mais aprofundado, onde seria feita a construcao axiomdtica de Q,

. ;. . . . p
seria mecessdrio definir precisamente o que significa —;
q

. p N . -
e Quando pensamos na fracao = como uma divisdo, podemos associar toda fracao
q

n 7/ e / .
—, onden é um numero natural, ao proprio n, de modo que podemos afirmar que
1 2 7 J

todo natural pode ser escrito como uma fragio e portanto é também racional.

As trés observacoes anteriores nos dao indicios de que a construcao precisa do conjunto
Q requer uma série de conhecimentos e aprofundamentod'}

A terceira observacao traz uma indicacao que sera bastante importante para nossos
estudos: N C Q. De maneira que o conjunto dos nimeros naturais é parte do conjunto
dos racionais. No Livro 1 dos Elementos, Euclides apresenta a seguinte afirmacao, no

que ele chama de nog¢ao comum:
8. E o todo [é] maior do que a parte. (EUCLIDES]| 2009, p. 99)

Mais a frente nesse trabalho verificaremos que existem casos em que o todo tem o

mesmo tamanho de alguma de suas partes.

1 Em Ferreiral (2011) é encontrada uma construgdo progressiva dos conjuntos N, Z, Q e R.
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O desenvolvimento da Teoria dos Conjuntos por Cantor revelou que o ato de contar,
entendido como a construcao de uma correspondéncia ordenada entre elementos, podia
ser estendido para além do finito. Passou-se, assim, a considerar como enumerdvel
todo conjunto cujos elementos podem ser colocados em correspondéncia biunivoca com
os numeros naturais. Essa concepcao deu origem a uma distingao fundamental: nem
todos os infinitos sdao iguais. Alguns conjuntos infinitos, como os pares, os impares
e os racionais, admitem uma ordenacao completa, sendo, nesse sentido, “do mesmo
tamanho” que N. Outros, como os niimeros reais, escapam a essa estrutura de contagem
e apontam para uma dimensdao maior e mais complexa do infinito. Neste capitulo,
concentraremos nossa atencao naqueles conjuntos infinitos que podem ser contados,

isto é, os infinitos enumerdveis, explorando suas propriedades, exemplos e implicagoes.

3.2 Funcdes e Infinitos Enumeraveis

As fungoes ocupam um papel central em diversos ramos da Matematica. Desde a
Aritmética até a Analise, elas sdo utilizadas para descrever relagoes entre grandezas,
modelar fenomenos fisicos e representar transformacées. No Calculo, por exemplo,
conceitos como derivada e integral estdao fundamentados em nocoes de fungoes. Ja
na Teoria dos Conjuntos, as fungdes assumem um papel mais abstrata, permitindo
formalizar a ideia de correspondéncia entre elementos de conjuntos diferentes. E jus-
tamente essa perspectiva que sera explorada a seguir, como ponto de partida para

compreendermos o que significa “contar” um conjunto infinito.

3.2.1 O Conceito de Funcdo

Para compreender o que significa um conjunto ser enumeravel, é essencial entender
o conceito de fun¢ao. Em alguns livros de Matematica na Educacao Bésica, a fungao
é apresentada como um subconjunto do produto cartesiand?] Essa definicao é formal-
mente correta, mas por vezes deixa de destacar o carater dinamico das fungoes, que
podem ser entendidas, de maneira informal, como mecanismos que transformam ou
associam elementos entre dois conjuntos. E justamente essa capacidade de estabelecer
correspondéncia que permite traduzir a ideia de contagem em linguagem matematica

rigorosa.

2 Dados dois conjuntos A e B, o produto cartesiano de A e B, em simbolos A x B, é o conjunto

formado pelos pares ordenados cuja primeira coordenada pertence a A e a segunda a B:

Ax B={(z,y);z € Aey € B}.
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Como forma de ilustrar as fungoes enquanto transformagoes esse fato pensemos em
figuras de R?, ou seja figuras no plano cartesiano. Dada uma figura no plano, nesse

caso tomemos um quadrilatero ABC'D (Figura [l|a seguir).

4

-3 -2 \10 1 2 3/4 5
D

-2

Figura 1 — Quadrilatero ABC'D no plano cartesiano
Fonte: o autor
Os pontos do quadrildtero na Figura [1| tem coordenadas A = (—2,3), B = (4,2),
C = (3,-1) e D = (—1,—1,), imaginemos que rotacionemos cada um dos pontos

anteriores um angulo de # = 60° em torno da origem. Para formalizamos essa ideia,

vamos analisar essa rotagao em relagao a um tnico ponto P = (z, y) (Figura[2|a seguir).
P/ — (:I:/7 y/)

P = (:If,y)

Figura 2 — Rotagao de um ponto P em torno da origem

Fonte: o autor

Queremos encontrar as coordenadas do ponto P’ = (z/,y), da Figura [2{ anterior. Para



Capitulo 3. Infinitos Enumerdveis 41

isso, devemos primeiro observar que o segmento OP faz um angulo a com o eixo .
E como podemos observar na Figura [3| as coordenadas de 2’ e 3 sdo respectivamente
d-cos(f+ a) e d-sen(f + «), onde d é o comprimento do segmento OP’, além disso

temos P = (d - cos a,d - sen «):

P/ — (zl’ y/)
CRRRREEEEEEEEEEEE d-sen(f + «)
g P = (@)
d-sen(a) 7 |
| o i
a
d - cos(0 + «) 0 d - cos(a)

Figura 3 — Coordenadas do ponto P

Fonte: o autor

Utilizando as féormulas do seno e do cosseno da soma de dois angulos, obtemos:
x'=d-cos(@+a)=d-cosa-cos—d-sen a-sen  =x-cos 6 —y-sen 0;
y' =d-sen(f+a)=d-cos a-sen +d-sen «a-cosf =z-senf+y-cos .

Agora vamos escrever P’ em notagao matricial:

) x-cos @ —y-sen 0 cos @ —senf) (x
P = = . (3.1)

x-sen 41y - cos 6 sen cos 0 Y
A expressao (3.1) nos mostra uma maneira facilitada de calcularmos as coordendas de
um ponto apos uma rotacao no plano. Com base nela vamos fazer a rotacao de 6 = 60°

em torno da origem do sistema dos vértices da Figura[l] Para isso primeiro observamos

que:
cos 60° —sen 60° % —§
sen 60° cos 60° @ %

Assim devemos calcular os seguintes produtos matriciais:

1 \/g 2 1 \/g 4 1 \/g 1 \/g ]
2 2 2 2 2 2 3 2 2
2 2 3 2 2 2 2 2 2
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De sorte que obtemos as coordendadas indicadas na Figura [4] a seguir:

5
Bl
3
CI
2
1
2 3
DI
-2

Figura 4 — Rotacao do quadrlatero ABCD

Fonte: o autor

As rotagoes sao exemplos de transformacoes entre pontos do plano. Nesse contexto,
podemos pensar nelas como funcoes que associam elementos de R? em outros elementos
de R?, pois uma rotacao tem uma regra de associacdo bem clara, e conjuntos origem e
final bem definidas. Quando temos um ponto P = (x,y), a rotagao de um angulo 6 de

P € R? em torno da origem do sistema, entrega o ponto

) cos 8 —sen 0 z )
P = € R°.
sen #  cos 0 Y.

Com base na situacao anterior podemos pensar no conceito de fungao, como trans-
formacao de elementos de um conjunto inicial dado, em outros elementos, que no caso
da rotacao estao no mesmo conjunto, por meio de uma regra previamente definida. No

geral, os elementos iniciais (que serdo transformados) e finais ndo necessariamente pre-
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cisam ser de um mesmo conjunto. A defini¢ao a seguir formaliza o conceito de funcao,
baseada na defini¢ao apresentada em (LIMA et al., 2006a), p. 38):

Defini¢ao 3.2 (Fungdo). Sejam X e Y, dois conjuntos. Uma fungao [ de X em Y
(f : X = Y) é uma regra que permite associar a cada elemento x € X a um unico
elementoy = f(x) € Y.

Para uma funcao f : X — Y, os conjuntos X e Y sdo chamados respectivamente de
dominio e contradominio de f. O elemento f(z) € Y, associado a z € X por meio de
f é chamado de imagem de x por f. Podemos entao reescrever a rotagao de um angulo
0 de um ponto P em torno da origem do sistema, como sendo a funcao Ty : R? — R2,
definda por:

cos ) —senf) [z

sen #  cos 0 Yy
Dessa forma, ao estabelecer uma relacao entre os elementos de dois conjuntos por meio
de regras bem definidas, o conceito de funcao se revela como uma das ferramentas
mais fundamentais da Matematica. Seja no contexto de conjuntos finitos ou infinitos,
compreender como os elementos de um conjunto sao associados a elementos de outro
permite uma analise precisa da estrutura dessas relagoes. A seguir, aprofundaremos

essa analise ao distinguir diferentes tipos de fungoes, comecando pelas fungoes injetivas.

3.2.2 Funcoes Injetivas, Sobrejetivas e Bijetivas

Ao explorarmos as fungdes como ferramentas fundamentais para estabelecer corres-
pondéncias entre conjuntos, torna-se essencial compreender as diferentes formas que
essas correspondéncias podem assumir. Nem toda func¢ao associa os elementos do do-
minio e do contradominio da mesma maneira: algumas podem repetir imagens, outras
podem deixar elementos do contradominio sem imagem, enquanto outras realizam uma
associacdo completa e sem repeti¢oes. Para analisar com rigor essas distingoes, recor-
daremos os trés tipos fundamentais de fungoes injetivas, sobrejetivas e bijetivas, cujas
propriedades sao centrais na comparagao entre conjuntos, especialmente no contexto

da cardinalidade de conjuntos infinitos.

Funcdes Injetivas

As fungoes injetivas sdo aquelas para as quais diferentes elementos no dominio tem

diferentes imagens. Um exemplo desse tipo de funcdo é a funcgao fatorial, que para
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n € N, associa o nimero n! (n fatorial), definida da seguinte forma:

1 ,sen=1
n! = (3.3)
nn—1) sen>2.

Dados n,m € N, e supondo que n > m, ou seja n = m + a, temos n! # m!, uma vez

que de acordo com (|3.3)):
nl=nn—-1)Mn-2)---(n—(a—1))ml.

Logo, diferentes naturais tém diferentes fatoriais, o que caracteriza a funcao fatorial
como uma funcao injetiva. Quando escolhemos considerar 0 € N, e definimos 0! =
1, a funcao fatorial perde sua injetividade. O conceito de funcao injetiva pode ser

formalizado a partir da seguinte definigao:

Definicao 3.3 (Injetividade). Dada uma funcgao f: X —'Y, dizemos que f € injetiva
(injetora), se dados 1,19 € X, com x1 # o, temos f(x1) # f(x2).

A partir da Defini¢ao[3.3] temos f, uma fungdo de X e Y, injetiva se para x1, xo € X:

A implicacao pode ser vista a partir de sua contrapositiva. O conceito de contrapo-
sicao estd ligado a ideia de falar de duas maneiras distintas a mesma coisa. Em termos
gerais, o conceito de contraposicao afirma que as implicagdoes p = q e ~ ¢ =~ p tem
o mesmo valor 16gico, ou seja se uma é verdadeira a outra também é, o mesmo valendo
para o caso de uma ser falsalﬂ De forma que temos uma maneira de verificrmos que
dada fungao ¢é injetiva:

f(x1) = f(22) = 21 = 2. (3.5)

Ou em termos informais, se as imagens de dois elementos no dominio de uma funcao

injetiva sao iguais, entao os dois elementos sao iguais.

Funcbes Sobrejetivas

Considere a funcao f : N — Z definida pela férmula:

se n é par

n
57
fn) =
n—1
2 Y
3 Em |Morais Filho| (2013, p. 283) e Avila (2006, p. 7), sdo apresentados o conceito de contraposicao
e como o mesmo pode ser usado em demonstragoes.

se n é impar.
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Essa regra alterna entre inteiros positivos e negativos, incluindo o zero, produzindo
uma lista completa dos elementos de Z a partir de N. Os primeiros valores podem ser
organizados na Tabela[I] Onde podemos observar que todos os inteiros aparecem como

imagem de algum natural. Nenhum elemento de Z fica fora do alcance da funcao.

neN f(n)eZ
1 0
2 1
3 -1
4 2
Y -2
6 3
7 -3

Tabela 1 — Sobrejecao f: N — 7Z

Fonte: o autor

Esse é um exemplo de funcao sobrejetiva, isto €, uma funcao em que cada elemento
do contradominio é imagem de ao menos um elemento do dominio. Em termos formais,
dizemos que f : A — B ¢é sobrejetiva se, para todo b € B, existe pelo menos um
a € A tal que f(a) = b. Nesse caso, o conjunto B estd completamente “preenchido”
pelas imagens produzidas por f, sem lacunas. Na sequéncia temos a formalizacao da

sobrejetividade de fungoes:

Definigao 3.4 (Sobrejetividade). Uma fungio f : A — B é chamada de sobrejetiva,
quando, para todo y € B eziste pelo menos um x € A tal que f(z) = y.

Compreendidas as ideias de injecao e sobrejecao, podemos agora considerar fungoes que
reinem ambas as caracteristicas. Sao essas fungdes, chamadas bijetivas, que nos per-
mitem estabelecer uma correspondéncia perfeita entre os elementos de dois conjuntos,

0 que serd essencial na comparacao de suas cardinalidades.

Funcdes Bijetivas

Uma fungdo é chamada bijetiva quando é simultaneamente injetiva e sobrejetiva.
Isso significa que cada elemento do contradominio é atingido por exatamente um ele-
mento do dominio: nado h&a repeticoes nem omissoes. Essa caracteristica torna as
funcoes bijetivas especialmente importantes na comparagao entre conjuntos, pois elas
estabelecem uma correspondéncia perfeita entre os elementos dos dois conjuntos envol-

vidos.
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Considere, por exemplo, a funcao f : N — N5, que associa a cada niimero natural
n o numero f(n) = 2n. Essa funcdo é injetiva, pois valores diferentes de n produzem
imagens diferentes, e também é sobrejetiva sobre o conjunto dos pares positivos, ja que
todo nimero par pode ser escrito como 2n para algum n € N. Temos, portanto, uma

bijecao entre os naturais e os nimeros pares.

neN f(n) =2n € I\]pares

1 2
2 4
3 6
4 8
) 10

Tabela 2 — Exemplo de uma bijecao

Fonte: o autor

Esse exemplo mostra que, apesar de os pares parecerem “metade” dos naturais, é
possivel emparelhar cada natural com exatamente um ntmero par, e vice-versa. Isso
indica que os dois conjuntos tém a mesma cardinalidade, ou seja, o mesmo tamanho no
sentido da teoria dos conjuntos. Esse tipo de equivaléncia, mediado por uma bijecao,
é a base da definicdo moderna de conjuntos enumeraveis. As bije¢oes sao chamadas
também de correspondéncia biunivoca entre dois conjuntos (ou um para um).

No contexto dos infinitos enumeraveis, as bijecoes tém papel central: sao elas que
permitem afirmar que um conjunto infinito pode ser contado, desde que haja uma
maneira de listar seus elementos em uma sequéncia ordenada, sem repeti¢oes nem
omissoes. Identificar ou construir uma bijecdo com os naturais é, portanto, a chave

para reconhecer um conjunto como enumeravel.

3.2.3 Nocdes de Cardinalidade

O conceito de cardinalidade de um conjunto esta ligado a contagem de elementos
do mesmo. Quando realizamos uma contagem dos elementos de um conjunto finito A,
estamos criando uma bije¢ao f : A — I,, onde I, = {1,2,3,...,n} C N. J4 para
conjuntos infinitos, a cardinalidade do mesmo pode ser associado a sua comparacao
com algum conjunto infinito conhecido, por exemplo N. Vamos aprofundar a contagem
de elementos de um conjunto finito, bem como os conceito de finito e infinito e do
proprio conjunto N na préoxima se¢do. Por enquanto nos ateremos a definir quando

dois conjuntos tém a mesma cardinalidade, ou seja o mesmo nimero de elementos.
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Em termos gerais, dados dois conjuntos X e Y, dizemos que ambos tém a mesma
cardinalidade (ou mesmo numero cardinal), quando existe uma bijecao f : X — Y.

Formalizaremos esse conceito a partir da seguinte definicao.

Definicao 3.5. Dados dois conjuntos X e Y, se existe uma bijecio f : X — Y,

dizemos X e Y tém a mesma cardinalidade.

Essa definicao pode parecer simples a primeira vista, mas produz consequéncias sur-
preendentes, especialmente no contexto de conjuntos infinitos. Por exemplo, é possivel
estabelecer uma bijecao entre dois segmentos de reta, ainda que tenham comprimentos
diferentes, apenas tracando retas entre pontos correspondentes por uma construcao
geométrica. Isso indica que, do ponto de vista da Teoria dos Conjuntos, qualquer
segmento de reta contém a mesma “quantidade” de pontos que outro.

Outro exemplo marcante é a uma funcao, que estudaremos posteriormente, que
define uma bijecao entre o conjunto dos pares ordenados de naturais N x N e o préprio
conjunto N. Embora o produto cartesiano pareca ter uma estrutura “maior”, ele possui
exatamente a mesma cardinalidade que N. Esses exemplos evidenciam como a nog¢ao
de cardinalidade, sustentada pelo conceito de bijecao, permite comparar o tamanho de
conjuntos infinitos de maneira precisa e nao intuitiva.

Além dos exemplos citados, os conjuntos (a, b) e (0, 1), que sdo intervalos abertos de
R, tém a mesma cardinalidade. Embora & primeira vista (0, 1) pareca menor quando
tomamos, por exemplo, um invervalo como (—10°, 10%), onde a = —10° e b = 105, é
possivel construir uma bijecao entre esses dois intervalos. Uma funcao que realiza essa

N r—a . , .
correspondéncia é dada por: f(z) = F— que associa a cada nimero z do intervalo
a

aberto (a, b) um nimero no intervarlo (0, 1)f] Essa bijecdo mostra que (0,1) e (a, b) tém

a mesma cardinalidade, ou seja, o mesmo “tamanho” do ponto de vista da teoria dos

r—a

4 A demonstracio da bijetividade da funcdo f : (a,b) — (0,1) definida por f(x) = F—
essencial para o capitulo em si, no entanto a analise dessa bije¢do nos fornece é um bom exemplo
de como conjuntos que tem tamanho aparentemente diferentes, podem ser colocados em correspon-
déncia um para um. O leitor interessado na demonstracio deve observar que dados x1, x5 € (a,b)
tais que f(x1) = f(x2), temos:

, nao é

ry —a o —a

b—a b-—a

= 21— aAQ=Ty— Q=T = Ta.
De modo que f é injetiva. Para provarmos a sobrejetividade, dado um y € (0,1), precisamos
encontrar = € (a,b) tal que f(z) =y, ou seja:

r—a

b—a

=y=>z—a=ylb-—a)=z=a+yb-—a)

Como y € (0,1), temos: y >0=z>aey < 1=z <b. Ver, de modo que z € (a,b). Verficando
assim a sobrejetividade de f. Uma fungdo semelhante a essa, utilizada como referéncia para a
construgao apresentada, é discutida em <https://math.stackexchange.com/q/124245> (acesso em
12 jul. 2025).
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conjuntos. Resultados como esse reforga a ideia de que, no contexto do infinito, nogoes
intuitivas como extensao ou medida nao sao adequadas para comparar a quantidade

de elementos de um conjunto.

Uma bijecdo entre dois segmentos de diferentes comprimentos

Um exemplo interessante de conjuntos que tem a mesma cardinalidade sao dois
segmentos de reta. Dois segmentos AB e C'D, nao importando o tamanho de ambos,
sempre terao a mesma cardinalidade. Ilustraremos esse fato criando uma bijecdo entre
os elementos (pontos) de AB e C'D. Para isso vamos fazer a seguinte construcao,
tomando AB e C'D em retas paralelas distintas r e s, tracemos as retas AC' e BD e

finalmente tomemos o pontos P interse¢ao das retas AC' e BD (Figura [5)).

Figura 5 — Segmentos AB e C'D

Fonte: o autor

Dado um ponto X no segmento AB, para construirmos uma bijecao f que associa X
a um tnico ponto f(X) em CD, tracemos a reta PX, o ponto Y, interse¢ao das retas
PX e CD serd a imagem de X pela bijecao f (Figura [6]).

Figura 6 — Bijecao entre AB e C'D

Fonte: o autor
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Note para cada ponto X do segmento AB, podemos tracar uma reta PX, que tera uma
Unica intersecdo com a reta C'D. Podemos observar que os tamanhos do segmentos
é irrelevante para a construcao em si, indicando que todo segmento de reta (visto
como um conjunto de pontos) tem um mesmo nimero cardinal, ou seja uma mesma
quantidade de elementos. Na verdade o nimero de elementos de todo segmento de reta

¢ igual ao nimero de elementos de uma reta, esse fato sera trabalhado no Capitulo

3.3 Ndmeros Naturais

Nessa secao vamos explorar um conceito fundamental no estudo dos conjuntos in-
finitos: a enumerabilidade. Intuitivamente, dizemos que um conjunto A é enumeravel
quando seus elementos podem ser organizados em uma lista, de modo que cada ele-
mento da lista ocupe uma posic¢ao identificada por um nimero natural. Formalmente,
isso equivale a dizer que existe uma funcao bijetiva a : N — A, associando cada ntimero
natural a um tnico elemento do conjunto A, e vice-versa.

Essa ideia de “colocar em uma lista” é essencial para compararmos o tamanho de
conjuntos infinitos. Se conseguirmos construir tal fun¢ao, dizemos que A é um conjunto
enumeravel (ou contavel). Um exemplo interessante é o subconjunto QF dos nimeros
racionais positivos. Embora Q7 seja infinito e denso na reta real, é possivel demonstrar
que ele é enumeravel ao construirmos explicitamente uma funcao bijetiva a : N — Q.

Uma maneira engenhosa de listar os elementos de Q* consiste na construgao que

apresentamos a seguir:

1 1 1 1
- = = - = = - =
2 3 4 5)
Ve /! Ve /
2 2 2 2 2
1 2 3 4 5
s vd / e
3 3 3 3 3
1 2 3 4 5 (3.6)
Ve / Ve /"
4 4 4 4 4
1 2 3 4 5
U4 Ve / Ve
5 o o o 5
1

, p -
Todos os niimeros da forma =, com p, ¢ € N aparecerao na estrutura (3.6). Ao percorrer

as fragoes seguindo o sentido das setas teremos uma lista desses elementos. De modo
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que podemos pensar em uma funcio a : N — Q%, que associa a cada natural n o
n-ésimo elemento da ordenacao proposta pelo sentido da setas em ([3.6)). Dessa forma
verificamos que Q1 é enumeravel. Nessa secao vamos explorar os nimeros naturais e

a ideia de enumerabilidade.

3.3.1 Axiomas de Peano

A intuicdo que temos sobre os nimeros naturais provém da contagem, mas uma
construcao matematica rigorosa exige a formalizacao das propriedades que caracterizam
esse conjunto. Essa formalizacdo pode ser feita por meio dos chamados Aziomas de
Peano, que descrevem o comportamento essencial dos ntimeros naturais e fornecem
uma base solida para o desenvolvimento da Aritmética.

Foi Giuseppe Peano quem propos, no final do século XIX, um sistema axiomatico
baseado em trés nogoes primitivas: o nimero zero, o conjunto dos naturais e a operagao

de sucessor. A partir desses elementos, ele estabeleceu cinco axiomas fundamentais
(RUSSELL) 2018; NAGEL; NEWMAN| 2001, p. 377, p. 91):

1. 0 é um nimero natural;

2. o sucessor de um ntumero natural é também um nimero natural;
3. 0 nao é sucessor de nenhum ntimero natural;

4. se dois nimeros naturais tém o mesmo sucessor, entao sao iguais;

5. se um subconjunto A dos naturais contém o 0 e é fechado por sucessao, entao

contém todos os naturais.

O quinto Axioma, conhecido como Principio da Indugcdo Matemdtica, é uma das ferra-
mentas mais importantes da Aritmética. Ele permite demonstrar que uma propriedade
vale para todos os naturais, desde que se verifique sua validade para o primeiro niimero
natural, e que, sendo valida para um nimero n, continue valida para o seu sucessor.
Com o tempo, diferentes versoes dessa axiomatica foram formuladas, especialmente
em linguagem de Teoria dos Conjuntos. Uma apresentacao moderna dos axiomas de
Peano aparece, por exemplo, em |Lima| (2013} p. 34), onde se assume a existéncia de um

conjunto N e de uma funcao sucessora s : N — N, e se adotam as seguintes condicoes:
1. A funcao s é injetiva: se s(m) = s(n), entdo m = n;

2. Existe um tnico elemento de N que nao é sucessor de nenhum outro — denotado

por 1;
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3. (Principio da inducao) Se X € N, com 1 € X en € X = s(n) € X, entado
X =N.

Essa formulagdo adota o 1 como ponto de partida, ao contrario da axiomatica
original de Peano, que parte do zero. Embora essa distin¢ao seja irrelevante do ponto de
vista estrutural, ela levanta uma discussao interessante sobre qual nimero deve iniciar
a construcao dos naturais. Autores como Leibniz, Mill e H. Grassmann defenderam a
exclusao do zero como nimero natural (FREGE, 2021, p. 35).

Para efeito de uniformizacao, e adotando a abordagem proposta por Lima (2013)),
ao nao considerar o 0, um nimero natural, podemos reescrever os axiomas, de forma

adaptada, da seguinte forma:

1. 1eN;

\)

. Sen €N, entao S(n) € N;

3. Nao existe n € N tal que S(n) = 1;

4. Se S(n) = S(m), entdo n = m;

5. Se A C N contém 1, e sempre que contém n, também contém S(n), entdo A = N.

A apresentagao acima, em linguagem mais proxima da Teoria dos Conjuntos, des-
taca a fungdo sucessora como um dos elementos centrais da construcao dos naturais.
O quinto axioma, que reafirma o principio da indugao, serd aplicado a seguir para de-

monstrarmos um resultado interessante envolvendo os chamados niumeros triangulares.

Ndmeros triangulares

Os nimeros triangulares sdao assim chamados porque podem ser representados ge-
ometricamente na forma de um triangulo formado. Por exemplo, os quatro primeiros

numeros triangulares podem ser visualizados da seguinte maneira:

T, =1 T, =3 Ty =6 T, = 10

A cada novo ntmero triangular, acrescentamos uma nova linha com um ponto a mais

do que a anterior, formando uma figura triangular. O n-ésimo nimero triangular, que
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denotaremos por T,,, é a soma dos n primeiros niimeros naturais:
T,=14243+---+n.

Essa soma pode ser expressa pela féormula:

n(n+1)
—
A seguir, demonstraremos essa férmula usando o principio da indug¢dao matematica.

T, = (3.7)

Proposicao 3.1. Para todo nimero natural n, vale:
n(n+1
1+2+3+-~-—|—n:(2+).
Demonstracao. Vamos demonstrar por indugao sobre n € N.
Base da indugao: Para n = 1, temos:

L (1+1) _2_
2 2

portanto a féormula é valida para n = 1.

1=

Hipétese da inducgao: Suponha que, para algum k € N, valha:

k(k + 1
1+2+~-+k:(ék). (3.8)

Passo da indugao: Mostremos que entao:

kE+1)(k+2
1+2+~~+k:+(k:+1):(+)2(+).
Somando k + 1 a ambos os lados da igualdade ([3.8)), obtemos:

"5("3;1)+(k+1)=(k+1) <§+1> :(k+1)<k3‘2|'2> _ (k+1)2(k+2)'

Portanto, a férmula vale para k + 1. Pelo principio da inducao, ela é valida para todo
n € N. [ |

Demonstrada da férmula (3.7)), temos assim uma forma de calcular o n-ésimo ni-

mero triangular.

Os axiomas de Peano nao apenas caracterizam o conjunto N, como também funda-
mentam todas as construgoes e provas envolvendo os niimeros naturais. A partir deles,
pode-se desenvolver toda a aritmética elementar, definir as operacgdes fundamentais

(adigao, multiplicagao) e estabelecer suas propriedades com rigor l6gico.

3.3.2 Sequéncias Numéricas

Uma exemplo de sequéncia

1 n
Dada a func¢ao a : N — @, definida por a(n) = (1 + ) . Vamos calcular alguns
n

valores para a(n):
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1 n
neN a(n):<1+)
n
1 2
10 2,59374
100 2,70481

1000 2,71692
10.000 2,71815
100.000 2,71827

1.000.000 2,71828

1 n
Tabela 3 — Alguns valores de a(n) = (1 + )

Fonte: o autor

Ao observarmos os valores na Tabela[d] percebemos que mesmo quando tomamos gran-

des valores para n, a(n) é um valor menor do que 3. Vamos provar isso:

1 n
Proposicao 3.2. Temos (1 + ) < 3 para todo n € N.
n

Demonstragcio. Da Anélise Combinatoria, sabemos que

(1+2)" = (g) + <T>x+ (Z):ﬁ + <g>x3+~--+ <n7_L 1)95”1 + <Z>x"

onde <Z> :n(n—l)(n—2]2!---(n—k+1)

o2 () ) Bt oo

1
Além disso, vamos observar o valor das parcelas (Z) — no segundo membro de (3.9)),

. E assim temos

nk
para k > 1:

A partir das informagoes contidas na Tabela [4] faremos a seguinte generalizacao:
n\ 1 1 1 2 3 k—1 1 1
—=—(1—-=)(1—=)(1—=—=)---[1— < =< =0
(k:) nk k! ( n) ( n) ( n) ( n > k! 2k-1

1 1
A demonstracao da desigualdade (Z) — < o= pode ser feita com indugao mate-
n

matica. E assim, temos

(1+1)n<1+1+1+1+ b (3.10)
n 2 " 22 on—1’ '
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> 3

3

S w

B g (10 () < <
)

=D (1) (1-2) (-2) < <4

Tabela 4 — Alguns valores de ny L
k| nk

C TN N
S
S
S

W

o
o3
N— N

Fonte: o autor

No segundo membro da desigualdade ([3.10]) temos a soma dos termos de uma progressao

1
geométric 1+ 3 + 5 +---+ ol =1 % = 2, de maneira que:
1 n
(1 + > <3
n
Como queriamos demonstrar. [ |

Definindo sequéncias

Uma das formas mais acessiveis de compreender os conjuntos enumeraveis é por
meio da noc¢ao de sequéncia. Em termos formais, uma sequéncia é uma func¢ao cujo
dominio é o conjunto dos nimeros naturais. Ou seja, uma sequéncia é uma fungao
a: N — A, na qual cada niimero natural n é associado a um elemento a(n) = a, do
conjunto A. Muitas vezes denotamos a sequéncia por (a,) ou (a,)nen, ou simplesmente
listando seus termos:

(a1, ag, ag,...).

O exemplo de funcao com qual iniciamos a subse¢ao é assim uma sequéncia. E nesse

caso especifico, todos os termos da sequéncia pertencem a A = {z € Q;2 < = < 3}.

o= (i1

estao todos contido em um intervalo, dizemos que a sequéncia ¢é limitada.

Como os termos da sequéncia

A linguagem das sequéncias esta intimamente ligada a nocao de enumerabilidade.
Quando organizamos os elementos de um conjunto A em ordem, como em uma sequén-

cia sem repeticoes nem omissoes, estabelecemos uma bijecao entre N e A. Assim, dizer

5 No préximos capitulos exploraremos mais somas de termos como essa.
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que um conjunto é enumeravel equivale a afirmar que seus elementos podem ser dis-
postos em uma sequéncia, o que traduz sua estrutura segundo o infinito mais bésico e
familiar: o dos nimeros naturais.

Mesmo conjuntos definidos por critérios menos numéricos podem ser organizados
em sequéncia. E o caso, por exemplo, dos subconjuntos finitos de N ou dos nimeros
racionais positivos (como vimos anteriormente). Esses conjuntos podem ser listados
elemento a elemento, desde que exista uma regra bem definida que permita associa-los,
de forma ordenada, aos nimeros naturais. Um exemplo importante é o do produto
cartesiano N x N ﬁ Existe uma bijecao entre esse conjunto e N, e uma forma possivel

de defini-la é por meio da seguinte expressao:

(a+b)a+b+1)

m(a,b) = 5

+ a,

em que se considera a,b € N ={0,1,2,...}. Essa férmula associa a cada par ordenado
de ntimeros naturais um unico nimero natural, garantindo uma correspondéncia biu-
nivocaﬂ Uma apresentacao detalhada dessa construcao pode ser encontrada em [Lisi
(2007). A seguir, apresentamos uma tabela que ilustra visualmente essa correspondén-

cia, em que cada par (a,b) é posicionado segundo o valor de m(a,b).

alb| 0 1 4
0 0 2 14
1 1 4 13
2 3 7 12
3 6 11
4 110

Tabela 5 — Tabela ilustrando uma bijecao entre N x N e N

Fonte: o autor

Listando os elementos de N x N

A tabela anterior nos oferece uma maneira funcional de mapear pares ordenados
em numeros naturais. No entanto, também é possivel construir essa correspondéncia
de forma visual e intuitiva, percorrendo uma grade de pares (a, b) segundo diagonais de
soma constante. Esse método alternativo nos ajuda a visualizar como se da a listagem

completa dos elementos de N x N sem repetigoes.

Nesse caso consideramos 0 € N que é uma pratica comum sobretudo em computacio.

7 Outros exemplos de bijecdes F : N x N — N podem sem encontradas em Enderton| (1977, p. 133).
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Organizamos os pares ordenados de nimeros naturais (com N = {1,2,3,...}) em

uma grade:

(1,1) (1,2)
S

(2,1) (2,2)
S

(3,1) (3,2)
S

(4,1) (4,2)
/

(5,1) (5,2)

/!

/!

/!

/

(1,3)
(2,3)
(3,3)
(4,3)

(5,3)

(1,4)
/

(2,4)
/

(3,4)
/!

(4,4)

/
(5,4)

S

/

/

(3.11)

Agora percorremos os pares seguindo o sentido das setas, ou seja percorremos os pares

seguindo diagonais de soma constante a + b = k, para pares (a,b), em ordem crescente

de k

(1,1),(2,1),(1,2),(3,1),(2,2),(1,3),(4,1),(3,2),(2,3),(1,4), . ..

Dessa forma, obtemos uma sequéncia que lista todos os pares de N x N sem repeticoes, o

que estabelece uma bijecao com N. Cada posi¢ao na sequéncia pode ser associada a um

numero natural n, definindo uma func¢ao a : N — N x N. Essa construcao reforca que,

os conjuntos N x N tem a mesma cardinalidade N. Quando reformulamos a maneira

como percorremos a estrutura [3.6] da forma a seguir:

1
1

/
2
1

/
3
1

/
4
1

/!
5
1

1

2

2
2

C DO Ot

/!

1

3

2
3

s O Ot

/!

1

4

2

=] Ot

/

s O Ot

(3.12)
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Estamos também criando uma correspondéncia entre os elementos de N x N e Q,
que é uma forma classica de construir o conjunto Q*, usando N e o conceito de par

ordenado.

Esses exemplos mostram que, para além de sua formalizacao como fungao, a ideia
de sequéncia é uma ferramenta conceitual bastante versatil: ela nos permite capturar
a estrutura de conjuntos infinitos por meio da linguagem da contagem. Ao fazer isso,
aproxima o abstrato do concreto e torna possivel comparar infinitos distintos com

precisao matematica.

3.4 Conjuntos Enumeraveis

Estamos prontos assim para uma definicio mais formal de enumerabilidade, que

apresentaremos a seguir:

Definicao 3.6. Dizemos que um conjunto A é enumerdvel quando € finito ou quando

existe uma bijecao f: N — A.

Em outras palavras, quando um conjunto é enumeréavel pode ser colocado em corres-
)
pondéncia bitnivoca (um para um) com o conjunto dos nimeros naturais, ou com

alguma de suas partes proprias.

3.4.1 Exemplos basicos de conjuntos enumeraveis

Pares e impares
O conjunto dos nimeros pares P e o conjunto dos nimeros impares Z sao enume-
raveis. Verificamos esse fato tomando a fungdo f : N — P definida por f(n) =2n e a

fungao g : N — 7 definida por g(n) = 2n — 1, nos dao exemplos de correspondéncias

biunivocas entre N e os conjuntos P e Z.

O conjunto Z

O conjunto dos niimeros inteiros é enumeravel. Uma maneira de verificarmos essa

afirmacao ¢ observamos a construcao a seguir:

9 _37 _2a _]-a 07 1a 27 Sa
1T T 1117
? 77 5 47 17 27 47 67
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Essa organizagao alterna entre ntimeros inteiros positivos e negativos, intercalando-
os de forma a cobrir todo o conjunto dos inteiros Z. Podemos formalizar essa ideia por

meio de uma funcao f : N — Z, definida anteriormente, da seguinte maneira:

se n é par

n

27
=1 "
2 9

se n é impar.

Essa funcao associa a cada nimero natural n um nimero inteiro, alternando entre
valores positivos e negativos conforme o par ou impar de n. Como essa associacao
¢ biunivoca, cada natural gera exatamente um inteiro, e cada inteiro é atingido por
algum natural, temos uma bijecao entre N e Z. Assim, concluimos que o conjunto dos

inteiros é enumeravel.

3.4.2 Os Nimeros Racionais

De maneira analoga a construgao , podemos verificar a enumerabilidade de Q~
substituindo cada uma das fragoes em ([3.12)) por seu inverso aditivo, gerando assim uma
lista ordenada contendo todos os racionais negativos e, portanto, estabelecendo uma
correspondéncia bitnivoca entre N e Q7. A enumerabilidade do conjunto dos niimeros
racionais decorre do fato de que Q = Q- U{0} UQ™ e dos resultados apresentados nos
Teoremas e a seguir. Esses teoremas, bem como suas demonstragoes, podem
ser encontrados em [Figueiredo| (2011, p. 14) e [Hrbacek e Jech| (1978, p. 75).

Teorema 3.3.

(i) A wuniao de um conjunto finito com um conjunto enumerdvel é enumerdvel.

(ii) A uniao de dois conjuntos enumerdveis é enumerdvel.
Demonstracao.

(i) Seja A = {ay,as,...,a,} um conjunto finito com n elementos, e B = {by, by, ...}
um conjunto enumeravel, queremos provar que A U B também é enumeravel.
De fato, podemos construir uma correspondéncia bitinivoca entre AU B e N da

seguinte forma:

ap, Qaz, ..., Qp, bl, b2,

Tt r 1 1

1, 2, ..., n, n+1, n+2,
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(ii) Sejam A = {a1,aq,...} ¢ B = {by,by,...} dois conjuntos enumeraveis, AU B ¢é
enumeravel, verificamos isso observando a correspondéncia bitinivoca entre AU B

e N definida na estrutura a seguir:

ag, b17 ag, b2 ceey Ap, bTL?
1T 11 I I
1, 2, 3 4 ... 2n—1, 2n,

?

Além dos resultados enunciados no Teorema [3.3] apresentamos o Teorema a
seguir, cuja demostracao foi inspirada no resultado apresentado em Lima; (2009, p.
51):

Teorema 3.4. A uniao de um conjunto enumerdvel de conjuntos enumerdveis é enu-

merduvel.

Demonstmgdo. Seja Al = {aflla 12, - - '}7 AQ = {0,21, a2, - - '}7 ) An = {anl) An2, - - '}7
..., uma lista enumeravel de conjuntos enumeraveis. Podemos organizar os elementos

de cada uma dos conjuntos como no quadro a seguir:

a1, Qi2, i3,
a21, A22, a23,

21, Q22, a3z,

Seguindo um procedimento similar ao usado para demonstrarmos que Q" é enumeravel,

verificamos que a uniao é enumeravel. [

Com base nos Teoremas e [3.4] podemos concluir que o conjunto dos nimeros
racionais Q é enumerdvel. De fato, como j4 mostramos que Q1 e Q™ sdo enumerdveis,
e como o conjunto {0} é finito, a unido Q = Q~ U {0} U QT consiste na unido de trés
conjuntos enumerdaveis (sendo um deles finito), o que, pelos resultados apresentados,
garante que QQ também é enumerdvel. Assim, é possivel listar todos os niimeros raci-
onais (positivos, negativos e o zero) em uma Unica sequéncia infinita, sem repetigoes
e cobrindo todos os elementos de Q. Essa constatacao refor¢a o poder do conceito de

bijecao como ferramenta para comparar o tamanho de conjuntos infinitos.
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3.4.3 Produto Cartesiano de dois Conjuntos Enumeraveis

A nocao de produto cartesiano entre conjuntos é central em varias construgoes
matematicas. Um exemplo particularmente importante é a construcao dos niimeros
racionais Q, que pode ser pensada como o conjunto de pares ordenados (a,b), com a € Z
e b € N, sujeitos a uma relagao de equivaléncia. Isso evidencia a utilidade do conjunto
7 x N, o qual surge como etapa intermediaria na construcao de Q. Para assegurar que
tal conjunto também ¢é enumeravel, é necessario demonstrar que o produto cartesiano
de dois conjuntos enumeraveis continua sendo enumeravel. A seguir, formalizamos esse
resultado. Tanto o teorema quanto sua demonstragao foram inspirados em |Lima/ (2009,

p. 50)

Teorema 3.5. Sejam A e B dois conjuntos enumerdveis. Entdo o produto cartesiano

A x B também é enumerdvel.

Demonstragio. Como A e B sdo enumeraveis, existem fungoes bijetoras f : N — A e

g : N — B. Consideremos a funcao:
h:NxN—=AxB, h(m,n)=(f(m),g(n)).

Essa funcao é bem definida e sua imagem é A x B, pois f e g sdo sobrejetoras sobre
suas imagens. Como N x N é enumerdvel, basta mostrar que a imagem de h, que é
A x B, também é enumeravel. De fato, sabemos que N x N pode ser enumerado usando,

por exemplo, a enumeragao por diagonais:

(1,1),(1,2), (2,1), (1,3), (2,2), (3, 1), ...

Portanto, podemos compor a enumeracao de N x N com a funcao h, obtendo uma
sequéncia enumerando os pares (f(m),g(n)) € A x B, cobrindo todos os elementos.

Logo, A x B é enumeravel. |

Encerramos esta se¢ao ressaltando que os exemplos apresentados até aqui sao ape-
nas uma amostra da ampla variedade de conjuntos enumeraveis presentes na Mateméa-
tica e em outros campos do conhecimento. Por exemplo, o conjunto dos polinémios
com coeficientes racionais, denotado por Q[z], é enumeravel, pois cada polindémio pos-
sui grau finito e coeficientes em @, que é um conjunto enumerdavel. Ao fixar um grau
n, o conjunto dos polinémios de grau menor ou igual a n é enumeravel, uma vez que
podemos pensar nele como subconjunto do produto cartesiano Q"' e a unido enume-
ravel desses conjuntos fornece a enumerabilidade de Q[z]. Outro exemplo notével vem
da Computagao Tedrica: o conjunto das maquinas de Turing (ou, de forma equivalente,
dos programas de computador possiveis) é enumeravel, ji que toda maquina pode ser

codificada como uma sequéncia finita de simbolos sobre um alfabeto finito.
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3.5 Consideracoes Finais do Capitulo

Neste capitulo, exploramos a nogao de conjuntos enumeraveis como uma primeira
aproximacao formal da ideia de infinitude matematica. Vimos que, embora infinitos,
conjuntos como N, Z, Q, e mesmo estruturas mais elaboradas como N x N e Q]z],
podem ser colocados em correspondéncia biunivoca com N. Esse tipo de infinito, por
vezes chamado de “infinito enumeravel” ou “contavel”, preserva uma certa intuitividade
da contagem e da listagem de elementos.

Apresentamos também ferramentas formais importantes, como os axiomas de Pe-
ano, o Principio da Indugao Matematica, e os teoremas sobre a preservacao da enume-
rabilidade em unibes, produtos e subconjuntos. Tais ferramentas reforcam a estrutura
Légica sobre a qual se fundamenta a nocao de contagem no infinito.

Apesar da diversidade dos exemplos discutidos, todos os conjuntos considerados até
aqui compartilham a caracteristica comum de poderem ser listados em uma sequéncia,
ainda que infinita. No entanto, esse nao é o tnico tipo de infinito. A partir do proximo
capitulo, investigaremos um novo patamar: os conjuntos que, embora infinitos, nao
podem ser enumerados. Sao os chamados conjuntos ndo enumeraveis, cuja existéncia
desafia ainda mais nossa intuicao e amplia significativamente os horizontes da Mate-
matica. O exemplo mais notdvel e surpreendente desse tipo de conjunto é o conjunto

dos nimeros reais.
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4 |Infinitos Nao Enumeraveis

4.1 Introducao: Nimeros Irracionais

O conjunto dos niimeros racionais positivos Q%, representado por fragoes da forma

Z, com p,q € , foi por muito tempo considerado suficiente para expressar todas as

medidas e quantidades continuas. Isso se deve, em parte, ao fato de que Q1 é denso na
reta real, ou seja, entre dois niimeros racionais distintos sempre existe outro nimero
racional (EVES| 2004, p. 662). Esse resultado é sistematizado no teorema a seguir,

cuja formulagao e demonstragao foram inspiradas na apresentagao de (LIMA] 2009, p.
71).

Teorema 4.1. Sejam r,s € Q" com r < s. Entdo, existe um nimero racional ¢ € Q7
tal que

r<q<s.
Demonstracao. Sejam r = % es = 2, com a,b,c,d € N e 4 < % Consideremos a

b

média aritmética entre r e s:

a C
_7"+s_g d

2

+
g 2

Como a soma e o produto de niimeros racionais sao racionais, ¢ € Q. Vamos verificar

que ¢ > 1 e que ¢ < s. De fato, como r < s, temos:

r+s r+s
r+r<<r+s=r< 5 r+s<s+s= < s,
.~ r+s . )
e como por definicdo temos g = 5 conclui-se que r < ¢ < s, como queriamos.

Assim, provamos que existe um nimero racional entre quaisquer dois nimeros racionais
distintos. [

Foi provalvemente Pitagoras e seus discipulos que descobriram a existéncia de seg-
mentos cuja medida nao estd no conjunto QF, ou seja, medidas que nao podem ser

expressas como uma fracao E, com p e ¢ naturais. Um exemplo classico disso é o nt-
q
mero /2. Para demonstrarmos que de fato v/2 ¢ Q*, vamos supor que v/2 é racional,
e portanto pode ser escrito na forma ]—), onde p,q € N, e p e ¢ nao tem divisor em
q

comum. Assim
\/5_5;»;?_2& (4.1)

1 N&o estamos considerando 0 € N.
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A segunda igualdade da implicacdo em (4.1]) nos permite concluir que p? ¢ um nimero
par, e consequetemente que p também é par. De fato, por contraposicao, se p for impar,
entdo p = 2n+ 1, para algum n € N, assim terfamos p* = 2(2n? +n) + 1, e dessa forma

p? também seria impar. Logo, p é da forma 2r para algum r € N, de modo que
p?=4r? = 4r? = 2¢° = ¢* = 2% (4.2)

A partir da dltima igualdade na sequéncia de implicagdes em , é possivel concluir
que g também é ntiimero par, contradizendo a suposi¢ao inicial de que p e ¢ sdo pri-
mos entre si. Essa contradicio provém inicialmente da hipdtese de que v/2 é ntimero
racional, logo podemos concluir que v/2 nao é racional.

Usando um argumento andlogo, podemos verificar que toda raiz de um nimero
natural @ que nao é um quadrado perfeito, isto é, \/a, também nao pode ser escrita
em forma de fracao, de modo a ser possivel encontrar um variedade de outros niimeros
que também nao sao racionais. Os niimeros que nao podem ser expressos como fragoes
sao chamados de irracionais, e o conjunto desses ntiimeros ¢é representado por I. Uma
pergunta que pode surgir em relagao ao conjunto I é: seria possivel listar todos os seus
elementos, criando, assim, uma bijecao f : N — I7 Em outras palavras, o conjunto I
é enumeravel? A resposta para essa pergunta é ndo. Um caminho para constatar isso
consiste em analisarmos a cardinalidade do conjunto dos reais R = QUI, e percebermos
que nao é possivel construir uma bijecao f : N — R, e de posse disso do Teorema |3.3],
visto no capitulo anterior, concluir que o conjunto dos niimeros irracionais nao pode ser
colocado em correspondéncia biunivoca com os naturais. Surge, assim, um exemplo de
conjunto nao enumeravel. Neste capitulo, exploraremos alguns exemplos de conjuntos
nao enumeraveis. Além disso, faremos a prova de que, de fato, os conjuntos R e I nao

sao enumeraveis.

4.2 Exemplos de conjuntos nao enumeraveis

Apods a apresentagao dos conjuntos enumeraveis no capitulo anterior, passamos
agora a investigacao de conjuntos cuja cardinalidade é estritamente maior do que a dos
numeros naturais. Esses conjuntos sao chamados de ndao enumerdveis, ou seja, nao ¢é
possivel estabelecer uma correspondéncia biunivoca entre seus elementos e os elementos
de N. A existéncia de conjuntos ndo enumeraveis foi um dos grandes marcos da Teoria
dos Conjuntos, tendo sido demonstrada por Georg Cantor no final do século XIX.
Nesta se¢ao, exploraremos diferentes exemplos de conjuntos nao enumeraveis, cada um
revelando aspectos distintos e profundos da estrutura do infinito. Comegaremos pelas
sequéncias infinitas de digitos binarios, passaremos pela andlise do conjunto das partes

de N e, por fim, abordaremos o conjunto de todas as fun¢oes de N em N.



Capitulo 4. Infinitos Ndo Enumerdveis 64

4.2.1 Sequéncias de termos 1 ou 0

Considere o conjunto A formado por todas as sequéncias cujos termos sao apenas
0 ou 1. Um exemplo de elemento do conjunto A é a sequéncia (1,0,0,1,1,0,...), onde
cada termo é escolhido de maneira arbitraria entre os dois digitos possiveis. O conjunto
A também pode ser entendido como o conjunto de todas as fungoes f : N — {1,0}.
Além do exemplo citado temos a sequéncia nula (0, 0,0, ...) e a sequéncia (1,1,1,1,...)
como elementos de A.

Nosso objetivo é mostrar que A é um conjunto nao enumeravel, ou seja, nao existe
uma funcao bijetora entre N e A. Para isso, utilizaremos um argumento célebre intro-
duzido por Georg Cantor, conhecido como método da diagonal de cantor, o texto do

Teorema bem como sua demonstragao foram inspirados em |Lima, (2009, p. 53).
Teorema 4.2. O conjunto de todas as fungoes f : N — {1,0} ndo é enumerdvel.

Demonstragcao. Suponhamos, por contradicao, que existe uma funcao bijetora entre N
e A, ou seja, é possivel enumerar todos os elementos do conjunto A. Isso significa que

podemos construir uma lista em que cada linha representa uma sequéncia da forma:

ay = (a11,G12,a13,a14,--~)
az = (G21, 22, @23, A24, - - - )
asz = (a31, 32, a33, 434, - - - )
an = (anlaan2>an3aan4a'-')
Agora, construiremos uma nova sequéncia « = (g, as, as, . .. ), onde cada termo a, é

definido como:
0, seap,=1
a, =
1, sea,,=0
Essa nova sequéncia « difere da sequéncia a; na primeira posicao, difere de as na
segunda posicao, de ag na terceira posigao, e assim sucessivamente. Portanto, « difere
de todas as sequéncias da lista em pelo menos uma posicao, o que significa que nao
esta na lista, contradizendo nossa suposicao inicial de que todas as sequéncias haviam

sido enumeradas. Logo, o conjunto A nao é enumeravel. [ |

Concluimos, assim, que o conjunto A nao é enumeravel. Este resultado marca a
primeira distin¢ao fundamental entre diferentes formas de infinito: enquanto o conjunto

dos nimeros naturais N é enumeravel, e dizemos que tem cardinalidade R (alef-zero),
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o conjunto das sequéncias infinitas de Os e 1s tem uma infinidade ainda “maior”, sendo

um exemplo classico de conjunto nao enumeravel.

4.2.2 Conjunto das Partes de N

Um resultado classico e fundamental para o entendimento da hierarquia de infi-
nitos é a nao enumerabilidade do conjunto das partes do conjunto N. Na sequéncia
falaremos sobre a no¢ao de subconjunto e conjunto das partes de um conjunto dado, e
finalizaremos apresentando uma demonstracao da nao enumerabilidade do cojunto das
partes de N.

Dado um conjunto A qualquer, dizemos que X é um subconjunto de A ou X esta
contido em A (em simbolos X C A), quando todo elemento de X é também elemento
de A. Assim

XCAe (reX=aecA).

A ideia de subconjunto define uma relacao muito importante na Matematica: a relagao
de inclusao entre conjuntos. E pode ser usada dentre outras aplicagoes para construir
conjuntos a partir de um conjunto dado. Por exemplo, dado o conjunto A = {1,2}, os
seus subconjuntos sao:

0.{1},{2},{1,2}. (4.3)
Cabem duas observacoes sobre a lista anterior, a primeira e mais 6ébvia é que A C A;
a segunda observac¢ao tem haver com o fato de ) C A, sua constatacao ¢é facilitada
quando definimos a nao inclusao entre dois conjuntos. Dados dois conjuntos A e X,
dizemos que X nao estd contido em A, quando existe pelo um elemento de X que nao

é elemento de A:
XZgA& (FreX;xd¢A).

Assim para negarmos () C A, devemos encontrar um elemento x em (), tal que = ¢ A.
O que é impossivel, uma vez que nio existe  no conjunto vazio (0.

Os conjuntos listados em , podem ser reunidos em tnico conjunto que para
o caso especifico de A = {1,2} é chamado de conjunto das partes de A (ou conjunto

poténcia de A), que denotaremos por P(A):

P(A) = {(Z)v {1}7 {2}7 {17 2}}

Podemos generalizar o conceito de conjunto das partes de qualque conjunto dado, da

seguinte forma:

Defini¢ao 4.1. Dado um conjunto A, o conjunto das partes de A, P(A) é conjunto
definito por:
P(A) ={X;X C A}
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Assim o conjunto das partes de um conjunto A dado é conjunto cujos elementos sao
todos os subconjuntos de A. Na Tabela [ ¢ mostrado os elementos do conjunto das
partes para alguns conjuntos numéricos dados (usamos a notagao |A| para o nimero

de elementos de A):

A A P(A) [P(A)|
0 {0} 1
1 {0, {1}} 2
{.2} 2 {0, {1} {2}, {1,2}} 4

3 {0 {1}, {2}, {3h {12} {13}, {2,3},{1,2,3}} 8

Tabela 6 — Conjunto das partes de alguns subconjuntos de N

Fonte: o autor

No caso em que {1,2,3,4}, |P(A)| = 16, indicando que para um conjunto A, com n

elementos |P(A)| = 2". A demostracao desse fato pode ser feita com indugao.
Quando analisamos a cardinalidade de P(N) chegamos a uma conclusao inesperada,

o conjunto em questao nao é enumeravel. Esse fato esta sistematizado no Teorema 4.3

a seguir, seu texto, bem como sua demonstragao foram inspirados em Lima; (2009, p.
54):

Teorema 4.3. O conjunto das partes de N, denotado por P(N), nao é enumerdvel.

Demonstrag¢io. Suponhamos, por absurdo, que P(N) é enumerdvel. Entao existe uma
funcao bijetora

f:N—=P(N),

isto é, conseguimos listar todos os subconjuntos de N como

f), f(2),£3), -

Vamos construir um subconjunto D C N de forma que
neD < n¢ f(n).

Esse conjunto D esta bem definido, pois para cada n € N podemos verificar se n € f(n)
e, com base nisso, decidir se n pertence a D. Como D é um subconjunto de N, ele
deveria estar na imagem da fungdo f, ou seja, existir k € N tal que f(k) = D.

Vamos verificar o que acontece com o numero k:

e Se k € D, entao pela definigdo de D, temos k ¢ f(k) = D, contradigao.

e Se k ¢ D, entdo pela definicao de D, temos k € f(k) = D, também contradicao.
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Portanto, nossa suposicao de que existe tal funcao f leva a uma contradicao logica.

Logo, P(N) nao pode ser enumeravel. |

O resultado demonstrado acima evidencia que o conjunto das partes de N possui
uma cardinalidade estritamente maior do que a do préprio conjunto dos niimeros na-
turais. Isso marca um ponto crucial na compreensao da hierarquia dos infinitos, pois

mostra que existem diferentes “tamanhos” de infinito.

4.2.3 Conjunto de todas as funcées f: N — N

O conjunto das fungoes f : N — N, desempenha um papel central na Logica
Matematica e na Teoria da Computacao. Naturalmente, é possivel perguntar se esse
conjunto é enumeravel, ou seja, se seria possivel listar todas essas fun¢oes de maneira
ordenada, como se faz com os niimeros naturais. A resposta, no entanto, é negativa: o
conjunto de todas as fungoes dos naturais nos naturais é nao enumeravel.

Uma maneira de enxergar esse conjunto é notar que cada funcao f : N — N pode ser
representada como uma sequéncia infinita de nimeros naturais (f(0), f(1), f(2),...),
com f(n) € N para todo n. Dessa forma, estamos lidando com o conjunto NV, isto é,
o conjunto de todas as sequéncias infinitas de nimeros naturais. Como mostraremos
a seguir, esse conjunto nao pode ser colocado em correspondéncia biunivoca com os

naturaid? .
Teorema 4.4. O conjunto de todas as fungoes f : N — N nao é enumerdvel.

Demonstragcdo. Suponhamos, por absurdo, que o conjunto de todas as func¢oes f de N
em N seja enumeravel. Isso significa que é possivel listar todas essas fungoes da forma:s:
fos f1, f2, ..., onde cada f, é uma funcao de N em N. Construiremos agora uma nova
fungao ¢g : N — N definida por: g(n) = f,(n) + 1. Essa fungdo estd bem definida, pois
para cada n € N, temos que f,(n) € N e, portanto, f,(n)+1 € N.

Vamos verificar se g coincide com alguma das funcoes da lista. Suponha que exista
k € Ntal que g = f,. Entdo, avaliando ambos os lados em k, terfamos: g(k) = fi.(k)+1,
mas como também estamos assumindo g = f, isso implicaria: fi(k) = fr(k) + 1, o
que é um absurdo. Portanto, g é uma funcdo que nao aparece na lista supostamente
completa de todas as fungoes f : N — N. Isso contradiz a hipdtese inicial de que tal
conjunto seria enumeravel. Logo, o conjunto de todas as fungoes de N em N nao é

enumeravel. ]

Esse resultado é ainda mais surpreendente quando observamos que o conjunto das
fungoes computaveis f: N — N é enumeravel (SIPSER] 2017; SANTIAGO; BEDRE-

2

O enunciado e a demonstracao do Teorema foram adaptados de uma discussao disponivel em
<https://math.stackexchange.com/q/685730>| Acesso em: 25 jul. 2025.
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GAL; 2012, p. 187, p. 68). Ou seja, existem muito mais fungdes de N em N do que
fungdes que podem ser descritas por um algoritmo ou programa. Na teoria da compu-
tacdo, um algoritmo pode ser representado formalmente por uma méaquina de Turing.
Embora esse modelo envolva defini¢goes matematicas, é possivel descrever cada maquina
de Turing usando apenas uma sequéncia finita de simbolos de um certo alfabeto 3; por
exemplo, podemos ter ¥ = {0, 1}. Dessa forma, podemos pensar no conjunto de todas
as maquinas de Turing como um conjunto 7 C M, onde M é o conjunto de todas as
sequéncias finitas formadas por simbolos desse alfabeto. No caso em que ¥ = {0, 1},

teriamos:

M = {(0),(1),(0,0),(0,1),(1,0),(1,1),(0,0,0),(0,0,1),...}.

Podemos provar que o conjunto de todas as sequéncias finitas M é enumeravel. Conclui-
se, portanto, que o conjunto das maquinas de Turing também é enumeravel. Assim, o
conjunto de todos os algoritmos é também enumeravel. Uma abordagem técnica e cui-
dadosa desse assunto pode ser encontrada em Ramos, Neto e Vegal (2023} p. 555). Essa
distin¢ao tem implica¢des profundas em Teoria da Computacgao, Logica Mateméatica e

no entendimento dos limites do que é efetivamente calculavel.

4.3 O Conjunto de Cantor

Dentre os exemplos classicos de conjuntos nao enumeraveis, o conjunto de Cantor
ocupa um lugar de destaque, nao apenas por sua construcao elegante e contraintuitiva,
mas também pelas profundas implica¢bes que possui na Anélise, na Topologia e na
Teoria da Medida. Sua elaboragao envolve um processo infinito de remoc¢oes sucessivas
de subintervalos do intervalo unitario [0, 1], resultando em um conjunto que, surpre-
endentemente, é a0 mesmo tempo nao enumeravel e de medida nula. Nesta subsecao,
exploraremos tanto a construcao geométrica do conjunto de Cantor quanto sua carac-
terizacao por meio da representagao ternaria dos niimeros reais, evidenciando, ao final,

sua nao enumerabilidade.

4.3.1 Definicao

O conjunto de Cantor, que denotaremos por I, é um subconjunto do intervalo uni-
tario [0, 1], cuja construgao e propriedades revelam aspectos profundos da matemética

do infinito. Em |Lima; (2009) encontramos uma anélise do conjunto de Cantor.

O conjunto de Cantor K é um subconjunto fechado do intervalo [1, 0], ob-
tido como complementar de uma reuniao de intervalos abertos, do seguinte

modo: retira-se do intervalo [1,0] seu ter¢co médio aberto 1/3,2/3. Depois
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retira-se o ter¢o médio aberto de cada um dos intervalos restantes [0, 1/3]
e [2/3,1]. Sobra entdo [0,1/9] U [2/9,1/3] U [2/3,7/9] U [8/9,1]. Em se-
guida, retira-se o terco médio aberto de cada um desses quatro intervalos.
Repete-se o processo infinidamente. O conjunto K dos pontos nao retirados
¢ o conjunto de cantor. (LIMA| 2009, p. 172)

Como indicado na citagao, a construcao do conjunto de Cantor ocorre por um
processo iterativo de remogoes sucessivas de partes do intervalo [0,1]. Na sequéncia

vamos ilustrar as etapas desse processo:

« Etapa 0: Comegamos com o intervalo fechado [0, 1] (Figura [7| a seguir).

0 1
Figura 7 — Intervalo fechado [0, 1].

Fonte: O autor.

o Etapa 1: Removemos o ter¢o aberto central, ou seja, o intervalo (%, %), restando

os dois subintervalos [O, %] U [%, 1} (Figura |8 a seguir).

0 1 2
3

3

Figura 8 — Primeira etapa da construcao do conjunto de Cantor.

Fonte: O autor.

o Etapa 2: De cada um dos intervalos restantes, removemos novamente o terco

aberto central, resultando em quatro subintervalos (Figura |§| a seguir).

o L 2 1 2T 8y
9 9 3 39 9

Figura 9 — Segunda etapa da construcao do conjunto de Cantor.

Fonte: O autor.

« Etapa n: Esse processo se repete infinitamente. A cada etapa n, o nimero de

intervalos remanescentes dobra, e o comprimento total removido tende a 1.

O conjunto de Cantor K é definido como o conjunto dos pontos que nunca sao removidos

nesse processo. Em Lima (2009) encontramos a seguinte formalizagao para o conjunto

K.
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Figura 10 — Sexta etapa da construcao do conjunto de Cantor.

Fonte: O autor.

Se indicarmos com I, Iy, ..., I,,... os intervalos abertos omitidos, temos
K=10,1] = | I, into é, K =[0,1] N (R — U I,). (LIMA] 2009, p.173)
n=1

Essa definicao formal destaca que o conjunto de Cantor consiste exatamente nos
pontos do intervalo [0, 1] que ndo pertencem a nenhum dos intervalos abertos removidos
em cada etapa do processo. Embora a construcao se baseie em uma sequéncia infinita
de remocgoes, o conjunto resultante é bem definido e possui uma estrutura interna
surpreendentemente rica. Para compreendé-lo melhor, é 1util analisa-lo por meio de
uma abordagem alternativa que utiliza a representacao dos niimeros em base 3, a qual

revela propriedades notaveis do conjunto, inclusive sua cardinalidade.

4.3.2 Representacdo ternéria e a cardinalidade de KC

Uma maneira alternativa e bastante instrutiva de descrever os elementos do con-

junto de Cantor é por meio de suas representagoes na base 3. Em vez da base decimal

abitual (base usamos apenas os digitos e ara representar numeros reais
habitual (base 10), digitos 0, 1 e 2 t

entre 0 e 1. Por exemplo:

1 2 1

§ = 07137 g = 07237 § = 07013
Durante a construcao do conjunto de Cantor, a cada etapa, sao removidos intervalos
correspondentes a nimeros cuja representagdo em base 3 tem o digito 1 na posicao
correspondente. Assim, todos os pontos removidos ao longo do processo possuem, em

alguma posicao da sua expansao ternaria, o digito 1:

Vamos definir um conjunto |...] que chamaremos de conjunto K de Cantor,
usando-se uma expansao terndria. Tal expansdo ternaria é formalmente
escrita por:

0,aaza3...ay..., onde ap = 0,1 ou 2
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[...] Defini¢ao 1.1: O conjunto K de Cantor é o conjunto de nimeros
reais no intervalo [0, 1] que admite uma expanséao ternaria 0, ajasas . . . ay, . . .,

onde a; é ou 0 ou 2. (FREIRIA| 1992, p. 73-74)

De maneira que os pontos que permanecem (isto é, os que pertencem ao conjunto de
Cantor) sao exatamente aqueles cujas representacoes terndrias usam apenas os digitos

0 e 2. Como exemplo disso temos o ntmero
x = 0,20200022. . .3

que pertence ao conjunto de Cantor, pois sua representacdo ternaria nao contém o

digito 1. Por outro lado, o niimero
y=0,1201.. .3

nao pertence ao conjunto de Cantor, pois o digito 1 aparece em sua expansao ternaria.
A partir disso, podemos estabelecer uma bije¢do entre o conjunto de Cantor e o
conjunto de todas as sequéncias infinitas de 0’s e 1’s. Basta associar o digito 0 ao digito

0 e o digito 2 ao digito 1. Por exemplo, a sequéncia ternéria:
0,002220...5 < (0,0,1,1,1,0,...)

Como ja demonstramos na se¢ao anterior, o conjunto de todas as sequéncias infinitas
de 0’s e 1’s, é nao enumeravel. Portanto, o conjunto de Cantor nao é enumeravel.

O conjunto de Cantor exemplifica de forma notavel como a mateméatica do infinito
pode produzir estruturas contraintuitivas, mas rigorosamente definidas. Apesar de
ser construido a partir da remocao sucessiva de partes do intervalo [0, 1], resultando
em um conjunto de medida nula, K ainda conserva uma complexidade infinita: ¢
nao enumeravel. Sua analise por meio da representagao terndria revela uma ligagao
direta com o conjunto das sequéncias infinitas de digitos bindrios, cuja cardinalidade
ultrapassa a de N. Assim, o conjunto de Cantor nao apenas refor¢a a existéncia de
diferentes tamanhos de infinito, como também evidencia a profundidade conceitual da

Teoria de Conjuntos na compreensao das estruturas matematicas continuas.

4.4 O Conjunto dos Nimeros Reais

A construcao dos nimeros racionais representou um avanco significativo na compre-
ensao dos nimeros e das quantidades, permitindo representar razoes entre grandezas e
solucionar uma ampla gama de problemas aritméticos e geométricos. No entanto, ape-
sar de sua utilidade e elegancia, os racionais nao sao suficientes para descrever todas
as magnitudes possiveis, especialmente aquelas que surgem de certos contextos geomé-

tricos. A partir de um olhar histérico, percebe-se que alguns comprimentos nao podem
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ser expressos como razao entre dois niimeros naturais. Esses casos, que remontam a
antiguidade, colocaram em xeque a completude dos racionais e revelaram a existéncia
de grandezas incomensuraveis. Para entender melhor essa limitagao e motivar a ne-
cessidade de ampliar nosso conceito de nimero, exploraremos inicialmente a noc¢ao de

segmentos incomensuraveis.

4.4.1 Segmentos lcomensuraveis

Um dos grandes legados dos matematicos gregos antigos para a Matematica Mo-
derna foi a descoberta dos incomensuraveis (BOYER; MERZBACH| 2012, p. 70).
Uma definicao para segmentos comensuraveis e incomensuraveis pode ser encontrada

no livro X dos elementos de Fuclides:

Magnitudes sao ditas comensuraveis as que sao medidas pela mesma me-

dida, e incomensuraveis, aquelas das quais nenhuma medida comum ¢é pos-

sivel produzir-se. (EUCLIDES] 2009, p. 353)

Em outros termos, dizemos que dois segmentos sao comensuraveis quando podem ser
medidos com uma mesma unidade de medida, e incomensuraveis quando nao podem.

Mais precisamente, sejam AB e C'D dois segmentos como indicados na Figura

A B

D E
Figura 11 — Segmentos AB e CD

Fonte: o autor

Observamos que apesar de AB < DE, mas AB nao cabe duas vezes em DE. Nessa
situacao pode ser que exista um segmento u que caiba uma quantidade inteira de vezes

em AB e que caiba uma quantidade inteira de vezes em DFE.

A B

Figura 12 — Segmentos AB e C'D medidos com a mesma unidade de medida

Fonte: o autor
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Na Figura [12] observamos que existe um segmento u que se encaixa exatamente 3
vezes em AB e 5 vezes em DFE. Podemos entao dizer que AB esta para DE assim
como 3 estd para 5, ou seja, AB: DE :: 3 : 5|’f] Nesse caso, dizemos que AB e DFE sao
segmentos comensuraveis, pois é possivel encontrar uma mesma unidade u que meca
ambos por um numero inteiro de vezes. No caso geral, dados dois segmentos AB e DF,
se existir um segmento u que caiba m vezes em AB e n vezes em DE, com m,n € N,
dizemos que AB e DFE sao comensuraveis e que AB : DE ::m : n.

E intuitivo supor que todo par de segmentos seja comensuravel, bastando escolher
uma unidade adequada. No entanto, uma das descobertas mais marcantes da histéria
da Matemética foi a existéncia de segmentos incomensuréveis (EVES, 2004, p. 105),
isto é, pares de segmentos que nao admitem uma mesma medida comum. Em termos
formais, dois segmentos AB e DFE sao ditos incomensuraveis quando nao existe um
segmento u que caiba um ntmero inteiro de vezes em ambos. A seguir, apresentamos
uma demonstracao classica da incomensurabilidade entre o lado e a diagonal de um
quadrado.

Para compreender a fundo o significado da incomensurabilidade e seu impacto no
desenvolvimento da Matematica, é uitil analisarmos um caso concreto e historicamente
relevante. A descoberta de que a diagonal de um quadrado nao é comensuravel com seu
lado exp0s, de forma inequivoca, os limites da aritmética racional e abriu caminho para
a necessidade de ampliar o conceito de niimero. A seguir, retomamos essa demonstragao

classica como mostrada em (ROQUE; CARVALHO, 2012, p. 77).

Incomensurabilidade do lado e da diagonal de um quadrado

A construgao geométrica que apresentaremos torna visivel a impossibilidade de se
encontrar uma unidade comum para medir simultaneamente a diagonal e o lado do
quadrado. Tal impossibilidade esta na origem da nog¢ao moderna de ntimero irracional
e constitui um dos primeiros exemplos rigorosos de grandezas incomensuraveis, anteci-
pando, ainda na Antiguidade, o conceito de niimeros reais que sera formalizado apenas
séculos depois. Vamos a demonstracao de que a diagonal e o lado de um quadrado sao

incomensuraveis.

Teorema 4.5. Dado um quadrado ABCD), os segmentos AB e AC' sdo incomensurd-

vels.

Demonstracdo. Para um quadrado ABC D, marquemos na diagonal AC' o ponto By de
modo que B,C = BC (Figura [13).

3 A notacdo AB : DE :: 3: 5 indica uma proporcdo entre dois pares de segmentos. Ela deve ser lida

AB 3
como: “AB esta para DE assim como 3 estd para 5”7, ou seja, DE - &
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D

C

Figura 13 — Ponto By, sobre a diagonal do quadrado ABC' D

Fonte: o autor

B

Por B; tracemos a perpendicular r ao segmento AC. Seja C; =r N AB (Figura.

C

\

B

Figura 14 — Reta r perpendicular a AC por B

Fonte: o autor

Por A tracemos s, paralela a r e por C] tracemos t, paralela a AC. Seja D; = sNt

(Figura [15).
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C / B
Figura 15 — Retas s e t, respectivamente perpendiculares a AC e r

Fonte: o autor

O quadrilatero AB;C1 D da Figuraé um quadrado. De fato, como BlﬁC’l = 45°
e AEC’I = 90°, entdo AC/’\lBl = 45°. Assim o tridngulo AB;C] sera isésceles de base
ACY, logo AB; = B;C;. Além disso, como t || AC, no quadrilatero AB;C Dy, temos
AB,C; = B,C,D; = 90° e por termos s || r, BiAD, = AB,C; = 90°. Finalmente
temos Al/?\lC’l = 90°, uma vez que os outros trés angulos internos de AB;CD; sdo

retos. Concluindo assim nossa demonstragao de que o quadrilatero AB,C;D; é um
quadrado (Figura [L6]).

D A

C B
Figura 16 — Quadrado AB;C1D;

Fonte: o autor
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Para provarmos que o lado AB e a diagonal AC' do quadrado ABCD (Figura
sdo incomensuraveis, vamos supor por absurdo que AB e AC sao comensuraveis, e
portanto existe um segmento AP que mede AB e AC. Apds a suposicao obteremos
uma absurdo que nos fara acreditar que os dois segmentos nao sao comensuraveis.

Suponhamos que os segmentos AB e AC sdo comensuraveis, entdo AB; e AC
também o sdo. De fato, AB; = AC — B;C mas B;C = BC = AB, de maneira
que AB; = AC — AB, mostrando que AB; pode ser colocado em termos de AB e AC.
Para verificarmos que AC, também pode ser colocado em termos de AB e AC', primeiro
observamos que ACY, = AB — BC, mas podemos provar que BC; = B1C; = AB;.
Vamos a demonstracao da igualdade BC, = B;C;. Primeiro tragando o segmento BB
na Figura , obtemos o tridngulo BC'B; (Figura , isosceles de base BB;, uma vez
que por construcao B,C = BC.

D A

C B
Figura 17 — Tridngulo isésceles BC, By

Fonte: o autor

Assim, OB, B = CBBy, mas CB,B + BB,C, = 90° ¢ CBB, + B,BC, = 90°,
de sorte que BEC& = B@Bl. Logo o BCB; é isésceles de base BBj, que implica
BC, = B\C).

Como AB,C;D; é um quadrado B,C; = AB;. Mas AB, = AC — AB e também
AC) = AB — BC| = AB — ABjy, que implica AC}; = 2AB — AC, provando que AC}
pode ser escrito em termos de AB e AC concluindo assim que se AB e AC podem ser
medidos por AP, AB; e AC; também podem. Logo AB; e AC} sao comensuraveis.

Tomemos agora um ponto B no segmento AC; da Figura [16] de maneira que

B>C7 = B,(C}, seguindo um processo analogo ao usado na construcao do quadrado
ABC1D; da Figura [16] obtemos o quadrado AB;C5D, mostrado na Figura
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D A D1
D,
¢
c B

Figura 18 — Ponto By sobre ACY

Fonte: o autor

Podemos provar que a comensurabilidade de AB e AC' também implica a comensurabi-
lidade de ABs e AC,, e além disso ABy e AC, sao também medidos por AP. Seguindo
essa mesma linha de raciocinio podemos obter quadrados cada vez menores de lado
AB,, e diagonal AC,,, para n € N, construidos sobre a diagonal AC,,_; do quadrado de
lado AB,,_;.

A contradi¢ao consiste no fato de podermos obter um quadrado cujo lado AB; e
diagonal AC};, que podem ser medidos pelo segmento AP, mas tanto que AB; quanto
AC; tem medida inferior a medida de AP. A obten¢ao do quadrado com lado AB; e
diagonal AC; cuja medida é menor que a medida de AP é possivel pois podemos tornar
a medida de AB,, e de AC,, menores que a medida de qualquer segmento dado. Na
demonstracao desse fato podemos usar um resultado conhecido como Lema de Euclides,
“mas que deve ter sido conhecido antes de Euclides” (ROQUEL 2012, p. 129). [ |

A investigacdo sobre os segmentos incomensuraveis nos levou a constatacao de que
existem grandezas que nao podem ser representadas por nimeros racionais, exigindo

assim a introdugao de uma classe mais ampla de niimeros: os irracionais.

[...] é provado que existem realmente retas, ilimitadas em quantidade,
tanto comensuraveis quanto também incomensuraveis com a reta propostal. . . |
Seja chamada, de fato, por um lado, a reta proposta racional, e as comen-
surdveis com essa [...]| racionais, e, por outro lado, as incomensuréveis com
essa sejam chamadas irracionais. (EUCLIDES| 2009, p. 353)

Com a uniao dos racionais e irracionais, obtemos os nimeros reais. Antes, porém, de

nos aprofundarmos na estrutura completa do conjunto R, voltamos nossa atencao para
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um subconjunto particularmente importante: o intervalo aberto (0,1). Esse intervalo
sera ponto de partida para novas analises sobre a cardinalidade dos conjuntos reais,
revelando que mesmo subconjuntos aparentemente “pequenos” dos reais podem ter

uma infinidade nao enumeravel.

4.42 O intervalo real (0,1)

A se¢do anterior nos permitiu compreender, a partir de uma construcdo geomé-
trica, que existem segmentos incomensuraveis, ou seja, pares de segmentos que nao
podem ser medidos com uma mesma unidade comum. Essa descoberta, atribuida a
tradicao pitagoérica, revelou a existéncia de grandezas que nao pertencem ao conjunto
dos niimeros racionais. Com isso, torna-se possivel indicar pontos na reta real cuja
posicao nao corresponde a nenhuma fragao ZZ, com p,q € N, onde 0 ¢ N. Esses pontos
sao chamados de irracionais, e sua presenca na reta real evidencia que o conjunto dos
racionais, embora denso, nao é completo.

Partindo dessa ideia, podemos marcar pontos irracionais no intervalo real (0, 1),
mesmo sem conhecermos seus valores exatos. Para isso, podemos utilizar construgoes
geométricas que envolvem segmentos incomensuraveis. Um exemplo é a marcacao do
comprimento da diagonal de um quadrado de lado —, que, por ser incomensuravel com
o lado, define um ponto irracional no intervalo (0,1). Assim, sem realizar qualquer
calculo algébrico, conseguimos garantir a existéncia de irracionais dentro desse inter-
valo. Esse tipo de construcao reforca a ideia de que os irracionais preenchem a reta real
de maneira substancial, sendo inclusive elementos fundamentais para compreendermos
sua estrutura e cardinalidade. Para isso vamos marcar na reta real os pontos B = — e

C' = 0, na sequéncia tracaremos o quadrado ABC'D (como indicado na Figura .

D A

1
Figura 19 — Quadrado ABCD de lado 3

Fonte: o autor
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Pela desigualdade triangular, temos:

1 1
AC < AB+ BC = AC < =+ - =1.

4.4
513 (4.4)
Trangando a circuferéncia I" de centro C' e raio AC', podemos marcar no intervalo (0, 1)

da reta reta real o ponto A que representa a medida irracional do segmento AC' (Figura
20).

\

\
\
\
\

A
C =0 :'

1

Figura 20 — Ponto A marcando um nimero irracional em (0, 1)

Fonte: o autor

Por meio de construgoes analogas a anterior, pode-se marcar quantos pontos irra-
cionais se queira no intervalo (0, 1), bastando, para isso, escolher valores para o lado
do quadrado que sejam maiores ou iguais a —. Como 0s niimeros racionais sao densos
na reta real, ou seja, entre dois racionais sempre existe outro racional, temos uma in-
dicagdo de que esse processo de marcar pontos que representam irracionais em (A, B)
nao se esgota. De fato, escolhidos dois valores racionais para os lados de dois qua-
drados distintos, é sempre possivel escolher entre eles um terceiro valor racional para
construir um novo quadrado, cuja diagonal resultard novamente em um namero irraci-
onal diferente. Esse procedimento pode ser realizado indefinidamente, fornecendo uma
construgao geométrica que gera infinitos irracionais no intervalo real (0, 1).

Na Figura [2I] a seguir, sdo ilustradas construgoes andlogas & apresentada anteri-
ormente. A partir das diagonais dos quadrados A1 B;CD; e A3 ByC Dy, cujos lados
medem, respectivamente, E e ;, marcam-se sobre o intervalo (0, 1) os pontos A; e A,.
Esses pontos correspondem aos comprimentos das diagonais desses quadrados e, por
serem incomensuraveis com seus respectivos lados, representam numeros irracionais.

Essa construcgao reforca a ideia de que é possivel identificar geometricamente infinitos

irracionais no interior de qualquer intervalo real, mesmo sem conhecé-los numerica-

mente. A liberdade na escolha dos lados dos quadrados, desde que estejam contidos
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em (0, 1), permite obter irracionais distintos, evidenciando a abundéncia desses nime-

ros no conjunto dos reais e antecipando a discussao sobre sua nao enumerabilidade.

N
7

.
.
I
.
.
D A
.
.
.
N
N
Y
.
AY
AY
\
\
AY
————————— - \
= \
AR Pl \
~ \
D ‘
\
.
1 Ay \
\
\\ \
\ \
1. 1‘1 \ \
-7 RN N \
Dol %2 \ \
2 >, AQ ‘\
N \ \
\ \ \
\ \
\ \ ‘l
\ \ |
VA P A P A
Iy 2 i 1 J
By’ B i '
C 2, 1 !
1 1

Figura 21 — Pontos A; e Ay marcando ntmeros irracionais em (0, 1)

Fonte: o autor

1

As construgoes apresentadas até aqui ndo apenas evidenciam a presenca de niimeros

irracionais no intervalo (0, 1), como também sugerem que tais niimeros sa0 NUMET0OSOS

e densamente distribuidos. Essa percepcao nos conduz a um questionamento natu-

ral: seria possivel listar todos os niimeros reais pertencentes a esse intervalo, assim

como fizemos anteriormente com os nimeros racionais? Ou seja, o conjunto (0,1) se-

ria enumeravel? Na sequéncia, abordaremos essa questdo de maneira mais rigorosa,

demonstrando que, embora possamos identificar infinitos pontos irracionais no inter-

valo, nao é possivel organizar todos os seus elementos em uma lista infinita indexada

pelos nimeros naturais. Estamos, portanto, diante de um conjunto cuja cardinalidade

ultrapassa a dos enumeraveis.

N&o enumerabilidade de (0, 1)

A importancia do conceito de conjunto enumeravel reside no fato de existirem con-

juntos que nao sao enumeraveis. Um exemplo desse tipo de conjunto é R, cuja nao enu-
merabilidade pode ser verificada a partir da demonstragao de que o intervalo (0,1) C R

nao é enumeravel. Vamos entao a demonstracao do seguinte resultado:

Teorema 4.6. O conjunto (0,1) C R ndo é enumerdvel.

Demonstrag¢io. Suponhamos, por absurdo, que (0, 1) seja enumeravel. Entao, é possivel

listar todos os seus elementos como uma sequéncia infinita. Cada nimero z € (0, 1)
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pode ser representado por uma expansao decimal da forma
O, ajasas . . ., (45)

em que cada a; ¢ um dos digitos 0,1,2,...,9, com a condi¢do de que a sequéncia nao
seja composta apenas de zeros.

Assim todos os elementos de (0,1) podem organizados em uma lista, como a mos-
trada a seguir.

O, ajpa2a13 . . .

0, azragass . . .

(4.6)

0, az1azass . . .

Construiremos um novo namero 0, bybsbs . . ., cuja n-ésima casa decimal b,, é diferente de
Ann, € tal que b, ¢ {0,9} para evitar ambiguidades com representagoes decimais duplas
(como 0,4999... = 0,5). Assim, esse nimero difere do primeiro elemento da lista na
primeira casa decimal, do segundo na segunda, e assim por diante. Consequentemente,
o numero 0, b;bybs ... ndo aparece em nenhuma linha da lista , o que contradiz
nossa suposicao inicial de que todos os elementos de (0, 1) estavam nela contidos. Logo,

o intervalo (0, 1) ndo é enumeravel. |

A demonstracao apresentada confirma que o intervalo real (0, 1), embora aparente-
mente “pequeno” quando comparado ao conjunto dos niimeros reais R, possui a mesma
complexidade cardinal. Essa constatacao pode parecer contraintuitiva a primeira vista,
mas serd fortalecida por um resultado notavel: é possivel construir uma funcao bijetora
entre R e (0, 1), ou seja, ambos os conjuntos tém a mesma cardinalidade. A seguir,
apresentaremos explicitamente tal bijecao, evidenciando que todo numero real pode
ser associado, de forma tnica e reversivel, a um nimero real pertencente ao intervalo
aberto (0, 1).

Uma bijecdo f: (0,1) = R

Como vimos na subsecao anterior, o intervalo real (0,1) ndo é enumeravel. Mos-
traremos agora que existe uma bijecao entre (0, 1) e o conjunto dos nimeros reais R, o
que nos permitira concluir, que R também nao é enumeravel.

Considere a funcdo f: (0,1) — R definida por:

20 — 1
r)=———
/(@) z(1l—x)
Essa funcao é definida para todo = € (0,1). A medida que z se aproxima de

0, o denominador z(1 — z) tende a 0 e o numerador tende a —1, fazendo com que
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f(z) = —o0. Quando x se aproxima de 1, temos novamente z(1—xz) - 0e2zx—1 — 1,
1
de modo que f(z) — +oo. Além disso, temos f <2) = 0, e a funcao ¢é estritamente

crescente em (0, 1). Na Figura [22| é mostrado o grafico da fungao f.

2
1
-2 -1 0 1 2 3
-1
-2 20 —1
20 —1

Figura 22 — Gréfico da funcao definifa por f(z) = 0—a)
r(l—2

Fonte: o autor

E possivel verificar que f é uma bijecdo de (0,1) em R, esse resultado estd sistema-
tizado na Proposicao a seguilﬂ :

Proposicao 4.7. A fungao f : (0,1) — R, definida por
20 — 1
flx) = 21— )

¢ uma bije¢ao do intervalo (0,1) no conjunto dos nimeros reais R.

Demonstragdo. Para verificarmos que a fungdo f na Proposicao |4.7] é uma bijecao,
devemos verificar que ela é injetiva (nao repete valores) e sobrejetiva (atinge todos os

valores reais).

Injetividade: Sejam z1, 25 € (0,1) tais que f(z1) = f(x2). Pela definicdo da fungao,
temos:

25[)1 —1 2332 —1
= = (2371 — 1) : 1'2(1 — ZL’Q) = (21132 — 1) . 1‘1(1 — 3?1). (47)
r1(1—x1)  wo(l —x9)
4 A funcéo definida na Proposicio tem origem em uma discussdo disponivel em <https://math.
stackexchange.com/q/1966067> (acesso em 28 jul. 2025), a partir da qual foram elaborados tanto

o enunciado quanto a demonstragao da proposicao.
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Expandindo ambos os lados na segunda igualdade de (4.7)), obtemos:

(22 — 1)(2y — 23) = 2m1m9 — 22125 — 19 + 23,
(2zy — 1) (21 — 2}) = 2womy — 22927 — 11 + 27
Dali, vem:
—20123 — Ty + 25 = —2m00° — 1y + 22 = (22125 + 20927) + (—wy + 25 + 11 — 27) = 0.
Ou seja,
20175(z1 — T2) + (21 — 29) + (25 — 27) = 0.
Como 72 — 2% = (13 — x1) (22 + 11) = — (71 — T2) (1 + T2), temos:

(1’1 — IQ) [2.Z‘1I2 +1-— (ZL’l + flfg)] =0. (48)
A equagao (4.8)) s6 é satisfeita se 1 — x5 = 0 ou se
21’11’2 +1-— (.731 + $2) =0.

No primeiro caso, temos x; = x5, como desejado. Vamos verificar que a segunda

possibilidade nao pode ocorrer. De fato:
20129+ 1 — (21 +22) = (1 — 1) (1 — 23) + 2129, (4.9)

Como z1,z5 € (0,1), entdo (1 — z1), (1 — x2),x1292 > 0. Logo, o segundo membro
da equagao (4.9) é a soma de dois ntimeros reais positivos e, portanto, diferente de
zero. Assim, a unica possibilidade na equagao (4.8)) é que 1 = x2, 0 que conclui a

demonstracao da injetividade de f.

Sobrejetividade: Seja y € R. Vamos mostrar que existe = € (0, 1) tal que f(x) = v,

isto é, que
2 — 1
— =y. 4.10
i Y (4.10)
. . . , 1 .
Vamos supor que y # 0, pois, caso contrario, teriamos x = 2 encerrando assim

a busca pelo x. A partir da Equacao (4.10) obtemos 2x — 1

yr(l — x) e, dai,
yr(l —z) — 22+ 1 = 0. Expandindo yz(1 — z), obtemos:

yr —yr? =20 +1=0 = —yr*+(y—2)z+1=0. (4.11)

A dltima igualdade em (4.11)) é uma equagao do segundo grau em x. Como y € R, o

discriminante é dado por:

A=(y—2>2+4y=9y*+4>0,
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portanto, ha duas raizes reais distintas, dadas por:

—(y—2) £ Vy? +4'

Vamos analisar a raiz com o sinal negativo no radical:

-2 - VFTA -2+ iPTa

—2y 2y

Como y € R\ {0}, vamos considerar dois casos:

e Se y > 0: o numerador é positivo, pois

VR +4>y=\JyP+4+y—2>2y—2>0,

para y > 1, e é facilmente verificavel para 0 < y < 1, e o denominador também

¢é positivo. Portanto, z > 0.
Além disso, como /y? +4 < y + 2, segue que:

x_y—2+\/m<y—2+y+2_2£
- 2y 2y 2y

=1.

Logo, = € (0,1).

e Se y < 0: o numerador y — 2 + \/y? + 4 continua positivo (pois \/y? + 4 > |yl),
mas o denominador 2y < 0, entdo a fracao é negativa. Neste caso, a outra raiz
(com o sinal de mais) é positiva e pode ser analisada com o mesmo raciocinio

y—2—y*+4
T = € (0,1),
2y
pois numerador e denominador sao ambos negativos, e, novamente, podemos

acima. De fato:

verificar que essa raiz esta entre 0 e 1 por estimativas semelhantes.

Em todos os casos, a0 menos uma das raizes pertence ao intervalo (0,1). Assim, para

qualquer y € R, existe x € (0,1) tal que f(x) =y, o que mostra que f é sobrejetora.

Como a funcao é sobrejetiva e injetiva, provamos assim que ela é bijetiva, como

queriamos.

45 Cardinalidade de I

Sabemos que o conjunto dos nimeros reais R ndo é enumeravel. No Capitulo [3]
discutimos que a unidao de dois conjuntos enumeraveis também é enumeravel. Esse

resultado, apresentado no Teorema [3.3] pode ser enunciado da seguinte forma:
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Proposicao 4.8. Sejam A e B conjuntos enumerdveis. Entao, AU B também é enu-

merduvel.

A partir desse resultado, podemos aplicar um raciocinio por contraposicdo: se a uniao
de dois conjuntos ¢ nao enumeravel, entao pelo menos um deles nao pode ser enume-
ravel.

Sabemos que os nimeros reais podem ser escritos como a uniao dos racionais com

0s irracionais:

R=QUL

Como o conjunto dos nimeros racionais Q é enumeravel, e j& demonstramos que R nao
¢é enumeravel, segue que o conjunto dos niimeros irracionais I nao pode ser enumeravel.

Assim, concluimos que I é um exemplo de conjunto nao enumeravel.

4.6 Consideracoes Finais do Capitulo

Neste capitulo, exploramos a noc¢ao de infinitos ndo enumeraveis, destacando sua
importancia para a compreensao da complexidade do conjunto dos niimeros reais. A
partir de diferentes construgoes, como o conjunto de todas as sequéncias de 0’s e 1’s
e o intervalo real (0,1), discutimos como certos conjuntos infinitos ndo podem ser
listados ou colocados em correspondéncia biunivoca com os ntmeros naturais. Essa
constatacao nos levou a ideia de que existem diferentes “tamanhos” de infinito, e de
que a cardinalidade do conjunto R ultrapassa a dos conjuntos enumeraveis.

Demonstramos que o intervalo (0, 1) ndo é enumeravel e construimos uma bijecao
entre esse intervalo e R, concluindo que o conjunto dos niimeros reais também nao pode
ser enumerado. A partir disso, utilizamos uma proposi¢ao sobre a uniao de conjuntos
enumeraveis para concluir que o conjunto dos nimeros irracionais I ¢ também um
exemplo classico de conjunto nao enumeravel.

Embora ja tenhamos avancado significativamente na compreensao do conjunto R,
h& ainda muito o que explorar. No proximo capitulo, nos dedicaremos a examinar com
mais profundidade a estrutura interna dos ntmeros reais. Abordaremos a existéncia
de bijecoes entre R e outros conjuntos relevantes, como {0, 1} (sequéncia cujos tinicos
elementos sao 0 e 1), P(N) e o conjunto das fungdes de N em N, que denotaremos
por F(N), além de discutir a distingdo entre nimeros algébricos e transcendentais.
Finalizaremos com uma breve andlise sobre como calcular com precisao constantes
fundamentais como 7 e e, ampliando nossa perspectiva sobre o infinito no contexto dos

numeros reais.
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5 Explorando o Conjunto R

5.1 Introducao: Criando uma Correspondéncia Biunivoca entre

um Segmento e uma Reta

Ao longo deste trabalho, temos nos deparado com diferentes manifestacoes do in-
finito, seja na contagem de elementos de conjuntos, nas aproximacoes sucessivas de
valores, ou na extensao ilimitada de certas construcoes matematicas. Um aspecto es-
pecialmente intrigante do infinito surge quando investigamos a cardinalidade dos con-
juntos: até que ponto é possivel estabelecer uma correspondéncia entre conjuntos que,
a primeira vista, parecem ter tamanhos distintos? Antes de discutirmos formalmente
a estrutura do conjunto dos ntimeros reais, propomos uma construgao geométrica in-
tuitiva que nos ajuda a visualizar como um segmento finito pode, surpreendentemente,
ser colocado em correspondéncia um a um com toda a reta real. Essa ideia, embora
contraintuitiva, é um passo importante para compreendermos como o infinito opera na
Matematica.

Dado um segmento de reta AB fora da reta real R, como indicado na Figura [23]

A B

Figura 23 — Segmento AB fora de R

Fonte: o autor

Intuitivamente, dirfamos que esse segmento contém menos pontos do que a reta inteira,
pois ele tem inicio e fim, enquanto a reta é ilimitada em ambas as dire¢oes. No entanto
¢ possivel associar, de forma precisa e sem repetigoes, cada ponto desse segmento a
um unico ponto da reta real, cobrindo-a completamente. Uma forma de fazer isso é
tragando uma circunferéncia I' de diametro menor que o comprimento do segmento

AB, e tangente a AB em seu ponto médio M, como indicado na Figura [24}
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Figura 24 — Circunferéncia I' tangenciando AB em M

Fonte: o autor

Agora dado um ponto P, no segmento AB, encontraremos seu correspondente () em
R, tragando por P uma reta r tangente a I'. A intersecao r MR é ponto correspondente

que queremos (Figura [25 a seguir).

r

Figura 25 — Ponto ) € R corresponde a P € AB

Fonte: o autor

Esse exemplo explora a ideia de criar uma correspondéncia biunivoca entre um
segmento de reta e uma reta. Essa ideia tem relagdo com a existéncia da bijecao
f:(0,1) = R, vista no Capitulo @ Na Figura [26| marcamos os pontos Py, P, e Ps,

1

No Capitulo |3 foi apresentada uma forma de colocar em correspondéncia biunivoca quaisquer
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no segmento AB e seus repectivos correspondentes (1, (J2 e ()3 em R. Para termos
de fato uma correspondéncia completa os pontos de AB e R, precisamos definir qual
ponto sera correspondente a M em R, nesse caso podemos tomar o pé da perpendicular

a R passando por M.

T r T3 ro
A M B
P2 P3
Qo Qs 1 R

Figura 26 — Ponto corresponde a P € AB em R

Fonte: o autor

A correspondéncia um para um feita entre um segmento AB e a reta real, serve
como ponto de partida para refletirmos sobre a natureza dos conjuntos infinitos e sobre
como a intuicao falha quando lidamos com o infinito. Neste capitulo, investigaremos o
conjunto dos nimeros reais, suas propriedades e sua estrutura interna. Analisaremos
diferentes formas de descrevé-lo, por meio de sequéncias, subconjuntos e fungoes, e
mostraremos que hé mais de um “tamanho” de infinito. Veremos também que existem
numeros dentro de R que nao podem ser obtidos por nenhuma equacao algébrica: os
numeros transcendentes. Entre eles, destacam-se 7 e e, cuja construcao e aproximacgoes
revelam a presenca do infinito em suas defini¢goes. Por fim, discutiremos como certos
conjuntos ultrapassam até mesmo a imensidao de R, apontando para infinitos ainda

maiores.

5.2 Os Conjuntos {0, 1}, P(N) e NV

No Capitulo[d] demonstramos que o conjunto das sequéncias cujos elementos sao 0 ou
1, o conjunto das partes de N e o conjunto de todas as fungdes de N em N nao podem ser

enumerados, ou seja, nao existe uma correspondéncia biunivoca entre esses conjuntos e

dois segmentos de reta, de maneira que quando pensamos em (0,1) como um segmento da reta,
é possivel colocé-lo em correspondéncia um para um com qualquer outro segmento de reta AB.
Como existe uma bijecao f : (0,1) — R, podemos concluir que existe uma bijegao entre AB e R



Capitulo 5. Ezxplorando o Conjunto R 89

o conjunto dos niimeros naturais. Essa constatagao revela que tais conjuntos possuem
uma infinitude de natureza diferente daquela associada a N, Z ou mesmo Q. No entanto,
resta uma questao importante: esses conjuntos nao enumeraveis possuem a mesma
“quantidade” de elementos que R? Nesta secdo, vamos examinar precisamente essa
questao, estabelecendo, por meio da construgao de bijecoes, que todos esses conjuntos
tém a mesma cardinalidade do conjunto dos ntmeros reais. Veremos que, embora
nao possam ser listados como os conjuntos enumeraveis, eles compartilham com R um

mesmo grau de infinitude, conhecido como a cardinalidade do continuo.

5.2.1 Sequénciasde 0's e 1's

Uma sequéncia compostas por 0’s e 1’s é uma sequéncia da forma:
(ay,a9,as,...), com a; € {0,1}. (5.1)

E comum denotar o conjunto de todas as sequéncias do tipo por {0, 1}, Sabemos
que {0,1}N ¢ um conjunto ndo enumerdvel, mas uma pergunta plausivel, é qual seu
“tamanho”: o mesmo que R, ou tem um “tamanho” diferente de R (sendo maior ou
menor). Na verdade a cardinalidade do conjunto de todas a sequéncias de 0’s e 1’s tem
a mesma que R. Verificaremos isso, criando uma bijegao f : {0, 1} — (0,1). Essa

demonstrac¢ao busca seguir o caminho apresentando por Enderton (1977, p. 149) EI

Uma bijecdo de {0, 1} no intervalo (0, 1)

Considere o conjunto {0,1}" formado por todas as sequéncias infinitas de 0’s e
’s, cada elemento de {0,1}N, uma sequéncia da forma (5.1)), pode ser naturalmente
associadas a niimeros reais no intervalo (0, 1) por meio da funcao F : {0,1} — (0,1),

definida por:

@

- € [0,1].

[\

00
F(CLl,CLQ,CL3, .. ) = Z
=1

A imagem dessa fungdo estd contida no intervalo [0, 1], e mais especificamente em
(0,1), desde que fagamos alguns ajustes. Por exemplo as sequéncias (0,0,0,...) e
(1,1,1,...) estariam associadas respectivamete a 0 e a 1 por meio de F. Além disso,
devemos lidar com ambiguidades, alguns niimeros reais no intervalo (0, 1) possuem mais
de uma forma de serem escritos em binario. Por exemplo, o niimero 5 escrito em base
2 pode ser representado como 0,1000. .. (seguido de infinitos zeros) ou como 0,0111. ..

(seguido de infinitos uns)l—fl. Essas duplicidades ocorrem sempre que a sequéncia termina

2 Uma orientacdo de como a demonstragdo pode ser feita pode ser encontrada em |<https://math.

stackexchange.com/q/1719885> (Acesso em 25 julho de 2025).
I 1

3

1
Isso advém do fato de que 5= % + > + 51 + ..., estudaremos esse tipo de soma no CapituloH
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com uma repeticao infinita de 1’s, afetando exatamente os nimeros racionais com
expansao binaria finita.

No entanto, essas ambiguidades sao pouco numerosas em comparac¢ao com o proprio
intervalo (0,1): o conjunto de todas as sequéncias que terminam em uma sucessao infi-
nita de 1’s é enumeravel, pois correspondem a um subconjunto enumeravel de racionais
(os nimeros da forma on COm N € N). Como conjuntos enumeraveis tém cardinali-
dade estritamente menor que {0, 1}, podemos exclui-los do dominio da funcio sem
afetar sua cardinalidade total. Dessa forma, restringindo a funcao as sequéncias que
nio terminam com uma cadeia infinita de 1’s, temos uma aplicagio injetiva de {0, 1}
em (0,1), cuja imagem cobre todo o intervalo. Como ja foi demonstrado que (0, 1)
niao é enumeravel, e estamos omitindo apenas um subconjunto enumeravel de {0, 1},
conclui-se que essa funcao pode ser ajustada para tornar-se bijetiva. Portanto, o con-
junto {0, 1} tem a mesma cardinalidade que o intervalo (0,1). Devido ao fato de ja
termos demonstrado a existéncia de uma bijegao entre (0, 1) e R, segue que os conjuntos

R e {0,1}" tem mesma cardinalidade, ou em simbolos:

{0, 1}Y ~ R.

5.2.2 O conjunto da partes de N

O conjunto de todos os subconjuntos de N, cuja representacao é P(N) nao é um
conjunto enumeravel, vamos verificar que P(N) tem a mesma cardinalidade de R, para
isso usaremos um método indireto, contruindo uma bijecao entre P(N) e {0, 1}, como
j4 verificamos que {0,1}" ~ R, poderemos concluir que os P(N) e R, tem a mesma

cardinalidade. A demonstracao a seguir foi baseada na demostracao apresentada em
(HRBACEK; JECH, |1978, p. 91).
Uma bijecdo entre P(N) e {0, 1}

Vamos criar uma funcdo F' : P(N) — {0,1}Y, onde cada subconjunto 4 C N,

associamos uma sequéncia (a,)pen, onde:

1, sene A
0, sen¢ A

Ay =

Dessa forma, cada subconjunto de N determina de maneira tnica uma sequén-
cia de 0’s e 1’'s. Por exemplo, o subconjunto A = {1,3,4} corresponde & sequéncia
(1,0,1,1,0,0,0,...), em que os termos sdo 1 nas posigoes correspondentes aos ele-
mentos de A e 0 nas demais. Essa correspondéncia também é injetiva: subconjuntos

diferentes produzem sequéncias diferentes. E é sobrejetiva: toda sequéncia de 0’s e 1’s
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determina um subconjunto de N, a saber, o conjunto dos indices onde ocorrem os 1’s.
Portanto, essa fungao define uma bijegao entre P(N) e {0,1}N. E assim, pelo fato de

{0, 1} ter a mesma cardinalidade de R, concluimos que

P(N) ~R.

5.2.3 O conjunto das funcdes de N em N

Um conjunto particularmente interessante no estudo das cardinalidades é o conjunto
das funcoes de N em N, que denotaremos por F(N). Cada elemento de F(N) é uma
funcao f : N — N, ou seja, uma sequéncia infinita de ntimeros naturais. Embora
N seja enumeravel, o conjunto de todas as suas fungoes nao é: F(N) é um conjunto
nao enumerdvel. Mais do que isso, F(N) tem a mesma cardinalidade de R. Para
demonstrarmos que F(N) ~ R, seguiremos um caminho indireto, apresentando uma
bijecao entre F(N) e {0, 1}N. A demonstracio que apresentaremos foi inspirada em uma
discussdo informal no site Math StackExchangd’] Embora essa construcio especifica
nao tenha sido encontrada em obras formais da literatura consultada, sua validade
matematica é garantida e sera apresentada aqui com o maior cuidado e formalizacao

possivel.

Uma correspondéncia entre F(N) e elementos de {0, 1}"

O conjunto F(N) é formado por todas as fun¢oes de N em N, ou seja, por todas as
sequéncias infinitas de niimeros naturais. J4 o conjunto {0, 1} é o conjunto de todas as
sequéncias infinitas de zeros e uns. Embora o primeiro conjunto pareca maior, pois cada
termo da sequéncia pode assumir infinitos valores, enquanto no segundo temos apenas
duas opgoes por posicao, esses dois conjuntos possuem a mesma cardinalidade. Para
compreender essa igualdade, podemos imaginar uma maneira de transformar qualquer
sequéncia de numeros naturais em uma sequéncia de zeros e uns. Para isso, podemos
representar cada nimero natural por um pequeno bloco de uns seguido de um zero,
usando a seguinte regra:

0—=0
1 —10
2 — 110

3 — 1110

Assim, o niimero n é transformado em uma sequéncia de n nimeros 1, seguida de

um zero. Se tivermos uma fun¢do f : N — N, com valores como f(0) = 2, f(1) =0,

4 Ver: <https://math.stackexchange.com/q/2146599>  (Acesso em: 25 de julho de 2025).
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f(2) = 1, podemos aplicar essa regra a cada valor da fungao e formar uma sequéncia
de “zeros” e “uns”:

110010 -

A unido dessas representacoes forma uma sequéncia infinita de 0’s e 1’s, ou seja, um
elemento de {0,1}. E como essa regra é simples e organizada, também consegui-
mos fazer o caminho inverso: a partir da sequéncia de “zeros” e “uns”, conseguimos
recuperar os nimeros naturais originais, um por um. Com isso, vemos que ha uma cor-
respondéncia entre as fungoes de N em N e as sequéncias infinitas de 0’s e 1’s. Embora
a codificacdo apresentada nao gere todas as sequéncias de {0, 1}, ela mapeia cada fun-
¢do f: N — N em uma sequéncia binaria com a propriedade de conter infinitos zeros,
um para cada valor de f(n). Por construcao, toda sequéncia binaria com infinitoszeros
pode ser decomposta unicamente em blocos da forma uma sequéncia de n uns seguida
de um zero, com n > 1, permitindo assim a recuperacao da sequéncia original de nu-
meros naturais. Dessa forma, hd uma bijecao entre F(N) e o subconjunto de {0, 1}
formado pelas sequéncias com infinitos zeros. Apesar de ser um subconjunto préprio,
esse conjunto possui a mesma cardinalidade de {0, 1}, pois é possivel construir uma
bijecao entre ambos, por exemplo, intercalando os termos de uma sequéncia qualquer

com bits auxiliares que garantam a presenca de infinitos zeros. Assim, concluimos que

F(N) ~R.

Ou seja, o conjunto de todas as fungoes de N em N tem a mesma cardinalidade do

conjunto dos niimeros reais.

5.2.4 A Cardinalidade do Continuo

Vimos nesta secio que os conjuntos {0, 1}, P(N) e N¥ tém a mesma cardinalidade
do conjunto R. A essa cardinalidade damos o nome de cardinalidade do continuo, e
a representamos pelo simbolo ¢. Usando a notagdo |A| para a cardinalidade de um

conjunto A, podemos expressar essa equivaléncia por meio da igualdade:
{0, 1} = [P(N)| = |N"| = |R| = c.

Para a cardinalidade do conjunto dos niimeros naturais, utilizamos o simbolo Ng.
Uma questao importante da matematica é saber se existe algum outro “tamanho”
de infinito entre ¥y e c¢. Para qualquer conjunto A, vale a relacio |P(A)| = 2/
uma demonstracao desse fato pode ser encontrada em Novaes (2018, p. 114). Assim,

podemos pensar na cardinalidade do continuo como:

¢ = 2%,
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ja que P(N) ~ R. A pergunta entdao se transforma em saber se existe um ntimero
cardinal entre X, e 2% . Em outras palavras, a divida é se o prézimo cardinal apés R,

denotado por Ny, é igual a cardinalidade do continuo:
2% =) 7 (5.2)

A resposta afirmativa ao questionamento ¢ conhecida como hipotese do
continuo. Tanto essa hipdtese quanto sua negacao sao consistentes com a Teoria dos
Conjuntos atualmente aceita (baseada nos axiomas de Zermelo—Fraenkel com o Axioma
da Escolha, ZFC). Isso significa que nenhuma das duas respostas pode ser provada ou
refutada a partir desses axiomas, como demonstrado nos trabalhos de Godel e Cohen.
Assim, a hipdtese do continuo permanece uma das questoes mais profundas e intrigantes
da matematica contemporanea (BRANQUINHO; MURCHO; GOMES| 2020, p. 285).

A discussao sobre os diferentes “tamanhos” de infinito e, em particular, sobre a
cardinalidade do conjunto dos niimeros reais, nos leva naturalmente a investigar com
mais profundidade a propria constituicao do conjunto R. Afinal, quais tipos de niimeros
habitam esse conjunto? Como sao classificados? Uma distingdo fundamental nesse
universo ¢ aquela entre os ntmeros algébricos, aqueles que sao raizes de equagdes
polinomiais com coeficientes inteiros, e os nimeros transcendentes, que escapam a essa
descrigao algébrica. A seguir, exploraremos essas duas categorias de ntmeros, suas

propriedades e o que elas nos revelam sobre a riqueza estrutural do conjunto dos reais.

5.3 Nudmeros Algébricos e Transcendentes

Neste ponto da nossa investigacao, apos compreendermos que o conjunto dos niime-
ros reais possui uma cardinalidade superior & dos niimeros naturais, torna-se pertinente
analisar mais de perto a natureza dos elementos que compoem R. Entre os diversos
subconjuntos dos reais, destacam-se dois grupos de grande interesse matematico: os
numeros algébricos e os nimeros transcendentes. Os primeiros sao aqueles que satisfa-
zem equagoes polinomiais com coeficientes inteiros; os segundos, por sua vez, ndo sao
solugado de nenhuma equacao desse tipo. Nesta secao, exploraremos resumidamente
essas duas classe, observando sua defini¢ao, propriedades e distribuicdo dentro do con-
junto dos reais. Para quem deseja uma abordagem aprofundada dos ntimeros algébricos
sugerimos |Endler| (2006).

5.3.1 Os Inteiros Algébricos

Toda solugao de uma equacao polinomial da forma

T4 "+ g+ ag =0, (5.3)
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onde os coeficientes ag, aq,...,a,_1 sao inteiros é chamada um inteiro algébrico. Na
equacao polinomial , o coeficiente do termo dominante é igual a 1. Polinémios
que tem essa caracteristica sao chamadas de monico. Assim podemos afirmar que um
inteiro algébrico é toda raiz de um polindmio ménico com coeficientes inteiros. Um
fato importante é que os inteiros algébricos formam um ane]ﬂ A demonstracao desse
resultado foge ao escopo desse trabalho, mas é curioso percerber que o conjunto das
raizes de equagdes com a forma tem uma estrutura que se assemelha ao conjunto
7.

Observamos que todo nimero o € Z ¢é um inteiro algébrico, como raiz da equa-
¢do r — a = 0, um questionamento ao qual podemos chegar ¢é se todo real ¢ também
um inteiro algébrico. Existe um resultado que traz uma resposta para esse questio-
namento, mostrando que todo racional ndo inteiro ndo é um inteiro algébrico. Antes
de enunciarmos o resultado, vamos apresentar um lema que sera necessario para a sua

demonstragao:

Lema 5.1. Seja r € N um numero primo, e sejam a,b € Z. Se r dividir o produto ab

entao r deve dividir a ou b.

A demonstragao do Lema [5.1] exige alguns resultados da Aritmética, que nao serao de-
talhados neste trabalho. Uma apresentagdo completa encontra-se em [Figueiredo| (2011},

p. 2), de onde também foi extraida a base para o Teorema e sua demonstracao.
Teorema 5.2. Um inteiro algébrico (real) € inteiro ou irracional.

Demonstragdo. Seja o um inteiro algébrico. Suponhamos por absurdo que o = ]2, onde

p,q € Z, q>1epeqprimos entre si. Substituindo x = P ha equagao obtemos:
q

n n—1
<p> + ap_1 ]3 +--~—|—a1<p>+ao:0:>
q q q (5.4)

P+ apo1p™ g+ apg™ T +agg" =0

Da segunda igualdade na implicagao (5.4]) vem

P = q(—ap " = —aipg™ T — apg™ ). (5.5)

Observando a Equacao (5.5)), percebemos ¢ divide p"”. Seja r um fator primo de g,
assim r divide p", e pelo Lema [5.1] r divide p, o que é uma contradi¢do uma vez que

supomos p e ¢ primos entre si. Logo a suposicao de que « é um racional nao inteiro

5

Um anel é uma estrutura algébrica composta por um conjunto munido de duas operagdes, adicao
e multiplicacdo, que generaliza propriedades dos inteiros, em |Lang| (2008, p. 118) e Hefez| (2010}
p. 130) é possivel encontrar duas abordagens desse contetdo.
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é um absurdo, demonstrando assim o nosso resultado. E dessa forma as solugoes da

equagao [5.3] s6 poderao ser inteiros ou irracionais. |

5.3.2 Nuiameros Algébricos

Qualquer solugao de uma equacgao polinomial da forma
A" + ap_ 12" 4+ ayr +ag =0, (5.6)

onde os coeficientes a,,a,_1,...,a1,ay sao inteiros, é chamada de ntmero algébrico
(EVES| 2004, p. 664). Ao tomarmos a, = 1 em ({5.6]), obtemos a equagao polinomial
que é usada para definir os inteiros algébricos, assim todo inteiro algébrico é também

um numero algébrico. Além disso, todo racional @ = = é também um nimero algébrico

q
uma vez que ¢ raiz da equacao

qr —p = 0.

Na Secao provamos que existem inteiros algébricos que sao irracionais. Assim os
Numeros Algébricos podem, ser inteiros, racionais ou irracionais. Quando um nimero
nao ¢é solugdo de uma equagao da forma dizemos que o mesmo ¢ transcendente.
A existéncia de nimeros transcendentes, e portanto que nao sao raizes de equagoes
polinomiais de coeficientes inteiros pode ser demonstrada usando o conceito de cardi-

nalidade.

5.3.3 Nuimeros Transcendentes

Demonstraremos a seguir, Teorema [5.3] que o conjunto dos reais algébricos ¢ enu-
meravel. De posse desse resultado e do fato de R nao ser enumeravel. Concluimos
que existe um subconjunto nao enumeravel em R, composto por ntimeros que nao sao
raizes de equagoes polinomiais como a equagao . Esse niimeros sao chamados de

transcendentes.
Teorema 5.3. O conjunto dos nimeros algébricos é enumeravel.
Demonstragio. Dado um polindmio com coeficientes inteiros
P(z) = apz™ + ap 12"+ 4+ a1x + ag. (5.7)
Definimos sua altura como sendo o niimero natural
[P =n+lan| + |ana| + - + |az| + |aol. (5.8)

Uma consequéncia do Teorema Fundamental da Algebra é que a equacio P(zx) =0,
com P(x) dado nos moldes de (5.7)), tem exatamente n raizes complexas (LIMA et al.,
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2006b; FERNANDEZ; SANTOS, 2010, p. 219, p. 19), de forma que que o conjunto
de todas as raizes de polindbmios de uma dada altura é finito. Além disso o nimero
de polinémios com uma dada altura é também finito. Assim o conjunto das raizes de
todos os polinémios de coeficientes inteiros é enumeravel, uma vez que o mesmo é uma

uniao de um conjunto enumeravel de conjuntos finitos. [ |

A demonstracao de que existem nimeros reais que nao sao raizes de equagoes po-
linomiais com coeficientes inteiros mostra que os nimeros transcendentes formam um
subconjunto nao enumeravel de R. No entanto, até aqui essa existéncia foi estabe-
lecida de forma abstrata, sem a exibicao de exemplos especificos. Isso levanta uma
questao natural: quais s@o, concretamente, alguns desses nimeros transcendentes? A
resposta a essa pergunta envolve avancos historicos importantes na Matematica do sé-
culo XIX, quando surgiram as primeiras demonstracoes formais da transcendéncia de

certos numeros bem conhecidos.

Exemplos de Nimeros Transcendentes

Embora a demonstragao da existéncia de niimeros transcendentes utilize argumen-
tos envolvendo cardinalidade, como vimos anteriormente, identificar exemplos con-
cretos desses numeros nao é uma tarefa simples. Por muito tempo, nao se conhecia
nenhum nimero especifico que pudesse ser provado como transcendente. Essa situacao
mudou no século XIX, quando matematicos como Joseph Liouville, Charles Hermite
e Ferdinand Lindemann conseguiram estabelecer os primeiros exemplos concretos. No
Capitulo 5 de [Figueiredo| (2011)) encontramos exemplos desses ntimeros.

O primeiro nimero explicitamente construido e provado como transcendente foi o
chamado nimero de Liouville, definido por meio de uma série infinita cuidadosamente
construida (FIGUEIREDO, 2011} p. 21). O ntimero Liouville ou Constante de Liouville
(VIEIRA et al., 2019, p. 87), tem a forma:

o0

Z 1;,9, = (,110001000000000000000001 . ..
k=1

Posteriormente, Charles Hermite demonstrou que o nimero e (a base dos logarit-
mos naturais) é transcendente. Poucos anos depois, Ferdinand Lindemann mostrou
que o numero 7, a razao entre a circunferéncia e o didmetro de um circulo, também é
transcendente, o que implicou, entre outras coisas, a impossibilidade da antiga tarefa
de quadrar o circulo usando régua e compasso. Esses dois nimeros, 7 e e, sao exemplos
notaveis de nimeros transcendentes que desempenham papéis fundamentais em diver-
sas areas da Matematica. Na proxima secao, voltaremos nossa atencao para a forma

como podemos obter aproximacoes cada vez mais precisas desses ntmeros.
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5.4 Os nimeros 7 e e

Entre os numeros reais que nao sao raizes de equacoes polinomiais com coefici-
entes inteiros, destacam-se 7 e e, dois exemplos notaveis de niimeros transcendentes.
Ambos desempenham papéis centrais em diversas areas da Matematica, da Geometria
ao Calculo. Nesta se¢do, examinaremos algumas formas de aproximar esses niimeros,

destacando como o infinito se manifesta em sua construcao.

5.4.1 Calculando aproximacdes para m

O nimero 7 esta presente em diversos contextos matematicos, surgindo sobretudo

na relacao entre o comprimento C' e o raio » de uma circunferéncia:
C = 2mnr.

No Capitulo [7] aprofundaremos o estudo desse nimero, discutindo algumas interpre-
tacOes e aparentes paradoxos que envolvem seu valor e suas aproximagoes. Por ora,
vamos nos concentrar em um método geométrico para estimar 7, utilizando ferramentas
acessiveis e intuitivas. O método envolve a funcao f(x) = v/1 — 22, que representa o
arco superior de uma circunferéncia de raio 1 centrada na origem. A analise dessa fun-
¢a0 nos permitira construir aproximacoes sucessivas para m, a partir do comprimento
de poligonais sobre o grafico da funcao.

Dada uma fungao f : [—1,1] — R, definida por f(x) = /1 — 22, cujo grafico estd
representado na Figura [27]

Figura 27 — Grafico da funcao definida por f(z) = v/1 — x?

Fonte: o autor
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Como a curva é uma semicircunferéncia de raio 1, seu comprimento é ﬂﬁ Vamos marcar
sobre o grafico de f pontos igualmente espacados na horizontal. De maneira que para
cada um dos pontos da Figura , teremos P; = (z;, f(x;)) e x;11 — x; = Az. Assim,
observando que o intervalo considerado é [—1, 1], se tomarmos n subdivisdes iguais

desse intervalo, teremos n + 1 pontos (x;,0), dados por:

2
r;=—14+i-Axr com Ax=—, parat=0,1,2,...,n.
n

Figura 28 — Pontos sobre a curva f(z) = /1 — 22

Fonte: o autor

Cada ponto P; é entdo da forma P; = (zy, f(z;)), com f(x) = /1 — 22, e os seg-
mentos de reta consecutivos P; P;,, formam uma poligonal que aproxima a semicircun-
feréncia no intervalo [—1,1]. A medida que aumentamos o nimero de subdivisées n, o
valor de Ax diminui, e a poligonal se ajusta melhor a curvatura da funcao, permitindo
calcular aproximagoes cada vez mais precisas para o comprimento da curva, e portanto
para . Na Figura[28|tracamos a poligonal para os pontos Py, P, Py, Ps, Py, Ps, e P,

eos P, comi=0,1,2,3,4,5,6 sao da forma

P, = (—1+z’i,f(—1+z’i)), (5.9)

onde, para esse caso temos n = 6. A poligonal PyP; P, P3P, PsFPs mostrada na Figura
¢ uma aproximacao para o comprimento da curva grafico de f. Para calcularmos o

comprimento da poligonal, devemos calcular a soma da medida dos segmento Py Py,

6 Essa forma de definir o niimero 7, como comprimento de um semicirculo de raio 1 pode ser encon-

trada, por exemplo em Barbosa| (2012, p. 179).
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com k=0,1,2,3,4,5:

5
> PP = PP, + PP, + P,P; + P3Py + P,Ps + P;Fs. (5.10)
=0

Esses segmentos tem medida:
PPy = \/($k+1 — )+ (Yrr — )™ (5.11)

Onde (zji4,Yrsi) € Tk, Y S0 respectivamete as coordendads dos pontos Py e Pyiq
(ambos no formato . Uma maneira pratica de calcular a soma ([5.10) é usando a
linguagem de programacao Python, obtendo o nimero 3,0842528502040896 (no Capi-

tulo 8] é apresentado o cddigo usado no célculo da soma ((5.10))).

O nimero 3,0842528502040896, obtido como uma aproximacgao para a soma ,
¢ um valor inferior ao que conhecemos para m = 3,141592653589793 . .. Isso é coerente
com a construgao apresentada, uma vez que a poligonal PyP, P, P3P, PsPs da Figura
2§ fornece uma aproximacdo por baixo para o comprimento da semicircunferéncia.
Como indicado na figura, os segmentos retos subestimam o arco da curva. Quando
aumentamos a quantidade de pontos marcados, os segmentos passam a seguir com
mais precisao o contorno da curva, produzindo valores cada vez mais proximos do
comprimento verdadeiro. Na Figura temos uma aproximagao para o grafico da
funcdo f(r) = v/1 — 22 com 9 segmentos de reta.

Figura 29 — Aproximacao da curva f(r) = /1 — 2% com 9 segmentos

Fonte: o autor

Realizando os célculos para o comprimento da poligonal F ... Py, mostrada na Figura

29] obtemos 3,11054173693886, um valor ainda inferior a 7, mas superior ao obtido
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com menos divisdes. Esse resultado reforca a ideia de que o aumento na quantidade de
segmentos produz aproximagodes progressivamente mais precisas para o comprimento
da semicircunferéncia.

A seguir é apresentada a Tabela[7]com valores para o comprimento de uma poligonal

Py ... P,, com n segmentos de reta, construida sobre o grafico da funcao f : [-1,1] — R,

definida por f(z) = 1 — 22

Quantidade de segmento | comprimento da poligonal
10 | 3,115105950558346
100 | 3,1407605898424658
500 | 3,1415182688023964
1000 | 3,141566356216479
10.000 | 3,1415918220397847

Tabela 7 — Comprimento da poligonal Fy ... P, para alguns valores de n

Fonte: o autor

Mostrando niimeros que vao se aproximando de 7 = 3,141592653589793 ... Para va-
lores cada vez maiores de n, obtemos melhores aproximagoes para 7w, por exemplo,
para n = 1.000.000, obtemos 3,141592652758248 e para n = 10.000.000 obtemos
3,1415926535632894. De maneira que podemos admitir que o niimero 7 surge quando

fazemos n ir para o infinito na soma ([5.10)), ou seja:

n—1
W:T}LI’EOZPZ‘.PZ'_H:P0P1+P1P2+PQP3+... (512)
i=0
Para tornar a Defini¢do [5.12] mais precisa, vamos incluir a expressao que define a fungao
n—1
f. Sabendo que PP, = \/(:ciﬂ — )%+ (f(zi01) — f(x;))?, temos m = 7}1—{20 Z p,
com: =0
. 2 . 2
2(1 41 21 200+ 1 2
[ B PO T
n n n n
E dai vem

S o) (2B ECE T S D

Que pode ser pensanda como uma definicdo para o nimero 7, ou como uma maneira
de obter aproximacoes para ele, a partir dos elementos sequéncia que tem como termo

geral:

e S0 I T = Y R R N DA



Capitulo 5. Ezxplorando o Conjunto R 101

Na Tabela |8 a seguir alguns dos primeiros termos da sequéncia de termo geral ((5.14)):

a, | Valor
ay | 3,035276180410083
as | 3,065955435741682
ag | 3,084252850204089
ar | 3,096194954379304
ag | 3,1044960677748414
ag | 3,1105417369388597
ayp | 3,1151059505583465

Tabela 8 — Termos da sequéncia de aproximacoes para 7

Fonte: o autor

Para valores maiores de n, se torna facilitado, por meio de métodos computacionais,
calular o n-ésimo termo da sequéncia em , como exemplo temos, a100.000.000 =
3.141592653589688.

A construcao de m como uma sequéncia bem definida de niimeros é til tanto para
facilitar aproximacoes quanto para permitir a compreensao desse nimero a partir das
operacoes elementares. Existem diversas maneiras de definir a constante 7, como por
meio de séries distintas da série , algumas das quais podem ser encontradas em
Maor| (2025, p. 74). Embora tenhamos adotado aqui uma abordagem voltada para
aspectos geométricos e numéricos, a ampla ocorréncia de m em varios contextos ma-
tematicos justifica um estudo mais aprofundado, o que serd feito no Capitulo [7] Na
sequéncia, voltamos nossa atencao a outro nimero igualmente fundamental e transcen-
dente: o nimero e, que se destaca no contexto dos logaritmos, do Calculo Diferencial
e Integral e de fendmenos de crescimento exponencial. Assim como fizemos com T,
buscaremos explorar aproximacoes e construgoes que evidenciem sua profunda com o

infinito.

54.2 O Numero e

Assim como 7, o nimero e ocupa lugar central na Matematica, especialmente no
Célculo. Uma de suas defini¢goes mais elegantes relaciona-se a area sob o grafico da
fungao f(x) = 910, entre 1 e e, sendo essa area igual a 1, como mostrado na Figura .
Além dessa interpretacao geométrica, e possui propriedades aritméticas notaveis: € ir-

racional, como serd demonstrado nesta secao, e também transcendente, como discutido
em |[Figueiredo| (2011, p. 29).
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. 1
Figura 30 — Area sob o grafico da funcao definida por f(z) = —.
x

Fonte: O autor.

Em notacao do Calculo, podemos formalizar a ideia do niimero e com a seguinte

definicao:

Definicao 5.1. O nudmero e é o numero real tal que:

el
/ Jdr=1. (5.15)
1T
A notagao apresentada na Equacdo (5.15) é ttil no sentido de simplificar a defini¢ao
do ntimero e, no entanto apresenta a desvantagem de ter como pré-requisito para seu
entendimento o conhecimento do conceito de integral definida. Nos cursos de Célculo

também é apresentado e demonstrado que

=1 ! L 5.16

Podemos reescrever a Equagao (5.16]) usando a notagao de somatdrio:

Uma demonstragao para a igualdade (5.17)) pode ser encontrada em [Stewart| (2006, p.
760) e Muniz Neto| (2022, p. 346).

Irracionalidade de ¢

Um fato bastante conhecido sobre o ntimero e é que ele é irracional. A seguir, apre-
sentaremos uma demonstragao dessa propriedade, inspirada na abordagem apresentada
por [Figueiredo| (2011, p. 7).
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Teorema 5.4. O numero e € irracional.

Demonstragcao. Suponhamos que e seja racional, assim existem p,q € N, primos entri
q

1
si, tais que e = P Fazendo a diferenca e — Z 5 obtemos:
—n!

p 11 1y &1
L N 5.18
a <+1!+2!+ +q!) R (5.18)

Faremos agora uma estimativa para o segundo membro da igualdade da equagao (5.18]):

ii—l ! + L + <l ! + L + (5.19)
g \g+1 0 (g+D)(g+2) T g \g+1 (¢g4+1)2 )T

n=q-+

A expresao entre paréntese no ultimo membro de (5.19)) é a soma dos termos de uma

P.G. cujo primeiro membro e a razao sao iguais a T Como a razao é menor do que

1, podemos fazer a soma infinita de todos os termos, logo:

1
1 1 qg+1 1
+ +... == 5.20
g1 g1y 1 g (5:20)
q+1
Assim por (5.19)) e por ([5.20]) temos
<1 1 1
o< (5.21)
n=q+1 n q- q
A partir da equagao (5.18)) e da desiguladade (5.21)), obtemos
0<p 1+1+1+ +1<11
q o207 gl q q
E dai,
o< Pty i iyl (5.22)
q! . ntatoty " :

O termo central apresentado na desigualdade ((5.22]) é inteiro positivo, uma vez que ¢!

todos os denominadores das fracdes apresentadas na expressao entre paréntese. Como

— < 1, a desiguladade (|5.22]) indica que seu termo central é um inteiro positivo entre 0

e 1, o que é um absurdo. Esse absurdo provém inicialmente da hipdétese de que e é um
nimero racional. Dessa forma somos levados a acreditar que e é um nimero irracional.

Concluindo assim nossa demonstragao. [
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Calculando aproximacdes para e

Um valor aproximado para e é 2, 718281828459046. A igualdade (/5.16) nos permite
fazer 6timas aproximagoes para e, na Tabela [J]sdo apresentadas algumas aproximagoes

para e, obtidas usando Python (os c6digos podem ser encontrados no Capitulo :

L, 11 1
Gl gttt

S

2
1

2
2,5
2,6666666666666665
2,708333333333333
2,7166666666666663
2,7180555555555554
2.7182539682539684
2.71827876984127
2.7182815255731922

© 00 N O Tt ks W N = O

=1

Tabela 9 — Aproximagoes para e usando e = '
— n!

Fonte: o autor

No entanto, vamos apresentar uma forma alternativa de calcular uma aproxima-
¢ao para e, baseada na Definigdo [5.1} Para isso, consideraremos novamente a fungao
f :(0,00) — R, definida por f(x) = —, e utilizaremos uma abordagem geométrica:
construiremos trapézios sob o grafico dgssa funcao, a partir do ponto z = 1, com base
de comprimento 6 = 0,25. A ideia é somar as areas desses trapézios sucessivos até que
o valor acumulado se aproxime de 1. A Figura [31] ilustra esse processo. Os trapézios
sdo da forma E; PP FE;y 1, com i = 0,1,2,3,4,5, além disso temos E;P; = T3 030
Somaremos as areas dos trapezéios, até obtermos o primeiro valor maior que 1, nesse

caso paramos as operacoes. Para os trapézios da figura a seguir, temos a soma:

1 1
: + -1-0,3
25: (EiPi + Ei+1Pi+1) -0,3 _ (1 +0,3(i+1) 140, 3Z> (5.23)
2 2 | |

=0

cujo resultado é 0,9225276039749724, obtido usando Python, é menor que 1, logo uma
aproximacao para e seria a coordenada x do ponto E5, ou seja 1 +5-0,3 =2,5. Que
é uma aproximacao boa para e = 2.718281828459045.
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1
Figura 31 — Trapézios sob a curva da funcao definida por f(z) = —.
x

Fonte: O autor.

Inicialmente escolhemos § = 0, 3 para a medida da altura dos trapézios sob a curva
Yy = l, no entanto quanto menor for d, melhor sera a aproximacao de e. No Capitulo
aplgrvesentamos um codigo que nos permite escolher valores pequenos para ¢, a fim
de obtermos aproximacoes para e. A Tabela [10] traz aproximacoes para e, a partir de

alguns valores para ¢.

Altura do Trapézio | Aproximacao de e
0,325
0,2 2,6
0,1 2,7
0,01 | 2,71
0,001 | 2,718

Tabela 10 — Aproximacoes para e usando areas de trapézios

Fonte: o autor

As diferentes estratégias apresentadas para aproximar o nimero e, tanto por meio de
séries infinitas quanto por métodos geométricos baseados em areas, evidenciam, assim
como ocorreu com o nimero 7, a relacao desses nimeros transcendentes e o conceito de
infinito. A construcao de aproximagoes sucessivas revela nao apenas seu valor numérico

com alta precisao, mas também oferece um caminho didatico e conceitualmente rico
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para compreender sua origem e comportamento. Na proxima se¢ao, retomaremos o
ponto de vista da Teoria dos Conjuntos para abordar o surpreendente crescimento das

cardinalidades.

5.5 Conjunto das partes R

Um dos resultados mais surpreendentes da teoria dos conjuntos é o fato de que, para
qualquer conjunto A, o conjunto das partes de A, denotado por P(A), tem uma cardi-
nalidade maior do que o préprio conjunto A. Usando a notacao |A|, para representar

a cardinalidade do conjunto A, em simbolos, temos:
|A] < |P(A)]. (5.24)

Esse resultado foi demonstrado por Georg Cantor e é valido tanto para conjuntos finitos
quanto para infinitos. Na sequéncia o resultado é sistematizado no Teorema [5.5] cuja

redagdo e demonstragao foram baseadas em Halmos (2001, p. 157).
Teorema 5.5 (Teorema de Cantor). Dado um conjunto A, temos |A| < |P(A)].

Demonstragio. Suponha, por contradi¢ao, que existe uma fungao f : A — P(A) que
associa a cada elemento de A um subconjunto de A, e que essa fun¢ao seja sobrejetiva,
ou seja, que cada subconjunto de A seja imagem de algum elemento de A por meio
de f. A partir dessa funcao, construiremos um subconjunto especial de A, definido da
seguinte forma:
B={rxeAl|lx¢ f(x)}.

Esse conjunto B contém todos os elementos de A que nao pertencem ao subconjunto
que lhes foi associado pela funcao f. Como B é um subconjunto de A, entdo, pela
suposigao, existe algum elemento a € A tal que f(a) = B. Agora consideramos se a

pertence ou nao a B:
« Se a € B, entao, pela defini¢do de B, a ¢ f(a) = B: uma contradigao.
e Se a ¢ B, entdo, pela definicdo de B, a € f(a) = B: também uma contradigao.

Em ambos os casos, obtemos uma contradi¢ao logica. Isso significa que nossa suposicao
de que existia uma fungdo sobrejetora de A para P(A) estd incorreta. Portanto, nao
existe nenhuma correspondéncia completa entre os elementos de um conjunto e os seus

subconjuntos. Assim, concluimos que:
A < [P(A)].

Como queriamos.
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Esse resultado vale, em particular, para o conjunto dos niimeros naturais como foi
provado no Capitulo . Logo, o conjunto de todas as partes de N, ou seja, P(N), tem
cardinalidade maior que N, o que confirma que ele é um conjunto nao enumeravel.
Resultado ja verificado no inicio do capitulo quando demonstramos que P(N) e R tem
a mesma cardinalidade.

O Teorma de Cantor nos permite construir conjuntos com cardinalidades cada vez

maiores:

IN| <|[PN)[ = [R| < [P(R)] <[P (P(R))| < (5.25)

O argumento apresentado demonstra nao apenas que P(N) é um conjunto nao enume-
ravel, mas também estabelece um principio fundamental da teoria dos conjuntos: o fato
de que, para qualquer conjunto A, sempre existe um conjunto com cardinalidade estri-
tamente maior, a saber, seu conjunto das partes. Isso inaugura uma hierarquia infinita
de infinitos cada vez maiores, como indicado na cadeia de desigualdades em .
Tal constatagao amplia consideravelmente nossa compreensao do conceito de infinito
e prepara o terreno para reflexdes mais profundas. Encerramos, assim, a apresentagao

dos principais conjuntos nao enumeraveis e suas inter-relagoes.

5.6 Consideracoes Finais do Capitulo

Neste capitulo, exploramos o conceito de ntimero real sob diferentes perspectivas:
histérica, geométrica, algébrica e conjuntista. Partimos de construgoes aproximadas
para 7 e e, passando por suas defini¢oes analiticas e propriedades, como irracionalidade
e transcendéncia, além de discutirmos métodos para suas aproximacoes numéricas.

Durante o capitulo, avangamos para uma investigacao mais abstrata dos conjuntos
numeéricos, com foco na cardinalidade dos reais. Apresentamos exemplos de conjuntos
nio enumeraveis, como o intervalo (0, 1), o conjunto das sequéncias bindrias {0, 1}V,
o conjunto das partes de N, e o conjunto das funcoes de N em N. Em todos esses
casos, mostramos que suas cardinalidades coincidem com a dos niimeros reais, deno-
tada por ¢ = 2% estabelecendo, assim, um panorama dos infinitos maiores que Ry, a
cardinalidade dos conjuntos enumeraveis.

A nocao de que nem todo infinito é do mesmo tamanho revelou-se uma das ideias
mais transformadoras da Matematica Moderna. Ao longo deste capitulo, evidenciamos
que a reta real nao é apenas continua e densa, mas também muito mais rica em termos
de quantidade de elementos do que o conjunto dos niimeros naturais ou racionais. Essa
constatacao abre caminho para discussdes mais sofisticadas sobre o infinito, que serao
objeto do proximo capitulo, no qual abordaremos paradoxos, somas infinitas e tensoes

conceituais associadas ao uso do infinito na Matemaética.
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6 Explorando o Infinito: Paradoxos, Séries

e Conflitos Conceituais

6.1 Introducdo: Séries e a Espiral de Teodoro

Teodoro de Cirene foi um matematico grego que nasceu em 470 a.C, teve um papel
importante na formagao matemética de Sécrates (EVES| 2004, p. 131), além de que um
dos seus discipulos, Teeteto é possivelmene o grande responséavel pelo material contido
no décimo e décimo terceiro livros dos Elementos. Teodoro é reconhecido como um
dos grandes contribuidores da Matematica, inicialmente organizada pelos pitagoricos,
e que posteriormente que culminou nos Elementos (EVES, 2004, p. 132). Segundo

Platao, Teodoro provou que os niimeros

V3,V5,V6,V7,V8,V10,V11,V12,V13,v14,V/15 e V17, (6.1)

sao todos irracionais (CAJORI, 2007, p. 94). Além da irracionalidade para os nimeros
em , Teodoro apresentou uma construgdo para /n, onde y/n é a metade do cateto
de um tridngulo retangulo cuja hipotenusa é n 4 1 e cujo outro cateto é n — 1 (EVES|
2004, p. 126). De fato, seja 7, um reta, O e A, pontos em 7 tais que OA = n — 1.
Para construirmos o tridngulo retangulo em questao, inicialmente tracemos por A uma
perpendicular ¢ a reta r, na sequéncia com o compasso centrado em O vamos tragar o

circulo I" de raio n + 1. Seja P =1'Nt, o segmento AM, onde M é o ponto médio de
AP tem medida v/n (Figura [32).

n+1 \

0 n—1 |A

\
1
1
\
1
] 1
i
|
!
Figura 32 — Construgao com régua e compasso do nimero y/n

Fonte: o autor
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Como o triangulo OAP da Figura |32 é retangulo em A, pelo Teorema de Pitdgoras,

temos

oP° = A0+ AP
(n+1)?2 = (n—1>2+ADP
4o+l = n?—2n+1+ AP
AP" = 4n
AP = 2y/n.

A tradi¢do também atribui a Teodoro a construgdo de y/n, com 2 < n < 17, a

partir de uma figura em forma de espiral cohecida atualmente como Espiral de Teodoro

(EVES, 2004, p. 126). A espiral de Teodoro é uma figura composta por triangulos
retangulos adjacentes como indicado na Figura [33]

Figura 33 — Espiral de Teodoro

Fonte: o autor

A partir da espiral de Teodoro é possivel construir com régua e compasso a raiz



Capitulo 6. FEzplorando o Infinito: Paradoxos, Séries e Conflitos Conceituais 110

de qualquer ntimero inteiro positivo. Ao construirmos /18 percebemos que ha uma

intersecao de triangulos, como indicado na Figura [34] a seguir.

Figura 34 — Intersecdo de triangulos na espiral de Teodoro.

Fonte: o autor
De fato, em cada um dos tridngulos ilustrados na Figura [33] o dngulo cujo vértice é o

R
NG

angulos com vértice em A pode ser calculada da seguinte forma:

S = arctan( 1 )

ponto A possui medida arctan ,comn =1,2,...,16. Assim, a soma desses 16

1

Sy, = arctan [ — tan | —
2 arctan (\/_> + arctan (\/§>
S t L + t L + t, L

= arctan | — arctan | — arctan | —
s V1 V2 V3
S' acta<1>+acta<1>+acta<1>+ —i—acta(l)
n — T 11 = I n —— I n —_ “ e T n P .

V1 V2 V3 NG
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A construgdo anterior sugere a existéncia de uma sequéncia (S,,) formada por somas

de termos da sequéncia (a,), cujo termo geral é:

1
a, = arctan <\/ﬁ> .

Calculando a (S36), soma dos angulos dos triangulos com vértice em A da Figura ,

obtemos:

1 1 1
Sig = arctan | — | +arctan [ — | + -+ +arctan [ — | ~6,13. (6.2
16 = arc an(\ﬁ) arc an(\/§> arc an<m> (6.2)

O valor da soma dos angulos indicado em (§6.2)) é inferior a 2w ~ 6,28. Ao adicionarmos

1
o angulo arctan (ﬁ) ~ (0,24, essa soma ultrapassa 6,37 radianos, excedendo 2.

Indicando que o maior nimero que pode ser construido na espiral de Teodoro, sem que
ocorra intersecdo entre os tridngulos, é v/17.

Essa analise geométrica nos conduz naturalmente a investigacao de somas sucessivas
de termos, formando uma sequéncia (S,). A ideia de somar indefinidamente quanti-
dades cada vez menores é um dos pilares da Analise Matematica e da compreensao
moderna do infinito. Neste capitulo, a partir desse ponto de partida visual, avancare-
mos para outras formulagoes que também desafiam nossa intuicao sobre o infinito, como
os paradoxos atribuidos a Zenao de Eleia, que ainda hoje suscitam questionamentos
filosoficos e matematicos profundos.

Além dos paradoxos, exploraremos situagdes envolvendo somas infinitas, mostrando
como a Matematica Contemporéanea constréi ferramentas rigorosas para tratar aparen-
tes contradigdes. Questoes como a igualdade 1 = 0,999... ou a ambiguidade de séries
alternadas revelam a necessidade de uma linguagem precisa para lidar com o infinito.
Ao longo desta se¢ao, nosso objetivo nao é apenas apresentar resultados, mas também
revelar os impasses conceituais que impulsionaram avancos fundamentais na Historia

da Matemaética.

6.2 Paradoxos de Zenao

As ideias de infinito, continuidade e movimento, analisadas muitas vezes a partir dos
paradoxos, estdo entre as mais desafiadoras da Histéria do pensamento (TASSARA;
MORAIS; ABBUD, 2018 p. 3). Muito antes do surgimento do Célculo e da Anélise
Matematica, ja se questionava o que significa mover-se de um ponto a outro ou dividir
uma grandeza em partes cada vez menores (ROQUE, 2012, p. 132). Os paradoxos
tradicionalmente atribuidos a Zenao de Eleia operam precisamente nesse territério de

incerteza:
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Os paradoxos de Zenao levantam uma questao fundamental sobre o uni-
Verso: sera que o tempo e o espaco sao continuos, infinitamente divisiveis,
como habitualmente os concebemos, ou serao discretos, havendo uma uni-
dade minima indivisivel de espaco e, analogamente, para o tempo? Estas
sao questoes muito atuais que tém motivado acesa controvérsia nas comuni-
dades cientificas de fisicos, filésofos da Ciéncia e matematicos. (TAVARES,

2023 p. 3)

Apesar de serem de uma era de conhecimento que antecede a Matematica formal,
levantam questoes fundamentais que permanecem relevantes mesmo sob a oOtica dessa
Ciéncia (TASSARA; MORAIS; ABBUD, 2018, p. 11). Nesta se¢do, exploraremos
algumas dessas formulagoes, procurando evidenciar os conflitos que surgem quando a

intuicao e a légica sao confrontadas com o infinito.

6.2.1 Paradoxo da Pluralidade

A tentativa de compreender o infinito remonta a antiguidade (LORIN; BATISTA|
2023), sendo o Paradoxo da Pluralidade também conhecido como a primeira antinomia
de Zenao, é uma das formulagoes mais intrigantes nesse contexto, ele aborda especi-
ficamente o problema da multiplicidade das coisas. Podemos analisa-lo sobre a ética
da Geometria, partindo da suposicao de que um segmento de reta possa ser dividido
indefinidamente. No entanto, ao se considerar a possibilidade de uma divisao infinita,
surgem consequéncias que desafiam o senso comum: como é possivel obter um com-
primento finito a partir da soma de infinitas partes? Ainda que esse paradoxo tenha
surgido em um contexto que é anterior a Matematica formal, sua esséncia permanece
atual, sobretudo quando se busca compreender como a Matematica Moderna lida com
a ideia de soma de infinitos termos.

Dado um segmento AB, é possivel marcar seu ponto médio P, dividindo o segmento
em dois segmentos AP e PB (Figura 3F)).

Figura 35 — Ponto médio do segmento AB

Fonte: o autor

Supondo que o comprimento de AB seja 1, os segmentos AP e PB terao comprimento

—. De maneira analoga é possivel tomar os pontos médios AP e PB, respectivamente

1
P e P, (Figura . Essa construgao gera quatro segmentos de comprimento T



Capitulo 6. Ezxplorando o Infinito: Paradoxos, Séries e Conflitos Conceituais 113

Figura 36 — Pontos médios dos segmento AP e PB

Fonte: o autor

Continuando com o processo, é possivel dividir cada um dos segmentos APy, PP, PP,
e PyB a partir de seus respecticvos pontos médios Ps, Py, P5s e Ps (Figura .

A P, P

Figura 37 — Pontos médios dos segmento AP, PP, PP, e P,B

Fonte: o autor

Na Figura [35] dividimos os segmento AB em dois segmentos de mesmo comprimento
1 i

57 por outro lado, na Figura |36] AB foi dividido em 4 segmentos de medida - e na

Figura |37, o segmento AB foi dividido em 8 segmentos de mesmo comprimento 3
Poderiamos continuar a divisao AB em segmentos cada vez menores, de maneira que

1
apds n divisdes teriamos 2" segmentos de comprimento o Para valores inteiros de

n ¢ imediato perceber que a soma dos 2" segmentos de comprimento 2171 é 1, que é
justamente a medida do segmento AB.

Esse processo pode continuar indefinidamente. A questao central do Paradoxo da
Pluralidade, atribuido a Zenao de Eleia, é a seguinte: O que acontece quando o nimero
de divisoes tende ao infinito? Ou seja, o que ocorre quando n tende a infinito? Nesse

ponto surgem duas contradi¢gbes aparentes:

e A medida que n cresce, a fracao on vai se aproximando cada vez mais de zero, no

entanto se supormos que on = 0 quando n = oo, teremos uma soma de infinitos
segmentos de comprimento 0, compondo o segmento AB, de maneira que AB
tera comprimento

0+04+0+0+---=0.

Contradizendo o fato de que AB = 1.

e Por outro lado supondo que para n tendendo a infinto, o comprimento de cada

segmento ¢ dado por um numero positivo € > 0, por pequeno que seja, entao
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somar infinitamente essas parcelas produziria um valor infinito:

etet+et+e+--,

Concluindo que o comprimento de AB seria infinito, o que também é falso.

O paradoxo da pluralidade nao aponta uma contradicao real na Matematica, mas
sim nas limitagoes da linguagem e da Logica Aristotélica para lidar com o infinito.
A Matematica Moderna resolve esse paradoxo ao trabalhar com o conceito de limite.
Quando dizemos que estamos dividindo o segmento indefinidamente, o que estamos de
fato considerando é o limite da soma de uma série convergente, e ndo uma soma literal

1
de infinitos zeros ou infinitos €. Assim, a soma infinita dos 2" comprimentos on tende

.1
para 1, mesmo que as fragoes on tendam a zero.

6.2.2 Paradoxo de Aquiles e a Tartaruga

O paradoxo de Aquiles e a tartaruga é talvez o mais conhecido entre os paradoxos
atribuidos a Zenao (TASSARA; MORAIS; ABBUD, 2018, p. 6). A situacao des-
crita é simples: Aquiles, o mais veloz dos guerreiros, desafia uma tartaruga para uma
corrida. Como gesto de generosidade, ele permite que a tartaruga largue com certa
vantagem (KANGUSSU| 2004, p. 86). A partir dai, o argumento apresentado leva a
surpreendente conclusdo de que Aquiles nunca conseguira alcangar a tartaruga.

Para entender essa conclusao, consideremos que, no momento em que Aquiles chega
ao ponto de partida da tartaruga, esta ja terd avancado uma certa distancia. Quando

Aquiles percorre essa nova distancia, a tartaruga ja tera se deslocado um pouco mais.

Aquiles, simbolo de rapidez, tem de alcancar a tartaruga, simbolo de mo-
rosidade. Aquiles corre dez vezes mais rapido que a tartaruga e lhe da dez
metros de vantagem. Aquiles corre esses dez metros, a tartaruga corre um;
Aquiles corre esse metro, a tartaruga corre um decimetro; Aquiles corre esse
decimetro, a tartaruga corre um centimetro; Aquiles corre esse centimetro,
a tartaruga um milimetro; Aquiles corre esse milimetro, a tartaruga um

décimo de milimetro. (KANGUSSU| 2004, p. 86)

Esse processo continua indefinidamente: cada vez que Aquiles atinge a posi¢ao anterior
da tartaruga, ela ja nao estd mais l4. Ainda que as distancias percorridas se tornem
cada vez menores, sempre havera uma nova etapa a ser vencida, levando a conclusao
de que Aquiles jamais a alcangara.

A forca do paradoxo esta em mostrar que, mesmo sendo mais rapido, Aquiles parece

prisioneiro de uma sequéncia infinita de metas intermediarias. A corrida se transforma
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em uma sucessao de etapas infinitas, sugerindo que o movimento, quando analisado em
termos de uma divisao infinita do espaco e do tempo, se torna logicamente impossivel.

O paradoxo de Aquiles e a tartaruga antecipa uma discussao sofisticada sobre a
soma de uma série infinita de intervalos de tempo ou espago (TASSARA; MORAIS;
ABBUD) 2018, p. 9). A Mateméatica Moderna resolve a aparente contradi¢ao utilizando
o conceito de limite: ainda que a sequéncia de etapas seja infinita, o tempo total
para que Aquiles alcance a tartaruga pode ser finito (TAVARES| 2023, p. 3). Essa
distingao entre o niimero de passos e a duracao total de tempo é central para superar
o paradoxo, mas isso sO se torna possivel com o advento do Calculo e da Anélise.
Podemos analisar esse paradoxo sobre a seguinte 6tica, supondo que as velocidade
de aquiles e da tartatura sejam respectivamente v, e 11—‘8, a distancia percorrrida por

ambos apds um certo tempo At pode ser encontrada com:

o Distancia percorrida por Aquiles: v, - At

o Distancia percorrida pela tartaruga: 10 + % - At
Ou ap6s 2 tempos At:

o Distancia percorrida por Aquiles: v, - At + v, - At

« Distancia percorrida pela tartaruga: 10 + % AL+ % - At

Em linhas gerais teriamos as distancias percorridas para ambos, apds n tempos, sendo:
« Distancia percorrida por Aquiles: v, - (At + At +--+)

» Distancia percorrida pela tartaruga: 10 + % (At 4+ At +---)

O paradoxo surge quando consideramos At cada vez menor, se aproximando de (0, assim
a soma At + At + - - - teria um valor tdo pequeno, que o produto v - (At + At +--+)
nunca ultrapassaria 10 + % (At + AL+ --).

Podemos também analisar o paradoxo a partir da funcao horaria do espaco para
Aquiles e a Tartaruga S = Sy + v - t. A fungdo horédria do espago na Fisica, descreve
como a posicao de um objeto varia com o tempo. Ela é utilizada para determinar a
posicao de um objeto em um determinado instante, dado seu movimento e condigoes
iniciais. Supondo que ambos continuem seu percurso em uma mesma direcao, e sendo
vr a velocidade da tartaruga e v4 = 10v7 a velocidade de aquiles, suas posi¢oes pode
ser encontradas a partir Startaruga = Sy + vr - t, onde Sy é a vantagem em metros
dada por Aquiles, e S Aquiles = VA - t. Para que Aquiles alcante a tartaruga devemos

ter:
So

0 6.3
pp— (6.3)

SAquiles = Startaruga = ¢ =
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A segunda igualdade em nos indica que o tempo que Aquiles levara para alcancar
a tartaruga serd menor quanto menor o denominardor v4 — vy, implicando um tempo
infinito, ou seja, Aquiles nunca encontrando a tartaruga, quando v4 = vy, que nao é o
caso. Como supomos que vy = 10vy, teriamos
¢ 50
= Sor”

: . . , : So .
Ou seja, nessa caso, Aquiles acompanharia a tartaruga apés precisamente Gorn unidades
de tempo. ’

Uma formulagdo semelhante ao paradoxo da Aquiles e da Tartaruga, é o chamado
paradoxo da dicotomia (TASSARA; MORAIS; ABBUD| 2018, p. 8). Nele, argumenta-
se que, para que qualquer corpo percorra uma certa distancia, ¢ preciso antes atingir
a metade desse trajeto, depois a metade da metade, e assim sucessivamente. Como ha
infinitas etapas a serem vencidas, conclui-se que o movimento jamais se completa. Essa
estrutura argumentativa também estd presente no paradoxo de Aquiles, mas, enquanto
na dicotomia o foco esta na divisao progressiva do espaco, em Aquiles e a tartaruga o
destaque recai sobre a repeticao infinita de metas intermediarias. Em ambos os casos,
o infinito aparece como obstaculo logico a ideia de movimento continuo.

De forma indireta, o paradoxo da dicotomia apresenta uma reflexdo sobre somas de

infinitos termos como

1 1 1
T T R, 6.4
sttt (6.4)
que em termos da Matematica atual, converge para 1, ou em simbolos Z . =1 Na
n=1

sequéncia faremos uma discugao sobre essa igualdade.

1,1, 1
623 Asomaj;+;+g+--

O paradoxo da dicotomia nos leva a refletir sobre o comportamento de processos
infinitos, especialmente no contexto de divisdes sucessivas de um intervalo. A ideia de
que um percurso finito pode envolver infinitas etapas desafiou, por séculos, a nocao
de completude no movimento e no espaco. Uma atual de abordar esse tipo de situa-
¢ado é por meio das chamadas séries infinitas, onde somamos infinitos termos de uma
sequéncia. A sequéncia dos deslocamentos sugeridos no paradoxo, percorrer metade do
caminho, depois metade do restante, depois metade do que resta e assim por diante,

. 1 . .
pode ser representada pela soma dos termos da sequéncia <2n> . A seguir, analisaremos
essa soma por meio de suas somas parciais, o que nos permitird compreender melhor
como o “infinito” pode resultar em um valor finito.

Dada uma sequéncia (a,) = (a1, as, as, . . .), podemos contruir outra sequéncia (s,,)

formada pela somas parciais dos termos de (a,). De maneira geral podemos construir
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(s,) da seguinte forma:
S1=ai, So=a1+az, S3=a1+ax+as, ..., Sp=a+ay+as+ -+ a.

Podemos também denotar os termos de (s,) usando o simbolo de somatério >

1 2 3 k
=1 i=1 i=1 i—1

k
Grosso modo, a notacao Z a; pode ser entendida como a soma dos termos da sequéncia
i=1
(a,) comegando em 1 até o k-ésimo termo. Para exemplifcar, vamos pensar na somas
parciais da sequéncia (2n>
1 1+1 1+1+1 1+1+1+ +1
-, Sg==4+-, S3==—4+—-+—-, ..., Sg=—+-F+-—4+---+ —.
27?724 P2 478 T2 478 2k

Uma série é a soma de todos os termos de uma sequéncia, ou em termos matema-
o

S1 =

ticos, dada uma sequéncia (a,) uma série S é a soma S = Zai. Para a sequéncia
i=1

1 <1 1
<2n), temos a série S = Z 5 Analisando a sequéncia das somas parciais de <2n>,
i=1

13715
obtemos: <2, 376" > Nos permitindo conjecturar que a soma de k£ termos da
1 k_
sequéncia (2n> é dada por SETE Provemos que de fato, a soma d k primeiros termos
1y 26— . . .
da sequéncia <2n> é SETEE para isso vamos usar indugao em k. Para k = 1, temos
1 2t—1 1
= — € = —.
T T T
2k —1 o
Suponhamos agora que s = ST para algum k inteiro, fazendo
1 2F 1 1
Sk T ok+1 ok + k1 (6.5)

O primeiro membro da igualdade (6.5) é por definigdo siy1, realizando a soma no
segundo membro de (6.5)), obtemos

ok —1 1 202F—1)41  2M 1

ok T ok ok+1 = okl

2k+1 -1

Obtemos s;11 = , concluindo nossa demonstracao por inducao.

2k+1
2k — 1
2k 7

1
O fato de que a k-ésima soma parcial da sequéncia <2n> ¢ dada por nos

2k —1
ok
entanto, ser exatamente 1 ou ultrapassar 1. Como exemplo, para k = 10 temos
219 —1 1023

210 1024

permite verificar que para valores grandes de k temos préximo de 1, sem, no

S10 =
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Que é uma fracdo muito préxima de 1. Outra forma de verificar que os termos da
N .. 1 . . , L 1
sequéncia de somas parciais de on ) V80 se aproximando de 1 é usando um cédigo
Python. Usando a linguagem de programacao, calculamos as somas parciais da sequén-
1
cia (2n> até o 10° termo, obtendo a Tabela |11l Os valores na Tabela|l1|mostram que,
a medida que somamos mais termos da sequéencia, o valor acumulado se aproxima cada
vez mais de 1, embora nunca o ultrapasse. Isso evidencia o fendmeno da convergéncia:

mesmo com infinitos termos, a soma total tende a um nimero real finito.

Numero de termos | Soma parcial
0,5

0,75

0,875

0,9375
0,96875
0,984375
0,9921875
0,99609375
0,998046875
0,9990234375

© 00 N O Ot s W N

—_
S

1
Tabela 11 — Somas parciais da sequéncia (2n>

Fonte: o autor

As somas parciais na segunda coluna da da Tabela [11] indicam uma aproximacao
oo

cada vez maior de 1. No caso especifico da série Z 20 formalmente dizemos que é
i=1
uma série convergente, uma vez que a sequéncia de somas parciais se aproxima de um
o0

valor especifico, e escrevemoszz = = L. Voltaremos a estudar essa série na Segao ,
i=1
onde ela sera classificada como uma série geométrica, ou seja, uma série que soma 0s

termos de uma progressao geométrica infinita.

6.2.4 Paradoxo da Flexa em Voo

De acordo com Tavares (2023, p. 1), Zenao pode ter criado cerca de quarenta pa-
radoxos, dentre eles os dois tratados nas subsegoes anteriores, todos com o objetivo
de demonstrar os absurdos da multiplicidade, da divisibilidade e do movimento, defen-
dendo que estes seriam meras ilusdes. Outro paradoxo atribuido ao filésofo grego é o

da flecha em voo.
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O paradoxo da flecha afirma que o movimento é ilusério. Segundo Zendo, uma
flecha lancada em direcao ao alvo, em qualquer instante de tempo, ocupa um tunico
ponto fixo do espaco. Se em cada instante ela esta imovel, entao esta sempre parada, e
nunca se move. O argumento parece absurdo, mas levanta uma dificuldade real: como
pode haver movimento se o tempo é composto por instantes indivisiveis, em que nada
acontece?

Esse raciocinio supoe que o tempo é uma sequéncia de estados pontuais, e que o
movimento deveria ocorrer dentro de cada instante. O paradoxo confronta a experiéncia
continua do movimento com uma tentativa de analisd-lo por momentos estaticos. Sua
resolugao, como nos demais paradoxos de Zenao, exige a formalizacdo da Matematica
do Continuo, sobretudo com o Calculo Diferencial.

Na linguagem moderna, a posi¢ao de um corpo em movimento é descrita por uma
fungao s(t), que associa a cada instante ¢ uma posigao no espago. O movimento nao
ocorre em um instante isolado, mas entre instantes. Isso é evidenciado pela defini¢ao

da velocidade instantanea:

. s(t+ At) — s(t)
v(t) = lim :
At—0 At
Esse valor representa a taxa de variacao da posicao em um instante e permite descrever
rigorosamente o movimento, ainda que a posicao permaneca constante em cada ponto
do tempo. Em outras palavras, o movimento se expressa por essa taxa, e nao por
deslocamentos dentro de um instante.

O paradoxo da flecha nao revela uma contradi¢do no movimento real, mas uma limi-
tagdo do pensamento estatico ao tentar compreender o continuo. Com as ferramentas
da Analise Matemaética, é possivel formalizar o movimento de forma consistente, pre-
servando a continuidade do tempo e a noc¢ao de velocidade instantanea. O que Zenao
apontou como um problema tornou-se, séculos depois, um fundamento da Fisica e da

Matemaéatica Moderna.

6.3 Somas Infinitas: Intuicoes Que Podem Enganar

Ao longo da histoéria, somas infinitas despertaram tanto fascinio quanto perplexi-
dade. A possibilidade de somar infinitas parcelas e obter um valor finito desafia a
intuicdo. Embora parega natural esperar que uma soma infinita cresca sem limites,
exemplos classicos mostram o contrario, e em alguns casos, manipulagoes ingénuas le-
vam a resultados contraditorios. Nesta secao, investigamos essas situacoes a luz dos

conceitos de convergéncia, divergéncia e reordenacao de termos.
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6.3.1 Sobre 0,999... =1 e séries geométricas

A sequéncia <2n> é classificada com uma progressao geométrica. Em termos gerais,

uma progressao geométrica é uma sequéncia (a,), tal que dados quaisquer dois termos
Qk+1

ag

consecutivos ay e agyq, temos = ¢, o niumero ¢ ¢ chamado razao da progressao

1
geométrica. No caso da sequéncia () temos ¢ = 3 Quando temos uma progressao

n )’

geométrica (a,) de razao 0 < ¢ < 1 ou —1 < ¢ < 0 é possivel provar que
> =
i=1 1 -

Para a demostracao de , primeiro observamos que uma progressao geométrica

) (6.6)
q
(ay,a9,as,...,ay,,...) derazao q, pode ser reescrita como
(a17GIQ7a1q27'"aalqn_lﬂ"')' (67)
Vamos somar os n primeiros termos da sequéncia , e seja
— 2 n—1
$n = a1 +a1q +a1q” + -+ aq (6.8)
o valor dessa soma. Multiplicando os dois membros de por ¢, obtemos
Snd = g+ a1’ + a1’ + - + arq". (6.9)

Subtraindo de (6.8)), vem

a1 (1 —q"
Sp— Spq = a1 — a1q" = S, = M (6.10)
l—q
ar(1—q") < )
Donde obtemos s, = 1 para a soma dos n termos de uma progressao geomé-
- q

trica de primeiro termo a; e razao q. O argumento usado nao demonstra a veracidade
da igualdade na segunda parte da implicacao , mas nos traz um indicativo da fér-
mula para a soma dos n primeiros termos de uma progressao geométrica. Na sequéncia
faremos uma demonstracao para a féormula, usando induc¢ao matematica.

Dada uma progressao geométrica (a,) de primeiro termo a; e razao ¢, encontramos

a formula
n
. ai(1—q")
="t
l—q
como uma possivel formula para a soma dos seus n primeiros termos. Faremos agora

uma demostragao mais detalhada da veracidade de (/6.11]).

(6.11)

Teorema 6.1. Dada progressio geométrica (a,) de primeiro termo a; e razao q, a

soma de seus n primeiros termos é

_a(l-¢")
1—q
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Demonstragio. Faremos a demonstracao por inducao matemaéatica. Para uma progres-
sdo geométrica (a,) de primeiro termo a; e razao ¢, seja a afirmacao
ai(1—q")
n):s, =————=.
p(n) : sn I

Onde s, é a soma dos n primeiros termos de (a,). Queremos provar que p(1) é ver-
dadeira e que p(n) = p(n + 1), concluindo assim nossa demostragdo por indugao
matematica. De fato:
ai (1 — ql)

. = a1, logo p(1) é verdade,
)

o por definigdo temos s; = a; e p(1) : s =

vamos provar agora que p(n) = p(n + 1);

« Suponhamos que p(n) seja vdlida para algum inteiro n, logo

_ ap(1 — qn)‘

n 6.12
— (6.12)
Adicionando a,,; a ambos os membros da igualdade (6.12]), vem:
a(l—q"
Sn + Apt+1 = 1(1—qq) + Apn+1- (613)

A soma s,,+a,, 11 no primeiro membro de (6.13]) é por defini¢ao s, 1, para realizar

a soma no segundo membro, primeiro devemos observar que a, 1 = a1q", e
portanto:
ai(l —¢") w_0(l—¢")+ag"(1-q) a1 —ag" + ag" —ag™!
——— 4 aq¢" = = .
l—¢q l—¢q l—¢q
. ,ay(1—q"th)
Dessa forma o segundo membro da igualdade (6.13)) é — 1=, De sorte
—4q
a(1—¢"*) L .
que sp41 = ———, que é precisamente p(n + 1). Logo verificamos que
—q

p(n) = p(n +1).

Como p(1) é verdadeira e p(n) = p(n+1), por indugdo p(n) também é verdadeira para
todo n € N. [

Para uma progressao geométrica (a,) = (a1, a1q,a1¢?, ...), a soma dos n primeiros

termos é dada por
_a(l—¢")
1—q
Suponhamos que 0 < ¢ < 1, assim para n arbitrariamente grande, temos ¢" muito

n

1
poximo de 0. Voltando ao exemplo da progressao geométrica 2n>, cuja razao €

1
q= 27 temos os seguintes valores da Tabela H para as 8 primeiras poténcias de q.
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(1/2)"

0,5

0,25

0,125
0,0625
0,03125
0,015625
0,0078125
0,00390625

O ~J O Uk~ W N3

1
Tabela 12 — Poténcias de 3

Fonte: o autor
n
Indicando que nesse caso, os valores de ( vao se aproximando cada vez mais de
0 & medida que aumentamos n. Podemos generalizar da seguinte forma, para uma
progressao geométrica (ai,a1q,a1¢? ...), onde 0 < ¢ < 1, podemos somar todos os

seus termos, ou seja, a0 tomarmos n = oo, teremos

2 ai
a +a1q+a1q°+--- = .
l—q
Uma vez que 1—¢" vai para 1 quando n vai para infinito. Uma aplicagao interessante dos
9
conhecimentos desenvolvidos nessa secao é a analise da progressao geométrica <10n>
f o= 9 < s N 9 o1
e da série ) 10 Enquanto progressao geométrica, a sequéncia (10”) tem razao 10’
i=1
e assim pode ter todos os seus termos somados, de modo que:
9
9 9 9 10
= =1.
10 100 1000 1L
10

No entanto quando, observamos alguma das somas parciais dos termos da sequéncia

(13”> obtemos
9

S1 = 520,9
9 9
Sg = To‘l‘m—o,gg
9 9 9
9 9 9 9
Sy = —+ + + ——— =0,9999.

10 © 100 ' 1000 ' 10000
=9
O que nos permite supor que na verdade o valor da série Z 15 ¢ 0,999... Ou em
i=1
outras palavras temos 1 = 0,999... A igualdade 0,999... = 1 nos ensina que certas
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expressoes infinitas, por mais estranhas que parecam a primeira vista, fazem sentido
dentro do rigor matematico. Ela desafia a intuicdo de que um numero representado
com infinitas casas decimais nao pode coincidir com um nimero “exato”, mas essa
visao se desfaz quando compreendemos que a notagdo decimal infinita é apenas uma
forma diferente de representar o mesmo valor. Ao final, o caso do 0,999... ndo é um
erro da Matematica, mas sim uma licao sobre os limites da linguagem informal e a

necessidade de se compreender o significado dos simbolos e operagoes que utilizamos.

6.3.2 A sériealternadal —-14+1—-1+4---

A associatividade é uma propriedade fundamental da adigao de niimeros reais. Ela
garante que, ao somarmos trés niimeros reais quaisquer a, b, c € R, a ordem das opera-

¢oes nao altera o resultado:
(a+b)+c=a+ (b+c). (6.14)

Quando lidamos com somas infinitas, em muitas situagdes, ndo é possivel aplicar a
propriedade (|6.14), um exemplo disso pode ser observado na série

o0

(- =1-1+1-1+1—---. (6.15)

i=1

Poderiamos proceder com as operagoes no segundo membro de ([6.15]) da seguinte forma
1-D+1-1)+1—=-1)+---, (6.16)

(o]

que é uma soma de infinitas parcelas de valor 0, e portanto temos Z(—l)“rl = 0. Por
i=1

outro lado podemos fazer

I+ (-14+1)+(-1+1)+--, (6.17)

que é uma soma de uma parcela 1 com infinitas parcelas 0, e assim tem valor 1.

A partir das expressoes (6.16]) e (6.17)), percebemos que a série (6.15)) tem valor 0
ou 1, dependendo da forma como realizamos a soma. Quando pensamos na comutati-
vidade, onde dados dois reais a e b, temos a + b = b + a, poderiamos pensar em um

rearranjo das parcelas da soma no segundo membro de (6.15)):
—1+1-1+1-1+1—---. (6.18)

De maneira que fazendo =1+ (1 —1)+ (1 —=1)+ (1 —1) + - -, teriamos uma soma de
valor —1, ou 0 caso fizessemos (—=1+1) 4+ (=1+1)+ (=1+1)+--- Em termos gerais,
analisando as somas parciais sequéncia (a,, = (—1)"*1), percebemos que as somas vao
oscilando em 1 ou 0, a sequéncia (a, = (—1)") que resulta na série (6.18)), tem suas

somas parcias ocilando e em —1 ou 0. Como podemos observar na tabela a seguir:
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(=)™ ((=1)")

S1 1 —1
S9 1-1=0 —-1+1=0
S3 1-1+1=1 —14+1-1=-1
Sy 1-141-1=0 —14+1—-1+1=0

s5 1-141-14+1=1 —-1+1-141-1=1

Tabela 13 — Primeiras somas parciais das sequéncias ((—1)"*) e ((—1)")

Fonte: o autor

A instabilidade da série 1—1+1—1+- - - pode ser ainda melhor compreendida quando
se considera o efeito da reordenagao de seus termos. Embora a série, quando escrita na
ordem usual, oscile entre 1 e 0, é possivel rearranjar seus termos para que o somatério
parcial ocile de formas a diferentes, dependendo da forma como os agrupamentos sao
feitos. Por exemplo, suponha que tomemos dois termos positivos para cada termo
negativo: 1+1—1+141—1+---. Essa nova sequéncia de somas parciais assume os
valores 1, 2, 1, 2, 1, 2, e assim por diante, oscilando entre 1 e 2. Ja se tomarmos mais
termos negativos, comoem 1 —1—-14+1—1—1+1+ .-, o comportamento muda
novamente. Nesse caso, os valores parciais passam a oscilar entre —1 e 2. Dependendo
da ordem escolhida, é possivel fazer com que a sequéncia das somas parciais varie
dentro de diferentes intervalos. Essa instabilidade mostra que, em séries infinitas como
essa, a ordem dos termos influencia diretamente o comportamento da soma.

Esse fendomeno nao ocorre apenas na série 1 —1+1—1+4--- em especifico. Existe
um resultado em Analise Matematica, onde se apresenta o fato de que para alguns tipo
de série, é possivel rearranjar os termos de modo que a mesma seja convergente para
qualquer niimero real, ou até mesmo que ela nao seja convergente, no caso inicial de a
série ser convergente (esse resultado e sua demonstragao pode ser encontrado em Avila
(2012, p. 87)). A andlise das séries

1—14+1—1+--ee—141—1+1—-1+1—-14--

revelam que, ao trabalhar com somas infinitas, ndo basta considerar os termos isola-
damente, a ordem e o método de agrupamento dos termos também desempenham um

papel crucial no resultado final.

6.3.3 A soma infinita 1 + % + % + i 4.
Uma das séries mais estudadas na Histéria da Matematica é a série

© 1 11 1
= l4+ 44 1
> tstz Tt (6.19)

n=1
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conhecida como série harmoénica. Em um primeiro momento pode-se supor que, como
1

seus termos ficam cada vez menores, tendendo a zero, e tal qual a série 5 + 1 + 3 +

que converge para 1, a série harmonica também converge para um valor real finito.

Essa suposicao toma ainda mais embasamento quando analisamos suas somas parciais.

1
Calculamos os 10 primeiros termos da sequéncia de somas parcias de () Os valores
n

obtidos estao organizados na Tabela [14] a seguir:

Numero de termos | Soma parcial

0,5

1,5
1,8333333333333333
2,083333333333333
2,283333333333333
2,4499999999999997
2,5928571428571425
2,7178571428571425
2,8289682539682537
2,9289682539682538

© 00 J O Ot = W N =

—_
=}

Tabela 14 — Primeiros 10 termos da sequéncia de soma parciais de ()
n

Fonte: o autor

Ao calcularmos a soma parcial para valores maiores obtemos a seguinte Tabela [L5] que

reforga a expectativa de que a soma total se aproxime de algum valor finito.

Numero de termos | Soma parcial
10.000 | 9,787606036044348
100.000 | 12,090146129863335
1.000.000 | 14,392726722864989
10.000.000 | 16,695311365857272
100.000.000 | 18,997896413852555
1.000.000.000.000 | 21,30048150234855

1
Tabela 15 — Somas parciais da sequéncia (), para valores grandes de n
n

Fonte: o autor

Pelos valores observados na Tabela [I5 percebemos que grandes valores de n nao pro-

duzem mudancas significativas na soma parcial de () No entanto, esse ¢ mais um
n

exemplo de como o infinito pode enganar. Apesar de seus termos tenderem a zero, a
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série harmonica nao converge para nenhum valor especifico, ou seja, sua soma cresce
indefinidamente.

Essa conclusao é conhecida desde o século XIV, com Nicole Oresme, que apresentou
uma demonstragao engenhosa e acessivel (AVILA, 1995, p. 56). O argumento consiste
em agrupar os termos da série da seguinte forma:

1+(1)+<1+1)+<1+1+1+1)+
2 3 4 5 6 7 8
Observa-se que cada grupo contém um ntmero de parcelas que dobra a cada passo, e

a soma de cada grupo é maior que 5 Assim, temos uma infinidade de grupos com

1
soma maior que 2 0 que mostra que a soma total ndo pode ser finita. Esse exemplo é

importante para mostrar que a simples diminui¢ao dos termos de uma série ndo garante
sua convergéncia. O critério de que “os termos tendem a zero” é necessario, mas nao
suficiente. A série harmoénica, portanto, é um marco no estudo das séries infinitas:
ela nos obriga a abandonar a intuicao ingénua e buscar critérios mais rigorosos para

decidir quando uma soma infinita realmente se aproxima de valor numérico finito.

6.4 Consideracoes Finais do Capitulo

Os exemplos analisados neste capitulo mostram como a nog¢ao de infinito pode gerar
conflitos entre a intuicdao e a formalizagdo matemética. Paradoxos como os de Zenao
desafiam concepgoes basicas de tempo, espago e movimento, revelando que, sem um
aparato conceitual adequado, é possivel construir argumentos que parecem provar a
impossibilidade do deslocamento. Foi com o desenvolvimento do Célculo e da Anélise
que se tornou possivel tratar rigorosamente grandezas variaveis e definir com precisao
conceitos como limite, continuidade e velocidade instantanea.

Do mesmo modo, as somas infinitas apresentadas, como na igualdade 0,999 ... =1,
nas séries alternadas ou na série harmoénica, demonstram que, ao lidarmos com infinitos
termos, a ordem, o método e os critérios de convergéncia importam tanto quanto os
valores individuais. A soma de infinitos nao segue as regras da Aritmética comum, e a
Matematica precisou refinar suas defini¢oes para lidar com isso de forma coerente.

O infinito, portanto, nao é apenas uma questao de quantidade, mas de processo,
de limite e de linguagem. Muitas das aparentes contradi¢oes analisadas nao sao falhas
da Matematica, mas desafios que estimularam seu desenvolvimento. Compreendé-las é
também compreender como a Matematica cresceu ao enfrentar suas proprias fronteiras

conceituais.
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7 Aparentes Absurdos Matematicos: O In-
finito em 7 e /2

7.1 Introduc3o: Estimando a Area de uma Elipse

Na Figura 38 é mostrada uma elipse de focos F} = (—2,0) e Fy = (2,0), e que tem

B = (2,0), como um de seus vértices.

Figura 38 — Elipse de focos F} = (—2,0) e F;, = (2,0) e vértice B = (2,0)

Fonte: O autor.

A partir da discussao apresentada em Reis e Silva, (1996, p. 56), é possivel encontrar as
coordenadas dos demais vértices, a comecar pela coordenada do vértice no eixo maior
A = (a,0). Temos F; = (¢,0) e B = (b,0), e como a? = b* + ¢?, temos:

a=+v22422=/8.

2 y2

x
Logo a equacao de A na Figura|38|é 5 + i 1. Uma pergunta que interessa a nosso
trabalho é qual seria a area da regiao compreendida pela elipse A? Encontramos a
resposta nos livros Calculo. Uma elipses que tem como eixo maior a e eixo menor b, é:

S = mwab, assim para a elipse anterior, vem:

S=m-V8-2~17,17.
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Uma aproximagao para a area compreendida pela elipse A da Figura [38] poderia ser
feita, estimando a drea sob a curva da funcdo f : [—v/8, /8] — R, definida por

fla) = yfa— 2 (7.1)

Cujo grafico é a parte superior da elipse A. Na Figura [39] marcamos alguns pontos

sobre o grafico da funcao definida por [7.1

Fy N F3
Fl F4
1
FO F5
Sp 2 p 1 p, 0 p, ! P, 2 P, 3
2
Figura 39 — Estimativa da drea sob o grafico de f(x) =4/4 — >

Fonte: o autor

Consideramos os pontos P, = (7,0) e Fy = (zx, f(7)), com 7, = —/8 +k-h e

2v/8
h = \5/_, para k =0,1,2,3,4,5. A area sob o grafico pode ser aproximada pela soma

das areas dos trapézios P;P; 1 F;F; 1, com ¢ = 0,1, 2, 3,4, resultando na expressao:

g 24: [f(zx) + J;(ﬂfkﬂ)] : h.

Admitimos, aqui, uma concessao conceitual ao considerar os triangulos Py F1 P e PyF, P
como trapézios com uma das bases nulas. O célculo fornece uma area aproximada de
8,054 para a metade superior da elipse e, ao dobrarmos esse valor, obtemos 16,11, valor
préximo de 17,77. A medida que aumentamos n, refinando a aproximacio com mais
trapézios, os valores se aproximam de 17,77. A Tabela[I6apresenta essas aproximagoes

para diferentes valores de n (os codigos usados estao no Capitulo .
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Nuameros de Trapézios | Area aproximada da elipse
10 | 17,18
50 | 17,72
100 | 17,75
500 | 17,77

Tabela 16 — Aproximacoes para area da elipse.

Fonte: o autor

No entanto, essa aproximacao da area obtida com 7-/8-2 pode suscitar uma pergunta:
0 que exatamente é o numero m, que aparece na férmula S = wab para o calculo da
area de uma elipse de eixo maior a e eixo menor b?

A ideia de infinito continua a produzir questionamentos que, muitas vezes, desa-
fiam o senso comum e até mesmo resultados bem estabelecidos da Matematica. Neste
capitulo, retomamos esse tema por meio de exemplos que, a primeira vista, parecem
absurdos, como as “verificacdes” de que m = 4 ou de que v/2 = 2. Longe de meros
equivocos, esses raciocinios revelam armadilhas conceituais e dificuldades em lidar com
aproximacoes, limites e com a prépria natureza dos objetos matematicos.

Na primeira parte, exploraremos diferentes formas de definir e aproximar o niimero
m, recorrendo a fontes histéricas, argumentos geométricos e até simulagoes probabilis-
ticas. Na segunda parte, analisamos um argumento que leva a conclusao equivocada
de que v/2 = 2, a partir de uma sequéncia de construcoes geométricas sobre a diagonal
de um quadrado. Em ambas as secoes, o infinito se manifesta por meio de processos de
refinamento, seja na soma de infinitas parcelas, seja na divisao continua de segmentos,

apontando para os limites da intuicao e a importancia do rigor matematico.

7.2 Quando 7 Parece Ser 4: Aproximacdes, Definicoes e Arma-

dilhas do Infinito

Na Biblia, no primeiro livro de Reis, capitulo 7, versiculo 23, podemos obter dados

que nos permitem calcular uma aproximacao para 7:

Hiram fez ainda o MaiT] todo de metal fundido, com cinco metros de didme-
tro. Era redondo, tinha dois metros e meio de altura, e sua circunferéncia

tinha quinze metros. (BIBLIA SAGRADA, 2005, p. 312)

1O mar de bronze era um grande reservatério de dgua necessiria para as purificacdes rituais e a

limpeza do Templo.
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Sabemos que o nimero 7 é obtido divindindo a circunferéncia de circulo por seu didme-
tro. Dessa forma com base nas informacoes do versiculo anterior temos: 7 = 5 = 3.

Em outra tradugao para a lingua portuguesa do livro sagrado do cristianismo, obtemos
para 1Reis, 7:23:

Hurao fez também uma piscina, chamada Mar, de metal fundido, redonda,
medindo quatro metros e meio de didmetro e dois metros e vinte e cinco

centimetros de altura. Era necessario um fio de treze metros e meio para
medir a sua circunferéncia. (BIBLIA SAGRADA, 2012, p. 424)

13,5
De onde obtemos 7 = 4’ = 3. Para além das diferencas de linguagem e dados

?
apresentados no versiculo tirado das duas versoes em lingua portuguesa, os dois textos

concordam essencialmente em um detalhe, que em linguagem da Matematica moderna,
ficaria: m = 3. No entanto no dia-a-dia do contexto escolar nos ¢é indicado que uma
boa aproximacao para o nimero 7 é 3,14. Nessa Secao faremos uma abordadegem do
numero 7, onde apresentaremos uma forma de encontrar aproximagdes para 0 mesmo.
Na sequéncia apresentaremos um raciocinio que contradizendo o texto biblico, e os

manuais de Matematica, “prova” que na verdade temos 7w = 4.

7.2.1 Definicoes do Nimero 7
Raz3o entre circunferéncia e didmetro de um circulo

Em alguns livros de Matematica para a educagao basica o nimero 7 é apresentado
como a razao entre a circunferéncia e o didmetro de um circulo, esse é caminho adotado
por Dolce e Pompeo (2013)), o ntmero 7 é apresentado partir de propriedade dos
circulos: “A razao entre o perimetro do circulo e seu didmetro é um niimero constante
representado por 7” (DOLCE; POMPEO, 2013, p. 282). J4 em |Coutinhol| (2014)), onde
o autor apresenta uma metodologia para trabalhar o niimero 7 em sala de aula. Ele

propoe o uso de diferente itens circulares, os quais teriam sua circunferéncia medida:

Agora, diga que, se dividirmos esse comprimento pelo didmetro da circun-
feréncia (2R) obteremos, aproximandamente 3,14159. E que isso ocorrera
SEMPRE, em QUALQUER circunferéncia. Demonstre esse fato usando
os outros objetos que vocé trouxe. Esse n. (irracional) passard a ser notado
pela letra grega 7 (pi). (COUTINHO, 2014, p. 229)

O destaque dado as palavras sempre e qualquer observadas na citagao anterior sao do
autor da mesma. Para além das criticas a metodologia usada, e sobretudo a forma

como é apresentado o niimero 7 aos estudantes, vemos que 7, por essa defini¢ao, esta
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associado a pelo menos dois conceitos: circunferéncia e didmetro. Seguindo um caminho
semelhante para definir 7 temos |Wagner| (2017)) que na pagina 38 escreve: “O ntmero
7 é a razao entre o comprimento de uma circunferéncia e seu didmetro”. Nesse caso, o

escritor é mais cuidadoso e indica:

Mas, o que é o comprimento de uma circunferéncia? Noés sabemos o que é
o comprimento de um segmento, mas temos apenas uma ideia intuitiva do

que seja o comprimento de uma circunferéncia. (WAGNER] [2017, p. 38)

Na sequéncia encontramos em Wagner| (2017)) uma argumentagao que ajuda a cons-
truir uma ideia intuitiva do que é comprimento de uma circunferéncia, e na sequéncia

uma defini¢do precisa do conceito:

O comprimento da circunferéncia €, por defini¢do, o nimero real cujas apro-
ximagoes por falta sao o perimetro dos poligonos regulares inscritos e cujas
aproximacoes por exesso sao os perimetros dos poligonos regulares circuns-

critos. (WAGNER] 2017, p. 38)

Que traz a vantagem de indicar uma forma de calcular o comprimento de uma circun-
feréncia fazendo aproximacgoes por poligonos inscritos e circunscritos a mesma.
Com essa definicao podemos dizer que o nimero “m é o comprimento de uma cir-

cunferéncia de didmetro igual a 1”. Cuja verificacao é imediata, uma vez que

circunferéncia . o R
m = ———  , logo temos circunferéncia = 7 quando diametro = 1.
diametro

Com base nisso podemos verificar que o comprimento da circunferéncia de raio r é
dado por 27r.

A definicao de m como a razao entre o comprimento da circunferéncia e seu diame-
tro nos leva naturalmente a questao de como medir esse comprimento. Enquanto em
segmentos de reta essa medida é direta, em curvas, como a circunferéncia, ela exige
mais cuidado. Historicamente, utilizar poligonos regulares inscritos ou circunscritos
foi uma estratégia eficaz para aproximar o comprimento curvilineo, estabelecendo uma
ponte entre a Geometria e a Analise por meio do conceito de limite. Sob essa perspec-
tiva, podemos demonstrar a formula do comprimento de uma circunferéncia de raio 7,

assumindo que 7 representa o comprimento de uma circunferéncia de didmetro 1.

Proposicao 7.1. O comprimento de uma circunferéncia de raio r é 2mr. Onde w € o

comprimento de uma circunferéncia de diametro 1.

Demonstracio. Dados dois circulos I' e A, cujos didmetos sao respectivamente 1 e 27,

ambos com um mesmo centro C'. Vamos construir um poligono regular de 6 lados
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com vértices A, Ay, Az, Ay, A5 e Ag em I, na sequéncia prolongaremos cada um dos
segmentos C'A;, com i = 1,...,6, obtendo assim pontos B, Bs, Bs, By, Bs e Bg em
A, vértices de um poligono regular de 6 lados (Figura .

BZ Bl

B, B

Figura 40 — Poligonos de 6 lados inscritos em circulos de didmetros 1 e 2r

Fonte: o autor

Os triangulos C'A;A;11 e CB;Bi1, com ¢ = 1,...,5, sao semelhante, de modo que:
CA; _ AiAi N é _ AiAi N 1 AiAi
CB; BiBiy1 r BBy 2r BBy

Tomando cada um dos triangulos separadamente, obtemos:
1 AAy  AAs AsAy AyAs AsAs
2r N BlB2 N Bng N BgB4 N B4B5 N B5B6'

E, portanto
1 . AlAQ + A2A3 + A3A4 + A4A5 + A5A6

27 BBy + ByBs + B3By + ByBs + Bs B

O numerador da fra¢ao no segundo membro de ([7.2)) representa o perimetro do poligono

(7.2)

regular A1 Ay A3A4A5Ag, e o denominador, o perimetro do poligono BBy BsB4Bs;Bg.
Como os dois poligonos sao regulares, podemos substituir cada uma das parcelas da
soma Aj Ay + AsAs + - - - + As5Ag por Lg, e cada parcela de B1By + ByB3 + - -+ + B5Bg
por Lg. Assim, a igualdade pode ser reescrita como:
1 606
2r  6Lg

Aumentando o ntiimero de lados do poligono regular em I'; e construindo um poligono

(7.3)

correspondente em A, obteriamos expressoes semelhantes a ((7.3). A Figura [41| mostra

as construgoes para poligonos com 12 e 18 vértices.
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Figura 41 — Poligonos com 12 e 18 lados inscritos em circulos e didmetros 1 e 2r

Fonte: O autor

Assim, para um nimero n de vértices teriamos:
1 n,,
2r  nL,

Quando o numero n cresce abirtrariamente o valor nf, vai se aproximando cada vez

(7.4)

mais do comprimento da circunferéncia de I' cujo didmetro é 1, de maneira analoga
nL, se aproxima cada vez do comprimento da circunferéncia de A. Chamando de C' a

circunferéncia A, temos em simbolo:

nt, T
L =& quando n — 0. (7.5)

Agora faremos uma passagem sutil ao combinarmos a igualdade ([7.4) e a segunda

fragdo em (7.5)), e afirmaremos que quando fazemos o ntimero de lados do poligono ir
para o infinito teremos:

1 us

—=—=C=27r (7.6)

2r  C
Com isso, estabelecemos a conhecida formula para o comprimento da circunferéncia de
raio r, evidenciando sua dependéncia direta da constante 7. Esse resultado, obtido por
meio da comparagao de poligonos regulares inscritos em circulos de diferentes raios,
ressalta o papel central de 7 na Geometria. Assim como o comprimento, a area do

circulo também estd intimamente ligada a essa constante, como veremos a seguir. W

A constante w, além de aparecer na expressao do comprimento da circunferéncia,
também surge de maneira natural em problemas envolvendo areas. A relacao entre o
circulo e sua area é tao fundamental quanto a que envolve seu perimetro, e por isso
diferentes abordagens foram desenvolvidas ao longo da Histéria para justifica-la com

rigor.
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Area de um circulo de raio 1

W

Outra maneira de definir 7 leva em consideragao a ideia de area. “O que é o nimero
77 A maneira mais rapida de responder é dizer que 7w é a drea de um circulo de raio
1”7 (LIMA, 2012, p. 232). Essa definigao é adotada também em Muniz Neto| (2013}, p.
234): “Definimos o ntimero real 7 como a drea de um circulo de raio 1”. A partir dessa

definicdo podemos deduzir a formula geral para a area um circulo de raio 7.

Proposicao 7.2. A drea de um circulo de raio r é mr*. Onde w é a drea de um circulo

de raio 1.

Demonstragdo. De fato, tomemos o circulos I' e A, ambos com mesmo centro C' e res-
pectivamente raios 1 e r, e nesses circulos marquemos poligonos regulares A1 A, ... A,
e B1Bsy...B,, como mostrado na Figura 42} A Figura [42] mostra essa construgao, evi-
denciando como os poligonos regulares estao dispostos em cada circulo, com vértices

ligados ao centro comum C.

Figura 42 — Poligonos regulares A; Ay ... A, e B1By... B, inscritos em I' e A

Fonte: o autor

Sejam St e S as dreas de I' e A, temos Sp = 7, queremos provar que Sa = 772, onde
r é o raio de A. A soma das areas dos tridngulos A;C'A;,1, com i =1,2,...n (quando
tomamos ¢ = n, definimos o ponto 4,1 como sendo o ponto A;), é um valor préximo
de Sr. Essa proximidade entre as somas das areas do tridngulo A;C A;,; e St se acentua

a medida que tomamos valores cada vez maiores para n. De modo analogo, temos Sa
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proximo da soma das areas dos triangulos B;CB;y1, com i = 1,2,...n. Escrevendo

(A;CA;yq), para a area do tridngulo A;C' A, 1, temos:

Os triangulo A;C'A; 1 sdo conguentes uma vez que A; A, ... A, é um poligono regular,

e portanto tem a mesma altura h,, logo podemos reescrever (|7.7)) como

ha - o
T~ 71“(,41142 + AA5+ ..+ ALAY). (7.8)

Onde para valores cada vez maiores de n, a altura h vai se aproximando do raio de T,
e asoma AiAy + AsAs + ...+ A, A; vai se aproximando da medida da circunferéncia

de T', Cr, de forma que para n indo para infinito, temos
1
™= §CF = CF = 2. (79)

De forma semelhante, podemos calcular a area de A, a partir da soma das areas dos

triangulos B1C' B, 11, chegando a seguinte expressao:
hg ——'  — .
S~ 73(3132 +ByBs + ...+ B,B). (7.10)

Pela semelhanca A;C'A; 1 ~ B;CB;1, temos

hA AiAi-i-l hB
By BB, .

ha
Nos permitindo reescrever (7.10)) como

hg)* — S
SA ~ (2:) (A1A2 -+ A2A3 + ...+ AnAl)
A

No entanto, quando tomamos n indo para infinito, temos h4 indo para 1, hg indo para
reasoma Aj Ay + Ay As+. ..+ A, Ay indo para Cr, de maneira que Sa = %C’p. E pela
segunda equagao em vem Sx = 7r?. De sorte que um circulo de raio r tem area

7r?, onde 7 é a 4rea de um circulo de raio 1. Concluindo assim nossa demonstracdo. W

Escolhendo uma definicao para m

Concluida a demonstracao da formula da area do circulo, cabe discutir o signifi-
cado e a definicao do niimero 7. Embora frequentemente apresentado como um valor
aproximado, ¢ essencial compreender sua origem conceitual e evitar interpretagoes equi-
vocadas sobre sua natureza. Costuma-se dizer que m é usado no cédlculo da area ou
do comprimento da circunferéncia, assumindo o valor m ~ 3,14. No entanto, esse tipo
de abordagem pode sugerir, que se trata de um numero racional. Uma alternativa
mais adequada é partir de uma definicao clara de 7 e, a partir dela, investigar suas
propriedades. A defini¢do que adotaremos, tomando como base [Lima (2012, p. 232),

sera a seguinte:



Capitulo 7. Aparentes Absurdos Matemdticos: O Infinito em 7 e \/2 136

Definicao 7.1. O numero m é o comprimento de um circulo de diametro 1.

A Definigao [7.1] ndo faz referéncia direta a um valor numérico, tampouco sugere algo
sobre a racionalidade ou irracionalidade de w. No entanto, ela permite refletir sobre
como calcular seu valor e, posteriormente, sobre sua relacdo com a area de um circulo
de didmetro 1, bem como com areas e comprimentos de circunferéncias de didmetros
diferentes.

Provamos que a circunferéncia C' de um circulo de raio r é dada por C' = 27r, onde
m e o perimetro de um circulo de diametro 1. O proximo passo serda a deducao da

formula da area do circulo, apresentada no resultado a seguir:

Proposicao 7.3. Dado um circulo de raio r sua drea é 7r* onde © é comprimento de

um circulo de diametro 1.

Demonstragao. Tomemos um poligono regular de n lados inscrito em um circulo I' de
raio r (na Figura a seguir temos como exemplo um poligono regular de 12 lados

inscrito em um circulo de raio r com centro em C').

r

Py

Figura 43 — Poligono regular de 12 lados incrito em um circulo

Fonte: o autor

Podemos fazer aproximacoes para area do circulo calculando a area de poligonos regu-
lares inscritos no mesmo. Por exemplo, o circulo I' da Figura [43] pode ter sua drea Sr,
aproximada pela soma S das dreas dos triangulos formados com vértices em C' e dois

vértices consecutivos do poligono nele inscrito:

1=
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Na ultima parcela do somatério anterior, estamos considerando A3 = A;. Os triangu-
los A;CA;q, comi=1,2, ..., 12 sdo todos congruentes, de forma que tem uma mesma

altura hjs, assim podemos reescrever ([7.11)) da seguinte maneira:

S = Z iz (4i4in) (7.12)

De maneira que para uma quantidade n de vértices no poligono regular inscrito no

circulo, teremos a seguinte aproximacao para area do circulo:

" h
o
S=3 3 (4i4in) (7.13)
i=1
n —
zermos n ir para infini rem n in ra o rai m ;A1 tendera
Se fizermos ara infinito, teremos h,, indo para o raio, e a soma » A;A;,, tendera
i=1
para o comprimento da circunferéncia. Mas para além disso a aproximagao S ird para

area do préprio circulo Sr, de forma que:

n n r
Donde teremos Sr = 7r?, como queriamos. [

Os primeiros registros do niimero 7 surgem em textos antigos que ja buscavam uma
aproximacao para a razao entre o comprimento da circunferéncia e o diametro. Tam-
bém hé mencoes indiretas em passagens biblicas, sugerindo o valor 7 ~ 3. Ao longo
do tempo, diversos métodos foram desenvolvidos para estimé-lo, incluindo construgoes
geométricas, séries infinitas e técnicas algoritmicas. Entre essas abordagens, destaca-
mos uma de natureza probabilistica, baseada em experimentos aleatérios e conceitos

da teoria das probabilidades, que serd apresentada a seguir.

7.2.2 Como aproximar m usando probabilidade

A area de um circulo de raio r é 72,

onde 7 é o comprimento de um ciculo de
didmetro 1. Tracemos um circulo de raio 1, com centro na origem no plano cartesiano,
como indicado na Figura 44l O circulo II, da Figura tem é4rea 7 e estd inscrito
no quadrado ABCD, cujo lado mede 2, assim sua uma area é 4. Ao tomarmos alea-
toriamente um ponto do quadrado ABCD), a probabilidade de que esse ponto esteja
no interior do circulo II é % De fato, ao considerar um quadrado de lado 2r com um
circulo inscrito de raio r, essa probabilidade é dada pela razao entre a area do circulo

e a area do quadrado:

area do circulo w2 w2

drea do quadrado  (2r)2  4r2’
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<

o

D =t C

Figura 44 — Circulo e quadrado centrados na origem do plano cartesiano.

Fonte: o autor

Logo, ao tomarmos aleatoriamente n pontos no interior do quadrado ABC'D, cujo
lado é 2, e observarmos quantos deles, digamos ¢, estao dentro do circulo II (de raio

1), podemos supor que

c 7 4e
e -y 7.15
n 4 m n ( )

Em , supomos que, ao gerar aleatoriamente n pontos dentro da regiao quadrada
ABCD, a razao c¢/n dos pontos localizados dentro da regiao circular IT aproxima-se de
7/4. Assim, podemos utilizar um método computacional para gerar pontos aleatérios
no conjunto [—1, 1], contar quantos deles estdo contidos no interior do circulo, e entdo,
por meio da razao —C, obter uma aproximacao para o nimero 7.

Utilizando a linguagem de programacao Python, realizamos simula¢oes com dife-
rentes valores de n, cujos resultados estao apresentados na Tabela (o codigo pode
ser encontrado no Capitulo ﬂ

Numero de pontos | Aproximacgao para 7
100 | 3,32
1000 | 3,188
10.000 | 3,1288
100.000 | 3,1444
1.000.000 | 3,141432

Tabela 17 — Aproximacoes para 7.

Fonte: o autor

Nas Figuras [45], [46] [47] e [A8] sdo apresentadas aproximagoes para 7, realizadas

com o auxilio da linguagem Python, utilizando o método probabilistico descrito an-

2 Vale ressaltar que o cédigo utiliza niimeros aleatérios, de modo que as aproximacdes obtidas a cada

execugao podem variar, ndo sendo necessariamente iguais as apresentadas na Tabela
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teriormente. Em cada figura, foram plotados os pontos gerados aleatoriamente no
subconjunto [—1,1]* do plano R?. Os pontos que caem no interior do circulo estao

destacados na cor laranja, enquanto os pontos fora do circulo aparecem em azu]E].

~0.5¢ ~0.5 "

1070765 00 05 Lo 100 65 00 05 Lo

Figura 45 — Estimativa de 7 com 100 Figura 46 — Estimativa de m com 1.000
pontos aleatorios. pontos aleatorios.

1.0

0.5
0.0

-0.5

1070 -05 00 05 L0

Figura 47 — Estimativa de m com 10.000  Figura 48 — Estimativa de m com 100.000
pontos aleatorios. pontos aleatorios.

Fonte: o autor

As aproximagoes apresentadas para m, tanto geométricas quanto probabilisticas,
indicam que, por mais que aumentemos a precisao dos métodos utilizados, nao al-

30O cédigo utilizado para gerar figuras semelhantes as Figuras eencontra—se no Capitulo
Vale lembrar que, por se tratar de um método baseado em geracdo de niimeros aleatérios, as
figuras obtidas a cada execucdo do cédigo podem variar ligeiramente.
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cangaremos seu valor exato. Isso ocorre porque 7 é um nimero irracional, ndo pode
ser expresso como uma fracdo exata de nimeros inteiros. A irracionalidade de 7 foi
demonstrada pela primeira vez em 1761, pelo matematico francés Johann Heinrich
Lambert. Ainda assim, devido a sua definicao como limite de certos processos, o nu-
mero 7 pode ser alvo de interpretacoes enganosas. Na proxima se¢ao, analisaremos
um desses casos: um argumento que, a partir de uma construgao geométrica, leva a

conclusao errénea de que 7 = 4.

7.2.3 Aproximando 7 a partir de poligonos

Uma das maneiras mais envolventes de refletir sobre o infinito é por meio de para-
doxos que desafiam nossa intuicdo. Nesta subse¢do, analisamos um argumento visual
que, a primeira vista, parece sugerir que ™ = 4. A construgao consiste em transformar
progressivamente um quadrado em uma figura que se assemelha cada vez mais a um
circulo, mantendo o perimetro constante. O raciocinio, embora sedutor, nos leva a
uma conclusao absurda. Isso nos oferece uma excelente oportunidade para discutir os
limites da intuicdo geométrica, o papel das aproximagoes e a importancia de conceitos
como continuidade e limite no tratamento rigoroso de objetos infinitos.

Tomemos um circulo inscrito em um quadrado de lado 1. Como indicado na Figura

N/

Figura 49 — Circulo inscrito em um quadrado de lado 1.

Fonte: O autor.

O perimetro do quadrado é 4, quanto ao circulo, por construcao, sabemos que seu
didmetro é 1, de maneira que encontrando sua circunferéncia também encontraremos o

valor para w. Para encontramos a circunferéncia, vamos mudar a forma do quadrado,
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obtendo figuras com o mesmo perimetro, mas que vao cada vez mais se aproximando

do circunferéncia do circulo.

Figura 50 — Circulo inscrito em um poligono de 12 lados.

Fonte: O autor.

Tomando 4 pontos A, B, C' e D na circunferéncia, e tracando por eles perpendiculares
aos lados quadrado, podemos construir um poligono de 12 lados como indicado na
Figura [50] Como podemos verificar facilmente o poligono da Figura [50] tem uma area
menor que o quadrado da Figura [49] no entanto, pela forma como foi construido, o

poligono tem o mesmo perimetro que o quadrado, ou seja 4.

D2 Dl

A 1 CQ

A, G

By By

Figura 51 — Circulo inscrito em um poligono de 28 lados.

Fonte: O autor.
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Seguindo um processo semelhante, podemos contruir um novo poligono, agora com
28 lados circunscrito ao circulo. Para isso tomamos os pontos A;, Ay, By, By, Cy,
Cs, Dy e Dy, ou seja entre em cada um dos segmentos de arco AB, BC, CD e DA,
marcamos dois pontos. E tragamos novos segmentos de reta perpendiculares aos lados
do quadrado. Como pode ser verficado o poligono na Figura [5I], tem uma area menor
que a do quadrado, mas seu perimetro continua sendo 4.

Poderiamos tomar cada vez mais pontos sobre o circulo obtendo poligonos com um
numero maior de lados, e cujo perimetro é 4. O ponto importante dessa construcao é
que os poligonos, como pode ser observado na Figura tém sua forma cada vez se

aproximando do circulo.

B
A

Figura 52 — Poligonos circunscritos ao circulo

Fonte: O autor

Assim quanto maior o nimero de lados mais o poligono se assemelha ao circulo. E
portanto podemos supor que tomando uma quantidade infinita de pontos teriamos um
poligono cujo perimetro é 4 e que é igual ao circulo. Ou seja, a circunferéncia de um

circulo cujo diametro é 1, mede 4, logo © = 4.
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Levando em consideracao que os textos biblicos e os manuais de Matematica estejam
corretos, ou mesmo nossas observaggoes empirica para pi, ao dividirmos a circunferéncia
e o diametro de um objeto circular obtemos um valor mais proximo de 3 do que 4, ¢é
de supormos que é falso que m = 4. Entao onde estd o erro da argumentacgao anterior?

Uma explicagdo para o erro presente no argumento de que m = 4 estd em um de-
talhe sutil, mas essencial. A cada passo da construgdo, tomamos mais pontos sobre a
circunferéncia e construimos poligonos com vértices nesses pontos. Mesmo que o nu-
mero de lados cresca indefinidamente, os poligonos obtidos continuam sendo formados
por segmentos retilineos, que se ligam por angulos. Apesar de sua aparéncia se tornar
cada vez mais semelhante a de um circulo, essas figuras jamais reproduzem a curvatura
continua da circunferéncia. O erro do argumento esta em supor que, ao fazer com que
os lados do poligono se tornem cada vez menores, o comprimento da figura se aproxima
necessariamente do comprimento da curva. No entanto, o perimetro desses poligonos
permanece constante e igual a 4, enquanto o comprimento da circunferéncia inscrita é
7. Na Segdo [7.4] apresentaremos um argumento que justifica a diferenga entre o limite

das formas poligonais e o comprimento da circunferéncia.

7.3 Quando /2 Parece Ser 2: Uma Reflex3o Sobre Erros e Apro-
ximacoes

Nesta secao, analisamos uma construcao geométrica que, a primeira vista, parece
levar & conclusdo equivocada de que v2 = 2. A ideia parte de um quadrado de
lado 1 e utiliza linhas poligonais formadas por segmentos horizontais e verticais para se
aproximar da diagonal. A medida que o ntimero de segmentos aumenta, o comprimento
total da poligonal tende a 2, o que pode ser mal interpretado como o valor da propria
diagonal. Nosso objetivo é examinar essa construcao, identificar o erro conceitual e,

com base no Teorema de Pitagoras, determinar corretamente a medida da diagonal.

7.3.1 A Diagonal do Quadrado e a Proposicdo 47 de Euclides

Um dos teoremas mais célebres da Historia da Matematica é aquele que conhecemos
atualmente como Teorema de Pitdgoras. Sua demonstragdo aparece no primeiro livro
dos Elementos de Euclides, obra que sistematiza o conhecimento geométrico da Grécia
Antiga. A proposicao que encerra esse primeiro livro, conhecida como Proposicao 47,
afirma que, em todo tridngulo retdngulo, o quadrado do lado oposto ao dngulo reto (a
hipotenusa) é igual a soma dos quadrados dos outros dois lados. Essa proposigao, cuja

elegancia atravessa os séculos, fundamenta-se em construgoes geométricas rigorosas e
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serve de base para dedugoes posteriores em geometria e algebra. Em [Euclides| (2009)),

encontramos a formulagao classica da proposicao:

Nos triangulos retangulos, o quadrado sobre o lado que se estende sob o

angulo reto ¢é igual aos quadrados sobre os lados que contém o angulo reto.
(EUCLIDES; 2009, p. 132)

Vamos apresentar a demonstracao para a proposi¢ao anterior, seguindo a mesma ideia
apresentada por Euclides. No entanto, faremos uma adaptagao dessa proposicao clas-

sica, expressando-a com uma linguagem mais simples e atualizada.

Teorema 7.4 (Teorema de Pitdgoras). Nos triangulos retingulos, a drea do quadrado
sobre o lado que se estende sob o angulo reto € igual a soma das dreas dos quadrados

sobre os lados que contém o angulo reto.

Demonstragio. Usaremos a notagdo (PP ... P,) para a area do poligono PP, ... P,.
Dado um triangulo ABC, retdngulo em A, e sejam BDFEC, ABFG e AHKC os
quadrados construidos respectivamente sobre os lados BC', AB e AC' de ABC' (Figura
a seguir), queremos provar que:

(BDEC) = (AHKC) + (ABFG). (7.16)
H
G
K
A

F

B C

D E

Figura 53 — Quadrados construidos sobre os lados de um triangulo retangulo ABC

Fonte: o autor
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Tracando por A a reta r, paralela a BD e CE, sejam M e L respectivamente as
interse¢oes de r com BC' e DE e como mostrado na Figura 54, Mostraremos que
(BDLM) = (ABFG) e que (CELM) = (ACKH), verificando a igualdade uma
vez que (BDEC) = (BDLM) + (CELM).

r H

D L E

Figura 54 — Reta passando por A, perpendicular ao segmento BC

Fonte: o autor

Tracando os segmentos C'F' e AD, obtemos os triangulos BC'F e ABD (Figura.
Os angulos ABF e CBD sao retos, e além disso o angulo ABC ¢ comum aos dois
triangulos citados, de sorte que ABD = FBC. Por outro lado AB = BF e DC = BD,

assim pelo caso LAL vale a congruéncia

AABD = AFBC. (7.17)

Pela validade da congruéncia (7.17), temos (ABD) = (F'BC). Prolongando os seg-
mentos DB e FB (Figura , percebemos que

(ABD) — BD'QBM ¢ (BDLM) = BD - B = (BDLM) = 2(ABD).  (7.18)
Além disso,
BF - 4B o
(FBC) = =" ¢ (ABFG) = BF - 4B = (ABFG) =2(FBC).  (1.19)

Tomando como base ultima igualdade nas implicacoes ((7.18) e (7.19) e a igualdade
(ABD) = (FBC) obtemos:

(ABFG) = (BDLM). (7.20)
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H
G
K
A
F
M
B C
D L E
Figura 55 — Triangulos BCF e ABD
Fonte: o autor
! -
1
|
G |
1
I K
: A
I
F |
1
|
I
B/ [m ¢
D L E
Figura 56 — Prolongamento dos segmentos DB e F'B
Fonte: o autor
Tragando os segmentos BK e AE (Figura [57).
Por um método andlogo ao usado para obtermos ([7.20f), obtemos
(AHKC) = (CELM). (7.21)

Finalmente, como (BDEC) = (BDLM)+(CELM), e além disso (ABFG) = (BDLM)
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H
G
K
A
F
M
B C
D L E
Figura 57 — Segmentos BK e AE
Fonte: o autor
e (AHKC) = (CELM), obtemos
(BDEC) = (AHKC) + (ABFQ)
como queriamos. [ |

Teorema de Pitagoras

E comum no ensino bdsico dar nomes aos lados de um tridngulo retangulo. Seja
ABC um triangulo retangulo em A, como indicado na Figura

Chamamos BC' de hipotenusa do tridngulo e os lados AB e AC' de catetos do tri-
angulo. Pelo Teorema [7.4] sabemos que (BDEC) = (AHKC) + (ABFG), de maneira

que

BC” = AB* + AC". (7.22)

A partir da igualdade , podemos dizer que em um triangulo retangulo o quadrado
da hipotenusa é igual a soma dos quadrados dos catetos. Assim em um quadrado
ABCD de lado 1, podemos calular a medida de sua diagonal com o Teorema [7.22]
obtendo /2.

7.3.2 Aproximando a Diagonal de um Quandrado com Poligonos

Apos calcularmos a diagonal de um quadrado pelo Teorema de Pitagoras, exami-

namos agora uma constru¢ao em zigue-zague, com segmentos verticais e horizontais,
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Figura 58 — Triangulo ABC retangulo em A

Fonte: o autor

que liga os vértices opostos. Embora a trajetoria se aproxime visualmente da diagonal,
seu comprimento permanece constante, igual a 2. Apresentamos essa construgdo como
ponto de partida para discutir interpretagoes equivocadas ligadas ao uso de processos

infinitos.

Dado um quadrado ABCD de lado 1 e diagonal AC' (Figura [59).

D C

A B
Figura 59 — Quadrado ABC D

Fonte: o autor

Pelo Teorema , sabemos que AC® = AB° + BC e portanto AC' = v/2. Marcando
M, ponto médio do segmento AC' e P; e (), respectivamente pontos médios dos
segmentos AB e BC', obtemos os tridngulos AP, M; e CQM; (Figura .
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D C
M
)

Qq

A P, B

Figura 60 — My, P;, ()1 pontos médios de AC, AB e BC.

Fonte: o autor

1
Temos APl = PlMl = MlQl = QlC = Z, e assim APl + P1M1 + MlQl + QlC = 2.
Na sequéncia apos tomar pontos médios nos segmentos com extremidades nos pontos
A, Py, My, Q,C, e tracar os tridngulos como mostrados na Figura [61] a seguir, obtemos

uma série de segmentos de comprimento 3

D C
M,
3 Q3
M
1 ] .Q
2
M,
P3
A Py P, B

Figura 61 — Poligonal AP2M2P3M1Q2M3Q30.

Fonte: o autor

De maneira que

APy + PoMy + MyPs 4 PsMy + M1Qo 4 Qo M3 + MsQs + Q3C = 2.

E possivel observar que a poligonal definida pelos segmentos

APy, PyMy, My Py, PsMy, M1Q2, Q2 M3, M3Q3 e Q3C, (7-23)
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esta se “aproximando” do segmento AC'. Isso fica mais claro a medida que construimos

mais tridngulos a partir dos pontos médios dos segmentos que compoe diagonal AC' e

na poligonal definida pelos segmentos em (7.23) (Figura [62).

D C
M
6 Q,
M
3
Q5 L4 QZ
M
Qg
My
] . Q'I
MS Q7 Q3
Pz
M,
p. ®P
6 3
My
Pg
-] L] .
A P, P P, B

Figura 62 — Poligonal de extremidades A e C' se aproximando do segmento AC.

Fonte: o autor

Ao tomarmos cada vez mais pontos, tornando a poligonal de extremidades A e C
com um nimero maior de segmentos, estaremos nos aproximando do segmento AC'.

Vale ressaltar que a soma dos segmentos da diagonal extremidades A e C é 2. Na

1
Figura |63| construimos uma poligonal com 64 segmentos de medida 37"

A ‘B
Figura 63 — Poligonal com 32 segmentos.

Fonte: o autor

Logo tomando uma quantidade infinita de segmentos na poligonal de extremidades A
e C, terlamos uma correpondéncia entre a mesma e o segmento AC, de tal modo que

tanto a poligonal quanto o segmento teriam os mesmo comprimento, e assim temos

V2 =2.
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Concluimos, que embora a construgao apresentada leve a uma sequéncia de segmen-
tos poligonais cujo comprimento parece tender a 2, esse resultado nao reflete a medida
real da diagonal do quadrado de lado 1. O erro esta em supor que a aproximacao feita
por uma poligonal, ainda que com infinitos segmentos, represente exatamente a diago-
nal, quando na verdade ela apenas se aproxima do seu tracado retilineo. A Matematica
moderna, ao distinguir entre comprimento de curvas e distancia entre pontos, mostra
que a diagonal mantém seu valor exato v/2, independentemente do niimero de segmen-
tos usados na aproximacao. Assim, afirmar que v/2 = 2 revela um mal-entendido sobre

os limites do processo de aproximagao e a natureza do comprimento em geometria.

7.4 Uma métrica nao usual

Ao estudarmos o plano cartesiano, uma das primeiras ferramentas desenvolvidas é a
nocao de distancia entre dois pontos. Essa distancia é usualmente calculada com base
no Teorema de Pitdgoras, o que nos permite associar ao plano uma estrutura métrica
euclidiana. No entanto, a escolha dessa métrica ndo é a unica possivel. Existem
outras formas de medir distancias que, embora nao correspondam a nossa intuicao
geométrica cotidiana, sdo igualmente validas do ponto de vista matematico. Antes
de introduzirmos uma dessas métricas alternativas, fundamental para entender o erro
presente no argumento de que m = 4 e de que v/2 = 2, recordemos a féormula clissica

para a distancia euclidiana entre dois pontos do plano.

Proposicao 7.5 (Distdncia Entre Pontos). Dados A = (x1,y1) € B = (22,92), dois
pontos no plano cartesiano, (Figura .

d(A, B)

Figura 64 — Distancia entre pontos no plano

Fonte: o autor.
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A distancia entre A e B, em simbolos d(A, B) é dada por

d(A, B) = \/(1'2 — .1'1)2 + (y2 — y1)2. (724)

Demonstragdo. De fato, tracando as retas r por A e s por B, respectivamente paralelas

aos eixos z e y, obtemos o ponto C' = (x9,y;) = r N's (Figura |65 a seguir).

y S|
t B = (w2, 12)
d(A, B)
Y2—W
ro. = .
A= (z1,5) 27N O = (z2,1)
: X

Figura 65 — Ponto C' = (x9, 1)

Fonte: o autor.

Aplicando o teorema de pitagoras ao tridngulo ABC', retangulo em C, obtemos:

d(A, B) = \/(952 —21)* + (g2 — y1)*
Concluindo assim nossa demosntracao. [ |

Uma outra forma de calcular distancia entre dois pontos pode ser obtida considerando,
em vez da medida retilinea entre eles, a soma dos deslocamentos horizontais e verticais
necessarios para ir de um ponto ao outro. Assim, dados os pontos A = (z1,y1) e

B = (x3,92), podemos definir:
d,(A, B) == |ZL‘2 — I1| + |y2 — y1| (725)

Embora essa forma de medir distancia nao coincida com a que utilizamos intuitivamente
na geometria euclidiana, ela satisfaz as propriedades fundamentais de uma métrica e é
perfeitamente valida do ponto de vista matematico. Além disso, sejam a e b niimeros
reais maiores ou iguais a 0, temos a + b > v/a? + b?, de fato, temos

a>+0*=(a+b)?*—2ab< (a+b)?= Va2 +b </(a+b)?=Va2+ 12 <a+b.

Os argumentos de que 7 = 4 e v/2 = 2 podem ser entendidos a partir de uma
perspectiva alternativa de medida, em que se utilizam linhas compostas apenas por
segmentos horizontais e verticais, cuja soma dos comprimentos permanece constante

(como 2 ou 4), independentemente do nimero de subdivisoes. Essa abordagem da a
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falsa impressdo de que a figura converge para uma diagonal ou circunferéncia, sem

alterar seu comprimento, mas a desigualdade

w2 — 21| + [y2 — ya| = \/(552 —x1)*+ (Y2 — )%,

mostra por que essa métrica nao usual gera valores maiores para 7 e v/2.

No entanto, essas construcgoes desconsideram a continuidade da curva e a verdadeira
distancia entre os pontos segundo a geometria euclidiana. A métrica usual, fundamen-
tada no Teorema de Pitadgoras, ¢ a que define corretamente o circulo no plano cartesiano
e a medida da diagonal de um quadrado. Confundir essas formas de medir leva a in-
terpretacoes equivocadas, evidenciando a importancia do rigor conceitual na analise de

processos infinitos.

7.5 Consideracoes Finais do Capitulo

Neste capitulo, exploramos dois exemplos que mostram como o uso inadequado do
infinito pode gerar confusdes e aparentes contradi¢oes. A discussao sobre o niimero 7
revelou diversas abordagens para sua definicao e aproximagao, de métodos geométricos
e probabilisticos a interpretagoes equivocadas, como a que sugere que m = 4. Com-
preender essa constante exige mais do que intuigdo: sdo necessarias defini¢oes precisas
e andlise rigorosa dos limites envolvidos. A segunda parte tratou de uma construgao
geométrica que, & primeira vista, leva ao absurdo de que v/2 = 2, erro que surge da
confusdo entre aproximagao e identidade, pois a trajetoria construida se aproxima da
diagonal, mas nao a substitui.

Esses exemplos reforcam que o infinito, além de ferramenta matematica, ¢ fonte
de desafios conceituais. Ao discutir esses raciocinios, mostramos como erros plausiveis
podem fortalecer a Matematica, ampliando seus fundamentos e linguagem. Utilizamos
também cédigos computacionais em Python para simular aproximagoes para o nimero
7, tanto por métodos geométricos quanto probabilisticos. Esses recursos tornam visiveis
os efeitos de refinamentos sucessivos e da aleatoriedade, oferecendo uma abordagem
pratica e visual para temas abstratos. No proximo capitulo, apresentamos esses codigos,

explicando seu funcionamento e destacando seu potencial didatico e investigativo.
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8 Visualizando o Infinito: Cédigos e Expe-

rimentos

8.1 Introducao: Computacao e Ensino de Matematica

O uso da linguagem de programacao Python no ensino de matematica tem se mos-
trado uma estratégia eficaz para promover a aprendizagem ativa, o raciocinio légico e
a aproximacao entre a abstragao matematica e a experimentagao computacional. Tra-
balhos como |Andrade et al.| (2024)) evidenciam que a programacao pode ndo apenas
ampliar a compreensao de conteidos escolares, mas também favorecer o desenvolvi-
mento da autonomia e da resolucdo de problemas. Além disso, o uso de bibliotecas
como NumPy e Matplotlib, bem como de ambientes como o Google Colab, permite ao
estudante visualizar padroes, testar hipoteses e construir representacoes algoritmicas
de conceitos mateméticos.

Essa abordagem, aplicada de forma contextualizada ao curriculo, tem sido reconhe-

cida por seu potencial didatico. Como afirmam [Souza, Rodriguez e Poffal (2024)):

[...] o desenvolvimento de algoritmos e o emprego da linguagem de pro-
gramagao potencializam o processo de ensino e aprendizagem, permitindo
um maior protagonismo. Quando o estudante escreve o coédigo de um algo-
ritmo ele relaciona os conceitos envolvidos e analisa a coeréncia dos resul-
tados obtidos, indo além do contetido estudado em sala de aula. (SOUZA;
RODRIGUEZ; POFFAL| 2024} p. 73)

De maneira que a metodologia de inserir programacao em aulas de Matemética contri-
bui para tornar a aprendizagem mais exploratoria e conectada a diferentes contetidos.
A seguir, retomamos e comentamos os principais cédigos utilizados nesse trabalho,
destacando como a linguagem Python pode ser integrada a diversos eixos tematicos do
ensino da Matematica.

Nos capitulos anteriores, utilizamos algoritmos em Python e, em alguns momentos,
o software SageMath, para realizar simulagoes, visualizacoes e aproximacoes numéricas
envolvendo o infinito. A integragao desses cddigos ao desenvolvimento tedrico buscou
reforcar os argumentos apresentados e oferecer uma dimensao concreta a ideias que,
muitas vezes, escapam a intuicao. Neste capitulo, discutiremos brevemente a imple-
mentacgao desses codigos, com o objetivo de facilitar sua reproducao e incentivar o uso

de recursos computacionais como aliados no ensino e na investigagdo matematica.
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8.2 Linguagem de programacao e softwares usados no texto

Neste trabalho, os recursos computacionais nao foram utilizados de forma mera-
mente instrumental, mas como parte integrante da construcao conceitual dos temas
abordados. A linguagem de programagao e os ambientes computacionais escolhidos
permitiram a criagdo de representacgoes algoritmicas, visualizagoes graficas e aproxi-
macoes numéricas que enriqueceram a analise dos conceitos matematicos discutidos.
A seguir, apresentamos a linguagem de programacao adotada e os principais softwares
utilizados para a implementacao dos cédigos, destacando seus potenciais didaticos e

suas contribuigoes ao desenvolvimento do presente estudo.

8.2.1 Linguagem de programacao Python

A linguagem Python é amplamente reconhecida por seus codigos serem de facil
leitura, o que a torna especialmente adequada para iniciantes em programagao. Seu
design intuitivo permite que conceitos fundamentais sejam assimilados com maior faci-
lidade, ao mesmo tempo em que oferece robustez e versatilidade para aplicagoes mais
avancgadas. Essa combinacao faz com que Python seja nao apenas uma excelente porta
de entrada para quem estd dando os primeiros passos na computagao, mas também
uma linguagem poderosa em ambientes profissionais e académicos. Sua capacidade de
integrar recursos matematicos, graficos e estatisticos a torna particularmente 1til para

atividades de ensino e pesquisa.

Python vem crescendo em varias areas da computacao, como inteligéncia
artificial, banco de dados, biotecnologia, animacao 3D, aplicativos moveis

(celulares), jogos e mesmo como plataforma web. (MENEZES| 2019, p. 26)

Além da referéncia indicada na citagdo anterior, existem muitas outras fontes acessiveis
e de qualidade que introduzem a linguagem Python, incluindo videoaulas, artigos dida-
ticos e produgoes académicas. Essa diversidade de recursos reforga o papel de Python
como uma linguagem didéatica e, ao mesmo tempo, poderosa, capaz de conectar a

Matemaética formal com experimentagdes computacionais significativas.

Executando programas em Python

O método mais utilizado para escrever e executar programas em Python é baixando
e instalando a linguagem em um computador. Em |[Netto e Maciel (2021, p. 5) é
mostrado como instalar a linguagem Python e algumas ferramentas que serao muitos
uteis na execucao dos programas, dentre ela o Jupyter. Na Figura 66 ¢ mostrado uma
janela Jupyter, onde é executado um cédigo Python para o calculo do fatorial de um

numero.
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: Jupyter fatorial Last Checkpoint: 2 minutes ago P
File Edit View Run Kernel Settings Help Trusted
B + X O [ » m C » Code v JupyterLab [7 Python 3 (ipykernel) O
[1]: def fatorial(n): v s F R
if n == 0 or n ==
return(1)
else:

return(n*fatorial(n-1))

for n in range(10):
print(fatorial(n))

N ==

6

24

120
720
5040
40320
362880

Figura 66 — Janela Jupyter

Fonte: o autor.

Além de trazer um método para cacular o fatorial, o programa faz o caculo do fatorial
para os dez primeiros niimeros inteiros nao negativos. O coédigo em questao esta escrito

a seguir:

def fatorial(m):
if n==0o0or n==1:
return(1)
else:

return(n*xfatorial(n-1))

for n in range(10):

print (fatorial(n))

A grande vantagem em usar Jupyter consiste na possibilidade de executar e vi-
zualisar a saida de vdrios algoritmos em uma mesma janela. Na Figura [67 além do
algoritmo fatorial usado para calcular 50!, é mostrado um cédigo que calcula as raizes

reais de uma equacao da forma ax? + bz + ¢ = 0.
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v & fatorial

¢ G  © localh
: Jupyter fatorial Last Checkpoint: 15 minutes ago f’
File Edit View Run Kernel Settings Help Trusted
B+ XDODDO» m C » Code v JupyterLab [ Python 3 (ipykernel) O
def fatorial(n):
if n =0 or n ==
return(1)
else:

return(n*fatorial(n-1))

print(fatorial(50))

30414093201713378043612608166064768844377641568960512000000000000
import math

def raizes equacao(a,b,c):
delta = b**2 - 4*a*c

if delta >= 0:
x_1 = (-b + math.sqrt(delta))/(2*a)
X_2 = (-b - math.sqrt(delta))/(2*a)

raizes = (x 1,x 2)
return(raizes)
else:

return("Raizes complexas")
print(raizes_equacao(1,-5,6))

(3.0, 2.0)

Figura 67 — Janela Jupyter com dois algoritmos

Fonte: o autor.

O cédigo para calcular as raizes de uma equacao ax? +bx 4 c = 0, estd listado a seguir:

import math
def raizes_equacao(a,b,c):

delta = b**2 - 4xaxc

if delta >= O:
x_1 = (b + math.sqrt(delta))/(2*a)
x_2 = (-b - math.sqrt(delta))/(2x*a)

raizes = (x_1,x_2)
return(raizes)
else:

return("Raizes complexas")

Outra forma de escrever e executar codigos Python é usando um plataforma on-
line, em destaque temos o Google Colab (abreviagdo para Colaboratory). O Colab é

uma plataforma gratuita oferecida pelo Google que permite escrever e executar c6digos
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Python diretamente no navegador, assim como o Jupyter, no entanto sem necessitar ins-
talar a linguagem no computador. Com foco especial em ciéncia de dados, aprendizado
de maquina e ensino de programagao, o Colab funciona como um Jupyter Notebook
online, com o diferencial de oferecer acesso gratuito a GPUs e armazenamento na nu-
vem via Google Drive, facilitando o compartilhamento e a colaboracao entre usuarios.
Na Figura [6§ é mostrada uma janela do Google Colab, O acesso ao Google Colab é
possivel a partir do link <https://colab.google/>| clicando em New Notebook, caso nao

esteja logado com a conta Google, basta realizar o acesso.

€0 fatorialipynb - Colab

&5 colab.research.google.com/driv

cO &L fatorialipynb ¥ & E = 2, Compartilhar <4 Gemini @

Arquivo Editar Ver Inserir Ambiente de execucdo F

RAM

Q, Comandos + Codigo + Texto > Executartudo w v Disco - ~

Y [31 def fatorial(n):

Eﬂ ifn==0o0rn-==1:
return(1)

<> else:

return(n*fatorial(n-1))

print(fatorial(5@))

O S+ 30414093201713378043612603166064768844377641568960512000000000000
0 4+ o8 9O

(v

komece a programar ou gere codigo com IA.

{3} Variaveis Terminal § v 11:33 B Python3
Figura 68 — Janela Google Colab

Fonte: o autor.

8.2.2 O software matematico SageMath

SageMath é um software matematico que engloba uma série de aplicagoes focadas

em calculo e programacao, dentre elas a linguagem Python.

Grande parte dos softwares matematicos sao comerciais. Dessa forma, mui-
tos professores e estudantes em formacao deixam de usar softwares de Mate-

matica Computacional devido ao valor elevado das licengas de uso, gerando


https://colab.google/
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o problema de adquiri-las e, em seguida, o problema de manter os softwares
atualizados. (SILVA; SANTOS; MACHADO) 2019, p. 2)

Silva, Santos e Machado (2019) é uma referéncia completa sobre o uso de aplicagdo do
SageMath. Em termos gerais, os c6digos em Sage sao muito semelhantes aos cédigos
em Python, no entanto sao simples quando ¢é preciso lidar com precisao. Para trabalhar
com maior precisao decimal em Python é preciso usar ferramentas mais avancadas da
linguagem.

E possivel usar SageMath instalando a distribuicdo no computador, e executando
os c6digos em uma janela jupyter, por exemplo, ou usando algum servico online, dentre

eles o <https://sagecell.sagemath.org/>.

Uma Aplicacdo do SageMath

O ntimero 7 é um numero irracional positivo, assim nao pode ser representado como
uma fracao T, com n,m € N. Em outras palavras, m tem uma representagao decimal
infinita e né(? periddica, usando N(pi,digits=n) em SageMath obtemos como saida o
numero 7 com n digitos. Um exemplo disso é o ntimero a seguir, uma representacao

de m com 500 digitos:

3, 1415926535897932384626433832795028841971693993751058
2097494459230781640628620899862803482534211706798214
8086513282306647093844609550582231725359408128481117
4502841027019385211055596446229489549303819644288109
7566593344612847564823378678316527120190914564856692
3460348610454326648213393607260249141273724587006606
3155881748815209209628292540917153643678925903600113
3053054882046652138414695194151160943305727036575959
0921861173819326117931051185480744623799627495673518

857527248912279381830119491

Uma questao interessante é a seguinte: na expressao decimal do ntimero 7 existem
igualmente o mesmo nimero de digitos 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 ¢ 97 Ou em outras
palavras, tomando-se ao acaso um dos digitos da expresao decimal de 7, a probabilidade
dele ser qualquer um dos niimeros de 0 a 9 é igual para todos eles, ou seja, 1—07

Esse problema pode ser investigado com SageMath a partir do seguinte algoritmo:

# Escolhendo a quantidade de digitos de pi
n = 1000


https://sagecell.sagemath.org/
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# Armazenando o pi com n digito em uma variavel

a = N(pi, digits=n)

# Transformando o nimero em um string para porde comparar

string = str(a)

# Criando um vetor que receberd as quantidades de cada um dos digitos

quantidades = [0 for i in range(10)]

# Lista de caracteres para comparacéo
1lsta = [)O) )1) )2) 73) )4) )5) )6) )77 )8) )9)]

# Percorrendo toda a strind
for i in range(len(string)):
# Percorrendo toda a lista
for k in range(len(lista)):
# Comparando o elemento da string com cada elemento da lista
if string[i] == listalk]:
quantidades[k] += 1

# Exibindo os resultados

print (quantidades)

Uma execugao do programa anterior retorna a lista [93, 116, 103, 103, 93, 97, 94, 95,
100, 106], onde cada elemento representa respectivamente as quantidade de digitos 0,
1,2,3,4,5,6,7, 8e9. Executando o algoritmo anterior para n = 10.000.000, obtemos

a lista
(999441, 999333, 1000306, 999965, 1001093, 1000466, 999337, 1000206, 999813, 1000040].

Esses dois resultados indicam que de fato as quantidades de cada um dos digitos vai se
igualando a medida que aumentamos o nimero de digitos da expressao decimal de 7.

Ajustando o cédigo é possivel calcular as probabilidades de obter cada um dos digitos:
o m com 1.000 digitos:

[0.0930,0.116,0.103, 0.103, 0.0930, 0.0970, 0.0940, 0.0950, 0.100, 0.106];

o m com 100.000.000 de digitos:

[0.0999, 0.0999, 0.100, 0.100, 0.100, 0.100, 0.0999, 0.100, 0.100, 0.100].
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O novo codigo esta listado esta escrito a seguir:

1000

=]
I

a = N(pi, digits=n)

string = str(a)

quantidades = [0 for i in range(10)]
probabilidades = [0 for i in range(10)]

lista= [)07 ;11 ;2) :3; )4) :5; 76) )7) 78; )97]

for i in range(len(string)):
for k in range(len(lista)):
if string[i] == listalk]:
quantidades[k] += 1

for i in range(len(quantidades)):

probabilidades[i] = N(quantidades[i]/n, digits=3)

print (probabilidades)

A familiarizacdo com o uso de ferramentas como o Jupyter, o Google Colab e o
SageMath oferece nao apenas um suporte pratico para o desenvolvimento e execugao
de algoritmos, mas também amplia as possibilidades de exploragao pratica de concei-
tos tedricos. Tais ambientes tornam a experimentacao computacional mais acessivel,
permitindo que estudantes e professores investiguem propriedades, verifiquem padroes
e testem hipoteses de forma interativa. A seguir, apresentaremos os codigos que foram
utilizados nos capitulos anteriores, com breves comentarios sobre sua funcao e relacao

com os conceitos explorados ao longo do trabalho.

8.3 (Cddigos do Capitulo

Calculando aproximacdes para m com segmentos de reta

Na Secao [5.4], calculamos aproximagoes para o nimero 7 usando segmentos cons-
truidos sobre o grafico da fungao f : [—1,1] — R, definida por f(x) = v/1 — 22, Uma

aproximacao para 7 foi calculada usando 6 segmentos.
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5 [—
Soma}2l}ﬂ+1
i=0
O cédigo a seguir calcula o valor da soma
5
> PP = PP, + PP, + P,P;+ P3Py + P,Ps + 5 Fs. (8.1)
i=0
Onde cada segmento Py P, tem medida:
5 2 2
PPt = (@xer — 2 + (e — )’ (8.2)

Com yy41 € Yk, sendo respectivamente f(xpy1) e f(zg).

# Importando o médulo matemdtico

import math
# Definindo a fungdo f
def f(x):

return math.sqrt(1-x**2)

# Definindo a quantidade de segmentos
n==~6

# Entrando com as coordenadas dos pontos

pontos = []
for i in range(n+1):
P i=[]
x i =-1+ ix(2/n)

P_i.append(x_i)
P _i.append(f(x_i))
pontos.append(P_i)

# Definindo uma fungdo para calcular o comprimento de um segmento PQ,

# com P = [P[0],P[1]] e Q = [Q[0],Q[1]]
def comprimento(P,Q):

dx = Q[0] - P[0]

dy = Q[1] - P[1]

return math.sqrt (dx**2+dy**2)

# Calculando os comprimentos dos segmentos
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comprimentos = []
for i in range(n):
c = comprimento(pontos[i], pontos[i+1])

comprimentos.append(c)

# Imprimindo na tela a soma dos comprimentos

print (sum(comprimentos))

A execucao do codigo anterior resulta em 3.0842528502040896.

Aproximacoes para m com n segmentos

Na Segao 0.4 também calculamos aproximagoes para 7 com um nimero variavel de
segmentos sobre o grafico da funcao f: [—1,1] — R, definida por f(z) = V1 — 2.
Uma forma de pensar na soma dos segmentos é analisid-los como elementos de uma

sequéncia (a,) cujo termo geral é definido por:

| B IR S i

A seguir temos um c6digo em python que calcula o n-ésimo termo da sequéncia (8.3)):

import math

def f(x):
return(math.sqrt(l - x*x2))

def an(n):
soma = 0

for i in range(n):

x1 =1 =*x2)/n-1
x2=(1+1)*%x2)/n-1
ai = math.sqrt((2 / n)*x2 + (£(x2) - £(x1))*x*2)

soma += ai

return(soma)

print (an(100))

No exemplo especifico anterior, é calculado o centésimo termo: 3, 1407605898424658.
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Aproximacoes para €

Na Secao ¢ mostrado como calcular aproximacoes para o nimero e usando,

tanto areas como a defini¢do desse ntimero.

1
Aproximacoes para e usando 1 + 1 + 21 + ...

O codigo a seguir calcula aproximagoes para e, calculando o n-ésimo termo da
sequéncia
"1 1 1 1
anzz_—‘:1+1—+—+...+—.

rard P2l n!

import math

def aproxima_e(n):

soma = 0

for i in range(n+1):

soma = soma + 1/math.factorial(i)
return(soma)

print (aproxima_e(100))

Aproximacoes para e usando areas

Outra forma de encontrar aproximagoes para e é calculando areas de trapézios sob
o grafico da funcao f : (0,+00) — R, definida por f(z) = i_ O primeiro trapézio
tem como base maior o segmento de extremidades (1,0) e (1,1) e altura ¢ (que sera
também a altura de todos os demais trapézios), e a base menor serd o segmento de
extremidades (146,0) e (1+9, f(146)). Em termos gerais todos trapézios terao como
vértices os pontos (1+1¢-6,0), (1+¢-6, f(1+i-6)), 1+ +1)-9, f(L+(i+1)-6))e
(I+(+1)-6,0),comi=0,1,2,3,...

Uma aproximacao para a soma de 5 trapézios sob o grafico de f, com § = 0, 3 pode

se obtida com seguinte expressao:

(EP+ B Pin) 0.3 A [f(1+i-8) + f(L+ (i +1)-6)] 0,3 8.4
=0

4
art 2 2 2

K2 K3

Onde E; = (14+1-6,0) e P,=(1417-6,f(1+1i-0)). O algoritmo para calcular o valor

de (8.4]) é mostrado a seguir.
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def f(x):

return(1/x)

def soma(n):
delta = 0.3

soma = 0

for i in range(n):
soma_bases = f(1+ixdelta) + f(1+(i+1)*delta)

soma = soma + soma_bases

area = soma * (delta/2)

return(area)

print(soma(5))

A execucao do cddigo anterior nos resulta 0.9225276039749724. Se fizermos n=6 no
algoritmo anterior obtemos 1.036099032546401, de forma que a soma das areas dos
trapézios sob o grafico de f ultrapassa 1, assim uma aproximacao para e seria algo
entre 1+5-0=2,5el+4+6-6=2,8.

No cédigo anterior nés definimos um valor para §, agora implementaremos um
c6digo que busca uma aproximagao para e, com um valor § dado, sem no entanto,
precisarmos definir quantos trapézios construiremos sob o grafico de f. O codigo a

seguir nos ajuda encontrar aproximagoes para e, escolhendo valores pequenos para 9:

def aproxima_e_areas(delta):
n=0; e=1; area =0
while area < 1:
H = 1/(1+n*delta); h = 1/(1+(1+n)*delta)
area_trapezio = (H+h)x*delta/2
area = area + area_trapezio
e = 1 + nxdelta

n+1

n
return(e)
deltas = [0.3, 0.1, 0.01, 0.001, 0.0001, 0.00001]

for delta in deltas:

print (aproxima_e_areas(delta))
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A execugao do cddigo anterior retornou os valores 2.5, 2.7, 2.71, 2.718, 2.7182, 2.71828,

como aproximagoes para e, com os valores de § dados.

8.4 Cddigos do Capitulo [f)

Espiral de Teodoro

No inicio do Capitulo[6] apresenta-se uma discussao sobre a Espiral de Teodoro, na

qual surge a necessidade de calcular a soma

1 1 1 1
Si6 = arctan | —= | + arctan | — | +arctan [ — | 4+ ... + arctan | — | ~ 6, 13.
16 arc an(\/T) arctan (\/§> arc an(\/§> arc an<m>

A seguir temos um c6édigo Python que realiza a soma anterior.

import math
soma = 0
for i in range(16):
n=1+1
angulo = math.atan(l/math.sqrt(n))

soma += angulo

print (soma)

- ~ 1, 1,1
Aproximacdes para soma 5 + 7+ g+ ...

1
Um codigo que que calcula os temos da sequéncia de somas parcias de (271) esta

listado a seguir:

def soma_parcial(k):
s k=0
for i in range(k):
s k=s k + 1/2xx(i+1)

return s_k

for i in range(10):

print (soma_parcial(i+1))

No coédigo anterior criamos uma funcao soma_parcial(k) que calcula a soma de k

A 1 s . .
termos da sequéncia on ) 1as duas ultimas linhas do cddigo calculamos as somas

parciais até o 10° termo.
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Série harmdnica

A série harmonica é a soma infinita

> 1 11 1
e = e R 8.5
> totgtgt (8.5)

n=1

1
Com o seguinte programa em Python, calculamos as somas parciais da sequéncia ()
n

def soma_parcial_serie_harmonica(k):
s k=0
for i in range(k):
s k=sk + 1/(i+1)

return s k

for i in range(10):

print(soma_parcial_serie_harmonica(i+1))

8.5 Cédigos do Capitulo

Aproximacao da Area de uma Elipse

Comecamos o Capitulo [7] fazendo aproximacoes para a area de uma elipse centrada

2 2
na origem do plano cartesiano e eixo maior em x. A elipse tem equacao 3 + yz =1

Para isso usamos aproximagoes por meio da construcao de trapézios sob o grafico da

funcao f : [—v/8, /8] = R, definida por

Inicialmente aproximamos a area com 5 trapézios, calculando a soma a

G — 25: f (@x) 4+ f(@pe)] - h.
k=0 2

2a
comh = "—ex, =—/8+k-h (aé o eixo maior do trapézio). Para realizar os clculos

foi utilizado o SageMath, a seguir é apresentado o cddigo em questao:

# Definindo a altura dos trapézios
h = 2*sqrt(8)/5
# Coordenada x do primeiro ponto do grafico (vértice)

a = -sqrt(8)
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# Criando a regra de associagdo da fungéo
def f£(x):
fx = sqrt(4-(x**2)/2)

return(fx)

# Lista vazia para receber as bases dos trapézios
lista = []
for i in range(6):

X = a + hxi

P = f(x)

lista.append(P)

# Variavel que vai receber as somas das areas dos trapézios

soma = 0

for i in range(len(lista)-1):
trapezio = ((listal[i]+listali+1])*h)/2

soma = soma + trapezio

print(2*soma.n())

Aproximacdes para m Usando Probabilidade

No Capitulo [7] foram feitas aproximacgoes para 7 usando um método que envolve

probabilidade. O cddigo Python usado para isso é o seguinte

import random # Trabalha com nimeros randdmicos

numero_de_pontos = 1_000 # Quantidade de pontos do experimento

pontos_no_circulo = 0

# Tomando numeros aleatdérios no intervalo [-1,1]

for i in range(numero_de_pontos):

x = random.uniform(-1,1)

y

random.uniform(-1,1)

# Verificando se o ponto (x,y) estd no circulo
if (x**2+y**2<=1):

pontos_no_circulo = pontos_no_circulo + 1
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aproximacao_para_pi = (4*pontos_no_circulo/numero_de_pontos)

print (aproximacao_para_pi)

No cédigo anterior, selecionamos aleatoriamente 1.000 pontos no quadrado de lado 2,
centrado na origem do plano cartesiano. Em seguida, contamos quantos desses pontos,

denotados por ¢, pertencem ao interior do circulo de equacao z? + y* = 1. A partir

4c
disso, calculamos a razao 1000 como uma aproximacao para m, pois a probabilidade

de que um ponto escolhido ao acaso nesse quadrado (de area 4) esteja dentro do circulo

nele inscrito é dada por

area do circulo w2 r?

drea do quadrado  (2r)2 472’

2

c r
Assim, se considerarmos que 1000 ~ e onde c representa a quantidade de pontos
. r
pertencentes ao circulo, obtemos
4c
T —
1.000’

uma vez que 1 = 1.

8.6 Consideracoes Finais do Capitulo

Os codigos utilizados neste trabalho foram elaborados com o objetivo de facilitar
sua implementagao e leitura por pessoas com pouco ou nenhum contato prévio com
programagcao. Nesse sentido, cabe ao professor dosar ou conduzir seu uso em sala de
aula. Assim, nao priorizamos necessariamente a execucao mais otimizada possivel dos
c6digos, mas sim a sua legibilidade para o programador iniciante. Como exemplo, temos
o codigo utilizado para fazer aproximagcoes de m por meio de simulagao probabilistica,
que poderia ser substituido por uma implementacao mais eficiente, como a apresentada
a seguir. No entanto, tal substitui¢do, a nosso ver, implicaria um grau de dificuldade

maior para estudantes que ainda nao conhecem bibliotecas como a NumPy.

import numpy as np

numero_de_pontos = 10_000_000

np.random.uniform(-1, 1, numero_de_pontos)

i
I

np.random.uniform(-1, 1, numero_de_pontos)

<
Il

pontos_no_circulo = np.sum(x**2 + y**2 <= 1)
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aproximacao_para_pi = 4 * pontos_no_circulo / numero_de_pontos

print (aproximacao_para_pi)

Enquanto o cédigo original pode levar cerca de 10 a 20 segundos para processar 10
milhoes de pontos no Google Colab, a versao vetorizada com NumPy executa a mesma
tarefa em menos de 1 segundo, representando um ganho de desempenho superior a 10
vezes. Esse tipo de comparagao pode ser inclusive explorado pelo professor, destacando
que o tempo de execucao é um fator relevante no trabalho de um programador, mas
que otimizacoes como essa pressupoem um conhecimento mais aprofundado tanto da
linguagem de programacao utilizada quanto de conceitos matematicos. A Figura
traz um exemplo de execugao dos dois codigos no Google Colab. Onde na primeira
versao, o tempo total gasto foi de 12,5 segundos, ja com o cddigo otimizado o tempo
gasto foi de 0,356 segundos, o que nos mostra um tempo pelo menos 35 vezes menor.
O uso da programacao neste trabalho nao foi um recurso acessério, mas uma es-
tratégia estruturante para explorar conceitos matematicos frequentemente resistentes a
intuicdo. A linguagem Python, com sua sintaxe simples e vasto ecossistema de bibliote-
cas, permitiu construir algoritmos que simularam, estimaram e visualizaram aspectos
do infinito, tornando mais tangiveis ideias tradicionalmente abstratas. Ferramentas
como Jupyter, Google Colab e SageMath viabilizaram essas investiga¢des com precisao
e acessibilidade, promovendo um ambiente experimental no ensino e na pesquisa em

Matemaética. Os cddigos apresentados neste capitulo estao disponiveis no link a seguir.
<https://tinyurl.com/CodigosDissertacao>

A integracao entre codigo e teoria permitiu observar a Matematica em movimento,
em constante aproximagao e ajuste. Espera-se que os algoritmos apresentados sir-
vam nao apenas como exemplos ilustrativos, mas também como convites a exploracao.
A computacao, nesse contexto, aparece como aliada da intuicdo, da conjectura e da
demonstracao, ampliando as possibilidades de ensino, aprendizagem e investigacao ma-

tematica.
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v 00 tempoexecucao.ipynb - C

c
cO & tempoexecucgao.ipynb ¥ & S 2 Compartilhar 4 Cemin @
Arquivo Editar Ver Inserir Ambiente de execugao Fe
Q Comandos + Codigo + Texto b Executartudo - v D?:CI\Q - ~
= 2 [1] %%time
- import random
@ numero_de_pontos = 10_000_000
< pontos_no_circulo = @
for i in range(numero_de_pontos):
o x = random.uniform(-1,1)
y = random.uniform(-1,1)
(|
if (x**2+y**2<=1):
pontos_no_circulo = pontos_no_circulo + 1
aproximacao_para_pi = (4*pontos_no_circule/numero_de_pontos)
print(aproximacao_para_pi)
S+ 3.1419592
CPU times: user 9.91 s, sys: 3@ ms, total: 9.94 s
Wall time: 12.5 s
Y © %wtime
import numpy as np
numero_de_pontos = 10_000_00@
x = np.random.uniform(-1, 1, numero_de_pontos)
y = np.random.uniform(-1, 1, numero_de_pontos)
pontos_no_circulo = np.sum(x**2 + y**2 <= 1)
aproximacao_para_pi = 4 * pontos_no_circulo / numero_de_pontos
print(aproximacao_para_pi)
5% 3.141406
CPU times: user 240 ms, sys: 114 ms, total: 354 ms
Wall time: 356 ms
~ e —_— =1 ala o | ™ .
{3} Variaveis Terminal <+ v 14:08 B Python 3

Figura 69 — Coparacao de tempo dos dois codigos

Fonte: o autor.
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9 Consideracoes Finais

Este trabalho teve como objetivo principal apresentar uma proposta de abordagem
do infinito voltada a formacao de professores da Educacao Bésica. Essa abordagem se
apoia em uma analise articulada entre os aspectos histéricos, filosoficos e matematicos
que permeiam esse conceito. Essa proposta se alinha a necessidade de “ir além da
perspectiva conteudista do ensino e comecgar a propor uma educagao interdisciplinar”
(FAINGUELERNT; NUNES| 2012} p. 20). Partimos da constatagao de que o infinito,
embora recorrente em discussoes e conteudos escolares, é frequentemente abordado de
forma superficial ou fragmentada no ensino médio. Como aponta o préprio documento

oficial:

O estudo da progressao geométrica infinita com razao positiva e menor que
1 oferece talvez a unica oportunidade de o aluno estender o conceito de
soma para um numero infinito de parcelas, ampliando sua compreensao
sobre a adicao e tendo a oportunidade de se defrontar com as idéias de

convergéncia e de infinito. (BRASIL, 2006, p. 120)

Diante desse cenario, buscamos construir uma narrativa que ampliasse a compreensao
dos docentes sobre a natureza e os desdobramentos do conceito de infinito ao longo do
tempo.

A primeira parte da dissertacao foi dedicada a investigacdo do desenvolvimento
historico da nogao de infinito, desde os primeiros registros na Grécia Antiga até os

avangos tedricos promovidos por Cantor.

[...] ndo parece concebivel ensinar qualquer disciplina sem despertar o
interesse em sua historia — e na histéria em sentido pleno. Ainda que
possamos tentar ensinar os conceitos que nos interessam tais como eles se
nos apresentam atualmente, os significados sao vivos, eles se transformam,
eles tém historia. (MACHADO, 2011} p. 193)

Ao revisitar os caminhos percorridos por filésofos e matematicos, foi possivel evidenciar
como as concepgoes de infinito refletiram “divergéncias conceituais amplas” e contribui-
ram para transformagdes no pensamento matematico. Essa contextualizagao mostrou-
se fundamental para compreender tanto os obstaculos quanto as potencialidades dida-
ticas associadas ao tema.

Em seguida, exploramos a disting¢ao entre infinitos enumeraveis e ndo enumeraveis,
evidenciando as contribui¢oes de Cantor para a formalizacao do conceito de cardinali-

dade. Como exemplo, temos a primeira demonstra¢ao da nao enumerabilidade de R,
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enviada por Cantor a Dedekind no inicio de 1873 (BELNA| 2011, p. 97). Os conjun-
tos N, Q e R foram analisados sob essa perspectiva, permitindo discutir nao apenas o
crescimento da hierarquia dos infinitos, mas também a ruptura com a ideia de que o
infinito seria uma entidade inica e homogénea. A introduc¢do dos ntimeros transfinitos
e a demonstragao da existéncia de conjuntos nao enumeraveis forneceram base para
reflexdes profundas sobre a estrutura do universo mateméatico. Com relagao a criagao
dos nimeros transfinitos, Belna| (2011, p. 199) apresenta um trecho de |Cantor| (1883))

no qual o autor afirma:

Na verdade, nao vejo o que nos poderia deter nesta atividade criadora de
novos numeros, desde o momento em que, para o progresso da ciéncia, a in-
troducao de uma nova classe de niimeros tornou-se desejavel ou, até mesmo
indispensavel. Eis o que me parece produzir-se, efetivamente, na teoria dos
conjuntos e, talvez, até mesmo, em um dominio muito mais amplo. Sem
essa extensao, ja nao consigo avancar; com ela, alcanco qualquer espécie de

resultados inesperados.

As secoes finais do trabalho foram dedicadas a exposicao de aparentes paradoxos
e “absurdos” matematicos que envolvem o uso do infinito, como séries divergentes,
propriedades nao intuitivas de niimeros irracionais e aproximagoes computacionais de
7 e /2. Esses exemplos serviram tanto como ilustracdo das dificuldades conceituais
quanto como estimulo para a construcao de uma postura investigativa por parte dos
professores, evidenciando a importancia de se explorar os limites e as fronteiras da

matematica escolar.

A histéria privilegiou uma visao da matematica como uma “ciéncia exata”,
rigorosa, formal e precisa. A busca da verdade e da certeza, ou seja, de criar
um método de raciocinio que pudesse provar todas as afirmagoes matema-
ticas, se tornou uma obsessao de muitos estudiosos que acreditavam que os
erros e as contradigoes que surgissem nas teorias eram fruto do descuido
dos proéprios seres humanos. (COURY], 2016, p. 131)

O grande mateméatico David Hilbert acreditava que “toda a Matematica poderia ser re-
duzida a um nimero finito de axiomas consistentes” (SILVA| 2023, p. 171); no entanto,
mesmo diante dos esforgos em resolver os “absurdos” aqui apresentados, sabemos hoje,
a partir dos teoremas de incompletude de Godel, que existem proposicoes matematicas
verdadeiras que ndo podem ser provadas dentro de certos sistemas formais (NAGEL;
NEWMAN]| 2001, p. 19), o que evidencia os proprios limites da formalizagao e da

certeza na Matemaética.
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Acreditamos que a compreensao ampliada sobre o infinito, ancorada em uma abor-
dagem historica, filosofica e formal, contribui significativamente para a formacao critica
e reflexiva do professor de Matematica. O contato com argumentos rigorosos, mas aces-
siveis, e a articulagdo com ferramentas computacionais como Python e SageMath, en-
riquecem o repertério didatico e favorecem praticas mais conscientes em sala de aula.
Segundo |Giraldo, Caetano e Mattos (2013, p. 208), os recursos computacionais sao
pertinentes para o ensino, pois dispoem de uma vasta gama de ferramentas para lidar

com diversos conceitos de Matematica. No entanto, os autores ressaltam que:

[...] ouso de tais recursos requer linguagem de programagao com comandos
e sintaxe especificos, que podem ser bastante sofisticados, e cuja aprendiza-
gem pode ser dificil para alunos no ensino basico. Por outro lado, esse grau
de dificuldade pode ser dosado de acordo com o nivel escolar, por meio do
planejamento [...] (GIRALDO; CAETANO; MATTOS, 2013, p. 208)

Esses aspectos reforgcam a necessidade de um professor preparado nao apenas para lidar
com os fundamentos conceituais do infinito, mas também para mediar, com sensibili-
dade e intencionalidade pedagdgica, a introducao progressiva de recursos computacio-
nais no processo de ensino-aprendizagem.

Esperamos que esta dissertacao possa representar nao um ponto de chegada, mas
um convite a continuidade: a busca por novas formas de explorar o infinito no ensino, a
valorizagao da Historia da Matematica como instrumento pedagogico e ao aprofunda-
mento permanente sobre os fundamentos daquilo que ensinamos. Por fim, encerramos
este trabalho com uma citacao de Hardy, em que ele apresenta duas questoes que

surgem quando buscamos justificar nossa vida e o que fazemos dela:

Um homem que se propoe a justificar sua existéncia e suas atividades
tem de distinguir duas questoes diferentes. A primeira é se o trabalho que
ele faz é um trabalho que vale a pena; a segunda é por que ele o faz, qualquer
que seja seu valor. Muitas vezes a primeira pergunta é dificil, e a resposta,
muito desencorajadora; mas a maioria das pessoas achara a segunda facil
mesmo assim. (HARDY], 2000, p. 64)

Acerca das questoes de Hardy em sua Defesa de um Matemdtico, podemos dizer que
acreditamos que o trabalho produzido tem um valor em si, e que, dentre suas motiva-
¢oes, esta o desejo pessoal de contribuir, em alguma escala, com a Matematica e com

0 seu ensino.
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