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Resumo

Este trabalho tem como proposta pedagdgica apresentar aos alunos o conceito de seg-
mentos comensuraveis e de segmentos incomensurdveis, mostrando a importancia desses
conceitos para o estudo dos nimeros racionais e irracionais. Veremos um processo de ve-
rificagdo da comensurabilidade de dois segmentos, doravante P.V.C.D.S, que € um processo
geométrico de verificacdo de comensurabilidade de dois segmentos. A partir do P.V.C.D.S,
apresentamos a demonstracio cldssica de que v/2 é irracional, com uma abordagem geomé-
trica, mostrando que o segmento do lado de um quadrado de medida 1 e o segmento de sua
diagonal s@o incomensuréaveis.

Ainda apresentamos um estudo sobre expressdes decimais, no qual serd apresentado
um teorema que nos permite verificar se uma fracdo irredutivel possui representacao deci-
mal finita ou infinita e periddica. Também apresentamos outro teorema que nos permite
transformar expressoes decimais finitas e infinitas e periddicas na sua forma de fragao.

Por fim, apresentaremos algumas sugestdes de atividades, que englobam todo con-
tetudo do presente TCC. Essas atividades foram aplicadas a uma turma de 1° ano do Ensino
Médio de uma escola publica, e as respostas dos alunos estdo anexadas ao trabalho.

Palavras Chaves: Segmentos comensurdveis e incomensurdveis. Numeros racionais e irra-

cionais. Expressoes decimais.
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Abstract

This work have pedagogical proposed to introduce the concept of commensurable seg-
ments and incommensurable segments, showing the importance of these concepts for the
study of rational and irrational numbers. We will stabelish a verification process to detect
the mensurability of two segments, which is a geometric process. We present the classic de-
monstration that root of 2 is irrational with a geometric approach, showing that the segment
of the side of a square measuring its diagonal are immeasurable.

We still will present a study on decimal expressions, and prove a theorem that allows
to check that an irreducible fraction has decimal representation finite or infinite and periodic.
We also present another theorem that allows us to turn decimal expressions finite or infinite
and periodic on its fraction form.

Finally we present some suggestions for activities that include all content of the TCC.
These activities have been applied to a class of 1st year of high school at a public school, and

the students’ answers are attached to the work.

Keywords: Commensurable segments and incommensurable segments. Rational numbers

and irrational numbers. Decimal expressions.
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Capitulo 1

Introducao

O ensino de Matematica € visto como grande desafio por muitos professores. Muitos
de nossos alunos ainda tém uma visdo de estudar apenas para passar de ano e ndo para
aprender. Eles ndo tém a curiosidade de verificarem se € possivel reconstruir ou conferir
algum conceito matematico ja existente, ainda vivem a Matematica das regras.

Mas essa realidade talvez se dé pelo fato de alguns professores de Matematica utiliza-
rem somente o livro diddtico como instrumento principal que orienta o seu trabalho durante
a ministracdo de aulas, por desconhecerem ou sentirem-se inseguros de apresentarem alguns
novos conceitos ou por ndo terem tempo de recorrer a novas pesquisas que melhorem e esti-
mulem o sistema de ensino aprendizagem de Matematica para seus alunos. Muitos de nossos
professores seguem apenas a sequéncia dos conteddos apresentados pelo livro e as atividades
de aprendizagem.

Diante dessa realidade, nesta proposta, tratamos dos conceitos de segmentos comen-
surdveis e de segmentos incomensuraveis, conceitos esses bastante ligados ao estudo de nu-
meros racionais e ao estudo de nimeros irracionais. Faremos uma abordagem geométrica,
utilizando apenas régua e compasso, visando contribuir com a pratica pedagégica do estudo
dos conceitos de niimeros racionais e irracionais utilizada hoje.

No nosso trabalho, também abordamos o estudo de expressoes decimais, focando no
estudo das expressdes decimais finitas e das expressoes decimais infinitas e periodicas, apre-
sentando como transformar essas expressdes decimais em um ndmero racional. Também
apresentamos uma forma de visualizar se uma fracdo irredutivel possui representacdo de-
cimal finita ou infinita e periddica, assuntos que passam desapercebidos em varios livros
didéticos.

Cabe ressaltar a importancia desta pesquisa que, por apresentar conceitos pouco pre-
sentes em sala de aula, pode, através dos resultados aqui apresentados, auxiliar na pratica
pedagogica que valorize o estudo dos segmentos comensurdveis e dos segmentos incomen-
surdveis, dando base e enriquecendo teoricamente o estudo dos nimeros racionais e irracio-
nais.

Desenvolvemos esta pesquisa voltada para a utilizacdo dos segmentos comensuraveis



e dos segmentos incomensurdveis para o estudo dos nimeros racionais € dos nimeros ir-
racionais por alunos do 1° ano do Ensino Médio, durante o estudo do assunto conjuntos

NnUMeEricos.

1.1 Objetivos

Este trabalho tem como objetivo geral:

e Contribuir para uma pratica pedagdgica em sala de aula, que possibilite aos alunos
perceberem a importancia dos segmentos comensurdveis e dos segmentos incomensu-

rdveis e de suas aplicacdes nos contetidos de niimeros racionais € nimeros irracionais;

e Estimular o estudo de expressdes decimais finitas e expressoes decimais infinitas e
periddicas, no que se refere a transformagdo em sua forma de fragdo geratriz, para que

se transforme em algo mais presente no Ensino Médio.

Como objetivos especificos, temos:
e Compreender o conceito de segmentos comensuraveis;
e Compreender o conceito de segmentos incomensuraveis;

e Compreender o conceito de nimeros racionais, a partir do conceito de segmentos co-

mensuraveis;

e Compreender o conceito de nimeros irracionais, a partir do conceito de segmentos

incomensuraveis;

e Compreender como € feita a representacdo decimal finita e a representacdo decimal

infinita e periddica, de um nimero na forma fragao;

e Apresentar uma férmula para transformar expressdes decimais finitas e infinitas e pe-

riddicas em nimeros racionais;
e Estimular o uso de régua e compasso na sala de aula;

e Propor atividades que estimulem alunos e professores a usarem os conceitos de seg-
mentos comensuraveis e de segmentos incomensurdveis para verificar se um nimero é

racional ou irracional;

e Propor atividades que estimulem alunos a transformar expressdes decimais finitas e

infinitas e periddicas em nimeros racionais;



1.2 Organizacao

Este TCC esta organizado da seguinte forma: Além desta Introducdo (Capitulo 1), o
Capitulo 2 apresenta os conceitos de segmentos comensuraveis e de segmentos incomensu-
rdveis, apresentando a ligacdo do conceito de nimeros racionais ao conceito de segmentos
comensuraveis, e a ligacdo do conceito de ndmeros irracionais ao conceito de segmentos
incomensuraveis. O Capitulo 3 apresenta uma andlise de dois livros textos do Ensino Médio,
no tocante a nimeros racionais, nimeros irracionais e comensurabilidade. No Capitulo 4
apresentamos um estudo sobre expressdo decimal finita e expressdo decimal infinita e pe-
riddica, no qual exibiremos um teorema que nos possibilita verificar se uma fra¢ao possui
representacdo decimal finita ou representacao decimal infinita e periddica, sem realizar a di-
visdo do numerador pelo denominador. Ainda no Capitulo 4, é apresentado um estudo sobre
dizimas periddicas simples e compostas, no qual também apresentaremos um teorema que
nos possibilita encontrar a fracdo geratriz dessas dizimas. No Capitulo 5 sdo apresentadas
algumas sugestdes de sequéncias didaticas, que contemplam questdes referentes a todos os
contetidos do TCC e, ao final do capitulo, apresentamos as respostas das sequéncias didati-
cas. No Capitulo 6, apresentamos um relatério das sequéncias diddticas propostas, que foram
aplicadas a uma turma de 1 ° ano do Ensino Médio de uma escola da rede publica de ensino.

Para terminar, temos as Referéncias Bibliograficas e os Apéndices A, B e C.



Capitulo 2

Segmentos comensuraveis e segmentos

incomensuraveis

Neste capitulo, focaremos no estudo dos conceitos de segmentos comensuraveis e de
segmentos incomensuraveis.

Poucos autores de livros de Matematica para o Ensino Médio abordam em suas cole-
coes os conceitos de segmentos comensurdveis e de segmentos incomensuraveis. Conceitos
esses bastante ligados ao estudo dos niimeros racionais e dos ndmeros irracionais.

A partir dos conceitos de segmentos comensuraveis e de segmentos incomensuraveis,
vamos apresentar o conceito de nimeros racionais € o conceito de nimeros irracionais, com
uma abordagem geométrica.

Também apresentamos um breve histdrico sobre o surgimento dos incomensurdveis,

ou seja, o surgimento dos nimeros irracionais.

2.1 Segmentos comensuraveis e niimeros racionais

Definicao 2.1 Dados dois pontos distintos, A e B , numa reta horizontal, chamamos de
segmento de reta, a parte da reta compreendida entre os pontos A e B, os quais chamamos
de extremos. Denotamos um segmento de reta por AB e denotamos a medida do segmento
de reta AB por AB.

Exemplos 2.1.1

1. Segmento de reta CD.



A
\j

Figura 2.1: Segmento CD

2. Segmento de reta EF.

Figura 2.2: Segmento EF

Chamamos segmento unitario, ao segmento de reta de medida padrdo u , que é uti-
lizado para medir um segmento de reta AB qualquer. Por definicdo, o segmento u, possui
medida igual a 1.

A medida do segmento unitario u pode diferir de pessoa para pessoa, dependendo de
qual segmento escolheu como medida unitdria, mas uma vez escolhido o segmento unitério,

sua medida deve ser mantida.

Definicao 2.2 Dados dois segmentos AB e CD, dizemos que o segmento CD cabe um niimero

inteiro de vezes no segmento AB se, AB = nCD para algum n € N.

Exemplo 2.1.2: Dado um segmento qualquer AB. Utilizando o segmento unitario u, o qual
chamaremos de CD, vamos verificar se o segmento unitario # = CD cabe um ndmero inteiro
de vezes no segmento AB. Veja na Figura 2.3, a representacao geométrica dos segmentos AB
e CD = u.

Figura 2.3: Segmentos AB e CD

Com o auxilio de um compasso, com abertura medindo CD, fixamos a ponta seca do
compasso no ponto A e marcamos sobre o segmento AB segmentos de medida CD , o nimero

de vezes que ele couber por inteiro neste segmento. Vejamos a Figura 2.4:



Figura 2.4: Medida do segmento AB

Observando a Figura 2.4, podemos ver que:

AE=EF =FG=GH=HB=CD =1u,logoAB=AE +EF +FG+GH + HB assim,
AB=u-+u+u-+u-+1ue portanto AB = 5u

Veja que os 4 pontos interiores E,F,G e H dividem o segmento AB em 5 segmentos
justapostos e congruentes, logo, a medida de AB € igual a soma das medidas dos 5 segmen-
tos. Como todos os 5 segmentos medem 1, entdo podemos afirmar que 1 cabe 5 vezes no
segmento AB, e portanto, a medida do segmento AB € igual 5.

Logo podemos concluir que os segmentos AB e CD possuem um segmento de medida
comum aos dois segmentos, que é o segmento de medida unitdria u, assim, como AB = 5Su e
CD =1, entdo, AB = 5CD.

Exemplo 2.1.3: Em alguns casos, pode ocorrer que um segmento de medida CD = u, ndo
caiba um ndmero inteiro n de vezes em AB . Vejamos, a seguir, um exemplo desse caso.

Observe a Figura 2.5 a representacdo das medidas dos segmentos AB e CD = u.

A B

Figura 2.5: Segmentos AB e CD

Novamente, vamos verificar se o segmento CD = u, cabe um nimero inteiro de vezes
no segmento AB, para isso, vamos proceder da mesma maneira que foi feita com o caso
anterior. Veja a Figura 2.6.

Figura 2.6: Medida do segmento AB

Podemos ver na Figura 2.6 , que o segmento unitdrio CD = u ndo coube um nimero



inteiro de vezes no segmento AB, pois sobrou o segmento /B. Para nosso propdsito, vamos
verificar se o segmento /B cabe um nimero inteiro de vezes no segmento CD = u.

Para isso, vamos proceder de forma andloga ao que foi feito com os segmentos AB e
CD, agora, utilizando os segmentos /B e CD. Observe os segmentos CD e IB na Figura 2.7:

c J D
s e
| B

Figura 2.7: Segmentos IB e CD

Veja que: CD = CJ +JD, como CJ = JD = IB, logo CD = 2IB. Assim
AB=AI+IB=AE+EF+FG+GH+HI+IB

AB=u+u-+u+u+u+IB

AB =5u+1B=5.2(IB)+1B=11(IB)

Logo podemos concluir que os segmentos AB e CD possuem um segmento de medida

comum aos dois segmentos, que é o segmento de medida /B. Como % = 2IB entdo IB = g =
|
5 assim:

AB—11TB= 2

2

nos remetendo a ideia de fracdo.
Exemplo 2.1.4: Agora, veremos um caso em que a medida do segmento AB é menor do
que a medida do segmento unitdrio u. Observe, na Figura 2.8, a representacdo das medidas

desses segmentos.

Figura 2.8: Segmentos AB e u

Vamos verificar se o segmento AB, cabe um ndmero inteiro de vezes no segmento
unitario CD = u. Com o auxilio de um campasso, com abertura medindo AB, fixe a ponta
seca do compasso no ponto C, e marque sobre o segmento CD segmentos de medida AB, o

numero de vezes que ele couber por inteiro no segmento CD.



Figura 2.9: Segmentos AB e u

Veja na Figura 2.9 que: AB = CE = EF = FG. Assim CD = 3AB + GD, logo o
segmento AB ndo coube um nimero inteiro de vezes no segmento CD. Para nosso propdsito,
vamos verificar se o segmento GD, que sobrou no segmento CD, cabe um nimero inteiro de

vezes no segmento AB.

Figura 2.10: Segmentos AB e GD

Veja na Figura 2.10 que: AH = HI = IB = GD. Assim, AB = 3GD, e portanto CD =
3(3GD) + GD = 10GD, logo concluimos que os segmentos AB e CD possuem um terceiro
segmento de medida comum, o segmento GD, que coube 3 vezes em AB e 10 vezes em
CD =u.

Acabamos de ver que CD = 10GD, logo GD = %. Como CD = u, entdo GD =
lio. Vimos ainda que AB = 3GD, assim:

=SBl

_ 1 3
AB—3.1—O—E

O que vimos antes suscita a seguinte defini¢ao:

Definicao 2.3 Dizemos que os segmentos AB e CD sdo comensurdveis se existir um terceiro
segmento, que cabe um nimero inteiro de vezes no segmento AB e um niimero inteiro de

vezes no segmento CD.

Exemplo 2.1.5: Vamos relembrar alguns exemplos anteriomente j4 vistos:

1. Vimos anteriormente, no Exemplo 2.1.2, que dado um segmento qualquer AB e o seg-
mento unitdrio CD = u ( Fig.2.3), podiamos verificar se o segmento unitario cabia um
ndmero inteiro de vezes no segmento AB. Apds a marcagao de segmentos, com medi-
das congruentes ao da medida do segmento unitdrio (CD = AE = EF = FG = GH =
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HB = 1), no segmento AB, pudemos concluir que o segmento CD = u coube um nd-
mero inteiro de vezes no segmento AB (Fig.2.4), com AB = AE +EF + FG + GH +
HB = 5u.

Como o segmento AB e o segmento CD possui um segmento de medida comum # ,
entdo os segmentos AB e CD sdo comensurdveis, pois existe um segmento de medida

u cabe n de vezes no segmento AB e uma vez no segmento CD.

2. Também foi apresentado no Exemplo 2.1.3, uma situacdo em que o segmento de me-
dida CD = % ndo coube um nimero inteiro n de vezes no segmento AB (Fig.2.5)
onde encontrou-se a medida do segmento: AB =AE +EF + FG+GH +HI +1B =
S5CD+1B =5u+1B=5u+k
Vimos que, para verificar se o segmento /B = k cabia um nimero inteiro de vezes
no segmento AB, verificamos inicialmente se ele cabia um niimero inteiro de vezes no
segmento u (Fig.2.6) e pudemos constatar que o segmento /B coube um niimero inteiro
de vezes no segmento u com (i = 2k), logo, AB = Sui+k =5.2k+k =11k

Podemos concluir que os segmentos AB e u possuem uma medida de segmento comum
k = 1B, assim AB e u sdo comensurdveis, pois existe um terceiro segmento k = /B, que
cabe um numero inteiro n de vezes no segmento AB e um nuimero inteiro m de vezes

no segmento u.

Como@zll%eﬁ:ZE:Ezg , entdo AB = 11.

medida de seu segmento um ndmero racional.

u 1
g =5 logo, AB possui como

3. No Exemplo 2.1.4, vimos um caso em que a medida do segmento AB € menor do que a
medida do segmento unitdrio u = CD (Fig.2.8) e, vimos que o segmento AB, ndo coube
um ndmero inteiro de vezes no segmento u (Fig.2.9), onde encontrou-se a medida do
segmento: CD = 3AB + GD

Vimos que, para verificar se o segmento GD cabia um ndmero inteiro de vezes no
segmento u, verificamos inicialmente se ele cabia um nimero inteiro de vezes no seg-
mento AB (Fig.2.10) e pudemos constatar que o segmento DG coube um niimero in-
teiro de vezes no segmento AB com (AB = 3GD), logo, i = 3AB + GD = 3.3GD +
GD = 10GD

Podemos concluir que os segmentos AB e u possuem uma medida de segmento comum
GD, assim AB e u sao comensuraveis, pois existe um terceiro segmento GD, que cabe
um numero inteiro n de vezes no segmento AB e um nimero inteiro m de vezes no
segmento u.

- —  _—— u e
ComoAB=3GDeu=10GD = GD = 10 entdo AB = 3.

como medida de seu segmento um niimero racional.

u 3 .
0= 10 logo, AB possui

4. Dados dois segmentos AB e CD de medidas respectivas: AB = \/E eCD = 2\/5.

11



Vejamos a Figura 2.11, que representa as medidas desses segmentos:

A B

Figura 2.11: Medidas dos segmentos AB = v/2 e CD = 2+/2

Com o auxilio de um compasso com abertura AB, fixe a ponta seca do compasso no
ponto C e marque sobre o segmento CD segmentos de medida AB o numero inteiro de

vezes que ele couber no segmento CD.

Figura 2.12: Medidas dos segmentos AB = v/2 e CD = 2+/2

Veja na Figura 2.12 que: AB = CF = FD, portanto CD = 2AB, logo os segmentos AB
e CD sdo comensuraveis, pois o segmento AB coube um nimero inteiro de vezes no
segmento CD.

Observe que os segmentos AB = /2 e CD = 2+/2, mesmo como medidas niimeros
irracionais eles sdo comensuraveis.

Pelos Exemplos 2.1.2, 2.1.3, 2.1.4 e 2.1.5 1, 2 e 3, podemos desconfiar que quando
um segmento € comensurdvel com o segmento unitdrio, a medida do segmento é um numero
racional.

Teorema 2.1 A medida de um segmento é um niimero racional se, e somente se, ele é co-

mensurdvel com o segmento unitdrio.

Demonstracao:

Inicialmente vamos mostrar que:

Se medida de um segmento € um nimero racional, entdo ele € comensurdvel com o
segmento unitario.

12



HIPOTESE: A medida de um segmento é um nimero racional.

TESE: O segmento é comensurdvel com o segmento unitério.

Seja AB um segmento de medida racional, logo AB = d com p,g € Ne g#0 e seja
CD = u o segmento unitdrio. !

Com o auxilio de um par de esquadros e um compasso, divida o segmento u em ¢
segmentos congruentes e justapostos, de medida igual ao segmento EF'. Para isso, prossiga

de acordo com o Lema A.6, que se encontra no Apéndice A.
Como AB = ’5’ e i = gEF, logo:

EF =

ESEIRN

assim temos que:

__ pEF

AB = = pEF

u
Como o segmento EF coube um numero inteiro p vezes no segmento AB € um nimero

inteiro g vezes no segmento u, logo, os segmentos AB e u sdo0 comensuraveis.

Agora, vamos mostrar a reciproca ou seja, vamos mostrar que:

Se um segmento é comensuravel com o segmento unitdrio, entdo sua medida € um
numero racional.

HIPOTESE: O segmento é comensuravel com o segmento unitrio.

TESE: A medida do segmento € um niimero racional.

Suponha AB um segmento comensurdvel com o segmento unitdrio u , entdo existe um
terceiro segmento, suponhamos CD que cabe um ndmero inteiro p de vezes em AB e um

niimero inteiro ¢ de vezes em u. Assim AB = pCD e i = gCD , donde:

CD =

ESIIRN|

logo, temos que: 3 3
AB=pCD=p- =2
q q
portanto, AB € um segmento de medida racional.

Corolario 2.2 Se um segmento ndo é comensurdvel com o segmento unitdrio, entdo sua

medida é um niimero irracional.
Demonstraciao: Segue diretamente do Teorema 3.1

Corolario 2.3 A medida de um segmento ¢é racional se, e somente se , o segmento é comen-

surdvel com algum segmento de medida racional.
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Demonstracao:

Inicialmente vamos mostrar que:

Se medida de um segmento € um nimero racional, entdo o segmento € comensuravel
com algum segmento de medida racional.

HIPOTESE: A medida de um segmento é um nimero racional.

TESE: O segmento € comensuravel com algum segmento de medida racional.

Pelo Teorema 2.1, se a medida de um segmento € um nimero racional, entio ele €
comensuravel com o segmento unitario, que por definicdo tem medida 1, que é um nimero
racional.

Agora, vamos mostrar a reciproca ou seja, vamos mostrar que:

Se um segmento é comensurdvel com algum segmento de medida racional, entdo a
medida de seu segmento € racional.

HIPOTESE: o segmento é comensuravel com algum segmento de medida racional.

TESE: a medida do segmento € racional.

Seja AB um segmento comensurdvel com o segmento CD de medida um nimero raci-
onal, logo: CD = m com n,m € Z e n # 0. Entdo existe um terceiro segmento, suponhamos
EF, que cabe um n%mero inteiro p de vezes no segmento AB e um niimero inteiro g de vezes
no segmento CD.

e S — —=_CD
Assim: AB = pEF e CD = gEF . Veja que podemos escrever EF = —.
q
Como AB = pEF entio AB = BC_D, assim:
q
AP m_pm
qn qn

com p,q,n,m € N e ng # 0. Portanto, AB é um segmento de medida racional.
OJ

Definiciio 2.4 Chamamos de miiltiplo do segmento AB qualquer segmento com medida nAB,

para algum n natural.

Corolario 2.4 Se dois segmentos sdo comensurdveis, entdo os miiltiplos desses segmentos

também sdo comensurdveis.

Demonstracao:

HIPOTESE: Dois segmentos sdo comensuriveis

TESE: Os multiplos desses segmentos também sao comensuraveis.

Sejam AB e CD segmentos comensurdveis, entio existe um terceiro segmento, digamos
EF, que cabe um nimero inteiro n de vezes no segmento AB e um nimero inteiro m de vezes
no segmento CD, logo, AB = nEF e CD = mEF,com m,n € N .

Agora, tomando AB’ e CD' miiltiplos dos segmentos AB e CD respectivamente, temos:
E/:pﬂeC_D/:qC_D, paraalgum peg e N

14



Como AB = nEF e CD = mEF entdo AB = pAB = pnEF e CD = qCD = gnEF.
Veja que o segmento EF cabe um niimero inteiro pn de vezes no segmento AB’ e um nimero
inteiro gm de vezes no segmento CD’, assim os segmentos AB' ¢ CD' sdo comensuraveis.

Portanto, os multiplos de segmentos comensurdveis também sdo comensuraveis.
OJ

2.2 Segmentos incomensturaveis e nameros irracionais

Dois segmentos quaisquer sao comensuraveis?

Isso era o que pensavam os matemadticos gregos que viviam na época de Euclides.
Eles s6 admitiam como nimeros os nimeros naturais; olhavam para as fragoes g, nao como
nimeros racionais, mas como uma razao entre dois numeros inteiros. Imaginavam ndmeros
como medidas de segmentos.

Por muito tempo, se pensava que dois segmentos quaisquer eram sempre comensura-
veis, ou seja, que sempre era possivel encontrar um terceiro segmento, talvez muito pequeno,
que caberia um nuimero inteiro de vezes em um segmento € um nimero inteiro de vezes em
outro segmento.

Por volta do século IV antes de Cristo, na cidade de Cronata, localizada no sul da Italia,
havia uma seita filosofico-religiosa, os pitagdricos, que tinham como dogma de sua doutrina
o lema "os nimeros governam o mundo".

Foi a partir do principal Teorema dos pitagoricos, o famoso Teorema de Pitdgoras,
que descobriram que nem sempre dois segmentos sdo comensuraveis. Um dos pitagdricos
verificou que o lado e a diagonal de um quadrado sdo incomensuraveis, ou seja, ele percebeu
que ndo existe um terceiro segmento que possa ser tomado como unidade de medida para
medir o lado e a diagonal de um quadrado. Acredita-se que essa descoberta tenha gerado
uma enorme crise entre os proprios pitagdricos.

A crenga de que os nimeros poderiam medir tudo foi por "dgua abaixo",como tam-
bém a defini¢do pitagérica de propor¢ao, que assumia como comensuraveis duas grandezas
quaisquer. Essa defini¢do de proporc¢ao ficou restrita apenas a grandezas comensuraveis,
invalidando sua teoria geral de figuras semelhantes.

O texto acima foi baseado em informacgdes encontradas em [2] e em [8].

Definicao 2.5 Dizemos que dois segmentos AB e CD sdo incomensurdveis se ndo for possi-
vel encontrar um terceiro segmento, que cabe um niimero inteiro de vezes no segmento AB e

um ntimero inteiro de vezes no segmento CD.

Exemplo 2.2.1: (Teorema) O segmento do lado e o segmento da diagonal de um quadrado
qualquer sdo incomensuraveis.
Demonstracao:
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Vamos demonstrar, com uma abordagem geométrica, que o segmento que representa o

lado do quadrado e o segmento que representa a diagonal do mesmo quadrado sdo incomen-
surdveis.

Seja ABCD um quadrado:
D A
C B

Figura 2.13: Quadrado ABCD

Trace a diagonal AC do quadrado ABCD.

D A

C B
Figura 2.14: Diagonal e lado do quadrado ABCD

Suponha que exista um segmento f, que cabe um ndmero inteiro n de vezes no lado
AB do quadrado ABCD e, também, um ndmero inteiro m de vezes na diagonal AC. Assim,
os segmentos AB = nf e AC = mf sdo comensuraveis.

Com o auxilio de um compasso, fixe a ponta seca do compasso no ponto C e abra-o até
coincidir com o ponto D;

Trace um arco a partir do ponto D até coincidir com o ponto B. Veja Figura 2.15:

Marque o ponto B; na intersec¢io da diagonal AC com o arco BD, logo, CB; = AB,
pois CB; = CD = AB. Veja Figura 2.16.
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Figura 2.15: Arco BD

C B

Figura 2.16: Segmento CB;

Baixe um segmento B;Cj perpendicular ao lado AC por B; e encontrando AB no ponto
C1. Veja Figura 2.17.
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C B
Figura 2.17: Segmentos AB{,B|Cy e C1B

Trace o segmento BB|. Vamos mostrar que o triangulo C;B{B € isdsceles, como
BC; =(CB.

D A
B1 ™
[ ]
C1
|
C : B

Figura 2.18: Segmentos AB{,B|Cy e C1B

Inicialmente, observe o tridngulo BCB;. Como CB = CBj, entdo, o tridngulo BCB é
isosceles, logo, CB,B = CBB,.

Como C;B; € perpendicular a AC, entao, CélCl = 90° = CBA. Veja que CélB+
BB,C| = CBB; + B|BC; , mas vimos que CB|B = CBB, logo BB,C; = B|BC) ,assim o
triangulo C; BB é is6sceles e, portanto:

B|C; =C\B 2.1

Agora, vamos mostrar que:
AB| = BC; (2.2)

Sabemos que as diagonais de um quadrado se intersectam ao meio no ponto E. Veja
Figura 2.19:
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C B
Figura 2.19: Interseccao das diagonais AC € BD

Como CB; é perpendicular a AC, entdo AB;C; = 90° e, como AC é uma diagonal
de um quadrado, entdo B1AC| = 45°, logo, AC B = 45° e, portanto o tridngulo AB|C; é
isésceles, assim: B1C; = BjA e AE = BE = CE = DE. Portanto, AB; = B|C| = C|B, pelo
que fizemos antes.

Agora, observe por (2.2) que: AC; = AB—BC| = AB—AB| = AB— (AC —CB)) =
AB—AC+CB| =AB+CB; —AC = 2AB — AC, como AB e AC sdo comensuraveis por hipé-
tese, entdo o segmento f cabe um nimero inteiro de vezes em AC| =2AB—AC, logo, ACy e

AB sdo comensuraveis.

Veja também por (2.1) que: B|C; = AB—AC}, como AC; e AB sdo comensuraveis,
entiio o segmento f cabe um niimero inteiro de vezes em B;C; = AB — ACy, logo BiC; e AB
também sdo comensuraveis.

Portanto, como o segmento f coube um nimero inteiro vezes em AC|, € um nimero
inteiro de vezes em B{Cy, entdo AC| e B;C] sdo comensuraveis.

Mas, como ACj e B;Cj sdo diagonal e lado do quadrado ambas medidas sdo compri-
mentos menores do que os comprimentos da diagonal e do lado do quadrado original, se
repetirmos esse processo n vezes, podemos obter um quadrado com lado C,B,, e diagonal
AC, menores do que f, o que é um absurdo. Logo, ndo existe um segmento f, tal que o lado

AB do quadrado ABCD e a diagonal AC sejam comensuraveis. 0J
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C B
Figura 2.20: Quadrado AB{CD;

Supondo que o quadrado possuia medida de lado igual a 1. Por Pitdgoras, a diagonal de
um quadrado de lado 1 tem medida v/2, logo, o segmento do lado de medida 1 e o segmento
da diagonal de medida /2 s3o0 incomensurdveis, assim, pela Coroldrio 2.2, /2 é irracional.

A demonstracdo do teorema acima, foi baseada nas demonstragdes encontradas em [2]
e [4].

Exemplo 2.2.2: O segmento do comprimento e o segmento do didmentro de um circulo
sdo incomensuraveis.

Vamos usar o fato de que 7 € um ndmero irracional, para mostrar que o segmento do
comprimento e o segmento do didmentro de um circulo s@o incomensuraveis.

Inicialmente seja C o segmento que representa o comprimento do circulo e d o seg-

mento que representa o didmetro do circulo.
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Figura 2.21: C o segmento do comprimento e d o segmento do didmetro do circulo

Suponha por absurdo que o segmento C e o segmento d de um circulo sejam comen-
surdveis, ou seja: existe um segmento f que cabe um nimero inteiro de vezes em C e um
niimero inteiro de vezes em d, ou seja: C = nf e d = mf, logo
nf n

= =—€eQ

mf m

ll Al

O que é um absurdo, pois sabemos que: C = 27r e d = 2r, logo

C 2nr
—=— = R
d 2r Te \@

Portanto, o segmento do comprimento e o segmento do didmentro de um circulo sdo inco-

mensuraveis.

Corolario 2.5 Um niimero irracional é um niimero que representa a medida de um segmento
incomensurdvel com o segmento unitdrio. Logo, ndo é possivel representd-lo por uma razdo

n
—comn,meNem#0.
m

O Corolario 2.5 acima € um corolario do Teorema 2.1.

2.3 Comensurabilidade e o processo de verificacao da co-

mensurabilidade de dois segmentos (P.V.C.D.S)

Para verificar a comensurabilidade de dois segmentos, ou seja, para verificar se dois

segmentos possuem uma medida de segmento comum, vimos anteriormente nos exemplos
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Exemplo 2.1.2, Exemplo 2.1.3 e Exemplo 2.1.3, que sempre devemos pegar o segmento
menor com o auxilio de um compasso e sobrepd-lo ao segmento maior, o nimero de vezes
que for possivel.

Quando sobrava um pedaco de segmento no segmento maior, repetiamos 0s passos,
agora com o segmento que sobrou e o segmento inicial menor. Esses passos eram repetidos
até que pudéssemos encontrar um segmento que coubesse um nimeros inteiro de vezes em
um segmento € um nimero inteiro de vezes no outro segmento .

Esse procedimento, de procurar encontrar um segmento que caiba um ndmeros inteiro
de vezes em um segmento € um nimero inteiro de vezes em outro segmento, ¢ um processo
de verificacdo da comensurabilidade de dois segmentos, que vamos chamar abreviadamente
de (P.V.C.D.S).

Definicao 2.6 O processo geométrico, de verificar se dois segmentos sdo ou ndo comensu-
rdveis, chamaremos de processo de verificacdo da comensurabilidade de dois segmentos
ou abreviadamente P.V. C. D. S. e o descrevemos a seguir:

Sejam AB e CD dois segmento quaisquer, os quais estdo representados na Figura 2.22:

Figura 2.22: Segmentos AB e CD

Supondo que CD seja um segmento de medida menor, vamos verificar se o segmento
CD cabe um ndmero inteiro de vezes em AB. Para verificar se o segmento CD cabe um
numero inteiro de vezes em AB, vamos proceder de forma anédloga a que fizemos com outros
exemplos deste capitulo, ou seja, vamos repetir todo o processo de pegar o segmento menor
e sobrepd-lo ao segmento maior.
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Figura 2.23: Segmentos AB e CD

Veja, na Figura 2.23 que AE = EF = CD e que AB = 2CD + FB, logo, o segmento
CD ndo cabe um numero inteiro de vezes em AB. Para nosso proposito, vamos verificar se o

segmento F'B cabe um ndmero inteiro de vezes em CD .

C D
B

Figura 2.24: Segmentos CD e FB

Para verificar se o segmento FB cabe um numero inteiro de vezes em CD, vamos

proceder da mesma maneira que fizemos com os segmentos AB e CD.

Figura 2.25: Segmentos CD e F'B

Vejana Figura 2.25, que CG = FB e que CD = CG + GD, logo o segmento F B nio cabe
um numero inteiro de vezes em CD. Para nosso propdsito, vamos verificar se o segmento

GD cabe um numero inteiro de vezes em FB .

23



Figura 2.26: Segmentos GD e F'B

Para verificar se o segmento GD cabe um numero inteiro de vezes em FB, vamos

proceder da mesma maneira que fizemos com os segmentos AB e CD.

FHIKLB
—++++

Figura 2.27: Segmentos GD e F'B

Veja na Figura 2.27, que GD = FH = HI = IK = KL e que FB = 4GD + LB, logo, o
segmento GD nao cabe um nimero inteiro de vezes no segmento FB.

Podemos desconfiar pelo Exemplo 2.1.1, Exemplo 2.1.2, Exemplo 2.1.3 e Exemplo
2.1.4, que, se continuarmos com esse processo ele para, e os segmentos AB e CD seriam
comensuraveis, mas pode ocorrer de nao encontrarmos um terceiro segmento que caiba um
ndmero inteiro n de vezes no segmento AB € um nimero inteiro m de vezes no segmento CD,
e, portanto, os segmentos AB e CD seriam incomensuraveis.

O P.V.C.D.S tem um papel significativo no processo de descobrir se dois segmentos

sd0 ou ndo comensuraveis, veja:
Teorema 2.6 O P.V.C.D.S para se, e somente se, 0s segmentos sGo comensurdveis.

Demonstracao:
Inicialmente vamos mostrar que:
Se 0 P.V.C.D.S finaliza, entdo os segmentos sa0 comensuraveis.
HIPOTESE: O P.V.C.D.S para;
TESE: Os segmentos sdo comensuraveis.
Sejam AA( e BB dois segmentos tais que BBy < AA

Vamos considerar o P.V.C.D.S para verificar se 0s segmentos si0 comensuraveis.
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—0
Figura 2.28: Segmentos AAq e BB

Vejamos a medida do segmento AA(

Figura 2.29: Segmentos AA( e BBy

Observe, na Figura 2.29, que:

AAg = plBBO+C1A0 (23)

Veja que o segmento BBy ndo cabe um nimero inteiro de vezes em AA.

Vamos verificar se o segmento C{Ag cabe um ndmero inteiro de vezes no segmento
BBy.

Figura 2.30: Segmentos C1Ag e BBy

Observe, na Figura 2.30, que:

BBy = pCi1Ag+ C1Bg 2.4)

Veja que o segmento C1Ap ndo cabe um nimero inteiro de vezes no segmento BBj.

Vamos verificar se o segmento C;By cabe um nidmero inteiro de vezes no segmento
CiAyp.
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Figura 2.31: Segmentos C;Bg e C1Ag

Observe, na Figura 2.31, que:

Ci1Ao = p3(2By + C3A¢ (2.5)

Veja que o segmento C> By ndo cabe um numero inteiro de vezes no segmento C1Ay.
Vamos verificar se o segmento C3Ap cabe um nimero inteiro de vezes no segmento
G By.

Figura 2.32: Segmentos C3A¢ e C2 By ampliados

Observe na Figura 2.32, que:

2By = paC3A0 + CyBy (2.6)

Veja que o segmento C3A( ndo cabe um nimero inteiro de vezes no segmento C>By.
Vamos verificar se o segmento C4By cabe um ndmero inteiro de vezes no segmento
C3Ay.

Figura 2.33: Segmentos C4Bg e C3Ag ampliados

Observe, na Figura 2.33, que:

C3A¢ = p5C4Bo + CsAg (2.7)
Veja que o segmento C4Bp ndo cabe um numero inteiro de vezes no segmento C3Ay.
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Observe que, em geral, se continuarmos 0 processo:

ConBo = pan+2Cant140 + Cont2Bo

ou

C2n—1A0 = pan+1ConBo + Copn 140

para todo n € N.
Supondo que em algum momento o processo para. Para nosso propdsito, tomemos

como exemplo que CsAp = 0, ou seja, que o P.V.C.D.S para, entdo:

C3A9 = psCsBy (2.8)

Agora, vamos fazer as devidas substituigdes:
Substituindo (2.8) em (2.6):

C2By = pa[ps5(CsBo)| 4+ CaBo = (paps +1)CaBy (2.9

Substituindo (2.9) e (2.8) em (2.5):

C1Ao = p3(paps + 1)CaBoy + psCaBy =

(p3paps +p3 +ps)CaBo (2.10)
Substituindo (2.10) e (2.9) em (2.4):

BBy = p2[(p3paps + p3+ ps)CaBo) + (paps +1)CaBy =

(P2pP3paps + p2p3 + paps+ paps +1)CaBy (2.11)
Substituindo (2.11) e (2.10) em (2.3):

AAg = p1[(p2p3paps + pap3 + paps + paps + 1)CaBo) + (p3paps + p3 + ps)CaBy =

(P1p2p3Paps + p1p2p3 + P1paps + pi1paps + pip3paps+p1+p3+ps)CaBy  (2.12)

Por (2.11) e (2.12), vemos que os segmentos BBy e AAp possuem uma medida de
segmento comum C4By, portanto, os segmentos BBy e AAp sao comensurdveis. O caso geral
segue do mesmo jeito.

Agora, vamos mostrar que:

Se os segmentos sdo comensuraveis, entdo o P.V.C.D.S para.

HIPOTESE: Os segmentos sio comensuraveis.

TESE: O P.V.C.D.S para.

Sejam A B e AyB, segmentos comensurdveis, entdo existe um terceiro segmento, su-
ponha EF, o qual cabe um ndmero inteiro n de vezes em A;B; e um nimero inteiro m de
vezes em A,B», de tal modo que as medidas dos segmentos : A{B; = nEF e AyB, = mEF.

Suponha A;B;>A,B,. Veja a representacdo de suas medidas na Figura 2.34:
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Figura 2.34: Segmentos A B e A>B;
Utilizaremos o P.V.C.D.S para os segmentos A B e A>B>, veja Figura 2.35:

1

Figura 2.35: Segmentos A;B; e A>B;

Observe que:

A1B| = pl(Asz) +B3B| = pl(ng) +nkEF (2.13)
A2By B3B;
logo
A1B| = (p1m+r1)E_F (2.14)

com 0 <ry <m,com py,m,r; €N.

Veja que se r; = 0, entdo A|B| = pym(EF) e A;B, = mEF e com isso cobrimos todo
o segmento A|B; com sobreposi¢ao do segmento A>B; . Como o segmento EF cabe um nu-
mero inteiro de vezes em A1 B e um nimero inteiro de vezes em A, B», portanto, o P.V.C.D.S
para.

Se r; > 0, entdo o segmento Ay B> ndo cabe um ndmero inteiro de vezes em A By, logo,

devemos testar se o segmento B3B; cabe um nimero inteiro de vezes em A;B,. Veja Figura
2.36:

A, B,B
2 BB
By B

Figura 2.36: Segmentos A;B> e B3B;

Veja que:
ArBy = pz(I”]E_F) + rzﬁ (2.15)
—— =
B3By ByB,
logo
ArBy = (pzl’l + rz)ﬁ (2.16)
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com 0 < ry <ry,com py,rp € N.
Substituindo (2.16) em (2.13), obtemos:

A\By = pi(par1 +r)EF +rEF

logo
A1By = (pipari + pira+r1)EF

com 0 < ry <ry, p1,p2,r1,r2 € N.

2.17)

(2.18)

Se r, = 0, entdo A|By = (p1par1 +r1)EF e AyBy = pyriEF, logo, encontramos um

segmento EF que cabe um nimero inteiro de vezes no segmento A;B| € um nimero inteiro

de vezes no segmento A, B; e, portanto, o P.V.C.D.S para.

Se r, > 0, entdo o segmento B3 B, ndo cabe um nimero inteiro de vezes em A, B, logo,

devemos testar se o segmento rEF = B4B, cabe um nimero inteiro de vezes em B3zB;. Veja

Figura 2.36:

B, B- B
3 /5.1

B, B

— 2
Figura 2.37: Segmentos B3B| € B4B>

Observe que:

B3B| = p3(r2E_F) + r3ﬁ
~——
BsB,
com 0 <r3 <r,comrs,rp €N,
Substituindo (2.19) em (2.15), obtemos:

ArBy = p2(p3(l’2E_F) + r3EF) —+ I’zﬁ

logo

AxBy = (papsra + pars +1r)EF

Agora, substituindo (2.21) em (2.13) obtemos:

A1By = p1(pap3r2+ pars+1r)EF)+rEF

logo
A1B| = (p1p2p3l’2 + p1par3+pira+ I’])ﬁ

com 0 <r3<n.
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Se r3 = 0, entdo m = (p1p2p3r2 +pir2+ rl)ﬁ e IE = (p2p3r2 —l—rz)ﬁ, logo
encontramos um segmento EF que cabe um niimero inteiro de vezes no segmento A;B; e
um numero inteiro de vezes no segmento A, B> e, portanto, o P.V.S.D.C para.

Se r3 > 0, entdo o segmento B4B, ndo cabe um nimero interio de vezes em B3 By, logo,
devemos testar se o segmento BsB;| cabe um ndmero inteiro de vezes em B4B, .

Veja que, se continuarmos esse processo, encontraremos uma sequéncia 0 <r, < ... <
r3 < ry < ri, como estamos trabalhando com uma sequéncia de nimeros naturais decrescen-
tes, em algum momento encontraremos algum r, = 0, com n € N. Logo, se dois segmentos
sdo comensurdveis, em algum momento, encontraremos um segmento que cabe um nimero
inteiro de vezes no segmento A;B; e um nimero inteiro de vezes no segmento A,B; e por-
tanto, o P.V.C.D.S para.

O

30



Capitulo 3

Analise de livros textos quanto a nameros
racionais, irracionais e

comensurabilidade

Alguns professores de Matematica utilizam o livro didatico como instrumento princi-
pal que orienta o seu trabalho durante a ministragdo de suas aulas. Muitos deles seguem a
risca a sequéncia dos contetdos apresentados pelo livro, as atividades de aprendizagem, e
muitas vezes retiram do préprio livro diddtico questdes para a avaliagao dos alunos.

ApOs a leitura da obra "Exames de Textos: Andlise de livros de Matematica para o
Ensino Médio", do autor Elon Lages Lima, et all, [1], na qual € apresentada a andlise, re-
alizada por oito matemadticos, de doze colecdes de livros didaticos de Matematica para o
Ensino Médio, podemos perceber que muitos livros diddticos de Matemdtica apresentam
muitos erros conceituais, atividades erradas e, muitas vezes, deixam passar despercebidos
alguns conteudos.

Pensando na importancia do livro didatico como componente do cotidiano escolar no
Ensino Médio, acreditamos que uma anélise pormenorizada de um livro didatico pode con-
tribuir muito para o processo de ensino e aprendizagem. Nessa perspectiva, damos uma
pequena contribuicdo apresentando uma andlise de dois livros diddticos de Matemética do
Ensino Médio (indicados por Livro 1 e Livro 2) referente a apresentagdo dos assuntos sobre
conjunto dos nimeros racionais € conjunto dos nimeros irracionais.

Os livros didaticos que serdo analisados sdo livros pertencentes as colecdes que foram
disponibilizadas pelo MEC no ano de 2011 pelo programa PNLEM (Programa Nacional do
Livro Didatico para o Ensino Médio), para que os professores da rede publica de ensino
escolhessem qual seriam utilizados durante o periodo de 2012 até 2014.

Nessa andlise, estamos destacando pontos positivos e negativos dos capitulos sobre o
conceito do conjunto dos nimeros racionais € do conjunto dos nimeros irracionais, desta-
cando:
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Clareza na exposicdo dos assuntos;

e Conexao entre os temas tratados;

Conceitualizagao;

Adequacdo dos exemplos e exercicios;

Adequacao de gréficos e desenhos.

3.1 Analise do Livro 1

3.1.1 Numeros racionais

Iniciar um assunto matematico a partir de uma situacao problema ¢ um habito usado
por muitos autores de livro didatico de matemadtica. Essa iniciativa foi tomanda pelo autor
do Livro 1 para apresentar o conceito de nimeros racionais. O Livro 1 inicia este assunto
comparando a quantidade de liquido de dois recipientes iguais, com capacidade de 1/, cada
recipiente, veja Figura 3.1. Ao comparar o recipiente cheio de liquido com o outro contendo
metade de sua capacidade %l , 0 objetivo do Livro 1 € ligar o conceito de fracdo ao conceito
de nimeros racionais, o que facilita a compreensao do conceito de ndmeros racionais pelos

alunos, pois a defini¢do de fracdo ja € do conhecimento deles.
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Conjunto dos nimeros racionais ()

semzmm— e

Quando medimos a quantidade de liquido de um recipiente, estamos comparando
sua capacidade. Por exemplo, um recipiente, totalmente cheio, tem capacidade para1L

1
e metade de sua capacidade equivale a = I

Medir é 0 mesmo que com-|
parar grandezas de mesma
natureza.

Lafaiete do Vale/Freedom Images
Lafalete do Vale/Freedom Images

Tl

. 1 - - -
Ao representarmos medidas como esta {— L |, utilizamos os numeros racionais, que
— i x4 Gk 4 L
podem ser expressos pela divisdo de dois nimeros inteiros [S]' com denominador (b)

diferente de zero. O conjunto de todos os nimeros que podem ser escritos desta forma
¢é chamado conjunto dos nlimeros racionais.

Definimos o conjunto dos nimeros racionais da seguinte forma:

@:{x|x=%, com ar—:Z,beZ"}

Figura 3.1: Conjunto dos niimeros racionais, Livro 1

Veja que o Livro 1, ao mostrar através da Figura 3.1 que a quantidade de liquido con-
tido no segundo recipiente representa metade da quantidade de liquido contido no primeiro
recipiente, faz uso da defini¢do de fracdo. Utilizando esse exemplo prético, o livro facilita
para que os alunos entendam o conceito de ndmero racional, e percebam que a todo tempo
estdo vivenciando esse conceito no seu dia a dia.

S6 apds o Livro 1 mostrar um exemplo prético da utilizacdo dos nimeros racionais
€ que ele exibe a defin¢do de nimeros racionais como todo nimero que pode ser expresso
como a divisdo de dois inteiros g com denominador b # 0. Essa iniciativa, de introduzir um
assunto matemadtico a partir de situacdes do cotidiano dos alunos, facilita a compreensao dos
mesmos, por isso, deveria ser usual entre os livros de matematica.

3.1.2 Numeros irracionais

Antes de iniciar o conjunto dos nimeros irracionais, o Livro 1, relembra a defini¢do
de nimeros racionais e apresenta um breve histérico de como os gregos perceberam que
nem todas as medidas de segmentos poderiam ser expressos como a divisao de dois inteiros
(Figura 3.2). E apresentado como exemplo que v/2 é uma medida de segmento que nio pode

ser expresso como a divisdo de dois inteiros. Veja que, s6 apos exibir esse exemplo, o livro
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define ndmeros irracionais como os nimeros que nao podem ser expressos pela divisido de

dois inteiros. Dessa maneira, o aluno visualiza melhor a definicdo de ndmero irracional.

Conjunto dos niimeros irracionais

Vimos que os numeros racionais sdo aqueles que podem ser expressos pela divisdo de
dois niimeros inteiros. Os matematicos gregos da Antiguidade descobriram, em seus es-
tudos, a existéncia de segmentos cujas medidas ndo podiam ser representadas por nime-
ros racionais. Eles verificaram entio que 2 era a medida de um desses segmentos.

Os niimeros que ndo podem ser expressos pela divisdo de dois nimeros inteiros, ou
a T . o
seja, na forma b comaeZ, beZ , sio chamados niimeros irracionais. Quando esses

nimeros sio indicados na forma decimal, apresentam infinitas casas decimais e nao
periddicas. Alguns exemplos de ndmeros irracionais sdo:

e /2 =141421356... e e=2,71828182... (nimero neperiano)
e \/3=173205080... ¢ 7=3,14159265... (numero pi)

Durante algum tempo, a J2 foi o Gnico irracional conhecido. Posteriormente, outros
matematicos mostraram que 0s nimeros como J5,47,/8,410 e m eram também irra-

cionais.

Figura 3.2: Conjunto dos niimeros irracionais, Livro 1

Observe, na Figura 3.2, a frase: "Durante algum tempo, a v/2 foi o tnico irracional
conhecido"estd errada, pois, ndo se sabe se foi \/§ ou \/5, vide em [2, Secdo 3.5, p.107].
O que deve ser colocado é que: "Durante algum tempo, a \/2 parece ter sido o tinico ni-
mero irracional conhecido". No mais, as afirmag¢des histéricas devem ser acompanhadas de
referéncias bibliograficas de onde essas afirmacdes foram tiradas, o que o Livro 1 ndo fez.
Veja, ainda nessa frase, que a falta da palavra niimero antes da palavra irracional faz com
que o adjetivo irracional usado para o nimero /2 tome um sentido de algo infundado, algo
absurdo, algo que ndo é dotado de raciocinio.

3.1.3 Segmentos comensuraveis

O livro ainda apresenta a definicio de segmentos incomensuraveis (Figura 3.3). A
defini¢do apresentada de segmentos incomensurdveis estd errada, pois a definicdo deve ser
usada para dois segmentos que sdo dito incomensuraveis, quando nao podemos encontrar
um terceiro segmento que caiba um nimero inteiro de vezes em um segmento € um nimero
inteiro de vezes no outro segmento. Na verdade, o livro tenta ligar conceito de ndimeros
irracionais ao conceito de segmentos incomensurdveis, mas como podemos ver ndo conse-
gue, pois apresenta o conceito de segmentos incomensuraveis errado. No capitulo anterior,

abordamos com detalhes o conceito de segmentos comensuraveis € segmentos incomensu-
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rdveis e apresentamos o conceito de nimero irracional, a partir do conceito de segmentos

incomensuraveis.

Utilizando o teorema de Pitdgoras, podemos representar geometricamente segmen-
tos com medidas v2, V3, V5 etc. Esses segmentos nio podem ser medldos com um
numero racional, isto €, sdo incomensuraveis.: ; j | ' :

Figura 3.3: Segmentos incomensuraveis, Livro 1

Ainda observando a Figura 3.3, veja que se seguirmos a sequéncia de segmentos com
medidas expostas na figura teremos v/2,v/3,v/5,...v/8, ... entre outros. Como os segmen-
tos de medidas \/§ e V8= 2\/§ posuem um terceiro segmento V2 que cabe uma vez em
\/§ e duas vezes em /8 = 2\/5, entdo os segmentos \/§ e V8= 2\/§ S0 comensuraveis,
contradizendo a afirmac¢do de que esses segmentos sdo incomensuraveis.

Note que, se o Livro 1 comparasse as medidas dos segmentos descritos na Figura 3.3
ao segmento unitdrio, entdo cada segmento seria incomensuravel com o segmento unitério,
pois ndo seria possivel encontrar um segmento que coubesse um numero inteiro de vezes
no segmento unitdrio e um nimero inteiro de vezes no segmento de medida y/n com n € N,
onde n ndao é um quadrado perfeito.

Ap6s tentar definir segmentos incomensuraveis, o Livro 1 ndo exibe nenhuma aplica-
cdo desse conceito para verificar que segmentos de medidas irracionais sao segmentos inco-
mensuraveis com a unidade, tornando assim a apresenta¢do da defini¢ao inutil ao capitulo. O
autor poderia expor o exemplo do quadrado de lado 1. Sabemos, pelo Teorema de Pitdgoras,
que a diagonal desse quadrado mede /2, assim, poderia tentar medir o segmento da diagonal
do quadrado com o segmento do lado do quadrado. Dessa forma, mostraria que ndo existem
segmentos que caibam um ndmero inteiro de vezes no segmento que representa o lado e um
nimero inteiro de vezes no segmento que representa a diagonal, logo concluiria que o lado e
a diagonal de um quadrado sdo segmentos incomensurdveis. No Exemplo 2.2.1 do capitulo
2, mostramos que a diagonal e o lado de um quadrado sdo segmentos incomensuraveis.

Na Figura 3.4, a seguir, o Livro 1 mostra como marcar na reta os segmentos de medidas
v/2 e v/3 utilizando um quadrado de lado 1 a partir do Teorema de Pitdgoras. Muitos livros
de matemadtica apenas exibem as medidas desses segmentos na reta, sem fazer nenhuma de-
mostracao para garantir que essas medidas estdo marcadas no lugar correto. O livro poderia
exibir a demonstracio de que /2 é um ndmero irracional, que é facil de ser feita e também é
muito educativo, pois apresenta aos alunos uma ferramenta muito importante da matemaética,

que é a demonstracao.
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Observe no desenho ao lado a representacdo dessas medidas. on . N B
O segmento d, representa a diagonal de um quadrado com la- / \“ \\‘
dos medindo 1. 1 d N
(d) =T +P=d,=2 \ \‘.1
J4 0 segmento d, representa a diagonal de um retdngulo com [-] [ ‘: —
lados medindo v2 e 1. :—1?_4 | i
(dz]z=(~5)2+’12:»(d2)2:2+1:>d2=~f§ I’ V3 :

Figura 3.4: Como marcar v/2 e v/3 na reta numérica, Livro 1

3.1.4 Conceitualizacao

Como pudemos ver na Figura 3.3, o Livro 1 apresenta o conceito de segmentos inco-
mensurdveis errado, o que configura uma grave falha, pois € um assunto pouco encontrado
em livros de matematica do Ensino Médio, e talvez essa seja a inica oportunidade dos alunos

terem contato com esse conceito, havendo a possibilidade dos alunos levarem consigo um
conceito errado para o resto de suas vidas.

3.1.5 Conexao entre os temas tratados

Vimos, na Figura 3.2, que o Livro 1 faz a conexdo entre o conceito de nimeros raci-
onais e irracionais de uma forma simples. Veja que, antes de iniciar o conceito de nimeros
irracionais, o Livro 1 relembra o conceito de nimeros racionais, faz um breve histérico de
como foi descoberto que v/2 ndo pode ser escrito como a divisdo de dois inteiros, s6 depois
define nimeros irracionais como aqueles que ndo podem ser expressos como a divisdo de
dois inteiros. Veja que essa iniciativa do Livro 1 € muito boa, pois, ao fazer toda essa co-
nexao entre o conceito de nimeros racionais e irracionais, o Livro 1 prepara o aluno para
compreender melhor o conceito de niimeros irracionais.

3.1.6 Clareza na exposicao dos assuntos

Ao expor os assuntos, o Livro 1 apresenta de forma clara e simples o conceitos de
ndmeros racionais e nimero irracionais. Vimos, na Figura 3.1, que ele usa uma situag¢do do
cotidiano para poder expor o conceito de nimeros racionais, facilitando assim a compreensao
do aluno.

O Livro 1 faz a ligacdo do conceito de nimeros irracionais ao conceito de nimeros ra-
cionais de forma clara e também muito simples, sem cometer um héabito de muitos autores de

livros de matemaética, de definir nimeros irracional como aquele niimero que nao € racional.
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O Livro 1 sé deixou a desejar na exibicdo da defini¢ao de segmentos incomensuraveis
(Figuar 3.3), que foi apresentado errado, como vimos anteriormente. Observe que ele ndo
deixou claro ao afirmar que "utilizando o teorema de Pitdgoras, podemos representar geo-
metricamente segmentos com medidas \/i, V3 , NG etc"que esses segmentos /1, comn € N
onde n ndo € um quadrado perfeito, sdo segmentos de medidas irracionais.

Na Figura 3.4, o Livro 1, ao mostrar como marcar os segmentos de medidas V2e3,
ndo deixa claro que este método de marcacdo € realizado na reta numérica para marcar todos

segmentos de medidas irracionais 1/n, com n € N onde n ndo é um quadrado perfeito.

3.1.7 Adequacao de desenhos

O Livro 1 apresenta poucos desenhos, veja Figura 3.1 e Figura 3.4, ja apresentadas
anteriormente.

Veja ainda na Figura 3.5 a seguir, que ao representar alguns nimeros racionais na reta
numérica, o Livro 1 d4 um zoom na parte da reta compreendida entre 2 e 3, para mostrar
alguns nimeros racionais, entre os algarismos 2 e 3. Essa iniciativa foi muito boa, pois

mostra aos alunos que entre dois nimeros inteiros, existem nimeros racionais.

Representando alguns niimeros racionais na reta numérica e o conjunto dos ndme-
ros racionais no diagrama, temos:

e 2,1666...

g

<%

-

N,
T o

=2 - § - 4 h2 ¥

Professor(a): Desenhe na lousa uma reta

; . 32 soog _
Veja, por exemplo, como localizar o nimero racional <= na reta numerica. numérica e nela dé outros exemplos de
' 5 como zar um nimero racional

. 2 =6 +g
5 D
Dessa forma, basta dividir na reta o espaco entre os nimeros 6 e 7 em 5 partes iguais

e tomar o 2.° ponto da divisdo:

Figura 3.5: Representagdo de alguns niimeros racionais na reta numérica, Livro 1

No geral, o Livro 1 apresenta poucas figuras, algumas adequadas ao contetido, como
no caso da Figura 3.1 e Figura 3.4, e outras inadequadas, como o caso da reta numérica
apresentada na Figura 3.5. Neste caso, da Figura 3.5 o Livro 1 poderia aumentar a reta nu-
merica para mostrar mais nimeros racionais, sem a necessidade de dar zoom em um pedaco

da reta, deixando assim um pouco desapercebido alguns nlimeros racionais, como no caso

.. 2
dos nimeros racionais 5 € 5, 0o que pode levar os alunos a pensarem que €SS€s numeros nao

sa0 racionais.
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3.1.8 Adequacao dos exemplos e exercicios

O livro apresenta poucos exercicios referentes ao conjunto dos nimeros racionais € ao
conjunto dos nimeros irracioniais. Vejamos alguns exercicios:

Veja a Figura 3.6 abaixo, esse exercicio € a continuagdo do exemplo apresentado na
Figura 3.4, visto que ja foi apresentado ao aluno como se obter geometricamente segmentos
de medida v/2 e /3, os alunos sdo capazes de representar os demais segmentos exigidos nos

exercicios.

48 Utilizando pro'cedimenté semelhante ao apre-
sentado na pagina 30, junte-se a um colega e
obtenham, geometricamente, segmentos com

medidas V5 e V6.

Figura 3.6: Exercicio, Livro 1

Veja que a Figura 3.7 apresenta um exercicio muito interessante, bem diferente de
muitos livros que apresentam exercicios que sdo meras cOpias dos exemplos exibidos no

proprio livro.

49 Escreva na forma fracionaria dois nﬂmeros_ ra-
(a): Veja possiveis respostas no Caderno

cionais entre: f_”’fff“m_“

af)wEe\/F?? -b.l).— ;e—-xﬁ c)«j’i_(Sem

Figura 3.7: Exercicio, Livro 1

Observe que o objetivo do exercicio da Figura 3.7 é mostrar aos alunos que entre
dois irracionais, existem infinitos nimeros racionais. A medida que cada aluno diz os dois
racionais encontrados por ele, os outros alunos vao percebendo que existem outros ndmeros
além dos que eles encontraram entre os racionais de cada item.

Em resumo, os exercicios sdo adequados, pois, como podemos ver, os exemplos dao

todo embasamento para que os alunos possam resolver os exercicios.

3.2 Analise do Livro 2

3.2.1 Numeros racionais

O Livro 2 apresenta uma revisdo do estudo dos niimeros racionais na sua forma de fra-
cdo e, a partir de alguns exemplos. Ele tenta mostrar que todo ndmero inteiro pode ser escrito

como uma fra¢do, como podemos ver na Figura 3.8, buscando esclarecer que todo nimero
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inteiro também € um nimero racional. Essa maneira que o Livro 2 utilizou é muito educa-

tiva, pois leva o aluno a perceber a inclusdao do conjunto dos nimeros inteiros no conjunto
dos ndmeros racionais.

Ao acrescentarmos as fracdes ndo aparentes positivas e negativas ao conjunto £, obtemes o conjunto des
mumeros racionais (@), Assim, por exemplo, 550 NUMEros racionais:

3 1
-2, ==, =l,==,=

A == 0,
2 v

20,
4

| =
W |

€2 v e
Heue :
§ Fragio aparenta & aquala
Observe que todo nimers racional pode ser escrito naforma =, comas 2, b2 | 9ue indica um nimero |

inteino:
12 8
G 2 10 3 2 0 —m - =i et
b0 P jo, =2 =, | m D= e - =, = - 4 2 !
eh» or eXempio, 3 2 5 a 3 2 = e

Figura 3.8: Conjunto dos nimeros racionais, Livro 2

No livro, € dito que um nimero racional pode ser representado por uma expressao deci-
mal finita e infinita e periddica, apresenta alguns exemplos, mas ndo hd nenhuma justificativa
de validade desses resultados, como podemos ver na Figura 3.9 a seguir. Seria tdo simples
dar um exemplo de divisdo continuada do numerador a pelo denominador b, lembrando que
sO existem a restos possiveis, e dai explicar a periodicidade.

Representacao decimal dos nimeros racionais

Dado um ndmero racional E , @ representacao decimal desse nimero & obtida dividindo-se a por b, podendo
resultar em:
= decimais exatas, finitas:
1

— =025 2w 0,625 6=
4 8

Il
o
=]

| b

R« e |

. Se a decimal for infinita mas |
# decimais ou dizimas periddicas, infinitas: nfio periddica, ela ndo repre- |
senta ndmeros racional.

' 177 — s
= [),666... = 0.6 — = (,1787878... = 0,178 = -

2
3 9920

Figura 3.9: Representagdo decimal dos niimeros racionais, Livro 2

Vejamos, a seguir, um exemplo de divisao continuada que mostra como obter a repre-
sentacdo decimal de um nimero racional:
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7,00 | 3

il 233
10 — acrescenta-se um zero ao resto e con-
-9 tinua-se a divisao
10 — acrescenta-se mais um zero
-9

1

Figura 3.10: Expressdo decimal, vide em [8]

Na Figura 3.10, percebe-se que na divisdo continuada sempre sobra resto 1, acres-
centando zero ao resto, passa a ser 10, que dividido por 3 dard 3 e restard novamente o 1,
portanto, a fracdo decimal resultante serd a dizima periddica 2,333...

No Capitulo 3, iremos tratar de expressdes decimais finitas e infinitas e periddicas, no
qual apresentaremos um teorema que nos mostra uma forma de visualizar se uma fragdao na
sua forma irredutivel representa um expressao decimal finita ou infinita periddica.

A Figura 3.11, apresenta alguns exemplos de transformacdo de expressdes decimais
finitas e infinitas e periddicas em nimeros racionais. Poucos livros de matematica exibem
essa passagem de decimal (finito ou infinito e periédico) para fracdo, porém o Livro 2 apenas
exibe os célculos de como se obter a fra¢do geratriz do nimero decimal e ndo explica passo

a passo o que deve ser feito até obter o nimero decimal em forma de fracao.
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Determinagéo da fracdo geratriz do decimal
Damesma forma que um nimero racional E pode ser representado por um decimal exato ou periodico, este

p . a = ; 4
também podem ser escritos na forma b’ que recebe o nome de fra¢do geratriz do decimal.

Por exemplo, vamos escrever a fracao geratriz de cada decimal:

* 0,75 = 0,178
75 3 =
e s 10N = 1,787878...
«0,222... { 78
10N =1+ 0,787878... =12 ifi
x=0,222... L0,787878... 35" Venﬁque.]
10x = 2,222...
X oN=1+22
10x =2 + 0,222,., 99
10x=2ch% 990N = 99 + 78
Ox =2 177
2 N = —— — fragdo geratriz
Xi= 9 — fracdo geratriz 990
+ 0414141,
N =0414141...

100N = 41,4141...
100N = 41 + 0,4141...
T00N =41+ N

99N = 41

41
N = — — fracao geratriz
99 caog

Figura 3.11: Representacdo da fracdo geratriz do decimal, Livro 2

E importante que seja comentado passo a passo o que estd sendo realizado com o
nimero decimal para obten¢do de sua geratriz para que os alunos percebam o processo.
Vejamos como deveria ser feito:

e Veja que 0,75 é um numero decimal exato com dois digitos apds a virgula, logo,
escrevemos 75 no denominador e 100 no numerador, onde

75 75:25 3
0,75 = 100 100:25 4

e Veja que 0,222... é um numero dizima periddica. Inicialmente, nomeamos a dizima

periddica de x = 0,222... Multiplicamos os dois lados da igualdade por 10, pois o
periodo da dizima é composto por um algarismo, ou seja pelo algarismo 2. Em seguida,

efetuamos os célculos e encontramos a fracio geratriz:
10x =2,222..

10x =2+0,222...

10x=2+x
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e Veja que 0,414141... é uma dizima periddica. Inicialmente, nomeamos a dizima pe-
riddica de x = 0,414141... Multiplicamos os dois lados da igualdade por 100, pois o
periodo da dizima é composto por dois algarismo, ou seja, pelos algarismos 4 ¢ 1. Em

seguida, efetuamos os cdlculos e encontramos a fracdo geratriz
100x =41,414141...

100x = 41+0,414141...

100x =41 +x
100x —x =41
99x =41
41
X=—
99

No capitulo 4, veremos como transformar um nimero decimal (finito ou infinito periédico)

em fracgdo.

3.2.2 Conexao entre os temas tratados

Para apresentar os nimeros irracionais (veja Figura 3.12), o Livro 2 relembra que foi
visto que existem ndmeros decimais que podem ser expressos em sua forma fraciondria, os
quais sao chamados de racionais. Também comenta que existem alguns nimeros decimais
que nao admitem essa representacdo, e que esses nimeros sdo os decimais infinitos € ndo

periddicos, para entdo concluir que esses numeros sdo chamados de niimeros irracionais.

Conjunto dos niimeros irracionais (lir)

Como vimos, ha nameros decimais que podem ser escritos na forma fraciondria com numerador inteiro e deno-
minador inteiro (diferente de zers) — sao o5 nUmMeros racionais. Mas ha também nimenos decimais que nao admitem
B55a representacao: sao os decimais infinitos e ndo periddicos. Esses nimeros sdo chamados ndmeros irmacionais.

Veja alguns exemplos:

-

s J2 =14142135...

s 3 =1,7320508...

o x=31415926535...

Figura 3.12: Conjunto dos nimeros irracionais, Livro 2

Essa iniciativa do Livro 2 € muito boa, pois faz toda uma ligacao entre os temas trata-

dos, que € o conceito de niumeros irracionais aos nimeros racionais, tentando fazer o aluno
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compreender, de forma simples, que para um nimero ser irracional ele ndo pode ser escrito
como a divisdo de dois inteiros, sem dizer diretamente que: "um nimero € irracional, quando

nao € racional”, como a maioria dos livros de matematica o fazem.

3.2.3 Conceitualizacao

Vimos que o Livro 2 apresenta o conceito de nimeros racionais € de nimeros irracio-
nais de forma simples e clara, interligando os temas, ndo apresenta nenhum erro conceitual
no assunto assunto estudado.

O Livro 2 deixa a desejar apenas no erro cometido na frase "Determinacdo da fracdo
geratriz do decimal”, veja que da forma que esta escrita parece que qualquer nimero decimal
pode ser escrito na forma de uma fracdo, inclusive os decimais infinitos e ndo periddicos, ou
seja, os irracionais, portanto, a frase deveria ser: "Determinagdo da fracdo geratriz de um

nimero decimal finito ou decimal infinito e periédico", da Figura 3.11.

3.2.4 Clareza na exposicao dos assuntos

O livro apresenta de forma clara os conteudos sempre tentando fazer a ligagdo entre
os temas tratados. Vimos também que, no geral,o Livro 2 apresenta conceituagdo correta,

cometendo erro na primeira frase da Figura 3.11, como ja havia comentado antes.

3.2.5 Adequacao dos exemplos e exercicios

Para abordar os conteudos os exercicios especificos a esses assuntos sao poucos, € 0s
mesmos sao réplicas dos exemplos apresentados pelo Livro 2. Nesse caso, esses exercicios
parecidos com os exemplos, faz com que o aluno treine como sdo realizados os célculos, o
que é bom pois, da aos alunos a oportunidade de aprenderem como encontrar a representa-
cdo decimal de um ndmero racional e como transformar um decimal em ndmero racional,
assuntos esses que passam desapercebidos em muitos livros didaticos.

Veja figura 3.13:
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48. Dé a representacao decimal dos seguintes nime-
ros racionais:

7 > 3 7 1

a) — b) — G — — =
8 ) 13 ‘ 4 9 5 o 7

' o @ : ;
49. Determine a geratriz w dos seguintes decimais perié-

dicos:
a) 0,333... c) 0,242424. ..
b) 0,1666... d)0,125777...

Figura 3.13: Exercicios, Livro 2

Veja que o exercicio 48 da Figura 3.13 € uma réplica dos exemplos utilizados na repre-
sentagdo decimal dos nimeros racionais (Figura 3.9).

Ja o exercicio 49 Figura 3.13 é muito semelhante aos exemplos da determinacio da
fragdo geratriz de um nimero decimal (Figura 3.11).

Em resumo, os exercicios sdo repeticoes de exemplos jd vistos no proprio Livro 2, per-
cebemos que ndo houve preocupacao do autor em verificar se os alunos conseguiam aplicar

esse aprendizado em questdes mais bem elaboradas.

3.2.6 Adequacao de desenhos

Em relacdo a apresentacdo de figuras, percebemos que sao poucas, pelo menos no que
diz respeito aos assuntos de nlimeros racionais e irracionais. As unicas figuras que aparecem
sdo as de representacdo de niimeros racionais na reta numerica (Figura 3.14) e a de inclusdo
dos conjuntos numéricos (Figura 2.15).

Essa figuras nao forma suficientes para abordar todo o assunto, pois o Livro 2 perdeu a
oportunidade de apresentar figuras exibindo alguns niimeros irracionais na reta numérica, ele
deveria também mostrar como marcar alguns desses niimeros na reta numérica, para mostrar
aos alunos que entre dois nimeros racionais quaiquer, existem ndmeros irracionais.

Como podemos observar na Figura 3.12, o Livro 2 apenas exibe alguns exemplos de
nimeros irracionais, € nao apresenta esses nimeros na reta ndmerica, o que nao é bom,
pois, dessa forma o aluno ndo tem a oportunidade de ver a posi¢do desses nimeros na reta
numérica, assim, eles ndo percebem que entre dois ndmeros racionais, existem ndmeros
irracionais. Uma maneira de marcar ndmeros irracionais na reta numerica foi exibida pelo

Livro 1 na Figura 3.4.

- . . . . 5
Veja Figura 3.14 a seguir, a maneira que o Livro 2 marcou os algarismo 3 e 7 fi-
cou desorganizado, atrapalhando um pouco a visualizacdo desses nimeros racionais na reta.
Observe que no desenho foram marcados muitos pontos, que ndo foram exibidos nenhum

numeros racional entre eles, como é —5,—4,2,3,4 ¢ 5, o Livro 2 poderia tirar alguns desses
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pontos e aumentar um pouco mais 0s espacos entre 0s ndmeros inteiros, assim possibilitando

a marcacdo — e — na propria reta, que € a maneira mais apropriada.
8 4

2?) Veja alguns niimeros racionais colocados na reta:

3
:

Figura 3.14: Ndmeros racionais na reta numérica, Livro 2

Agora, observando a Figura 3.15, a representacdo de inclusao de conjuntos numéricos,

percebemos que o Livro 2 exibe essa inclusdo no gréfico de Venn, destacando cada conjunto
por uma cor diferente.

INC ZCQ

i 1
P Y

Figura 3.15: Inclusdo de conjuntos numéricos, Livro 2

Essa forma de destacar os conjuntos por cores diferentes chama mais a atencdo do
aluno, facilitando a percep¢ao de inclusdo de conjutos. Veja ainda que, antes do Livro 2
mostrar a inclusdo de conjuntos no diagrama, mostrou essa inclusdo utilizando a simbologia

matematica, o que € ponto positivo para o livro, pois d4 a oportunidade dos alunos de se
familiarizarem com os simbolos matematicos.
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Capitulo 4
Expressoes decimais

A racionalidade ou irracionalidadede de um nimero pode ser detecta por sua expressao
decimal. Portanto, vamos estudar um pouco as expressdes decimais.

Neste capitulo, abordamos o estudo de expressdes decimais, focando no estudo das
expressoes decimais finitas e das expressoes decimais infinitas e periddicas.

Apresentamos uma forma imediata de determinar se uma fracao representa um expres-
sdo decimal finita ou infinita e periddica, sem a necessidade de fazer calculos.

Também apresentamos uma férmula para transformar expressdes decimais finitas e

infinitas periédicas, em um niimero racional.

4.1 Expressao decimal finita e infinita e periodica
Definicao 4.1 Uma expressdo decimal é um simbolo da forma
a =ap,a1az...a...

onde ay é um niimero inteiro e ay,ay,...,a, sdo digitos , isto é, niimeros inteiros tais que
0<a, <9. Para cada n € N, tem-se um digito a,, chamado de n-ésimo digito da expressdo

decimal de . O niimero natural ag é chamado parte inteira de o (vide [5]).
Definicao 4.2 Chamamos de expressdo decimal finita a um simbolo da forma
O =ap,a1ap...a,...

com Ay = apy2 = ... = 0, para algum n € N. Representaremos, uma expressdo decimal

finita pelo simbolo

o =ap,a1az...a,

Observe que podemos representar uma expressao decimal finita da seguinte forma
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o T B
=dap,ai1ay...ad, = a — —= —
0,4142 n 0 10 102 107

que € um ndmero racional, com o denominador sendo uma poténcia de 10, logo, podemos
afirmar que o é uma fracao decimal (vide [5]).

Exemplos 4.1.1:

2 7
a)a:4,23657:4+—+i+ LI

TR TN
423657
100000
b)a—12471—12+4+ ’ + L
Y - 10 102 103
12471
1000

Definicao 4.3 Chamamos de expressdo decimal infinita e periodica a um simbolo da forma

o =ap,a1a2...0y,0y4-10p42...ApmAn-10p42 ... ApimAn+ 1042 ... Ayt

que apresenta, a partir de certo ponto, alguns digitos a,1a,13...ap+m, Se repetindo indefi-
nidamente na mesma ordem.
Mais adiante, mostraremos como transformar expressdo decimal infinita e periodica

em numeros racionais.

Exemplos 4.1.2:

a) a=3,484848...

b) oo =51,123253253...

Sabemos que as fracdes possuem uma representacdo decimal finita ou infinita e perid-
dica( vide [8]).

Pela Defini¢do 4.2, para uma fracdo possuir uma representacdo decimal finita, seu
denominador deve ser representado por uma poténcia de 10. Pois

n n—1 n—2
a:ao_'_iz_(])_l_la_ozz_l_m_l_la_&:aglO +a10 ;};)3210 +...4+ay,

Da aritmética, sabemos que as poténcias de 10, quando decompostas em fatores pri-
mos, possuem somente o algarismo 2 e o algarismo 5 como fatores primos. Portanto, para
uma frag¢do possuir uma representacdo decimal finita, seu denominador deve ser do tipo 25",
comn € N.

O Teorema 4.1 a seguir, mostra como verificar se uma fracao irredutivel possui repre-
sentacdo decimal finita, sem fazer a divisdo do numerador pelo denominador, apenas decom-

pondo o denominador em fatores primos e, o transformando na sua forma de poténcia.

Teorema 4.1 Uma fracdo é irredutivel (de denominador b = 2"5"), com n,m € N se, so-
mente se, possui representacdo decimal finita se, somente se seu denominadpr é da forma
b =2"5").

47



Demonstracao: Inicialmente, vamos mostrar que:

Se uma fragdo € irredutivel de denominador b = 2""5™, com n,m € N, entdo ela possui
representacdo decimal finita.

HIPOTESE: Fragio irredutivel de denominador b = 2"5™, com n,m € N

TESE: A fracdo possui representacdo decimal finita.
Dada uma fracdo irredutivel g, com a,be Ne b #0.

Vejamos todos os casos possiveis:

1° caso: Se b =2".comn e N

a as"  aS"

a
b 2n 25 [QOn
2°caso: Seb=5" commeN

a a a2™ a2™

b 5m  Qmsm {om
3 °caso: Se b =2"5", comm,n € N

e se n=m,entdo b =2"5", logo:

a a  a
b 2n5n 10n
e 1 < m, entao:
a a2 " a2 " a2 g2mn

a
b - ongm ~ ongmym—n  §mym—n+n  §moym |

e 1 > m, entao:

a a _ aS"™ @™ a5 a5
E o ongm - on§man—m o §mtn—mon o 5non - 107

Observe que em cada um dos casos acima, obtemos fragdes com denominadores como
poténcias de 10. Logo, se o denominador for do tipo b = 2"5", com n,m € N, a fracdo possui
representacdo decimal finita.

Agora, vamos mostrar, que:

Se uma fracdo possui representacdo decimal finita, entdo a fracdo é irredutivel com
denominador b = 2"5™, com n,m € N.

HIPOTESE: A fracio possui representacio decimal finita;

TESE: A fracdo € irredutivel de denominador b = 2"5™ ,com n,m € N.

Seja a = ap,ajaz...a, a representagdo decimal finita de uma fracdo qualquer. Pela
Defini¢do 4.2, podemos reescrever uma expressao decimal finita da seguinte forma
an

R A MR
=a+—+-—S+.+—=
°T 70 " 102 10"
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aol0"+a; 10" +a,10" 24 ... +a, _a a

107 T 10r - 2nsn
que é um nimero racional, onde a = ap10" +a;10" "' + 410" 2 4 ... +a,. Veja que o
denominador € uma poténcia de 10, logo podemos afirmar que % € uma fracdo irredutivel

com denominador b = 2"5" com n,m € N.
O

A demonstracdo que acabamos de ver foi baseada numa demonstra¢do encontrada em
[8].

Pelo Teorema 4.1, é possivel afirmar que toda fracdo irredutivel com denominador
b #2"5™, com n,m € N, possui representacdo decimal infinita e periddica.

Exemplos 4.1.3: Fracdes com representacdo decimal finita.

1 1
Cl) Z = ? = 0,25
3
b)==1,5
) 2 Y
1
-=0,2
C) 5 Y
3 3
—=—==0,12
d) 25 52 0
3 3
6) E = E = O,3
3 3
—=—=-=0,15
f) 20 225 ’
11 11
— =——=0,22
V50~ 252"
13 13
— = —=— = 0,065
) 200 2352 ’
Exemplos 4.1.4: Fracdes com representacio decimal infinita e periddica.
7 7
D) S _ 3 0,857172857142
35 75 7
) . s 0,857172857142
C) o =7 =
35 75 ’
7 7

d) — = 5——= =0,0233...
) 300 22.3.52 ’

Observe que os Exemplos 4.1.3 sdo fracdes com denominadores do tipo b = 2"5", com
n,m € N e vimos que chegamos a uma representacdo decimal finita. J4 nos Exemplos 4.1.4
as fragdes possuem denominadores b % 2"5™, com n,m € N chegando a uma representagao

infinita e periddica.
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4.2 Dizimas periodicas simples e compostas

Definicao 4.4 Dizemos que um niimero é uma dizima periodica e simples quando sua ex-
pressdo decimal for « = 0,a1a2a3...ay..., comn € N, em que o periodo ayaxas...a, se repete
indefinidamente na mesma ordem. Ou seja, o periodo aparece imediatamente apos a virgula
(vide [5]).

Observe que quando falamos em dizima nos referimos apenas aos digitos apds a vigula.
Exemplos 4.2.1: Os exemplos abaixo s@o dizimas periddicas simples, com periodos 7,29 e
512 respectivamente.

a)0,777...

b)0,2929...

¢)0,512512...

Definicao 4.5 Dizemos que uma dizima é periodica composta quando sua expressdo deci-
mal @ = 0,a1ara3...a,..., com n € N, apresenta um ou mais digitos apos a virgula que ndo
se repetem, seguidos de uma parte periédica. Ou seja, existe um ou mais algarismos entre a

virgula e o periodo, que ndo fazem parte da composi¢do do periodo (vide [5]).

Exemplos 4.2.2: Veja que as dizimas abaixo representam dizimas periddicas compostas com
periodos 2, 43 e 631 respectivamente.

a)0,7222...

b)0,584343...

¢)0,152631631...

4.3 Fracao geratriz

Teorema 4.2 Toda dizima periodica representa um niimero racional, ou seja, é possivel

encontrar a fracdo que dd origem a dizima. A essa fracdo damos o nome de fragcdo geratriz.

Demonstracao: Segue diretamente da demonstracdo do Teorema 4.3 e na Observacgao 4.1
a seguir.
Exemplos 4.3.1: Vejamos como encontrar o ndmero racional, que representa a dizima pe-
riddica.

Vamos encontrar o numero racional que representa as dizimas periddicas dos dois pri-
meiros exemplos da D%ﬁnigéo 4.4.

a)0,77777... = M + 102

termos de uma progressao geométrica (ver Observacdo A.1 de A.7 no Apéndice A).
7

1 .
Observe que a; = T eq= 10’ assim:

7
+ 10 + ... onde se percebe que temos uma soma infinita de
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7 1 7 10 7
0,777717... —_——— =
10 1—— T1010—1 9
29 29 29
b)0,292929... =102 + 108 + 106 + ... onde se percebe, a partir do segundo termo,
que temos uma soma infinita de termos de uma progressao geométrica (ver Observagao A.l
29
de A.7 no Apéndice A), com a; = 10 eq= 102" assim:
29 1 29 10> 29

0,292929... —_— =
T 102 1——2 © 1027102 -1 99

A geratriz de uma dizima periddica simples € uma fracao cujo numerador € o periodo
e o denominador € o numero formado por tantos noves quantos sao os algarismos do periodo
(vide [5]).
Exemplos 4.3.2: Agora, vamos calcular o nimero racional, que representa as dizimas pe-

riddicas dos dois primeiros exemplos da Defini¢ao 4.5.

7 2 2
0,7222... — + —
%) T 10 + 102 + 103 o
temos uma soma infinita de termos de uma progressao geométrica (ver Observacdo A.1 de

+ ... onde se percebe, que a partir do segundo termo,

A.7T no Apéndice A), com a; = e g = —, assim:

10

7 2 1 7 2 10 7 2
’ 10+1021—% 10+102 9 10+90

7942 7(10-1)+2  7042-7 72-7

2
102

90 90 90 90
Isto é 79 7
0,72222222.. ==~
’ 90
Ou, finalmente:
0,72222222... = 65
58 43 43

b)0,58434343.. =102 + 108 + 106 + ... onde se percebe que a partir do segundo

termo, temos uma soma infinita de termos de uma progressdo geométrica (ver Observacao

43 1
A.1 de A.7 no Apéndice A), com a; = eq= assim:
104 102
58 43 1 58 43 107
0,58434343... +—— =

~ 102 104 [ 12T 10121

58 43 58(99)+43  58(100—1)+43 5800+ 43 — 58

102 79900 ~ 9900 9900 - 9900
Isto €,

_ 584358
43434 2200

0,58434343... 9500

Ou finalmente 5785

43434
0,58434343.. = 3500
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A geratriz de uma dizima peridédica composta € a fracdo cujo numerador € igual a parte
ndo periddica seguida de um periodo menos a parte ndo periddica e cujo denominador é
formado por tantos noves quantos sdo os algarismos do periodo, seguidos de tantos zeros

quantos sdo os algarismos da parte nao periddica(vide [5]).
Teorema 4.3 (Transformacdo de dizimas periodicas em fracoes) A dizima periodica
0,a1ay...a,b1by...by...

€ um nuimero racional que pode ser escrito como:

alaz...amblbz...bn —aiaz...ay
99...9 00...0
S~ ——~

n—vezesnm—vezes

Onde o denominador da fracdo é um niimero com n noves e m zeros. Com ayay...a,, a parte

ndo periddica e b1b>...b, o periodo.

Demonstracao: Seja 0,a;a;...a,,b1b;...b,... uma dizima periddica, onde 0,aa;...a,, € a
parte ndo periddica e b1b;...b, o periodo com n,m € N. Vamos calcular o niimero racional
que representa essa dizima.

Veja que podemos reescrever a dizima periddica da seguinte maneira:

ajar...ay blbz...bn blbz...bn
0,a1ar...ay,b1by...by,... = Tom o Lot

onde se percebe que a partir do segundo termo, temos uma soma infinita de termos de uma

progressdo geométrica com a; = blll(’)?,;;,lf” eq= 1—(1),1 < 1. Pela Observacao A.1 de A.7, que se

ai

(1-q)

encontra no apéndice A, o lim S, = . Observe ainda que n representa a quantidade
n—soo

de algarismos que o periodo possui.

_a1a...ay  biby...by, 1 aax...am  biby..b, 10"

0 wmb1by...b,,... = . = . =
,a142...a,0103...0y 107 + [onn 1_# 107 10n 7 10— 1

a1ay...ay bi1by...b, _ a1a2...am.(10”— 1) +24b1by...b, _
10m 10m.(10m —1) 10m.(10" — 1) B
a1ay...am. 10" —ayay...am +b1ba...b,
10m.(10" — 1) B
alaz...amblbz...bn—alaz...am
107.(107 — 1)
Mas como (10" —1) =100...0 —1 = 99...9, entdo:
—— -~

n—zeros n—noves

ambiby...by — ara...
e ilon”_l‘)”“z G _
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a\as...amb1by..b,—ajas...a,
10m.99...9
<=

n—noves

alaz...amblbz...bn —dajaz...ay
100...0.99..9
m—zeros n—noves
alaz...amblbz...bn —ajaz...ay
99...9 00...0
N e
n—novesm—zeros

Onde o denominador da fracdo € um nimero com n noves € m zeros, sendo n o nimeros de

algarismos do periodo e m o numero de algarismos da parte ndao periddicas. 0

Observacao 4.1 Quando a expressdo for uma dizima periodica simples 0,b1b;...b,b1b;...by,...
comn €N, onde b1b,...b, é o periodo, conclui-se do Teorema 4.2, que niimero racional que

representa essa dizima é igual a
biby...b,

9..9

Onde o denominador é um niimero composto por n noves.

O Teorema 4.3 e a Observacao 4.1 podem ser encontrados em [4].

Exemplos 4.3.3: Vejamos alguns exemplos, onde sdo aplicados o Teorema 4.3 e a Observa-
cao4.1:

a)0,555...

Observe que a expressdo decimal representa uma dizima periddica simples, logo, pela

Observagao 4.1 acima, temos que:

5
0,555... = —
’ 9

b)0,3535...
Observe que a expressao decimal representa uma dizima periddica simples, logo pela
Observacdo 4.1 acima, temos que:
35
0,3535... = 9
¢)0,253636...
Observe a expressao decimal representa uma dizima periddica composta, onde 25 € a
parte nao periddica e 36 € o periodo, logo, pelo Teorema 4.3, temos:
2536 —25
0,253636... = —9900
d)0,56388...
Observe a expressao decimal representa uma dizima periddica composta, onde 563 € a
parte ndo periddica e 8 € o periodo, logo, pelo Teorema 4.3, temos:
5638 — 563

0,56388... = 9000
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Capitulo 5
Sequéncias Didaticas

Neste capitulo, estamos propondo algumas atividades relacionadas ao estudo de seg-
mentos comensurdveis e segmentos incomensuraveis e suas aplicacdes nos conteddos de
ndmeros racionais e nimeros irracionais. Também apresentaremos algumas atividades refe-

rentes as expressoes decimais finitas e as expressoes decimais infinitas e periddicas.
5.1 Sequéncia Didatica 1

Disciplina: Matematica

Série: Esta atividade devera ser desenvolvida preferencialmente com turmas do 1° ano
do Ensino Médio.

Duracao: O tempo previsto para a aplicacio das atividades € de 2 horas/aulas.
Contetido: Segmentos comensuraveis.

Desenvolvimento: Estas atividades serdo desenvolvidas na sala de aula, com a utiliza-

cdo de régua ndo graduada, um par de esquadros e compasso.

Pré-Requisitos: O aluno deve saber manusear compasso e esquadros. Antes de desen-
volver esses atividades, devemos apresentar aos alunos como dividir um segmento qualquer,
em n partes iguais. Uma maneira de dividir segmentos em n partes iguais, estd apresentada

no apéndice A, em A.6

Objetivos:
I. Levar os alunos a compreederem o conceito de segmentos comensuraveis;
II. Fazer os alunos compreenderem que qualquer segmento de medida racional, é co-

mensurdvel com o segmento unitario;
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III. Mostrar que segmentos de medidas irracionais podem ser segmentos comensura-
veis com outros segmentos;

IV. Levar os alunos a compreenderem que se dois segmentos sdo comensuraveis seus
multiplos também sdo.

Atividades

1. Dados dois segmentos, AB e CD = u, vamos verificar se esses dois segmentos possuem
uma medida de segmento comum, utilizando apenas uma régua nao graduada e um

compasso. Os dois segmentos ,AB e CD, estao representados na Figura 5.1:

Figura 5.1: Segmentos AB e CD
Siga os passos a seguir:

¢ Inicialmente, coloque a ponta seca do compasso no ponto C e abra-o até o ponto
D.

e Depois, fixe a ponta seca do compasso no ponto A, com abertura medindo CD e

marque um ponto E sobre o segmento AB (Veja que AE=CD).

e Repita o passo anterior, o nimero de vezes que forem possiveis marcar segmentos
de medida CD sobre o segmento AB.

(a) O segmento CD coube um ndmero inteiro de vezes no segmento AB?

(b) Dado o segmento EF (Figura 5.2), verifique se ele cabe um nimero inteiro de

vezes no segmento AB e um numero inteiro de vezes no segmento CD.
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C D
E F

Figura 5.2: Segmentos AB, CD ¢ EF

2. Seguindo os mesmos passos propostos na questao anterior, vamos verificar se o seg-
mento AB e o segmento CD possuem uma medida de segmento comum. Veja, na
Figura 5.3, a representacdo dos segmentos AB e CD .

Figura 5.3: Segmentos AB e CD

(a) O segmento CD coube um numero inteiro de vezes no segmento AB?

e No item "a"acima, verificou-se que apds marcar segmentos de medida CD

sobre 0 segmento AB, sobra um segmento de medida f no segmento AB.

(b) O segmento f coube um nuimero inteiro de vezes no segmento CD? E no seg-
mento AB?

(c) O segmento AB e o segmento CD possuem uma medida de segmento comum?

3. Verifique se o segmento AB de medida v/2 cabe um niimero inteiro de vezes no seg-

mento CD de medida 2v/2. Os segmentos AB e CD estio representados na Figura
5.4:
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Figura 5.4: Segmentos AB e CD

a)O segmento de medida /2 coube um nimero inteiro de vezes no segmento de me-
dida 21/2?

b)O segmento AB e o segmento CD possuem uma medida de segmento comum?

¢)Sem fazer célculos, nem utilizar o P.V.C.D.S, vocé consegue justifiqcar que o seg-
mento de medida nv/2, comn € Ne o segmento V/2 s30 comensuraveis?

Observacao: As atividades acima sdo variacdes de uma mesma ideia, que € apre-
sentar ao aluno o conceito de segmentos comensuraveis, fazendo com que os alunos
enxerguem o conceito sem que o mesmo tenha sido apresentado previamente, e poste-

riormente possam aplicar esse conceito no estudo de nimeros racionais .

. Considere o segmento de reta AB de medida u, representado na Figura 5.5:

Figura 5.5: Segmento AB=u

Veja o processo para obter o ponto C da semirreta AB, tal que AC = 5?"

1°. Divida o segmento u em trés partes iguais a 3, com o auxilio de uma par de
esquadros e um compasso.

2°. A partir de A medem-se, sobre a semirreta AB, cinco partes iguais a g, obtendo-se
assim o ponto C.

Utilizando o mesmo processo, obtenha, se possivel, os pontos D, E e F' tal que AD =
8u — 3u

?,AE:2EBF: T

Apds marcar esses pontos na reta, responda as perguntas a seguir:
a) Os segmentos AB e AC sdo comensuraveis? Justifique.

b) Os segmentos AB e AE sdao comensuraveis? Justifique.

¢) Os segmentos AE e AF sdo comensuraveis? Justifique.

d) Agora, utilizando o mesmo processo, justifique como marcar um ponto X qualquer,

nu
tal que AX = —, comm,n € N.
m
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5.2 Sequéncia Didatica 2
Disciplina: Matematica

Série: Esta atividade devera ser desenvolvida preferencialmente com turmas do 1° ano

do Ensino Médio.
Duracao: O tempo previsto para a aplicacdo das atividades € de 1 hora/aulas.
Contetido: Segmentos incomensuraveis.

Desenvolvimento: Esta atividade serd desenvolvida na sala de aula, com a utilizacao

de régua ndo graduada e um compasso.
Pré-Requisitos: O aluno deve saber como manusear um compasso .

Objetivos:

I. Convencer os alunos que o segmento que representa o comprimento do circulo e o
segmento que representa seu didmetro sdo incomensuraveis.

II. Levar os alunos a concluirem, que segmentos incomensurdveis com o0 segmento
unitdrio possuem medida irracional.

Atividade

1. Dado um circulo C = 27r de diametro AB = 2r, representa na Figura 5.6:
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5.3

Figura 5.6: Circulo de centro C

Abrindo o circulo no ponto A, obteremos o segmento AA{, que representa seu compri-
mento. Veja Figura 5.7, o segmento AA| que representa o comprimento do circulo e o

segmento AB que representa didmetro.

Figura 5.7: Comprimento AA; e diamentro AB

Verifique se os segmentos AA| e AB, representados na figura acima, sdo incomensura-

veis.

Observacao: Professor, repita os passos anteriores, agora, utilizando um circulo de
diametro medindo 1, para mostrar aos alunos que o segmento que representa 0 com-
primento do circulo C = 7 e 0 segmento unitdrio que representa o didmetro do circulo
d =1 sdo incomensuraveis. Assim levar os alunos a concluirem que segmentos inco-

mensurdveis com o segmento unitdrio, possuem medida irracional.

Sequéncia Didatica 3
Disciplina: Matematica
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Série: Esta atividade devera ser desenvolvida preferencialmente com turmas do 1° ano
do Ensino Médio.

Duracao: O tempo previsto para a aplicacio das atividades € de 2 horas/aulas.
Contetidos: Numeros decimais finitos e nimeros decimais infinitos e periddicos.

Desenvolvimento: Estas atividades serdo desenvolvidas na sala de aula. Antes de
desenvolver estd atividade, deveremos apresentar aos alunos o Teorema 4.1, o Teorema 4.2 e

a Observacdo 4.1, que se encontram no Capitulo 4.

Pré-Requisitos: Ter conhecimento sobre: decomposi¢do de um nimeros em fatores

primos, minimo multiplo comum e as quatro operagdes com fragdes.

Objetivos:

I. Verificar se o alunos compreenderam que para uma fragdo possuir representacao
decimal finita seu denominador deve ser do tipo 2" e 5" ,com n,m €N

II. Verificar se os alunos compreenderam que quando o denominador b # 2"5™, com
n,meN, possui representagdo decimal infinita e periddica.

Atividades

1. Sem realizar célculos, verifique se as fracdes irredutiveis abaixo possuem representa-

cdo decimal finita ou infinita e periddica, apenas trabalhando com o denominador.

73
a)§

49
b)—
)6

0)782
125

8753
d)——
) 500

o843
14

2. Calcule as operagdes entre as dizimas periddicas abaixo:
a) 0,777... + 0,24333...
b)0,252525... x 0,2333...
¢)0,42743743... = 0,2525...
d)0,4526363...- 0,7454545....

3. Mostre que:
0,111... +0,222... + 0,333... +0,999... =0,111... + 0,222... + 0,333... + 1
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Justifique como vocé obteve o resultado.

5.4 Respostas

Nesta secdo, apresentaremos as respostas as atividades propostas nas sequéncias dida-
ticas 1, 2 e 3.

Sequéncia didatica 1: Respostas

Atividade 1
Seguindo 0s passos propostos na questao:

e Inicialmente coloque a ponta seca do compasso no ponto C (Figura 5.8 (a) ) e abra-o
até o ponto D(Figura 5.8 (b) .

() (b)

Figura 5.8: (a) ponta seca do compasso no ponto C e (b) compasso com abertura CD.

e Depois, fixe a ponta seca do compasso no ponto A (Figura 5.9 (a) ), com abertura
medindo CD e marque um ponto E (Figura 5.9 (b) ) sobre o segmento AB (Veja que
AE=CD).

(@ (b)

Figura 5.9: (a) ponta seca do compasso no ponto A e (b) segmento AE.

e Repita o passo anterior, o nimero de vezes que forem possiveis marcar segmentos de

medida CD sobre o segmento AB.
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Figura 5.10: Segmento AB

(a) O segmento CD coube um nimero inteiro de vezes no segmento AB?

Sabemos que AE = CD, como vimos na Figura 5.9(b). Para marcar os demais pontos no
segmento AB, a abertura do compasso deve ser mantida, portanto, AE = EF = FG = GH =
HB = CD. Observando a Figura 5.10 acima, podemos ver que o segmento CD coube 5 vezes
no segmento AB, pois AB = AE +EF +FG+GH +HB = 5CD.

Portanto, o segmento CD cabe um niimero inteiro de vezes no semento AB

(b) Dado o segmento EF , verifique se ele cabe um nimero inteiro de vezes no segmento AB
e um nimero inteiro de vezes no segmento CD.

Seguindo os mesmos passos realizados inicialmente com os segmentos, AB e CD,
agora utilizando os segmentos EF e CD (Ver Figuras 5.11 (a) e (b)).

(a) (b)

Figura 5.11: (a) Ponta seca do compasso no ponto E e (b) Compasso com abertura EF.

Fixando a ponta seca do compassso no C e, marcando sobre o segmento CD, pon-
tos com o auxilio do compasso com abertura medindo EF, o nimero de vezes que forem
possiveis.

Podemos ver na Figura 5.12 na pigina seguinte, que o segmento EF cabe 2 vezes no
segmento CD.
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Figura 5.12: Segmentos EF e CD

Vimos que o segmento CD cabe 5 vezes no segmento AB, como CD = 2EF entio,
AB = 5(2EF) = 10EF, portanto, o segmento EF cabe 10 vezes no segmento AB.

Caso prefira verificar se o segmento EF', cabe um niimero inteiro de vezes no segmento
AB, geometricamente, basta seguir os passo realizados na atividade 1, agora, utilizando os
segmentos EF e AB (Veja Figura 5.13).

Figura 5.13: Segmento AB = 10E'F, segmento CD = 2EF e segmento EF

Portanto, o segmento EF cabe um nimero inteiro de vezes no segmento AB € um
ndmero inteiro de vezes no segmento CD.

Atividade 2

Seguindo os mesmos passos propostos na atividade 1, vamos verificar se o segmento
AB e o segmento CD, possuem uma medida de segmento comum. Veja na Figura 14 (a), (b)
e (¢) na pagina seguinte, os passos realizados com os segmentos AB e CD.
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(a) (b) (©)

Figura 5.14: (a) Ponta seca do compasso no ponto C, (b) Compasso com abertura CD e (c)

Pontos marcados sobre o segmento AB.
(a) O segmento CD coube um nimero inteiro de vezes no segmento AB?

Observe na Figura 5.14 (c), que apés marcar com o compasso segmentos de medida CD sobre
o segmento AB, podemos ver que: AB=AE +EF +FG+GH +HB,comAE =EF =FG =
GH = CD, logo AB = 4CD + HB, portanto, o segmento CD niio coube um niimero inteiro de
vezes no segmento AB, pois, sobrou o segmento HB no segmento AB.

e No item (a) acima, verificou-se que apés marcar segmentos de medida CD sobre o
segmento AB, sobra um segmento de medida HB no segmento AB.

(b) O segmento HB coube um nimero inteiro de vezes no segmento CD? E no seg-

mento AB?

Para responder a essa questdo devemos repetir todos os passos propostos na atividade 1,

agora, utilizando os segmentos HB e CD. Veja os passos na figura 15 (a), (b) e (¢).

() (b) (©)

Figura 5.15: (a) Compasso com abertura HB, (b) Marcagdo de segmentos de medida HB no
segmento CD e (c) Pontos marcados sobre o segmento CD.

Veja na Figura 15 (c) acima, que o segmento CD = 2HB e como AB = 4CD + HB
entdo AB =4CD + HB = 4(2HD) +HD = 9HD.
Observagdo: Caso ache melhor, repita todos os passos propostoas na atividade 1, com

os segmentos HB e AB, para mostrar que: AB = 9HD.
(c) O segmento AB e o segmento CD, possuem uma medida de segmento comum?

Vimos no item (b) que CD = 2HB e que AB = 9HD, logo, podemos concluir que o segmento

AB e 0 segmento CD tem uma medida de segmento comum HB.
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Observe que o segmento HB cabe um nimero inteiro de vezes no segmento AB e um

numero inteiro de vezes no segmento CD, logo, os segmentos AB e CD, sdo comensuraveis.
Atividade 3

a)0 segmento de medida v/2 coube um nimero inteiro de vezes no segmento de medida

24/27

Para responder a essa questido, devemos repetir os passos propostos na atividade 1. Veja na

Figura 5.16 (a), (b) e (c) abaixo, os passos realizados com os segmentos de medida V2ede
medida 2+/2.

(a) (b) ©)

Figura 5.16: (a) Compasso com abertura AB, (b) Marcacio de segmentos de medida AB no
segmento CD e (c¢) Pontos marcados sobre o segmento CD.

Observando a Figura 5.16 (c), podemos ver que o segmento AB = /2 coube duas vezes
no segmento CD = 2+/2.

b)O segmento AB e o segmento CD, possuem uma medida de segmento comum?

No item (b) vimos que CD = 2AB, logo, o segmento AB cabe um vez nele mesmo e cabe
duas vezes no segmento CD. Portanto, os segmentos ,CD e AB, possuem o segmento AB de
medida v/2 em comum.

Como o segmento AB cabe uma vez nele mesmo e duas vezes no segmento CD, entdo

os segmentos, AB e CD, sdo ditos comensuraveis.

c)Sem fazer calculos, nem utilizar o P.V.C.D.S, vocé consegue justifigcar que o segmento de
medida nv/2, com n € N e 0 segmento v/2 sdo comensurdveis?

Como o segmento de medida \/2 cabe n vezes no segmento de medida nv2 e uma vez
no segmento de medida V2. Portanto, o segmento de medida nv2eo segmento V2 sdo

comensuraveis.
Atividade 4

Seguindo os passoa propostos na atividade.
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e Vamos obter o ponto C da semirreta AB, tal que AC =

w| g

.. c o A . . u .
Inicialmente vamos dividir o segmento u em trés partes iguais a —, com o auxilio de
uma par de esquadros e um compasso. Esse processo de dividir um segmento em n
partes iguais, devera ser apresentado anteriormente aos alunos. Uma forma de dividir

segmentos em n partes iguais, estd apresentada no apéndice A, em A.6.

(a) (b) (©

Figura 5.17: (a)Semirreta de origem A , (b)Marcacdo de trés segmentos na semirreta de
origem A e (c) Segmento A3B.

Veja na Figura 5.17 (a), que apds tracar uma semirreta de origem no ponto A, fixa-
se a ponta seca do compasso no ponto A e com abertura qualquer traca um ponto na

semirreta.

Na Figura 5.17 (b), podemos ver que com o compasso mantendo a mesma abertura
que marcou o primeiro ponto (A1), foram marcados mais dois pontos A; e A3.

Com o auxilio de um dos esquadros, ligue o ponto A3 ao ponto B Figura 5.17 (¢).

(a) (b) (©

Figura 5.18: (a) Segmentos paralelos ao segmento A3B, (b)Marcacio do segmento de medida
ABj| nareta AB e (c) Ponto C marcado sobre a reta AB.

Trace segmentos paralelos ao segmento A3B como auxilio do par de esquadros, pas-
sando pelos pontos, A, e Aj( Figura 5.18(a)), interceptando a semirreta AB. Veja que

desse modo, acabamos de dividir o segmento AB em trés partes iguais, ou seja, dividi-

mos AB em trés segmento iguais de medida 3

Fixe a ponta seca do compasso no ponta A e abra-o até coincidir com o ponto B
. u
(Figura 5.18(b)), obeserve que a abertura do compasso mede 3
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Vimos que por constru¢do AB; = BB, = BoB = Como ja temos trés pontos

SSIIRN|

marcados, basta agora marcar apenas mais dois pontos, obtendo assim o ponto C,

—_— 5
logo,AC = 2
3
- __  8u
Utilizando o mesmo processo, vamos obter os pontos D, E e F tal que AD = 5
AF — 2 e AF — %“

e Vamos seguir 0s mesmos passos para obter o ponto D da semirreta AB, tal que AD =
8u

5
Inicialmente vamos dividir o segmento u em cinco partes iguais a 5, com o auxilio de
uma par de esquadros e um compasso. Veja na Figura 5.19 (a), que apds tracar uma

(a) (b) (©)

Figura 5.19: (a) Semirreta de origem A, (b) Marcagdo de segmentos cinco segmentos na

semirreta de origem A e (c) Segmento AsB.

semirreta de origem no ponto A, fixa-se a ponta seca do compasso no ponto A e com
abertura qualquer traca um ponto na semirreta.

Na Figura 5.19 (b), podemos ver que com o compasso mantendo a mesma abertura
que marcou o primeiro ponto (A;), foram marcados mais quatro pontos A,, Az, As e
As.

Com o auxilio de um dos esquadros, ligue o ponto A5 ao ponto B Figura 5.19 (¢).

() (b) (©)

Figura 5.20: (a) Segmentos paralelos ao segmento AsB, (b)Marcagdo do segmento de medida

ABj nareta AB e (c) Ponto D marcado sobre a reta AB.

Trace segmentos paralelos ao segmento AsB como auxilio do par de esquadros, pas-
sando pelos pontos Ay, A3, A4 e As ( Figura 5.20(a)), interceptando a semirreta AB,
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nos pontos B4, B3, B e By. Veja, desse modo acabamos de dividir o segmento AB em
cinco partes iguais, ou seja, dividimos o segmento AB em cinco segmentos iguais de
medida g

Fixe a ponta seca do compasso no ponta A e abra-o até coincidir com o ponto B

(Figura 5.20(b)), obeserve que a abertura do compasso mede %

Vimos que por constru¢do AB| = B1B, = B>B3 = B3B4 = B4B = —. Como ja temos

W g

cinco pontos marcados na semirreta AB, basta agora marcar apena

2]

mais trés pontos

com o compasso com abertura AB1, obtendo assim o ponto D, logo, AD =

ou
=

e Agora, vamos marcar o ponto E na reta AB, tal que AE = 2ii.

(a) (b) ()

Figura 5.21: (a) Compasso com abertura AB, (b)Marcagio de segmentos de medida AB no

reta AB (c) Ponto E marcado sobre a reta AB.

Como AE = 27 entiio, vamos utilizar apenas o campasso. Fixe a ponta seca do com-
passo no ponto A e abra-o até coincidir com o ponto B (Figura 5.21 (a) ), logo, a
abertura do compasso mede u.

Agora, fixe a ponta seca do compasso no ponto B (Figura 21.1 (b) ) e marque outro

ponto sobre a reta AB, obtendo assim o ponto E. Observe que AE = 21

— 3
e Agora, vamos marcar o ponto F' na reta AB, tal que AF = Zu

Inicialmente, vamos dividir o segmento u em quatro partes iguais a 1 com o auxilio

de uma par de esquadros € um compasso.

Veja na Figura 5.22 (a), que apds tracar uma semirreta de origem no ponto A, fixa-
se a ponta seca do compasso no ponto A e com abertura qualquer trace um ponto na

semirreta.

Na Figura 5.22 (b), podemos ver que com o compasso mantendo a mesma abertura
que marcou o primeiro ponto (A1), foram marcados mais trés pontos A, A3 e Ay .
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(@) (b) (©

Figura 5.22: (a) Compasso com abertura AA| qualquer, (b) Marca¢do de segmentos de me-
dida AA| nareta AB e (c) Segmento A4B.

Com o auxilio de um dos esquadros, ligue o ponto A4 ao ponto B, Figura 5.22 (c).

(@ (b)

Figura 5.23: (a) Segmentos paralelos ao segmento A4B e (b) Marcacdo do ponto F' na semir-
reta AB.

Trace segmento paralelos ao segmento A4B como auxilio do par de esquadros, pas-
sando pelos pontos A, Az e A4 ( Figura 5.23(a)), interceptando a semirreta AB, nos
pontos B3, B, e B1. Desse modo acabamos de dividir o segmento AB em quatro partes
iguais, ou seja, dividimos AB em quatro segmento iguais de medida %.

Fixe a ponta seca do compasso no ponta A e abra-o até coincidir com o ponto B

(Figura 5.23(b)), obeserve que a abertura do compasso mede %.

Vimos por constru¢ido que AB| = B1B, = BBz = B3B = ; Como j4 temos quatro

pontos3r£1arcados na semirreta AB, basta agora marcar o ponto F no ponto B3, logo,
— 3u
AF = R
Ap6s marcados os pontos C, D, E e F na reta, vamos responder as perguntas a seguir:

a) Os segmentos AB e AC sdo comensuraveis? Justifique.

Sim, pois temos um terceiro segmento g que cabe trés vezes no segmento AB e cinco
vezes no AC.

b) Os segmentos AB e AE sdo comensuraveis? Justifique.

Sim, pois temos um terceiro segmento g que cabe cinco vezes no segmento AB e oito
vezes no AC.

¢) Os segmentos AE e AF sdo comensuraveis? Justifique.
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Sim, pois temos um terceiro segmento u que cabe um vez no segmento AB e duas vezes
no AC.

d) Agora, utilizando o mesmo processo, justifique como marcar um ponto X qualquer,

——  nu
tal que AX = —, com m,n € N.
m

Inicilmente, dividimos o segmento AB em n partes iguais de medida “ (Uma forma de
dividir segmentos em n partes iguais, estd apresentada no apéndice A, em K.6).

Depois, marcamos m pontos na reta AB, com um compasso mantendo uma abertura de
medida %

Ap6s marcar os m pontos, basta chamar o ponto B,, de X, ou seja, B;,, = X

Sequéncia didatica 2: Resposta

Atividade 1
Seguindo 0s mesmos passos propostos na Atividade 1 da Sequéncia didatica 1.

e Inicialmente coloque a ponta seca do compasso no ponto A e abra-o até o ponto B
(Figura 5.24 (a) .

(a) (b)

Figura 5.24: (a) Compasso com abertura AB (b) Segmentos medindo AB, sobre o segmento
AA;.

e Depois, fixe a ponta seca do compasso no ponto A do segmento AA|, com abertura
medindo AB e marque sobre o segmento AA| segmentos de medida AB (Figura 5.24

(b) ) sobre o segmento AB.

Observe que o segmento AB ndo coube um nimero inteiro de vezes no segmento AAj,
pois, AA| = AC +CD+ DE +EA{,com AC =CD =DE =ABe EA| < AB.

Devemos verificar se o segmento EA| cabe um nimero inteiro de vezes no segmento
AB.

e Repita o passo anterior, o nimero de vezes que forem possiveis marcar segmentos de

medida EAj, sobre o segmento AB.
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() (b)

Figura 5.25: (a) Compasso com abertura medindo EAe (b) Segmentos medindo EAj, sobre
0 segmento AB.

Observe que o segmento EA;| ndo cabe um nimero inteiro de vezes no segmento
AB(Figura 5.25 (b)), pois, AB = 7TEA| + FB, com FB < EA|.
Agora, devemos verificar se o segmento F'B cabe um ndmero inteiro de vezes no seg-

mento EA;.

Veja, que se continuarmos esse processo de pegar o segmento que sobrou e sobrepor
ao segmento menor anterior a ele, podemos desconfiar pelo Exemplo 3.2.2 do Capitulo
3, que o processo nunca vai parar, pois, vimos que o segmento do comprimento e o

segmento do didmentro de um circulo sdo incomensurdveis.

Sequéncia didatica 3: Respostas

Atividade 1
73
(a)§
Decompondo o numerador em fatores primos obtemos 8 = 2. Pelo Teorema 4.1, como o
843
denominador € da forma 2"5" comn =3 em =0 € N, entdo, a fracdo irredutivel Ta possui

representacdo decimal finita.

49
b)—
(b)—¢
Decompondo o numerador em fatores primos obtemos 6 = 2.3. PeloTeorema 4.1, como o

. . . L 049 .
denominador € diferente de 25" com n,m € N, entdo, a fracdo irredutivel — ndo possui
representacdo decimal finita, portanto, possui representa¢do decimal infinita e periddica.

782
(€52
125
Decompondo o numerador em fatores primos obtemos 125 = 53. Pelo Teorema 4.1, como o

782
denominador € da forma 2"5" comn =0e m =3 € N, entdo, a fracdo irredutivel 5 possui

representacdo decimal finita.
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8753
dH—=
@ 500
Decompondo o numerador em fatores primos obtemos 500 = 2*.53. Pelo Teorema 4.1, como
o denominador é da forma 2"5" com n =4 e m = 3 € N, entdo, a fracdo irredutivel %

possui representacao decimal finita.

& 843
14
Decompondo o numerador em fatores primos obtemos 14 = 2.7. Pelo Teorema 4.1, como o
843
denominador € diferente de 2"5” com n,m € N, entdo a fracdo irredutivel 10 nao possui

representacdo decimal finita, portanto possui representacao decimal infinitaa e periddica.

Atividade 2

a) 0,777... + 0,24333...
Aplicando a Obs. 4.1 e o Teorema 4.3, respectivamente e, posteriormente resolvendo a
operacdo de adicao entre as fragdes, obtemos:

7 243-24 700 219 700+219 919
24333... = — = = =
0,777...+0,24333 9 * 900 900 * 900 900 900

b)0,252525... x 0,2333...
Aplicando a Observagado 4.1 e o Teorema 4.3, respectivamente e, posteriormente resolvendo
a operacao de multiplicacdo entre as fragdes, obtemos:

25 23-2 25 21 525
0.252525... % 0.2333... = D o2 _ 2 2l 952
’ e 99 “ 90 99 “90 ~ 8910

c)0,42743743... + 0,2525...

Aplicando o Teorema 4.3 e a Observagao 4.1, respectivamente e, posteriormente resolvendo

a operacdo de divisdo entre as fragcdes, obtemos:

0,42743743...+0,2525... = 42743 —42 - 25 _ 42701 - 2> _ 42701 X 99 _ 4128399
99900 99 99900 ~ 99 99900 25 2497500

d)0,4526363...- 0,7454545...

Aplicando o Teorema 4.3 e resolvendo a operagao de subtracdo entre as fracdes, obtemos:

457 45263452 44811 44811
0,7454545.—0,4526363... — 01 45263 —452 738 44811 73800 44811

990 99000 990 99000 99000 99000
73800 —44811 28989
99000 ~ 99000

72



Atividade 3

Pela Observacao 4.1, temos:

1 2 3 9
0,111...40,222...+0,333...40,999... = -+ -+ -+ —
; +0, +0, +0, 9+9+9+9
1 2 3
:§+§+§+1:O,111...+0,222...+0,333...+1
Veja que o objetivo desta atividade € fazer os alunos perceberem que 0,999... = 1.

5.5 Folha de atividades

Nesta se¢do, vamos apresentar as atividades que foram aplicadas a uma turma de 1°
ano do Ensino Médio de uma escola publica. Estas atividades, foram retiradas das sequéncias
didéticas propostas no TCC.

1. Dados dois segmentos AB e CD = u, vamos verificar se esses dois segmentos possuem
uma medida de segmento comum, utilizando apenas uma régua ndo graduada e um

compasso. Os dois segmentos, AB e CD, estao representados na Figura 5.26.

73



Figura 5.26: Segmentos AB e CD

Siga os passos a seguir:

e Com um compasso, vamos medir o segmento menor CD. Inicialmente, coloque

a ponta fixa do compasso no ponto C e abra-o até o ponto D.

e Depois, fixe 0 compasso no ponto A, com abertura medindo CD e marque um

ponto E sobre o segmento AB ( Veja que AE=CD).

e Repita o passo anterior, 0o nimero de vezes que forem possiveis marcar segmentos
de medida CD sobre o segmento AB.

(a) O segmento CD coube um ndmero inteiro de vezes no segmento AB?

(b) Dado o segmento EF (Figura 5.27), verifique se ele cabe um nimero inteiro de

vezes no segmento AB e um nimero inteiro de vezes no segmento CD.

A B
C D
E F

Figura 5.27: Segmentos AB, CD e EF

2. Seguindo 0s mesmos passos propostos na questdo anterior, verifique se os segmentos
AB e CD, possuem uma medida de segmento comum. Veja na Figura 5.28, a represen-

tacdo dos segmentos AB e CD.

74



Figura 5.28: Segmentos AB e CD

(a) O segmento CD coube um numero inteiro de vezes no segmento AB?

e Seguindo os mesmos passos propostos na questdo 1, verifique se o segmento
HB que sobrou no segmento AB, cabe um nimero inteiro de vezes no seg-
mento CD.

(b) O segmento HB coube um nimero inteiro de vezes no segmento CD? e no seg-
mento AB?

(c) O que podemos afirmar em relagdao segmento AB e CD?

3. Verifique se o segmento AB de medida v/2 cabe um niimero inteiro de vezes no seg-
mento CD de medida 21/2. Os segmentos AB e CD estdo representados na Figura
5.29:

Figura 5.29: Segmentos AB e CD

a)O segmento de medida /2 coube um niimero inteiro de vezes no segmento de me-
dida 2v/2?

b)O que podemos concluir em relagio aos segmentos AB e CD de medidas respectivas,

V2e2v/2?
Definicao 5.1 Dizemos que dois segmentos, digamos os segmentos AB e CD sdo co-
mensurdveis, se existir um terceiro segmento, que cabe um niimero inteiro n de vezes

no segmento AB e um niimero inteiro m de vezes no segmento CD.

4. Dado um circulo C = 27r de didmetro AB = 2r, representa na Figura 5.30 .
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Figura 5.30: Circulo de centro C

Cortando o circulo no ponto A, obteremos o segmento AA|, que representa seu com-
primento. Veja Figura 5.31, o segmento AA| que representa o comprimento do circulo

e o segmento AB que representa didmetro .

Figura 5.31: Comprimento AA| e diamentro AB

Verifique se os segmentos AA| e AB, representados na figura acima, sdo comensura-

veis.

Definicdo 5.2 Dizemos que dois segmentos, digamos os segmentos AB e CD sdo inco-
mensurdveis, quando ndo for possivel encontrar um terceiro segmento, que cabe um

nuimero inteiro n de vezes no segmento AB e um niimero inteiro m de vezes no segmento
CD.

. Sem realizar cdlculos, verifique se as fracOes irredutiveis abaixo possuem representa-

¢do decimal finita ou infinita e periddica, apenas trabalhando com o denominador.
73

a)§
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. Calcule as operagdes entre as dizimas periddicas abaixo:
a) 0,777... + 0,24333...

b)0,252525... x 0,2333...

©)0,42743743... = 0,2525...

d)0,7454545... - 0,4526363...
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Capitulo 6
Relatorio das atividades aplicadas

Neste capfulo, apresentaremos um relatério referente as atividades aplicadas a 13 alu-
nos de uma turma de 1 © ano do ensino médio, de uma escola da rede publica.
As atividades aplicadas foram retiradas das sequéncias diddticas que propomos no

nosso trabalho, e as respostas dos alunos encontram-se nos Apéndice B, C e D.

6.1 As dificuldades

A primeira dificuldade que encontramos foi o fato de ndo estar trabalhando com turmas
de 1 © ano do ensino médio, entdo tive que pedir a um colega de trabalho que me cedesse uma
turma de 1 ° ano, para que eu pudesse aplicar as atividades. Como a turma nio era minha,
tivemos pouco tempo para aplicar as atividades, para ser mais precisa, tivemos apenas 7
aulas para aplicacao das atividades, por isso, ndo apliquei todas as sequéncias propostas no
trabalho, como o prazo foi curto e, como nao conheciamos o desempenho da turma, tivemos
que escolher algumas das atividades presentes nas sequéncias didaticas.

A segunda dificuldade encontrada para a aplicagdo das atividades foi a falta de material
didético disponiveis na escola: como o compasso e régua. Para ndo prejudicar o andamento
das atividades, disponibilizei com recursos préprios, réguas e compassos para todos os alu-
nos da turma.

Ao iniciar a aplicacdo das atividades, percebemos que a maior parte dos alunos ndo
sabia manusear um compasso. Dois alunos, para nossa surpresa, afirmaram que ndo tinham
visto esse material pedagdgico. Entdo, tive que deixar para aplicar as atividades em outra
aula, e ensinar os alunos a manusearem um compasso, gastando, assim ,um tempo maior do
que o previsto para aplicacdo das atividades.

Antes de aplicar as atividades referentes a expressdes numeéricas, tive que fazer uma
revisdo sobre: decomposi¢do de um nimero inteiro em fatores primos, operacdes com fra-
cOes e uma revisao sobre como calcular o minimo multiplo comum de dois nimeros, pois
a maioria dos alunos ndo lembrava como realizar esses cdlculos, o que me fez perder muito

tempo.
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6.2 Fatores positivos

Durante a aplicagdo das atividades, percebi uma grande participacio dos alunos, prin-
cipalmente daqueles que segundo os proprios alunos da turma, que normalmente nao intera-
gem nas aulas.

Também percebi uma grande interacdo entre alunos. Aqueles alunos que manusea-
vam melhor o compasso, ajudavam o colega que tinha mais dificuldade com esse material

pedagégico.

6.3 Fatores negativos

Alguns alunos ndo conseguiram realizar a atividade 5 por completo, por sentirem difi-
culdades em decompor nimeros inteiros em fatores primos;

Muitos dos alunos se recusaram a completar a atividade 6, pois apresentaram grande
dificuldade em calcular 0 minimo multiplo comum e também em calcular operacdes envol-
vendo fracdes;

Percebi que essas dificuldades sdo comuns entre nossos alunos e € algo que devemos
tentar contornar, realizando revisdes sobre decomposicdo de ndmeros inteiros em fatores

primos, calcular minimo multiplo comum e calcular operacdes envolvendo fragdes.

6.4 As atividades

Atividade 1

Na a realizacdo da atividade 1, esperava-se que os alunos conseguissem sobrepor o
segmento de medida CD (com o auxilio de um compasso), a quantidade de vezes que fosse
possivel, sobre o segmento AB.

Percebi que alguns alunos ndo conseguiam fazer a abertura do compasso com a mesma
medida do segmento CD, visto que a maioria ndo sabia como utilizd-lo. Entao, precisei
intervir, mostrando a alguns alunos como fazer a abertura do compasso com a medida do
segmento CD, para poder obter meu objetivo, que era fazer com que os alunos conseguissem
verificar que o segmento CD cabe um nimero inteiro de vezes no segmento AB).

Posteriormente, esperava-se que os alunos conseguissem sobrepor o segmento de me-
dida EF, a quantidade de vezes que fossem possivel, sobre o segmento AB e sobre o seg-
mento CD. Esse segundo momento da atividade foi mais simples, pois os alunos ja tinham
feito esse processo anteriormente com os segmentos AB e CD.

Os dados estatisticos relativos a aplicag¢do da atividade 1 sdo apresetados na Tabela 6.1:
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Conseguiram responder por completo || 69,23%

Conseguiram responder parcialmente || 30,77 %

N3ao conseguiram responder 0 %

Tabela 6.1: Atividade 1

Atividade 2

Na a realizacdo da atividade 2, esperava-se que os alunos conseguissem sobrepor o
segmento CD, a quantidade de vezes que fossem possivel, sobre o segmento AB, e percebes-
sem que um pedaco do segmento AB sobraria, ou seja, que o segmento CD,ndo caberia um
numero inteiro de vezes no segmento AB.

Quando os alunos marcaram o segmento CD sobre o segmento AB e perceberam que
houve um pedaco de segmento que sobrou, eles conseguiram marcar esse segmento que
sobrou, o qual chamaram de segmento HB no segmento CD.

Um aluno percebeu que como o segmento HB coube um numero inteiro de vezes no
segmento CD, ele afirmou em voz alta na sala, que o segmento HB também caberia um
ndmero inteiro de vezes em AB, pois o segmento AB era composto por segmentos de medida
CD e do proprio segmento HB, portanto, muitos colegas pegaram "carona'na resposta dele.

Os dados estatisticos relativos a aplicagdo da atividade 2

Conseguiram responder por completo | 61,53%

Conseguiram responder parcialmente || 23,07 %

Nao conseguiram responder 15,40 %

Tabela 6.2: Atividade 2

Atividade 3

A atividade 3 foi mais facil de ser realizada, pois os alunos ja estavam mais familiari-
zados com 0 compasso.

Essa atividade teve o objetivo de mostrar aos alunos que um segmento de medida
racional, também pode estar contido um nidmero inteiro de vezes em outro segmento de
medida também racional.

ApOs a realizagdo das atividades 1, 2 e 3, defini o conceito de segmentos comensura-
veis, o qual j4 estava impresso na folha das atividades que os alunos estavam trabalhando.
Percebi que os alunos compreenderam bem o conceito, pois ao responderem as atividades,
eles perceberam como € realizado o processo para verificar se dois segmentos sdo comensu-
raveis.

Os dados estatisticos relativos a aplicacao da atividade 3
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Conseguiram responder por completo || 69,23%

Conseguiram responder parcialmente | 23,07 %

N3ao conseguiram responder 7,7 %

Tabela 6.3: Atividade 3

Atividade 4

Na realizacdo da atividade 4, quando os alunos ao perceberem que o segmento AB
ndo coube um numero inteiro de vezes no segmento AAj, eles logo mediram o pedaco de
segmento que sobrou no segmento AA; e foram verificar se ela cabia um niimero inteiro de
vezes no segmento AB.

Quando os alunos perceberam que esse segmento que sobrou do segmento AA| ndo
coube um ndmero inteiro de vezes no segmento AB ficaram confusos, pois, esperavam que
esse segmento que sobrou coubesse um numero inteiro de vezes no segmento AB, alguns
pensaram que tinham medido o segmento AB errado, e queriam medir tudo novamente.

Foi ai que pedi para turma que medissem com o compasso 0 segmento que sobrou
do segmento AB e o colocasse sobre o segmento que sobrou do segmento AA;. Quando
perceberam que um segmento ndo servia para medir o outro, afirmaram que os segmentos
AB e AA| ndo eram comensuraveis.

Apo6s os alunos perceberem que os segmentos AB € AA; ndo eram comensuriveis,
expliquei a eles que quando dois segmentos ndo sdo comensurdveis, entdo, esses segmento
sao chamados segmentos incomensuraveis.

Veja abaixo os dados estatisticos relativos a aplicacdo da atividade 4

Conseguiram responder por completo || 76,93%

Conseguiram responder parcialmente || 15,38%

Nao conseguiram responder 7,69%

Tabela 6.4: Atividade 4

Atividade 5

Na realizacdo da atividade 5, esperava-se que os alunos conseguissem verificar se uma
fracdo irredutivel possui representacdo decimal finita ou infinita e periddica, sem realizar a
divisdo do numerador pelo denominador, apenas fatorando o denominador.

Antes de aplicar essa atividade, precisei apresentar aos alunos o Teorema 4.2, que se
encontra no Capitulo 4. Alguns alunos entenderam imediatamente como se faz para verificar
se uma fracdo irredutivel possui representacio decimal finita ou infinita e periddica, os que
nao entenderam, deve-se ao fato de ndo terem aprendido no ensino fundamental como fatorar

um namero inteiro.

Veja abaixo os dados estatisticos relativos a aplicacao da atividade 5
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Conseguiram responder por completo || 53,84%

Conseguiram responder parcialmente | 38,46 %

N3ao conseguiram responder 7,7%

Tabela 6.5: Atividade 5

Atividade 6

Na realizacdo da atividade 6, esperava-se que os alunos conseguissem transformar di-
zimas periiodicas simples e dizimas periédicas compostas na sua forma de fragcao e posteri-
ormente realizassem algumas operacdes entre as fracoes.

Antes de aplicar essa atividade, precisei apresentar aos alunos o Teorema 4.3 e a Obser-
vagdo.4.1, que se encontram no Capitulo 4. Alguns alunos acharam complicado e ndo resol-
veram as atividades, outros conseguiram transformar dizimas periddicas simples e dizimas
periddicas compostas na sua forma de fracdo, mas ndo conseguiram realizar as operacoes
com as fracdes. Poucos alunos conseguiram realizar a atividade por completo.

Veja abaixo os dados estatisticos relativos a aplicacdo da atividade 6

Conseguiram responder por completo || 53,84%

Conseguiram responder parcialmente || 15,38 %

Nao conseguiram responder 30,78%

Tabela 6.6: Atividade 6

Observa-se que ao se resolver o problema de forma analiticamente ( atividade 5 e
atividade 6) o desempenho dos alunos piorou, comparados com o resultados ao se resolver

os problemas geometricamente.
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Capitulo 7
Conclusao

Com o estudo de segmentos comensurdveis € segmentos incomensuraveis, que esta
dedicada maior parte de nosso estudo, vimos o quanto eles podem nos ajudar no estudo do
conceito de niimeros racionais e principalmente no conceito de nimeros irracionais, afim de
que alunos e professores possam verificar a importancia dos conceitos de segmentos comen-
surdveis e segmentos incomensuraveis.

Hoje em dia, a metodologia utilizada por muitos professores dificilmente enfatizara
a importancia dos segmentos comensurdveis e segmentos incomensurdveis para o estudo
do conceito de nimeros racionais e irracionais. Acabam por ensinar os conteidos dando
importancia apenas a aplicacdo de regras, sem no entanto, verifici-las.

No que se refere ao estudo de transformacgdo de dizimas periddicas simples e dizimas
periddicas na sua forma de fracdo, muitos professores apenas afirmam durante a ministracao
de suas aulas, que esses nimeros podem ser escritos na forma de fracdo , mas nio apresenta
a seus alunos como fazer essa transformacgdo. Essa metodologia deve ser repensada, nds
como professores de matemdtica, devemos deixar de dar importacia a aplicagcdo de regras, e
passarmos a mostrar aos nosso alunos como chegar a um resultado esperado.

Antes de trabalharmos os conceitos de segmentos comensuraveis e de segmentos in-
comensuraveis, ¢ importante ensinar os aluno a utilizarem o compasso para o estudos de
segmentos comensurdveis e segmentos incomensurdveis. também € importante que o aluno
conheca os conceitos basicos de fatoracdo de um ndmero, assim, poder usa-lo de forma cor-
reta no estudo de transformacgdo de dizimas periddicas simples e dizimas periddicas na sua
forma de fragdo. Por isso, é adequado que o estudo dos mesmos seja somente a partir do 1°
ano do Ensino Médio, de preferéncia junto com o estudo dos conceito de nimeros racionais
e irracionais.

Pretendemos que este TCC possa contribuir para que o ensino aprendizagem de seg-
mentos comensurdveis, segmentos incomensuraveis, dentro do conceito de nimeros racio-
nais e irracionais e também pretendemos que o ensino aprendizagem de expressoes decimais
finitas e infinitas e periddicas, no que se refere a transformacdo em sua forma de fragdo, se

transforme em algo mais presente no Ensino Médio. Também esperamos que este trabalho
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seja util, que incentive professores do Ensino Médio para se aprimorarem nesse estudo, e

que possam levar esses conhecimentos para a sala de aula.
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Apéndice A
Algumas Definicoes e Teoremas

Neste Apéndice estdo apresentadas algumas defini¢des e teoremas, que dao embasa-

mento para a demonstracdo de alguns teoremas apresentados no TCC.

A.1 Principio da boa ordenacao

Todo subconjunto ndo vazio de nimeros naturais possui um menor elemento.[7]
Demonstracao:

Seja S um subconjunto ndo vazio de N , entdo existe a € N, tal que para todo n € S,
a < n. Inicialmente vamos mostrar a unicidade desse menor elemento.

Suponha que existam a e @’ menores elementos de S, entdo a < a’ e a’ < a, o que
implica que a = @’. Logo, se um subconjunto possui um menor elemento, esse elemento é
Unico.

Agora, vamos mostrar que todo subconjunto ndo vazio de nimeros naturais possui um
menor elemento. Essa demonstracdo serd realizada por reducao ao absurdo.

Tome S um subconjunto nao vazio de N e, suponha por absurdo que S ndo possui um
menor elemento, devo mostrar que S # &, contradizendo a hipétese.

Agora tome X outro conjunto formado por nimeros naturais, tais que cada elemento
n € X ndo pertenca a S, ou seja, X € um conjunto complementar de S. Devo mostrar que
X = N. Essa demonstragdo serd feita por indugdo.

Seja 0 < n para todo n € X, logo, 0 € X e 0 ¢ S, pois, caso contrdrio, seria menor
elemento de S, o que seria uma contradi¢do. Para todo n € X, temos n ¢ S.

Vamos mostrar que para n+ 1 € X, também seja valido.

De fato, sen+1 € §, entdo n+ 1 seria o seu menor elemento, contradizendo a hipétese,
portanto, n+ 1 € X, assim por inducdo finita, segue que X = N, o que nos leva a concluir que
S=0.

0
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A.2 Definicao 1

(Divisibilidade) Dados dois nimeros a,b € N, com b # 0. Dizemos que b divide a,
escrevemos b | a, quando existir p € N, tal que a = bq. Isto equivale a afirmar: que b é
divisor de a, ou que a € maltiplo de b.[7]

A.3 Definicao 2

Dados dois niimeros a,b € N, com a e b # 0. Dizemos que o nimero natural ndo nulo

d é divisor comum de ae b, sed |aed | b.[7]

A.4 Definicao 3

Diremos que d € maximo divisor comum (mdc) de a e b, se ele possuir as seguintes
propriedades:

d é divisor comum de a € b;

d € divisivel por todo divisor comum de a e b.

O mdc, quando existir, serd denotado por (a,b) ou (b,a), ja que (a,b) = (b,a).[7]

A.5 Algoritmo de Euclides

Sejam a e b dois nimeros naturais com 0 < a < b, entdo existem dois Gnicos ndmeros
naturais g e r tais que b = aq+r, com r < a[7].

Demonstracao:

Dados a,b € N, com a < b.

Sea=1,a=boua|b,entio (a,b) = a.

Agora, supondo que 1 < a < b e que a ndo divida b, ou seja a { b. Pela divisdo euclidi-
ana, podemos escrever b = a.q; +ry, com r; < a.

Se r; divide a, entdo:r; = (a,r) = (a,aq — b) = (a,b), e termina o algoritmo.

Se r; ndo divide a, entdo: a = rjga +r> com rp < r;. Veja que para este caso temos
duas possibilidades, ou seja:

Se rp divide ry, entdo: r, = (r2,r1) = (r1,a—r1q2) = (r1,a) = (b—aq,a) = (b,a) =
(a,b), e termina o algoritmo.

Se r; ndo divide ry, entdo: r| = rpq3 +r3 com r3 < rp. Observe que este procedimento
nao pode continuar infinitamente, pois se ele continuasse, terifamos uma sequéncia de nime-
ros naturais a > ry > rp > r3 > ... > rp, que niao possui um menor elemento, o que nao é
possivel pela propriedade da boa ordem. Logo, para algum »n € N, teremos r, dividindo um

Fnt1, 0 que implicaré r, = (a,b). O
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A.6 LEMA: Como dividir um segmento em n partes iguais

Demonstracao: Para dividir um segmento qualquer em n partes iguais, vamos utilizar ape-
nas um par de esquadros e um compasso.
Vamos dividir um segmento AB qualquer (Figura A.1) em n partes iguais.

Figura A.1: Segmento AB

Para isso, tracemos uma semirreta qualquer AX, formando um angulo menor do que
90° com o segmento AB( Figura A.2 abaixo). Sobre semirreta AX marcaremos, com o auxilio

de um compasso, n segmentoscongruentes de tamanho qualquer.

Figura A.2: Segmento AB e a semirreta AX

Para isso, fixe a ponta seca do compasso, no ponto A e com abertura qualquer trace
o ponto A1 na semirreta AX. Agora, fixe a ponta seca do compasso no ponto A; e, com a
mesma abertura que tragcou o segmento AAj, trace o ponto A;. Repita o mesmo processo até
tracar o ponto A,, dessa forma tracamos os segmentos iguais AA{, A1A3 ,..., A,—14,.

88



Figura A.3: n segmentos congruentes na semirreta AX

Agora, com o auxilio dos esquadros, ligue o ponto A, ao ponto B, tracando assim o
segmento A,B.

Ainda com o auxilio dos esquadros, trace paralelas ao segmento A, B, passando pelos
demais pontos A;,com 1 <i<n—1.

R

Figura A.4: Divisdo do segmento AB em n segmentos iguais

A interseccao das retas paralelas com o segmento AB, determinard sobre o segmento
AB os pontos By,B3, B3, ...,B,_1, que dividirdo o segmento AB em n partes. Veja Figura A.5:

Agora, vamos mostrar que essas n partes em que o segmento AB foi dividido sao iguais.

Dizemos que dois tridngulos sdo semelhantes quando existe uma correspondéncia biu-
nivoca entre os vértices de um e de outro tridngulo, de modo que os angulos em vértices
correspondentes sejam iguais e a razao entre os comprimentos de lados correspondentes seja
sempre a mesma (Figura A.5). Utilizamos a notacdo "~"para dizer que dois triangulos sao
semelhantes.

Veja que os tridngulos AA;B;, com 1 <i<n—1 e o tridngulo AA,B sdo semelhantes
com a correspondéncia de vértices A <+ A, A;j <> A, e Bi<> B, com 1 <i<necoma

correspondéncia de angulos A+ A,Ai > ff,, e B; & B, pois a reta A, B € paralela a cada uma
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Figura A.5: Segmentos AB; = BB, =... =B, 1B,

das retas A;B; .

Assim, existe k, tal que:

AB; AA; BiA;
AB ~ AA, AB
Vamos mostrar que AB| = B1B; = ... = B,_ B, por indugio finita Vn € N.
Para nosso propdsito, chame o ponto B, de B, ou seja, B = B,,.

Para n = 2, veja que os tridngulos AA| B ~ AA> P, pela correspondéncia dos vértices
A+ A A < Ay e By < B, dai segue que:

AA;  AB
AA>,  AB,
Como AA; = AA| +A 1Ay e ABy, = AB + B1B; Segue que

AA; AB
AA|+A 1A, n AB| +B B>

Mas ainda, como AA| = A A; por construcdo, entio:

AA;  ABy
2AA, AB|+B|B;

1 AB
2 AB|+ B1B>

AB;+ BB, = 2AB;
Portanto,
AB| = BB,
Agora, suponha que vale para n — 1, ou seja:

ABy =B{By=...= B, 2B, i (A.1)

Vamos mostra que vale Vn € N, ou seja, vamos mostrar que :
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AB; =B\By = ...= B, 1B,

Como
AA;  ABy
AAn  AB,
E sabendo que: AA,, = AA| +A1A2+ ...+ A, 1A, eque: AB, =AB1+BBy+...+B,_ 1By,
dai segue que
AA] . ABI
AA| +A Ay + ... +A,_ 1A, N AB|+B|By+...+B,,_1B,
Mas ainda, como AA| = A1A; = ... = A, 1A, por construcdo, entio:
AAp ABj
nAA,  AB|+AB;+BBy+...+ B, 1B,
AB
= ! (A.2)
n AB{+BiBy+..+B, 2B, 1+B,_1B,
Por (A.1) temos:
AB;+BBy+...+B,,_ 7B, :(n—l)A31 (A.3)
Substituindo (A.3) em (A.2), obtemos:
AB
- ! (A.4)
n (I’l — I)ABl +B,_1B,
de (A.4), obtemos:
nAB| = (n— 1)A31 +B,_1B, (A.5)
Subtraindo (n — 1)AB; em ambos os lados de (A.5), obtemos:
l’lABl — (l’l — 1)ABl = anan
Portanto: ABy = B,,_1B,
Assim, pelo principio da indugdo finita AB; = B{By = ... = B,,_1B,, Vn € N, com
n>2.
O

A demonstracdo acima estd baseada em uma demonstracao que pode ser encontrada

em [3]
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A.7 Formula da soma dos n primeiros termos de uma pro-

gressao geométrica

A soma dos n primeiros termos de uma progressao geométrica (a,) de razdo g # 1 é

1_ n
l—gq
Demonstracao:
Ss=a1+a+az+...+a,_1+a, (A.6)

Multiplicando ambos os lados de (A.6) pela razdo da progressdao geométrica ¢, obte-

mos:

qSp = aiqg+axq+azq+...+ap_1q+anq

qSp=ax+az+...+a,+ a1

an = Sn +apr1 —ag

an —8n = ap+1 —aj (A7)
Como termo geral da progressdo geométrica é a, = a;¢"~!, entdo
a1 = a1q" (A.8)

Substituindo (A.8) em (A.7), obtemos

Spn—qSp=a; _alqn

Isto €,

e, finalmente
(1-¢")

(1-9)
Demonstra¢ao baseada em uma demonstragdo encontrada em [6]
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Observacdo A.1 Nas progressoes geométricas em que |q| < 1, a soma dos n primeiros ter-

mos tem um limite finito quando n — . Como nesse caso lim ¢" = 0 temos
n—soo

o (1-0)
A5 = a1 (1-q)
isto é,
lim S, = —1

e (1)
Observagdo retirada de [6]
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Apéndice B
Anexos 1

Neste Apéndice, vamos apresentar as respostas de 4 alunos as atividades aplicadas em
sala de aula. Cada aluno serd identificado por: Aluno 1, Aluno 2, Aluno 3 e Aluno 4.

Atividades

1. Dados dois segmentos AB e CD = i. Vamos verificar s esses dois segmentos possucm
uma medida de segmento comum, utilizando apenas uma régua nio graduada e um
compasso. Os dois segmentos AB e CD, esto representados na figura 1 abaixos

Figura I: Segmentos AB e CD
Siga os passos a seguir:

e Com um compasso, vamos medir o segmento menor CD. Inicialmente, coloque
a ponta fixa do compasso no ponto C e abra-o até o ponto D.

e Depois, fixe 0 compasso no ponto A, com abertura medindo CD e marque um
ponto £ sobre o segmento AB ( Veja que AE=CD).

# Repita o passo anterior, o nimero de vezes que forem possiveis marcar segmentos
de medida CD sobre o segmento AB.

(a) O segmento CD coube um niimero inteiro de vezes no segmento AB? & 4o <

J

(b) Dado o segmento EF (figura 22 seguir) verifique se ele cabe um nimero inteiro
de vezes no segmento AB ¢ um nimero inteiro de vezes no segmento CD.

EE ol i B I

i ah i

Figura B.1: Respostas das atividades do Aluno 1
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[ef )
-———-?————
E F
T

Figura 2: Segmentos AB, CD e EF

2. Seguindo 0s mesmos passos propostos na questio anterior, verifique se os segmentos
AB e CD. possuem uma medida de segmento comum. Veja na figura 3 abaixo
a representacdo dos segmentos AB e CD .

¢ e H
e

“r= [T]
-
o
o]

o

R L
Figura 3: Segmentos AB e CD

@) O segﬁﬁggo CD coube um nidmero inteiro de vezes no segmento AB? ) { ;_"w._',_],j

>

e seguindo 0s mesmos passos propostos na  questic 1, verifique se o seg-
mento H B que sobrou no segmento AB, cabe um niimero inteiro de vezes no
segmento CD.

q ] H 7 3 P eo-
(b) O segmento H B caubcr !‘_J.m nﬁlmpm inteiro de vezes no segmento CD. € no seg
THETIRO AR =eEms T Rl St o it 2 L ST =

Crodic mS s, s S . AR EAND D41
(c) O que podemos afirmar em relagio segmento AB ¢ CD?

A s o |\

3. Verifique se o segmento AB de medida +/2 cabe um nimero inteiro de vezes no seg-
mento CD de medida 2v/2. Os segmentos AB e CD, estio representados na figura 4

Figura B.2: Respostas das atividades do Aluno 1
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N

Figura 4: Segmentos AB e CD

==

2)O segmento de medida /2 coube um niimero inteiro de vezes no segmento de me-
dida 2v/2? Sarny duo E DO

S

b)O que podemos concluir em relagdo aos segmentos AB e CD, de medidas respectivas,

Definicio 0.1 Dizemos que dois segmentos, digamos os segmentos AB e CD sdo co-
mensurdveis, se existir um terceiro segmento, que cabe wm nimero infeiro n de vezes

no segmento AB e wn mimero infeiro m de vezes no segmento CD.

4. Dado um circulo € = 2mr de didmetro AB = 2r, representa na figura 5 abaixo:

Figura 5: Circulo de centro C

Figura B.3: Respostas das atividades do Aluno 1
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Cortando o circulo no ponto A, obteremos o segmento AA |, que representa seu com-
primento. Veja figura 6 a seguir, o segmento AA; que representa o comprimento do
circulo e 0 segmento AB que representa didmetro .

o= O\
oy
abeiT\

Figura 6: Comprimento AA| e diamentro AB

Verifique se os segmentos AA| e AB, represemddm na hgum acima, sio comensuri-

veis. ul-J g odany  LoryaRUouan sl g it

Definigdo 0.2 Dizemos que dois segmentos, digamos os segmentos AB e CD sdo inco-
mensurdvels, quando ndo for possivel encontrar um terceiro segmento, que cabe uin
nimero inteiro n de vezes no segmento AB e um niimero inteiro m de vezes no segmento

G

5. Sem realizar a divisio entre o numerador e o denominador, verifique se as fracoes ir-
redutiveis abaixo, possuem representagdo decimal finita ou infinita e periddica, apenas
trabalhando com o denominador.

7\?3 gufio. ke
J*‘ag- B § /_;l\u;o

b) 6 ‘j'q’j ): uuf\l\ css
782 -
L)m : z’(’:’ g A_%Lﬁ\l-j‘m
2733 A i A

5o 500 %7%5 j 53 \ 3o D

31 33 d
iz A .% )

L J'q“ \-!WJF‘\\J—\:D

6. Calcule as operagOes entre as dizimas periGdicas abaixo:
4) 0.777... + 0.24333... ;
B)0:252525.. X 02333,
©)0,42743743... = 0,2525...
d)0,7454545... - 0.4526363...

Figura B.4: Respostas das atividades do Aluno 1
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Figura B.5: Respostas das atividades do Aluno 1
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Atividades

I. Dados dois segmentos AB e CD = . Vamos verificar se esses dois segmentos possuem
uma medida de segmento comum, utilizando apenas uma régua nio graduada e um
compasso. Os dois segmentos AB e CD, estio representados na figura | abaixo:

- | L s | =

Figura 1: Segmentos AB ¢ CD

Siga 0s passos a seguir:

e Com um compasso, vamos medir o segmento menor CD. Inicialmente, coloque
a ponta fixa do compasso no ponto C ¢ abra-o até o ponto ).

¢ Depois, fixe o compasso no ponto A, com abertura medindo CD e marque um
ponto £ sobre o segmento AB ( Veja que AE=CD).

= Repita o passo anterior, o nimero de vezes que forem possiveis marcar segmentos
de medida CD sobre o segmento AB.

(a) OC W Lgbeu 1 nimero mtelroﬁ?ﬁvezes no segmento AB?
7 fa : %:f

(b) Dado o segmento (figura 2 aba:xo) verihque se ele cabe um mimero inteiro
de vezes no qeﬁ mento AB e um niimero inteiro de vezes no scgmenm €D,

EE waule J0ndagom AR @ orm (Ducsulse & nggeo.
AB=)0EF o CD= 2EF

Figura B.6: Respostas das atividades do Aluno 2
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Figura 2: Segmentos AB, CDe EF

2. Seguindo 0s mesmos passos Propostos na questdo anterior, verifique se os segmenltos
AB e CD, possuem uma medida de segmento comum. Veja na figura 3 na pagina
seguinte, a representa¢io dos segmentos AB e CD .

Figura 3: Segmentos AB e CD

(a) O s§m to CD Wbe um nimero inteiro de vezes no segmento AB? MB

§mos passos propostos na questdo |, verifique se o seg-
mento HB que sobrou no segmento AB, cabe um niimero inteiro de vezes no
segmento CD.

{b) O segmento H B coube um nimero inteiro de vezes no segmenio CHD? e no seg-
geno s S MBSl m A® 9 g g om Coumlx
(e O qué(m%emm afirmar em relacio segmento AB e CD?

AB @l D & J3 MBomuenuma

3. Verifique se o s¢ mento AB de medida /2 cabe um nimero inteiro de vezes no seg-
mento CD de medida 2+/2. Os segmentos AB e CD, estio representados na figura 4

Figura B.7: Respostas das atividades do Aluno 2
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Figura 4: Segmentos AB € CD
)0 segmento de medida /2 coube um ndmero inteiro de vezes no segmento de me-
dida 2v/2?
b)O que podemos concluir em relagio aos segmentos AB e CD, de medidas respectivas,

V2 e 24/27

Defini¢io 0.1 Dizemos que dois segmentos, digamos os segmenios AB e CD sdo co-
mensurdveis, se existir win terceiro segmento, que cabe wm numere inteiro n de vezes

no segmento AB e um nimero inteiro m de vezes no segmento CD.

4. Dado um circulo C = 27r de didmetro AB = 2r, representa na figura 5 abaixo:

Figura 5: Circulo de centro C

Figura B.8: Respostas das atividades do Aluno 2
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Cortando o circulo no ponto A, obteremos o segmento AA|, que representa seu com-
primento. Veja figura 6 a seguir, o segmento A4 que representa o comprimento do
circulo ¢ 0 segmento AB que representa didmetro .

A I

il A1

e

A b prdogoce b B

Figura 6: Comprimento AA; e diamentro AB

Verifique se os segmentos AA| e AB, representados na figura acima, sio comensuri-
pi

veis. MUY oo gyl -

Definicao 0.2 Dizemos que dois segmentos, digamos os segmentos AB e CD sdo inco-

mensurdveis, quando ndo for possivel encontrar um terceiro segmento, que cabe um

mimero inteiro n de vezes no segmento AB e um niimero inteiro m de vezes no segmento
cD;

- Sem realizar a divisdo entre o numerador e o denominador, verifique se as fraces ir-

redutiveis abaixo, possuem representagio decimal finita ou infinita e periodica, apenas
trabalhando com o denominador.

o B=99= Pmidle

)82 6}0‘ = 01

e Wt
5)%&“‘-?1/%

. Calcule as operagdes entre as dizimas periddicas abaixo:

a) 0,777... +0,24333... . %‘ + 243 =2l - 300 +219
b)0,252525... % 0,2333... _ 0o 300
)28 % o 2 e
€)0,42743743... =+ 0,2525... = 290 - K
: T e

)0,7454545 .. - 0 4526363, B 8

Figura B.9: Respostas das atividades do Aluno 2
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Atividades

- Dados dois segmentos AB € CD = 1. Vamos verificar se esses dois segmenlos possucm
uma medida de segmento comum, utilizando apenas uma régua nio graduada e um
compasso. Os dois segmentos AR e CD, estdo representados na figura 1 abaixo:

A ‘ ; B

L
"
)
ik
B

Figura 1: Segmentos AB e CD

Siga os passos a seguir:

e Com um compasso, vamos medir o segmento menor CD. Inicialmente, coloque

a ponta fixa do compasso no ponto C e abra-o até o ponto 1.

e Depois, fixe o compzsso no ponto A, com abertura medindo €I e marque um
ponto E sobre o segmento AB ( Veja que AE=CD).

e Repita 0 passo anterior, o niimero de vezes que forem possiveis marcar segmentos
de medida CD sobre o segmento AB.

(a) O segmento CD coube um niimero inteiro de vezes no segmento AB? deani

NVPTE o f ALA ¢ A

(b) Dado'o Jségmentd.EF (figura 2 abaixo), ve

de vezes no segmento AB e um nimero inteiro de vezes no segmento CD.

rifique se ele cabe um nimero inteiro

Figura B.10: Respostas das atividades do Aluno 3
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D‘-u—:‘fﬂ-—--—q
=l
=

Figura 2: Segmentos AB, CD ¢ EF

2. Seguindo os mesmos passos proposios na questdo anterior, verifique se os segmentos
AB e CD, possuem uma medida de segmento comum. Veja na figura 3 na pdgina
seguinte, a representa¢io dos segmentos AR e CD .

A el 1, 1B
Gy
! .'

Figura 3: Segmentos AB ¢ CD

i
73
L

(a) O segmento CD coube um niimero inteito de vezes no segmento AB?
e seguindo os (ncsmos Passos propostos na questio

1, verifique se o seg-
mento H B que sobrou no segmento AB, cabe um nimero inteiro de vezes no
segmento CD.

(b) O segmento B8 coube um mimero inteiro de vezes no segmento CD? e no seg-
9 R / -
mente AB? 4, Rl e

{¢) O que podemos afirmar em relagio segmento AB e CD?

; th
JeL

{

L

/

v
S

Lk : St ; s

3. Verifique se o segmento AB de medida /2 cabe um ndmero inteiro de vezes no seg-

mento CD de medida 24/2. Os segmentos AB e CD, estdo representados na figura 4

Figura B.11: Respostas das atividades do Aluno 3
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Figura 4: Segmentos AB e CD

a)0 segmento de medida +/2 coube um ndmero inteiro de vezes no segmento de me-
dida 2v2? /.,

b)O que podemos coneluir em relagio aos segmentos AB e CD, de medidas respectivas,
\f2 = 2\/5? ";21 .‘7/.“%1 '.‘-'él’éﬁm

~

T :
/”//_47 { Ao Al

Definicao 0.1 Dizemos que dois segmentos, digamos os segmenios AB e CD sio co-
mensurdveis, se exisiir um terceiro segmento, que cabe wm niimero inteiro n de vezes

no segmento AB e um nifmero inteiro m de vezes no segmento CD.

4. Dado um circulo C = 277 de didmetro AB = 2r, representa na figura 3 abaixo:

Figura 5: Circulo de centro C

Figura B.12: Respostas das atividades do Aluno 3
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Cortando o circulo no ponto A, obteremos o segmento AA;, que representa seu com-
primento. Veja figura 6 a seguir, o segmento AA| que representa o comprimento do
circulo e o segmento AB que representa didmetro .

F O e e e T e ; 5
& QEF Gh U &

Figura 6: Comprimento AA; e diamentro AB

Verifique se os segmentos AA; e AB, representados na figura acima, sio comensurd-
i A " AFE . ) »77 ol , — _PE
veis. b (W 7/ id? A g R =

Defini¢do 0.2 Dizemos gue dois segmentos, digamos os segmentos AB e C1) sdo inco-
mensurdveis, quando ndo for possivel encontrar wm terceiro segmento, que cabe um
mimero inteiro n de vezes no segmento AB e um nimero inteiro m de vezes no segmento
CD.

5. Sem realizar a divisdio entre o numerador & o denominador, verifique se as fracoes ir-
redutiveis abaixo, possuem representagdo decimal finita ou infinita e periddica, apenas
trabalhando com o denorminador.

a)% .j = V{ ;Vv"‘,;;f, 3
gl B
C)% b -“ /: J-V/,,;'jlﬂ

g an A
SE B e :

6. Calcule as operagoes entre as aizimas periGdicas abaixo:
a) 0,777... + 0,24333... :
00252525 > 02333
€)0,42743743... + 0,2525..
d)0,7454545... - 0,4526363...

Figura B.13: Respostas das atividades do Aluno 3
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Atividades

1. Dados dois segmentos AB e C12 = u. Vamos verificar se esses dois segmentos possuem
uma medida de segmento comum, utilizando apenas uma résua nio graduada e um
compasso. Os dois segmentos AB e CD, estio representados na figura | abaixa:

A B
C D
PuE—

Figura 1: Segmentos AB e CD

Siga os passos a seguir:

e Com um compasso, vamos medir o segmento menor CIJ. Inicialmente, coloque
a ponta fixa do compasse no ponto C e abra-o até o ponto D.

e Depois, fixe o compasso no ponto 4, com abertura medindo CD ¢ marque um
ponto £ sobre o segmento AB ( Veja que AE=CD).

e Repita o passo anterior. o nimero de vezes que foremn possiveis marcar segmentos
de medida CD sobre o segmento AB.

2500 X 4 3y A2
(b) Dado o segmento £F (figura 2 abaixo), verifique se el&:%unﬁ:{umc mnieiro

de vezes no segmento AB e um ndmero inteiro de vezes no segmento CI.

or Ceodet d apn cady seayamd

v Couds 30Ms jasm AN
=3 OS{,&K_Q &j\ﬂ{‘) A b

(a) O segmenta €D coube um ndmero inteiro dg vezes no seamento AB? Q@)&SUL L0
Shen AG T ESUSLT

Figura B.14: Respostas das atividades do Aluno 4
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Figura 2: Segmentos AB, CD e EF

2. Seguindo os mesmes passos propostos na questdo anterior, verifique sc 0s segmentos
AB e CD, possuem uma medida de segmento comum. Veja na figura 3 na pdgina
seguinte, a representacio dos segmentos AB e CD .

Figura 3: Segmentos ABe CD

(a) O segmenpto CD coube um mimero inteiro de vezes no segmento ARB?
v B
e seguindo os mesmos passos propostos na questdo 1. verifique se o seg-
mento /B que sobrou no segmento AB. cabe um niimero inteiro de vezes no
segmento CD. ,

(b) O segmento HB coube uin niimero inteiro de vezes no segmento CO? e no seg-

mento AB? J,‘\@ qgHB

-
(c) O que podemos afirmar em reldgao segmento AB e CD? Q ’N r
¥S/an @\;OJ\QHN(* VI I mywm He
3 Vcr;hquc sc 0 s2gmento AB de medida /2 cabe um nimerc inteiro de vezes no seg-

mento CD de medida 2v/2. Os segmentos AB e CD, estao representados na figura 4

Figura B.15: Respostas das atividades do Aluno 4
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Figura 4 Segméntos ABeCD

a)0 segmento de medida +/2 coube um nimero inteiro de vezes no segmento de me-

dida2va?  CD =0 A e

b)O que podemos concluir em relacio acs segmentos AB e CD, de medidas respectivas,

V2 e 2v/2?

Definigiio 0.1 Dizemaos que dois segmentos, digamos os segmentos AB e CD sdo co-
mensurdveis, se existir um terceiro segmento, que cabe wm niimeroe inteiro n de vezes
no segmento AB ¢ um niimero inteiro m de vezes no segmento CD.

4. Dado um circulo C = 277 de didmetro AB = 2r, representa na figura 5 abaixo:

Figuora 5: Circulo de centro C

Figura B.16: Respostas das atividades do Aluno 4
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. Caleule as operacdes entre as dizimas periddicas abaixo:

Cortando o circulo no ponto A, obteremos ¢ segmento AA|. que representa seu com-
primento. Veja figura 6 a seguir, 0 segmento AAj que representa o comprimento do
circulo e o segmento AB que representa didmetro .

@ < e
A e 4 _ s Ay
iy
e s =

Figura 6: Comprimento A4, e diamentro AB

Verifique se os segmentos AAy ¢ AB, representados na figura acima, sao comensura-

veis. -
rddower. Jore ;Yw JO@ duwo W

: P . oIS ol

Definicao 0.2 Dizemos que dois segmentos, diganmos os segmentos AB e CD sdo mnco-

mensurdveis, quando ndo for possivel encontrar um terceiro segmento, que cabe unm

ngimero inteiro n de vezes no segmenio AB e um nmimero inteiro m de vezes no segrmento

ch.

. Semn realizar a divisdo entre o numerador e 0 denominador. verifigue se as fragdes ir-

redutiveis abaixo, possuem representagdo decimal finita ou infinita e periddica, apenas

trabalhando com o denominador. d} 215 3
2= T fm 5 9 ben
% L ﬁmﬂ ulo G . éﬁ‘ﬂt)‘f(}

C):I"-;% = r‘leofl i

st '_-“/54 é,m'u.i&

500

e)% By 81(5 - e
2.3 Amprudo

5 - pvd s ot
wis? SRR+ Sl S Y oo N

a) 0777... +024883.. = O 10y 219 aq 20

Q g O
£)0.252525... x 0,2333... | o
OAZIATA... - 0,2525... — B 7ol AR

Qo0
)0.7454545... - 0,4526363... e
o 198 s US-) 4526 34 52
e Ao e e R — — 7‘:_‘_’:‘_

a qqo y A ‘),7-.3

Figura B.17: Respostas das atividades do Aluno 4
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Atividades

1. Dados dois segmentos AB e CD = u. Vamos verificar se esses dois segimentos possuem
uma medida de segmento comum, utilizando apenas uma régua ndo graduada e um
compasso. Os dois segmentos AB e CD, estdo representados na figura 1 abaixo:

A £ F &

i e
4 iy

Figura 1: Segmentos AB e CD

Siga os passos a seguir:

e Com um compasso, vamos medir o segmento menor CD. Iniciaimente, cologue
a ponta fixa do compasso no ponto C e abra-o alé o ponto D.

e Depois, fixe 0 compasso no ponto A, com abertura medindo CD e marque um
ponto £ sobre ¢ segmento AB { Veja que AE=CD).

e Repita o passo anterior, o niimero de vezes que forem possiveis marcar segmentos
de medida CD sobre o segmento AB.

(a) O segmento CD coube um nimero inteiro de vezes no segmento AR?

Suon Ul =
(b) Dado’o seg“m/entokEF (figura 2 abaixo), verifique se ele cabe um nimero inteiro

de vezes no segmento AB e um ndmero inteiro de vezes no segmento Ci).

Figura B.18: Respostas das atividades do Aluno 5
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AB=4D EF
i Di} EF

Figira 2: Segmentos AB, CNe £F

2. Seguindo 08 MESMOs PUSsOS Proposing fna ¢uestio anfenor, venfi

e &€ 08 segmentos

AR ¢ CI, possuem tma medida de segmenty comum. Vela na !

a 3 na pigina

seguinte, a representagio dos segmentos A

a3 Segmentos ABc (D

ARB?

(a) O segmeno (7 coube pm ndmero mis B VBZES NO : SEmer

s

L SR
& SEou1 GO 08 MSSL

WS

03 pASSHE PLoDUSIOS

i 3 \'/ fiss
:,‘iu(:kf‘.,'«\, LGS o ST E‘.quﬁ'. 82 O SER2-
mente (8 gue sobroa ne sepmenic 48, cabe um nimero wutelio de veres no

segmento O,

(b) O segmento HE coule um plmers mieirs de veres o segimanto C07 2 o seg-
) ! ~ |
mento AB? & o Vo E) D = B
2 (KN = LG = f

tey O gue podemos afimmar & relugdo segmento AB el

T HUB ke Gomawm o

3 Verifique se o segmenio A de medida 2 cabe om niimere eiro de vezes no seg-

mento CD de medida 2472, Os segmentos A5 e €5, e sepresentados na figurs +

{08

Figura B.19: Respostas das atividades do Aluno 5
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Apéndice C
Anexos 2

Neste Apéndice, vamos apresentar as respostas de 5 alunos as atividades aplicadas em
sala de aula. Cada aluno serd identificado por: Aluno 5, Aluno 6, Aluno 7 , Aluno 8 e Aluno
9.

Atividades

I. Dados dois segmentos AB e CD = 4. Vamos verificar se esses dois segmenlos possuem
uma medida de segmento comum, utilizando apenas uma régua nio graduada e um
compasso. Os dois segmentos AB e CD, estao representados na figura | abaixo:

A ’ F &

B

Figura 1: Segmentos AB e CD

Siga os passos a seguir:
e Com um compasso, vamos medir o segmento menor CD. Inicialmente, cologue
a ponta fixa do compasso no ponto C e abra-o até o ponto D.

e Depois, fixe o compasso no ponto A, com abertura medindo €1 e marque um
ponto £ sobre o segmenio AR ( Veja que AE=CD).

e Repita o passo anterior, o nimero de vezes que forem possiveis marcar segmentos
de medidz CD sobre o segmento AB.

(a) O segmento CD coube um niimero inteiro de vezes no segmento AB?

ANV :_(.—'iur.,‘~ % Y o= B 3 k
(b} Trado o segmento £F (figura 2 abaixo), verifique se ele cabe um ndmero inteiro
de vezes no segmento AB e um nimero inteiro de vezes no segmento CD.

Figura C.1: Respostas das atividades do Aluno 5
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AB=4D EF
i Di} EF

Figira 2: Segmentos AB, CNe £F

2. Seguindo 08 MESMOs PUSsOS Proposing fna ¢uestio anfenor, venfi

e &€ 08 segmentos

AR ¢ CI, possuem tma medida de segmenty comum. Vela na !

a 3 na pigina

seguinte, a representagio dos segmentos A

a3 Segmentos ABc (D

ARB?

(a) O segmeno (7 coube pm ndmero mis B VBZES NO : SEmer

s

L SR
® 520l KiG 08 MEest

A/

03 pASSHE PLoDUSIOS

i 3 \'/ fiss
:,‘iu(:kf‘.,'«\, LGS o ST E‘.quﬁ'. 82 O SER2-
mente (8 gue sobroa ne sepmenic 48, cabe um nimero wutelio de veres no

segmento O,
(b} U segmenie HA coube um plmerd
menio AB? & ) Q= '» E) 3 {D,_Q,_ HB
AN Lo =
tey O gue podemos afimmar & relugdo segmento AB el

T HUB ke Gomawm o

3 Verifique se o segmenio A de medida 2 cabe om niimere eiro de vezes no seg-

neirs de veres po segimanto C07 ¢ o seg-

mento CD de medida 2472, Os segmentos A5 e €5, e sepresentados na figurs +

{08

Figura C.2: Respostas das atividades do Aluno 5
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Figura 4: Segmentos AB e CD

2)0 segmento de medida /2 coube um niimero infeiro de vezes no segmento de me-
dida 2+/2? S AR PEHUUN v Sad YNLta o :
b)O que podemos concluir em relago aos segmentos AB e CD, de medidas respectivas,

\/i e 2\/5‘) 8}2_0}\ PL'-E}-'E\.,-‘}_L“J, 0. YOO o = (=

Definigio 0.1 Dizemos que dois segmentos, digamos os segmenios AB ¢ CD sdo co-

mensurdveis, se existir um terceiro segmenio, que cabe wm nimero inteiro n de vezes

no segmento AB e um niimero inteiro m de vezes no segmento CD.

4. Dado um circulo C = 27r de didmetro AB = 2r, representa na figura 5 abaixo:

Figura 5: Circulo de centro C

Figura C.3: Respostas das atividades do Aluno 5
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Cortando o circulo no ponto A, obteremos o segmento AA|, que representa seu com-
primento. Veja figura 6 a seguir, o segmento A4 que representa o comprimento do
cfrculo e o segmento AB que representa didmetro .

- D =

Figura 6: Comprimento AA,| e diamentro AB

Verifique se os segmentos AA; e AB, representados na figura acima, siio comensuri-
s NMOO DD . CoOrt el dosimes

- JaBrrayifos . . -
Definicao 0.2%Dizemos que dois segmenios, digamos os segmentos AB ¢ CD sio inco-
mensurdveis, quando ndo for possivel encontrar um terceiro segmento, que cabe um

niinero inteiro n de vezes no segmento AB e wm niimero inteiro m de vezes no segmento
CD.

- Sem realizar a divisdo entre ¢ numerador e o denominador, verifique se as fracoes ir-
redutiveis abaixo, possuem representacio decimal finita ou infinita e periddica, apenas
trabalhando com o denominado@ { 3 4 \
-

A AREE
s N ] o :
DB Y +o :

o

XY

b)ﬂgj_ L] ;;’__ \7!»1 [ A
782 -
)iz
V875374
) 50048275

843 .
e)wé“ R

g Ca]ctile as operagiﬁes entre as dizimas periddicas abaixo:
a) 0,777... +0,24333...

b)(:252525... % 0.2333:.,

c)0,42743743... = 0,2525...

d)0,7454545... - 0,4526363...

Figura C.4: Respostas das atividades do Aluno 5
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Atividades

I. Dados dois segmentos AB e CDD — u. Vamos verificar s¢ esses dois segmentos possucm
uma medida de segmento comum, utilizando apenas uma régua ndo graduada e um
compasso. Os dois segmentos AB e CD, estiio representados na figura | abaixo:

£ 2 G H
5 \ | | 3 B
\ \ \
@ D

Figura 1: Segmentos AB e CD
Siga os passos a seguir:
e Com um compasso, vamos medir o segmento menor CD. Inicialmente. cologue

a ponta fixa do compasso no ponto C e abra-o até o ponto 1.

e Depois, fixe o compasso no ponto A, com abertura medindo CD e marque um
ponto £ sobre o segmento AB ( Veja que AE=CD).

e Repita o passo anterior, o niimero de vezes que forem possiveis marcar segmentos
de medida CD sobre o segmento AB.

(a) O segmento CD coube um niimero inteiro,de vezes no segmento AB?

. 3] rbe?m 1w A B i
(b) Dado o segmento EF (figura Z abaixo), verifique se ele cabe um nimero inteiro
de vezes no segmento AB e um nimero inteiro de vezes no segmento 1.

Figura C.5: Respostas das atividades do Aluno 6
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-
Figura 2: Segmentos AB, CD e EF

2. Seguindo 0s mesmos passos propostos na questdo anterior, verifique se os segmentos
AB e CD. possuem uma medida de segmento comum. Veja na figura 3 na pégina
seguinte, a representacio dos segmentos AB e CD .

Figura 3: Segmentos AB e CD

(a) O segmento CD coube um niimero inteiro de vezes no segmento AB?

e scguindo os mesmos passos propostos na questdo 1, verifique se o seg-
mento HB que sobrou no segmento AB, cabe um niimero inteiro de vezes no
segmento CD.

(b) O segmento HB coube um nimero inteiro de vezes no segmento CD? e no seg-
mento AB?

(c) O que podemos afirmar em relagéio segmento AB e CD*?

3. Verifique se o segmento AB de medida +/2 cabe um ndmero inteiro de vezes no seg-
mento CD de medida 2/2. Os segmentos AB e CD, estdo representados na figura 4

Figura C.6: Respostas das atividades do Aluno 6
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Figura 4: Segmentos AB e CD

)0 segmente de medida +/2 coube um niimero inteiro de vezes no segmento de me-

dida 2+/27 6_!-"!'»0 qul:{ ,;1

b)O que podemos concluir em relagio aos segrrrlljé%? AB e CD, de medidas respeclivas
De oy
V2e2V2 (_":qu TJ/W\ s GGt T Qﬁ

Definicio 0.1 Dizemos que dois segmentos, digamos os segmentos AB ¢ CD sdo co-

"

mensurdveis, se existir um terceiro segmento, que cabe um nimero inteiro n de vezes

no segmento AB e um mimero inteiro m de vezes no segmernto C1).

4. Dado um circulo C = 277 de didmetro AB = 2r, representa na figura 5 abaixo:

Figura 5: Circulo de centro C

Figura C.7: Respostas das atividades do Aluno 6
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Cortando o circulo no ponto A, obteremos o segmento AA |, gue representa seu com-
primento. Veja figura 6 a seguir, o segmento AA| que representa © comprimento do

circulo e o segmento AB que representa didmetro .

Figura 6: Comprimento A4, e diamentro AB

Verifique se os scgmentos AA; e AB. representados na figura acima. sdo comensurd-

e 2 g _)349&2'\-&

Naw , oo E)Wu
Definiciio 0.2 Dizemos gue dois segmentos, digamos 05 Segmentos AB ¢ CD sdo inco-
mensurdveis, quando ndo for possivel encontrar um lerceiro segmento, que cabe wum

niimero inteiro n de vezes no segmento AB e um niimero inteiro m de vezes no segmento

CD.

5. Sem realizar a divisdo entre o numerador e o denominador, verifique se as fracoes ir-
redutiveis abaixo, possuem representacio decimal finita ou infinita e periddica, apenas

trabalhando com o denominador.

=7

6. Calcule ds dperagdes entre as dizimas periddicas abaixo:

2) 0,777... +0,24333...
)0,252525... x 0.2333...

€)0,42743743... = 0,2525... f
d)0,7454545... - 0,4526363... f‘

= %149”3 I00+2 19 = 94g /
o 900 g o /
Lok 54 0o |
95 L_ "9 25 4
€ 1320 e 9
, fan _UYyro x 99 = 422330
99900 ¥ “ghgen IS 3 ed500

Figura C.8: Respostas das atividades do Aluno 6
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Atividades

I. Dados dois segmentos AB e CD = u. Vamos verificar se esses dois segmentos possuem
uma medida de segmento comum, utilizando apenas uma régua nio graduada e um
compasso. Os dois segmentos AB e CD, estiio representados na figura 1 abaixo:

. \ | G{ \ B
{ I \ \

C D

Figura 1: Segmentos AB e CD
Siga os passos a seguir:
e Com um compasso, vamos medir o segmento menor CD. Inicialmente, coloque
a ponta fixa do compasso no ponto C e abra-o até o ponto D.
= Depois, fixe 0 compassa no ponto A, com abertura medindo CD e marque um

ponto £ sme(gmemo AB ( Veja que AE=CD).

. : MDY e
= Repita o passo anterior, 0 nimero de vezes que forem possiveis marcar segmentos
de medida CD sobre o segmento AB.

(a) O segmento CD coube um nimero inteiro de vezes no segmento AB? &) lw

(b) Dado o segmento EF (figura 2 abaixo), verifique se Ble cabe fim ntimero inteiro

de vezes no segmento AB e um nimero inteiro de vezes no segmento CD.

Figura C.9: Respostas das atividades do Aluno 7
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Figura 2: Segmentos AB, CD e EF

2. Seguindo 0s mesmos passos propostos na questio anterior, verifigue sc os segmentos
AB e CD, possuem uma medida de segmento comum.
Veja na figura 3, a representacfo dos segmentos AB e CD .

Figura 3: Segmentos AB e CD

(2) O segmento CD coube um niimero inteiro de vezes no segmento AB? G

® seguindo 0S8 MESMOs Passos propostos na questdao 1, verifique se o seg-
mento H B que sobrou no segmento AB, cabe um niimero inteiro de vezes no
segmento CD.

(b) O segmento 4B coube um nimero inteiro de vezes no segmento CD? ¢ no seg-
mento AB?

{c) O que podemos afirmar em relagio segmento AB e CIX?

3. Verifique se o scgmento AB de medida /2 cabe um nimero inteiro de vezes no seg-
mento CD de medida 2v/2. Os segmentos AB e CD, estdo representados na figura 4

Figura C.10: Respostas das atividades do Aluno 7

122



-

Figura 4: Segmentos ABe CD

2)0 segmento de medida +/2 coube um nimero inteiro de vezes no segmento de me-

dida 2+/2? CA»J\‘R\ e W‘M“ﬁ'@ m M& vdxw@n NQJ‘YVU

b)O que poedemos concluir em relagdo aos segmentos A e C1, de medidas respectivas,
e ' M\.Léx ‘
Qrm | et L.

Defini¢io 0.1 Dizemos que dois segmentos, digamos os segmentos AB e CD sio co-
mensurdveis, se existir um terceiro segmento, que cabe um mimero inteiro n de vezes

no segmento AB e um nimero inteiro m de vezes no segmento CD.

4. Dado um circulo C = 277 de didmetro AB = 2r, representa na figura 5 abaixo:

Figura 5: Circulo de centro C

Figura C.11: Respostas das atividades do Aluno 7
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7

Cortando o circulo no ponto A, obleremos o segmento AA |, gue representa seu com-
primento. Veja figura 6 a sepuir, o segmento AA, que representa o comprimento do
circulo e o seginento AB que representa didmetro .

TR

Figura 6: Comprimento A4 e diamentro AB

Verifique se os segmentos A4 e AR, representados na figura acima, sdo comensuri-
veis, frudud

Defini¢io 0.2 Dizemos gue dois segmentos, digamos os segmentos AB e CD sdo inco-
mensurdveis, quande ndo for possivel encontrar um terceiro segmenlo, que cabe wm

niimero inteiro n de vezes no segmento AB e um mimero inteiro m de vezes no segmento
G,

5. Sem realizar a divisdo entre 0 numerador & o denominador, verifique se as fracoes ir-
redutiveis abaixo, possuem representacio decimal finita ou infinita e periodica, apenas
trabalhando com o denominador.

0F = 2%
B4 - o o

6 = e il En"“%“"""‘!ﬁ
B =53 ZEimfa
DY 22% 53 Flavthg

0)314_3: R ‘4 - "".C‘"M'!'Lm? Iot

= F.;i""\-‘\:fo\

6. Calcule as operagdes entre as dizimas periédicas abaixo:
a) 0,777... + 0,24333...
b)0,252525... x 0,2333...
©)0,42743743... =+ 0,2525...
d)0,7454545... - 0,4526363...

Figura C.12: Respostas das atividades do Aluno 8

124



900 - {00 A00
Bl B0 bl e 0 5
%‘% X F5cWEs -6
00 4dtuaa% ., - Bane s
1230 —= 49 -~ 40900895 - Yoo R
900 Q% T~ 99%00s35 "~ 2iSoo

el B G shie s e 90 s8a 4‘
| 49811 — 43300-14311 —aBile-

44 © = 990 0o 9o 0o T 9o

Figura C.13: Respostas das atividades do Aluno 8
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Atividades

I. Dados dois segmentos AB e CD = u. Vamos verificar sc esses dois scgmentos possuem
uma medida de segmento comum, utilizando apenas uma régua néio graduada e um
compasso. Os dois segmentos AB e CD, estdo representados na figura 1 abaixo:

A -:I— B
T i

c D

e

Figura 1: Segmentos AB ¢ CD

Siga 0§ passos a seguir:

e Com um compasso, vamos medir o segmento menor CD. Inicialmente, coloque

a ponta fixa do compasso no ponto C e abra-o até o ponto D.

¢ Depois, fixe o compasso no ponto A, com abertura medindo CD ¢ marque um
ponto £ sobre o segmento AB ( Veja que AE=CD).

s Repita o passo anterior, o nimere de vezes que forem possiveis marcar segmentos
de medida CD sobre o segmento AB.

(2) O segmento CD coube um niimero inteiro de vezes no segmento AB?
i £ L0 4l S niby e A1 2 i
(b) Dado o segmento £F (figiira 2 abaixo), verifique se ele cabe um niimero inteiro
de vezes no segmento AB e um nimero inteiro de vezes no segmento CD.

A

N i
o lrvredands { 0 IS

Figura C.14: Respostas das atividades do Aluno 9
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Bl

(i
Figura 2: Segmentos AB, CD e EF

2. Seguindo os mesmos passos propostos na questdo anterior, verifigue se 0s segmentos
AB e CD, possuem uma medida de segmento comum, Veja na figura 3 na pagina
seguinte, a representaciio dos segmentos AB e CIJ .

&= 5
,_-4_‘___..-..” § it T S SO SRR |
o D
P

Figura 3: Segmentos AB e CD

(a) O segmento FIJ coube um ndmero inteiro de vezes no segmento AB?
A, {rradé

s seguindo o5 mesmos passos propostos na questA£o |, verifique se o seg-
mento £/ que sabrou no segmento A, cabe um nimero inteiro de vezes no
segmento CD.

(b) O segmento HAB coube um niimero inteiro de vezes no segmento CD? e no seg-

mento AB? 1w, Cauglr, 9
s oo

(¢) O que podemos afirmar em relagio segmento AB e CD?

Jo J T L | {

3. Verifique se o segmento AB de medida v/2 cabe um niimero inteiro de vezes no seg-
mento CD de medida 2v2. Os segmentos AR e CD, estio representados na figura 4
abaixo:

Figura C.15: Respostas das atividades do Aluno 9
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Figura 4: Segmentos AB e CD

)0 segmento de medida /2 coube um nimero inteiro de vezes no segmento de me-
dida 2+/27 Caub

b)O que podemos concluir em relagdo aos segmentos AB e CD, de medidas respectivas,

V2 e 2:/27 Bl D) il A3 Ol e

P

Defini¢ao 0.1 Dizemos que dois segmentos, digamos os segmentos AB e CD sdo co-
mensurdveis, s¢ existir um terceiro segmento, que cabe wm nimero inteiro n de vezes
no segmento AB e um niimero inteiro m de vezes no segmento CD.

4. Dado um circulo C = 27r de didimetro AB = 2r, representa na figura 5 abaixo:

Figura 5: Circulo de centro C

Figura C.16: Respostas das atividades do Aluno 9
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Cortando o circulo no ponto A, obteremos o segmento AA;, que representa seu com-
primento. Vecja figura 6 a seguir, o segmento AA| quc representa o comprimento do
circulo e o segmento AB que representa didmetro .

Figura 6: Comprimento AA; e diamentro AB

Verifique s os segmentos Ay e AB. representados na figura acima, sdo comensura-
5 \ TR | ~ AN
veis. Mg J200 , QLR A ¥ Y

Definico 0.2 Dizemos que dois segmenivs, digamas os segmenios AB ¢ CD sdo inco-
mensurdveis, quando ndo for possivel encontrar um lerceiro segmento, gue cabe um
niimero inteira n de vezes no segmento AB e um niimero inteiro m de vezes no segmento
CD.

5. Sem realizar a divisio entre o numerador e o denominador, verifique se as fragdes ir-
redutiveis abaixo, possuem representagio decimal finita ou infinita e periddica, apenas
G ) -~ £l 1 r i 0 {

trabalhando com o denominador. S L T > @

73 - 13545
s ; :

49 — 9 = i
b= el

782 -
)15

B753 ™ 5y Lirvdla
d)555 -

6. Calcule as operacdes entre as dizimas periddicas abaixo:
a) 0,777... + 0,24333...
B)0;2525255 50,2335
©)0,42743743... = 0.2525...

d)0.7454545... - 0,4526363...

Figura C.17: Respostas das atividades do Aluno 9
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Figura C.18: Respostas das atividades do Aluno 9
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Apéndice D
Anexos 3

Neste Apéndice, vamos apresentar as respostas de 4 alunos as atividades aplicadas em
sala de aula. Cada aluno serd identificado por: Aluno 10, Aluno 11, Aluno 12 e Aluno 13.
Atividades

I. Dados dois segmentos AB e CD = . Vamos verificar sc csses dois segmentos possuein
uma medida de segmento comum, utilizando apenas uma régua nio graduada ¢ um
compasso. Os dois segmentos AB e CD, estiio representados na figura 1 abaixo:

Figura 1: Segmentos AB ¢ CD

Siga 0s passos a seguir:
e Com um compasso, vamos medir o segmento menor CD. Inicialmente, coloque
a ponta fixa do compasso no ponto C e abra-o até o ponto .

e Depois, fixe o compasso no ponto A, com abertura medindo CD e marque um

e Repita 0 passo anterior, 0 ntimero de vezes que forem possiveis marcar segmentos
de medida CD sobre o segmento AB.

(a) O segmento CD coube um niimero inteiro de vezes no segmento AB?

s, 9 w.gu e s VERR O | ‘ 5 ;(.?g,o
(b) Dado o segmentd EF (figura 2 abaixo), verifique se e@ cabe um nimero inteiro

de vezes no segmento AB ¢ um nimero inteiro de vezes no segmento CD.

Figura D.1: Respostas das atividades do Aluno 10
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A TR RN TR e ‘DJ‘%‘A
AB = I0EF

SR CD=2EF

E F

e,

Figura 2: Segmentos AB, CD e EF

2. Seguindo 0s mesmos passos propostos na questdo anterior, verifique se os segmentos
AB e CD, possuem uma medida de segmento comum. Veja na figura 3 na pagina
seguinte, a representaczo dos segmentos ABe CD .

.qa—__i_._f._.;. ..'_.u_;.g__‘m it “_‘.1... 5 "'I('_l’—?-‘-*B

€ oge b
Figura 3: Segmentos AB e CD

(a) O segmento CD coube um niimero inteiro de vezes no segmento AB?

Ee M%@ rolitown o & W HEB .
e seguindo 0s mMesmos passos propostos na questA£o 1, verifique se o seg-

mento H B que sobrou no segmento AB, cabe um niimero inteiro de vezes no
segmento CD.

(b) O segmento HB coube um nimero inteiro de vezes no segmento CD? e no seg-

mento AB? mimn Coudta duyopm .
\ngt/) e C0 rumn ngx“ g\&?f” MO
(¢) O que podemos afirmar em relacio segmento AB e CD? AlS
3. Verifigue se 0 segmento AB de medida /2 cabe um niimero inteiro de vezes no seg-
mento CD de medida 2+/2. Os segmentos AB e CD. estdo representados na figura 4
abaixo: 4

Figura D.2: Respostas das atividades do Aluno 10
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Figura 4; Segmentos AB ¢ CD

a)O segmento de medida +/2 coube um niimero inteiro de vezes no segmento de me-

dida 2v2? raim Duows egts o Seagimants AR Coudte 2 mwo CO

b)O que podemos concluir em relagio aos segmentos AB e CD. de medidas respectivas;

V2e2 il pevsubm wmo, mudid. e Comam AB

Defini¢do 0.1 Dizemos que dois segmentos, digamos os segmentos AB ¢ CD sdo co-
mensurdveis, se existir um terceiro segmento, que cabe wum nimero inteiro n de vezes

no segmenio AB e um miimero inteiro m de vezes no segmento CD.

4. Dado um circulo C = 27r de didmetro AB = 2r, representa na figura 5 abaixo:

Figura 5: Circulo de centro C

Figura D.3: Respostas das atividades do Aluno 10
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Cortando o cfreulo no ponto A, obteremos o segmento AA;, que representa scu com-
primento. Veja figura 6 a seguir, o segmento AA| que representa 0 comprimento do
circulo e o segmento AB que representa didmetro .

c D
A 4 |

+m

Figura 6: Comprimento AA,| e diamentro AR

Verifique se os segmentos AA; ¢ AB, representados na figura acima, sdo comensuré-
veis. A, : <
Mop Pt G2 hompls 1o vltmmds L

Defini¢do 0.2 Dizemos que dois segmentos, digamos os segmentos AB e CD sdo inco-
mensurdveis, quando ndo for possivel encontrar um terceiro segmenio, que cabe um
ndmero inleiro n de vezes no segmento AB e um riimero inteiro m de vezes no segmento
CD.

5. Sem realizar a divisdo entre o numerador e o denominador, verifique sc as fracdes ir-
redutiveis abaixo, possuem representacio decimal finita ou infinita e periddica, apenas
trabalhando com o denominador.

0% B find B2 (62 Prayis
a 1303 5
Ve, R 3k

o 4
O 2 L,
d)%‘i 3_3,65 'k‘:/"\ﬂ&'\
e)B13

4 7
6. Calcule as operagdes entre as dizimas periédicas abaixo:
a) 0,777... +0,24333...
b)0,252525... x 0,2333..,
c)0,42743743... + 0,2525...
d)0,7454545... - 0.4526363...

Figura D.4: Respostas das atividades do Aluno 10
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Atividades

L. Dados dois segmentos AB & CD = u. Vamos verificar se esses dois segmentos possuem
uma medida de segmento comum, utilizando apenas uma régua ndo graduada e um

compasso. Os dois segmentos AB e CD, estfio representades na figura 1 abaixo:

A B ) e T SO
c D
f e )

Figura 1: Segmentos AB e CD
Siga 0s passos a seguir:
s Com um compasso, vamos medir o segmento menor CD. Tnicialmente, coloque

a ponta fixa do compasso no ponto € e abra-o até o ponto £,

s Depois, fixe o compasso no ponto A, com abertura medindo CD e margue um
ponto E sobre o segmento A ( Veja que AE=CD).

e Repita o passo anterior, 0 nimero de vezes que forem possiveis marcar segmentos
de medida CD sobre o segmento AB.

(a) O segmento CD coube um niimero inteiro de vezes no segmento AB?

AT S S zd, 2 A0 > y .
(b) Dado o segmento £F (figura 2 abaixo), verifigue se ele cabe um nimero inteiro
de vezes no segmento AB ¢ um nimero inteiro de vezes no segmento CD.

Figura D.5: Respostas das atividades do Aluno 11
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Figura 2: Segmentos AB, CD e EF

2. Seguindo os mesmos passos propostos na questao anterior, verifique se os segmentos
AB e CD, possuem uma medida de segmento comum. Veja na figura 3
seguinte, a representacao dos segmentos ABe CD .

na pigina

1
Pan oo Bann QLI N B
G D

D

Figura 3: Segmentos AB e CD)

(@) O segmenlo CD coube um mimero inteiro de vezes no segmento AB?
aby flrgus et AP
N
° sccumdo 0s mesmos pdSSOS propo%lm na quc%tAﬁ verifique se o seg-
mento H B que sobrou no segmento AB, cabe um nimero inteiro de vezes no
segmento CD.

(b) O segmento HB coube um nimero inteiro de vezes no seg segmento CD? e no seg-
g P - o~ o ¥ v
mento AB? | u’.,i‘f--" ¢ Lotedln oy Adec Ll

1310 &P
(¢) O que podcmm afirmar em rf:ldgdo segmento AB e CD?

oo, Vs | 1. £ .
3. Verifique se o seﬂmemo AB de med1da /2 cabe um nimero inteiro de vezes no seg-

mento C0 de medida 2v/2. Os segmentos AB e CD, estio representados na figura 4
abaixo: :

Figura D.6: Respostas das atividades do Aluno 11
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Figura 4: Segmentos AB e CD

a)O segmento de medida /2 coube um ndmero inteiro de vezes no segmento de me- ik
did;é\/i? Gicrey 15 Stopmenlt BB pouln s Saopeenle CO
b)O que lmrgoﬁcluir em relagio aos segmentos AB e CD, de medidas respectivas,

V2 e 2427 ®uny Pm:u,u. e “radlefo ,trB m

QLQW,L'Y}

Defini¢do 0.1 Dizemos que dois segmentos, digamos os segmentos AB e CD sdo co-
mensurdveis, se existir um lerceiro segmento, gue cabe urn nhmero inteiro n de vezes

no segmento AB e um nimero inteiro m de vezes no segmento CD.

. Dado um circulo C = 27r de didmetro AB = 2r, representa na figura 5 abaixo;

Figura 5: Circulo de centro C

Figura D.7: Respostas das atividades do Aluno 11
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Cortando o circulo no ponto A, obteremos o segmento AA, que representa seu com-
primento. Veja figura 6 a seguir, o segmento AA| que representa o comprimento do
circulo e o segmento AB que representz diimetro .

c D E
¥ j —ta Ay
A - “s B

Figura 6: Comprimento AA; e diamentro AB

Verifique se os segmentos AA; e AB, representados na figura acima, sdo comensurd-

veis. W‘ Sous Q,gmmm

Definico 0.2 Dizemos que dois segmentos, digamos os segmentos AB e CD séio inco-
mensurdveis, quando nio for possivel encontrar um terceiro segmento, que cabe um

niimero inteiro n de vezes no segmento AB e um niimero inteiro m de vezes no segmento
Gl

. Sem realizar a divisio entre o numerador e o denominador. verifique se as fragBes ir-

redutiveis abaixo, possuem representacdo decimal finita ou infinita e periddica, apenas

trabalhando com o denominador. T mN 1~

3)7_?3 w f. s X wls e

9
b) &6..

782
c)m

8753 o £ 9
500 T P v

. Caleule as operagoex enfre’z;% dizimas periGdicas abaixo: :

a)0,777.. +024333.. = F 19,4324 - Qi9 (4|
BIOESISI5. w0005, = U Ry 3 |
€)0,42743743... = 02525... ag -

d)0,7454545... - 0.4526363... She

Figura D.8: Respostas das atividades do Aluno 11
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Atividades

I. Dados dois segmentos AB e CD = u. Vamos verificar se esses dois segmentos possuem
uma medida de segmento comum, utilizando apenas uma régua ndo graduada e um
compasso. Os dois segmentos AB e CD, estdo representados na figura 1 abaixo:

5 F T e
T : ] J

Figura 1: Segmentos AB e CD
Siga os passos a seguir:
= Com um compasso, vamos medir o segmento menor C1. Inicialmente, coloque

a ponta fixa do compasso no ponto C e abra-o até o ponto D.

o Depois, fixe o compasso no ponto A, com abertura medindo CD e marque um
ponto E sobre o segmento AB ( Veja que AE=CD).

s Repita o passo anterior, o niimero de vezes que forem possiveis marcar segmentos
de medida CD sobre o segmento AB.

(a) O segmento CD coube um niimero inteiro de vezes no segmento AB?

(b) Dado 0 segmento EF {figura 2 abaixo), verifique se ele cabe um nimero inteiro

de vezes no segmento AB e um niimero inteiro de vezes no segmento CD.

Figura D.9: Respostas das atividades do Aluno 12
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Figura 2: Segmentos AB, CD e EF

2. Seguindo 0s mesmos passos propostos na questdo anterior, verifique se 0s segmentos
AB e CD, possuem uma medida de segmento comum. Veja na figura 3 na pagina
seguinte, a representacio dos segmentos ABe CD .

A : : e

B

Figura 3: Segmentos AB e CD

(a) O segmento CD coube um nimero inteiro de vezes no_segftnento ARB?
e seguindo 0s mesmos passos propostos na questAfo 1. verifique se o seg-
mento HB que sobrou no segmento AB, cabe um nimero inteiro de vezes no
segmento CD.

(b) O segmento HB coube um nimero inteiro de vezes no segmento CD? e no seg-
mento AB? 5 Croc (00

(c) O gue podemas atirmar em Telagio segmento AB e CD?

\

3. Verifique se 0 segmento AB de medida 42 cabe um nimero infeiro de vezes no seg
mento CD de medida 2v/2. Os segmentos AB ¢ CD, estdo representados na figura 4
abaixo:

[

Figura D.10: Respostas das atividades do Aluno 12
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Figura 4: Segmentos AB e CD

a)O segmento de medida +/2 coube um niimero inteiro de vezes no segmento de me-
- (i o | 8N
dida 2+/27? ren Ga i AN N

b)O que podemos concluir em relagd

VZew2 gl

0 a0s segmentos‘AB e CD, de medidas respectivas,

WM O A Ao \ 15 L o

Definicdo 0.1 Dizemos qite dois segmentos, digamos os segmentos AB ¢ CD sdo co-
mensurdvels, se existir um terceiro segmento, que cabe um niimero inteiro n de vezes

no segmento AB e um nidmero inteiro m de vezes no segmento CD.

4. Dado um efrculo C = 27r de didgmetro AB = 2r, representa na figura 5 abaixo:

. Figura 5: Circulo de centro C

Figura D.11: Respostas das atividades do Aluno 12
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Cortando o circulo no ponto A, obteremos o segmento AA|, que representa seu com-
primento. Veja figura 6 a seguir, o segmenio AA; que representa o comprimento do
circulo e 0 segmento AB que representa didmetro . :

Figura 6: Comprimento AA| e diamentro AB

{10 Dons N0 §

Verifique se os segmentos AA; e AB, representados na figura acima, siio comensuré-
veis. "G OO B _Conon

Definicdo 0.2 Dizemos que dois segmentos, digamos os segmentos AB e CD sio inco-

mensurdveis, quando ndo for possivel encontrar um terceiro segmento, que cabe um
niimero inteiro n de vezes no segmento AR e um nikmero inteiro m de vezes no segmento
CD.

Ln

- Sem realizar a divisdo entre o numerador e o denominador, verifique se as fragdes ir-
redutiveis abaixo, possuem representagdo decimal finita ou infinita e periodica, apenas
trabalhando com o denominador.

A0
x4 .0
._J“ )?; rh Z

- e{ oy
A b)6 3

782
s

8753
d) 500

843
L= e

6. Calcule as operac@ies entre as dizimas periédicas abaixo:
ay0,777... +0,24333
0252595, Se00833 8
€)0,42743743... +0,2525...
d)0,7454545... - 0,4526363...

Figura D.12: Respostas das atividades do Aluno 12
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Atividades

1. Dados dois segmentos AB e CD = u. Vamos verificar sc esses dois scgmentos possuem
uma medida de segmento comum, utilizando apenas uma régua nio graduada ¢ um

compasso. Os dois segmentos AB e CD, estdo representados na figura | abaixo:

U e LR
[ D
cel iy

Figura 1: Segmentos AB e CD

Siga 0s passos a seguir:
e Com um compasso, vamos medir o segmento menor CD. Inicialmente, coloque
a ponta fixa do compasso no ponto C e abra-o até o ponto [,

e Depois, fixe o compasso no ponto A, com abertura medindo CD e marque um
ponto E sobre o segmento AB ( Veja que AE=CD).

e Repita o passo anterior, o niimero de vezes que forem possiveis marcar segmentos
de medida CD sobre o segmento AB.

(a) O segmento CD coube um mimero inteiro de vezes no scgmento AB?
S LD Coulln 5 Gl S
(b) Dado o segmento EF (figura 2 abaixo), verifique se ele cabe um nimero inteiro

de vezes no segmento AB e um niimero inteiro de vezes no segmento CD.

Oranusi AR e CO e wdide pr Cp.

Figura D.13: Respostas das atividades do Aluno 13

144



6Jvm, md J‘ﬂﬂ.q;.u-m&rzjﬂ ch

Cole Q Wogers.
AR: do EF
% e L e B va = AEF
’C_____‘D
= 0E

Figura 2: Segmentos AB, CD e EF

2. Segunindo os mesmos passos propostos na questio anterior, verifique se os segmentos
AB e CD. possuem uma medida de segmento comum. Veja na figura 3 na pégina
seguinte, a representacao dos segmentos AB e CD .

A F ¢ Wi
c D
Comunioyesr mhe it

Figura 3: Segmentos AB ¢ CD

(a) O segmento CD coube um mimero inteiro de vezes no segmento AB?

t%u«, Jaoleweu u ra&arrr*a H8 .
° ssgumdo 08 Mesmos passos propostos na questAfo 1, \erlﬁque se 0 seg-
mento H B que sobrou no segmento AB, cabe um niimero inteiro de vezes no

segmento CD.

(b) O segmento HB coube um niimero inteiro de vezes no segmento CD? e no seg-
mento AB? Suree €y luars VAN 4an co ¢ G om AR
(¢) ® que podemos afirmar em relagio segmento AB e CB?

eCDMammqm(ﬂquB

3. Verifique se o segmento AB de medida v'2 cabe um niimero inteiro de vezes no seg-

mento C1 de medida 2\/_ Os segmentos AB e CD, estilo representados na figura 4
abaixo:

Figura D.14: Respostas das atividades do Aluno 13
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Figura 4: Segmentos AB e CD

a)O segmento de medida /2 coube um niimero inteiro de vezes no segmento de me-
dida2v2? Gom, S j%wﬂg eqults Q Utoge AB om €D
)0 que podemos concluir em relagiio aos segmentos A5 ¢ €2, de medidas respectivas,
View2r K fosw  snQ rtdlok . A8

Definigio 0.1 Dizemos que dois segmentos, digamos os segmenios AB e CI) sdo co-
mensurdveis, se existir um terceiro segmento, que cabe um niimero inteiro n de vezes

no segmento AB e um mimero inteiro m de vezes no segmento CD.

4. Dado um circulo C = 27r de didmetro AB = 2r, representa na figura 5 abaixo:

Figura 5: Circulo de centro C

Figura D.15: Respostas das atividades do Aluno 13
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Cortando o circulo no ponto A, obteremos o segmento AA1, que representa seu com-
primento. Veja figura 6 a seguir, o segmento AA; que representa 0 comprimento do
circulo e 0 segmento AB que representa didmeto .

Figura 6: Comprimento AA| e diamentro A8

Verifique se os segmentos AA, e AB, representados na figura acima, s3o comensurd-

veis. ynges Joai Q@mﬁ;w%mi?lﬁm @UU mod OQHT\’JSZ,C}!M S
Y onlde AR e

Deﬁni(;ﬁo 0.2 Dizemos que doxs segmentos, d:gamw os segmemox AB e CD sdo inco-
mensurdveis, quando ndo for possivel encontrar um terceiro segmento, que cabe um
niimero inteiro n de vezes no segmento AB e um niimero inteiro m de vezes no segmento
G,

5. Sem realizar a divisdo entre o numerador ¢ o denominador, verifique se as fractes ir-
redutiveis abaixo, possuem representacio decimal finita ou infinita ¢ periodica, apenas
traba]hando com o denominador.
a2 = 43 g?um'iq_

5
9\ s/—z 0 151

782 i!?J
55 _,)z}’r 55 57 ik

il d)sm 374;63 &Y\-;qu}‘
> 843 5’#5
o0 ¥ O 57 J y
3 e\ 2 P fonsk.

)2{) "D 6. Calcule as o'f)er goeq entre as dizimas periédicas abaixo:

s % 2)0,777.. +024333... =4 38 - oo 4RI - 924
@) iy o ——
bY0.2505050, se0igdad.. ~o) G &
C042743743... = 02525.. @  Fo . WD4
d)0,7454545... - 0,4526363... = 19 ‘_—;}; - 49283 = 1310) U5
25000
93 4
i - 2
4

Figura D.16: Respostas das atividades do Aluno 13
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