UNIVERSIDADE FEDERAL DE CAMPINA GRANDE t‘
Programa de Pés-Graduacao em Matematica L‘A A
Mestrado Profissional - PROFMAT/CCT/UFCG PROFMAT

NUMEROS CONSTRUTIVEIS

Valderi Candido da Costa

Trabalho de Conclusdo de Curso

Orientador: Prof. Dr. Marco Aurélio Soares Souto

Campina Grande - PB
Abril/2013



FICHA CATALOGRAFICA ELABORADA PELA BIBLIOTECA CENTRAL DA UFCG

C837n Costa, Valderi Candido.

Numeros Construtiveis / Valderi Candido da Costa. — Campina
Grande, 2013.
51 fuil.

Trabalho de Conclusao de Curso (Mestrado em Matematica) —
Universidade Federal de Campina Grande, Centro de Ciéncias e

Tecnologia, 2013.

“Orientador: Prof. Dr. Marco Aurélio Soares Souto™.

Referéncias.

1. Geometria. 2. Nimeros construtiveis. 3. Régua e compasso.
4. GeoGebra. 1. Souto, Marco Aurélio Soares. II. Titulo.

CDU 514(043)




UNIVERSIDADE FEDERAL DE CAMPINA GRANDE t‘
Programa de Pés-Graduacao em Matematica L‘A A
Mestrado Profissional - PROFMAT/CCT/UFCG PROFMAT

NUMEROS CONSTRUTIVEIS

por

VALDERI CANDIDO DA COSTA *

Trabalho Conclusdo de Curso apresentado ao Corpo Do-
cente do Programa de Pés-Graduacdo em Matematica -
CCT - UFCQG, na modalidade Mestrado Profissional, como
requisito parcial para obtencdo do titulo de Mestre em Ma-

tematica.

TBolsista CAPES



NUMEROS CONSTRUTIVEIS
por

Valderi Candido da Costa

Trabalho de Conclusdo de curso apresentado ao Corpo Docente do Programa de P6s-
Graduacgdo em Matemadtica - CCT - UFCG, modalidade Mestrado Profissional, como requi-
sito parcial para obtencdo do titulo de Mestre em Matemitica.

Aprovado por:

n 7 ) 9 P
P N Y, o

N Prof. Drf :Iaime Alves Barbosa Sobrinho - UFCG

At 4 g % N . 7 .
oA handic. T Cf ﬁé}% o 77810
Prof. Dra. Elisandra de Fétﬁﬂ]éﬁ}ﬁss de Morais - UFPB
7,
S

Prof. Dr. Marco Aufélio Soares Souto - UFCG
rientador

&

Universidade Federal de Campina Grande
Centro de Ciéncias e Tecnologia
Unidade Académica de Matematica
Curso de Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional

Abril/2013



Dedicatoria

A minha mae, a minha esposa e
aos meus irmados por serem a base
da minha vida, pelo apoio, incen-
tivo e paciéncia diante das minhas
angustias e temores e pelo carinho,
amor e respeito a mim reservados,
dedico-lhes mais esta grande con-

quista.



Agradecimentos

A Deus, minha fortaleza, que me deu a oportunidade e me proporcionou forca de von-

tade para que este sonho fosse concretizado;
Ao meu orientador Marco Aurélio, pela paciéncia, ensinamentos e estimulo;
Aos meus colegas e amigos pela ajuda e pelas conversas descontraidas;

A Secretaria de Educacdo de Areia pelo apoio e pela liberacio de minha carga hordria

semanal para que eu pudesse me dedicar ao PROFMAT;

Por fim, a Sociedade Brasileira da Matematica - SBM pelo oferecimento deste Curso

em Rede Nacional e a CAPES pela concessdo da bolsa.

vi



Resumo

Este trabalho busca contribuir com uma pratica pedagégica que possibilite aos alunos
perceberem o uso das construcdes geométricas, bem como da importancia das mesmas para
a resolugdo de problemas que envolvem os nimeros construtiveis. Para isso, sdo apresenta-
dos fatos histdricos sobre geometria e construgcdes geométricas com o objetivo de conhecer
mais sobre o surgimento desses conteidos e, no caso das construcdes, sobre quais sdo 0s
Unicos instrumentos e procedimentos que podem ser utilizados para realiza-las. Veremos,
portanto, que esses instrumentos sdao a régua e o compasso e que os procedimentos sao o
tracado de retas e de circunferéncias. Além disso, resolvemos varios problemas, envolvendo
construgdes, com o auxilio do GeoGebra, tentando estimular tanto o ensino dos nimeros
construtiveis, quanto o uso desse ambiente de geometria dindmica. Também apresentamos
os trés problemas cldssicos gregos, cuja solucdo, com régua e compasso, ndo € possivel, a
ndo ser aproximadamente. Enfatizamos, ainda, a defini¢do e algumas propriedades dos nu-
meros construtiveis, mostrando cada uma delas através de constru¢des. Finalmente, mostra-
mos exemplos e sugerimos atividades que, acreditamos, incentivam a constru¢do de alguns

ndameros e o uso do GeoGebra.

Palavras Chaves: Nimeros construtiveis. Régua e compasso. GeoGebra.
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Abstract

The aim of this work is to contribute to a pedagogical practice that enables students
realize the use of geometric constructions, as well as the importance of the same to solve
problems involving constructible numbers. For this, we present historical facts about ge-
ometry and geometric constructions in order to know more about the emergence of such
content and, in the case of constructions, which are the only tools and procedures that can
be used to perform them. We will see, therefore, that these tools are the ruler and com-
pass and that procedures are tracing straight lines and circles. Moreover, we solved several
problems involving such constructions, with the help of GeoGebra, trying to stimulate both
the teaching of constructible numbers, as the use of dynamic geometry environment. Also
we present three classical Greek problems, whose solution, with ruler and compass, is im-
possible, unless approximately. We further emphasize the definition and some properties of
constructible numbers, each showing through constructions. Finally, we show examples and
suggest activities that we believe will encourage the construction of some numbers and the
use of GeoGebra.

Keywords: Constructible numbers. Ruler and compass. GeoGebra.
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Capitulo 1

Introducao

Ensinar Matematica ainda € um desafio, especialmente para quem, como aluno, viveu
a Matematica das regras, do mecanicismo, do estudar para passar. Embora as novas pesqui-
sas estejam voltadas para uma visao de que saber Matemética implica fazer Matematica, ou
seja, reconstruir conceitos que a humanidade levou milénios para construir, muitos professo-
res, por desconhecerem tais pesquisas € sentirem-se inseguros, recorrem constantemente aos
livros didaticos e listas de exercicios objetivos.

Quando se trata de problemas de constru¢io geométrica, com régua e compasso, a situ-
acdo é ainda mais complicada , ou seja, os alunos, e também alguns professores, encontram-
se tdo acostumados a todo esse ensino mecanizado que sequer verificam se € possivel fazer
determinada constru¢do. Eles sempre enfrentam dificuldades no ensino-aprendizagem des-
ses problemas por ndo compreenderem que nem sempre € possivel obter uma solugdo grafica
adequada, mesmo resolvendo-os com o auxilio de métodos para sua construcdo. Isto acon-
tece porque nem todo nimero é construtivel.

Nesta proposta, trataremos das no¢des basicas de nimeros construtiveis, bem como
trabalharemos problemas que envolvam a construcdo geométrica, no software GeoGebra,
desses nimeros, tentando explicar as propriedades aqui utilizadas e visando contribuir para
enriquecer a pratica pedagdgica utilizada hoje.

Este tema — Numeros Construtiveis — despertou-nos o interesse e constitui objeto de es-
tudo deste trabalho que responde aos seguintes questionamentos: Que motivos levam o aluno
a ndo se interessar pelas construcdes geométricas de determinados problemas propostos em
sala de aula? Até que ponto a metodologia do professor enfatiza a importancia dos niimeros
construtiveis para alguns contetidos do Ensino Médio? Partimos das hipéteses iniciais de
que a falta de conhecimentos prévios e necessarios para o estudo de nimeros construtiveis
pelo aluno torna-o desmotivado e a metodologia utilizada pelo professor na sala de aula ndo
propicia ao aluno compreender e identificar as varias aplicagdes desses nimeros.

Cabe ressaltarmos quao importante € esta pesquisa por apresentar um problema cons-
tante nas salas de aula e porque os resultados aqui apresentados poderao auxiliar uma prética

pedagdgica que valorize o estudo dos nimeros construtiveis, embasando-a e enriquecendo-a



teoricamente.

Devido aos obstiaculos pelos quais professores e alunos passam e tentando facilitar o
entendimento do conceito de nimeros construtiveis, bem como buscar a forma mais ade-
quada de aplica-los em situagdes-problemas, desenvolvemos esta pesquisa voltada para a
utilizacdo de nimeros construtiveis, em diversos contetdos, por alunos do 2° e 3° ano do

Ensino Médio, que ja dominam alguns conceitos basicos de geometria.

1.1 Objetivos

Este trabalho tem como objetivo geral contribuir para uma prética pedagdgica em sala
de aula que possibilite aos alunos perceberem a importancia das construcdes geométricas
bem como dos niimeros construtiveis na compreensao e solucdo de diversos problemas. E

como objetivos especificos:
e Estimular o uso de constru¢des geométricas na solugdo de alguns problemas;
e Compreender o significado de nimeros construtiveis;

e Mostrar, através do uso de ambientes de geometria dindmica, algumas propriedades

caracteristicas desses nimeros;
e Identificar em quais situagdes esses nimeros podem ser aplicados;

e Propor atividades que estimulem alunos e professores a usarem os ambientes de geo-

metria dindmica, em particular, com o recurso régua e compasso, nas construgoes;

e Tornar o ensino-aprendizagem de Matematica atrativo e estimulante, apresentando-a

como um conhecimento imprescindivel na vida cotidiana.

1.2 Organizacao

Este TCC esté organizado da seguinte forma: Além desta Introdugdo (Capitulo 1), o
Capitulo 2 apresenta fatos histéricos que permeiam a Geometria e as Constru¢des Geomé-
tricas, bem como da exemplos dessas construcdes, visando conhecer os instrumentos e pro-
cedimentos que sao permitidos para realiza-las. Além disso, sd@o propostos alguns exercicios
ao longo do texto, com o0s passos para construi-los, e cujas solu¢des (ou construgdes) estao
no Apéndice A. Neste Capitulo (Capitulo 2) também sdo apresentados alguns problemas que
ndo sdo possiveis de serem construidos de acordo com os critérios estabelecidos pelas cons-
trucdes geométricas. O Capitulo 3 apresenta niimeros construtiveis, com suas defini¢des e
suas propriedades, que sdo mostradas através de construcdes, segundo os critérios estabe-

lecidos no Capitulo anterior (Capitulo 2). Este Capitulo apresenta, ainda, alguns principios



basicos das constru¢des, mostrando os tinicos procedimentos permitidos e as operacdes ele-
mentares que sdo realizadas com os mesmos. Ja no Capitulo 4, apresentamos algumas ati-
vidades que sdo sugeridas, visando aperfeicoar a pratica adquirida nas construcdes € no uso
do GeoGebra. No Capitulo 5 estdo expostas as palavras finais e possiveis implicagdes pe-
dagogicas desta pesquisa. Por fim, temos as Referéncias Bibliogréficas e os Apéndices A e
B.



Capitulo 2
Um Breve Historico

Apresentamos aqui alguns aspectos da Histéria da Matemadtica relacionados, especifi-
camente, com a Geometria e com as Constru¢des Geométricas, partindo do pressuposto de

que professores e alunos devem conhecer os fatos histéricos que envolvem esses conteddos.

2.1 Geometria

Conforme foi evoluindo, a humanidade passou a ter necessidade como a de contar e a
de medir coisas. A Geometria, por sua vez, provavelmente surgiu para suprir a necessidade
que o homem tinha de medir. N3o s6 a de medir comprimentos, mas também a de medir
angulos. Em construcdes, por exemplo, saber medir angulos, assim como distincias, era
fundamental. Isto fica cada vez mais evidente quando, ha cerca de 2.500 anos atrds, Her6todo
(apud PRADO Jr., 1980, p. 115), considerado o pai da histéria, no volume II de sua obra
Historias, fala sobre um rei egipcio chamado Sesoéstris, que governou o Egito por volta do
ano 2.000 a.C.. Her6doto comenta:

Disseram que esse rei (Sesostris) tinha repartido todo o Egito entre os seus Habi-
tantes, e que tinha dado a cada um uma porg¢ao igual e retangular de terra, com a
obrigacdo de pagar por ano certo tributo. Que se a por¢do de algum fosse dimi-
nuida pelo rio Nilo, ele fosse procurar o rei e lhe expusesse o que tinha acontecido
a sua terra. Que ao mesmo tempo o rei enviaria medidores ao local e faria medir

a terra, a fim de saber de quanto ela estava diminuida e de s6 fazer pagar o tributo
conforme o que tivesse ficado da terra.

Desta forma, percebemos que desde a antiguidade sentia-se a necessidade de se fazer
medi¢des. A prépria palavra Geometria expressa bem isto, pois ela é derivada das palavras
gregas: Geo (que significa terra) e Metron (que significa medida).

Construcdes como as pirdmides testemunham sobre um conhecimento sistemdtico da
Geometria por parte dos egipcios. Contudo, hd vérios indicios de que outras civilizagdes

antigas também possuiam conhecimentos geométricos. Aradjo (2007, p. 1) afirma que:

assirios e babildnios jd conheciam as principais figuras geométricas, bem como as no¢oes



de dangulos que usavam na medigcdo de dreas e na Astronomia”. Civilizagcdes como a China
e a Hindu também possuiam tais conhecimentos. Os hindus, por exemplo, conheciam o
teorema sobre o quadrado da hipotenusa de um tridngulo retangulo.

A Geometria € vista de um modo diferente apenas por volta da segunda metade do
século VI a.C., na Grécia Antiga, quando, através dos esforcos de Tales de Mileto (640 —
546 a.C.), Pitdgoras (580 — 500 a.C.) e Eudoxio (408 — 355 a.C.), ela aparece como ciéncia
dedutiva. Segundo Eves (1994, p. 7):

Tales de Mileto (640 — 546 a.C.) foi um dos primeiros gregos a insistir que fatos
geométricos devem ser estabelecidos por raciocinio 16gico e nao por observacao,
experimentacdo, tentativa e erro. Ele foi o fundador da geometria descritiva. Seus
esfor¢os serviram de base para o incompardvel trabalho de Euclides (300 a.C.): Os

Elementos.

Ainda de acordo com Eves (1994, p. 7): “Os Elementos, obra memordvel de Euclides,
€ uma cadeia dedutiva tinica de 465 proposicoes de dlgebra geométrica grega”. Euclides re-
gistrou em sua obra, que consistia de 13 livros e que abordava conhecimentos de Geometria
Plana e Espacial, Teoria dos Numeros e Algebra Elementar Geométrica, todo o conheci-

mento de Geometria existente na época.

2.2 Construcoes Geométricas

Construgdes Geométricas é uma parte da Matematica destinada a explicar ou justificar
porque certos procedimentos conduzem a determinadas constru¢des. De maneira alguma,
construgdes geométricas deve ser confundido com desenho geométrico, uma vez que nesse
ultimo sdo usados outros instrumentos (como o esquadro e o transferidor, por exemplo), além
da régua e do compasso, que sao os unicos permitidos nas constru¢des geométricas.

As construgdes geométricas tiveram inicio hd cerca de 2.500 anos, onde ndo se usava
o termo calcular, mas construir, e seu curso, no decorrer da histéria, se deu paralelo a Geo-
metria Euclidiana. Ambas sempre ligadas, ou seja, uma ndo existia sem a outra.

Com origem na Grécia Antiga, tais construgdes, bem como suas regras, sao atribuidas
a Platdo (cerca de 390 a.C.), o qual estabeleceu um rigoroso critério de trabalho: Deve-se
utilizar apenas régua, que deve ser ndo graduada, e um compasso, que deve ser dobradigo, de
tal forma que, segundo Eves (2004, p. 134), a régua € utilizada apenas para tracar uma reta
por dois pontos distintos dados e o compasso € usado apenas para tracar uma circunferéncia
com centro num ponto dado e que passa por outro ponto qualquer dado e também para
transportar segmentos.

Como os postulados de Os Elementos (de Euclides) restringem o uso da régua e do
compasso, esses instrumentos sdo conhecidos como instrumentos euclidianos. O compasso

euclidiano era fechado, ou desmontado, assim que um de seus bracos era retirado do papel.



Ainda de acordo com Eves (2004, p. 134), mesmo com essa descri¢do, o compasso euclidi-
ano, ou compasso desmontavel, como também era conhecido, era equivalente a0 compasso
moderno. Ambos, régua e compasso, nao devem ser utilizados com outra finalidade.
Infelizmente, nas dltimas décadas houve, no Mundo todo, uma decadéncia da Geo-
metria nas escolas. Nada mais era justificado (através de construcdes, por exemplo), mas
apenas mostrado. Atualmente, com o surgimento dos Programas (ou ambientes) de Geome-
tria Dinamica, como o Régua e Compasso, o Cabri e o0 GeoGebra, dentre outros, comegou
a se resgatar as Construcdes Geométricas e, portanto, a Geometria aos poucos estd come-
cando a ser justificada. Porém, hd uma preocupacdo quanto ao uso apenas desses ambientes,
deixando de lado as construgdes feitas em papel, como afirma Lamphier (2004, p. 6) sobre

alguns livros:

Ao invés de se concentrarem em papel e ldpis, e nas construgdes com régua e
compasso, os livros atuais tendem a enfatizar o uso de softwares de geometria di-
namica [...] Serd verdade que as construcdes euclidianas usando régua e compasso

em papel em breve serdo coisas do passado?

Mas Lamphier (2004, p. 6) também afirma que, se bem usada, a tecnologia evita a
“imprecisdo das construgoes feitas pelo homem”.

Aqui, neste trabalho, tentaremos justificar as constru¢des feitas através do GeoGebra
(Os nossos “régua” e “compasso’ serdo virtuais), sem quebrar as regras basicas das constru-
coes geométricas. Para tanto, utilizaremos, do GeoGebra, apenas os recursos que funcionam
como régua e compasso, pelo menos a principio, ja que, apds justificar, ndo é necessdrio uti-
lizar os mesmos procedimentos iniciais para tragar paralelas e perpendiculares, dentre outras
construcdes, pois 0 GeoGebra possui recursos especificos para as mesmas.

Em outras palavras, significa que para tragar retas, segmentos de reta e semirretas, por
exemplo, usaremos os recursos “reta”, “segmento” e “semirreta”, todos “definidos por dois
pontos” (Sendo que tais pontos também podem ser obtidos com os recursos ‘“novo ponto” ou
“intersecdo de dois objetos”) e que para tragar circunferéncias e transportar segmentos, por
exemplo, usaremos os recursos “circulo dados centro € um de seus pontos” ou “compasso’.
O GeoGebra ainda permite tracar angulos e desenhar poligonos. Sua vantagem em relagao
ao Régua e Compasso se dé pelo fato de ser mais completo, e em relagdo ao Cabri, pelo fato
de ser gratuito, ou seja, de mais facil acesso, e por ter o recurso entrada algébrica.

Tais recursos sdo tteis em sala de aula devido a familiaridade que os alunos vdo ter,
além de melhorar a aprendizagem dos conceitos. Para obter mais informacdes sobre o Ge-
oGebra e outros softwares, bem como alguns exercicios de familiarizacdo, consulte [3]. No
Exercicio 4.1.1.1, p. 37, e no Apéndice B deste trabalho, também constam algumas dicas e

“curiosidades” sobre o GeoGebra.



2.2.1 Problemas basicos de Construcio Geométrica

Em sua obra, Os Elementos, Euclides enuncia vérios problemas de constru¢des geo-
métricas, cujas solugdes sdo obtidas apenas com o auxilio de régua e compasso. Alguns
desses problemas sao destacados como proposi¢des, como mostra a traducao feita por Irineu
Bicudo (EUCLIDES, 2009):

1. Livro I
e Proposi¢cdo I — Construir um tridngulo equildtero sobre a reta limitada dada (p.
99).
e Proposi¢do IX — Cortar em dois o dngulo retilineo dado (p. 105).
e Proposi¢do X — Cortar em duas a reta limitada dada (p. 106).

e Proposi¢do XII — Tracar uma linha reta perpendicular a reta ilimitada dada, a
partir do ponto dado, que nao estd sobre ela (p. 107).

e Proposicao XXXI — De um ponto dado conduzir uma linha reta paralela a outra
linha reta dada (p. 121).

e Proposi¢ao XXXIII — Sobre a reta dada e no ponto sobre ela, construir um angulo

retilineo igual ao dngulo retilineo dado (p. 122).
2. Livro III

e Proposi¢ao I — Achar o centro do circulo dado (p. 152).

e Proposi¢ao XVII — A partir do ponto dado, tracar uma linha reta tangente ao
circulo dado (p. 167).

e Proposi¢do XXX — Cortar a circunferéncia dada em duas partes (p. 176).
3. Livro IV

e Proposi¢do IV — Inscrever um circulo no tridngulo dado (p. 190).

e Proposi¢do VI — Inscrever um quadrado no circulo dado (p. 192).
4. Livro VI

e Proposi¢ao X — Cortar a reta dada nao cortada semelhantemente a dada cortada
(p. 242).

e Proposi¢do XII — Dadas trés retas, achar uma quarta em proporgado (p. 243).

e Proposi¢do XIII — Achar uma média em propor¢do entre duas retas dadas (p.
244).



Observe que a linguagem utilizada por Euclides era bem diferente da atual. Ele, por
exemplo, usava os termos “reta limitada” e “angulo retilineo” para indicar, respectivamente,
segmento de reta e dngulo reto. Por esse motivo, escrevemos, logo abaixo, essas Proposi¢oes
numa linguagem mais atual, levando-se em em conta o fato de que naquela época alguns

termos matemdticos ainda ndo eram conhecidos. Vejamos entao:
1. Livro I
e Proposi¢do I — Construir um tridngulo equilatero de lado igual a um segmento de
reta dado.
e Proposi¢do IX — Dividir em dois um angulo reto dado (Achar a sua bissetriz).
e Proposi¢do X — Dividir em dois um segmento de reta dado (Achar o seu ponto
médio).

e Proposi¢do XII — Tracgar por um ponto dado uma reta perpendicular a uma reta
dada.

e Proposi¢do XXXI — Tragar por um ponto dado uma reta paralela a uma reta dada.
e Proposi¢do XXXIII — Tragar por um ponto sobre uma reta dada uma perpendicu-
lar a essa reta.

2. Livro IIT

e Proposi¢do I — Achar o centro do circulo dado.

e Proposi¢do XVII — Tracgar as tangentes a uma circunferéncia por um ponto dado

na circunferéncia ou fora dela.

e Proposi¢do XXX — Tragar o didmetro da circunferéncia dada.
3. Livro IV

e Proposi¢do IV — Inscrever um circulo no triangulo dado.

e Proposi¢cdao VI — Inscrever um quadrado no circulo dado.
4. Livro VI
e Proposi¢do X — Dividir um segmento dado em partes proporcionais a de um outro

segmento dado.

e Proposi¢cao XII — Dados trés segmentos, achar um quarto em propor¢ao (Quarta

Proporcional).

e Proposi¢do XIII — Achar a média geométrica entre dois segmentos dados.



De acordo com Wagner (2005, p. 2), os primeiros problemas que devemos saber resol-

ver com os instrumentos régua e compasso sao os dois seguintes:
1. Tragar por um ponto dado uma reta perpendicular a uma reta dada.
2. Tracar por um ponto dado uma reta paralela a uma reta dada.

Como ja vimos, esses problemas sdo a Proposicdo XII e a Proposicdo XXXI do Livro

I que acabamos de citar.

Vejamos como resolver esses e outros problemas de constru¢des geométricas:

Problema 2.2.1.1 Dados uma reta r e um ponto P, tracar uma reta perpendicular' a r,

passando por P.

Solucdo: Temos dois casos a considerar:

(a) O ponto P estd sobre a reta r (Acompanhe na Fig. 2.1).

Tome o compasso com uma abertura qualquer e, com centro em P, desenhe uma
circunferéncia intersectando a reta r em dois pontos, digamos A e B. Depois,
pegue o compasso, com abertura maior do que a metade de AB, e com centro em
A e depois em B, trace outras duas circunferéncias que se intersectam em dois

pontos, sendo um deles o ponto Q. Temos que @J_r.

Figura 2.1: Retas perpendiculares 1.

Justificativa: Ao fazermos o primeiro arco, estamos garantindo que PA = PB, ou
seja, P é o ponto médio do segmento AB e, portanto, pertence a sua mediatriz
(Defini¢ao 2.2.1, p. 13). Do mesmo modo, ao fazermos os outros dois arcos que
tem Q como um dos pontos de intersec¢ao, estamos garantindo que AQ = BQ,
ou seja, o ponto Q também pertence a mediatriz de AB (Defini¢do 2.2.1, p. 13).
Temos que I%J_A_B

'Duas retas sdo perpendiculares quando se instersectam formando entre si quatro angulos de 90°.
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(b) O ponto P estd fora da reta r (Acompanhe na Fig. 2.2).

Tome o compasso com uma abertura maior do que a distancia de P a r e, com
centro em P, desenhe uma circunferéncia intersectando a reta r em dois pontos,
digamos A e B. Depois, pegue 0 compasso com a mesma abertura, centro em
A e depois em B, e trace outras duas circunferéncias que se intersectam em dois
pontos: P (ja dado) e C. Temos que %Lr.

Figura 2.2: Retas perpendiculares 2.

Justificativa: Ao fazermos o primeiro arco, estamos garantindo que PA = PB, ou seja,
P pertence 2 mediatriz de AB (Definicdo 2.2.1, p. 13). Do mesmo modo, ao fa-
zermos os outros dois arcos que se intersectam em P e C, estamos garantindo que
CA = CB, ou seja, o ponto C também pertence a mediatriz de AB (Defini¢io 2.2.1,
p. 13). Logo, I%_LA_B

Problema 2.2.1.2 Dados uma reta r e um ponto P fora dela, tracar uma reta paralela® a r

passando por P.

Solucao (Acompanhe na Fig. 2.3): Tome o compasso com uma abertura maior do que a
distancia de P a r e, com centro em P, desenhe uma circunferéncia intersectando a
reta r em dois pontos. Tome um desses pontos, digamos, A. Com a mesma abertura e
com centro em A, desenhe outra circunferéncia intersectando r em outros dois pontos.
Tome, novamente, um desses pontos, digamos, B. Depois, com a mesma abertura e

centro em B, desenhe mais uma circunferéncia intersectando a primeira em C. Temos

que pe | 7.

Duas retas sdo paralelas quando sdo coplanares e nio se intersectam.
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Figura 2.3: Retas paralelas.

Justificativa: Observe que PA = AB = BC = CP, ou seja, PABC é um losango’ e, conse-
quentemente, um paralelogramo®. Portanto, seus lados opostos sido paralelos. Logo,
PC || AB.

Exercicio 2.2.1.3 Construa, com régua e compasso, um quadrado utilizando, se necessdrio,

os critérios estabelecidos nas construgoes feitas nos Problemas 2.2.1.1 e 2.2.1.2.
PASSOS DA CONSTRUCAO

1. Construa um segmento AB qualquer.
2. Trace por A e depois por B perpendiculares 2 AB.

3. Com abertura do compasso igual a AB, centre-o em A e depois em B e construa as

circunferéncias de centro A e raio AB e de centro B e raio AB.

4. Marque os pontos de intersec¢do dessas circunferéncias com as perpendiculares a AB

e chame-os de C e D.
5. Trace BC,CD e DA

6. Construimos o quadrado ABCD de lado AB. 0

Construiremos agora a mediatriz de um segmento de reta qualquer. Antes disso, veja-

mos a seguinte:

3Um losango é um paralelogramo que possui os quatro lados iguais.
“Paralelogramos sio quadrilteros que possuem os lados opostos paralelos e os Angulos opostos iguais.
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Definiciio 2.2.1 A mediatriz’ de um segmento qualquer AB, é a reta perpendicular a esse

segmento e que passa pelo seu ponto médio.
Problema 2.2.1.4 Dado um segmento AB qualguer; tracar a sua mediatriz.

Solucdo (Acompanhe na Fig. 2.4): Tome o compasso centrado no ponto A, e com abertura
maior do que a metade da medida de AB, trace uma circunferéncia. Depois, com o
compasso centrado em B e mesma abertura, trace outra circunferéncia intersectando
a primeira em dois pontos, digamos, P e Q. Portanto, a reta que passapor Pe Q é a
mediatriz de AB.

Figura 2.4: Mediatriz de AB.

Justificativa: Note que AP = PB = BQ = QA, ou seja, APBQ é um losango e, portanto, seus
lados opostos sdo paralelos. Mas as diagonais de um losango sdo perpendiculares e se

intersectam em seus respectivos pontos médios. Logo, a reta I% ¢ a mediatriz de AB.

Da mesma forma que fizemos com a mediatriz, antes de construirmos a bissetriz de

um angulo qualquer, vejamos a seguinte:

Definiciio 2.2.2 A bissetriz® de um dngulo qualquer AOB é a semirreta, digamos, O?' que
o divide em dois angulos iguais.

Problema 2.2.1.5 Dado um dangulo qualquer de vértice no ponto O, tracar a sua bissetriz.

Solucdo (Acompanhe na Fig. 2.5): Tome o compasso centrado no vértice do angulo (ponto
0) e, com uma abertura qualquer, trace uma circunferéncia, intersectando os lados do

angulo em dois pontos, digamos A e B. Em seguida, com mesma abertura, centro em A

> A mediatriz de um segmento é o conjunto de todos os pontos equidistantes dos extremos desse segmento.
[13]
%A bissetriz de um angulo é o conjunto de todos os pontos equidistantes dos lados desse angulo. [13]
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e depois centro em B, trace mais duas circunferéncias, cujas intersec¢des sao 0s pontos

H ~
O (vértice do angulo) e P. Temos que OP € a bissetriz do angulo AOB.

Figura 2.5: Bissetriz do angulo AOB.

Justificativa: Como AP = PB = BO = OA, ou seja, APBO é um losango, note que a se-
mirreta ﬁ contém a mediana do tridngulo AOB em relacdo a AB (pois passa pelo
seu ponto médio), e também contém a altura (pois OP1AB). Mas o triangulo AOB ¢é

is6sceles’ de base AB e, portanto, ﬁ ¢ também bissetriz do angulo AOB.

Exercicio 2.2.1.6 Construa, com régua e compasso, o tridngulo ABC, sendo dados:

e O dangulo B:

e O lado BC:

e O lado CA:

C A

7Um triangulo é is6sceles quando possui dois lados iguais. Ao outro lado desse tridngulo, chamamos de

base. Em um tridngulo is6sceles, a mediana, a bissetriz e a altura relativas a base coincidem.
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PASSOS DA CONSTRUCAO

A : - —
1. Trace sobre os lados do angulo dado as semirretas BX e BY .
2. Com abertura do compasso igual a BC, centre-o em B e construa uma circunferéncia
de centro B e raio BC tal que C € o ponto de interseccdo dessa circunferéncia com a
. —
semirreta BX.

3. Em seguida, com abertura do compasso igual a CA, centre-o em C e construa uma

circunferéncia de centro C e raio CA.

4. Denotando por A e A’ os pontos de intersecciio dessa tltima circunferéncia com a
. == , ‘A .

semirreta BY, construimos os tridngulos ABC e A’BC, ambos com as condigdes prees-

tabelecidas. U

Exercicio 2.2.1.7 Dados uma reta r e dois pontos A e B fora dela, ambos num mesmo semi-
plano determinado por r, encontrar um ponto P pertencente a r tal que a distancia AP+ PB

seja a menor possivel.

L Qe

Lo

PASSOS DA CONSTRUCAO

1. Encontre o ponto simétrico® de B em relagdo a r e chame-o de B'.
2. Trace BB' e em seguida, AB'.

3. Marque o ponto de interseccdo de AB’ com r e chame-o de P.

4. Trace PB.

5. Como PB’ = PB, afirmamos que P, com as condigdes estabelecidas nesta construgio,

é tal que AP + PB é o menor possivel. 0J

8Se um ponto qualquer B’ é o simétrico de um outro ponto B em relagio 2 uma reta r qualquer, entéio B e B’
equidistam de r.
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Facamos, agora, a construcdo do arco capaz de um angulo dado sobre um segmento de
reta também dado. Para tanto vejamos a:

Definicdo 2.2.3 Dados, numa circunferéncia, uma corda AB e um ponto P qualquer sobre
um dos arcos determinados pelos pontos A e B, temos que o dngulo APB = o é constante.
Dizemos que esse arco, contendo o ponto P, é o arco capaz do dngulo o construido sobre o

segmento IE

Isto significa que um observador situado em qualquer ponto sobre esse arco AB (Fig. 2.6),
vé o segmento AB sob 0 mesmo angulo o.. Mais ainda, se considerarmos um outro ponto R,
exterior ao arco considerado e no mesmo semiplano gerado por ﬁ, entdo ARB < o. E se R

for interior a esse arco, entdao ARB > «.

Figura 2.6: Arco Capaz 1.

Note que se o ponto P pertencer a um dos arcos, entdo para qualquer ponto Q perten-

cente ao outro, o angulo AQB ¢é também constante e igual a 180° — o (Fig. 2.7).

Figura 2.7: Arco Capaz 2.
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Para verificar esse fato, considere a seguinte proposi¢do que se encontra em [2] (p.

163), inclusive com a sua demonstragdo, aqui omitida:

Proposicao 2.1 Um quadrildtero pode ser inscrito em um circulo se e somente se possui um

par de dngulos opostos suplementares.

Assim, como o quadrilidtero APBQ estd inscrito numa circunferéncia, seus angulos
opostos somam 180°, ou seja, AQB +APB = AQB+ o = 180° e, portanto, AQB =180° — c..

E ainda interessante notar que se AB é o didmetro® da circunferéncia, entdo o angulo
APB é reto (o =90°) (Fig. 2.8) e portanto, cada semicirculo é também chamado de arco
capaz de 90° sobre AB.

P,

(7

Figura 2.8: Arco Capaz de 90° construido sobre AB.

Para construir o arco capaz de um angulo qualquer dado sobre um segmento dado,
deve-se também saber como transportar esse angulo de um lugar para outro, caso seja neces-
sario.

Suponhamos, portanto, que um angulo «, de vértice O, € dado e que desejamos cons-
truir um outro angulo BAX = a, sendo dada a semirreta 1@ (Fig. 2.9). Para tanto, tracamos
uma circunferéncia com centro em O e raio qualquer, intersectando os lados do angulo o em
dois pontos, digamos M e N. Em seguida, tragamos uma circunferéncia de centro A € mesmo
raio da primeira, intersectando a semirreta 1@ no ponto M’. Agora, com raio MN e centro
em M’, tracamos mais uma circunferéncia intersectando a anterior em dois pontos, sendo N’
um deles. Logo, podemos afirmar que MON = M'AN' = a.

90 diametro de uma circunferéncia é o segmento que une dois pontos dessa circunferéncia (que chamamos

de corda) e que passa pelo seu centro.
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Figura 2.9: Transporte do angulo o.

Ap06s conhecer a defini¢do de arco capaz e tendo estabelecido algumas condi¢des para

construi-lo, podemos, entdo, resolver o seguinte:

Problema 2.2.1.8 Dado um dngulo qualquer BAC, de medida o, construir sobre o segmento
AB o arco capaz desse dngulo. (Em construcdes geométricas, quando se fala “dado um

dangulo”, na verdade estd se referindo ao dngulo desenhado e ndo a sua medida).

A B
-

C

Solucdo (Acompanhe na Fig. 2.10): Note que, neste caso, ndo € necessdrio transportar o an-
gulo a, pois ele j4 estd sobre o segmento AB. Assim, passando pelo ponto A, construa
uma perpendicular 3 AC. Em seguida, construa a mediatriz de AB. Marque o ponto
de inteseccdo de AB com a sua mediatriz e chame-o de M. Depois, marque o ponto
de intersecgio dessa mediatriz com a perpendicular 2 AC e chame-o de O. O arco de
centro O e extremidades A e B, situado no semiplano oposto a C (semiplanos relativos
a ;\_)B) é o arco capaz do angulo & construido sobre AB.
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Figura 2.10: Arco Capaz do angulo o construido sobre AB.

Justificativa: Observe que sendo M o ponto médio de AB e como BAC = a, entdo MAO =
OAC — o = 90° — ot. Segue que AOM = o (AOM = 180° — (90° — &) — 90°) e da,
AOB = 2¢.. Portanto, como a medida do angulo inscrito!? é a metade da medida do
angulo central'! correspondente teremos, para qualquer ponto P do arco construido,
APB = «.

Exercicio 2.2.1.9 Dados uma circunferéncia 3 e um ponto P, pertencente ou exterior a ela,

tracar as tangentes'? a B passando por P.
PASSOS DA CONSTRUCAO

Vamos considerar os casos separadamente:
(a) O ponto P pertence a circunferéncia f3:

1. Seja O o centro de 8. Trace o raio OP dessa circunferéncia.
2. Passando por P, trace uma perpendicular 2 OP.

3. Essa perpendicular é portanto a reta tangente a § que passa por P. 0

10 Angulo inscrito é aquele cujo vértice pertence a circunferéncia e cujos lados intersectam-na.
1 Angulo central é aquele cujo vértice coincide com o centro da circunferéncia.
12Uma reta é tangente a uma circunferéncia quando é perpendicular ao seu raio e a intersecta em um tnico

ponto.
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(b) O ponto P ndo pertence a circunferéncia f3:

1. Seja O o centro da circunferéncia 3. Trace OP.
2. Marque o ponto médio de OP e chame-o de M.

3. Com abertura do compasso igual a OM = MP, centre-o em M e construa uma

circunferéncia de centro M e raio OM = MP.

4. Marque os pontos de intersec¢ido dessa circunferéncia com 3 e chame-os de A e
B.

—>
5. Em seguida, trace PA e ﬁ

_>
6. Afirmamos que PA e ﬁ sdo as tangentes a § passando por P. 0

2.3 Os Trés Famosos Problemas Gregos

Mesmo sendo de fundamental importancia para resolver problemas de construgdo, os
instrumentos euclidianos (régua e compasso) nem sempre eram suficientes. Um exemplo
claro disto sdo os trés famosos problemas gregos, conhecidos como problemas cldssicos

gregos. Sio eles:

1. Duplicacdo do cubo (ou Problema de Delos): construir a aresta de um cubo cujo

volume € igual ao dobro do de um cubo dado.
2. Quadratura do circulo: construir um quadrado com drea igual a de um circulo dado.
3. Trissecgdo do angulo: dividir um angulo qualquer em trés partes iguais.
Esses problemas podem ser reescritos da seguinte forma (Veja [11]):
1. \3/5 ¢é construtivel?
2. /7 é construtivel?
3. Se cos3wx € construtivel, entdo cos & € construtivel?

Mesmo parecendo de construgdo simples, tais problemas nao podem ser resolvidos, a
ndo ser aproximadamente, com os instrumentos euclidianos. A ndo-construtibilidade desses
problemas se dé pelo fato de v/2, /T e cos20° (sendo cos 60° construtivel) ndo serem cons-
trutiveis (Veja [8]). O leitor deve estar se perguntando o que € que tem a ver trisseccionar um
angulo com o cosseno (ou com o seno) dele. Na verdade, se um angulo é construtivel, entdo
0 seu seno e o seu cosseno também o sdo e, portanto, trissecciond-lo equivale a construir o

cosseno (ou o seno) de sua terca parte.
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Embora hoje se saiba que essas trés construgdes, com os instrumentos euclidianos,
sdo impossiveis, a sua nao-construtibilidade foi estabelecida apenas 2.000 anos apds tais
problemas terem surgido. Antes disso, varios matematicos tentaram resolvé-los, mas sem
éxito. No entanto, tais tentativas influenciaram no desenvolvimento da Geometria grega € na
descoberta das secdes cOnicas e de muitas curvas cubicas, qudrticas e transcendentes. Eves
(2004, p. 134) afirma que “um produto muito posterior foi o desenvolvimento de partes da
teoria das equacoes ligadas a dominios de racionalidade, niimeros algébricos e teoria dos
grupos”. Todos esses temas nio fazem parte do nosso trabalho e, portanto, ndo vamos nos
deter no estudo dos mesmos.

Vejamos como surgiram os trés problemas cldssicos gregos e quais foram algumas das

tentativas de resolvé-los:

2.3.1 Duplicacao do cubo

Tudo indica que, ao descrever a insatisfacdo do mitico rei Minos com as dimensdes
do timulo construido para seu filho Glauco, um poeta grego antigo (talvez Euripedes), leigo
em matemadtica, pode ter dado origem ao problema da duplicacdo do cubo. Nas palavras
do poeta, Minos ordenou que o volume do timulo fosse dobrado e que isso seria possivel
dobrando-se todas as suas dimensoes.

Mais tarde, para livrar-se de uma peste que os assolava, os delianos, ao procurarem
seu ordculo, foram orientados a dobrarem o volume do altar de Apolo, que era cibico. Por
esse motivo, o problema da duplicacdo do cubo é também conhecido como Problema de
Delos. A partir dai, o problema caiu nas maos dos gedmetras, que o abracaram, comecando
por Hipdcrates (c. 440 a.C.), que o reduziu a constru¢ao de duas médias proporcionais entre
dois segmentos de reta medindo s e 2s (Veja [7]). Apds essa redugdo, as tentativas seguintes
tomaram o mesmo caminho. Dentre elas, Eves (2004, p. 135) destaca:

[...] uma solucdo por geometria superior, dada por Arquitas (c. 400 a.C.) [...] a
solu¢cdo de Eudoxo (c. 370 a.C.) se perdeu. Menaecmo (c. 350 a.C.) deu duas
solugdes do problema e, tanto quanto se sabe, inventou as sec¢des cOnicas para
esse proposito. Atribui-se a Eratéstenes (c. 230 a.C.) uma solugdo posterior usando
dispositivos mecanicos.

Muitas outras solucdes para o problema foram dadas, tanto por volta da mesma época
quanto modernamente. Para conhecer mais sobre algumas dessas solucdes, veja [7], onde

consta uma solugdo atribuida a Platdo por Eutécio.

2.3.2 Trisseccao do angulo

Pelo fato da bisseccao ser uma construg¢do simples e possivel, o problema da trissec-
¢do do angulo também € visto (pelo menos por alguns matematicos iniciantes), da mesma

forma. E tanto que a maioria deles tenta resolvé-los, mesmo sabendo que sua solu¢do, com
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os instrumentos euclidianos, ¢ impossivel. Talvez isso ocorra porque, dos trés problemas
cléssicos, esse é o de mais facil compreensao.

O problema, no entanto, surgiu provavelmente de esfor¢os dos gregos para multissec-
cionar angulos ou na tentativa de construir um poligono regular de nove lados, onde era
necessdrio trisseccionar um angulo de 60°. Os gregos também reduziram esse problema a
um outro, conhecido como um problema de neusis, para o qual foram descobertas vérias
curvas planas superiores que o resolvem. Dentre elas, Eves (2004) destaca: “a conchoide in-
ventada por Nicodemos (c. 240 a.C.). [...] a quadratriz, inventada por Hipias (c. 425 a.C.),
e a espiral de Arquimedes”. Essas duas ultimas curvas também resolvem o problema da
quadratura do circulo. Outras solucdes sdao a dada por Papus (c. 300 a.C.), usando conicas, e
uma de autoria desconhecida que chama-se machadinho (Veja [7]).

Como matemdticos que somos, € com a inten¢do de descontrair, mostraremos aqui
como trisseccionar o angulo de 90° usando apenas os instrumentos euclidianos (Vale lembrar
que tal solugdo j4 existe (talvez de outra forma) e, portanto, ndo estamos requerendo a sua

autoria).
Exemplo 2.3.2.1 Trisseccionar o dngulo reto, ou seja, de medida igual a 90°.

Solucao (Acompanhe na Fig. 2.11): Considere, inicialmente, o dngulo AOB medindo 90°.
Considere ainda, sem perda de generalidade, OA = OB. Tome o compasso com aber-
tura igual a OA, centre-o no vértice do dngulo (ponto O) e depois em B e trace duas
circunferéncias que se intersectam em dois pontos. Considere um desses pontos, di-
gamos, o ponto P. Trace a semirreta 0?, obtendo os angulos agudos AOP ¢ POB,
medindo, respectivamente, 30° e 60° (Veja a justificativa). Agora, tome 0 compasso
com a mesma abertura OA, centre-o em P e trace outra circunfe_ré}ncia, intersectando
a segunda em dois pontos: O (ja dado) e P’. Trace a semirreta OP'. Logo, temos que
AOP = POP' = P'OB = 30°.

Figura 2.11: Trissec¢@o do angulo de 90°.
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Justificativa: De fato, note que ao, tracarmos as duas circunferéncias iniciais, estamos cons-
truindo o tridngulo equildtero'> BOP, cujos Angulos internos, incluindo o Angulo POB,
medem cada um 60° e, portanto, AOP mede 30°. Em seguida, construimos a bissetriz
do angulo POB, garantindo que AOP = POP' = P'OB = 3(0°.

Observe que ao trisseccionar o dngulo reto, acabamos por construir o angulo de 60°,
mostrando, assim, que ele € realmente construtivel, embora sua terca parte, ou seja, o angulo
de 20°, ndo seja.

2.3.3 Quadratura do circulo

O problema da quadratura do circulo talvez seja o mais fascinante dentre os trés pro-
blemas cléssicos gregos. Sendo assim, mesmo com a demonstracao de que sua solu¢do com
régua e compasso € impossivel, varios matematicos ainda tentam construi-lo apenas com es-
ses instrumentos. Os egipcios “resolveram” o problema em 1800 a.C.. Para tanto, tomaram
o lado do quadrado igual a 8/9 do didmetro do circulo dado.

A espiral de Arquimedes e a quadratriz, de Hipias de Elis (c. 425 a.C.), também re-
solvem o determinado problema. Além dessas, Eves (2004, p. 140) cita contribui¢cdes dadas
por Anaxagoras (c. 499-427 a.C.), Hipdcrates de Quio (Contemporaneo de Anaxdgoras) e
Dinostrato (c. 350 a.C.).

13Um triangulo é equildtero quando seus lados sio iguais e seus angulos internos também o so.
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Capitulo 3
Numeros Construtiveis

Consideremos, inicialmente, o conjunto %', dos nimeros reais que podem ser obtidos,
por constru¢do com régua e compasso, através de uma unidade linear pré-fixada. Mostrare-
mos aqui quais sao as principais caracteristicas que esses nimeros reais devem ter para fazer
parte desse conjunto %.

De acordo com a Geometria Euclidiana, construir com régua e compasso significa que

podemos utilizar apenas os seguintes procedimentos:
1. Tragar uma reta conhecendo dois de seus pontos ja construidos;
2. Tragar um circulo conhecendo o seu centro e um de seus pontos, ambos ja construidos.

Uma vez conhecidos os procedimentos possiveis, vamos entdo a defini¢do de nlimeros

construtiveis:

Definicao 3.0.1 Dizemos que um niimero real x é construtivel, ou seja, x € ¢, se x =0
ou se for possivel construir, com régua e compasso, através de um nimero finito desses
procedimentos, um segmento de comprimento igual a |x|, a partir de um segmento de reta

tomado como a unidade.

3.1 Propriedades

Tendo as nocdes de construgdes geométricas, podemos, entdo, com o auxilio do Ge-
oGebra, verificar algumas propriedades dos nimeros construtiveis. Como j4 foi mostrado
que algumas construcdes sao possiveis de serem realizadas apenas com os instrumentos eu-
clidianos (régua e compasso), ndo nos deteremos mais na descricdo dos passos utilizados
para realiza-las. Por exemplo, ja vimos que € possivel construir perpendiculares, paralelas,
mediatrizes e bissetrizes, com algumas condi¢des preestabelecidas. Portanto, quando for ne-
cessdrio, apenas usaremos tais construgdes, uma vez que seus critérios ja foram justificados
anteriormente. Dessa forma, podemos até usar os recursos do GeoGebra que ja dao estas

constru¢cdes prontas.
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Agora, consideremos a seguinte Proposicdo dizendo-nos que a soma, a diferenga, o
produto e o quociente de niimeros reais construtiveis sdo também construtiveis:

Proposicao 3.1 Sejam a e b dois niimeros reais construtiveis, com b # 0. Entdo
a+b,a—b,abealb
também sdo construtiveis.

A partir desta Proposicao, concluimos que todo niimero racional é construtivel. Demonstra-

la, porém, equivale a demonstrar que:

1. Sea,be €,entioa+bec €.

Demonstracao. (Fig. 3.1) Considere, numa mesma reta r, os pontos A, B, e C tais
que AB =a e AC = b. Considere ainda, sem perda de generalidade, 0 < a < b. Agora,
tome o compasso e, com centro em C e abertura AB = a, construa uma circunferéncia
intersectando r em dois pontos. Considere um desses pontos, digamos D, tal que C
estd entre B e D. Como A, B, C e D sdo colineares e BD = AC, temos que AD =
AB+AC =a+b e, portanto,a+b € €. O

Figura 3.1: Propriedade 1.

2. Seac¥,entdio —a € %.

Demonstracdo. Segue da defini¢do, pois |a| = | —a. O
A partir dai, podemos concluir que se a,b € € e sabendo que a —b = a+ (—b), entdo
a—beg.

3. Sea,be€,entioa-be €.

Demonstracao. (Fig. 3.2) Considere sobre uma mesma reta » os pontos O, I, A e B,

tais que Ol =1, OA =a e OB = b, e seja P um ponto fora dela. Construa o tridngulo
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OIP e em seguida construa por A uma paralela 2 IP. Seja P’ o ponto de intersec¢io
dessa paralela com 0<7 Note que os tridngulos OIP e OAP’ sio semelhantes!. Assim,
temos que % = %. Agora, construa o tridngulo OBP e em seguida construa uma
paralela 2 BP, passando por P’. Seja M o ponto de intersec¢iio dessa nova paralela

com r. Observe que os tridngulos OBP e OMP' sio semelhantes. Dai, temos que

00—51 = %. Segue que % = %, 0 que nos da é = &4 e, portanto, OM = a - b. Logo,
a-be€. O
Pf
P

Figura 3.2: Propriedade 3.

4. SeaE%ea%O,entﬁoa‘lzlE%.

a
Demonstracao. (Fig. 3.3) Considere sobre uma mesma reta r os pontos O, I, M e A,

tais que Ol = 1, OA = a e OM = 5 (M € o ponto médio de OA). Tome o compasso
a
bE
r nos pontos O e A, ambos ja construidos. Em seguida, tome o compasso e, com

e, com centro em M e abertura OM = %, construa uma circunferéncia intersectando
centro em O e abertura Ol = 1, construa mais uma circunferéncia, intersectando a
primeira em dois pontos. Considere um desses pontos, digamos P. Passando por P,
construa uma perpendicular a r, obtendo o ponto Q tal que Q = l% N r. Afirmamos
que 0Q = % De fato, como PQ é altura do tridAngulo OAP, retangulo” em P, segue que

0Q é a projecio do cateto OP sobre a hipotenusa OA. Daf, temos que OP? = 0Q - OA
(Relagao Métrica3), ou seja, 1 = 0OQ-a e, portanto, OQ = é —al. Logo, alew.

'Dizemos que dois tridngulos sdo semelhantes quando existe uma correspondéncia biunivoca entre os vér-
tices de um e outro tridngulo, de modo que os angulos em vértices correspondentes sejam iguais e a razdo entre

os comprimentos de lados correspondentes seja sempre a mesma. [4], p. 10

2Um triangulo é retingulo quando possui um angulo reto, ou seja, igual a 90°.

3Relagio métrica do tridngulo retdngulo que diz que o quadrado do cateto é igual ao produto da sua projecio
pela hipotenusa do tridngulo.
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Figura 3.3: Propriedade 4.

Podemos concluir, entdo, que se a,b € ¢, com b # 0, entdo f;’ € €. De fato, note que
% =aqa- % €cE. O

Em particular, como todo nimero racional pode ser escrito na forma 3, com a,b € Z e
b # 0, temos, portanto, que Q C ¥.

Exemplo 3.1.0.1 Fazer a construgdo do niimero %

Solucdo (Acompanhe na Fig. 3.4): Podemos fazer esta constru¢do usando o método ante-
rior, no qual determinariamos % e, em seguida, multiplicariamos o resultado por 2 (ou
somariamos % duas vezes, o que seria mais facil). Ou podemos fazé-la usando um
novo método que serd mostrado agora. Antes, lembremos que o nimero % significa
que um inteiro qualquer foi dividido em sete partes iguais e que foram tomadas 2 delas.
Assim, sendo OA o nosso inteiro (ou unidade), devemos dividi-lo em sete partes iguais
e tomar duas dessas partes. Para tanto, considere a semirreta 0? Tome o compasso
e, com uma abertura qualquer (OX, por exemplo), marque sobre 5§ sete segmentos,
cada um medindo OX. Seja B a extremidade do ultimo desses segmentos. Trace o
segmento AB. Em seguida construa segmentos paralelos a AB passando pela extremi-
dade direita de cada segmento inicial tragcado sobre a semirreta (7( . Esses segmentos

(paralelos)* dividem OA em sete partes de mesma medida. Como OP equivale a duas

“Teorema de Thales ([4], p. 5): Sejam r, s e t retas paralelas. Escolhemos pontos A,A’ € r, B,B' € s e
C,C' €t,de modo que A, B, Ce A’, B’, C’ sejam dois ternos de pontos colineares. Entdo
AB _A'B
BC BC
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dessas partes, afirmamos que OP = %

Figura 3.4: Constru¢do do nimero %

Podemos ainda enumerar as seguintes propriedades:

1. € é um subcorpo de R.

Dizer que o conjunto ¢ € um subcorpo de R, de acordo com Wagner (1993, p. 96),
significa que ¢ € “um conjunto de niimeros reais que possui 0 e 1 e é fechado em
relacdo a adi¢do, multiplicagdo, e cdlculo de simétricos e de inversos (de elementos

ndo nulos)”.

2. Se0<a€€,entdo \JacE.

Vamos reescrever esta propriedade através do seguinte:

Lema 3.1.1 Dados segmentos de comprimentos 1 e a, pode-se construir um segmento

de comprimento \/a.

Demonstracao. (Fig. 3.5) Considere sobre uma mesma reta r os pontos O, I, M e
A,comleMentre OeAetaisque Ol =1,I1A=ae OM = O—ZA. Tome o compasso
e, com centro em M e abertura OM, construa uma circunferéncia intersectando r nos
pontos O e A, ambos ja construidos. Em seguida, trace por / uma perpendicular a r,
intersectando a circunferéncia em dois pontos. Seja P um desses pontos. Afirmamos
que IP = IP' = \/a. De fato, como OI ¢ a altura do triAngulo APO, retingulo em P,
segue que OI e IA sio, respectivamente, as projecoes dos catetos OP e PA sobre a
hipotenusa OA. Dai, temos que IP?> = OI - IA (Relagio Métrica’), ou seja, IP> = 1-a
e, portanto, IP = /a. Logo, \/a € €. 0

SRelagio métrica do tridngulo retangulo que diz que o quadrado da altura relativa a hipotenusa é igual ao

produto das projecdes dos catetos sobre a hipotenusa.
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Figura 3.5: Raiz quadrada de a

3.2 Principios Basicos

Como ja vimos, o conjunto % € um corpo (ou um subcorpo de R). Usaremos esta
e outras afirmacdes para verificar que os procedimentos seguintes, que sdo os Unicos que

podemos utilizar para realizar as construcdes, sao realmente construtiveis:

P; — Tracar uma reta conhecendo dois de seus pontos ja construidos;

P, — Tracar um circulo conhecendo o seu centro e um de seus pontos, ambos ja construidos.

Para tornar mais clara a compreensao desses procedimentos, vejamos as defini¢des de

ponto construtivel, reta construtivel e circunferéncia construtivel:

Definicao 3.2.1 Dizemos que um ponto qualquer (a, b) do plano é construtivel se a,b € €.

Definicao 3.2.2 Dizemos que uma reta é construtivel, se pelo menos dois de seus pontos sdo

construtiveis.

Definicao 3.2.3 Dizemos que uma circunferéncia é construtivel, se o seu centro e um de seus

pontos sdo ambos construtiveis.

Segundo a Geometria Analitica, a utiliza¢do dos procedimentos Py e P;, resume-se ao

uso do seguinte:
Lema 3.2.1 (a) Toda reta construtivel pode ser representada por uma equagdo do tipo
ax+by+c=0,

coma,b,c € €;

(b) Toda circunferéncia construtivel pode ser representada por uma equagdo do tipo
x2+y2+ax+by—|—c =0,

coma,b,c € €.
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Demonstracdo. (a) De fato, considere os pontos (x1, y1) e (x2, y2), ambos distintos e com
coordenadas em %. Analiticamente, a reta que une esses pontos é representada pela equagao

xp oy 1
x y» 1]=0,
x3 y3 1

ou seja,
(1 = y2)x+ (x2 —x1)y + (x1y2 —x2y1) =0,

e, portanto, € da forma
ax+by+c=0,

coma=y; —y, b=xp—x; e c=x1y; —xy. Logo, a,b,c € €, pois sdo obtidos dos
numeros x1, xa, y1 € yp através das operacdes de adicao, subtracido e multiplicacao.

(b) De fato, considere os pontos (@, ®) e (x1, y;), ambos com coordenadas em %,
onde o primeiro é o centro de uma circunferéncia que passa pelo segundo, e seja r (r > 0) a
distancia que os separa. Analiticamente, a equagdo da circunferéncia € representada por

x—a)l+(y—w)?=r.

Mas, sendo (x1, y;) pertencente a circunferéncia, temos que:

r=1/ (0 - 02+ (1~ 0)2,

ou seja, r € € (Lema 3.1.1). Assim, podemos escrever a equagio (x — &) + (y — @)* = r?
da forma:
x2+y2—2ax—2a)y+ >+ w>—r=0

e, portanto,
x2+y2+ax+by—|—c =0,

coma=—20,b=—2wec=a*+w>—r* Logo a,b,c €%, pois sido obtidos a partir de
o e o através das operacgdes de adi¢@o, subtracdo e multiplicagdo. 0

Dessa forma, um ponto construtivel qualquer pode ser determinado através de uma das

seguintes operacoes elementares:
1. Interseccao de duas retas construtiveis;
2. Interseccdo de uma reta e uma circunferéncia, ambos construtiveis;

3. Intersec¢do de duas circunferéncias construtiveis.
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Vejamos a Fig. 3.6, apenas para termos uma noc¢do das operagdes citadas anterior-

mente:

VAN A7
\%

A\
N

NS
2\

A/

Figura 3.6: Pontos determinados por interseccoes.

O conceito de nimeros construtiveis pode ser relacionado com a existéncia de certas
extensoes de corpos, as quais nao siao objeto do nosso estudo e portanto ndo as mostraremos
aqui. Se o leitor quiser se aprofundar mais neste assunto veja, por exemplo, [8].

Consideremos agora, o conjunto €2 = % x €, subconjunto do R?. Dessa forma, as

operacoes elementares citadas acima podem ser resumidas no seguinte:

Lema 3.2.2 O ponto de interseccdo de duas retas construtiveis pertence a €. Os pontos
de interseccdo de uma reta com uma circunferéncia construtiveis, assim como os pontos de

intersecgdo de duas circunferéncias, também construtiveis, pertencem a €2

Demonstracao. O caso da intersec¢do de duas retas construtiveis nada mais € que a solucdo
do sistema de equagdes:
ax + by + ¢ =0
dx + by + ¢ = 0’

coma,d ,b,b',c,c’ € ¢ (Lema3.2.1). E claro que a solucdo deste sistema, se existir, envolve

operacoes racionais, ou seja,

bc' —b'c ac' —d'c
x=|——+-)ey=|——"-
ab' —a'b Y a'b—ab

e, portanto, x,y € €, o que significa que (x, y) € €2

O caso da intersec¢ao de uma reta com uma circunferéncia, ambos construtiveis, equi-

vale a solugdo do sistema de equagdes:

ax + by + ¢ = 0
X+ Y 4+ dx + by + =0

Y
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com a,d ,b,b’,c,c’ € €. Como os coeficientes a e b ndo podem ser simultaneamente zero,

consideremos, sem perda de generalidade, b # 0. Assim, isolando y nesta equagao, obtemos:

c a
y=————X

b b

Substituindo na segunda equagdo, encontramos uma equacdo do segundo grau em x com

coeficientes em 4. Resolvendo esta equacdo, obtemos solugdes, se existirem, do tipo
ALxByw,

com A,B,w € ¥. Substituindo estas solu¢des na primeira equagdo, obtemos uma solugio
andloga para y. Como /w € % (Lema 3.1.1), temos que x,y € % e, portanto, (x, y) € €~.

No caso da intersec¢@o de duas circunferéncias construtiveis, as equagoes:

X + 3y + ax + by + ¢ =0
¥ + ¥y +dx + by + =0

Y

com a,d ,b,b’,c,c’ € ¢, podem ser subtraidas, obtendo-se uma equagdo linear com coefi-
cientes em ¢. Esta equagdo pode ser resolvida em simultdneo com uma das equagdes da

circunferéncia, reduzindo este caso ao anterior. Ol

Se continuarmos realizando essas operacdes elementares, obteremos novos pontos cu-
jas coordenadas podem ser racionais ou da forma a + by/w, com a,b,w € Q (Consequente-
mente, /w € construtivel), ou ainda, da forma m + n\/lz onde m, n e k sdo também dessa
mesma forma. Note que esse procedimento € infinito.

Segundo Gongalves (1979), todos os nimeros construtiveis podem ser descritos com
precis@o. Tais nimeros, por exemplo, sdo os Unicos que podem ser obtidos através de uma
sequéncia de adjun¢des de raizes quadradas (Veja [8], p. 88).

Para tentar explicar mais claramente o que foi dito, apresentamos o seguinte:

Exemplo 3.2.2.1 2++/3+5 é construtivel.

Para construir esse nimero, vamos usar, como vimos fazendo, o GeoGebra (nossos
régua e compasso), tomando a unidade do seu sistema de eixos como a nossa unidade padrao.
Mais ainda, os ndmeros serdo construidos sobre o eixo das abscissas (o qual serd ocultado,
logo depois), apenas para visualizarmos as unidades. Para tanto, trace sobre ele uma reta r
qualquer, para podermos marcar sobre a mesma os pontos de intersec¢ao obtidos.

Comecemos pela constru¢do do nimero V3, ou seja, nosso a =3 (Lema 3.1.1) (Acom-

panhe na Fig. 3.7):

1. Marque sobre r os pontos O, correspondente ao valor 0, /, correspondente ao valor 1,

e A, correspondente ao valor 3. Note que Ol =1 e que OA = 3.

2. Passando por I, construa uma perpendicular a r.

32



3. Construa o ponto médio de OA e chame-o de M.

4. Com abertura do compasso igual a OM = MA, centre-o em M e construa uma circun-

feréncia.

5. Marque o ponto de intersec¢do dessa circunferéncia com a perpendicular a r passando
por M e chame-o de Q. Em seguida, trace OQ.

6. Com abertura do compasso igual a OQ, centre-o em O e construa uma nova circunfe-

réncia.

7. Marque o ponto de intersec¢do, que estd entre O e A, dessa circunferéncia com r e

chame-o de P.

8. Como ja vimos (Lema 3.1.1), OP = V3.

Figura 3.7: Construgio de /3.

Agora devemos construir 2 + V3 (Proposicao 3.1) (Fig. 3.8). Ora, mas isto é muito
simples. Com abertura do compasso igual a Al =2, centre-o em P e construa a circunferéncia
de centro P e raio Al = 2. Marque o ponto 7 de intersec¢do dessa circunferéncia com r, tal
que P estd entre O e T. Como PT = 2, temos que OT = 2+ +/3.

Figura 3.8: Construcio de 2 + /3.

33



Para construir \/2 + /3 (Fig. 3.9), procedemos como na primeira construcio, sendo
que 0 nosso nimero a agora é igual a 2 + /3 (Para facilitar a visualizacio dessa construcio,
ocultaremos alguns objetos usados na dltima). Temos que ON = /2 + /3.

Figura 3.9: Construcio de /2 + /3.

Do mesmo modo, para construir /2 + V3+5 (Fig. 3.10), procedemos como na se-

.......... D
......................................... Of i N LT B
T ; 1 ; : :

o {o+va 2B V2 VB s

Figura 3.10: Construcio de /2 ++/3 +5.
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Por fim, construimos o nimero 1\/1/2+ /345 (Fig. 3.11), seguindo novamente os
passos da primeira construgio, sendo que desta vez a = /24 v/3 + 5 (Aqui também serdo

ocultados alguns objetos das construcdes anteriores). Logo, OS = \/v/2 4+ /3 +5.

S 1 L S
2+v3+5 2+ V3 +5
Figura 3.11: Construgdo de 24++345.
O

Como podemos ver, trabalhar com as constru¢des desses nimeros ndo € tdo compli-
cado quanto se imagina, pois a partir do momento que soubermos construir um determinado
nimero, todos os demais, com propriedades idénticas, serdo construidos seguindo-se prati-
camente os mesmos passos. No proximo Capitulo, enfatizaremos essa afirmagdo através de
algumas atividades.
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Capitulo 4
Sugestoes de Atividades

Neste Capitulo apresentamos algumas sugestoes de atividades que podem ser aplica-
das em sala de aula, visando incentivar o uso do software GeoGebra e orientando quanto as
construgdes de alguns nimeros, sejam eles racionais ou irracionais. E importante lembrar
que os recursos a serem utilizados aqui sao aqueles, do GeoGebra, que funcionam como
régua e compasso e também que antes da aula propriamente dita, € necessdrio fazer a insta-
lagdo do programa com o qual se vai trabalhar (neste caso, do GeoGebra) nos computadores
que serdo usados. Para ter acesso ao GeoGebra, além de dicas de instalacdo e uso do mesmo,
veja [3].

Das construcdes que serdo trabalhadas aqui, algumas, sendo todas, requerem o uso de
uma unidade padrdo que deve ser previamente estabelecida. Tal unidade padrdo pode ser a
mesma unidade usada no sistema de eixos da pagina inicial do GeoGebra.

Usando o fato de que determinados nimeros tém caracteristicas comuns (Os racionais,
por exemplo, sempre podem ser representados sob a forma de fragcdo), pretendemos, através
dessas atividades, dar dicas de como construir alguns desses nimeros, de tal forma que ao
fazer a constru¢do de um nimero racional, por exemplo, o aluno seja capaz de construir
todos os outros nimeros racionais.

Para facilitar a visualizag¢do dos resultados, € aconselhdvel que as medidas sejam mar-
cadas sobre um dos eixos (de preferéncia, sobre o eixo das abscissas).

No entanto, se a inten¢@o € apenas explorar as propriedades envolvidas no problema,
aconselhamos também que o professor leve as construgdes ja prontas para as suas aulas e,
durante as mesmas, mostre somente essas propriedades, deixando claro que ndo € possivel
mover um ponto sobre nenhum objeto, uma vez que ao fazé-lo estamos obtendo um novo
ponto. Tal recurso (permitido apenas em alguns ambientes de geometria dinamica, o qual ndo
€ possivel nas construgdes com régua e compasso em papel) é usado apenas para evitarmos
fazer vérias construgdes.

Em qualquer uma destas atividades, sempre que dissermos construa, estaremos nos

referindo as constru¢des possiveis com régua e compasso.
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4.1 Atividades

4.1.1 Atividade 1: Como construir nameros racionais

Nesta atividade, daremos énfase apenas aqueles nimeros racionais que ndo sao intei-
ros, uma vez que os inteiros sao de facil constru¢cdo. Além disso, como todas as construgdes
sdo para ser feitas com o auxilio do GeoGebra, entdo, no inicio dessa primeira atividade,
descreveremos a maioria dos recursos que serdo utilizados, afim de que nas construcdes se-

guintes isto ndo seja mais necessario.

Exercicio 4.1.1.1 (Fig. 4.1) Faca as seguintes construcoes:

(@) Com o recurso “Reta definida por dois pontos”, trace uma reta jﬁ qualquer, de tal

forma que os pontos A e B estejam proximos um do outro e sobre o eixo das abscissas.

(b) Com o recurso “Segmento definido por dois pontos”, trace AB e tome-o como a sua

unidade padrdo.

(¢) Com o recurso “Compasso”, centro em B e abertura AB, construa a circunferéncia de
centro B e raio AB. Com o recurso “Interseccdo de dois objetos”, marque o outro
ponto de interseccdo dessa circunferéncia com jﬁ e chame-o de C (Isto pode ser feito
clicando-se com o botdo direito do mouse sobre o objeto e usando a ferramenta “Exi-
bir rotulo” e depois, “Renomear”, ou ainda, com a ferramenta “Inserir texto”. Ao

clicar com o botdo direito sobre um objeto, aparecem vdrias outras opcoes. Verifi-

que!).
(d) Trace AC. Note que AC = 2AB.

(e) Com a ferramenta “Inserir texto” ou “Renomear”, faca AC = a. Note que, assim, AB =

al?2.

(f) Agora, tome o “compasso” com a mesma abertura AB, centre-o em A e construa outra

circunferéncia de centro A e raio AB.

(g) Marque os pontos de intersec¢do dessa circunferéncia com a primeira e chame-os de P
e Q. Em seguida, trace PQ. Marque o ponto de interseccdo desse segmento com AB e
chame-o de M (Note que, pelo Problema 2.2.1.4, p. 13, POLAB).

(h) Trace AM e faca AM = b.

(i) Com o recurso “Mover”, “mova” o ponto B sobre j@ e observe os parametros a e b ao

lado (Janela de Algebra). Vocé nota alguma relacdo entre AC = a e AM = b?
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Exercicio 4.1.1.2 (Fig. 4.2) Faca as seguintes construcoes:

(a) Construa o segmento AB, de comprimento fixo, tal que AB = 1 (Isto pode ser feito com

o recurso “Segmento com comprimento fixo” ).

(b) Construa a circunferéncia de centro A e raio AB = 1. Em seguida, marque o ponto O
sobre j@ tal que B estd entre A e O.

(¢) Construa a circunferéncia de centro O e raio AO. Marque o outro ponto de interseccdo
dessa circunferéncia com 1@ e chame-o de C. Marque também os pontos de instersec-

cdo das duas circunferéncias construidas e chame-os de P e Q.

(d) Trace AC, depois PQ e marque o ponto de instersecgdo desse iiltimo segmento com jﬁ
Chame-o de M e trace AM. Da mesma forma que na questdo anterior, faca AC = a e
AM =b.

< —_
(e) “Mova” o ponto O sobre AB e observe os segmentos AM e AC. Qual é a relagcdo existente

entre eles? Se AC = a, entdo quanto vale AM em funcdo de a?

(f) Como fazemos para obter 3AM? En-AM, comn € Z?

O objetivo dessas duas atividades €, além de ajudar na utilizacdo do GeoGebra, levar
o aluno a perceber a existéncia de uma relacio entre as medidas AC e AM, isto na primeira,
para que na segunda ele tenha mais facilidade de visualizar tal relagdo. Estas atividades
mostram que AM, na verdade representa uma razdo (ou um ndmero racional), sendo que na
primeira, AM = 1AC e na segunda, AM = f%. Desse modo, para construir outros nimeros,
basta somar (ou multiplicar, dependendo do caso) a razdao AM tantas vezes quantas forem

necessarias.
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Observacdo: O sistema de eixos pode ser apagado “clicando-se” com o “botdo di-
reito” e, em seguida, usando-se a op¢do “Eixos”.

Exercicio 4.1.1.3 Agora, usando os mesmos procedimentos, construa os niimeros — %, 1,333...

e % (Se necessario, use também o Exemplo 3.1.0.1, p. 27).

4.1.2 Atividade 2: Como construir raizes cujos indices sdo poténcias de
2

Construiremos, nesta atividade, as raizes cujos indices sdo da forma 2", com n =
1,2,3,..., levando em conta o fato de que os seus radicandos sdo também nimeros cons-
trutiveis.

Exercicio 4.1.2.1 (Fig. 4.3) Faga as seguintes construcoes:

(a) Construa a reta 1<4—l>9 tal que os pontos A e B estejam proximos um do outro.
(b) Trace AB.

(¢) Construa por B uma perpendicular a j@

(d) Marque sobre jﬁ um ponto qualquer M tal que B estd entre A e M.

(e) Com abertura do compasso igual a AM, centre-o em M e construa a circunferéncia de
centro M e raio AM. Marque o outro ponto de intersec¢do dessa circunferéncia com
j@ e chame-o de C.

(f) Trace AC.

(g) Marque também um dos pontos de interseccdo dessa circunferéncia com a perpendicular
<>
a AB e chame-o de P.

(h) Trace o segmento BP.

(i) Com abertura do compasso igual a BP, centre-o em B e construa a circunferéncia de
centro B e raio BP. Em seguida, marque o ponto Q de intersec¢do dessa nova circun-
feréncia com j@ tal que Q estd entre A e C. Trace AQ.

(j) FacaAB=a, BC=be AQ =s.
(k) “Mova” o ponto M sobre jﬁ Hd alguma relagcdo entre AB=a, BC=beAQ =s?

() Determine o produto a-b e depois calcule a sua raiz quadrada. Em seguida, compare o

resultado obtido com s. E agora, vocé nota alguma relagcdo entre essas medidas?
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Exercicio 4.1.2.2 (Fig. 4.4) Faca as seguintes construcoes:

(a) Construa o segmento AB, de comprimento fixo, tal que AB = 1.

(b) Trace ﬁ

(¢) Passando por B, construa uma perpendicular a jﬁ

(d) Em seguida, marque o ponto O sobre jﬁ tal que B estd entre A e O.

(e) Com abertura do compasso igual a AO, centre-o em O e Construa a circunferéncia de
centro O e raio AO. Marque o outro ponto de interseccdo dessa circunferéncia com j@
e chame-o de C. Marque também um dos pontos de insterseccdo dessa circunferéncia

com a perpendicular a 1@ e chame-o de P.
(f) Trace BC e faca BC = a. Trace também PB.

(g) Com abertura do compasso igual a PB, centre-o em B e construa a circunferéncia de

centro em B e raio BP.

(h) Marque M, ponto de interseccdo dessa circunferéncia com j@ tal que M estd entre A e
C. Trace AM.

(i) Chame BM = b e BC = a.

(j) “Mova” o ponto O sobre 1@ e observe as medidas BM = b e BC = a. Vocé percebe
alguma relagdo entre elas? Em seguida, pegue uma tabela de raizes (Se necessdrio,

faca uma) e observe essas medidas. E agora, vocé percebe alguma relacdo entre elas?

(k) Se BC = a, entdo quanto vale BM em fungdo de a?

O objetivo dessas duas atividades é, obviamente, mostrar o procedimento usado para
calcular raizes cujos expoentes sdao poténcias de 2. Elas sdo direcionadas para levar o aluno
a perceber a existéncia de relacdes entre as medidas envolvidas. No caso da primeira dessas
atividades, a relacdo existente entre AB, BC e AQ é que AQ = /AB - BC, ou seja, calculamos
a raiz quadrada do produto a-b. J4 na segunda, a relacdo existente entre BM e BC é que
BM = \/BC, ou seja, b = /a. Desse modo, para construir outros nimeros dessa forma,
basta somar, subtrair, multiplicar, dividir ou calcular raizes quadradas de tais nimeros tantas

vezes quantas forem necessdrias.
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Exercicio 4.1.2.3 Agora, construa os seguintes niimeros:
(a) 2.

(b) V2.

(©) V3.

(d) V3.

4.1.3 Atividade 3: Como construir nimeros da forma a + b/w, com
a,b,w e Q

Ja sabemos como construir a soma, o produto, o quociente e também raizes quadradas e
quartas de nimeros construtiveis. Vamos agora usar essas operagdes para construir nimeros
da forma a + by/w, com a,b,w € Q (Consequentemente, /w também é costrutivel). Tais
construgdes nos levam a entender a construcao de nimeros dessa forma, onde a, b e w, sdo
também da forma m + n,/z, com m,n,z € Q. Note que se continuarmos, esse processo se
repete indefinidamente.

Como as construcdes desses nimeros envolvem constru¢des anteriormente realizadas,
ou seja, os procedimentos sao praticamente os mesmos, vamos apenas apresentar a atividade
sem resolvé-la (O leitor pode ver o Exemplo 3.2.2.1, p. 32). Porém, lembremos que para
construir 3v/2, por exemplo, basta construir os dois nimeros, 3 e V2, separadamente e depois
multiplicd-los ou simplesmente, somar v/2 trés vezes. Ambos 0s casos ja foram mostrados

na Proposicado 3.1 (p. 25) e no Exemplo 3.2.2.1, (p. 32).

Exercicio 4.1.3.1 Construa os seguintes niimeros:
@ 1+v2;

(b) V243

(© 5+V1+3V2
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Capitulo 5
Conclusoes

Esses estudos tedricos e préticos vieram contribuir para o entendimento de como se
deve trabalhar com construgdes, afim de que tanto os alunos quanto os professores possam
verificar a importancia destas para os nimeros construtiveis, bem como desses dois con-
teddos para o ensino de Matemética. E conveniente mencionarmos que hoje a metodologia
utilizada pelos professores dificilmente enfatiza a importincia dos nimeros construtiveis
para a construcao da reta real, de pontos, retas e circunferéncias, por exemplo. Acabam por
ensinar os conteidos dando importancia apenas a aplicagdes de férmulas, sem no entanto,
verificd-las. Mais ainda, a perspectiva histérica acaba sendo esquecida, transformando o
ensino desses conteudos em algo sem propdsito algum.

Com isso, entendemos que o processo educacional deve oferecer ao professor subsi-
dios para a sua pratica pedagdgica, no que concerne ao estudo da geometria em geral, com
suas construgdes, e dos nimeros construtiveis, para que este possa fazer um trabalho ativo,
no qual professores e alunos interajam nesse processo de formacdo de individuos compro-
missados com a Matemdtica. E o professor, consequentemente, deve contemplar em seu
plano de ensino, diversificadas estratégias que contribuam para uma maior ¢ melhor habili-
dade do aluno em reconhecer o uso das constru¢des geométricas na resolucao de problemas
envolvendo numeros construtiveis.

Portanto, salientamos que o ensino aprendizagem de constru¢des geométricas e, con-
sequentemente, de nimeros construtiveis é tdo importante como o de quaisquer outros con-
ceitos matemdticos, como o de medir, por exemplo, na forma em que se encontra presente
e interconectado com alguns contetidos ndo s6 do Ensino Médio, mas de praticamente todo
o Ensino Basico. Porém, antes de trabalharmos tais conteudos, € importante que o aluno ja
conheca 0s conceitos bésicos de geometria para, assim, poder uséd-los de forma correta nas
construgdes como um todo. Por isso, € adequado que o estudo dos mesmos seja somente a
partir do 2° ano do Ensino Médio, de preferéncia apos ter sido visto a parte de geometria
plana.

No entanto, a maior parte do trabalho com nimeros construtiveis deve concentrar-se

nas construcdes dos mesmos. E interessante lembrarmos que o uso de exemplos ligados ao
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cotidiano e o uso de material pedagdgico, industrializado ou ndo, que explorem a utilizagao
desses nimeros, talvez dentro de outros contetudos, se faz necessdrio para ajudar a melhor
formar os diversos conceitos envolvidos, embora o professor nao deva se restringir apenas
a eles. E importante percebermos que o uso de tais métodos, principalmente em geometria,
torna a aula muito mais dindmica e divertida. Cabe ressaltarmos, ainda, que alguns destes
métodos podem servir como métodos de avaliagdo, o que fica a critério de cada professor.
Pretendemos com este TCC contribuir para que o ensino aprendizagem de ndmeros
construtiveis, mesmo que dentro de outros conteudos, se transforme em algo presente no En-
sino Médio e que alunos e professores lancem um novo olhar sobre o estudo destes “novos”
nimeros. Também esperamos que este trabalho seja til, quer a alunos quer a professores,

no sentido de incentiva-los nesse estudo.
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Apéndice A
Respostas dos Exercicios

Neste Apéndice estdo as respostas dos exercicios citados no trabalho, para ser mais
especifico, no Capitulo 2. Como no trabalho ja tem a descricdo dos passos de cada uma
dessas construgdes, colocaremos aqui somente as figuras correspondentes a elas. J4 as res-
postas dos exercicios referentes as atividades, ndo serdo dadas aqui, pois antes desses, tém
outros exercicios com 0s passos que sdo necessdrios para soluciona-los, ou seja, para fazer
as construgdes correpondentes.

Exercicio 2.2.1.3 (p. 11) Quadrado de lado AB.
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Figura A.1: Quadrado de lado AB.
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Exercicio 2.2.1.6 (p. 12) Tridngulo ABC.
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Figura A.2: Triangulo ABC, dados: B, BC e AC.

Exercicio 2.2.1.7 (p. 13) Caminho Minimo.
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Figura A.3: P tal que AP 4 PB seja minimo.
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Exercicio 2.2.1.9 (p. 17) Tangentes a uma circunferéncia.

(a) O ponto P pertence a circunferéncia f3.
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Figura A.4: Tangente a 3 por P, onde P € 3.

(b) O ponto P nio pertence a circunferéncia 3.
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Figura A.5: Tangentes a 3 por P, onde P ¢ f3.
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Apéndice B
““Curiosidades” sobre o GeoGebra

Neste Apéndice constam algumas dicas sobre o GeoGebra (Versao: 4-2-17-0). Sao
apenas algumas “curiosidades” sobre ele que talvez ndo estejam tdo detalhados na maioria
dos tutoriais, algo que descobri devido ao muito uso do mesmo durante a elaboragao deste
trabalho.

Férmula LaTex: Isto mesmo, LaTex. O GeoGebra nos da a op¢do de escrever férmulas,
pontos, letras gregas, etc., com a mesma fonte existente no LaTex. Para tanto, basta

selecionar a opcao “Inserir texto”, “clicar” na “Janela de Visualizacdo” (ou na figura)

e depois em “Férmula Latex” e, entdo, escolher o que deseja.

Ponto em Objeto: Se desejarmos colocar um ponto sobre um objeto de tal forma que ao
movimenta-lo (ponto ou objeto), o ponto permanega sobre 0 mesmo, € s usar esta
op¢ao. Isso pode ser feito “clicando-se” em cima da op¢ao “Novo Ponto” e em seguida,

selecionando-se a op¢ao “Ponto em Objeto”.

Selecionar Objeto: Se por acaso, ndo conseguirmos selecionar um objeto (Pode ser que ele
esteja muito préximo de outro, por exemplo), & esquerda, na “Janela de Algebra”, isto
também pode ser feito, ou seja, é possivel seleciond-lo. Nesta “Janela”, passamos o
“cursor’” sobre os objetos e os observamos na “Janela de Visualizacdo”. Ao encontré-
lo, procedemos como se fosse seleciond-lo normalmente. Se desejarmos apenas apagé-
lo, basta “clicarmos” sobre a “bolinha” que tem ao lado do mesmo (Isto na “Janela de
Algebra™).

Compasso: Para usar esta opcdo, devemos “clicar” sobre os pontos que, no caso, serdo as
extremidades do segmento que serd escolhido como a abertura do compasso. Esta

abertura serd o raio do arco (ou circunferéncia) que desejamos tragar. Depois, € s6

“clicar” sobre o ponto que serd o “centro”.

Estilo Este com certeza deve ter em algum tutorial, e com detalhes. Mas, caso ndo queira-
mos procurar em outro lugar, vamos apenas dar algumas dicas de como usi-lo. En-

contraremos esta op¢ao “clicando” na “Janela de Visualizacao” com o botao direito,
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depois em “Propriedades” e, em seguida, em “Estilo”. Com isso, podemos diminuir
(ou aumentar) a dimensdo de um ponto, ou a espessura de uma reta ou de uma cir-
cunferéncia, ou ainda, colocé-las tracejadas. Em “Propriedades” também se encontra

a opc¢do para mudar a cor do objeto selecionado.

Botao direito do Mouse: Ao “clicarmos” com o botado direito do “mouse” sobre a “Janela
de Visualiza¢do”, surgem varias outras op¢des. E se for sobre um objeto, também,

embora as op¢des mudem.
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