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Seja ainda N : ¥ — S? um campo normal unitario sobre ¥.
@ Para cada p € ¥, a matriz do operador de Weingarten A = —(VN)7 (em uma
base apropriada) é
[ ki O
(B0

ki + k
@ A curvatura médiade X empe X é H= 1-; 2

’
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Fonte: demonstrations.wolfram.com W
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Uma variagdo de x é uma aplicagdo suave x : (—¢,€) X £ — R3 de suporte compacto,
tal que
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(b) xo = x.

(c) x:(0X) = xo(0%).
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Seja x : ¥ — R3 um mergulho de uma superficie conexa, orientavel e com bordo 9%.

Uma variagdo de x é uma aplicagdo suave x : (—¢,€) X £ — R3 de suporte compacto,

tal que
. .. ox
(a) xt :=x(t,-) : £ — R3 é imersdo Campo variacional: V(p) := 5 .
isométrica. t=0
(b) xo = x.

(©) x(95) = x0(95). Funcional area: A(t) ::/z d¥;.
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@ Se x minimiza 4rea para toda variac3o, entdo H = 0.
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Problema de bordo livre: dado um dominio Q C R3, encontrar superficie ¥ de area
minima que atenda as seguintes condi¢des:

(a) intX C intQ
(b) 0x C o

d
@ Primeira variacdo da area: EA(t)

:_/ HN, V) d5 + [ (V,0) ds.

t=0 > ox%

@ Se x minimiza drea para toda variagcdo, entio H=0e v € (TPQQ)L para todo
p € 0%.
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Exemplos classicos de superficies de fronteira livre na bola unitaria B3 C R3:

@ Disco equatorial plano ¥ = D.
@ Catendide critico ¥ = K.
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1930-1940 Douglas, Radé: Problema de Plateau. (Bordo fixo.)

1940-1950 Courant: Existéncia de superficies que minimizam drea, propriamente imersas
em dominios de R3. (Bordo livre.)

1980-2000 Griiter, Jost, Nitsche, Struwe: Existéncia de discos minimos de fronteira livre
em dominios convexos.

Teorema (Nitsche (1985))

Seja ¥ uma superficie minima de fronteira livre em B3. Se ¥ tem o tipo topoldgico do
disco entdo ¥ é um disco equatorial plano.

* GeneralizagBes: Fraser - Schoen (2015), Wheeler - Wheeler (2019).
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Seja ¥2 yma superficie minima, compacta e de fronteira livre na bola unitdria B2tk
onde k € qualquer inteiro positivo. Se |A|?> < 4, entdo ¥? é o disco equatorial plano.

Teorema (Barbosa - Freitas - Melo - Vitério (2021))

Seja X" uma hipersuperficie minima de fronteira livre na bola unitaria B"t1. Se |A|2 < !
2n, entdo X é um disco equatorial totalmente geodésico D".
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Teorema (Brendle (2013))

O Toro de Clifford é a dnica superficie minima, mergulhada, fechada e de
género 1 em S3.

* Em resposta a uma conjectura proposta por Lawson em 1970.
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Conjectura (Fraser - Li (2014))

A menos de congruéncia, o catendide critico é o tnico anel minimo de fronteira livre
propriamente mergulhado em B3.

* Provada parcialmente por Fraser - Schoen (2016) e McGrath (2018).
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Teorema (Brendle (2013))

O Toro de Clifford é a dnica superficie minima, mergulhada, fechada e de
género 1 em S3.

* Em resposta a uma conjectura proposta por Lawson em 1970.

Conjectura (Fraser - Li (2014))

A menos de congruéncia, o catendide critico é o tnico anel minimo de fronteira livre
propriamente mergulhado em B3.

* Provada parcialmente por Fraser - Schoen (2016) e McGrath (2018).

Teorema (Kapouleas - Li (2017))

As tnicas superficies minimas, mergulhadas e de fronteira livre em B3 que possuem pelo
menos uma componente de bordo invariante por rotacées em S? sio o disco equatorial
plano e o catendide critico.

(€
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Teorema (Barbosa - Freitas - Melo - Vitério (2021))

Seja ¥ C B3 uma superficie minima, mergulhada e de fronteira livre. Seja~y C OX uma
componente conexa do bordo de ¥. Suponha que exista um colar I C ¥ sobre v no
qual o conjunto {XT, AXT} é linearmente dependente. Entdo, X € o disco equatorial D
ou o catendide critico K.
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Observacgao 1

1
g=(cN) e p= P



Superficies minimas de fronteira livre na bola

Superficies minimas de fronteira livre na bola

Teorema (Barbosa - Freitas - Melo - Vitério (2021))

Seja ¥ C B3 uma superficie minima, mergulhada e de fronteira livre. Seja~y C OX uma
componente conexa do bordo de ¥. Suponha que exista um colar I C ¥ sobre v no

qual o conjunto {XT, AXT} é linearmente dependente. Entdo, X € o disco equatorial D
ou o catendide critico K.

Observacgao 1

1 3
= (M) e p= 2P B

Vg=—-Ax" e Vp=x"
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Teorema (Barbosa - Freitas - Melo - Vitério (2021))

Seja ¥ C B3 uma superficie minima, mergulhada e de fronteira livre. Seja~y C OX uma
componente conexa do bordo de ¥. Suponha que exista um colar I C ¥ sobre v no

qual o conjunto {XT, AXT} é linearmente dependente. Entdo, X € o disco equatorial D
ou o catendide critico K.

Observacgao 1

3
=N e p= Ll B A

Vg=—-Ax" e Vp=x"
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A matriz de A na base {el,xT} é

T 0
= (5 %)

onde T é a curvatura geodésica de «y vista como subvariedade de S?.
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Observacao 2
A matriz de A na base {el,xT} é

T 0
= (5 %)

onde T é a curvatura geodésica de «y vista como subvariedade de S?.

Observagao 3

Tendo em vista o resultado de Kapouleas - Li, é suficiente mostrarmos que a
componente «y é invariante por rotacdes em S2.

Observacao 4

Sendo ¥ minima, basta mostrarmos que \ é constante sobre ~.
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Para cada p € ¥, considere o operador

Jp i TpR3  —  ToX
V — JWV)=NAVT

onde A representa a operacdo de produto vetorial em R3.
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Para cada p € ¥, considere o operador

Jp i TpR3  —  ToX
V — JWV)=NAVT

onde A representa a operacdo de produto vetorial em R3.

Lema 1

Sejam ¥ C R® uma superficie orientdvel e w € X(X) o campo dado por w(x) = Jx(x).
Entéo,
(Vxw, X) = — (x, N) (AX,J(X)), VX € X(X).

Em particular, se x” é uma direcdo principal do operador de Weingarten sobre um

colar ao redor de uma componente conexa de %, entdo

<erw,xT> =0.

©
A4
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Sob as mesmas hipdteses do teorema, temos que o autovalor \ associado a x' &

constante ao longo de ~y.
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Proposicido 1

Sob as mesmas hipdteses do teorema, temos que o autovalor \ associado a x' &

constante ao longo de ~y.

Demonstragdo.

® Vg =—-AxT = —XxT sobre T.
@ Y de fronteira livre = )2 = X\?|xT|?> =|Vg|? sobre v C 9.

@ x e N ortogonaisa X = w = J(x) =N Ax tangente a X.

Para mostrarmos que )\ é constante ao longo de v C 0%, é suficiente verificarmos que

w|Vgl[2 =0 sobre ~.

A4
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Assim, sobre ~, vale

w|Vegl* = 2(V.Vg,Vg)
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Assim, sobre ~, vale

w|Vegl* = 2(V.Vg,Vg)

2 (Hessgw, Vg)
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Assim, sobre ~, vale

w|Vegl* = 2(V.Vg,Vg)

2 (Hessgw, Vg)

= 2{(w,Hessg;Vg)
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Assim, sobre ~, vale
w|Vgl> = 2(V.,Vg Vg)
= 2(Hessgw,Vg)
= 2{(w,Hessg;Vg)

= 2<w,vaVg>
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Assim, sobre ~, vale
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= 2(Hessgw,Vg)
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Assim, sobre ~, vale
w|Vgl> = 2(V.,Vg Vg)
= 2(Hessgw,Vg)
= 2{(w,Hessg;Vg)
= 2{w,Vy,Veg)
= 2Vg(w,Vg) ~2(Vy,w, Ve)

= 2Vg (J(xT),=AxT) = 2(V_ 7w, —AxT)
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Assim, sobre ~, vale
w|Vgl> = 2(V.,Vg Vg)
= 2(Hessgw,Vg)
= 2{(w,Hessg;Vg)
= 2(w,VvgVe)
= 2Vg(w,Vg) —2(Vyew,Vg)
= 2Vg{J(xT),—AxT) —2(V_ 7w, —AxT)

= 2Vg (J(xT),=AxT) =222 (V, rw,xT).



Referéncias Bibliograficas

Sumidrio

@ Referéncias Bibliograficas



Referéncias Bibliograficas

[d Barbosa, E., Freitas, A., Melo, R., and Vitério, F. (2021).
Uniqueness of free-boundary minimal hypersurfaces in rotational domains.
arXiv:2108.00441.

@ Brendle, S. (2013).

Embedded minimal tori in S3 and the Lawson conjecture.
Acta Math., 211(2):177-190.

@ Cavalcante, M. P., Mendes, A. a., and Vitério, F. (2019).
Vanishing theorems for the cohomology groups of free boundary submanifolds.
Ann. Global Anal. Geom., 56(1):137-146.

@ Chern, S. S., do Carmo, M., and Kobayashi, S. (1970).
Minimal submanifolds of a sphere with second fundamental form of constant
length.
In Functional Analysis and Related Fields (Proc. Conf. for M. Stone, Univ.
Chicago, Chicago, Ill., 1968), pages 59-75. Springer, New York.

@ Fraser, A. and Li, M. M.-c. (2014).
Compactness of the space of embedded minimal surfaces with free boundary in
three-manifolds with nonnegative Ricci curvature and convex boundary.
J. Differential Geom., 96(2):183-200.

@ Fraser, A. and Schoen, R. (2015).
Uniqueness theorems for free boundary minimal disks in space forms.

Int. Math. Res. Not. IMRN, (17):8268-8274. t ‘



Referéncias Bibliograficas

[3 Kapouleas, N. and Li, M. M.-c. (2017).
Free boundary minimal surfaces in the unit three-ball via desingularization of the
critical catenoid and the equatorial disk.
arXiv preprint arXiv:1709.08556.

@ Lawson, Jr., H. B. (1969).
Local rigidity theorems for minimal hypersurfaces.
Ann. of Math. (2), 89:187-197.

(] McGrath, P. (2018).
A characterization of the critical catenoid.
Indiana Univ. Math. J., 67(2):889-897.

[ Melo, R. (2021).
Hipersuperficies minimas de fronteira livre em alguns dominios euclidianos e
outros tépicos.
Dissertacées e Teses defendidas na UFAL - IM.

[d Nitsche, J. C. C. (1985).
Stationary partitioning of convex bodies.
Arch. Rational Mech. Anal., 89(1):1-19.

@ Wheeler, G. and Wheeler, V.-M. (2019).
Minimal hypersurfaces in the ball with free boundary.
Differential Geom. Appl., 62:120-127.



Obrigadol!

rodrigo@pos.mat.ufal.br



	Introdução
	História
	Superfícies mínimas de fronteira livre na bola
	Referências Bibliográficas

