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Sumário

1 Introdução

2 História

3 Superf́ıcies ḿınimas de fronteira livre na bola

4 Referências Bibliográficas



Introdução História Superf́ıcies ḿınimas de fronteira livre na bola Referências Bibliográficas

Introdução

Seja x : Σ→ R3 um mergulho de uma superf́ıcie conexa, orientável e com bordo ∂Σ.

Seja ainda N : Σ→ S2 um campo normal unitário sobre Σ.

Para cada p ∈ Σ, a matriz do operador de Weingarten A = −(∇N)T (em uma
base apropriada) é

A =

(
k1 0
0 k2

)
.

A curvatura média de Σ em p ∈ Σ é H =
k1 + k2

2
.
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Introdução

Seja x : Σ→ R3 um mergulho de uma superf́ıcie conexa, orientável e com bordo ∂Σ.

Seja ainda N : Σ→ S2 um campo normal unitário sobre Σ.

Para cada p ∈ Σ, a matriz do operador de Weingarten A = −(∇N)T (em uma
base apropriada) é
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Introdução

Seja x : Σ→ R3 um mergulho de uma superf́ıcie conexa, orientável e com bordo ∂Σ.

Uma variação de x é uma aplicação suave x : (−ε, ε)× Σ→ R3 de suporte compacto,
tal que

(a) xt := x(t, ·) : Σ→ R3 é imersão
isométrica.

(b) x0 = x .

(c) xt (∂Σ) = x0(∂Σ).

Campo variacional: V (p) :=
∂x

∂t

∣∣∣∣
t=0

.

Funcional área: A(t) :=

∫
Σ

dΣt .
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isométrica.

(b) x0 = x .

(c) xt (∂Σ) = x0(∂Σ).

Campo variacional: V (p) :=
∂x

∂t

∣∣∣∣
t=0

.
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Introdução História Superf́ıcies ḿınimas de fronteira livre na bola Referências Bibliográficas

Introdução

Problema de Plateau: dada uma curva fechada C em R3, mostrar que existe uma
superf́ıcie de área ḿınima cuja fronteira é C .

Estudado primeiramente por Lagrange em 1760.

Plateau realizou cuidadosos experimentos com peĺıculas de sabão em 1850.

Primeira variação da área:
d

dt
A(t)

∣∣∣∣
t=0

= −
∫

Σ
H 〈N,V 〉 dΣ.

Se x minimiza área para toda variação, então H = 0.
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Introdução

Problema de bordo livre: dado um doḿınio Ω ⊂ R3, encontrar superf́ıcie Σ de área
ḿınima que atenda às seguintes condições:

(a) intΣ ⊂ intΩ

(b) ∂Σ ⊂ ∂Ω;

Primeira variação da área:
d

dt
A(t)

∣∣∣∣
t=0

= −
∫

Σ
H 〈N,V 〉 dΣ +

∫
∂Σ
〈V , ν〉 ds.

Se x minimiza área para toda variação, então H = 0 e ν ∈ (Tp∂Ω)⊥ para todo
p ∈ ∂Σ.
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Introdução
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Exemplos clássicos de superf́ıcies de fronteira livre na bola unitária B3 ⊂ R3:

Disco equatorial plano Σ = D.

Catenóide cŕıtico Σ = K.

end
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Ḿınimas de fronteira livre: História

1930-1940 Douglas, Radó: Problema de Plateau. (Bordo fixo.)

1940-1950 Courant: Existência de superf́ıcies que minimizam área, propriamente imersas
em doḿınios de R3. (Bordo livre.)

1980-2000 Grüter, Jost, Nitsche, Struwe: Existência de discos ḿınimos de fronteira livre
em doḿınios convexos.

Teorema (Nitsche (1985))

Seja Σ uma superf́ıcie ḿınima de fronteira livre em B3. Se Σ tem o tipo topológico do
disco então Σ é um disco equatorial plano.

* Generalizações: Fraser - Schoen (2015), Wheeler - Wheeler (2019).
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Seja Σ uma superf́ıcie ḿınima de fronteira livre em B3. Se Σ tem o tipo topológico do
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1980-2000 Grüter, Jost, Nitsche, Struwe: Existência de discos ḿınimos de fronteira livre
em doḿınios convexos.

Teorema (Nitsche (1985))
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Introdução História Superf́ıcies ḿınimas de fronteira livre na bola Referências Bibliográficas
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Ḿınimas de fronteira livre: História

Teorema (Ambrozio - Nunes (2016))

Seja Σ uma superf́ıcie ḿınima, compacta e de fronteira livre em B3. Se |A|2 〈x ,N〉2 ≤ 2,
então Σ é o disco equatorial plano ou o catenóide cŕıtico.

* Em 2020, Barbosa - Viana generalizaram o resultado em codimensão arbitrária.

Teorema (Lawson (1969) e Chern - do Carmo - Kobayashi (1970))

Seja Σ2 uma superf́ıcie ḿınima fechada na esfera unitária S3. Suponha que |A|2 ≤ 2.
Então Σ2 é um equador ou um toro de Clifford.

Teorema (Cavalcante - Mendes - Vitório (2019))

Seja Σ2 uma superf́ıcie ḿınima, compacta e de fronteira livre na bola unitária B2+k ,
onde k é qualquer inteiro positivo. Se |A|2 ≤ 4, então Σ2 é o disco equatorial plano.

Teorema (Barbosa - Freitas - Melo - Vitório (2021))

Seja Σn uma hipersuperf́ıcie ḿınima de fronteira livre na bola unitária Bn+1. Se |A|2 ≤
2n, então Σ é um disco equatorial totalmente geodésico Dn.
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Seja Σn uma hipersuperf́ıcie ḿınima de fronteira livre na bola unitária Bn+1. Se |A|2 ≤
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Teorema (Lawson (1969) e Chern - do Carmo - Kobayashi (1970))
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Introdução História Superf́ıcies ḿınimas de fronteira livre na bola Referências Bibliográficas

Ḿınimas de fronteira livre: História

Teorema (Brendle (2013))

O Toro de Clifford é a única superf́ıcie ḿınima, mergulhada, fechada e de
gênero 1 em S3.

* Em resposta a uma conjectura proposta por Lawson em 1970.

Conjectura (Fraser - Li (2014))

A menos de congruência, o catenóide cŕıtico é o único anel ḿınimo de fronteira livre
propriamente mergulhado em B3.

* Provada parcialmente por Fraser - Schoen (2016) e McGrath (2018).

Teorema (Kapouleas - Li (2017))

As únicas superf́ıcies ḿınimas, mergulhadas e de fronteira livre em B3 que possuem pelo
menos uma componente de bordo invariante por rotações em S2 são o disco equatorial
plano e o catenóide cŕıtico.
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Introdução História Superf́ıcies ḿınimas de fronteira livre na bola Referências Bibliográficas
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Introdução História Superf́ıcies ḿınimas de fronteira livre na bola Referências Bibliográficas

Superf́ıcies ḿınimas de fronteira livre na bola

Teorema (Barbosa - Freitas - Melo - Vitório (2021))

Seja Σ ⊂ B3 uma superf́ıcie ḿınima, mergulhada e de fronteira livre. Seja γ ⊂ ∂Σ uma
componente conexa do bordo de Σ. Suponha que exista um colar Γ ⊂ Σ sobre γ no
qual o conjunto

{
xT ,AxT

}
é linearmente dependente. Então, Σ é o disco equatorial D

ou o catenóide cŕıtico K.

Observação 1

g = 〈x ,N〉 e ρ =
1

2
|x |2

⇓

∇g = −AxT e ∇ρ = xT
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Observação 1

g = 〈x ,N〉 e ρ =
1

2
|x |2

⇓

∇g = −AxT e ∇ρ = xT
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Observação 2

A matriz de A na base
{

e1, xT
}

é

A =

(
τ 0
0 λ

)
,

onde τ é a curvatura geodésica de γ vista como subvariedade de S2.

Observação 3

Tendo em vista o resultado de Kapouleas - Li, é suficiente mostrarmos que a
componente γ é invariante por rotações em S2.

Observação 4

Sendo Σ ḿınima, basta mostrarmos que λ é constante sobre γ.

end
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Para cada p ∈ Σ, considere o operador

Jp : TpR3 −→ TpΣ
V 7−→ J(V ) = N ∧ V T

onde ∧ representa a operação de produto vetorial em R3.

Lema 1

Sejam Σ ⊂ R3 uma superf́ıcie orientável e ω ∈ X(Σ) o campo dado por ω(x) = Jx (x).
Então,

〈∇Xω,X 〉 = −〈x ,N〉 〈AX , J(X )〉 , ∀ X ∈ X(Σ).

Em particular, se xT é uma direção principal do operador de Weingarten sobre um
colar ao redor de uma componente conexa de ∂Σ, então〈

∇xT ω, xT
〉

= 0.

end
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Proposição 1

Sob as mesmas hipóteses do teorema, temos que o autovalor λ associado a xT é
constante ao longo de γ.

Demonstração.

∇g = −AxT = −λxT sobre Γ.

Σ de fronteira livre ⇒ λ2 = λ2|xT |2 = |∇g |2 sobre γ ⊂ ∂Σ.

x e N ortogonais a ∂Σ ⇒ ω = J(x) = N ∧ x tangente a ∂Σ.

Para mostrarmos que λ é constante ao longo de γ ⊂ ∂Σ, é suficiente verificarmos que

ω|∇g |2 = 0 sobre γ.

end
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Sob as mesmas hipóteses do teorema, temos que o autovalor λ associado a xT é
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Assim, sobre γ, vale

ω|∇g |2 = 2 〈∇ω∇g ,∇g〉

= 2 〈Hessgω,∇g〉

= 2 〈ω,Hessg∇g〉

= 2
〈
ω,∇∇g∇g

〉
= 2∇g 〈ω,∇g〉 − 2

〈
∇∇gω,∇g

〉
= 2∇g

〈
J(xT ),−AxT

〉
− 2

〈
∇−AxT ω,−AxT

〉
= 2∇g

〈
J(xT ),−λxT

〉
− 2λ2

〈
∇xT ω, xT

〉
.

�

end
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Hipersuperf́ıcies ḿınimas de fronteira livre em alguns doḿınios euclidianos e
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