Subvariedades com vetor curvatura média

normalizado paralelo

Sylvia F. da Silva

sylvia.ferreira@ufpe.br

IV Workshop de Verao -
UAMat UFCG

14 de Fevereiro, 2022

1/58



Sumario

© Introducio
© Preliminares

o Férmulas Gerais

@ Férmula de Simons para subvariedades pnmc em M"(c) xR
© Resultados Auxiliares

@ Lemas Auxiliares

@ Um Principio do Maximo Generalizado

@ Resultados Principais

© Referéncias

2/58



Introducao

@ O objetivo desta palestra é apresentar parte dos resultados obtidos no
artigo

[3 F.R. dos Santos and S.F da Silva, On complete submanifolds with
parallel normalized mean curvature in product spaces To appear
in Proceedings of Edinburg Section A.

@ Neste trabalho s3o apresentados resultados de caracterizacdo para sub-
variedades com vetor curvatura média normalizado paralelo (pnmc)
e segunda curvatura média constante em espagos produto do tipo
M"(c) x R, onde M"(c) é uma variedade Riemanniana com curva-
tura seccional constante ¢ = —1,1, considerando restricbes na funcio
angulo e na parte sem traco do operador de forma.
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o Estes resultados podem ser vistos como extensdes dos obtidos [4, 6].

@ Em [4] o autor estudou superficies completas imersas num espaco pro-
duto do tipo M?(c) x R com curvatura extrinseca constante. Ele obteve
uma férmula do tipo Simons para o operador de Cheng-Yau, e usando
uma generaliza¢do do principio do maximo, obteve uma caracterizacao
do cilindro em H? x R, sob algumas restricdes adequadas a funcdo
angulo e na parte sem traco da segunda forma fundamental.

e Jd em [6], os autores mostraram que, sob restricdes adequadas no
quadrado da norma da segunda forma fundamental de uma subvarie-
dade X™, com vetor curvatura média paralelo (pmc), imersa no espaco
produto M"(c) x R, esta deveria ser uma hipersuperficie de curvatura
média constante (cmc), totalmente umbilica em M™*1(c) < M"(c).
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Férmulas Gerais

. . . . . . -—n+1

@ Consideremos a subvariedade X imersa na variedade Rimanniana M~
com referencial ortonormal local {e;}""} e coreferencial dual {;}""}
de modo que, em cada pe X" temos que €; serd tangente a subvarie-

dade para 1 < i< m, e normal a subvariedade quando m+1<i<n+1.
@ Neste sentindo, utilizaremos ao longo do texto a seguinte convenc¢ao
de indices:
1<ij,k,~-<m e m+1<aopf,y,---<n+1l.

@ Com base na escolha deste referencial, definimos o operador de forma
e o quadrado de sua norma da seguinte maneira:
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@ Operador de Forma

A= hlo;@wje,, h% =(Aa (&), &) = {0 (ei,¢) eq). (1)

o,
e De (1) segue que
4 = 1Al = 3 (45"
a,ij

@ Além disso, definimos o vetor curvatura média e a funcdo curvatura
- ——n+1 .
média de 2 em M, respectivamente, por

1 1 2
=— > tr(A H=|hl=— tr(Aa)”.
mza:r( a)eq e |l m Zr( o)

o
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Proposicao 1 (Férmula do Tipo Simons).

. . —n+1 ~
Seja ¥™ uma subvariedade de M""" com n= m. Ent3o:

1 _ _
§A|A|2=|VA|2 Z h (hfij — Raikik — Rakkij)

o Id7
+ > h ( W Raiip + 2h5 Ragii — hE Rapi +2h’k3iﬁaﬁk,-)
o,B,ij,k
+ > ok ( W Rakpi +2hflRaBk,>
o,B,ij,k

= 2 (N (Aahp — AgAa) + [tr (AaAg) > — tr (Ag) tr (AZAp) )

+2 ) g (W Roiik + hRokic)
a7’.1j7k7p

onde N(A) = tr (AA?) para qualquer matriz A= (aj;) e R representa o tensor

+1
de curvatura em M"
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O espa¢o produto M"(c) x R

@ Sendo M" (c) uma variedade Riemanniana de curvatura seccional cons-
tante ¢ = —1,1 e seu tensor métrico {, )y, 0 espago produto Riemanni-
ano M"(c¢) xR é uma variedade diferencidvel com a métrica Rieman-
niana definida por:

<V7 W>P = <(TEM>* v, (EM)* W>M + <(7I"R)* v, (ER*W)>7

compe M"(c) xR, v,we T, (M x R) e mp, g denotando as projegGes
nos fatores correspondentes do produto.

@ Associado ao produto Riemanniano, o campo vetorial

~—

0 n
Or 1= <5t‘> ‘(q,t)7 (qa t) e M" xR, (2
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¢ paralelo e unitério, isto é,
Vor=0 e {(0,01y=1,
onde V é a conexdo de Levi-Civita da variedade Riemanniana M"(c) x R.
@ Sendo X uma subvariedade de M"(c) x R, temos a decomposi¢3o:
E=0:=T+N (3)

onde T:=0, e N:=0;{, denotam, respectivamente, as partes tangente
e normal do campo &.

@ Segue portanto, que

1=(&.& =T +IN (4)
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@ Em M"(c) xR, o tensor curvatura satisfaz

R(X7 Y)Z = C(<X72>Y_<Y72>X) —|—C<Z,§>(<Y,§>X—<X,§>Y)
+C(<Y,Z><X,§>—<X,Z><Y,§>)§,

(5)
onde X,Y,ZeX(MxR) e R é definido por
R(X,Y)Z =VixyZ - [VX,VY] z.
e Um célculo direto em (3) nos fornece as seguintes relagdes
AvX)=VxT e o(X,T)=—VgN, (6)

onde V e V= s3o as conexdes tangente e normal dos fibrados tan-
gente e normal sobre ¥ e Ay = >, (N, eq)Aq denota o operador de
Weingarten na dire¢do normal de &.
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@ Uma vez que M"(c) x R é localmente simétrica, temos

Raikjk = Roakkij = 0. (7)
Além disso, um calculo rapido nos mostra que ﬁaﬁjk = 0, para todo

a,B.j. k.

@ Destas consideracgdes e utilizando (5), podemos reescrever a Proposicdo
1 como

A]A]z VAP + > hehi + cm|An|® - zcmZ\Aa )2
a,ij,k

—cm?|H|? + ¢ (m—|T|?) |A]> — cm*(h, N)?

+3em(a(T, T).hy— Y (N (AaAp — ApAd) + [tr (Aahp) %)
op

+ > tr(Ag) tr (AZAg) .
(x7ﬁ
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@ Agora, vamos considerar o seguinte tensor simétrico

o= Zq),?‘w,-@a)jea, onde ¢ ={pa(ei), e (8)
o
@ Observe que ¢g = Ay — (h,eq )l é sem trago, e que
2
92 = 2310al” = 3. (6)7 = A2 = mH?, (9)
a a,ij

o Note que |¢| =0 se, e somente, se £ é uma subvariedade totalmente
umbilica de M"(c) x R.
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@ Desta forma, temos

m|An|? = m|gn|? + m*(h, N)?

D A(T)] Z|¢a )2 +20n(T), T+ H| TP

o Consequentemente,

A!Alz VAR + > hihfi +cmlgf? - 2C’"Z|¢a

O{IJ7

+c(m=|TPP)|$ — cm(@n(T), To+ > tr (Ag) tr (A%Ag)
a.p

_Zﬁ (N (Aahp — ApAq) + [tr (Aap) ).
a, (10)
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Uma férmula do tipo Simons para subvariedades pnmc em
M"(c) x R.
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Uma vez que consideraremos subvariedades pnmc ¥ imersas no espaco
produto M" (c) x R, entdo H > 0 e o vetor curvatura média normali-

zado n = I ¢ paralelo como secdo do fibrado normal.

Nesta configuragdo, vamos considerar {€my41,...,€np+1} um referencial
ortonormal local com ep4+1 =7n. Dal,

tr(Ams1)=mH e tr(Aq)=mlh,eq)=0, para todo ot=m+?2
De (8),
¢,§."+1 = hg’” —Hé; e ¢F =hj, paratodoa=m+2. (11)

E como ep1 € paralelo, da equacdo de Ricci segue que AgAmt1 =
Am+1Aq para todo o = m+2.
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e Portanto, de (9) e (11),

> tr (Ag) tr (A2Ag) = 3 (N (AaAp — ApAda) + [tr (AaAp) )

o,p a,p
= mH2[9]2+ mH Y tr (020me1) — Y., N(9adp — dpda)
o o,f>m+1
+ 3 [tr (0a9p)]”.
(x’ﬁ
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Operador de Cheng-Yau.

@ Para o estudo de subvariedades pnmc, introduziremos o operador dife-
rencial de Cheng-Yau, [3], dado por:

)= 3 () mnr-SH (19
ik iJ

onde f;; sdo as componentes do hessiano de f. Do ponto de vista
tensorial, (13) pode ser escrito como:

[1(f) = tr(Po Hess f) (14)

onde
P = mHI — h™*1

com | a identidade na lgebra dos campos vetoriais em ¥ e h™*! =
(hg’“) denota a segunda forma de ™ na direcao de epy1.
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Segunda curvatura média

e Por outro lado, em [2, 7] os autores definiram as r-ésimas fungGes
curvatura média H, de uma subvariedade imersa em um espaco forma
Riemanniano de dimensdo m, da seguinte forma:

e Para cada inteiro re {0,1,...,m—1}, a r-ésima é dada por

m 1 i
( r> Hr T Sr - F 6j1,,,j:<B’1J17B’27J2>' N '<B’r—1_/r—1’ B’r_/r>'
.y
m , .. . . Hedy 2
onde é o coeficiente binomial, 5].1 L €o delta Kronecker gene-
r o
. L a n+1 .
ralizado e Bjj = E hijeq com {eq}y_,, ., referencial ortonormal no

o,i.j
fibrado normal. Por convencdo, Hy = Sg = 1.
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@ Levando em conta esta definicdo, trabalharemos com o caso r =2, que
da definicdo anterior fornece:

m(m—1)Hy =25, = m*H? — |A]°. (15)

e Tomando f = mH em (13) e usando (15), obtemos:

1
O(mH) = S A (m?H?) —2m?|VH|? - m>_ hI 1 Hj
ij
1 m(m—1)
_ 5A|A|2 + Ay~ m?[VHP? —m> 7 Hy.
ij
e Utilizando (10) e (12) na igualdade anterior, obtemos a seguinte férmula

do tipo Simons para o operador de Cheng-Yau, agindo na fungdo cur-
vatura média de ¥ em M"(c) x R:
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Proposicao 2.

Seja ¥™ uma subvariedade pnmc de M" (¢) x R, entdo temos

(m

1
C(mH) = |VAP — m?|VH]? + mz)AHz + cm|o?

—2em ) |¢a (T) [+ (c (m—| T ) + mH?) [¢]?
—cmH{@m+1(T), T+ mHZ tr (¢§¢m+1)

Z( (9a9p — Pp9a) + [tr(¢a¢ﬁ)]2>,
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Lemas Auxiliares.
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Lemas Auxiliares

@ O Lema 1 apresenta extensdes dos Lema 2.3 e Lema 2.5 de [4] para di-
mensao e codimensao arbitrdrias e segunda curvatura média constante.

@ Os dois seguintes, por sua vez tém demonstracdes a serem encontradas
em [10] e [8].

Lema 1.

Seja ¥™ uma subvariedade pnmc do espaco produto M"(c) x R com se-
gunda curvatura média constante Hy > 0 . Entdo

(i) [VA|? = m?|VH|?. Em particular, se H, > 0, esta desigualdade se torna

uma igualdade se, e somente se, ¥ é uma regido aberta de uma subvarie-
dade paralela de M"(c) x R.

(ii) Se Hy = 0, entdo o operador P definido em (14) € positivo semidefinido
e consequentemente, o operador quadrado [] € semi eliptico.

v
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Sejam B, C : R™ — R™ uma aplicacio linear simétrica tal que [B,C] =0
etr(B)=tr(C)=0, entdo

m—2

Jm(m—1)

__ M2 BRIc| < tr (B3C) <

vm(m—1)

BI%|C].

Lema 3

| \

Sejam By,...,Bp, onde p > 2, matrizes simétricas m x m. Entdo

ST (N (BaBy — B3Ba)) + [t (BuBp) | < (z Ba).

o,f=1

\
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Um Principio do Maximo.
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@ Sejam L™ uma variedade Riemanniana e L: %2 (X) — ¢?(X) o ope-
rador semi-elipitico definido por

L(u) = tr(Z oHess u), (16)
onde & : TYX — TX é um tensor simétrico semidefinido.

@ De acordo com [1], o Principio do Maximo de Omori-Yau vale em ¥
para o operador L se, e somente se, para qualquer funcdo ue %?(X)
com u* = supyu < +00 existir uma sequéncia {px}ken < L™ com as
propriedades

1 1 1
u(pi)>u =2 Vulp)l < e Llu(pe)) <1,

para cada ke N.

@ O resultado cldssico devido a Omori [9] e Yau [11] afirma que o principio
do Méximo de Omori-Yau vale em toda variedade Riemanniana com-
pleta cuja curvatura de Ricci seja inferiormente limitada.
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Lema 4 (Alias-Mastrolia-Rigoli).

Seja ¥™ uma variedade de Riemanniana completa e ndo compacta, seja
0 € X™ um ponto de referéncia e denote por r(x) a funcdo distdncia Rie-
manniana de o. Assuma que a curvatura seccional de X satisfaz

K(x)>—-G?(r(x)), (17)

onde G € C*(R) satisfaz

+00
()G(0)>0 (i)G'(0)>0 (///)J .

o G(t)

Entdo o Principio do Maximo de Omori-Yau vale em ¥™ para algum ope-
rador L com supstr () < +.
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Proposicao 3 (Principio do Maximo).

Seja X' uma variedade Riemanniana, completa e ndo compacta, cuja cur-
vatura seccional satisfaz a condicdo (17) e seja L um operador semieliptico
como em (16) com supstr(P) < +ow. Se f e €%(X) é uma fungdo nio
negativa tal que L(f) > afP para algum nimero real a>0 e B > 1, entdo
f=0.
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Demonstracdo:

@ Considere uma funcio positiva ¢ : R* — R™ e tome g =¢of. Logo,

o gradiente e o Hessiano de g sdo dados por:

Vg=0¢'(f)VFf e Hessg=¢'(f)Hessf +¢" (f)VF.

e Aplicando (16),

L(g) = 9" (F)L(F)+ 9" (F){Z (VF),VF)

/ "(f)
— ¢/ (F)L(f P (Vg),Ve).
¢"(f) ()+¢,(f)2< (Ve).Vg)

@ Sendo assim

_9"(f)

¢/(f)2<=@(Vg),Vg>+ L(g)=¢' (f)L(f).

(18)
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1
@ Escolhendo ¢ de modo que ¢ (t) = Tape 47 0, as primeira e

segunda derivadas s3o

pi--apeF e SO (D) L

o

e Portanto, de (18), fazendo o = % > 0, chegamos a

(1) <ae () @ va v 09

@ Ja que L é semi-eliptico se, e somente se, & for positivo definido e
p = supstr(Z) < +w , tem-se

(2 (Vg),Vg) <p|Vg|*.
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e De (19)
a+1

aa (,fjl)ﬁ <-a@o (25 Ivef. (0

e Como g ¢é limitada por baixo, L é semieliptica, supstr(Z) < 4+ e
a curvatura seccional de ¥ satisfaz (17), podemos aplicar o Lema 4
afim de obter uma sequéncia {pk}ken de pontos em X tal que

1

1 1
g(Pk)<g*+;, ’Vg(Pk>‘<E e L(§(Pk)>>—;-

e Portanto, f(px) — * e substituindo em (20) temos

() L () 2D

Fazendo k — +o0, temos que f* =0, e jd que f = 0 isto nos da f =0.
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Resultados Principais.
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Resultados Principais

@ A proposicao a seguir fornece uma estimativa para o operador quadrado
agindo na fun¢do curvatura média, a qual é essencial para a dos nossos
teoremas.

Proposicao 4.

Seja ¥ uma subvariedade pnmc de M" (¢) xR, n > m > 3, com segunda
curvatura média constante H, > 0. Entdo, temos

O(mH) = cm|on|? — cmH(Pm+1(T), Ty —2cm > |9a(T)[?

o (== T (TP
2(m—1)> 2(m—1) '
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Demonstracao:
@ Das desigualdades de Cauchy-Schwarz e do Lema 2, temos:

S [tr (9ap) )’ < 19m1l® +200me1l (10 — [9ms1?)
o,
+ 3 [tr(9adp)]’
o,f>m+1

m(m—2)

2
mHZa]tr (¢a¢m+1) = _\/ﬁ

@ Do Lema 3, podemos estimar

H|¢|2|¢m+1|‘

(L2 o)

(162 = 6ms1?)°.

2 <’V (90595 — 9p9a) + [tr (%%)]2) <

o,f>m+1

NIWw Nlw
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@ Destas desigualdades,

mHEtr(¢§¢m+1)— Z N (9o dp

o,f#m+1
m(m—2)

_«/m(m 1)
— > (10P = [9ms12)”.

\Y

H|¢| |¢m+1| - |¢m+1|

w\w

@ Aplicando a desigualdade de Young para

=\ lolH e

obtemos

—0p0a) — D [tr (0a9p)]”

o.pB
—2(0m+1|* (161> — |9m-1/%)

(22)

b= 10[|9m1l,

«/ THIOF 9maa] < ﬁsz f|¢\21¢m+112 (23)



@ Além disso,

3
~[0merl* = 20mer (10 = [6msa?) = 5 (10 = |ma]?)°
= 210m 1P (101~ 0mi1 ) — 10 (191~ [mi ) (24)
3
= 21012 (162 = 190m+1?) — 921 9ms1

e Dai, inserindo (24) e (23) em (22), em seguida na Proposi¢do 2 e
usando que Hy = 0, temos

O(mH) = cm|on|? — cmH{Pm+1(T), Ty —2cm > |9a(T)[?

(m=3)
2

3
+c(m=ITI%) 91>~ Slel* ~ 101%|9me+1]?

? 1
B ﬁ"#W’F + §|¢m+1|2 (191 = 19m1l) -
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@ Comom=3e

1017 = [@m1] + Z 19a]® = [0mi1], (25)

o>m+1
escrevemos:

C(mH) = em|gn|® — cmH(@ms1 (T), Ty —2cm > |9 (T) 1
) ¢ (26)

+of? <—’;|¢|2+ 2(:_1)H2+c(m—|T|2)>.

@ Além disso, como

1
mH? = m|<;>|2 + mH,, (27)

concluimos:

C(mH) = em|gn|* — emH{$m41 (T), T) —2em Y [¢a (T)[?

o (=MD (e TP
2(m—1)2 2(m—1) ? '
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@ De agora em diante, denotaremos M" (c) x R por S” x R quando c =1
e H" x R quando ¢ = —1.

@ Estes espacos podem ser considerados como hipersuperficies do espaco
Euclideano R"*2 e do espaco Lorentiziano, respectivamente:

S" xR = {(x1,..., %) ER"Z x4+ 4 x2, =1}
e
H"xR = {(xl,...,x,,)e]L”*Z;—X12+~-+X,%+1 = -1}

@ Como aplicagao da Proposicdo 4 temos os seguintes resultados:
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Teorema 1.

Seja XY™ uma subvariedade pnmc completa de S" xR, n> m > 3, com
segunda curvatura média constante Ho > 0. Se o dngulo entre 1 = % eé&

é constante e
m

m—1

entdo ¥™ é uma hipersuperficie cmc totalmente umbilica em S™+1.

2(2 1
o+ 28 g oy M op, (28)
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Demonstrac3o:

@ Fazendo ¢ =1 na Proposicdo 4, temos

O(mH) = mlgn[* — mH@m 11 (T), T)—2m> [¢a (T)|>

vloP (T By | TR).
2(m—1)> 2(m—1)

(29)

@ Da desigualdade de Cauchy-Schwarz,

—2mY [9a(T)[> > —2m) [¢a*| T? = —2m[¢*|T|>.  (30)
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@ Além disso, da hipétese sobre o dngulo entre ) e £ e do fato de n =
em-1 ser paralelo, temos

0=X(1,6)=—a(T,X),m)=—<An1(T),X),  (31)
para todo X € X (X). Segue que ¢p+1(T)=—HT e, portanto
mion|* = mH{om 1 (T), T) = mlgn|* + mH*|TI? > 0. (32)
o Inserindo estas desigualdades em (29), obtemos

—wlqblerLH —(2m+1)|TPP+m
2(m—1)> 2(m—1) 2 '

(33)

O(mH) > |¢[? (
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@ Usando a hipdtese do (28), verificarmos que

m?(m—2) 5 m? 2
"2 (m=1) 19| +2(m_1)H2—(2m+1)|Ty +m
m 2
22(m—1)2‘¢|'

@ Sendo assim, (33) se torna

O(mH) = 0%, (34)

2(m—1)

@ Como H> >0, o Lema 1 garante que P é positivo semidefinido e de
(27) temos

D(|¢|) 2(m—=1)HO(mH)+2m(m—1){P(VH),VH)

>2(m—1)H(mH). (35)
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m

(m—1)

O(1012) = | —<loP (36)

@ Vamos verificar se ¥ satisfaz as condicdes da Proposicio 3, com o
intuito de concluir que |¢]?> = 0.

e Uma vez que |¢] < H, de (34) e (35) obtemos

(i) A hipétese (28) implica que

m(m—1)H?> = [p]> + m(m—1) H,

<2+ Hy+m(m—1)Ha.
m—1
Portanto, supy H < +c0 e de (14),
supstr(P) =m(m—1)supy H < +00. (37)
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(ii) Por outro lado, como H, > 0, de (15) temos, para todo i=1,...,ne
m+1< S <n+ 1,

(AP <|AP = m*H? —m(m—1) Hy < m*H? (38)
Consequentemente, paratodoi=1,...,ne m+1< o <n+1, temos
(A7 < mH

(iii) Além disto, da equagdo de Gauss,
2
Rijij = Rijij + Z (hﬁchg ) : (39)
De (38), vemos que para todo a,1i,/,

2
(W) <|AP<m’H*> e  [hFh%|=|hg||h% < (m H)?. (40)

n-=y
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(iv) Entdo inserindo (37) e (40) em (39), temos

Rijij = 1—2|T|>— (mH)?> — |AP? = —1 —2m®sups H? > —c. (41)

@ Isto é, a curvatura seccional de ™ é limitada inferiormente por uma
funcdo constante positiva, e portanto, podemos aplicar a Proposicdo 3
a (36) com B = 3 para obtermos que [¢|*> = 0.

@ Assim, todas as desigualdades obtidas ao longo da demonstracg3o, viram
igualdades. Em particular, a igualdade ocorre em (32).

@ Concluimos a partir do Teorema de Redu¢do da Codimens3o ( Teorema
2 em [5]), que ¥ é uma hipersuperficie cmc em S™*! < S” totalmente
umbilica.
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Teorema 2
Seja ™ uma subvariedade pnmc completa em H” xR, n > m > 3, com
segunda curvatura média constante Hy > 0. Se o angulo entre 1 = % et
é constante e

1
Mmk—umi%, (42)

2
2_
9l 1

entdo ¥™ é uma hipersuperficie cmc totalmente umbilica em H™*1.
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@ Relembremos que uma subvariedade é dita ser pseudo-umbilica se o
vetor curvatura média é ndo nulo e é direcdo umbilica, isto é

o (X,Y)={(X,Y)h, para todo X,Y € X (X)

@ Neste caso, ¢, =0. Uma vez que ¢, = Hpmr1 € H > 0, segue que
¢m+1 =0.

o Nesta configuragdo a expressdo (30) fica dada por:

O(mH) = cmlgn[* —2cm ) 9o (T)I?

(43)

+ 92 (;Z:i;\m%mwﬂ(m— |T2)> .
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Proposicao 5
Seja X uma subvariedade pnmc em S" xR, n> m > 2, com segunda

curvatura média constante H, > 0. Se X é pseudo-umbilica e

2m—+1

9P+ =——|TP<1+Ho. (44)

Entdo ¥™ é uma hipersuperficie totalmente umbilica cmc em S™+1.

2
| \

Proposicao 6

Seja ™ uma subvariedade pnmc em H" xR, n > m > 2, com segunda
curvatura média constante H, > 0. Se ¥ é pseudo-umbilica e

m+1

0% — |T\2 —2+ Hy. (45)

Entdo ™ é uma hipersuperficie totalmente umbilica cmc em H™+!.
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Superficies pnmc em M"(c) x R.
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@ Para estes, precisaremos da seguinte reformulacdo da Proposicido 4.

n+1

2H Yo (030 3 (N (9ads — dp00) + [1r (9500)T°)

o,f=3

1 3 46
> 21052 (1012 - 103P%) — 21012 (101~ 65) ~ 0 Plosf? **

3
> =101 (1912 = 19s[*) —[91%[9s]”,
com a igualdade ocorrendo na ultima igualdade se, e somente se,

93| =0 ou [¢|=[¢s].
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e Por outro lado, de (25)

3
=510 (1912 = 19s*) — 0% 03]

3ol Li62102 > _ol0l* (47)
*—§\¢’ +§’¢\ 93|~ = —2[¢]",

onde a igualdade vale se, e somente se, |¢| = |¢3] = 0.

e Portanto, assumindo que H, é constante, quando inserindo (47) em (46)
e entdo, na Proposicdo 2, obtemos a seguinte estimativa:

[1(2H) = VAP —4|VH]* = 2c|¢n|* —4c ) |9 (T) |
o (48)

—2cH{(3(T), Ty+ 9 (=0 +2H2+ c (2—|T|)).
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Teorema 3

Seja ¥2 uma superficie pnmc completa de S” x R, n > 2, com segunda
curvatura média constante H, > 0. Se o dngulo entre n = % e & é constante
e

supy (|¢|2+5|T|2) <2+ 2H>, (49)

entdo Y2 é uma superficie cmc totalmente umbilica de S3.
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Demonstracao:
e Tome c =1 em (48). Como H, > 0 segue do Lema 1,

C1(2H) = 2\gn> =4 9o (T) [P = 2H{$3(T), T) (50)
+1912 (—2|¢[> +2H* +2—|T|?)

@ Por outro lado, como o angulo entre 11 e & é constante, a desigual-
dade (32) vale e, substituindo em (50),

O(2H) = |92 (—|¢> +2H, +2-5|T?), (51)

onde também utilizamos (27) e (30).
o Considerando d := —supy (|¢|* +5|T|?) +2+2H, > 0, temos

C(2H) > d|o[2.
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e Agora, de (15) e (35),
O(l9?) = dv2lef.
@ Por hipdtese (49), a curvatura Gaussiana K satisfaz
2K =2(1—|TP) +2H,
>2—supy (|| +5|T[*) +2H> + 3| T|> > 0. (52)

e Novamente, pela hipdtese (49), temos que H € limitado e, consequen-
temente, supytr(P) < +o0.

e Da Proposicio 3, concluimos que |¢|> =0 e o resultado segue como
na dltima parte do Teorema 1.
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Teorema 4

Seja ¥ uma superficie pnmc completa de H” x R, n > 2, com segunda
curvatura média constante H, > 0. Se o dngulo entre n = % e & é constante
e

sups (|92 +3|NJ?) < —1+2H,,

entdo Y2 é uma superficie cmc totalmente umbilica de H3.
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