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Introdução

O objetivo desta palestra é apresentar parte dos resultados obtidos no
artigo

F.R. dos Santos and S.F da Silva, On complete submanifolds with
parallel normalized mean curvature in product spaces To appear
in Proceedings of Edinburg Section A.

Neste trabalho são apresentados resultados de caracterização para sub-
variedades com vetor curvatura média normalizado paralelo (pnmc)
e segunda curvatura média constante em espaços produto do tipo
Mn pcq ˆR, onde Mnpcq é uma variedade Riemanniana com curva-
tura seccional constante c “ ´1,1, considerando restrições na função
ângulo e na parte sem traço do operador de forma.
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Estes resultados podem ser vistos como extensões dos obtidos [4, 6].

Em r4s o autor estudou superf́ıcies completas imersas num espaço pro-
duto do tipo M2pcqˆR com curvatura extŕınseca constante. Ele obteve
uma fórmula do tipo Simons para o operador de Cheng-Yau, e usando
uma generalização do prinćıpio do máximo, obteve uma caracterização
do cilindro em H2ˆR, sob algumas restrições adequadas à função
ângulo e na parte sem traço da segunda forma fundamental.

Já em [6], os autores mostraram que, sob restrições adequadas no
quadrado da norma da segunda forma fundamental de uma subvarie-
dade Σm, com vetor curvatura média paralelo ppmcq, imersa no espaço
produto MnpcqˆR, esta deveria ser uma hipersuperf́ıcie de curvatura
média constante (cmc), totalmente umb́ılica em Mm`1pcq ãÑMnpcq.
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Fórmulas Gerais

Consideremos a subvariedade Σm imersa na variedade Rimanniana M
n`1

,
com referencial ortonormal local teiu

n`1
i“1 e coreferencial dual tωiu

n`1
i“1

de modo que, em cada p P Σm temos que ei será tangente à subvarie-
dade para 1ď i ďm, e normal à subvariedade quando m`1ď i ď n`1.

Neste sentindo, utilizaremos ao longo do texto a seguinte convenção
de ı́ndices:

1ď i , j ,k , ¨ ¨ ¨ ďm e m`1ď α,β ,γ, ¨ ¨ ¨ ď n`1.

Com base na escolha deste referencial, definimos o operador de forma
e o quadrado de sua norma da seguinte maneira:
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Operador de Forma

A“
ÿ

α,i ,j

hα
ij ωi bωjeα , hα

ij “ xAα pei q ,ejy “ xσ pei ,ejq ,eαy. (1)

De (1) segue que

|A|2 “
ÿ

α

|Aα |
2 “

ÿ

α,i ,j

`

hα
ij

˘2
.

Além disso, definimos o vetor curvatura média e a função curvatura

média de Σm em M
n`1

, respectivamente, por

h “
1

m

ÿ

α

tr pAαqeα e H “ |h| “
1

m

c

ÿ

α

tr pAαq
2.
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Proposição 1 (Fórmula do Tipo Simons).

Seja Σm uma subvariedade de M
n`1

com n ěm. Então:

1

2
∆|A|2 “ |∇A|2`

ÿ

α,i ,j ,k

hα
ij

`

hα

kkij ´Rα ikjk ´Rαkkij

˘

`
ÿ

α,β ,i ,j ,k

hα
ij

´

´h
β

kkRα ijβ `2h
β

jkRαβki ´h
β

ijRαkβk `2h
β

kiRαβki

¯

`
ÿ

α,β ,i ,j ,k

hα
ij

´

´h
β

ijRαkβk `2h
β

kiRαβki

¯

´
ÿ

α,β

´

N
`

AαAβ ´AβAα

˘

`
“

tr
`

AαAβ

˘‰2
´ tr

`

Aβ

˘

tr
`

A2
αAβ

˘

¯

`2
ÿ

α,i ,j ,k,p

hα
pj

`

hα

pkRpijk `hα
pjRpkik

˘

,

onde NpAq “ tr pAAtq para qualquer matriz A“ paijq e R representa o tensor

de curvatura em M
n`1

.
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O espaço produto MnpcqˆR

Sendo Mn pcq uma variedade Riemanniana de curvatura seccional cons-
tante c “´1,1 e seu tensor métrico x,yM , o espaço produto Riemanni-
ano Mn pcqˆR é uma variedade diferenciável com a métrica Rieman-
niana definida por:

xv ,wyp “ xpπMq˚ v ,pπMq˚wyM `xpπRq˚ v ,pπR˚wqy,

com p PMnpcqˆR, v ,w PTp pMˆRq e πM , πR denotando as projeções
nos fatores correspondentes do produto.

Associado ao produto Riemanniano, o campo vetorial

Bt :“

ˆ

B

Bt

˙

ˇ

ˇ

ˇ

pq,tq
, pq, tq PMnˆR, (2)
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é paralelo e unitário, isto é,

∇Bt “ 0 e xBt ,Bty “ 1,

onde ∇ é a conexão de Levi-Civita da variedade Riemanniana MnpcqˆR.

Sendo Σm uma subvariedade de MnpcqˆR, temos a decomposição:

ξ :“ Bt “ T `N (3)

onde T :“BTt e N :“BKt , denotam, respectivamente, as partes tangente
e normal do campo ξ .

Segue portanto, que

1“ xξ ,ξ y “ |T |2`|N|2. (4)
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Em MnpcqˆR , o tensor curvatura satisfaz

R pX ,Y qZ “ c pxX ,ZyY ´xY ,ZyX q` cxZ ,ξ ypxY ,ξ yX ´xX ,ξ yY q

` c pxY ,ZyxX ,ξ y´xX ,ZyxY ,ξ yqξ ,

(5)

onde X ,Y ,Z P XpMˆRq e R é definido por

RpX ,Y qZ “ ∇rX ,Y sZ ´
”

∇X ,∇Y

ı

Z .

Um cálculo direto em (3) nos fornece as seguintes relações

AN pX q “ ∇XT e σ pX ,T q “ ´∇
K
XN, (6)

onde ∇ e ∇K são as conexões tangente e normal dos fibrados tan-
gente e normal sobre Σm e AN “

ř

α
xN,eαyAα denota o operador de

Weingarten na direção normal de ξ .
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Uma vez que MnpcqˆR é localmente simétrica, temos

Rα ikjk “ Rαkkij “ 0. (7)

Além disso, um cálculo rápido nos mostra que Rαβ jk “ 0, para todo
α,β , j ,k .

Destas considerações e utilizando (5), podemos reescrever a Proposição
1 como

1

2
∆|A|2 “ |∇A|2`

ÿ

α,i ,j ,k

hα
ij h

α

kkij ` cm|AN |
2´2cm

ÿ

α

|AαpT q|
2

´ cm2|H|2` c
`

m´|T |2
˘

|A|2´ cm2xh,Ny2

`3cmxσpT ,T q,hy´
ÿ

α,β

´

N
`

AαAβ ´AβAα

˘

`
“

tr
`

AαAβ

˘‰2
¯

`
ÿ

α,β

tr
`

Aβ

˘

tr
`

A2
αAβ

˘

.
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Agora, vamos considerar o seguinte tensor simétrico

φ “
ÿ

α

φ
α
ij ωi bωjeα , onde φ

α
ij “ xφαpei q,ejy. (8)

Observe que φα “ Aα ´xh,eαyI é sem traço, e que

|φ |2 “
ÿ

α

|φα |
2 “

ÿ

α,i ,j

`

φ
α
ij

˘2
“ |A|2´mH2. (9)

Note que |φ | “ 0 se, e somente, se Σm é uma subvariedade totalmente
umb́ılica de MnpcqˆR.
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Desta forma, temos

m|AN |
2 “m|φN |

2`m2xh,Ny2

e

ÿ

α

|AαpT q|
2 “

ÿ

α

|φαpT q|
2`2xφhpT q,T y`H2|T |2.

Consequentemente,

1

2
∆|A|2 “ |∇A|2`

ÿ

α,i ,j ,k

hα

ikh
α

kkij ` cm|φ |2´2cm
ÿ

α

|φαpT q|
2

` c
`

m´|T |2
˘

|φ |2´ cmxφhpT q,T y`
ÿ

α,β

tr
`

Aβ

˘

tr
`

A2
αAβ

˘

´
ÿ

α,β

´

N
`

AαAβ ´AβAα

˘

`
“

tr
`

AαAβ

˘‰2
¯

.

(10)

13 / 58



Uma fórmula do tipo Simons para subvariedades pnmc em
MnpcqˆR.
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Uma vez que consideraremos subvariedades pnmc Σm imersas no espaço
produto Mn pcqˆR, então H ą 0 e o vetor curvatura média normali-

zado η “
h

H
é paralelo como seção do fibrado normal.

Nesta configuração, vamos considerar tem`1, . . . ,en`1u um referencial
ortonormal local com em`1 “ η . Dáı,

tr pAm`1q“mH e tr pAαq“mxh,eαy“ 0, para todo α ěm`2

De (8),

φ
m`1
ij “ hm`1

ij ´Hδij e φ
α
ij “ hα

ij , para todo α ěm`2. (11)

E como em`1 é paralelo, da equação de Ricci segue que AαAm`1 “

Am`1Aα para todo α ěm`2.
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Portanto, de (9) e (11),

ÿ

α,β

tr
`

Aβ

˘

tr
`

A2
αAβ

˘

´
ÿ

α,β

´

N
`

AαAβ ´AβAα

˘

`
“

tr
`

AαAβ

˘‰2
¯

“mH2|φ |2`mH
ÿ

α

tr
`

φ
2
αφm`1

˘

´
ÿ

α,βąm`1

N
`

φαφβ ´φβ φα

˘

`
ÿ

α,β

“

tr
`

φαφβ

˘‰2
.

(12)
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Operador de Cheng-Yau.

Para o estudo de subvariedades pnmc , introduziremos o operador dife-
rencial de Cheng-Yau, [3], dado por:

lpf q “
ÿ

i ,k

´

mHδij ´hm`1
ij

¯

fij “mH∆f ´
ÿ

i ,j

hm`1
ij fij , (13)

onde fij são as componentes do hessiano de f . Do ponto de vista
tensorial, (13) pode ser escrito como:

lpf q “ tr pP ˝Hess f q (14)

onde
P “mHI ´hm`1

com I a identidade na álgebra dos campos vetoriais em Σm e hm`1 “
´

hm`1
ij

¯

denota a segunda forma de Σm na direção de em`1.
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Segunda curvatura média

Por outro lado, em [2, 7] os autores definiram as r-ésimas funções
curvatura média Hr de uma subvariedade imersa em um espaço forma
Riemanniano de dimensão m, da seguinte forma:

Para cada inteiro r P t0,1, . . . ,m´1u, a r-ésima é dada por

ˆ

m

r

˙

Hr :“ Sr “
1

r !

ÿ

i ,j

δ
i1...ir
j1...jr

xBi1j1 ,Bi2,j2y . . .xBir´1jr´1 ,Bir jr y.

onde

ˆ

m

r

˙

é o coeficiente binomial, δ
i1...ir
j1...jr

é o delta Kronecker gene-

ralizado e Bij “
ÿ

α,i ,j

hα
ij eα com teαu

n`1
α“m`1 referencial ortonormal no

fibrado normal. Por convenção, H0 “ S0 “ 1.
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Levando em conta esta definição, trabalharemos com o caso r “ 2, que
da definição anterior fornece:

m pm´1qH2 “ 2S2 “m2H2´|A|2. (15)

Tomando f “mH em (13) e usando (15), obtemos:

lpmHq “
1

2
∆
`

m2H2
˘

´2m2|∇H|2´m
ÿ

i ,j

hm`1
ij Hij

“
1

2
∆|A|2`

m pm´1q

2
∆H2´m2|∇H|2´m

ÿ

i ,j

hm`1
ij Hij .

Utilizando (10) e (12) na igualdade anterior, obtemos a seguinte fórmula
do tipo Simons para o operador de Cheng-Yau, agindo na função cur-
vatura média de Σm em MnpcqˆR:
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Proposição 2.

Seja Σm uma subvariedade pnmc de Mn pcqˆR, então temos

lpmHq “ |∇A|2´m2|∇H|2`
m pm´1q

2
∆H2` cm|φN |

2

´2cm
ÿ

α

|φα pT q |
2`

`

c
`

m´|T |2
˘

`mH2
˘

|φ |2

´ cmHxφm`1 pT q ,T y`mH
ÿ

α

tr
`

φ
2
αφm`1

˘

´
ÿ

α,β

´

N
`

φαφβ ´φβ φα

˘

`
“

tr
`

φαφβ

˘‰2
¯

.
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Lemas Auxiliares.
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Lemas Auxiliares

O Lema 1 apresenta extensões dos Lema 2.3 e Lema 2.5 de [4] para di-
mensão e codimensão arbitrárias e segunda curvatura média constante.

Os dois seguintes, por sua vez têm demonstrações a serem encontradas
em [10] e [8].

Lema 1.

Seja Σm uma subvariedade pnmc do espaço produto MnpcqˆR com se-
gunda curvatura média constante H2 ě 0 . Então

(i) |∇A|2 ěm2|∇H|2. Em particular, se H2 ą 0, esta desigualdade se torna
uma igualdade se, e somente se, Σm é uma região aberta de uma subvarie-
dade paralela de MnpcqˆR.

(ii) Se H2 ě 0, então o operador P definido em (14) é positivo semidefinido
e consequentemente, o operador quadrado l é semi eĺıptico.
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Lema 2.

Sejam B,C : Rm ÝÑ Rm uma aplicação linear simétrica tal que rB,C s “ 0
e tr pBq “ tr pC q “ 0, então

´
m´2

a

m pm´1q
|B|2|C | ď tr

`

B2C
˘

ď
m´2

?
m pm´1q

|B|2|C |.

Lema 3.

Sejam B1, . . . ,Bp, onde p ě 2, matrizes simétricas mˆm. Então

p
ÿ

α,β“1

`

N
`

BαBβ ´BβBα

˘˘

`
“

tr
`

BαBβ

˘‰2
ď

3

2

˜

p
ÿ

α“1

N pBαq

¸2

.
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Um Prinćıpio do Máximo.
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Sejam Σm uma variedade Riemanniana e L : C 2 pΣq Ñ C 2 pΣq o ope-
rador semi-eĺıpitico definido por

Lpuq “ tr pP ˝Hess uq , (16)

onde P : TΣÑ TΣ é um tensor simétrico semidefinido.

De acordo com [1], o Prinćıpio do Máximo de Omori-Yau vale em Σm

para o operador L se, e somente se, para qualquer função u P C 2 pΣq
com u˚ “ supΣu ă `8 existir uma sequência tpkukPN Ă Σm com as
propriedades

u ppkq ą u˚´
1

k
, |∇u ppkq | ă

1

k
e Lpu ppkqq ă

1

k
,

para cada k P N.

O resultado clássico devido a Omori [9] e Yau [11] afirma que o prinćıpio
do Máximo de Omori-Yau vale em toda variedade Riemanniana com-
pleta cuja curvatura de Ricci seja inferiormente limitada.
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Lema 4 (Aĺıas-Mastrolia-Rigoli).

Seja Σm uma variedade de Riemanniana completa e não compacta, seja
o P Σm um ponto de referência e denote por rpxq a função distância Rie-
manniana de o. Assuma que a curvatura seccional de Σm satisfaz

K pxq ě ´G 2 pr pxqq , (17)

onde G P C 1 pRq satisfaz

piqG p0q ą 0 piiqG 1 p0q ě 0 piiiq

ż `8

0

dt

G ptq
“ `8.

Então o Prinćıpio do Máximo de Omori-Yau vale em Σm para algum ope-
rador L com supΣtr pPq ă `8.
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Proposição 3 (Prinćıpio do Máximo).

Seja Σm uma variedade Riemanniana, completa e não compacta, cuja cur-
vatura seccional satisfaz a condição (17) e seja L um operador semieĺıptico
como em (16) com supΣtr pPq ă `8. Se f P C 2 pΣq é uma função não
negativa tal que Lpf q ě af β para algum número real a ą 0 e β ą 1, então
f ” 0.
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Demonstração:

Considere uma função positiva φ : R`Ñ R` e tome g “ φ ˝ f . Logo,
o gradiente e o Hessiano de g são dados por:

∇g “ φ
1 pf q∇f e Hessg “ φ

1 pf qHess f `φ
2 pf q∇f .

Aplicando (16),

Lpgq “ φ
1 pf qLpf q`φ

2 pf qxP p∇f q ,∇f y

“ φ
1 pf qLpf q`

φ2 pf q

φ 1 pf q2
xP p∇gq ,∇gy.

(18)

Sendo assim

´
φ2 pf q

φ 1 pf q2
xP p∇gq ,∇gy`Lpgq “ φ

1 pf qLpf q .
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Escolhendo φ de modo que φ ptq “
1

p1` tqα
, α ą 0, as primeira e

segunda derivadas são

φ
1 ptq “ ´αφ ptq

α`1
α e

φ2ptq

φ 1ptq2
“

ˆ

α`1

α

˙

1

φ ptq
.

Portanto, de (18), fazendo α “
β´1

2 ą 0, chegamos a

aα

ˆ

f

1` f

˙β

ď´gLpgq`

ˆ

α`1

α

˙

xP p∇gq ,∇gy. (19)

Já que L é semi-eĺıptico se, e somente se, P for positivo definido e
ρ “ supΣtr pPq ă `8 , tem-se

xP p∇gq ,∇gy ď ρ|∇g |2.
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De (19)

aα

ˆ

f

f `1

˙β

ď´gLpgq`ρ

ˆ

α`1

α

˙

|∇g |2. (20)

Como g é limitada por baixo, L é semieĺıptica, supΣtr pPq ă `8 e
a curvatura seccional de Σm satisfaz (17), podemos aplicar o Lema 4
afim de obter uma sequência tpkukPN de pontos em Σm tal que

g ppkq ă g˚`
1

k
, |∇g ppkq | ă

1

k
e Lpg ppkqq ą ´

1

k
.

Portanto, f ppkq Ñ f ˚ e substituindo em (20) temos

aα

ˆ

f ppkq

1` f ppkq

˙β

ď
1

k

ˆ

g˚`
1

k

˙

`
ρ pα`1q

kα
. (21)

Fazendo k ÝÑ`8, temos que f ˚ “ 0, e já que f ě 0 isto nos dá f ” 0.

�
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Resultados Principais.
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Resultados Principais

A proposição a seguir fornece uma estimativa para o operador quadrado
agindo na função curvatura média, a qual é essencial para a dos nossos
teoremas.

Proposição 4.

Seja Σm uma subvariedade pnmc de Mn pcqˆR, n ěm ě 3, com segunda
curvatura média constante H2 ě 0. Então, temos

lpmHq ě cm|φN |
2´ cmHxφm`1pT q,T y´2cm

ÿ

α

|φαpT q|
2

`|φ |2

˜

´
m2 pm´2q

2pm´1q2
|φ |2`

m2

2pm´1q
H2` c

`

m´|T |2
˘

¸

.

32 / 58



Demonstração:

Das desigualdades de Cauchy-Schwarz e do Lema 2, temos:
ÿ

α,β

“

tr
`

φαφβ

˘‰2
ď |φm`1|

2`2|φm`1|
2
`

|φ |2´|φm`1|
2
˘

`
ÿ

α,βąm`1

“

tr
`

φαφβ

˘‰2

e

mH
ÿ

α

tr
`

φ
2
αφm`1

˘

ě´
m pm´2q
a

m pm´1q
H|φ |2|φm`1|.

Do Lema 3, podemos estimar

ÿ

α,βąm`1

´

N
`

φ
2
αφβ ´φβ φα

˘

`
“

tr
`

φαφβ

˘‰2
¯

ď
3

2

˜

ÿ

αąm`1

|φα |
2

¸

“
3

2

`

|φ |2´|φm`1|
2
˘2

.
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Destas desigualdades,

mH
ÿ

α

tr
`

φ
2
αφm`1

˘

´
ÿ

α,β‰m`1

N
`

φαφβ ´φβ φα

˘

´
ÿ

α,β

“

tr
`

φαφβ

˘‰2

ě´
m pm´2q
a

m pm´1q
H|φ |2|φm`1|´ |φm`1|

4´2|φm`1|
2
`

|φ |2´|φm`1|
2
˘

´
3

2

`

|φ |2´|φm`1|
2
˘2

.

(22)

Aplicando a desigualdade de Young para

a“

c

m

m´1
|φ |H e b “ |φ ||φm`1|,

obtemos
c

m

m´1
H|φ |2|φm`1| ď

m

2pm´1q
|φ |2H2`

1

2
|φ |2|φm`1|

2 (23)
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Além disso,

´|φm`1|
4´2|φm`1|

2
`

|φ |2´|φm`1|
2
˘

´
3

2

`

|φ |2´|φm`1|
2
˘2

“
1

2
|φm`1|

2
`

|φ |2´|φm`1|
2
˘

´
3

2
|φ |2

`

|φ |2´|φm`1|
2
˘

´
3

2
|φ |2

`

|φ |2´|φm`1|
2
˘

´|φ |2|φm`1|
2.

(24)

Dáı, inserindo (24) e (23) em (22), em seguida na Proposição 2 e
usando que H2 ě 0, temos

lpmHq ě cm|φN |
2´ cmHxφm`1pT q,T y´2cm

ÿ

α

|φαpT q|
2

` c
`

m´|T |2
˘

|φ |2´
3

2
|φ |4´

pm´3q

2
|φ |2|φm`1|

2

´
m2

2pm´1q
H2|φ |2`

1

2
|φm`1|

2
`

|φ |2´|φm`1|
2
˘

.
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Como m ě 3 e

|φ |2 “ |φm`1|
2`

ÿ

αąm`1

|φα |
2 ě |φm`1|

2, (25)

escrevemos:

lpmHq ě cm|φN |
2´ cmHxφm`1 pT q ,T y´2cm

ÿ

α

|φα pT q |
2

`|φ |2
ˆ

´
m

2
|φ |2`

m2

2pm´1q
H2` c

`

m´|T |2
˘

˙

.

(26)

Além disso, como

mH2 “
1

m´1
|φ |2`mH2, (27)

conclúımos:

lpmHq ě cm|φN |
2´ cmHxφm`1 pT q ,T y´2cm

ÿ

α

|φα pT q |
2

`|φ |2

˜

´
m2 pm´2q

2pm´1q2
|φ |2`

m2

2pm´1q
H2` c

`

m´|T |2
˘

¸

.
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De agora em diante, denotaremos Mn pcqˆR por SnˆR quando c “ 1
e HnˆR quando c “´1.

Estes espaços podem ser considerados como hipersuperf́ıcies do espaço
Euclideano Rn`2 e do espaço Lorentiziano, respectivamente:

SnˆR“ tpx1, . . . ,xnq P Rn`2;x2
1 `¨¨ ¨` x2

n`1 “ 1u

e

HnˆR“ tpx1, . . . ,xnq P Ln`2;´x2
1 `¨¨ ¨` x2

n`1 “´1u

Como aplicação da Proposição 4 temos os seguintes resultados:
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Teorema 1.

Seja Σm uma subvariedade pnmc completa de Sn ˆR, n ą m ě 3, com
segunda curvatura média constante H2 ě 0. Se o ângulo entre η “ h

H e ξ

é constante e

|φ |2`
2p2m`1q

m
|T |2 ď 2`

m

m´1
H2, (28)

então Σm é uma hipersuperf́ıcie cmc totalmente umb́ılica em Sm`1.
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Demonstração:

Fazendo c “ 1 na Proposição 4, temos

lpmHq ěm|φN |
2´mHxφm`1 pT q ,T y´2m

ÿ

α

|φα pT q |
2

`|φ |2

˜

´
m2 pm´2q

2pm´1q2
|φ |2`

m2

2pm´1q
H2`m´|T |2

¸

.

(29)

Da desigualdade de Cauchy-Schwarz,

´2m
ÿ

α

|φα pT q |
2 ě´2m

ÿ

α

|φα |
2|T |2 “´2m|φ |2|T |2. (30)
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Além disso, da hipótese sobre o ângulo entre η e ξ e do fato de η “

em`1 ser paralelo, temos

0“ X xη ,ξ y “ ´xσ pT ,X q ,ηy “ ´xAm`1 pT q ,X y, (31)

para todo X P XpΣq. Segue que φm`1 pT q “ ´HT e, portanto

m|φN |
2´mHxφm`1 pT q ,T y “m|φN |

2`mH2|T |2 ě 0. (32)

Inserindo estas desigualdades em (29), obtemos

lpmHq ě |φ |2

˜

´
m2 pm´2q

2pm´1q2
|φ |2`

m2

2pm´1q
H2´p2m`1q |T |2`m

¸

.

(33)
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Usando a hipótese do (28), verificarmos que

´
m2 pm´2q

2pm´1q
|φ |2`

m2

2pm´1q
H2´p2m`1q |T |2`m

ě
m

2pm´1q2
|φ |2.

Sendo assim, (33) se torna

lpmHq ě
m

2pm´1q
|φ |4. (34)

Como H2 ě 0, o Lema 1 garante que P é positivo semidefinido e de
(27) temos

l
`

|φ |2
˘

“ 2pm´1qHlpmHq`2m pm´1qxP p∇Hq ,∇Hy

ě 2pm´1qHlpmHq .
(35)
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Uma vez que |φ | ď

c

m

pm´1q
H, de (34) e (35) obtemos

l
`

|φ |2
˘

ě

c

m

m´1
|φ |5 (36)

Vamos verificar se Σm satisfaz às condições da Proposição 3, com o
intuito de concluir que |φ |2 ” 0.

(i) A hipótese (28) implica que

m pm´1qH2 “ |φ |2`m pm´1qH2

ď 2`
m

m´1
H2`m pm´1qH2.

Portanto, supΣH ă`8 e de (14),

supΣtr pPq “m pm´1qsupΣH ă`8. (37)
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(ii) Por outro lado, como H2 ě 0, de (15) temos, para todo i “ 1, . . . ,n e
m`1ď α ď n`1,

pλ α
i q

2
ď |A|2 “m2H2´m pm´1qH2 ďm2H2 (38)

Consequentemente, para todo i “ 1, . . . ,n e m`1ď α ď n`1, temos

|λ α
i | ďmH.

(iii) Além disto, da equação de Gauss,

Rijij “ R ijij `
ÿ

α

´

hα
ii h

α
jj ´

`

hα
ij

˘2
¯

. (39)

De (38), vemos que para todo α, i , j ,

`

hα
ij

˘2
ď |A|2 ďm2H2 e |hα

ii h
α
jj | “ |h

α
ii ||h

α
jj | ď pmHq2 . (40)
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(iv) Então inserindo (37) e (40) em (39), temos

Rijij ě 1´2|T |2´pmHq2´|A|2 ě´1´2m2supΣH
2 ą´8. (41)

Isto é, a curvatura seccional de Σm é limitada inferiormente por uma
função constante positiva, e portanto, podemos aplicar a Proposição 3
a (36) com β “ 5

2 para obtermos que |φ |2 “ 0.

Assim, todas as desigualdades obtidas ao longo da demonstração, viram
igualdades. Em particular, a igualdade ocorre em (32).

Conclúımos a partir do Teorema de Redução da Codimensão ( Teorema
2 em [5]), que Σm é uma hipersuperf́ıcie cmc em Sm`1 ãÑ Sn totalmente
umb́ılica.

�
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Teorema 2

Seja Σm uma subvariedade pnmc completa em HnˆR, n ą m ě 3, com
segunda curvatura média constante H2 ě 0. Se o ângulo entre η “ h

H e ξ

é constante e

|φ |2´
2pm`1q

m
|T |2 ď´4`

m

m´1
H2, (42)

então Σm é uma hipersuperf́ıcie cmc totalmente umb́ılica em Hm`1.
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Relembremos que uma subvariedade é dita ser pseudo-umb́ılica se o
vetor curvatura média é não nulo e é direção umb́ılica, isto é

σ pX ,Y q “ xX ,Y yh, para todo X ,Y P XpΣq

Neste caso, φh “ 0. Uma vez que φh “ Hφm`1 e H ą 0, segue que
φm`1 “ 0.

Nesta configuração a expressão (30) fica dada por:

lpmHq ě cm|φN |
2´2cm

ÿ

α

|φαpT q|
2

`|φ |2
ˆ

p3m´5q

2pm´1q
|φ |2`mH2` c

`

m´|T |2
˘

˙

.

(43)
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Proposição 5

Seja Σm uma subvariedade pnmc em Sn ˆR, n ą m ě 2, com segunda
curvatura média constante H2 ě 0. Se Σm é pseudo-umb́ılica e

|φ |2`
2m`1

m
|T |2 ď 1`H2. (44)

Então Σm é uma hipersuperf́ıcie totalmente umb́ılica cmc em Sm`1.

Proposição 6

Seja Σm uma subvariedade pnmc em Hn ˆR, n ą m ě 2, com segunda
curvatura média constante H2 ě 0. Se Σm é pseudo-umb́ılica e

|φ |2´
m`1

m
|T |2 ď´2`H2. (45)

Então Σm é uma hipersuperf́ıcie totalmente umb́ılica cmc em Hm`1.
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Superf́ıcies pnmc em MnpcqˆR.
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Para estes, precisaremos da seguinte reformulação da Proposição 4.

2H
n`1
ÿ

α“3

tr
`

φ
2
αφ3

˘

´
ÿ

α,β“3

´

N
`

φαφβ ´φβ φα

˘

`
“

tr
`

φβ φα

˘‰2
¯

ě
1

2
|φ3|

2
`

|φ |2´|φ3|
2
˘

´
3

2
|φ |2

`

|φ |2´|φ3|
2
˘

´|φ |2|φ3|
2

ě´
3

2
|φ |2

`

|φ |2´|φ3|
2
˘

´|φ |2|φ3|
2,

(46)

com a igualdade ocorrendo na última igualdade se, e somente se,

|φ3| “ 0 ou |φ | “ |φ3|.
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Por outro lado, de (25)

´
3

2
|φ |2

`

|φ |2´|φ3|
2
˘

´|φ |2|φ3|
2

“´
3

2
|φ |4`

1

2
|φ |2|φ3|

2 ě´2|φ |4,

(47)

onde a igualdade vale se, e somente se, |φ | “ |φ3| “ 0.

Portanto, assumindo que H2 é constante, quando inserindo (47) em (46)
e então, na Proposição 2, obtemos a seguinte estimativa:

lp2Hq ě |∇A|2´4|∇H|2´2c |φN |
2´4c

ÿ

α

|φα pT q |
2

´2cHxφ3pT q,T y` |φ |
2
`

´|φ |2`2H2` c
`

2´|T |2
˘˘

.

(48)
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Teorema 3

Seja Σ2 uma superf́ıcie pnmc completa de Sn ˆR, n ą 2, com segunda
curvatura média constante H2ě 0. Se o ângulo entre η “ h

H e ξ é constante
e

supΣ

`

|φ |2`5|T |2
˘

ă 2`2H2, (49)

então Σ2 é uma superf́ıcie cmc totalmente umb́ılica de S3.
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Demonstração:

Tome c “ 1 em (48). Como H2 ě 0 segue do Lema 1,

lp2Hq ě 2|φN |
2´4

ÿ

α

|φα pT q |
2´2Hxφ3 pT q ,T y

` |φ |2
`

´2|φ |2`2H2`2´|T |2
˘

(50)

Por outro lado, como o ângulo entre η e ξ é constante, a desigual-
dade (32) vale e, substituindo em (50),

lp2Hq ě |φ |2
`

´|φ |2`2H2`2´5|T |2
˘

, (51)

onde também utilizamos (27) e (30).

Considerando d :“´supΣ

`

|φ |2`5|T |2
˘

`2`2H2 ą 0, temos

lp2Hq ě d |φ |2.
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Agora, de (15) e (35),

l
`

|φ |2
˘

ě d
?

2|φ |3.

Por hipótese (49), a curvatura Gaussiana K satisfaz

2K “ 2
`

1´|T |2
˘

`2H2

ě 2´ supΣ

`

|φ |2`5|T |2
˘

`2H2`3|T |2 ě 0.
(52)

Novamente, pela hipótese (49), temos que H é limitado e, consequen-
temente, supΣtr pPq ă `8.

Da Proposição 3, conclúımos que |φ |2 “ 0 e o resultado segue como
na última parte do Teorema 1.

�
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Teorema 4

Seja Σ2 uma superf́ıcie pnmc completa de HnˆR, n ą 2, com segunda
curvatura média constante H2ě 0. Se o ângulo entre η “ h

H e ξ é constante
e

supΣ

`

|φ |2`3|N|2
˘

ă´1`2H2,

então Σ2 é uma superf́ıcie cmc totalmente umb́ılica de H3.
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