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Sequéncia de Fibonacci k-generalizada
Definicao
Seja k > 2 um inteiro positivo. A sequéncia de Fibonacci
k-generalizada (Fék)) k>0 € definida pelos valores iniciais

Fék) =...=F ,5’1)2 =0e F]gli)l =1 e pela relacao de recorréncia

FW=F® 1 1+ F® >k

n—=k’

» Se k = 2 temos os numeros de Fibonacci

0,1,1,2,3,5,8,13,21, 34, 55, 89, 144, 233, . ...

> Se k = 3 temos a sequéncia de Tribonacci
0,1,1,2,4,7,13,24,44,81, 149, 274,504,927, 1705, . ...
> Se k = 4 temos a sequéncia de Tetranacci

0,1,1,2,4,8,15,29, 56, 108, 208, 401, 773, 1490, 2872 . ..
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Resultados Pré Existentes

» Os numeros de Fibonacci satisfazem a seguinte identidade

F? + F2,, = Fy,41, para todo n > 0. (1)
» Em 2010, Marques e Togbé, em [5], mostraram que para
um s fixo, se
Fy+ Fog
é um numero de Fibonacci para infinitos n, entao s = 1 ou
2.
» Luca e Oyono, em [1], resolveram o problema

completamente mostrando que a equagao Diofantina
Fo+F = Fn,

nao tem solucdo (n,m,s) comn >2e s> 3.



» Em 2014, Chaves e Marques, em [0], estudaram uma
generalizacao da equagao (1) e mostraram que a equagao
Diofatina .

() + (E) = FY, (2)

n m

nao possui sulugdes em inteiros positivos n, m e k, com
n>1ek>3.



» Em 2014, Chaves e Marques, em [0], estudaram uma
generalizacao da equagao (1) e mostraram que a equagao
Diofatina .

() + (E) = FY, (2)

n m

nao possui sulugdes em inteiros positivos n, m e k, com
n>1ek>3.

» Em 2014, Luca e Gémez, em [7], mostraram que a equagao
(FP) + (B = FY,

nao possui solugoes em inteiros positivos quando k > 3,
n>2es>2.



Resultado Principal

Teorema
A equacao Diofantina

2 = FY,

m

()2 + (R

nao possui solugcao para 2 <k <l en>k+ 1.



Sequéncias Recorrentes

O polinémio caracteristico associado a (FT(Lk))n é
Yp(x) =2k — Pt — 1,

que ¢ irredutivel sobre Q[z]. E conhecido que y(x) possui
apenas um zero fora do circulo unitario, denotaremos tal zero
por « e o chamaremos de raiz dominante de ¥y (z).

Além disso, conhecemos o seguinte fato sobre essa raiz,
descoberto pelo Wolfram em [9, Lemma 3.6].

Lema
Para todo k > 2 temos que

21 -27"M <a<2



Formula de Dresden

Para k = 2 temos a conhecida férmula de Binet
a — /Bn

==




Formula de Dresden

Para k = 2 temos a conhecida férmula de Binet
a — 571

Fn ==

_ 1+V5 _ 1-+5
onde a = =52 e 3 = =57,

Para os ntumeros de Fibonacci k-generalizado temos a férmula
de ”Binet-Like”devido a G. Dresden, veja [3, Férmula (2)]:

k 1
n—1 4
Z k+1 e (4)

para a = «aq,...,qp raizes de

Yp(x) =ab —af L2k 2 - 1



Nesse mesmo artigo foi mostrado que a contribuicao das raizes
dentro circulo na férmula (4) é pequena. Mais precisamente,
temos que

BT
|Bn(k)| = | = g(a, k)a" "] < 5 ()

onde
(z—1)

9@k = D@ =)

Abaixo exibimos alguns valores de o = a(k) e g(a, k):

k| ak) | glak) | k] afk) | g(ak)
1.6180 | 0.723607 1.9835 | 0.521772
1.8392 | 0.618419 1.9919 | 0.512454
1.9275 | 0.566342 1.9960 | 0.507071
1.9659 | 0.537926 1.9980 | 0.503980
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Proposicao
Temos,

1
i<g
[0

para todo k > 2

(a7 k) =

a—1

2+ (k+ 1)(a—2

)<

3
1
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Demonstracao.

De fato, segue da tabela anterior que ambas as desigualdade sao
vélidas para k € [2,9]. Além disso, observamos que para k > 4
temos:
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Temos,

1. (o, k) = a1
a SN T e ) (a -2

para todo k > 2
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Demonstracao.

De fato, segue da tabela anterior que ambas as desigualdade sao
vélidas para k € [2,9]. Além disso, observamos que para k > 4
temos:

a—1 2—-1
k) = 4.
9k = s ey “a- ot <A ()
Mais ainda, para todo k£ > 3 obtemos que
2 92 _ ) 2
o — a4+ k(2 —-a) -2 a® —5a+6 S0, (8)

T 24kt 1)(@—2) ~ 2+ (k+D)(a—2)
L]



Outro fato muito importante foi provado por Bravo e Luca, em
[3, Lemma 1], e nos d4 a seguinte estimativa para o Fygk).

Lema
Para todo k > 2 temos que

9

para todo n > 1.



Formas Lineares Logaritmicas

Uma ferramenta muito importante que vamos utilizar em nosso
problema é uma limitacao inferior para formas lineares
logaritmicas a la Baker.

O teorema abaixo nos d4 uma limitacao e é devido a Matveev,

para uma demonstracdo desse teorema ver [10] ou [11, Theorem
9.4].

Teorema

Suponha que y1,...,v $Go numeros algébricos reais positivos
em um corpo de niumeros algébricos K de grau D, e

bi,...,b € Z tais que A := 'yll“ .. .%bt — 1 € ndo nulo. Entdo

|A| > exp(—1.4x 30" x5 x D?(1+log D)(14+log B)A; - - - Ay),

onde B > max{|b1],...,|bs|}, e A; > max{Dh(v;), |vil,0.16},
para todo i € [1,t].



Em 1998, Dujella e Petho, em [12, Lemma 5 (a)], apresentam
uma versao do método de reducao baseado no Lema de
Baker-Davenport.

Apresentaremos o lema que é uma variacao imediata do
resultado devido a Dujella e Peths, que serd uma ferramenta
chave no nosso trabalho desempenhando a fungdo de diminuir
drasticamente os limitantes das variaveis da equacao Diofantina
trabalhada aqui.



Lema
Seja M um inteiro positivo e seja p/q um convergente da fragao
continua do numero irracional vy tal que ¢ > 6M. Sejam
A, B, p numeros reais com A >0 e B > 1. Defina
e = ||\uq|l — M||vql| (onde ||z|| denota a distancia de x ao inteiro
mais proximo). Se € > 0, entdo nao existe solu¢do da
desigualdade

0<|uy—v+pul <AB™" 9)

em inteiros positivos u, v e w com

log(Ag/€)

<M >
u < ew> log B



Teorema Principal

Teorema
A equacao Diofantina

(F&2 4 (F8)?2 = FD,

nao possui solugcao para 2 <k <l en>k+ 1.



Vejamos uma breve ideia da nossa demonstragao!

» Usamos o Lema (2) provado por Bravo e Luca e obtemos

n<m<2n+3. (10)



Vejamos uma breve ideia da nossa demonstragao!

» Usamos o Lema (2) provado por Bravo e Luca e obtemos
n<m<2n+3. (10)

» A partir da férmula de Dresden obtemos uma limitacao
superior para a forma linear em trés logaritmos relacionada
a equacao (1). Em seguida usamos uma limitagao inferior
dada por Matveev para obtermos uma limitacao para n, m
em func¢ao de [. Obtemos assim o seguinte resultado.

Lema
Se (n,m, k,l) é um uma solugdo inteira da equagao Diofantina
(3), coml >k em>1+1, entdo

n < 3-10%%log®l and m < 6.1-10%1°log3 1.



» Bravo e Luca usaram, em [2, p. 77 e 78], um argumento
combinando algumas estimativas junto com o Teorema do
Valor Médio.

Lema
Se (n,m, k,l) é uma solugao inteira nao trivial da equagao (3)
com 1> 1026, 2¢/2 < n e m > 1+ 1, entdo

n<m<38-10%7, 1 <6.3-10%" e k < 2091.



» Bravo e Luca usaram, em [2, p. 77 e 78], um argumento
combinando algumas estimativas junto com o Teorema do

Valor Médio.

Lema
Se (n,m, k,l) é uma solugao inteira nao trivial da equagao (3)
com 1> 1026, 2¢/2 < n e m > 1+ 1, entdo

n<m<38-10%7, 1 <6.3-10%" e k < 2091.

» Como os limitantes sao “astronomicos”, usamos um
argumento de reducao, devido a Dujella e Petho, que reduz
drasticamente os limitantes. Segue da forma linear
logaritmica que

0<(2n—2)yp —m+p < 145-(142)7,  (11)
2 2
onde 7y 1= 11‘;2‘;‘ e p =2+ W'



No nosso caso usamos esse argumento duas vezes e conseguimos
limitantes superiores para nossas formas lineares em trés
logaritmos.

» Finalmente usamos o software Mathematica que confirma
que a equacao (3) nao possui solugao para

2<k<l<1621, k4+1<n<26072 e [4+1 <m < 52144.

O
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