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Introducao

> Esta apresentacao é baseada nos trabalhos:

[1] Cruz, Joicy. Hipersuperficie tipo-espago maximais em varie-
dades de Lorentz admitindo um campo de vetores tipo-luz
paralelo. Dissertacao (Mestrado em Matematica) - Universi-
dade Federal de Pernambuco. Recife, p.82. 2021.

[2] J.A. Pelegrin, A. Romero, R. Rubio, On mazimal hypersur-
faces in Lorentz manifolds admitting a parallel lightlike vector

field, Class. Quant. Grav. 33 (2016), 1-8.

» Onde apresentaremos os desenvolvimentos dos principais re-
sultados.



Introducao

> Em 1915 Bernstein mostrou que os tnicos graficos inteiros e
minimos no espaco Euclidiano R3 sdo os planos.

> Este resultado pode ser extendido naturalmente para o espago
de Lorentz-Minkowski e é chamado de Teorema de Calabi-
Bernstein:

“As 1dnicas superficies tipo-espaco completas mdximais no
espaco de Lorentz-Minkowski sao os planos tipo-espaco”

» Inicialmente, Calabi [3] provou tal resultado para n < 4.

» Pouco tempo depois, Cheng-Yau [1] extenderam o resultado
para qualquer n.



Introducao

» Nos ultimos anos tem sido crescente o interesse pelo estudo
da geometria de hipersuperficies tipo-espaco imersa em cer-
tos ambientes Lorentzianos.

» Nesta direcao destacamos os espaco-tempos pp-wave (ondas
de frente plana com propagacao paralela) que tém atraido
muita atencao devido a recente deteccao experimental de
ondas gravitacionais.

» Originalmente Brinkmann [2] definiu o espago-tempo pp-
wave como qualquer espago-tempo cujo tensor métrico pode
ser descrito na forma,

ds? = H(u, z,y)du? + 2dudv + da® + dy?, (1)

onde H é uma funcao suave.



Introducao

Nesta apresentacao, mostraremos alguns resultados para hiper-
superficies com curvatura média constante em um espago-tempo
pp-wave.

» O primeiro deles é:

Teorema

Seja M um espaco-tempo pp-wave satisfazendo a TCC'. Se
M™ é uma hipersuperficie tipo-espago fechada de M com cur-
vatura média constante, entao ela deve ser totalmente geodésica.



Introducao

» O segundo é uma generalizalizacao do cldssico resultado de
Calabi-Bernstein para superficies completas maximais em
espaco-tempo pp-wave 3-dimensional.

Teorema

Se M um espaco-tempo pp-wave satisfazendo a TCC' e S? uma
superficie completa e maximal de ng entdo S? é totalmente
geodésica e flat!.

Dizemos que uma variedade Riemanniana é flat, se sua curvatura seccional é nula em todos
os pontos.



Definicoes

> Para o que segue, denotaremos por M™ uma variedade Ri-
emanniana n-dimensional com tensor metrico g = (-,-) e
conexao de Levi-Civita V;

» X(M) o conjunto dos campos suaves;
» C>°(M) o conjunto das funcoes suaves em M".
> A:X(M)— X(M), a aplicacdo A é denominada Operador

de Forma

Definigao (Variedade semi-Riemanniana)

Uma variedade semi-Riemanniana n-dimensional é uma varie-

. ., N . , . —
dade diferencidvel M~ munida com um tensor métrico g e de
indice constante v.



Nocoes Preliminares

» Se M uma variedade semi-Riemanniana com tensor métrico
g = (-,+), dizemos que um vetor tangente v é:

1. tipo-espago se (v,v) > 0 ou v = 0;
2. tipo-tempo se (v,v) < 0;
3. nulo se (v,v) =0e v #0.

Definigao (Variedade de Lorentz)

Uma variedade de Lorentz (M,g) é uma variedade semi-
Riemanniana cuja métrica g possui indice igual a 1.



Nocoes Preliminares

Definicao
(a) Definimos a fungao curvatura média de H de M™ em VA
por
H = —Lx(4)
= ——tr(A).
n

» Se H é constante, dizemos que M™ possui curvatura média
constante.

» Se H é constante igual a zero, dizemos que M™ maximal.

(b) Se A =0, dizemos que M"™ é uma hipersuperficie totalmente
geodésica.

» Toda hipersuperficie totalmente geodésica é maximal!



Resultados Principais

Definicao

. . . —mn+1 ,
Dizemos que uma variedade Lorentziana (M ' ,(,)) é um
espago-tempo pp-wave se admite um campo de vetores £ paralelo

e tipo-luz globalmente definido, isto é,

<£7£>:07 5#0 tal que ?&ZO

. . L 1
> Se M™ é uma hipersuperficie tipo-espaco de mt , podemos
decompor o campo £ em parte tangente e normal como segue:

E=¢T +& =T~ (NN, (2)

onde N é um campo de vetores normal e unitario ao longo

de M™ em MHH.



Resultados Principais

» Sendo ¢ tipo-luz, de (2) temos a seguinte relagao pitagérica:

0=(&=ITP~(N.&* = [TP=(N§> ()
» Denotemos por 7 = (N, ) e escolhemos a orientacao de M™
tal que n > 0.
Proposicao:
Sejam M um espacgo-tempo pp-wave e M"™ uma hipersu-
perficie tipo-espaco de " Entao

An=n(VH,T)+ (Ric(N,N) + |A]*) n, (4)

onde Ric denota a curvatura de Ricci de 37" e | - | denota a
norma de Hilbert-Schmidt de A definida por |A|? = tr(A?).



Resultados Principais

Definicao
Dizemos que um um espaco-tempo M obedece a Condigao de
Convergéncia Temporal (TCC') se

Ric(X, X) > 0,

para todo campo tipo-tempo X € X(M).

Teorema .
Sejam M " um espago-tempo pp-wave satisfazendo a T'CC' e
M™ uma hipersuperficie tipo-espaco fechada de M Se M

possui curvatura média constante, entao ela deve ser totalmente
geodésica.



Demonstracao

r Uma vez que M™ possui curvatura média constante, (4) se
escreve como

An = (Ric(N,N) +[A]%) n, (5)

r Tomando a integral em ambos os lado e aplicando o Teorema
da Divergéncia,

0= /M AndM = /M (Ric(N, N) + |A|*) ndM. (6)

rSendon >0e M satisfaz a TCC , segue que

(Ric(N, N) + |A]?) n > 0. (7)



Demonstracao

 Consequentemente de (6),

(Ric(N, N) + |A]*) n = 0. (8)

r Como n > 0,
Ric(N,N) +|A]> = 0. (9)

" Portanto, segue de (9) que
Ric(N,N)=0 e |A*=0.

r Mostrando que A = 0, isto é, M"™ é totalmente geodésica.



Resultados Principais

Teorema

Sejam M um espaco tempo pp-wave satisfazendo a TCC e S?
uma superficie tipo-espaco completa e maximal de M. Entao
S5? admite um funcdo positiva limitada 1 que é constante se, e
somente se, S? é totalmente geodésica.

Demonstracgao:

 Para primeira implicagdo, observemos que o Teorema de Cayley-
Hamilton garante-nos que

A? — tr(A)A + det(A)T = 0.
r Como tr(A) = —2H = 0, segue que

A? = —det(A).



Demonstracao

 Tomando o trago em ambos os lados
|A]? = —det(A)tr(I) = —2det(A).

r Assim,

det(A) = —%|A[2.

r Consequentemente
1
A? = Z|A)PT.
14

" Como Vn = —A(T), segue que
1 1
Vnl? = (A%(T), T) = S|APITI = S| APy (10)

” Sendo 1 é uma funcdo constante positiva, |A|?> = 0 o que implica
A =0, ou seja, S? é totalmente geodésica.



Demonstracao
 Para a reciproca, se S? é totalmente geodésica, por (4)
An=2(VH,T) + (Ric(N,N) + [A]*) n
= (Ric(N,N) +|AP) n (11)
= Ric(N, N)n.

P O TCC garante que Ric(IN, N) > 0, e assim 1 é subharmonica.

r Da equacao de Gauss, temos

Ko = n?Rie(N, N) + [A(D)]2 = 0. (12)
P Logo, aplicando o Teorema de Huber? temos que S? é pa-
rabdlica.
I Portanto, sendo n positiva e limitada, segue que 7 é constante.

2 - . . ~ . <
Toda superficie Riemanniana completa, nado-compacta e com curvatura Gaussiana nao ne-
gativa é parabdlica [5].




Resultados Principais

Teorema

Se M° um espaco-tempo pp-wave satisfazendo a TCC' e S? uma
superficie tipo-espaco completa e maximal de MS, entdo S? é
totalmente geodésica e flat.

Demonstragao:

I Obeservemos que,
1 1 2
n n n
r Assim, de (11) e (10),
1 1——

onde na tltima desigualdade foi usada a TCC.



Demonstracao

" Reescrevendo,

A (-2) _ ?17Ric(N, N) > 0. (14)

 Assim, —1/n é uma fungao subharmoénica limitada
superiormente.

 Como S? é parabdlica, devemos ter que —1/n é constante.
r Consequentemente 1 é uma funcao positiva e constante.

P Pelo Teorema anterior segue que S? é totalmente geodésica.



Demonstracao

 Além disso, sendo 1 uma constante positiva, de (14)

1 1——
0=A <—> = ~Ric(N,N) >0,
n n
isto é, Ric(N, N) = 0.
" Substituindo em (12),
Kn* = n*Ric(N,N) + |A(T)]> = 0. (15)

P Mostrando que S? é flat, o que conclui a demonstracao.



Resultados Principais

Corolario (Calabi-Bernstein)

As dunicas superficies completas maximais no espaco Lo-
rentz—Minkowski L3 sdo os planos tipo-espaco.

Demonstracao:

Seja S? uma superficie tipo-espaco completa e maximal no espaco
de Lorentz-Minkowski 3. Uma vez que L3 é um espaco-tempo
pp-wave e satisfaz a TCC, pois é flat, segue que S? é totalmente
geodésica. Como as tinicas superficies totalmente geodésicas tipo-
espaco de L3 sdo os planos tipo-espaco segue o resultado.
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