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Introducao

O objetivo deste trabalho é provar a existéncia de solugao nao
trivial para a seguinte equacao eliptica de quarta ordem:

A%y — Au+V(x)u = [lz| % (K(2)F(z,u))] K(z)f(z,u), z € R*

(1)
onde V' e K sao fungoes continuas positivas, que podem
desaparecer no infinito, f é uma fungdo continua nao negativa
com crescimento exponencial critico no infinito, F' é a primitiva
de f, * denota o operador de convolugao, u € (0,4), A? = A(A)
denota o operador biharmonico e A é o laplaciano.



Equagoes como (1) surgem em vérios ramos da mateméatica
aplicada e da fisica. Por exemplo, parte do interesse se deve ao
fato de que as solugbes do (1) estao relacionadas a existéncia de
solucoes de ondas solitarias para equacoes de Schrodinger da
forma

;00

%)
onde ¥ : R x R* = C é uma funcao desconhecida e W : R* = R
¢é a funcao potencial.

= A% — A+ W(2)y — [Ja| ™+ (K (2)F(e,9)] K(2)f(z,0), (2)
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s = A% — A+ W(2)y — [Ja| ™+ (K (2)F(e,9)] K(2)f(z,0), (2)

onde ¥ : R x R* = C é uma funcao desconhecida e W : R* = R
¢é a funcao potencial.

Motivada por esses aspectos fisicos, a Equacao (1) tem atraido
muita atencao de pesquisadores e alguns resultados de
existéncias e de multiplicidade foram obtidos.



Citamos alguns trabalhos interessantes que encontramos na
literatura que tratam da existéncia de solugoes por meio de
métodos variacionais:
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Citamos alguns trabalhos interessantes que encontramos na
literatura que tratam da existéncia de solugoes por meio de
métodos variacionais:

» considerando nao linearidades com crescimento polinomial
no infinito, apontamos por exemplo, [2, 5, 6];

» problemas elipticos envolvendo nao linearidades com
crescimento exponencial foram inicialmente estudados por
Adimurthi em [1] e Figueiredo, Miyagaki e Ruf no trabalho
[8];

» Sani [12], Aouaoui e Albuquerque [4], Miyagaki et al. [9] e
Yang [14] trataram de alguns problemas de quarta ordem
sem a presenca do termo envolvendo o termo de convolugao
|x|™# % (K (z)F(x,u)). Seguindo as ideias de [1, 8], Sani
[12] estudou uma classe de problemas envolvendo o
operador biharmonico e uma classe de potenciais
esfericamente simétricos (ou mesmo coercivos) e limitados
inferiormente por uma constante positiva.
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que sao radiais e podem ter singularidade na origem e
podem desaparecer no infinito.



» Aouaoui e Albuquerque [4] consideraram potenciais e pesos
que sao radiais e podem ter singularidade na origem e
podem desaparecer no infinito.

» Recentemente, Chen e Wang em [7] estudaram a existéncia
de ground state normalizado para o seguinte problema do
tipo Choquard biharmoénico:

A%y — BAu = du+ (I, * F(u)) f(u) in R*

/ lu?dz = ¢,
R4

onde 3 > 0 é pequeno, ¢ >0, A € R, I,,(z) = |z|7* com
€ (0,4) e f tem crescimento exponencial critico, entre
outras condigcoes padrao.



Motivacao

O presente trabalho foi motivado por alguns trabalhos ja
citados e por um artigo de Shen, Radulescu e Yang [13] que
estudou a existéncia de solugoes para uma classe de equagoes de
Schrédinger do tipo

—Au+ V(@)u = [Ja] 7  (K(2)G(w)] K(@)g(u), @R

onde o potencial V e o peso K podem decair para zero no
infinito como (1 + [2|%)~! e (1 + |z|?)~1, respectivamente, para

€(0,2), 8> (4 —p)a/4, pe (0,2) e G é a primitiva de g, que
cumpre um crescimento exponencial critico no sentido de
Trudinger-Moser.



Hipoteses de V e K

Inspirados por [10, 13], ao longo deste trabalho iremos assumir
as seguintes hipdteses sobre as fungoes V e K:

(V) V € O(R*) e existem a,a > 0 tais que V(z) > 1 _,_a’x‘a

para todo x € R%;

b
(K) K € C(R") e existem 3,b > 0 tais que 0 < K(z) < T2

para todo z € R*.



Hipoteses de V e K

Inspirados por [10, 13], ao longo deste trabalho iremos assumir
as seguintes hipdteses sobre as fungoes V e K:
a
V) V € C(R?) e existem «,a > 0 tais que V(z) > ————
(V) V e CRY) , ane V() >
para todo = € R%;
b
(K) K € C(R*) e existem 3,b > 0 tais que 0 < K(x) < T 2P
x
para todo z € R%.
Observamos que as condi¢oes acima permitem que V e K
desaparecam no infinito. Para o estudo do problema (1)
envolvendo o operador biharmonico sera necessario ampliar o
intervalo de variacao das constantes « e 5 adotadas em [13].
Precisamente, vamos assumir as seguintes condicoes:

(8 —n)
8

0<a<4 e a§5<oo, com p € (0,4). (3)
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Considere o espago definido da seguinte forma
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R4
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Considere o espago definido da seguinte forma
E = {u e LL (R : |Vu|, Au € L*(RY) e /11{4 V(x)ulde < oo}
dotado de produto interno

(u,v)g = /Rz;(AUAU + VuVv + V(z)uv) dz

€ Sua norma correspondente

1/2
|lul| := [/ (]Au\2 + |Vu]2 + V(x)uQ) dz
R4

Usando a condigao (V'), segue que o espago E equipado com o
produto interno (-, -)p é um espago de Hilbert. E podemos
provar também que C°(R*) é denso em E.



Teorema 1

Podemos estabelecer a seguinte versao ponderada da
desigualdade de Adams.

Teorema
Suponha que (V), (K) e (3) sejam vdlidos. Entao, para todo
v > 0 e qualquer v € E temos

K50 (2)(@ — 1) de < 0. (4)
R4

Além disso, se considerarmos o supremo

<oo se 7€ (0,3272);
+oo  se > 3272

(5)

sup K%(w)(emﬂ—l) dr = {
{ueE:|jul|<1} /R
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O préximo resultado é um principio de
concentracao-compacidade do tipo Lions. Este resultado é
crucial para mostrar que o funcional I satisfaz a condigao de
compacidade de Cerami.



Aplicacoes do Teorema 1

O préximo resultado é um principio de
concentracao-compacidade do tipo Lions. Este resultado é
crucial para mostrar que o funcional I satisfaz a condigao de
compacidade de Cerami.

Proposicao
Suponha que (V), (K) e (3) valem. Se (u,) C E satisfaz
|lun|l = 1, para todon € N, e u,, ~u em E comu € E e

llull < 1, entao para todo p € <0, %) temos

sup/ K%(ZE)(SPU% —1)dr < o0.
R4

n



Finalmente, estabelecemos o seguinte resultado de compacidade:
Proposicao

Suponha que (V), (K) e (3) sejam vdlidos. Entdo, para todo
p>8 =, a imersdo

E — L& (R* K&=) (6)
é continua. Além disso, se a condi¢ao (3) for substituida por

(8 —

O<a<4
a<4 e 3

< B, onde 0 < p <4, (7)

entdo as imersoes acima sGo compactas para cada p > T“.



Para controlar o termo nao local ||~ x (K (z)F(z,u)),
precisamos da conhecida desigualdade de
Hardy-Littlewood-Sobolev que desempenhara um papel
importante ao longo do trabalho.



Para controlar o termo nao local ||~ x (K (z)F(z,u)),
precisamos da conhecida desigualdade de
Hardy-Littlewood-Sobolev que desempenhara um papel
importante ao longo do trabalho.

Proposigao (Desigualdade de Hardy-Littlewood-Sobolev)

Suponha que s,7>1e0 < pu <N com%—l—%—l—%z&
g€ L5(RN) e h € L"(RY). Entdo, eviste uma constante aguda
C =0C(s,N,pu,r) >0, independente de g e h, tal que

[ el s g(@lh@)is < Cllgl il 0



Como aplicagao do Teorema 1 e da Proposicao 3,
investigaremos a existéncia de solucao fraca para o problema
(1). Dizemos que u € E é uma solugao fraca para (1), se para
todo v € E vale a igualdade

AuAv+VuVo+V (z)uv dz = / [lz|"*(K(z)F(z,u))|K (z) f (z,u)vdz.

R4 R4
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)
Estamos interessados no caso em que a nao linearidade f(z,s)
tem o crescimento critico que nos permite estudar (1) usando
uma estrutura variacional considerando o espago E.
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Mais especificamente, assumimos condicoes suficientes para que
as solugoes fracas do problema (1) tornem-se pontos criticos do
funcional I : F — R definido por

1 1 _

) = gl =5 [ el # (K@) Plo. ) K ) i, u) do
onde F(z,s) fo x,t)dt. Precisamente, dizemos que f(z,s)
tem cresc1ment0 exponenc1al critico (no infinito) se existir
Yo > 0 tal que

(10)

f(z, s) )0, para todos v > o,
lim =
|s|>+oo  €75° 400, para todos v < ¥y,

uniformemente em z € R*.
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linearidade f(z,s):

(f1) f € C(R* x R), f tem crescimento exponencial critico,
f(z,s) =0 para todo (x,s) € R* x (—o0,0] e
f(z,s) = 0(54%) como s — 0T, uniformemente em z € R*;

(fo) 0 < H(x,t) < H(z,s) para todo 0 < t < s e para = € R?,
onde H(z,u) = uf(z,u) — F(z,u);

(f3) F(x,s) > 0 para todo (z,s) € R* x [0, 400) e existem
constantes sg, My > 0 tal que

0 < sF(x,s) < Myf(z,s), para todos s > sg e 2 € R,

(f4) liminf Fiw s)

i el Bo > 0 , uniformemente em = € R*.
S—r+00 eo




Teorema 2

O primeiro teorema de existéncia é o seguinte:

Teorema

Suponha que (V') e (K) valem com o € (0,4) e 8> (8 — p)a/8.
Se f satisfaz (f1) — (fa), entao (1) admite pelo menos uma
solugdo fraca nao trivial em E.



Esboco da prova

» Geometria do passo da montanha:
(i) existem 7, p > 0 tais que I(u) > 7 for all ||ul| = p;
(i) existe e € E, com ||e]| > p, tal que I(e) < 0.

» Como consequéncia, o nivel minimax

:= inf I
en = Inf max (v(1))

é positivo, onde
[':={y € C([0,1], E) : 7(0) = 0, I(y(1)) < O} .
2m2(8—p)

» Estimativa do nivel minimax cp; < —



» Lema de convergéncia: Se (u,) C E é tal que u, = uemE
com n — oo e existe constante C' > 0 satisfazendo

sup/ [lz]7# « (K (2)F(x,un))| K (x) f (2, up)updz < C,
neN JR4

entao, a menos de subsequéncia, temos que
[ el @) F K (@) (0
R4

[l (K ), ) K () F )

Além disso, para todo 1 € C§°(R%), a menos de subsequéncia,
obtemos que

[ el ¢ (@) P (0w =

[l 0 (K @) ) ),y



I satisfaz a condicao de Cerami no nivel ¢, denotada por
(Ce)., se existir sequéncia (u,) C E tal que

I(up) = c e (14 JlupDII (un)|ls = 0 as n — oo,

tem uma subsequéncia que converge forte em FE.



I satisfaz a condicao de Cerami no nivel ¢, denotada por
(Ce)., se existir sequéncia (u,) C E tal que

I(up) = c e (14 JlupDII (un)|ls = 0 as n — oo,

tem uma subsequéncia que converge forte em FE.
» Toda (uy) (Ce).,,-sequéncia para I é limitada em E.
» [ satisfaz a condigao (Ce).,,-
» Portanto, o funcional I satisfaz as condi¢bes geométricas do
Teorema do Passo da Montanha e temos também que 1
satisfaz o (Ce),, condigao. Assim, pelo Teorema do Passo

da Montanha (com a condigdo Cerami) o funcional I tem
um ponto critico ug nao trivial no nivel minimax cy;.



Teorema 3

No nosso ultimo resultado, ao restringir o intervalo de «,
mostraremos que a solucdo obtida no Teorema 2 estd em L?(R*)
e portanto pertence a H?(R*), ou seja, a solucido é bound
state.
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Teorema 3

No nosso ultimo resultado, ao restringir o intervalo de «,
mostraremos que a solucdo obtida no Teorema 2 estd em L?(R*)
e portanto pertence a H?(R*), ou seja, a solucido é bound
state.

Teorema

Suponha que (V') e (K) valem com o € (0,2) e B> (8 — p)ar/8.
Se f satisfaz (f1) — (fa), entdo a solugao obtida no Teorema 2 €
bound state do problema (1).

Para a prova, alguns argumentos sao adaptados aos
apresentados por Ambrosetti, Felli e Malchiodi em [3].
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