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Introdução

O objetivo deste trabalho é provar a existência de solução não
trivial para a seguinte equação eĺıptica de quarta ordem:

∆2u−∆u+ V (x)u =
[
|x|−µ ∗ (K(x)F (x, u))

]
K(x)f(x, u), x ∈ R4

(1)
onde V e K são funções cont́ınuas positivas, que podem
desaparecer no infinito, f é uma função cont́ınua não negativa
com crescimento exponencial cŕıtico no infinito, F é a primitiva
de f , ∗ denota o operador de convolução, µ ∈ (0, 4), ∆2 = ∆(∆)
denota o operador biharmônico e ∆ é o laplaciano.



Equações como (1) surgem em vários ramos da matemática
aplicada e da f́ısica. Por exemplo, parte do interesse se deve ao
fato de que as soluções do (1) estão relacionadas à existência de
soluções de ondas solitárias para equações de Schrödinger da
forma

i
∂ψ

t∂
= ∆2ψ −∆ψ +W (x)ψ −

[
|x|−µ ∗ (K(x)F (x, ψ))

]
K(x)f(x, ψ), (2)

onde ψ : R× R4 → C é uma função desconhecida e W : R4 → R
é a função potencial.
Motivada por esses aspectos f́ısicos, a Equação (1) tem atráıdo
muita atenção de pesquisadores e alguns resultados de
existências e de multiplicidade foram obtidos.
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Citamos alguns trabalhos interessantes que encontramos na
literatura que tratam da existência de soluções por meio de
métodos variacionais:

I considerando não linearidades com crescimento polinomial
no infinito, apontamos por exemplo, [2, 5, 6];

I problemas eĺıpticos envolvendo não linearidades com
crescimento exponencial foram inicialmente estudados por
Adimurthi em [1] e Figueiredo, Miyagaki e Ruf no trabalho
[8];

I Sani [12], Aouaoui e Albuquerque [4], Miyagaki et al. [9] e
Yang [14] trataram de alguns problemas de quarta ordem
sem a presença do termo envolvendo o termo de convolução
|x|−µ ∗ (K(x)F (x, u)). Seguindo as ideias de [1, 8], Sani
[12] estudou uma classe de problemas envolvendo o
operador biharmônico e uma classe de potenciais
esfericamente simétricos (ou mesmo coercivos) e limitados
inferiormente por uma constante positiva.
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I Aouaoui e Albuquerque [4] consideraram potenciais e pesos
que são radiais e podem ter singularidade na origem e
podem desaparecer no infinito.

I Recentemente, Chen e Wang em [7] estudaram a existência
de ground state normalizado para o seguinte problema do
tipo Choquard biharmônico:

∆2u− β∆u = λu+ (Iµ ∗ F (u))f(u) in R4,∫
R4

|u|2dx = c2,

onde β ≥ 0 é pequeno, c > 0, λ ∈ R, Iµ(x) = |x|−µ com
µ ∈ (0, 4) e f tem crescimento exponencial cŕıtico, entre
outras condições padrão.
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Motivação

O presente trabalho foi motivado por alguns trabalhos já
citados e por um artigo de Shen, Radulescu e Yang [13] que
estudou a existência de soluções para uma classe de equações de
Schrödinger do tipo

−∆u+ V (x)u =
[
|x|−µ ∗ (K(x)G(u))

]
K(x)g(u), x ∈ R2,

onde o potencial V e o peso K podem decair para zero no
infinito como (1 + |x|α)−1 e (1 + |x|β)−1, respectivamente, para
α ∈ (0, 2), β > (4− µ)α/4, µ ∈ (0, 2) e G é a primitiva de g, que
cumpre um crescimento exponencial cŕıtico no sentido de
Trudinger-Moser.



Hipóteses de V e K

Inspirados por [10, 13], ao longo deste trabalho iremos assumir
as seguintes hipóteses sobre as funções V e K:

(V ) V ∈ C(R4) e existem α, a > 0 tais que V (x) ≥ a

1 + |x|α
para todo x ∈ R4;

(K) K ∈ C(R4) e existem β, b > 0 tais que 0 < K(x) ≤ b

1 + |x|β
para todo x ∈ R4.

Observamos que as condições acima permitem que V e K
desapareçam no infinito. Para o estudo do problema (1)
envolvendo o operador biharmônico será necessário ampliar o
intervalo de variação das constantes α e β adotadas em [13].
Precisamente, vamos assumir as seguintes condições:

0 < α ≤ 4 e
(8− µ)α

8
≤ β <∞, com µ ∈ (0, 4). (3)
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desapareçam no infinito. Para o estudo do problema (1)
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Espaço E

Considere o espaço definido da seguinte forma

E :=

{
u ∈ L1

loc(R4) : |∇u|, ∆u ∈ L2(R4) e

∫
R4

V (x)u2dx <∞
}

dotado de produto interno

〈u, v〉E :=

∫
R4

(∆u∆v +∇u∇v + V (x)uv) dx

e sua norma correspondente

‖u‖ :=

[∫
R4

(|∆u|2 + |∇u|2 + V (x)u2) dx

]1/2

.

Usando a condição (V ), segue que o espaço E equipado com o
produto interno 〈·, ·〉E é um espaço de Hilbert. E podemos
provar também que C∞0 (R4) é denso em E.
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Teorema 1

Podemos estabelecer a seguinte versão ponderada da
desigualdade de Adams.

Teorema
Suponha que (V ), (K) e (3) sejam válidos. Então, para todo
γ > 0 e qualquer u ∈ E temos∫

R4

K
8

8−µ (x)(eγu
2 − 1) dx <∞. (4)

Além disso, se considerarmos o supremo

sup
{u∈E : ‖u‖≤1}

∫
R4

K
8

8−µ (x)(eγu
2−1) dx =

{
<∞ se γ ∈ (0, 32π2);
+∞ se γ > 32π2.

(5)



Aplicações do Teorema 1

O próximo resultado é um prinćıpio de
concentração-compacidade do tipo Lions. Este resultado é
crucial para mostrar que o funcional I satisfaz a condição de
compacidade de Cerami.

Proposição

Suponha que (V ), (K) e (3) valem. Se (un) ⊂ E satisfaz
‖un‖ = 1, para todo n ∈ N, e un ⇀ u em E com u ∈ E e

‖u‖ < 1, então para todo p ∈
(

0, 32π2

1−‖u‖2

)
temos

sup
n

∫
R4

K
8

8−µ (x)(epu
2
n − 1) dx <∞.
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Finalmente, estabelecemos o seguinte resultado de compacidade:

Proposição

Suponha que (V ), (K) e (3) sejam válidos. Então, para todo
p ≥ 8−µ

4 , a imersão

E ↪→ L
8p

8−µ (R4,K
8

8−µ ) (6)

é cont́ınua. Além disso, se a condição (3) for substitúıda por

0 < α ≤ 4 e
(8− µ)α

8
< β, onde 0 < µ < 4, (7)

então as imersões acima são compactas para cada p ≥ 8−µ
4 .



Para controlar o termo não local |x|−µ ∗ (K(x)F (x, u)),
precisamos da conhecida desigualdade de
Hardy-Littlewood-Sobolev que desempenhará um papel
importante ao longo do trabalho.

Proposição (Desigualdade de Hardy-Littlewood-Sobolev)

Suponha que s, r > 1 e 0 < µ < N com 1
s + µ

N + 1
r = 2,

g ∈ Ls(RN ) e h ∈ Lr(RN ). Então, existe uma constante aguda
C = C(s,N, µ, r) > 0, independente de g e h, tal que∫

RN
[|x|−µ ∗ g(x)]h(x)dx ≤ C‖g‖s‖h‖r. (8)
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Como aplicação do Teorema 1 e da Proposição 3,
investigaremos a existência de solução fraca para o problema
(1). Dizemos que u ∈ E é uma solução fraca para (1), se para
todo v ∈ E vale a igualdade∫

R4

∆u∆v+∇u∇v+V (x)uv dx =

∫
R4

[|x|−µ∗(K(x)F (x, u))]K(x)f(x, u)v dx.

(9)

Estamos interessados no caso em que a não linearidade f(x, s)
tem o crescimento cŕıtico que nos permite estudar (1) usando
uma estrutura variacional considerando o espaço E.
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Mais especificamente, assumimos condições suficientes para que
as soluções fracas do problema (1) tornem-se pontos cŕıticos do
funcional I : E → R definido por

I(u) =
1

2
‖u‖2 − 1

2

∫
R4

[|x|−µ ∗ (K(x)F (x, u))]K(x)F (x, u) dx,

onde F (x, s) :=
∫ s

0 f(x, t)dt. Precisamente, dizemos que f(x, s)
tem crescimento exponencial cŕıtico (no infinito) se existir
γ0 > 0 tal que

lim
|s|→+∞

f(x, s)

eγs2
=

{
0, para todos γ > γ0,

+∞, para todos γ < γ0,
(10)

uniformemente em x ∈ R4.
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Estabeleceremos agora nossas principais suposições sobre a não
linearidade f(x, s):

(f1) f ∈ C(R4 × R), f tem crescimento exponencial cŕıtico,
f(x, s) = 0 para todo (x, s) ∈ R4 × (−∞, 0] e

f(x, s) = o(s
4−µ
4 ) como s→ 0+, uniformemente em x ∈ R4;

(f2) 0 ≤ H(x, t) ≤ H(x, s) para todo 0 < t < s e para x ∈ R4,
onde H(x, u) = uf(x, u)− F (x, u);

(f3) F (x, s) ≥ 0 para todo (x, s) ∈ R4 × [0,+∞) e existem
constantes s0,M0 > 0 tal que

0 < sF (x, s) ≤M0f(x, s), para todos s ≥ s0 e x ∈ R4;

(f4) lim inf
s→+∞

F (x, s)

eγ0s2
:= β0 > 0 , uniformemente em x ∈ R4.
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Teorema 2

O primeiro teorema de existência é o seguinte:

Teorema
Suponha que (V ) e (K) valem com α ∈ (0, 4) e β > (8− µ)α/8.
Se f satisfaz (f1)− (f4), então (1) admite pelo menos uma
solução fraca não trivial em E.



Esboço da prova

I Geometria do passo da montanha:

(i) existem τ, ρ > 0 tais que I(u) ≥ τ for all ‖u‖ = ρ;
(ii) existe e ∈ E, com ‖e‖ > ρ, tal que I(e) < 0.

I Como consequência, o ńıvel minimax

cM := inf
γ∈Γ

max
t∈[0,1]

I(γ(t))

é positivo, onde
Γ := {γ ∈ C([0, 1], E) : γ(0) = 0, I(γ(1)) < 0} .

I Estimativa do ńıvel minimax cM < 2π2(8−µ)
γ0

.



I Lema de convergência: Se (un) ⊂ E é tal que un ⇀ u em E
com n→∞ e existe constante C > 0 satisfazendo

sup
n∈N

∫
R4

[|x|−µ ∗ (K(x)F (x, un))]K(x)f(x, un)undx ≤ C,

então, a menos de subsequência, temos que∫
R4

[|x|−µ ∗ (K(x)F (x, un))]K(x)F (x, un)dx→∫
R4

[|x|−µ ∗ (K(x)F (x, u))]K(x)F (x, u)dx.

Além disso, para todo ψ ∈ C∞0 (R4), a menos de subsequência,
obtemos que∫

R4

[|x|−µ ∗ (K(x)F (x, un))]K(x)f(x, un)ψdx→∫
R4

[|x|−µ ∗ (K(x)F (x, u))]K(x)f(x, u)ψdx.



I satisfaz a condição de Cerami no ńıvel c, denotada por
(Ce)c, se existir sequência (un) ⊂ E tal que

I(un)→ c e (1 + ‖un‖)‖I ′(un)‖∗ → 0 as n→∞,

tem uma subsequência que converge forte em E.

I Toda (un) (Ce)cM -sequência para I é limitada em E.

I I satisfaz a condição (Ce)cM .

I Portanto, o funcional I satisfaz as condições geométricas do
Teorema do Passo da Montanha e temos também que I
satisfaz o (Ce)cM condição. Assim, pelo Teorema do Passo
da Montanha (com a condição Cerami) o funcional I tem
um ponto cŕıtico u0 não trivial no ńıvel minimax cM .
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Teorema 3

No nosso último resultado, ao restringir o intervalo de α,
mostraremos que a solução obtida no Teorema 2 está em L2(R4)
e portanto pertence a H2(R4), ou seja, a solução é bound
state.

Teorema
Suponha que (V ) e (K) valem com α ∈ (0, 2) e β > (8− µ)α/8.
Se f satisfaz (f1)− (f4), então a solução obtida no Teorema 2 é
bound state do problema (1).

Para a prova, alguns argumentos são adaptados aos
apresentados por Ambrosetti, Felli e Malchiodi em [3].
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L. Shen, V. D. Radulescu, M. Yang, Planar
Schrödinger-Choquard equations with potentials vanishing at
infinity: the critical case, J. Differential Equations 329
(2022), 206–254.

Y. Yang, Adams type inequalities and related elliptic partial
differential equations in dimension four, J. Differential
Equations 252 (2012), 2266–2295.


	Introdução
	V e K
	Resultado de Adams
	Aplicações do Teorema 1
	Teoremas de existência
	Referências

