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Introducao

O problema de N—Corpos Generalizado é formulado pelas
equacoes

m;dg; = Zmimﬂ?}l(qi —qj),a€R, j=1,...,N.
i7#]

Consideramos a configuragao do sistema q = (q1, ...,qN) em
RN ou em R3Y e m; > 0 para todo i = 1,..., N.



Forga de Atragao

\]

a3
Figura: O caso Newtoniano, a =

—%7 o0s corpos sdo atraidos
mutualmente por uma forca de atragao gravitacional.



Introducao

Um Equilibrio Relativo é uma solugao particular do problema
planar de N-Corpos em que os corpos descrevem um movimento
circular uniforme ao redor do centro de massa C.

A posicao inicial desta solucao é conhecida na literatura como
uma Configuragao Central e satisfaz

> mimyrit(ai — qj) = —Ami(qi — C),
J#i
para todo i =1,..., N e A € R fixado.



Figura: Equilibrio Relativo de Lagrange.
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onde M =), m;, s;5 = r?j, 0; = Z#j xis;j e a € (—oo,—1).
Essas configuragoes sao conhecidas como Configuragoes de
Dziobek.

Uma Breve ideia sobre Bifurcagoes: Vamos analisar as

bifurcagoes das solucoes da seguinte equagao

f(r,e)=2?>—€e=0, z,ecR.

As solugoes sdo x = £y/e. Além disso, D, f =2x=0< 2 =0.



Comportamento das Solucoes

£=0
-\/sv/\/e

Figura: Bifurcagdes ao redor ponto de bifurcagao (0,0).
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sendo o valor de bifurcacao.
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Triangulo Equilatero Centrado

Considere o sistema de equagoes S com N = 4 e massas
m1 = mo = mg = 1 e my = m; escolhemos m4 = m* + € com m*
sendo o valor de bifurcagao. O problema de bifurcagao é
descrito pela equacao

d(X,e) =0,
com grupo de simetria S3, onde ® : R? x R — R3 é um mapa
suave. Ou seja, existe um mapa linear p, : R? — R3, para
cada o € S3, chamado acdo de S3 em R3, dado por
Po(T1,72,23) = (To(1); To(2)s To(3)) de modo que

(I)(pa(X)a 6) = pU(CI)(X), 6)‘
Neste caso, dizemos que ® é S3— equivariante.

Definition

A representacao p: I' x V— V é absolutamente irredutivel
se e somente se os Unicos mapas lineares I'—equivariantes em V
sao multiplos escalares da identidade.
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Método de Redugao de Lyapunov-Schmidt:
» Passo 1. Seja L = D®(Xy). Decomponha

R? = ker{L} ® Im{L}

» Passo 2. Denotamos a projecio P : R® — Im{L}, com
ker{P} = ker{L}. Portanto, ®(X,¢) = 0 pode ser escrito
como

PO(X,e) = 0,
(I-P)®(X,e) = 0.

» Passo 3. A solucdo da primeira equacao segue diretamente
do Teorema da funcao Implicita.Vamos escrever a
solucao implicita como w = W (v, €), onde v € ker{L} e
w € Im{L}.



» Passo 4. Considere ¢ : ker{L} x R — ker{L} onde
d(v,€) = (I —P)P(v+ W,e).
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gi(y, €) = (vi, p(y1v1 + y2v2,€)) =0, i = 1,2.
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» Passo 4. Considere ¢ : ker{L} x R — ker{L} onde
¢(v,e) = (I —P)®(v+ W, e).Qualquer vetor v € ker{L}
pode ser escrito como uma combinacao linear de uma base
convenientemente escolhida {vy,v2} para ker{L}.
Definimos um novo sistema de equacgoes coordenadas

gi(y, €) = (vi, p(y1v1 + y2v2,€)) =0, i = 1,2.

Reescrevendo o sistema reduzido como ¢(y, €) = 0, podemos
provar que a S3—equivariancia é preservada. Suponha que
queremos encontrar uma solugao para a equagao reduzida com
simetria > < S3. Tal solugao, associada com X, deve estar em

Fix(¥) = {y € ker{L} : p»(y) =y ,para todoo € X}

o subespaco de pontos fixados. O grupo ¥ é chamado de
subgrupo de isotropia.



Teorema da Ramificacao Equivariante

Suponha que a acdo de um grupo finito I" sobre um espacgo
vetorial V seja absolutamente irredutivel e g : V x A — V seja
um mapa suave e ['-equivariante (consequentemente

Dg(0,€) = p(e)Id). Assuma que 0 € A C R com p(0) =0e

1 (0) # 0. Além disso, se ¥ < T' é um subgrupo de isotropia com

dim(Fix(%)) = 1,

entao existe um unico ramo €(v) de solugdes para g(v,e) = 0,
perto da solugao trivial, com simetria .



O mapa reduzido satisfaz todas as hipdteses do Teorema da
Ramificagdo Equivariante e existem trés subgrupos de isotropia
de S3, a saber

Sy = {id, (12)}, o = {id, (13)} e X5 = {id, (23)}.
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Ramificagdo Equivariante e existem trés subgrupos de isotropia
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Comportamento da familia de Bifurcagao:

mq

Figura: Ramos de Tridngulos isésceles emanando do triangulo
equilatero.
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Outros Tipos de Bifurcagoes: Considere as massas
mi =mg =1, my =m* and mzg =1+ €. A equagao

®(X,e) =0,

descreve o problema de bifurcacao com o grupo de simetria So.
Apés a reducao de Lyapunov-Schmidt, teremos um sistema
91(y1,y2,¢) = 0,
92(y1,y2,¢) = 0,

que nao admite uma solugao diferenciavel y(e) = (y1(€),y2(¢€))
definida numa vizinhanca de € = 0. Entao, resolvemos a
primeira equagao para € e a segunda equagao satisfaz o lema

Lema

Se H(z,y) é uma funcdo analitica definida numa vizinhanga da
origem, tal que H(x,z) = 0 entao

H(.ﬁ(},y) = (.I' - y)h(l’,y),

onde h(z,y) é analitica numa vizinhanca de (0,0).



Portanto,

g2(y1,y2, €(y1,y2)) = (y1 — y2)h(y1,92) =0,

tem dois ramos de bifurcagoes numa vizinhanca da origem.



Portanto,

g2(y1,y2, €(y1,y2)) = (y1 — y2)h(y1,92) =0,

tem dois ramos de bifurcagoes numa vizinhanca da origem.

-m3:1

msg > 1

777,2 TTL'1 : mo

Figura: Ramos de bifurcagoes de triangulos escalenos correspondendo
aos zeros da funcao h.
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Tetraedro Regular Centrado: Agora, consideramos o
tetraedro regular com massas mi; = mo = mz = my = 1 nos
seus vértices e ms = m™ + € no seu baricentro. O problema de
bifurcagao é formulado pela equacao

F(X,e) =0,

onde a funcao F : R* x R — R* é suave e Sy-equivariante.
Procedendo com a analise de bifurcagao de uma forma
semelhante ao triangulo equiladtero obtém-se sete subgrupos
de isotropia que satisfaz o Teorema da Ramificacao
Equivariante.

Calculo das Bifurcacgoes

» Simetria tipo Eixo:
z(e) = eb + O(e?),

com € > 0, isto é, m > m**.
» Simetria do Tipo Plano:

z(e) = (=) 2d+ O(((=)"/?)?),

com € < 0, isto é, m < m**.



Comportamento das Familias de Bifurcacgoes

Familia I.

AA

my m2 my m2 i ()

Figura: Simetria com respeito ao eixo passando por ¢4 e gs.



Comportamento das Familias de Bifurcagoes

Familia II.

A A

ma my ma2 my

Figura: Simetria com respeito ao plano ortogonal ao segmento
q192-
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