Estudo de Equacdes Diferenciais via métodos
variacionais

Elisandra Gloss

Departamento de Matematica - UFPB

I WMM, UFRPE, 2023

Elisandra Gloss Estudo de Equagdes Diferenciais via métodos variacionais



Introducao
Célculo das Variacoes
Problema de Dirichlet

Problema unidimensional

o
(2]
(3]
o
o

Existéncia de solucdo fraca

@ Minimizacdo

@ Teorema do Passo da Montanha
@ Teorema do Ponto de Sela
Regularidade da solucao

Referéncias

©0

Elisandra Gloss Estudo de Equagdes Diferenciais via métodos variacionais



Introdugdo

Introducao

Veremos um esboco dos métodos variacionais para busca de
solugGes de Equagdes Diferenciais Parciais Elipticas.

Falaremos de solugdes fracas e cldssicas e veremos alguns exemplos
de equagdes cujas solugdes podem ser obtidas através de teoremas
cldssicos da teoria dos pontos criticos para funcionais.
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Calculo das Variagées

Calculo das Variacoes

Busca-se extremos de um funcional da forma
b
1) = [ fay(e).y/ @)z (1)

sobre X := {y € C'(a,b) N C[a,b] : y(a) = ¢, y(b) =d}, onde
f(z,y, z) possui derivadas parciais de segunda ordem continuas em
(a,b) x R x R,
Para cada y € X e n € C'(a,b) N Cola, b], temos y +tn € X.
Definimos ¢ : R — R por

o(t) = I(y +n).

Se y é um minimo (ou maximo) de I em X, temos que t =0 é um
ponto de minimo (ou maximo) de ¢ e assim ¢'(0) = 0.
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Calculo das Variagées

Variacdo do funcional

Variag¢do de | em y é definida por 61(y,n) := ¢'(0), ou seja,

6I(y,n) = lim

dz.

_ /b i @y 4ty + ) — f(@,y,9)]

o t—0 t

Para cada = € (a,b), se

a(t) = f(x,y(x) + tn(x), ' (x) + tn' (),
tem-se

o (0) = fy(z,y(@),y/ (@))n(x) + f=(z,y(@),y/ (@)1 ().
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Calculo das Variagées

Logo

b
61(y,n) =/ [fy(a,y(@),y (@))n(x) + fo(2,y(@),y ()1 (2)] do.

Se y € C?(a,b), integrando por partes, ja que n(a) = n(b) =0,
obtemos

b
ott.0) = [ {5e9@) /@) - Ly @) s
Portanto, se y é um extremo para I em X, e y € C?(a,b), tem-se
b
[ st @) - L1ty @) fe)ds =0

para toda 1 € Cl(a,b).
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Calculo das Variagées

Equacao de Euler

Lema (Lema Fundamental do Célculo das Variagdes)

Suponha que h € C([a, b]) f h(z)n(x)dz = 0, Vn € CL([a,b]).
Entdo h = 0.

Teorema

Sey € X NC?%(a,b) for um minimo (ou maximo) do funcional I
em X entdo y satisfaz a equacdo de Euler

e,y (@), (@) = [ (@), @)] =
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Problema de Dirichlet

Problema de Dirichlet

E um problema do tipo

—Au=0 em £,
{ u=~h  sobre 0, (2)

onde © é um dominio (conjunto aberto e conexo) limitado em R¥,
A é o operador laplaciano, definido por

N
d%u

AU: 87:1:?,

i=1
e h: 9 — R é uma fungdo continua. Problema equivalente
—Au=g em
{ u=0 em Of. (3)
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Problema de Dirichlet

Método de Dirichlet

i) Seja A, = {u € CHQ)NCQ) :u=hem N e ®(u) < co}
onde

B(u) = /Q IVuldz.

ii) Seja ug € A, a fungdo onde ® atinge seu infimo.
iii) Dado v € Ay, seja

o(t) ::/Q|V(u0+tv)|2da:.

Tem-se ¢/(0) = 0, donde [, VugVudz = 0.
iv) Pelo Teorema do divergente se obtém

/(Auo)vdx =0, VveAdy, donde Aug=0.
Q
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Problema de Dirichlet

Teorema

Sejam X um espaco topoldgico compacto e ® : X — R uma
funcdo semicontinua inferiormente. Entdo ® é limitada
inferiormente e existe xo € X tal que

D(xp) = xlg)f(q)(x)
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Problema de Dirichlet

Teorema

Sejam X um espaco topoldgico compacto e ® : X — R uma
funcdo semicontinua inferiormente. Entdo ® é limitada
inferiormente e existe xo € X tal que

D(xp) = xlg)f(q)(x)

Teorema

Sejam H um espaco de Hilbert e ® : H — R uma funcio
fracamente semicontinua inferiormente e coerciva. Entdo ® é
limitada inferiormente e assume seu infimo em H.
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Problema unidimensional

Problema unidimensional

Consideremos o problema
—u"(z) = g(x,u) em (a,b), wu(a)=u(b) =0, (P)

com g : [a,b] x R — R uma fungdo continua dada.
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Problema unidimensional

Problema unidimensional

Consideremos o problema
—u"(z) = g(x,u) em (a,b), wu(a)=u(b) =0, (P)

com g : [a,b] x R — R uma fungdo continua dada.

e Se u € C?*(a,b) N C([a,b]) satisfaz (P): u é solugio classica.
e Multiplicando a equagdo em (P) por v € C}([a, b]), obtemos

b b b b
/ g(x,u)vdr = —/ uvdr = —u’v{z +/ u'v'dr = / u'v'dx,
a a a a

de modo que

b b
/ u'v'dx —/ g(x,u)vdr =0, Vv e Ci([a,b]). (4)
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Problema unidimensional

=[5 g(x, s)ds, definimos .J : C§([a,b]) — R por

1 b b
:2/ |u/|2dx—/ G(z,u)dx

J(u+ tv), a variagdo

e Para G(x,t)

e, para u,v € C([a,b]) e &(t) =
J(u+tv) — J(u)

1 — 4(0) = L
J(uw = ¢ (bO) = %1_% b .
= /u/v/d:c—/ g(z,u)vdz.

Observe que u satisfaz (4) se, e somente se, J'(u)v = 0 para toda

v € C{([a,b]).
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Problema unidimensional

Escolha do espaco adequado

Denotamos

b
L*(a,b) := {u: (a,b) — R : u é mensuravel e / u?dr < oo}
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Problema unidimensional

Escolha do espaco adequado

Denotamos

b
L*(a,b) == {u: (a,b) > R: uemensuravele/uzdx<oo}.

Para u € L?(a,b), se existe v € L?(a,b) tal que

b b
/ up'dr = —/ vpdr, Vo € Cla,b),

v é dita a derivada fraca de u, e denotamos v = u’.
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Problema unidimensional

Escolha do espaco adequado

Denotamos
L*(a,b) :== {u: (a,b) = R : u é mensuravel e /buzdx < oo}
a
Para u € L?(a,b), se existe v € L?(a,b) tal que
/b up'dr = — /b vpdr, Vo € Cla,b),
a a
v é dita a derivada fraca de u, e denotamos v = u’. Definimos

Hl(a,b) := {u € L*(a,b) : ' € L*(a,b) e u(a) = u(b) = 0},

o qual é um espaco de Hilbert com a norma

b b 3
]| = (/ qux—i-/ W%m)
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Problema unidimensional

Vemos que C}([a,b]) é denso em H{(a,b) e existe ¢ > 0 tal que
b b
/ |/ |*dx > c/ u dx, Yu € Hi(a,b). (Wirtinger)
a a

Ent3o, em H}(a,b) podemos tomar a norma equivalente
b 2
full = urPas )
a

b
(u,v) :/ u'v'dr, Yu,v € Hj(a,b).

e produto interno
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Problema unidimensional

Vemos que C}([a,b]) é denso em H{(a,b) e existe ¢ > 0 tal que
b b
/ |/ |*dx > c/ u dx, Yu € Hi(a,b). (Wirtinger)
a a

Ent3o, em H}(a,b) podemos tomar a norma equivalente
b 2
full = urPas )
a

b
(u,v) :/ u'v'dr, Yu,v € Hj(a,b).

e produto interno

Diremos que u,, converge fraco para u em H&(a, b), un — u, se

(U, v) — (u,v) Vv € Hi(a,b).
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Problema unidimensional

Voltemos ao problema (P),

—u"(z) = g(x,u) em (a,b), wu(a)=wu(b) =0,
e busquemos uma solug3o fraca, ou seja, u € H}(a,b) tal que

b b

/ u'v'dx —/ g(x,u)vdr =0, Yov € Hi(a,b). (5)

Consideramos J : Hi(a,b) — R, J € C!, dado por
1 (b b
J(u) = 2/ |u'|?dx — / G(z,u)dx,

e buscamos u € H{(a,b) tal que J'(u)v = 0, Yo € Hi(a,b).
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Minimizagcao
Teorema do Passo da Montanha
Existéncia de solugdo fraca Teorema do Ponto de Sela

Minimizacao

Teore

Sejam X um espaco topoldgico compacto e ® : X — R uma
funcdo semicontinua inferiormente. Entdo ® é limitada
inferiormente e existe xo € X tal que

D(xp) = mlg}f(@(m)
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Minimizagcao
Teorema do Passo da Montanha
Existéncia de solugdo fraca Teorema do Ponto de Sela

Minimizacao

Teorema

Sejam X um espaco topoldgico compacto e ® : X — R uma
funcdo semicontinua inferiormente. Entdo ® é limitada
inferiormente e existe xo € X tal que

D(xp) = mlg}f(@(m)

Teorema

Sejam H um espaco de Hilbert e ® : H — R uma funcio
fracamente semicontinua inferiormente e coerciva. Entdo ® é
limitada inferiormente e assume seu infimo em H.
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Minimizagao
Teorema do Passo da Montanha
Existéncia de solugdo fraca Teorema do Ponto de Sela

Exemplo 1: g(z,t) = f(x) — q(x)t com ¢ > 0.

—u"(z) +g(z)u(z) = f(z), a<z<b P)
u(a) = u(b) = 0.
I /2 2 b 1
J(u) = 5 [|v/> + q(z)u?] de — | fudz, we Hy(a,b).
e J é fracamente semicontinuo inferiormente, ou seja,
up = u = J(u) <liminf J(uy,).
) ull < liminf ffus || (lun —ull? = llual® = 2¢un, w) + [lull?);

ii) Usando a compacidade da imersdo H{(a,b) < L*(a,b),

b b b b
/quidw%/ quids e /fundm—>/ fudzx.
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Minimizagao
Teorema do Passo da Montanha

Existéncia de solugdo fraca Teorema do Ponto de Sela

e J é coercivo, ou seja, lim J(u) = oo.
[lul| =00

Ju) = ;/ [[v/]* + q(x) da:—/fud:c

> ;/ab|u’|2d:v— </a f2dalc>2(/abu2al:v>é
> 3| ([orae) 2 | ([ )
= ([ f2dx>% (f |u’|2dx)§, lull = 2117
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Minimizagao
Teorema do Passo da Montanha

Existéncia de solugdo fraca Teorema do Ponto de Sela

Pelo teorema de Minimizac3o, existe ug € H}(a,b) tal que

J(up) = II}](? )J(u),
ueHg(a,b

e daf vemos que .J'(up)v = 0 para todo v € Hl(a,b), ou seja, ug é
solugdo fraca para (Pp).

SOV G,
SRR

Figura: Minimizagdo - Fonte: Costa (2007)
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Minimizagao
Teorema do Passo da Montanha
Teorema do Ponto de Sela

Existéncia de solugdo fraca

Argumentos similares mostram que os problemas

—u’ 4+ u? =0, O<z<m (6)
u(0) = u(m) =0,

1
—u = SU~ sen(z), 0<z<m

<
—~

o
~—

I

u(m) =0,

possuem solucdo fraca em H&.
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Minimizagao
Teorema do Passo da Montanha
Existéncia de solugdo fraca Teorema do Ponto de Sela

Exemplo 2: g(z,t) = t°, via Passo da Montanha

—u = u?, a<t<b
{ (Pumr)

u(a) =u(b) =0

O funcional associado ao problema (Py) é J : Hi(a,b) — R dado
por
I I
J(u) = 2/a |u/|*dx — 4/{1 utdz,

b b
J’(u)v:/ u’v'dm—/ udvde, w,v € Hi(a,b).

com derivada

E claro que u = 0 é solugdo de (Pys). Buscamos uma solugdo ndo
trivial.
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Minimizagao
Teorema do Passo da Montanha
Existéncia de solugdo fraca Teorema do Ponto de Sela

Teorema do Passo da Montanha

Teorema

Seja H um espago de Hilbert e ® € C*(H,R) satisfazendo a
condicdo (PS). Suponha ainda que
(i) ®(0) =0,
(1i) existemr >0 e p > 0 tais que ®(u) > p para todo
Jull =7,
(1i1) existe ug € H tal que ||ug|| > r e ®(ugp) < 0.
Entdo ® possui um valor critico ¢, > p, caracterizado por

:= inf d
B0 5= I 10T (7(t)), onde

D ={yeC(0,1,H):7(0)=0 e ~(1)=ug}.
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Minimizagao
Teorema do Passo da Montanha
Existéncia de solugdo fraca Teorema do Ponto de Sela

Condigdo (PS)

Uma sequéncia de Palais-Smale (PS) para J é uma sequéncia (uy,)
em H} tal que (J(uy,)) é limitada em R e J'(u,) — 0 em H™ L.

Dizemos que J satisfaz a condigdo (PS) se toda sequéncia (PS)
possuir subsequéncia convergente em H&.
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Minimizagao
Teorema do Passo da Montanha
Existéncia de solugdo fraca Teorema do Ponto de Sela

Condigdo (PS)

Uma sequéncia de Palais-Smale (PS) para J é uma sequéncia (uy,)
em H} tal que (J(uy,)) é limitada em R e J'(u,) — 0 em H™ L.

Dizemos que J satisfaz a condigdo (PS) se toda sequéncia (PS)
possuir subsequéncia convergente em H&.

1 1
e Para g(t) = t3, vemos que G(t) = Zt4 = Ztg(t), vt € R. Dai, se

(un) é uma sequéncia (PS) para J, tem-se
b
C1 + Colunll = 4T (un) = J' (un)un = / [up,[Pda = [lun |,

o que nos diz que (u,,) é limitada. Gragas a compacidade das
imersdes Hi (a,b) < LP(a,b), p > 1, vemos que J satisfaz (PS).
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Minimizagao
Teorema do Passo da Montanha
Existéncia de solugdo fraca Teorema do Ponto de Sela

Geometria do Passo da Montanha

e Gragas a imersio H{(a,b) < L*(a,b) temos
1 1 1 Cs
) = gl = gl = 5 (1= Gl ) jul?, v e .
e Fixando ¢ € Cl(a,b), p # 0, temos

2 4
J(te) = S lel* = Jlelli = —oo quando t — cc.
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Minimizagao
Teorema do Passo da Montanha
Existéncia de solugdo fraca Teorema do Ponto de Sela

Exemplo 3: g(z,t) = 2t — sen(x), via Ponto de Sela

{—u” =2u—sen(z), 0<z<m
u(0) =u(r) =0

O funcional associado a (Ps) é J : H}(0,7) — R dado por

1 ™ ”
J(u) = / '[P da —/ u?dzx +/ u(x)sen(z)dz,
2Jo 0 0

com derivada
J’(u)v:/ u'v/da:—Z/ uvdx—i—/ v(x)sen(z)dz,
0 0 0

quaisquer u,v € Hg(0, 7).
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Minimizagao
Teorema do Passo da Montanha
Existéncia de solugdo fraca Teorema do Ponto de Sela

Teorema do Ponto de Sela

Teorema

Seja H =V & W um espaco de Hilbert onde dimV < co e seja
® € C'(H,R) satistazendo a condicdo (PS). Se D é uma
vizinhanga limitada de 0 em V' tal que

m = max ®(u) < inf ®(u) = M,
uedD ueW

entao

:= inf d(h
¢ i= Inf max (h(u))

€ um valor critico para ®, com ¢ > M, onde

I':={heC(D,H);h(u) =u,Yu € dD}.
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Minimizagao
Teorema do Passo da Montanha

Existéncia de solugdo fraca Teorema do Ponto de Sela

e J satisfaz (PS).
e J Para V := (sen(x)), temos, para v = tsen(z),

2 ™ ™ ™
J(v) = T;/ COSQ($)dI‘—t2/ sen2(x)d$+t/ sen?(z)dx
0 0 0
2 T i
-t sen2(as)da:—i—t/ sen?(x)dzx
2 Jo 0

de modo que J(v) — —oo quando |[v]| = o0, v € V.
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Minimizagao
Teorema do Passo da Montanha

Existéncia de solugdo fraca Teorema do Ponto de Sela

e J satisfaz (PS).
e J Para V := (sen(x)), temos, para v = tsen(z),

2 ™ ™ ™
Jw) = % COSQ($)dI‘—t2/ sen2(x)d$+t/ sen?(z)dx
0 0 0
2 T ™
-t sen?(x)dx +t/ sen?(x)dzx
2 Jo 0
de modo que J(v) — —oo quando |[v]| = o0, v € V.

foTr |w/|2d$

e Para W := V4, jaqued =X = Oiinf = , temos

Jw) = ;/OF|w’|2(x)d:c—/OWdez%—/Oﬂw(x)sen(:n)dm

> /w2dac >0, YweW.
0
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Minimizagao
Teorema do Passo da Montanha

Existéncia de solugdo fraca Teorema do Ponto de Sela

Gracas ao Teorema do Ponto de Sela sabemos que J possui um
ponto critico, ou seja, (Ps) possui uma solugdo fraca em HE (0, 7).

Figura: Ponto de Sela - Fonte: Costa (2007)
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Regularidade da solucao

Regularidade da solucao

Consideremos u solucdo fraca para o problema
—(2) = glw,u) em (a,b), u(a) = u(b) =0,
com g € C([a,b] x R,R), ou seja, u € Hi(a,b) e
b b
/a u'v'dw — /a g(z,u)vdr =0, Vv e Hi(a,b).
Como h(z) := g(z,u(z)) pertence a L?(a,b) temos u € H?(a,b),

de modo que u € C3([a,b]). Se tivermos h € C* entdo teremos
u € C%%(a,b).
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Regularidade da solucao

Recuperacao da solucao classica

Temos u € Ci([a,b]) N C?(a,b) satisfazendo

b b
/ u'v'dx — / g(z,u)vdr =0, Vv e C([a,b]),
donde
b
/ (W + g(z,u)] vdz =0, Vv € C§([a,b]).

Segue do Lema Fundamental do Célculo das Varia¢bes que
W +g(z,u) =0, qtp. z€(ab).

Sendo fungdes continuas, esta igualdade se verifica em todo
x € (a,b). Portanto u é uma solugdo cldssica.
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