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Curso de Matemática, modalidade Bacharelado



Algumas Equivalências Pouco Conhecidas sobre a
Completude dos Números Reais
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Ao professor Daniel Cordeiro de Morais Filho, agradeço por todo seu empenho, e

dedicação enquanto professor, tutor, orientador e amigo. Agradeço por não desistir
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Introdução
Muitos dos estudos da área de análise são realizados com os números reais,

mas você já parou para pensar no porquê do corpo dos números reais receber tanto

destaque nos estudos matemáticos?

E o porquê de não desses estudos não serem feitos apenas com o corpo dos

racionais já que é um corpo menor? Será que isso não facilitaria os estudos? Isso

ocorre porque além de ser ordenado, o corpo dos números reais também é completo

e mais, ele é o único com essa caracteŕıstica, a menos de isomorfismo [6].

Usualmente para definir a completude dos números reais utiliza-se o axioma de

Dedekind [2]. O que é pouco visto na Academia é que esse não é o único caminho

para definir essa propriedade. Sendo assim, o objetivo desse trabalho é apresentar

um teorema, que segundo a nossa opinião, é pouco conhecido, que é a equivalên-

cia dos seguintes resultados: o postulado de Dedekind, o teorema dos intervalos

encaixantes, a propriedade arquimediana dos números reais, o teorema de Heine-

Borel, a definição de conexidade, o teorema de Bolzano-Weiestrass e a convergência

das sequências de Cauchy. Mostraremos que quaisquer desses resultados anteriores

definem a completude dos números reais.
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Caṕıtulo 1

Neste caṕıtulo, vamos enunciar o teorema principal e os vários resultados

que o compõem. E ainda, explicamos como será a disposição dos resultados e as

abreviações usadas ao longo do texto.

O teorema principal chamaremos de O Grande Teorema, pois envolve muitos re-

sultados importantes e famosos da análise. Podemos ver esse teorema esquematizado

na Figura 1.1

Figura 1.1
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Vamos agora enunciar todos os resultados envolvidos no Grande Teorema.

Postulado de Dedekind: Se um subconjunto X ⊆ K é limitado superiormente,

então X possui um supremo que ainda pertence a K.

Propriedade Arquimediana: O corpo K é munido da Propriedade Arquimediana,

se dado x > 0 em K, existe n ∈ N tal que 0 <
1

n
< x.

Teorema 1.1 (Intervalos Encaixantes): .

(i) Dada uma sequência decrescente I1 ⊇ I2 ⊇ ... ⊇ In ⊇ ..., de intervalos fechados,

limitados e não vazios. Então, a interseção desses intervalos é diferente de

vazio;

(ii) Se o ı́nfimo do comprimento dos intervalos In é zero, então a interseção dos

intervalos é um único ponto p ∈ K.

Teorema 1.2 (Bolzano-Weierstrass): Toda sequência (xn) ⊆ K limitada, possui

pelo menos uma subsequência convergente.

Teorema 1.3 (Heine-Borel): Um conjunto X ⊆ K é compacto se, e somente se, X

possui a propriedade de subcobertura finita, isto é, toda cobertura de X admite uma

subcobertura finita.

Teorema 1.4 (Valor Intermediário): Se f : X ⊆ K → K é cont́ınua e existem

a, b ∈ K tais que a < b e f(a) < 0 < f(b), então existe c ∈ X tal que f(c) = 0.

Definição 1.5: Dizemos que o conjunto X é conexo, quando ele só admite uma

cisão trivial.

Vejamos o enunciado do Grande Teorema:

Teorema 1.6 (O Grande Teorema): Se K é um corpo ordenado, então as seguintes

sentenças são equivalentes:

(a) K cumpre o postulado de Dedekind;

(b) K é Arquimediano e cumpre o Teorema dos Intervalos Encaixantes;

(c) K é Arquimediano e cumpre o Torema de Bolzano-Weierstrass;

(d) K cumpre o Teorema de Heine-Borel;

(e) K é Arquimediano e todas as sequências de Cauchy convergem em K;

(f) K é conexo;

(g) K cumpre o Teorema do Valor Intermediário.
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Por envolver muitos resultados e por facilidade, a demonstração desse teorema

será dividida em cinco ciclos, mostrados ao longo dos próximos caṕıtulos, da seguinte

forma:

O primeiro ciclo é a equivalência entre os itens (a), (b) e (c), no segundo ciclo é

a equivalência entre os itens (c) e (e), terceiro ciclo equivalência entre os itens (b) e

(d), no quarto ciclo a equivalência entre os itens (f) e (g) e por fim, no quinto ciclo

concluiremos com a equivalência entre os itens (a) e (f). E, mais, para facilitar a

citação dos teoremas vamos usar as seguintes abreviações para os resultados:



(PD) Postulado de Dedekind;

(PA) Propriedade Arquimediana;

(TEI) Teorema do Intervalos Encaixantes;

(TBW ) Teorema de Bolzano-Weierstrass;

(THB) Teorema de Heine-Borel;

(CSC) Convergência da Sequência de Cauchy;

(C) Conexidade;

(TV I) Teorema do Valor Intermediário.


Lembrando que todas as definições e resultados que são necessários ao decorrer

dos caṕıtulos, estão enunciados e demonstrados nos apêndices.
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Caṕıtulo 2

Primeiro Ciclo

Neste ciclo, é demonstrada equivalência entre o Postulado de Dedekind (PD),

o Teorema de Bolzano-Weierstrass (TBW) e, o Teorema dos Intervalos Encaixantes

(TIE) e a propriedade Arquimediana (PA), como mostrado na Figura 2.1.

Figura 2.1

Teorema 2.1 (PD ⇒ TIE e PA ): Se K é um corpo ordenado que cumpre o Pos-

tulado de Dedekind, então K também é Arquimediano e cumpre o Teorema dos

Intervalos Encaixantes.

Demonstração:

Vamos começar provando o item (i) do Teorema dos Intervalos Encaixantes (ver

Teorema 1.1 ). Para isso, consideremos uma sequência decrescente, I1 ⊇ I2 ⊇ ... ⊇
In ⊇ ... de intervalos fechados, limitados e não- vazios. Assim podemos definir
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In := [an, bn]. Logo,

a1 ≤ a2 ≤ ... ≤ an ≤ ... ≤ bn ≤ ... ≤ b2 ≤ b1.

Sejam A = {an;n ∈ N} e B = {bn;n ∈ N}. Como In 6= ∅, então A e B são

não-vazios. Pela forma como estão dispostos os intervalos temos

ai ≤ bj, ∀i, j ∈ N. (2.1)

Pela expressão (2.1), A é limitado superiormente por bn, e B é limitado inferior-

mente por an. Assim, pelo Postulado de Dedekind, existem inf B, supA ∈ K.

E ainda, como an ∈ A é cota inferior de B, pela definição de ı́nfimo , implica que

an ≤ inf B para todo n ∈ N. Logo, inf B é uma cota superior de A e pela definição

de supremo, supA ≤ inf B (ver Definição 7.11). Portanto,

a1 ≤ a2 ≤ ... ≤ an ≤ ... ≤ supA ≤ inf B... ≤ bn ≤ ... ≤ b2 ≤ b1,∀n ∈ N.

Dáı, temos
⋂
n∈N

In ⊇ [supA, inf B].

Dado x ∈
⋂
n∈N

In, temos an ≤ x ≤ bn, para todo n ∈ N. Dáı, x é uma cota

superior para A e, portanto supA ≤ x. Por outro lado, x é cota inferior para B e,

logo x ≤ inf B. Implicando que x ∈ [supA, inf B]. Provando que,

⋂
n∈N

In = [supA, inf B] 6= ∅.

Vamos provar o item (ii) do Teorema 1.1. Suponha que x, y ∈
⋂
n∈N

In, isto é,

an ≤ x ≤ y ≤ bn, para todo n ∈ N.
Assim,

0 ≤ |y − x| ≤ |bn − an|,∀n ∈ N.

Por outro lado, como inf{|bn − an|;n ∈ N} = 0, e |y − x| é uma cota inferior para

{|bn − an|;n ∈ N}, então

0 ≤ |y − x| ≤ 0⇒ x = y,

E portanto, conclúımos que a interseção é unitária. E para finalizar a demons-

tração, falta mostrarmos que K é Arquimediano.
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Suponha que o conjunto dos números naturais é limitado. Então, por hipótese,

existe o supN. Dáı, supN ≥ n+ 1 para qualquer n ∈ N. Assim, supN− 1 > n para

todo n ∈ N. Pela definição de supremo (ver Definição 7.11), supN − 1 ≥ supN, o

que é um absurdo já que K é um corpo ordenado. E portanto, N é ilimitado, e pelo

Teorema 7.5, K é arquimediano. Concluindo a demonstração do resultado.

�

Teorema 2.2 (TIE ⇒ TBW ): Se K é um corpo ordenado e arquimediano e que

cumpre o Teorema dos Intervalos Encaixantes, então K cumpre também o Teorema

de Bolzano-Weierstrass .

Demonstração: Seja X ⊆ K infinito e limitado. Como X é limitado, então ele

possui cota superior e inferior (Ver Definição 7.10). Considere a1 como sendo uma

cota inferior e, b1 como sendo uma cota superior, do conjunto X. Logo, X ⊆ I1 :=

[a1, b1]. Tome, X1 := X.

Note que,

I1 = [a1,
b1 − a1

2
] ∪ [

b1 − a1
2

, b1].

Definimos IE1 := [a1,
b1 − a1

2
] e ID1 := [

b1 − a1
2

, b1]. Observe que, ou IE1 ∩X1 é

infinito, ou ID1 ∩X1 é infinto, caso contrário o conjunto X1 seria finito.

Figura 2.2

Suponha, sem perder a generalidade, que IE1 é infinito, e defina I2 := IE1 . Neste

caso, a2 := a1 e b2 :=
b1 − a1

2
.Definindo X2 := I2 ∩X1, temos X2 ⊆ I2. Escrevendo

o intervalo I2 da seguinte forma:

I2 = [a2,
b1 − a1

22
] ∪ [

b1 − a1
22

, b2].
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Figura 2.3

Definimos IE2 := [a2,
b1 − a1

22
] e ID2 := [

b1 − a1
22

, b2]. Observe que, ou IE2 ∩X2 é

infinito, ou ID2 ∩X2 é infinito, caso contrário, o conjunto X2 seria finito. Suponha,

sem perder a generalidade, que ID2 é infinito, e defina I3 := ID2 . Neste caso,

a3 :=
b1 − a1

23
, b3 := b2 e X3 := I3 ∩X2. Assim, X3 ⊆ I3.

Figura 2.4

Repetindo esse processo, recursivamente, obtemos:

i. In+1 ⊆ In, ∀ n ∈ N;

ii. Xn ⊆ Xn+1,∀ n ∈ N;

iii. |In| =
b1 − a1

2n
,∀ n ∈ N⇒ inf{|In|;n ∈ N} = 0.

Como vemos na Figura 2.5 a seguir,

Figura 2.5

Pelo Teorema dos Intervalos Encaixantes, temos
⋂
n∈N

In = {x}. Para encerrar a

demonstração, basta provar que x ∈ X ′.
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Segue, de iii. que, dado ε > 0, existe n0 ∈ N tal que |In0| < ε. Como x ∈
⋂
n∈N

In,

em particular x ∈ In0 . Portanto, In0 ⊆ (x−ε, x+ε). Como por construçãoXn0 ⊆ In0 .

Segue-se que,

Xn0 ⊆ In0 ⊆ (x− ε, x+ ε).

Como Xn0 é infinito, então a (x − ε, x + ε) ∩ Xn0 é infinto. Sendo assim, (x −
ε, x+ ε) ∩X é infinito. Pelo Teorema 7.24, x é um ponto de acumulação de X.

�

Teorema 2.3 (TBW ⇒ PD): Se K é um corpo ordenado e Arquimediano e que

cumpre o Teorema de Bolzano-Weierstrass, então K também cumpre o Postulado

de Dedekind.

Demonstração: Sejam X ⊆ K um conjunto limitado superiormente, e u1

uma cota superior de X, de modo que exista n1 ∈ N tal que u2 := u1 − n1 ainda é

uma cota superior de X, mas u2 − 1 não é mais uma cota superior para X.

Figura 2.6

Considere o seguinte conjunto,

A2 := {n ∈ N;u2 −
1

n
é cota superior de X}.

Se A2 = ∅, então u2 = supX. De fato, dado ε > 0, pela propriedade arquime-

diana de K, temos n0 ∈ N tal que n0 >
1

ε
, ou seja, ε >

1

n0

. Sendo assim, como

A2 = ∅, então, existe x ∈ X

u2 − ε < u2 −
1

n0

< x

Logo, u2 = supX (ver Teorema 7.12). Caso contrário (se A2 6= ∅), pelo Prinćıpio

da Boa Ordenação dos números naturais A2 possui um menor elemento o qual será

denotado por n2 (Ver Teorema 7.7) . Isto significa que, u2−
1

n2 − 1
não é mais cota

superior de X, já que n2 é o menor elemento de A2. Defina u3 := u2 −
1

n2

.
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Figura 2.7

Considere o conjunto,

A3 := {n ∈ N;u3 −
1

n
é cota superior de X}.

Novamente, pela propriedade arquimediana de K, se A3 = ∅, então u3 = supX,

caso contrário A3 possui um menor elemento. Seja n3 o menor elemento de A3,

u4 := u3 −
1

n3

e defina A4 := {n ∈ N;u4 −
1

n
é uma superior de X}. Continuando

esse mesmo argumento, indutivamente, obtemos uma sequência (uk) ⊆ K tal que

i. uk é uma cota superior de X para todo k ∈ N;

ii. uk+1 = uk −
1

nk
, ∀ n ≥ 3;

iii. uk −
1

nk − 1
não é cota superior de X;

iv. uk ≥ uk+1,∀ k ∈ N.

Como mostrado na seguinte figura:

Note que, inf{ 1

nk
;n ∈ N} = 0. Isso ocorre por K ser arquimediano (Ver Obser-

vação 7.13).

Defina U := {uk; k ∈ N}. Temos , U infinito e limitado, pois os elementos

de X limitam U inferiormente e u1 limita superiormente. Então pelo teorema de

Bolzano-Weierstrass existe u ∈ U ′ (ver Observação 7.27).

Veja que u é o supremo de X. De fato, vamos mostrar que u é cota superior de

X.

Suponha que u não é cota superior de X, então existe x ∈ X tal que u < x.

Tome ε = x − u > 0. Dáı, (u − ε, u + ε) = (2u − x, x), e como U é o conjunto das

cotas superiores de X, então (u− ε, u+ ε)∩U = ∅, e por isso u não poderia ser um

ponto de acumulação de U , o que é um absurdo.
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Para finalizar, basta que u seja a menor das cotas superiores. Observe que,

u < uk para todo k ∈ N. De fato, pois como (uk) é não-crescente e limitada,

então limuk = inf U (Ver Teorema 7.15). E por u ser o ponto de acumulação de U ,

então, u = limuk. Pela unicidade do limite de uma sequência (ver Teorema 7.14),

u = inf U .

Suponha que existe d < u tal que d é uma cota superior de X. Seja k ∈ N tal

que

1

nk − 1
< u− d⇒ d < u− 1

nk − 1
< uk −

1

nk − 1
,

e como por iii. uk −
1

nk − 1
não é cota superior para X, então d também não pode

ser. Conclúımos portanto que u = supX.

�
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Caṕıtulo 3

Segundo Ciclo

Neste ciclo, é demonstrada a equivalência entre a Convergência das Sequências

de Cauchy (CSC) e o Teorema de Bolzano-Weierstrass (TBW), como vemos no

diagrama abaixo:

Figura 3.1

Teorema 3.1 (TBW ⇒ CSC): Se K é um corpo ordenado que cumpre o Teorema

de Bolzano-Weierstrass, então toda sequência de Cauchy converge para um elemento

que ainda pertence a K.

Demonstração: Seja (xn) uma sequência de Cauchy. Portanto, (xn) é limitada

(ver Teorema 7.18). Como vale o Teorema de Bolzano- Weiestrass, então (xn) possui

uma subsequência limitada e (xn) portanto é convergente (Ver Teorema 7.17).

�
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Teorema 3.2 (CSC ⇒ TBW ): Se K é um corpo ordenado onde toda sequência

Cauchy converge, então o Teorema de Bolzano-Weierstrass é válido em K.

Demonstração: Considere o conjunto X ⊆ K infinito e limitado. Defina X1 :=

X. Pela limitação do conjunto X, existe um intervalo I1 = [a1, b1] tal que X1 ⊆ I1.

E por X1 ser infinito, em particular não-vazio, podemos tomar x1 ∈ X1. Seja c1 o

ponto médio do intervalo I1.

Escrevendo o intervalo I1 da seguinte forma

I1 = [a1, c1] ∪ [c1, b1].

Como X1 é infinto e X1 ⊆ I1, então ou [a1, c1] ou [c1, b1] possui infinitos pontos

de X1. Considere I2 como a metade do intervalo cuja a interseção com X1 é infinita.

Dáı, X2 := I2 ∩X1. Como X2 é infinito então existe um x2 ∈ X2 tal que x2 6= x1.

Tome c2 o ponto médio de I2, dividimos o intervalo em dois de mesmo tamanho e

escolhemos I3 a metade que possui infinitos pontos de X.

Repetindo o argumento indutivamente, temos:

i. In+1 ⊆ In,∀n ∈ N;

ii. Xn ⊆ In,∀n ∈ N;

iii. xn ∈ Xk,∀n ≥ k;

iv. xn 6= xm,∀n 6= m.

Como o ı́nfimo dos comprimentos dos intervalos é zero, então dado ε > 0, existe

n0 ∈ N tal que |In0| < ε. Se n,m > n0 existem por iii. xm, xn ∈ Xn0 ⊆ In0 .Logo,

|xn − xm| < ε. E portanto, a sequência (xn) é de Cauchy. Por hipótese, (xn)

converge. Dáı, pela definição de convergência de sequências, existe c ∈ K tal que

c := limxn. Por iv. vemos que (xn) não pode ser constante. Logo,

xn ∈ (c− ε, c+ ε) ∩X, ∀n ≥ n0,

isto é, (cε, c+ ε)∩X é infinito. E portanto, c é um ponto de acumulação de X (Ver

Teorema 7.24).

�
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Caṕıtulo 4

Terceiro Ciclo

Neste Ciclo, vamos mostrar a equivalência entre o Teorema de Heine-Borel

(THB) e o Teorema dos Intervalos Encaixantes (TIE). Como vemos no diagrama

abaixo.

Figura 4.1

Teorema 4.1 (TIE ⇒ THB): Se K é um corpo ordenado, Arquimediano e cumpre

o Teorema dos Intervalos Encaixantes, então cumpre também o Teorema de Heine-

Borel.

Demonstração: Suponha que o conjunto X ⊆ K admite a propriedade de

subcobertura finita.

Seja Un := (−n, n), com n ∈ N. Note que, Un é uma cobertura para X, pois

K é um corpo arquimediano. E como, por hipótese, X possui a propriedade de

subcobertura finita, então podemos encontrar uma quantidade finita de ı́ndices tais

que,
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X ⊆ Un0 ∪ Un1 ∪ ... ∪ Unk
.

Note que,
k⋃
i=0

Uni
é limitado, por M := max{n1, n2, ..., nk}. Portanto, X também

é limitado.

Falta provar que X é fechado, para isso vamos mostrar que se p /∈ X, então

p /∈ X.

Tome p /∈ X. E considere agora Un = K− [p− 1

n
, p+

1

n
].

Figura 4.2

Pelas leis D’Morgan, temos

⋃
n∈N

Un = (
⋂
n∈N

[p− 1

n
, p+

1

n
])c = ({p})c = K− {p}.

Além disso, Un é aberto, uma vez que ele é o complementar de um fechado (ver

Teorema 7.22). Como p /∈ X então Un é uma cobertura para X. E por X possuir a

propriedade de subcobertura finita, então existe uma coleção finita de Un que cobre

X.

Digamos que são k conjuntos que cobrem X. Então,
k⋃
i=0

Uni
contém X, mas não

contém [p − 1

nk
, p +

1

nk
]. Sendo assim, [p − 1

nk
, p +

1

nk
] ∩ X = ∅. Implicando que

p não é um ponto de acumulação de X. E como X = X ∪ X ′ e, por p /∈ X (ver

Proposição 7.25) e p /∈ X ′, temos p /∈ X. Dáı, X é fechado.

Reciprocamente, tome X ⊆ K fechado e limitado. Supondo que X não admite

a propriedade de subcobertura finita.

Como X é limitado, então podemos encontrar um intervalo fechado I1 := [a1, b1]

tal que X ⊆ I1. Tome c1 o ponto médio do intervalo I1, dáı podemos escrever o

intervalo I1 da seguinte forma
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I1 = [a1, c1] ∪ [c1, b1].

Como X não admite a propriedade de subcobertura finita então [a1, c1] ou [c1, b1]

não admite subcobertura finita, já que X ⊆ I1. Suponha que [c1, b1] não admite

subcobertura finita, então defina a2 := a1 e b2 := b1, e I2 := [a2, b2] e ainda X2 =

I2 ∩X.

Tome c2 um ponto médio de I2. Novamente podemos dividi-lo em outros dois

intervalos com a metade do comprimento. E que pelo menos um dois não possui a

propriedade de subcobertura finita. Escolha o intervalo que não possui a propriedade

de subcobertura finita que para ser o intervalo I3 e repetindo o mesmo processo

indefinidamente encontramos o seguinte:

i. In+1 ⊆ In, ∀n ∈ N;

ii. Xn ⊆ In∀ ∈ N;

iii. inf{|bn − an|;n ∈ N} = 0.

Logo, pelo Teorema dos Intervalos Encaixantes
⋂
n∈N

In = {s}. E como foi mos-

trado na demonstração do teorema de Bolzano-Weierstrass, mostrada nesse trabalho

(ver Teorema 2.2), s é um ponto de acumulação de X . E como X é fechado, então

s ∈ X.

Sendo assim, existe k ∈ N tal que s ∈ Uk da cobertura de X tal que s ∈ Uk. Como

Uk é aberto então existe ε > 0 tal que (s−ε, s+ε) ⊆ Uk. Como inf{|In|;n ∈ N} = 0

então existe um n0 ∈ N tal que In0 ⊆ (s− ε, s+ ε). Dáı, por ii.

Xn0 ⊆ In0 ⊆ (s− ε, s+ ε).

O que é um absurdo pela construção dos intervalos. Logo, toda cobertura aberta

de X possui uma subcobertura finta.

�

Teorema 4.2 (THB ⇒ TIE): Se K é um corpo ordenado e que cumpre teorema

de Heine-Borel, então K é Arquimediano e cumpre o Teorema dos Intervalos Encai-

xantes.

Demonstração: Pela Observação 7.29, vemos que N não possui a propriedade

de subcobertura finita, então ou N não é fechado ou não é limitado.

Como o conjunto dos números naturais é fechado (ver Exemplo 7.26), então

conclúımos que ele não pode ser limitado. E como a propriedade arquimediana
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equivale aos números naturais serem ilimitados, então K é um corpo arquimediano

(Ver Teorema 7.5).

Suponha que K não cumpre a propriedade dos intervalos encaixantes. Ou seja,

existe uma famı́lia {In} de intervalos fechados e encaixados com
⋂
n∈N

In = ∅. Consi-

dere Un = K − In para cada n ∈ N. Observe que, o Un é aberto para todo n ∈ N,

já que é o complementar de conjuntos fechados (ver Teorema 7.22). E mais a união

deles é uma cobertura para K, de fato

⋃
n∈N

Un =
⋃

(K− In) = [
⋂
n∈N

In]c = (∅)c = K.

Em particular {Un} é uma cobertura para o I1. Como I1 é um intervalo fechado

e limitado, então deveria possuir a propriedade de subcobertura finita. Mas, o ponto

médio de In0 pertence a I1, porém, não pertence Un0 . Assim p intervalo I1 não possui

subcobertura finita e, portanto é fechado e limitado, mas não é compacto o que é

um absurdo.

�
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Caṕıtulo 5

Quarto Ciclo

Neste Ciclo, vamos mostrar a equivalência entre o Teorema do Valor Intermediário

(TVI) e a definição de Conexidade (C). Como vemos no diagrama abaixo.

Figura 5.1

Teorema 5.1 (TVI⇒ C): Se o corpo K cumpre o Teorema do Valor Intermediário,

então K é conexo.

Demonstração: Sejam X conexo, f : X → K uma função cont́ınua e a, b ∈ X
tais que a < b e f(a) < 0 < f(b).

Considere os conjuntos A = {x ∈ X; f(x) > 0} e B = {x ∈ X; f(x) < 0}. Note

que, A 6= ∅ e B 6= ∅, pois a ∈ A e b ∈ B.

Suponha que A e B é uma cisão não trivial. Então, temos que X = A ∪ B e

X = A∪B, e A∩B = A∩B = A∩B = ∅. Dáı, x ∈ X tal que f(x) 6= 0 para todo

x ∈ K, contradizendo a hipótese. Logo, X é conexo.
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Teorema 5.2: Se K é conexo, então também cumpre o Teorema do Valor Interme-

diário.

Demonstração: Seja f : K→ K uma função cont́ınua. Dados a, b ∈ K tais que

a < b e f(a) < 0 < f(b), suponha que não exista x ∈ K tal que f(x) = 0. Defina

os seguintes conjuntos A = {x ∈ K; f(x) < 0} e B = {x ∈ K; f(x) > 0}. Note que,

A ∪B é uma cisão não trivial para K. De fato, pois A e B são não-vazios, já a ∈ A
e b ∈ B. Com K = A∪B e A∩B = A∩B = A∩B = ∅. O que é um absurdo, pois

K é conexo.

�
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Caṕıtulo 6

Quinto Ciclo

Neste Ciclo, vamos mostrar a equivalência entre o Teorema de Heine-Borel

(THB) e o Teorema dos Intervalos Encaixantes (TIE). Como vemos no diagrama

abaixo.

Figura 6.1

Teorema 6.1 (PD ⇒ C): Se K é um corpo ordenado que cumpre o Postulado de

Dedekind, então K é conexo.

Demonstração: Sejam f : K → K uma função cont́ınua e a, b ∈ K tais que

a < b e f(a) < 0 < f(b).

Considere os conjuntos P = {x ∈ K; f(x) > 0} e N = {x ∈ K; f(x) < 0}. Note

que P e N são conjuntos abertos, já que são a imagens inversas de conjuntos abertos

por uma função cont́ınua (ver Teorema 7.32).

Defina B = {x ∈ K;x < b}. Veja que B é aberto, pois dado x ∈ B podemos
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tomar ε =
b− x

2
> 0 tal que (x− ε, x+ ε) ⊆ B.

Observe que, N ∩ B é um conjunto aberto, pois é uma interseção de abertos

(ver Teorema 7.20). Além disso, N ∩B é limitado superiormente por b e ainda não

vazio, pois a ∈ N ∩ B. E como K cumpre o Postulado de Dedekind, então existe

c = sup(N ∩B). E pela definição de supremo temos que a ≤ c ≤ b.

Note que, c /∈ P . De fato, caso contrário, como P é aberto, existe um ε0 > 0 tal

que (c− ε0, c+ ε0) ⊆ P . Dado y ∈ (c− ε0, c), temos y < c. Logo, pela definição de

supremo y não pode ser cota superior de N ∩B, então existe x ∈ N ∩B com x > y.

Dáı, x ∈ (c − ε0, c + ε0) o que implica f(x) > 0, um absurdo, pois x ∈ N . Logo,

c /∈ P .

Por outro lado, temos que c /∈ N , pois como N ∩B é aberto então ele não pode

conter seu supremo. Caso contrário, existiria um ε > 0 tal que (c−ε, c+ε) ⊆ N ∩B.

O que é um absurdo, pois todo y ∈ (c, c+ε) é uma cota superior de N∩B, implicando

que y /∈ N ∩B.

Sendo assim, conclúımos que f(c) = 0, e portanto K cumpre a propriedade do

valor intermediário implicando que é conexo.

�

Teorema 6.2 (C ⇒ PD): Se K é conexo, então K cumpre o Postulado de Dedekind.

Demonstração: Vamos supor que o postulado de Dedekind não é válido. Então

considere X ⊆ K não vazio e limitado superiormente, que não tenha um supremo.

Considere os seguintes conjuntos A = {t ∈ K; t < s, com s ∈ X} e B = K − A.

Como X é não vazio e limitado então A 6= ∅ e B 6= ∅.
Tome x ∈ A, então x < s. Escolha ε = s − x > 0. Dado y ∈ (x − ε, x + ε) =

(2x − s, s), temos y < s e portanto, y ∈ A. Mostrando que (x − ε, x + ε) ⊆ A,

implicando que A é aberto. E como B é o complementar de um aberto, conclúımos

que B é fechado.

Agora dado x ∈ B, temos x ≥ s para todo s ∈ X. Note que, x /∈ X temos que x

é uma cota superior de X. E como X não possui supremo, nenhuma cota superior

é atingida em X.

Assim, x 6= s. Portanto podemos escolher ε = x− s. Dado y ∈ (x− ε, x + ε) =

(s, 2x − s), temos y < B. Logo, y ∈ B. Ou seja, (x − ε, x + ε) ⊆ B. Sendo assim,

B é aberto. Como A é o complementar de B, conclúımos que A é fechado.

Conclúımos que, A ∩ B 6= ∅, A ∪ B = K e, A e B são abertos e fechados ao

mesmo tempo. Como A e B são não vazios, K não pode ser conexo (ver Teorema

7.34). Contradizendo a hipótese.

�
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Caṕıtulo 7

Apêndices

Neste caṕıtulo, são apresentados definições, resultados e observações funda-

mentais para um bom entendimento do trabalho como um todo.

Apêndice A

Um corpo é um conjunto K munido de duas operações chamadas de adição

e multiplicação, que satisfazem a certas condições, chamadas de axiomas de corpo.

Os axiomas de corpo são:

i. Associatividade da Adição - Quaisquer que sejam x, y, z ∈ K, tem-se (x+y)+

z = x+ (y + z);

ii. Comutatividade da Adição- Quaisquer que sejam x, y ∈ K, tem-se x + y =

y + x;

iii. Elemento Neutro da Adição- Existe 0 ∈ K tal que x + 0 = 0 + x = x para

todo x ∈ K. O elemento 0 chama-se zero;

iv. Inverso Aditivo- Todo elemento x ∈ K possui um inverso aditivo x ∈ K tal

que x+ (−x) = 0;

v. Associatividade da Multiplicação - Dados quaisquer x, y, z ∈ K, tem-se

(x · y) · z = x · (y · z);

vi. Comutatividade da Adição- Dados quaisquer x, y ∈ K, tem-se x · y = y · x;

vii. Elemento Neutro da Multiplicação- Existe 1 ∈ K tal que x · 1 = 1 · x = x

para todo x ∈ K. O elemento 1 chama-se um;
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viii. Inverso Multiplicativo- Todo elemento x ∈ K possui um inverso multiplica-

tivo x ∈ K tal que x · (x)−1 = 1.

Dizemos que K é um corpo ordenado, se existir um conjunto P ⊆ K que cumpram

as seguintes propriedades:

P1. A soma e o produto de elementos positivos ainda é positivo;

P2. Dado x ∈ K, exatamente uma das três alternativas seguintes ocorre: ou x = 0,

ou x ∈ P , ou −x ∈ P .

Seja K um corpo ordenado, sobre ele podemos definir a seguinte relação de ordem.

Então dado x, y ∈ K definiremos que x é maior do que y, e denotaremos por x > y,

se x+ (−y) ∈ P .

Definição 7.1: A caracteŕıstica de um corpo K é o menor inteiro positivo m tal

que, sendo a ∈ K,

m · a = a+ a+ ...+ a︸ ︷︷ ︸
m parcelas

= 0.

Se não existir m ∈ Z que cumpra isso, diremos que a caracteŕıstica de K é zero.

Observação 7.2: Todo corpo K com caracteŕıstica zero, contém um conjunto que

é isomorfo ao dos números naturais.

De fato, considere o conjunto X = {n ·1 = 1 + ...+ 1︸ ︷︷ ︸
n parcelas

; n ∈ N}. Veja que, X ⊆ K

já que K é um corpo e consequentemente é fechado com relação a soma.

Seja φ : X → N definida por φ(n·1) = n. Vamos provar que φ é um isomorfismo.

Note, que φ é sobrejetora, pois K tem caracteŕıstica zero.

Além disso φ é injetora. Pois, φ(n · 1) = φ(m · 1) implica que n = m. E ainda,

φ((n+m) · 1) = n+m = φ(n · 1) + φ(m · 1). Conclúımos que φ é um isomorfismo.

Proposição 7.3: Todo corpo ordenado possui caracteŕıstica zero.

Demonstração: Seja K um corpo ordenado. Dáı podemos definir P como o

conjunto dos números positivos de K.

Dado a ∈ P temos,

n · a = a+ a+ ...+ a︸ ︷︷ ︸
nvezes

∈ P, ∀ n ∈ K,

ou seja, n · a 6= 0 para todo n ∈ N. Implicando que N tem caracteŕıstica zero.

Observação 7.4: Pela Proposição 7.3, conclúımos que qualquer corpo K ordenado

contém uma cópia do conjunto dos números naturais dentro dele.
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Teorema 7.5: Num corpo ordenado K, as seguintes afirmações são equivalentes:

i. Os números naturais são é ilimitado superiormente em K;

ii. Dados a, b ∈ K, com a > 0, existe n ∈ N tal que n · a > b;

iii. (PA) Dado qualquer a > 0 em K, existe n ∈ N tal que 0 <
1

n
< a.

Demonstração:

i. ⇒ ii. Como N é ilimitado, dados a > 0 e b ∈ K, existe n ∈ N tal que
b

a
< n e

portanto, b < n · a.

ii. ⇒ iii. Agora dado a > 0 e tome b = 1, por ii. existe n ∈ N tal que n · a > 1 e

portanto, 0 <
1

n
< a.

iii. ⇒ i. Dado b > 0 por iii. existe, n ∈ N tal que b >
1

n
, ou seja, n >

1

b
. Logo,

não existe um b ∈ K que limite N.

Pŕıncipio de Indução Se X ⊆ N é um subconjunto tal que 1 ∈ X e, para todo

n ∈ X tem-se também que n+ 1 ∈ X. Então, X = N.

Proposição 7.6: Dado n ∈ N. Não existe um número natural entre n e n+ 1.

Demonstração: Suponha que existe m ∈ N tal que n < m < n + 1. Logo,

existem r, s ∈ N tais que m = n+ r e n+ 1 = m+ s. Isso implica, n = (m+ s)− 1.

Dáı, m = (m + s) − 1 + r. Logo, r + s = 1. O que é um absurdo, pois 1 não é o

sucessor de nenhum número natural.

Teorema 7.7 (Propriedade da Boa Ordem): Todo subconjunto não-vazio A ⊆ N
possui um menor elemento.

Demonstração: Defina In = {p ∈ N, 1 ≤ p ≤ n} e considere o conjunto X ⊆ N,

formado pelos números n ∈ N tais que In ⊆ N−A. (Assim, dizer que n ∈ X significa

afirmar que n /∈ A e que todos os números naturais menores do que n também não

pertencem a A). Se tivermos 1 ∈ A, o teorema estará demonstrado pois 1 será o

menor elemento de A.

Se, porém, for 1 /∈ A então 1 ∈ X. Por outro lado, temos X 6= N. Pois X ⊆ N−A
e A 6= ∅. Assim, pelo Prinćıpio de Indução X existe algum n ∈ X tal que n+1 /∈ X.

Como não existe um número natural entre n e o seu sucessor (ver Proposição

7.6), conclúımos que n+ 1 é o menor elemento de A. Mostrando assim o resultado.

Observação 7.8: Observe que nem todo corpo ordenado é arquimediano. Considere

Q(t) o corpo das frações racionais r(t) =
p(t)

q(t)
, onde p(t) e q(t) são polinômios com

coeficientes racionais, com q(t) um polinômio não nulo.
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Dizemos que r(t) =
p(t)

q(t)
∈ Q(t) é positiva se o coeficiente do maior grau do

polinômio p(t) · q(t) é positivo. Defina P o conjunto de todas as frações positivas.

Vamos provar que P cumpre as propriedades P1 e P2.

De fato, dados r(t), r1(t) ∈ P temos o coeficientes dos polinômios p(t) · q(t) e

p1(t) · q1(t) são positivos. Dáı, o coeficiente do maior grau do polinômio p(t) · p1(t) ·
q(t) · q1(t) é positivo e, então

r(t) · r1(t) =
p(t) · p1(t)
q(t) · q1(t)

∈ P

Da mesma forma na multiplicação, pois os coeficientes dos polinômios q(t) · q(t)
e q1(t) · q1(t) são positivos, então p(t) · q(t) · q1(t) · q1(t) + p1(t) · q1(t) · q(t) · q(t) é

positivo implicando

r(t) + r1(t) =
p(t) · q1(t) + p1(t) · q(t)

q(t) · q1(t)
∈ P

Sendo assim, conclúımos que Q(t) é ordenado. Vamos ver agora que ele não é

arquimediano. Pelo Teorema 7.5 só precisamos provar que N é limitado.

Tome r(t) = t. E como r(t) tem denominador igual 1, então r(t) ∈ Q(t). Para

todo n ∈ N temos que t− n tem o coeficiente positivo, então t− n ∈ P . Logo, n < t

para todo n ∈ N e portanto r(t) é uma cota superior de N. Mostrando que Q(t) não

é arquimediano.

Apêndice B

Definição 7.9: [Cota] Sejam X, Y ⊆ K e a, b ∈ K dizemos que,

a. a é uma cota inferior de X, se a ≤ x para todo x ∈ X, ou seja, existe a ∈ K tal

que a ≤ x para todo x ∈ X;

b. b é uma cota superior de Y , se y ≤ b para todo y ∈ Y , ou seja, existe b ∈ K tal

que y ≤ b para todo y ∈ Y ;

Definição 7.10: [Conjuntos Limitados] Sejam X, Y, Z ⊆ K dizemos que,

a. X é um conjunto limitado inferiormente se existir uma cota inferior para X;

b. Y é um conjunto limitado superiormente se existir uma cota superior para Y ;

c. Dizemos que Z é um conjunto limitado se ele for limitado inferior e superior-

mente, ou seja, se existir c ∈ K tal que |z| ≤ c para todo z ∈ Z.
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Definição 7.11: [Cotas Especiais] Sejam X, Y ⊆ K.

a Dizemos que a ∈ K é o ı́nfimo de X, e denotamos inf X, se a é a maior das cotas

inferiores;

b. Dizemos que b ∈ K é o supremo de Y , e denotamos supY , se b é a menor da

cotas superiores.

Teorema 7.12: Sejam o conjunto X ⊆ K limitado superiormente e, c ∈ K uma

cota superior de X. Então c = supX se, e somente se, dado ε > 0 existir x ∈ X
tal que x > supX − ε.

Demonstração: Suponha que existe ε > 0 tal que supX − ε > x para todo

x ∈ X. Sendo assim, supX − ε é uma cota superior de x. Como supX é a menor

das cotas superiores, então supX < supX − ε. O que é um absurdo.

Reciprocamente, dado ε > 0 existe xε tal que c−ε < xε. Suponha que, c > supX.

Então, existe ε0 > 0 tal que c − ε0 = supX. Mas, por hipótese, supX < xε, um

absurdo. E portanto, c = supX.

Observação 7.13: Agora que definimos o que é o ı́nfimo de um conjunto, podemos

ver que sendo K um corpo é Aquimediano então, 0 = inf X := { 1

n
;n ∈ N}. De fato,

note que 0 é uma cota inferior de X. Suponha que existe c > 0 tal que c também

é cota inferior de X, ou seja,
1

n
< c para todo n ∈ N. Por outro lado, como K é

Arquimediano, então existe um n0 ∈ N tal que n0 >
1

c
. Dáı, c >

1

n0

. E portanto, c

não pode ser uma cota inferior de X. Logo, 0 é a maior das cotas inferiores, isto é,

0 = inf X.

Apêndice C

Uma sequência é uma função x : N→ K definida por x(n) = xn, onde xn é dito

o n-ésimo termo da sequência. E subsequência é uma restrição da função x a um

subconjunto infinito de N.

Uma sequência é limitada inferiormente (respectivamente, limitada superior-

mente) quando existe c ∈ K tal que c ≤ xn (respectivamente, c ≥ xn), para todo

n ∈ N. Dizemos que a sequência (xn) é limitada se (xn) é limitada superior e

inferiormente, isto é, existe k ∈ K tal que |xn| ≤ k para todo ∈ N.

Se existe a ∈ K para o qual dado um ε > 0 existe n0 ∈ N tal que

n ≥ n0 ⇒ |xn − a| < ε.
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Chamamos a de limite da sequência, e é denotado por limxn = a. E portanto,

(xn) é uma sequência convergente.

Teorema 7.14: Seja (xn) uma sequência convergente. Se limxn = a e limxn = b,

então a = b.

Demonstração: Suponha que a 6= b podemos tomar ε > 0 tal que os intervalos

abertos I := (a − ε, a + ε) e J := (b − ε, b + ε) sejam disjuntos. Existe n0 implica

xn ∈ I. Então, para n > n0, temos xn /∈ J . Logo não é b não é limite de (xn).

Teorema 7.15: Sejam (xn) uma sequência e X = {xn;n ∈ N}.

(a) Se (xn) é monótona não-crescente e limitada inferiormente, então limxn =

inf X

(b) Se (xn) é monótona não-decrescente e limitada superiormente, então limxn =

sup{xn;n ∈ N};

Demonstração:

(a) Dado ε > 0 temos inf X + ε não é mais cota inferior para X. Então existe

n0 ∈ N, tal que inf X < xn0 < inf X + ε. E por (xn) ser não-crescente então

para todo n ≤ n0 temos xn ∈ (inf X, inf X + ε). E portanto, lim xn = inf X.

(b) A prova (b) é análoga a prova do item (a).

As sequências mais importante no estudo da completude de um corpo são as

sequências de Cauchy. E definimos que uma sequência (xn) é de Cauchy quando

dado ε > 0 existe n0 ∈ N tal que

n,m ≥ n0 ⇒ |xn − xm| < ε.

As três proposições a seguir são propriedades importantes sobre as sequências de

Cauchy.

Teorema 7.16: Uma sequência convergente é uma sequência de Cauchy.

Demonstração: Seja (xn) uma sequência convergente, então existe a ∈ K tal

que a = limxn. Por definição, dado ε > 0 existe n ∈ N tal que

|xn − a| <
ε

2
, n ≥ n0

Então para todo n,m ≥ n0 temos que

|xn − a| <
ε

2
, |xm − a| <

ε

2
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Dáı,

|xn − xm| = |xn − a+ a− xm| ≤ |xn − a|+ |xm − a| <
ε

2
+
ε

2
= ε

Sendo assim, (xn) é uma sequência de Cauchy.

Teorema 7.17: Seja (xn) uma sequência de Cauchy. Se alguma subsequência de

(xn) converge então (xn) também converge para o mesmo limite.

Demonstração: Sejam (xnk
) ⊆ (xn) uma subsequência convergente, e a =

lim(xnk
). Por definição, temos que dado ε > 0 existe n1 ∈ N tal que

|xnk
− a| < ε

2
, ∀n ≥ n1.

E por (xn) ser de Cauchy então existe n2 ∈ N tal que

|xn − xm| <
ε

2
,∀n ≥ n2

.

Tome n0 = max{n1, n2}. Dáı,

|xn − a| = |xn − xnk
+ xnk

− a| ≤ |xn − xnk
|+ |xnk

− a| < ε

2
+
ε

2
= ε,∀n ≥ n0

Logo, (xn) converge.

Teorema 7.18: Toda sequência de Cauchy é limitada.

Demonstração: Seja (xn) uma sequência de Cauchy. Então, dado ε = 1 existe

n0 ∈ N tal que |xn−xm| < 1 para todo n ≥ n0. Tome m = n0+1, então xn ∈ (xn0+1−
1, xn0+1 + 1) para todo n ≥ n0. Considere M = max{|x1|, |x2|, ..., |xn0|, |xn0+1 −
1|, |xn0+1 + 1|}. Logo, |xn| < M para todo n ∈ N. Ou seja, (xn) é limitada.

Apêndice D

Definição 7.19: Diz-se que a é um ponto interior ao conjunto X ⊆ K quando

existe um ε > 0 tal que o intervalo aberto (a− ε, a+ ε) está contido em X.

O conjunto dos pontos interiores a X é chamado por interior de X e é denotado

por intX. Dizemos que se a ∈ intX então X é uma vizinhança de a. E um conjunto

A é aberto se A = intA.

Teorema 7.20: Se A e B são conjuntos abertos, então a interseção A ∩ B é um

conjunto aberto.
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Demonstração: Dado x ∈ A ∩ B. Temos x ∈ A e x ∈ B. Como A e B são

conjuntos abertos, então existem ε1, ε2 > 0 tais que

(x− ε1, x+ ε1) ⊆ A e (x− ε2, x+ ε2) ⊆ B

Tome ε0 = min{ε1, ε2}. Dáı, (x− ε0, x + ε0) ⊆ A (x− ε0, x + ε0) ⊆ B, ou seja,

(x− ε0, x+ ε0) ⊆ A ∩B. Concluindo que A ∩B é aberto.

Definição 7.21: Dizemos que a é um ponto aderente ao conjunto X ⊆ K quando

a é o limite de alguma sequência de pontos tal que xn ∈ X para todo n ∈ N.

Chama-se fecho o conjunto de todos os pontos aderentes ao conjunto X e é

denotado por X. Dizemos que um conjunto é fechado quando X = X.

Teorema 7.22: Um conjunto F ∈ K é fechado se, e somente se, seu complementar

A = K− F é aberto.

Demonstração: Considere F fechado. Tome a ∈ A, temos que a /∈ F e por

isso a não é um ponto aderente a X. Dáı, existe ε > 0 tal que (a− ε, a+ ε) 6= ∅, ou

seja, (a− ε, a+ ε) ⊆ A, portanto A é aberto.

Reciprocamente, considere A é aberto e a ∈ F , então dado ε > 0 temos que

(a − ε, a + ε) ∩ F 6= ∅. Sendo assim, a /∈ intA. Como A é aberto então a /∈ A e

portanto a ∈ F . Mostrando assim que F é fechado.

Definição 7.23: Dizemos que a é um ponto de acumulação do conjunto X ⊆ K
quando dado ε > 0 temos que (a− ε, a+ ε) ∩ (X − {a}) 6= ∅.

Chamamos o conjunto de todos os pontos de acumulação de derivado de X e

denotamos por X ′. Se a /∈ X ′ então dizemos que a é um ponto isolado e se todos os

pontos do conjunto X são isolados então dizemos que X é um conjunto discreto.

Teorema 7.24: Dados X ⊆ K e a ∈ K, as seguintes afirmações são equivalentes:

(1) a é um ponto de acumulação de X;

(2) a é limite de uma sequência de pontos xn ∈ X − {a};

(3) dado ε > 0 temos que (a− ε, a+ ε) contém uma infinidade de pontos de X.

Demonstração:

(1) ⇒ (2) Como a ∈ X ′ então dado ε =
1

n
para cada n ∈ N podemos achar um

ponto xn ∈ X − a, sendo assim a = limxn.

(2) ⇒ (3) Suponha agora que a = limxn, onde xn ∈ X − {a}, então dado ε > 0

existe n0 ∈ N tal que xn ∈ (a− ε, a+ ε) para todo n0 ≥ n e como o conjunto

{n ∈ N;n ≥ n0} é infinito então existem infintos pontos de X em (a−ε, a+ε).
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(3) ⇒ (1) Como existe uma infinidade de pontos de X em (a − ε, a + ε), então

(a− ε, a+ ε) ∩ (X − {a}) 6= ∅ e por definição a ∈ X ′.

Proposição 7.25: Seja X um subconjunto de K. Temos, X = X ∪X ′.

Demonstração: Dado a ∈ X. Por X ⊆ X, temos duas possibilidades: a ∈ X
ou a ∈ X −X.

Se a ∈ X, então X∪X ′. Caso contrário, existe (xn) ⊆ X−{a} tal que a = limxn.

Pelo Teorema 7.24, a ∈ X ′. Em ambos os casos, X ⊆ X ∪X ′.
Tome b ∈ X ∪ X ′. Temos b ∈ X ou b ∈ X ′. Se b ∈ X, então b ∈ X, já que

X ⊆ X. Se b ∈ X ′, então existe (yn) ⊆ X − {b} tal que lim yn = b. Logo b ∈ X.

Portanto, X ∪X ′ ⊆ X. Pela dupla inclusão, conclúımos o resultado.

Exemplo 7.26: N é um conjunto fechado.

Observe que, X ′ = ∅. Basta tomar ε =
1

4
, então, dado n ∈ N temos (n− 1

4
, n+

1

4
) ∩ N− {n} = ∅. E pela Proposição 7.25, obtemos N = N. Isto é, N é fechado.

Observação 7.27: Existe outra versão do teorema de Bolzano-Weistress que usa

sequência, cujo o enunciado diz o seguinte:

“Dado X ⊆ K. Se X for limitado e infinito, então X possui pelo menos um ponto

de acumulação”

Vamos mostrar que ambos os enunciados são equivalentes.

De fato, considere por hipótese o enunciado do Teorema 1.2. Então dada (xn)

limitada, considere o conjunto X = {xn;n ∈ N}. Por (xn) limitada implica que X

também é limitado. Se X for finito temos que as subsequências de (xn) são cons-

tantes e portanto convergentes. Caso X seja infinito então X possui pelo menos um

ponto de acumulação. O que nos dá que (xn) possui uma subsequência convergente.

Reciprocamente, seja X é um conjunto infinito e limitado. Tome (xn) ⊆ X.

Como X é limitado, então (xn) é limitada também. Por hipótese, existe (xnk
)

convergente. Ou seja, existe a ∈ K tal que a = limxnk
. E portanto, a é um ponto

de acumulação de X.

Definição 7.28: Dizemos que um conjunto X é compacto se X é fechado e limitado.

Chamamos de cobertura de um conjunto X ⊆ K uma famı́lia C de conjuntos Cλ

tal que X ⊆
⋃
λ∈L, onde L é um conjunto qualquer. Se Cλ for aberto para todo

λ ∈ L então dizemos que é uma cobertura aberta e L for finito dizemos que C é

uma cobertura finita. E ainda chamamos de subcobertura quando X ⊆
⋃
λ′∈L′ onde

L′ ⊆ L.

Dizemos que X cumpre a Propriedade de Subcobertura Finita quando para toda

cobertura de X existe uma subcobertura finita.
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Observação 7.29: Observe que os números naturais não cumprem a propriedade

de Subcobertura finita. De fato, tome In := (n − 1

2
, n +

1

2
). Note que, N ⊆

⋃
n∈N

In.

Porém, não conseguimos escolher uma quantidade finita de intervalos In que cobre

N.

Definição 7.30: Dizemos que uma função f : X ⊆ K→ K é cont́ınua quando dado

ε > 0 existe δ > 0 tal que todo x ∈ (a− δ, a+ δ) ∩X implica |f(x)− f(a)| < ε.

Definição 7.31: Considere X ⊆ K. Dizemos que A e B é uma cisão de X se

X = A ∪B, e A ∩B = A ∩B = A ∩B = ∅.

Teorema 7.32: Se f : K → K é cont́ınua, então para qualquer B ⊆ K aberto,

temos f−1(B) aberto.

Demonstração: Dado a ∈ f−1(B), então f(a) ∈ B. Sendo B aberto, existe

ε > 0 tal que (f(a)− ε, f(a) + ε) ⊆ A.

Pela definição de função cont́ınua, vai existir δ > 0 tal que todo x ∈ (a−δ, a+δ),

f(x) ∈ (f(a)−ε, f(x)+ε) ⊆ A. Dáı, (a−δ, a+δ) ⊆ f−1(A) e portanto a ∈ intf−1(A).

Implicando que f−1(A) é aberto. Mostrando o resultado.

Observação 7.33: Chamamos de cisão trivial quando A = ∅ e B = X.

Proposição 7.34: Se X é conexo, então X e ∅, são os únicos conjuntos que podem

ser abertos e fechados ao mesmo tempo.

Demonstração: Considere o conjunto A ⊆ X não-vazio e B = X − A. Note

que, X = A ∪B e A ∩B 6= ∅.
Suponha que A e B são abertos e fechados simultaneamente. Então,

A = A = intA e B = B = intB.

Dáı,

A ∩B = A ∩B = ∅.

Implicando que A ∩ B é uma cisão não-trivial para X. Um absurdo, pois X é

conexo.
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