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Introducao

Muitos dos estudos da area de analise sao realizados com os numeros reais,
mas voce ja parou para pensar no porqué do corpo dos nimeros reais receber tanto
destaque nos estudos matematicos?

E o porqué de nao desses estudos nao serem feitos apenas com o corpo dos
racionais ja que é um corpo menor? Serd que isso nao facilitaria os estudos? Isso
ocorre porque além de ser ordenado, o corpo dos niimeros reais também é completo
e mais, ele é o inico com essa caracteristica, a menos de isomorfismo [6].

Usualmente para definir a completude dos ntimeros reais utiliza-se o axioma de
Dedekind [2]. O que é pouco visto na Academia é que esse nao é o unico caminho
para definir essa propriedade. Sendo assim, o objetivo desse trabalho é apresentar
um teorema, que segundo a nossa opiniao, ¢ pouco conhecido, que é a equivalén-
cia dos seguintes resultados: o postulado de Dedekind, o teorema dos intervalos
encaixantes, a propriedade arquimediana dos niimeros reais, o teorema de Heine-
Borel, a definigao de conexidade, o teorema de Bolzano-Weiestrass e a convergéncia
das sequéncias de Cauchy. Mostraremos que quaisquer desses resultados anteriores

definem a completude dos niimeros reais.



Capitulo 1

Neste capitulo, vamos enunciar o teorema principal e os vérios resultados
que o compoem. E ainda, explicamos como serd a disposicao dos resultados e as
abreviagoes usadas ao longo do texto.

O teorema principal chamaremos de O Grande Teorema, pois envolve muitos re-
sultados importantes e famosos da andlise. Podemos ver esse teorema esquematizado

na Figura 1.1

CONVERGENCIA

SEQUENCIAS
DE
CAUCHY

TEOREMA DE
BOLZANO-
WEIERSTRASS
E
PROPRIEDADE
ARQUIMEDIANA

TEOREMA
DO

POSTULADO

VALOR P— CONEXIDADE DE
INTERMEDIARIO DEDEKIND

TEOREMA
DOS
INTERVALOS
ENCAIXANTES

E
PROPRIEDADE
ARQUIMEDIANA

TEOREMA
DE

HEINE- BOREL

Figura 1.1



Vamos agora enunciar todos os resultados envolvidos no Grande Teorema.

Postulado de Dedekind: Se um subconjunto X C K ¢é limitado superiormente,

entao X possui um supremo que ainda pertence a K.

Propriedade Arquimediana: O corpo K é munido da Propriedade Arquimediana,

se dado =z > 0 em K, existe n € N tal que 0 < — < z.
n

Teorema 1.1 (Intervalos Encaixantes): .

(i) Dada uma sequéncia decrescente Iy 2 Iy O ... D I,, D ..., de intervalos fechados,
limitados e nao vazios. Entdo, a intersecao desses intervalos é diferente de

Vaz10;
(ii) Se o infimo do comprimento dos intervalos I,, € zero, entdo a interse¢ao dos

intervalos € um unico ponto p € K.

Teorema 1.2 (Bolzano-Weierstrass): Toda sequéncia (x,) C K limitada, possui

pelo menos uma subsequéncia convergente.

Teorema 1.3 (Heine-Borel): Um conjunto X C K € compacto se, e somente se, X
possui a propriedade de subcobertura finita, isto €, toda cobertura de X admite uma

subcobertura finita.

Teorema 1.4 (Valor Intermediario): Se f : X C K — K ¢ continua e existem
a,b € K tais que a < b e f(a) <0< f(b), entdo existe c € X tal que f(c) =0.

Definigao 1.5: Dizemos que o conjunto X € conexo, quando ele so admite uma
cisao trivial.

Vejamos o enunciado do Grande Teorema:

Teorema 1.6 (O Grande Teorema): Se K é um corpo ordenado, entdo as sequintes
sentencas sao equivalentes:

(a) K cumpre o postulado de Dedekind;

(b) K é Arquimediano e cumpre o Teorema dos Intervalos Encaizantes;
(c) K ¢é Arquimediano e cumpre o Torema de Bolzano-Weierstrass;

(d) K cumpre o Teorema de Heine-Borel;

(e) K é Arquimediano e todas as sequéncias de Cauchy convergem em K;
(f) K € conexo;

(g8) K cumpre o Teorema do Valor Intermedidrio.
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Por envolver muitos resultados e por facilidade, a demonstracao desse teorema
sera dividida em cinco ciclos, mostrados ao longo dos préximos capitulos, da seguinte
forma:

O primeiro ciclo é a equivaléncia entre os itens (a), (b) e (¢), no segundo ciclo é
a equivaléncia entre os itens (c) e (e), terceiro ciclo equivaléncia entre os itens (b) e
(d), no quarto ciclo a equivaléncia entre os itens (f) e (g) e por fim, no quinto ciclo
concluiremos com a equivaléncia entre os itens (a) e (f). E, mais, para facilitar a

citacao dos teoremas vamos usar as seguintes abreviagoes para os resultados:

(PD) Postulado de Dedekind;

(PA) Propriedade Arquimediana;
(TEI)  Teorema do Intervalos Encaixantes;
(TBW) Teorema de Bolzano-Weierstrass;
(THB) Teorema de Heine-Borel;
(CSC) Convergéncia da Sequéncia de Cauchy;

() Conexidade;
(TVI) Teorema do Valor Intermediario.

Lembrando que todas as defini¢oes e resultados que sao necessarios ao decorrer

dos capitulos, estao enunciados e demonstrados nos apéndices.



Capitulo 2
Primeiro Ciclo

Neste ciclo, é demonstrada equivaléncia entre o Postulado de Dedekind (PD),
o Teorema de Bolzano-Weierstrass (TBW) e, o Teorema dos Intervalos Encaixantes

(TIE) e a propriedade Arquimediana (PA), como mostrado na Figura 2.1.

POSTULADO
DE

DEDEKIND

TEOREMA DE TEOREMA
BOLZANO- DOS

WEIERSTRASS INTERVALOS
E ENCAIXANTES

PROPRIEDADE E

ARQUIMEDIANA PROPRIEDADE

‘ ARQUIMEDIANA
Figura 2.1

Teorema 2.1 (PD = TIE e PA ): Se K ¢ um corpo ordenado que cumpre o Pos-
tulado de Dedekind, entao K também ¢ Arquimediano e cumpre o Teorema dos

Intervalos Encaizantes.

Demonstragao:
Vamos comegar provando o item (i) do Teorema dos Intervalos Encaixantes (ver
Teorema 1.1 ). Para isso, consideremos uma sequéncia decrescente, Iy 2O [y O ... D

I, O ... de intervalos fechados, limitados e nao- vazios. Assim podemos definir
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I, := [an, by). Logo,

a<as< .. <a,<..<b,<.. <by<bhy.

Sejam A = {an;n € N} e B = {b,;n € N}. Como [, # 0, entdo A e B sdo

nao-vazios. Pela forma como estao dispostos os intervalos temos

a; < bj, VZ,.] e N. (21)

Pela expressao (2.1), A é limitado superiormente por b, e B é limitado inferior-
mente por a,. Assim, pelo Postulado de Dedekind, existem inf B, sup A € K.

E ainda, como a,, € A é cota inferior de B, pela definicao de infimo , implica que
a, < inf B para todo n € N. Logo, inf B é uma cota superior de A e pela definicao

de supremo, sup A < inf B (ver Definigao 7.11). Portanto,

i <ar<..<a,<..<supA<infB..<b,<..<by<b,VneN.

Dali, temos ﬂ I, O [sup A, inf B].
neN

Dado x € ﬂ I,, temos a, < z < b,, para todo n € N. Dai, x é uma cota

neN
superior para A e, portanto sup A < z. Por outro lado, = é cota inferior para B e,

logo x < inf B. Implicando que x € [sup A, inf B]. Provando que,
m I, = [sup A, inf B] # .
neN
Vamos provar o item (ii) do Teorema 1.1. Suponha que z,y € m I, isto é,

neN
a, <x <y<b,, para todon € N.

Assim,
0< ly—a| < [by - anl,Vn € N.
Por outro lado, como inf{|b, — a,|;n € N} =0, e |y — 2| é uma cota inferior para
{|bn, — an|;n € N}, entédo
0<ly—z|<0=z=y,

E portanto, concluimos que a intersecao ¢ unitaria. E para finalizar a demons-

tracao, falta mostrarmos que K é Arquimediano.
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Suponha que o conjunto dos niimeros naturais é limitado. Entao, por hipdtese,
existe o sup N. Dai, supN > n + 1 para qualquer n € N. Assim, supN — 1 > n para
todo n € N. Pela defini¢do de supremo (ver Defini¢ao 7.11), supN — 1 > supN, o
que é um absurdo ja que K é um corpo ordenado. E portanto, N é ilimitado, e pelo

Teorema 7.5, K é arquimediano. Concluindo a demonstracao do resultado.

Teorema 2.2 (TIE = TBW): Se K é um corpo ordenado e arquimediano e que
cumpre o Teorema dos Intervalos Encaixantes, entao K cumpre também o Teorema

de Bolzano-Weierstrass .

Demonstracgao: Seja X C K infinito e limitado. Como X ¢ limitado, entao ele
possui cota superior e inferior (Ver Definigao 7.10). Considere a; como sendo uma
cota inferior e, b; como sendo uma cota superior, do conjunto X. Logo, X C I, :=
[ay,by]. Tome, X; := X.

Note que,

by —a;

b _
_ [1_a17b1]

Definimos Ig, := [a;, . Observe que, ou Iy, N X; é

infinito, ou Ip, N X; ¢ infinto, caso contrario o conjunto X; seria finito.

b — ay
] 2 by

1

]

Figura 2.2

Suponha, sem perder a generalidade, que I, ¢ infinito, e defina 5 := Ip,. Neste

by —
L@ .Definindo X5 := I, N X7, temos X5 C I,. Escrevendo

o intervalo I, da seguinte forma:

€aso, ay ;= ay € by :=

by —a; by —ay

22][22

IQ - [a27 762]'
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as = a by —ay _ by — a;

Figura 2.3

by — by —
Definimos Ig, := [as, 12—2a1] e lp, = [12—2a1, bo]. Observe que, ou Ig, N X5 é

infinito, ou Ip, N X, ¢ infinito, caso contrario, o conjunto X, seria finito. Suponha,

sem perder a generalidade, que Ip, ¢é infinito, e defina I3 := Ip,. Neste caso,

b1 — a .
as = o5 b :=by e X3 := I3N X5. Assim, X35 C I3.
by —a; b1 — ai
a3 = —03 2 by = be
P -
——
IEg ID?
I

Figura 2.4

Repetindo esse processo, recursivamente, obtemos:

i. I,,1 C1,,VneN;

ii. X,, C X,11,VneN;

b _
iii. |7,] = 12—f1,vn €N = inf{|L,);n € N} = 0.

Como vemos na Figura 2.5 a seguir,

b — ay
as 23 by
e e L e s .
by —ay
g 71 by
S, S ——— . .
-
.
-
b,
e T T R FOR— B U S R T T N R R R R N L a

Figura 2.5

Pelo Teorema dos Intervalos Encaixantes, temos ﬂ I, = {x}. Para encerrar a

neN
demonstracao, basta provar que z € X'.
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Segue, de iii. que, dado € > 0, existe ny € N tal que |I,,,| < e. Como z € ﬂ I,

neN
em particular x € [,,,. Portanto, I,,, C (x—e, z+¢). Como por construgao X,,, C I,,,.

Segue-se que,

Xng C Ly C(x—c,x+¢).

Como X, ¢ infinito, entdo a (v — e,z + ¢) N X,,, ¢ infinto. Sendo assim, (z —

e,x +¢) N X é infinito. Pelo Teorema 7.24, = é um ponto de acumulacao de X.

Teorema 2.3 (TBW = PD): Se K é um corpo ordenado e Arquimediano e que

cumpre o Teorema de Bolzano-Weierstrass, entao K também cumpre o Postulado
de Dedekind.

Demonstracao: Sejam X C K um conjunto limitado superiormente, e u;
uma cota superior de X, de modo que exista n; € N tal que uy := u; — n; ainda é

uma cota superior de X, mas us — 1 nao é mais uma cota superior para X.

us — 1 Uy = UL — N 1y

Figura 2.6

Considere o seguinte conjunto,
L :
Ay :={n € Njuy — — é cota superior de X}.
n

Se Ay = (), entao us = sup X. De fato, dado € > 0, pela propriedade arquime-
diana de K, temos ny € N tal que ng > —, ou seja, € > —. Sendo assim, como
g N
Ay = (), entao, existe v € X

U —E< Up— — < T
o

Logo, us = sup X (ver Teorema 7.12). Caso contrario (se As # (), pelo Principio
da Boa Ordenacgao dos nimeros naturais A, possui um menor elemento o qual serd

nao é mais cota

1
superior de X, ja que ny é o menor elemento de Ay. Defina ug := us — —.
T2

denotado por ny (Ver Teorema 7.7) . Isto significa que, us —

Ng —
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s — 1 Uy = uz — wa =ty — 1y o

Figura 2.7
Considere o conjunto,

1
Az = {n € N;u3 — — é cota superior de X }.
n

Novamente, pela propriedade arquimediana de K, se A3 = (), entao uz = sup X,

caso contrario As possui um menor elemento. Seja n3 o menor elemento de As,
1

uy := uz — — e defina Ay := {n € N;uy — — é uma superior de X}. Continuando
n n

3
esse mesmo argumento, indutivamente, obtemos uma sequéncia (uy) C K tal que

i. uy é uma cota superior de X para todo k € N;
1i. Ug+1 = U — —,Vn Z 3;
N
1

ne —

iii. wy —

nao é cota superior de X;
iv. U 2 Uk+1,v1€ € N.

Como mostrado na seguinte figura:

up — 1 | u | up Uy ug U = U] — 1 U]

X

Note que, inf{ni; n € N} = 0. Isso ocorre por K ser arquimediano (Ver Obser-
vagao 7.13).

Defina U := {uy;k € N}. Temos , U infinito e limitado, pois os elementos
de X limitam U inferiormente e w; limita superiormente. Entao pelo teorema de
Bolzano-Weierstrass existe u € U’ (ver Observagao 7.27).

Veja que u é o supremo de X. De fato, vamos mostrar que u é cota superior de
X.

Suponha que u nao é cota superior de X, entao existe r € X tal que u < x.
Tome ¢ =x —u > 0. Dal, (u—e,u+¢) = (2u—z,z), e como U é o conjunto das
cotas superiores de X, entao (u —e,u+¢)NU = (), e por isso u nao poderia ser um

ponto de acumulagao de U, o que é um absurdo.
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Para finalizar, basta que u seja a menor das cotas superiores. Observe que,
u < uy para todo k € N. De fato, pois como (ug) é ndo-crescente e limitada,
entao limuy, = inf U (Ver Teorema 7.15). E por u ser o ponto de acumulagao de U,
entdo, v = limuy. Pela unicidade do limite de uma sequéncia (ver Teorema 7.14),
u = inf U.

Suponha que existe d < u tal que d é uma cota superior de X. Seja k € N tal

que

<u—d=d<u-— ,
ne — nk—l nk—l

1

ne —
ser. Concluimos portanto que u = sup X.

e como por iii. uy — nao é cota superior para X, entao d também nao pode
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Capitulo 3
Segundo Ciclo

Neste ciclo, é demonstrada a equivaléncia entre a Convergéncia das Sequéncias
de Cauchy (CSC) e o Teorema de Bolzano-Weierstrass (TBW), como vemos no

diagrama abaixo:

TEOREMA DE
BOLZANO-
WEIERSTRASS
E
PROPRIEDADE
ARQUIMEDIANA

/

CONVERGENCIA
DAS
SEQUENCIAS
DE
CAUCHY

Figura 3.1

Teorema 3.1 (TBW = CSC): Se K é um corpo ordenado que cumpre o Teorema
de Bolzano-Weierstrass, entao toda sequéncia de Cauchy converge para um elemento

que ainda pertence a K.

Demonstragao: Seja (z,,) uma sequéncia de Cauchy. Portanto, (z,) é limitada
(ver Teorema 7.18). Como vale o Teorema de Bolzano- Weiestrass, entao (x,,) possui

uma subsequéncia limitada e (x,) portanto é convergente (Ver Teorema 7.17).
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Teorema 3.2 (CSC = TBW): Se K é um corpo ordenado onde toda sequéncia

Cauchy converge, entao o Teorema de Bolzano-Weierstrass € valido em K.

Demonstracao: Considere o conjunto X C K infinito e limitado. Defina X; :=
X. Pela limitacao do conjunto X, existe um intervalo I = [ay, b1] tal que X; C 1.
E por X ser infinito, em particular nao-vazio, podemos tomar x; € X;. Seja ¢; o
ponto médio do intervalo I;.

Escrevendo o intervalo [; da seguinte forma

[1 = [al,cl] U [Cl,bl].

Como X; é infinto e X; C I, entdo ou [ay, 1] ou [cy, by] possui infinitos pontos
de X;. Considere I, como a metade do intervalo cuja a intersecao com X; € infinita.
Dai, X5 := I, N X;. Como X é infinito entao existe um xy € X5 tal que zo # 1.
Tome ¢y 0 ponto médio de I, dividimos o intervalo em dois de mesmo tamanho e
escolhemos I3 a metade que possui infinitos pontos de X.

Repetindo o argumento indutivamente, temos:
i. I, C1,,Vn e N;
ii. X, C1I,,VneN;
iii. z, € X;,Vn > k;
iv. z, # Ty, Vn # m.

Como o infimo dos comprimentos dos intervalos é zero, entao dado £ > 0, existe
no € N tal que |I,,,| < e. Se n,m > ng existem por iii. z,,,z, € X,, C I,,.Logo,
|z, — x,| < e. E portanto, a sequéncia (z,) é de Cauchy. Por hipétese, (x,)
converge. Dali, pela definicao de convergéncia de sequéncias, existe ¢ € K tal que

¢ := limzx,. Por iv. vemos que (z,) ndo pode ser constante. Logo,
Ty € (c—¢g,c+e)NX,Vn > ny,

isto é, (c.,c+¢)N X éinfinito. E portanto, ¢ é um ponto de acumulacao de X (Ver
Teorema 7.24).
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Capitulo 4
Terceiro Ciclo

Neste Ciclo, vamos mostrar a equivaléncia entre o Teorema de Heine-Borel
(THB) e o Teorema dos Intervalos Encaixantes (TIE). Como vemos no diagrama

abaixo.

TEOREMA
DOs
INTERVALOS
ENCAIXANTES
E
PROPRIEDADE
ARQUIMEDIANA

N\

TEOREMA
DE
HEINE- BOREL

Figura 4.1

Teorema 4.1 (T'IE = THB): Se K é um corpo ordenado, Arquimediano e cumpre
o Teorema dos Intervalos Encaixantes, entdo cumpre também o Teorema de Heine-
Borel.

Demonstracao: Suponha que o conjunto X C K admite a propriedade de
subcobertura finita.

Seja U, := (—n,n), com n € N. Note que, U, é uma cobertura para X, pois
K é um corpo arquimediano. E como, por hipdtese, X possui a propriedade de
subcobertura finita, entao podemos encontrar uma quantidade finita de indices tais

que,
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X CUp UUp, U...UUp,.

k
Note que, U Uy, ¢ limitado, por M := max{ny, na, ..., nx }. Portanto, X também
i=0
é limitado.
Falta provar que X é fechado, para isso vamos mostrar que se p ¢ X, entdo

pé¢ X.

. 1 1
Tome p ¢ X. E considere agora U, =K —[p— —,p+ —].
n n
Un
+*
f" ‘s‘
"O ~~‘
O" “~
J"' *~~§
&’ Soy
A
@
1 L
pP—— P+ —
T
Figura 4.2

Pelas leis D’Morgan, temos

U= (o~ o+ ) = (o} =K~ {n}.
neN neN
Além disso, U, é aberto, uma vez que ele é o complementar de um fechado (ver
Teorema 7.22). Como p ¢ X entao U, é uma cobertura para X. E por X possuir a
propriedade de subcobertura finita, entao existe uma colegao finita de U,, que cobre

X.
k

Digamos que sao k conjuntos que cobrem X. Entao, U U,, contém X, mas nao
i=0

1 1 1 1

contém [p — —,p+ —]. Sendo assim, [p — —,p+ —] N X = . Implicando que
ng ng N N

p ndo é um ponto de acumulac¢do de X. E como X = X U X' e, por p ¢ X (ver

Proposicio 7.25) e p ¢ X', temos p ¢ X. Dai, X é fechado.

Reciprocamente, tome X C K fechado e limitado. Supondo que X nao admite
a propriedade de subcobertura finita.

Como X é limitado, entdo podemos encontrar um intervalo fechado I; := [ay, b1 ]
tal que X C I;. Tome ¢; o ponto médio do intervalo [;, dai podemos escrever o

intervalo I; da seguinte forma
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I = [a1, c1] U [eq, by ).

Como X nao admite a propriedade de subcobertura finita entao [ay, ¢1] ou [ey, by ]
nao admite subcobertura finita, j& que X C I;. Suponha que [¢1,b1] ndo admite
subcobertura finita, entao defina ay := a; e by := by, e Iy := [ag, bs] e ainda Xy =
ILNX.

Tome ¢y um ponto médio de I,. Novamente podemos dividi-lo em outros dois
intervalos com a metade do comprimento. E que pelo menos um dois nao possui a
propriedade de subcobertura finita. Escolha o intervalo que nao possui a propriedade
de subcobertura finita que para ser o intervalo I3 e repetindo o mesmo processo

indefinidamente encontramos o seguinte:
i. 1,1 CI,,Vn e N;

ii. X, CI,VeN;

iii. inf{|b, — an|;n € N} =0.

Logo, pelo Teorema dos Intervalos Encaixantes ﬂ I, = {s}. E como foi mos-

neN
trado na demonstracao do teorema de Bolzano-Weierstrass, mostrada nesse trabalho

(ver Teorema 2.2), s é um ponto de acumulagdo de X . E como X ¢é fechado, entao
se X.

Sendo assim, existe k € N tal que s € Uy da cobertura de X tal que s € U. Como
Uy, é aberto entdo existe € > 0 tal que (s—¢,s+¢) C Ug. Como inf{|l,|;n € N} =0

entao existe um ny € N tal que I,,, C (s — &,s + ¢). Dal, por ii.

Xy Clpy C(s—e,5+¢).

O que é um absurdo pela construcao dos intervalos. Logo, toda cobertura aberta

de X possui uma subcobertura finta.
[ |

Teorema 4.2 (THB = TIFE): Se K é um corpo ordenado e que cumpre teorema
de Heine-Borel, entao K € Arquimediano e cumpre o Teorema dos Intervalos Encai-

zantes.

Demonstragao: Pela Observacao 7.29, vemos que N nao possui a propriedade
de subcobertura finita, entao ou N nao é fechado ou nao é limitado.
Como o conjunto dos numeros naturais é fechado (ver Exemplo 7.26), entao

concluimos que ele nao pode ser limitado. E como a propriedade arquimediana
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equivale aos niimeros naturais serem ilimitados, entao K é um corpo arquimediano
(Ver Teorema 7.5).
Suponha que K nao cumpre a propriedade dos intervalos encaixantes. Ou seja,

existe uma familia {/,} de intervalos fechados e encaixados com ﬂ I, = 0. Consi-

neN
dere U,, = K — I,, para cada n € N. Observe que, o U,, é aberto para todo n € N,

ja que é o complementar de conjuntos fechados (ver Teorema 7.22). E mais a unido

deles é uma cobertura para K, de fato

Ut =UK-1)=[LI= 0=k

neN neN
Em particular {U,,} é uma cobertura para o I;. Como I; é um intervalo fechado
e limitado, entao deveria possuir a propriedade de subcobertura finita. Mas, o ponto
médio de I,,, pertence a I, porém, nao pertence U,,. Assim p intervalo I; nao possui
subcobertura finita e, portanto é fechado e limitado, mas nao é compacto o que é

um absurdo.
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Capitulo 5

Quarto Ciclo

Neste Ciclo, vamos mostrar a equivaléncia entre o Teorema do Valor Intermediario

(TVI) e a definigdo de Conexidade (C). Como vemos no diagrama abaixo.

CONEXIDADE
TEOREMA
DO
VALOR
INTERMEDIARIO
Figura 5.1

Teorema 5.1 (TVI = C): Se o corpo K cumpre o Teorema do Valor Intermedidrio,

entao K € conexo.

Demonstragao: Sejam X conexo, f : X — K uma funcao continua e a,b € X
tais que a < be f(a) <0< f(b).

Considere os conjuntos A = {z € X; f(z) > 0} e B = {z € X; f(z) < 0}. Note
que, A£De B#0, poisac Aebe B.

Suponha que A e B é uma cisao nao trivial. Entao, temos que X = AU B e
X=AUB,e ANB=ANB=ANB = (. Dai, z € X tal que f(x) # 0 para todo

x € K, contradizendo a hipétese. Logo, X é conexo.
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Teorema 5.2: Se K € conexo, entao também cumpre o Teorema do Valor Interme-
didrio.

Demonstragao: Seja f : K — K uma funcao continua. Dados a,b € K tais que
a<be f(a) <0< f(b), suponha que nao exista x € K tal que f(x) = 0. Defina
os seguintes conjuntos A = {z € K; f(z) < 0} e B = {z € K; f(z) > 0}. Note que,
AU B é uma cisao nao trivial para K. De fato, pois A e B sao nao-vazios, ja a € A
ebeB.ComK=AUBe ANB=ANB=ANB ={. O que é um absurdo, pois

K é conexo.
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Capitulo 6

Quinto Ciclo

Neste Ciclo, vamos mostrar a equivaléncia entre o Teorema de Heine-Borel
(THB) e o Teorema dos Intervalos Encaixantes (TIE). Como vemos no diagrama

abaixo.

POSTULADO
DE
DEDEKIND
CONEXIDADE
Figura 6.1

Teorema 6.1 (PD = C): Se K é um corpo ordenado que cumpre o Postulado de

Dedekind, entao K € conezo.

Demonstracgao: Sejam f : K — K uma funcao continua e a,b € K tais que
a<be f(a) <0< f(b).

Considere os conjuntos P = {z € K f(x) > 0} e N = {z € K; f(z) < 0}. Note
que P e N sao conjuntos abertos, ja que sao a imagens inversas de conjuntos abertos
por uma funcdo continua (ver Teorema 7.32).

Defina B = {x € K;x < b}. Veja que B é aberto, pois dado = € B podemos

25



tomar € = b_TI > 0 tal que (zr —e,z+¢) C B.

Observe que, N N B é um conjunto aberto, pois é uma intersecao de abertos
(ver Teorema 7.20). Além disso, N N B ¢ limitado superiormente por b e ainda nao
vazio, pois a € N N B. E como K cumpre o Postulado de Dedekind, entao existe
¢ = sup(N N B). E pela definigao de supremo temos que a < ¢ < b.

Note que, ¢ ¢ P. De fato, caso contrario, como P é aberto, existe um g > 0 tal
que (¢ —eg,c+¢9) € P. Dado y € (¢ — &g, ¢), temos y < c¢. Logo, pela definigao de
supremo y nao pode ser cota superior de N N B, entao existe x € NN B com x > y.
Dai, x € (¢ — e9,c+ &9) 0 que implica f(z) > 0, um absurdo, pois z € N. Logo,
cé¢ P.

Por outro lado, temos que ¢ ¢ N, pois como N N B é aberto entao ele nao pode
conter seu supremo. Caso contrario, existiria um € > 0 tal que (c—¢,c+¢) C NNB.
O que é um absurdo, pois todo y € (¢, c+¢) é uma cota superior de NN B, implicando
que y ¢ NN B.

Sendo assim, concluimos que f(c) = 0, e portanto K cumpre a propriedade do

valor intermedidrio implicando que é conexo.
[ |

Teorema 6.2 (C' = PD): SeK € conezo, entdo K cumpre o Postulado de Dedekind.

Demonstragao: Vamos supor que o postulado de Dedekind nao ¢é valido. Entao
considere X C K nao vazio e limitado superiormente, que nao tenha um supremo.

Considere os seguintes conjuntos A = {t € K;t < s,coms € X} e B=K — A.
Como X é nao vazio e limitado entdao A # ) e B # ().

Tome = € A, entdo x < s. Escolhae =s—x > 0. Dadoy € (v —¢,x+¢) =
(2x — s,8), temos y < s e portanto, y € A. Mostrando que (z — ¢,z 4+ ¢) C A,
implicando que A é aberto. E como B é o complementar de um aberto, concluimos
que B é fechado.

Agora dado x € B, temos x > s para todo s € X. Note que, z ¢ X temos que z
é uma cota superior de X. E como X nao possui supremo, nenhuma cota superior
¢ atingida em X.

Assim, x # s. Portanto podemos escolher € = x —s. Dadoy € (z — e,z +¢) =
(s,2z — s), temos y < B. Logo, y € B. Ou seja, (x —e,x 4+ ¢) C B. Sendo assim,
B é aberto. Como A é o complementar de B, concluimos que A é fechado.

Concluimos que, ANB # (), AUB = K e, A e B sao abertos e fechados ao
mesmo tempo. Como A e B sao nao vazios, K nao pode ser conexo (ver Teorema
7.34). Contradizendo a hipdtese.
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Capitulo 7
Apeéendices

Neste capitulo, sao apresentados definicoes, resultados e observagoes funda-

mentais para um bom entendimento do trabalho como um todo.

Apéndice A

Um corpo é um conjunto K munido de duas operagoes chamadas de adi¢ao
e multiplicacdo, que satisfazem a certas condicoes, chamadas de axiomas de corpo.

Os axiomas de corpo sao:

i. Associatividade da Adigao - Quaisquer que sejam x,y, z € K, tem-se (z+y)+
z=x+ (y+2);

ii. Comutatividade da Adicao- Quaisquer que sejam z,y € K, tem-se z +y =

Y+

iii. Elemento Neutro da Adicao- Existe 0 € K tal que x + 0 = 0 + x = x para

todo z € K. O elemento 0 chama-se zero;

iv. Inverso Aditivo- Todo elemento x € K possui um inverso aditivo x € K tal

que z + (—z) = 0;

v. Associatividade da Multiplicagao - Dados quaisquer z,y,z € K, tem-se

(x-y)-z=x-(y-2);
vi. Comutatividade da Adigao- Dados quaisquer z,y € K, tem-se x -y =y - x;

vii. Elemento Neutro da Multiplicagao- Existe 1 e Ktalquexz-1=1-x =2«

para todo z € K. O elemento 1 chama-se um,;
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viii. Inverso Multiplicativo- Todo elemento z € K possui um inverso multiplica-

tivo x € K tal que z - (z)~! = 1.

Dizemos que K é um corpo ordenado, se existir um conjunto P C K que cumpram

as seguintes propriedades:

P;. A soma e o produto de elementos positivos ainda é positivo;

P;. Dado x € K, exatamente uma das trés alternativas seguintes ocorre: ou x = 0,
our € P,ou—x€P.

Seja K um corpo ordenado, sobre ele podemos definir a seguinte relacao de ordem.
Entao dado x,y € K definiremos que x é maior do que y, e denotaremos por = > v,
se x + (—y) € P.

Definicao 7.1: A caracteristica de um corpo K € o menor inteiro positivo m tal

que, sendo a € K,

m-a=a+a+..+a=0.
—_——

m  parcelas

Se nao existir m € Z que cumpra isso, diremos que a caracteristica de K € zero.

Observacao 7.2: Todo corpo K com caracteristica zero, contém um conjunto que
¢ isomorfo ao dos numeros naturais.
De fato, considere o conjunto X = {n-1=1+ ...+ 1; n € N}. Veja que, X CK
—_—

n parcelas
ja que K € um corpo e consequentemente € fechado com relacdo a soma.

Seja ¢ : X — N definida por ¢(n-1) = n. Vamos provar que ¢ é um isomorfismo.
Note, que ¢ ¢ sobrejetora, pois K tem caracteristica zero.

Além disso ¢ € injetora. Pois, ¢p(n-1) = ¢p(m - 1) implica que n = m. E ainda,
o((n+m)-1)=n+m=a¢(n-1)+ ¢(m-1). Concluimos que ¢ é um isomorfismo.
Proposicao 7.3: Todo corpo ordenado possui caracteristica zero.

Demonstracgao: Seja K um corpo ordenado. Dai podemos definir P como o
conjunto dos nimeros positivos de K.
Dado a € P temos,

n-a=a+a+..+ac P, Vnek
—_————

nvezes

ou seja, n - a # 0 para todo n € N. Implicando que N tem caracteristica zero.

Observagao 7.4: Pela Proposi¢ao 7.3, concluimos que qualquer corpo K ordenado

contém uma copia do conjunto dos numeros naturais dentro dele.
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Teorema 7.5: Num corpo ordenado K, as sequintes afirmacoes sao equivalentes:

i. Os numeros naturais sao € ilimitado superiormente em K;

ii. Dados a,b € K, com a > 0, existe n € N tal que n-a > b;

1
iii. (PA) Dado qualquer a > 0 em K, existe n € N tal que 0 < — < a.
n

Demonstragao:

b
i. = ii. Como N ¢ ilimitado, dados a > 0 e b € K, existe n € N tal que — < n e
a

portanto, b < n - a.

ii. = iii. Agora dado a > 0 e tome b = 1, por ii. existe n € Ntal quen-a > 1e
1
portanto, 0 < — < a.
n

1 1
iii. = i. Dado b > 0 por iii. existe, n € N tal que b > —, ou seja, n > 7 Logo,
n

nao existe um b € K que limite N.

Principio de Indugao Se X C N é um subconjunto tal que 1 € X e, para todo
n € X tem-se também que n + 1 € X. Entao, X = N.

Proposicao 7.6: Dado n € N. Nao existe um nimero natural entre n e n + 1.

Demonstragao: Suponha que existe m € N tal que n < m < n + 1. Logo,
existem r, s € N tais que m =n+r en+1=m+s. Isso implica, n = (m +s) — 1.
Dai, m = (m+s) —1+r. Logo, r+s = 1. O que é um absurdo, pois 1 nao é o

sucessor de nenhum numero natural.

Teorema 7.7 (Propriedade da Boa Ordem): Todo subconjunto nao-vazio A C N

possui um menor elemento.

Demonstragao: Defina I,, = {p € N, 1 < p < n} e considere o conjunto X C N,
formado pelos nimeros n € N tais que I, € N—A. (Assim, dizer que n € X significa
afirmar que n ¢ A e que todos os nimeros naturais menores do que n também nao
pertencem a A). Se tivermos 1 € A, o teorema estard demonstrado pois 1 serd o
menor elemento de A.

Se, porém, for 1 ¢ A entdao 1 € X. Por outro lado, temos X # N. Pois X C N—A
e A # (). Assim, pelo Principio de Indugao X existe algum n € X tal quen—+1 ¢ X.

Como nao existe um ndmero natural entre n e o seu sucessor (ver Proposi¢ao

7.6), concluimos que n + 1 é o menor elemento de A. Mostrando assim o resultado.

Observagao 7.8: Observe que nem todo corpo ordenado € arquimediano. Considere
p(t)

q(t)’
coeficientes racionais, com q(t) um polinémio nao nulo.

Q(t) o corpo das fragoes racionais r(t) = onde p(t) e q(t) sao polinomios com
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p(t)
q(t)
polinémio p(t) - q(t) € positivo. Defina P o conjunto de todas as fragdes positivas.

Dizemos que r(t) = € Q(t) ¢ positiva se o coeficiente do maior grau do
Vamos provar que P cumpre as propriedades Py e Ps.

De fato, dados r(t),ri(t) € P temos o coeficientes dos polinémios p(t) - q(t) e
p1(t) - q1(t) sdo positivos. Dai, o coeficiente do maior grau do polindmio p(t) - pi(t) -

q(t) - q1(t) € positivo e, entao

p(t) - p(t)
q(t) - a1 (t)
Da mesma forma na multiplica¢do, pois os coeficientes dos polinémios q(t) - q(t)
e q1(t) - q(t) sdo positivos, entdo p(t) - q(t) - qi(t) - ¢ (t) +pi(t) - @ (t) - q(t) - q(t) €
positivo implicando

r(t)-r(t) = epP

p(t) @ (t) +pi(t) - q(t)
q(t) - a1 (t)

Sendo assim, concluimos que Q(t) € ordenado. Vamos ver agora que ele nao é

epP

r(t) +r(t) =

arquimediano. Pelo Teorema 7.5 so precisamos provar que N € limitado.

Tome r(t) =t. E como r(t) tem denominador igual 1, entao r(t) € Q(t). Para
todo n € N temos que t —n tem o coeficiente positivo, entaot —n € P. Logo, n <t
para todo n € N e portanto r(t) é uma cota superior de N. Mostrando que Q(t) nao

€ arquimediano.

Apéndice B
Definigao 7.9: [Cota/ Sejam X, Y CK e a,b € K dizemos que,

a. a ¢ uma cota inferior de X, se a < x para todo x € X, ou seja, existe a € K tal

que a < x para todo x € X ;

b. b ¢ uma cota superior de Y, se y < b para todo y € Y, ou seja, existe b € K tal
que y < b para todo y € Y,

Definigao 7.10: [Conjuntos Limitados] Sejam X,Y,Z C K dizemos que,
a. X é um congunto limitado inferiormente se existir uma cota inferior para X ;
b. Y é um conjunto limitado superiormente se existir uma cota superior para Y ;

c. Dizemos que Z ¢é um conjunto limitado se ele for limitado inferior e superior-

mente, ou seja, se existir ¢ € K tal que |z| < ¢ para todo z € Z.
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Definicao 7.11: [Cotas Especiais] Sejam X,Y C K.

a Dizemos que a € K € o infimo de X, e denotamos inf X, se a € a maior das cotas

inferiores;

b. Dizemos que b € K € o supremo de Y, e denotamos supY, se b é a menor da

cotas SUPEriores.

Teorema 7.12: Sejam o conjunto X C K limitado superiormente e, ¢ € K uma
cota superior de X. Entao ¢ = sup X se, e somente se, dado € > 0 existir x € X

tal que x > sup X — €.

Demonstragao: Suponha que existe ¢ > 0 tal que sup X — e > x para todo
x € X. Sendo assim, sup X — ¢ é uma cota superior de x. Como sup X é a menor
das cotas superiores, entao sup X < sup X —e. O que é um absurdo.

Reciprocamente, dado € > 0 existe z. tal que c—e < x.. Suponha que, ¢ > sup X.
Entao, existe €9 > 0 tal que ¢ — gg = sup X. Mas, por hipdtese, sup X < x., um
absurdo. E portanto, ¢ = sup X.

Observacao 7.13: Agora que definimos o que € o infimo de um conjunto, podemos

ver que sendo K um corpo é Aquimediano entao, 0 = inf X := {—;n € N}. De fato,
n

note que 0 € uma cota inferior de X. Suponha que existe ¢ > 0 tal que ¢ também

¢ cota inferior de X, ou seja, — < ¢ para todo n € N. Por outro lado, como K €
n

1 1
Arquimediano, entao existe um ng € N tal que ng > —. Dai, ¢ > —. E portanto, c
c n

0
nao pode ser uma cota inferior de X. Logo, 0 € a maior das cotas inferiores, isto €,
0 =inf X.

Apéndice C

Uma sequéncia é uma funcao = : N — K definida por z(n) = x,, onde z,, ¢ dito
o0 n-éstmo termo da sequéncia. E subsequéncia é uma restricao da funcao z a um
subconjunto infinito de N.

Uma sequéncia é limitada inferiormente (respectivamente, limitada superior-
mente) quando existe ¢ € K tal que ¢ < z,, (respectivamente, ¢ > ), para todo
n € N. Dizemos que a sequéncia (z,) é limitada se (z,) é limitada superior e
inferiormente, isto é, existe k € K tal que |z,| < k para todo € N.

Se existe a € K para o qual dado um ¢ > 0 existe ng € N tal que

n>ng=|r, —al <e.
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Chamamos a de limite da sequéncia, e é denotado por limz, = a. E portanto,

(z,) é uma sequéncia convergente.

Teorema 7.14: Seja (z,,) uma sequéncia convergente. Se limx, = a e limz, = b,

entao a = b.

Demonstragao: Suponha que a # b podemos tomar € > 0 tal que os intervalos
abertos [ := (a —e,a+¢) e J := (b—¢,b+ ¢) sejam disjuntos. Existe ny implica

z, € I. Entao, para n > ng, temos x,, ¢ J. Logo nao é b nao ¢ limite de (z,).

Teorema 7.15: Sejam (z,,) uma sequéncia e X = {x,;n € N}.

(a) Se (z,) é mondtona nao-crescente e limitada inferiormente, entao limx, =
inf X

(b) Se (z,,) € mondtona ndo-decrescente e limitada superiormente, entdo lim x,, =
sup{z,;n € N};
Demonstragao:
(a) Dado € > 0 temos inf X + € ndo ¢ mais cota inferior para X. Entao existe

no € N, tal que inf X < z,, < inf X + . E por (z,) ser ndo-crescente entao

para todo n < ng temos z,, € (inf X, inf X + ¢). E portanto, lim z,, = inf X.
(b) A prova (b) é andloga a prova do item (a).

As sequéncias mais importante no estudo da completude de um corpo sao as
sequéncias de Cauchy. E definimos que uma sequéncia (x,) é de Cauchy quando

dado £ > 0 existe ng € N tal que
n,m >ng = |r, —r,| <e.

As trés proposicoes a seguir sao propriedades importantes sobre as sequéncias de

Cauchy.
Teorema 7.16: Uma sequéncia convergente é uma sequéncia de Cauchy.

Demonstracao: Seja (z,,) uma sequéncia convergente, entao existe a € K tal

que a = lim z,,. Por definicao, dado € > 0 existe n € N tal que
€
\xn—a| < Ean ZnO
Entao para todo n,m > ng temos que

£ £
|$n—a|<§,\xm—a\<§
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Dali,

e €
|Ty — T| = |2 —a+a —xp| <z, —al + |z, —al < 5—}—525
Sendo assim, (z,) é uma sequéncia de Cauchy.

Teorema 7.17: Seja (z,) uma sequéncia de Cauchy. Se alguma subsequéncia de

() converge entao (x,) também converge para o mesmo limite.

Demonstracao: Sejam (z,,) C (z,) uma subsequéncia convergente, e a =

lim(z,, ). Por defini¢ao, temos que dado € > 0 existe n; € N tal que
€
|z, —a| < §,Vn > ny.
E por (z,) ser de Cauchy entao existe ny € N tal que

g
|xn - xm| < §,Vn Z na

Tome nyg = max{ns,ns}. Dal,

e €
|xn—a|:|xn—wnk+xnk—a|§|xn—xnk|+|mnk—a|<§+§:5,Vn2n0

Logo, (z,) converge.
Teorema 7.18: Toda sequéncia de Cauchy é limitada.

Demonstragao: Seja (x,) uma sequéncia de Cauchy. Entao, dado £ = 1 existe
no € Ntal que |z, —x,,| < 1 paratodon > ng. Tome m = ng+1, entdao z,, € (Tpy11—
1,zp,41 + 1) para todo n > ng. Considere M = max{|z1], |za|, ..., |Tny|, |Tnor1 —

1, |zne+1 + 1]}. Logo, |x,| < M para todo n € N. Ou seja, (z,) é limitada.

Apéndice D

Definicao 7.19: Diz-se que a € um ponto interior ao conjunto X C K quando

existe um € > 0 tal que o intervalo aberto (a —€,a + €) estd contido em X .

O conjunto dos pontos interiores a X é chamado por interior de X e é denotado
por intX. Dizemos que se a € intX entao X é uma vizinhanca de a. E um conjunto
A é aberto se A =intA.

Teorema 7.20: Se A e B sao conjuntos abertos, entdo a intersecao AN B € um

conjunto aberto.
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Demonstragao: Dado x € ANB. Temos z € Aex € B. Como A e B sao

conjuntos abertos, entao existem €1, > 0 tais que

(x—ep,x+e1)CA e (x—ey,x+e9) CB
Tome €y = min{ey, es2}. Dal, (v —eg, 2 +¢9) C A (x —ep, 2+ €9) C B, ou seja,
(x —e0, 2+ &) € AN B. Concluindo que AN B é aberto.

Definicao 7.21: Dizemos que a é um ponto aderente ao conjunto X C K quando

a € o limite de alguma sequéncia de pontos tal que x, € X para todo n € N.

Chama-se fecho o conjunto de todos os pontos aderentes ao conjunto X e é

denotado por X. Dizemos que um conjunto é fechado quando X = X.

Teorema 7.22: Um conjunto F € K € fechado se, e somente se, seu complementar
A=K —F € aberto.

Demonstragao: Considere F' fechado. Tome a € A, temos que a ¢ F e por
isso a nao é um ponto aderente a X. Dai, existe € > 0 tal que (a —e,a+¢) # 0, ou
seja, (a —e,a+¢) C A, portanto A é aberto.

Reciprocamente, considere A é aberto e a € F, entdo dado € > 0 temos que
(a—e,a+e)NF #0. Sendo assim, a ¢ intA. Como A é aberto entdao a ¢ A e

portanto a € F. Mostrando assim que F' é fechado.

Definigao 7.23: Dizemos que a é um ponto de acumulacao do conjunto X C K
quando dado € > 0 temos que (a —e,a+¢) N (X — {a}) # 0.

Chamamos o conjunto de todos os pontos de acumulacao de derivado de X e
denotamos por X’'. Se a ¢ X' entao dizemos que a é um ponto isolado e se todos os

pontos do conjunto X sao isolados entao dizemos que X é um conjunto discreto.

Teorema 7.24: Dados X C K e a € K, as sequintes afirmacdes sao equivalentes:

(1) a € um ponto de acumulagdo de X;

(2) a € limite de uma sequéncia de pontos x, € X — {a};

(3) dado € >0 temos que (a —€,a + €) contém uma infinidade de pontos de X.
Demonstragao:

1
(1) = (2) Como a € X’ entdo dado € = — para cada n € N podemos achar um
n

ponto x, € X — a, sendo assim a = lim z,,.

(2) = (3) Suponha agora que a = limx,, onde z, € X — {a}, entdo dado € > 0
existe ng € N tal que z,, € (a — ¢,a + €) para todo ng > n e como o conjunto

{n € N;n > ng} é infinito entao existem infintos pontos de X em (a—¢,a+¢).
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(3) = (1) Como existe uma infinidade de pontos de X em (a — €,a + €), entdo
(a—¢e,a+¢e)N (X —{a}) # 0 e por definigdo a € X'.

Proposicao 7.25: Seja X um subconjunto de K. Temos, X = X U X'.

Demonstracao: Dado a € X. Por X C X, temos duas possibilidades: a € X
ona€ X —X.

Sea € X, entdo XUX'. Caso contrério, existe (x,) C X —{a} tal que a = lim x,,.
Pelo Teorema 7.24, a € X’. Em ambos os casos, X C X U X".

Tome b € X UX'. Temosb € X oub e X'. Seb € X, entdo b € X, ja que
X C X. Seb € X', entdo existe (y,) € X — {b} tal que limy, = b. Logo b € X.

Portanto, X U X’ C X. Pela dupla inclusdo, concluimos o resultado.

Exemplo 7.26: N € um conjunto fechado.

1 1
Observe que, X' = (). Basta tomar &€ = T entdo, dado n € N temos (n — n n +

1 _
Z) NN —{n} =0. E pela Proposi¢ao 7.25, obtemos N =N. Isto é, N € fechado.

Observacao 7.27: Existe outra versao do teorema de Bolzano-Weistress que usa

sequéncia, cujo o enunciado diz o sequinte:

“Dado X C K. Se X for limitado e infinito, entdo X possui pelo menos um ponto

de acumulacao”

Vamos mostrar que ambos 0s enunciados sao equivalentes.

De fato, considere por hipdtese o enunciado do Teorema 1.2. Entdo dada (z,,)
limitada, considere o conjunto X = {x,;n € N}. Por (z,) limitada implica que X
também € limitado. Se X for finito temos que as subsequéncias de (x,) sao cons-
tantes e portanto convergentes. Caso X seja infinito entao X possui pelo menos um
ponto de acumulagdo. O que nos dd que (z,) possui uma subsequéncia convergente.

Reciprocamente, seja X € um conjunto infinito e limitado. Tome (z,) C X.
Como X € limitado, entao (x,) € limitada também. Por hipdtese, existe (xp,)
convergente. Ou seja, existe a € K tal que a = limx,, . E portanto, a é um ponto

de acumulacao de X.
Definicao 7.28: Dizemos que um conjunto X € compacto se X € fechado e limitado.

Chamamos de cobertura de um conjunto X C K uma familia C' de conjuntos C'y
tal que X C (J,c,, onde L é um conjunto qualquer. Se C) for aberto para todo
A € L entao dizemos que é uma cobertura aberta e L for finito dizemos que C' é
uma cobertura finita. E ainda chamamos de subcobertura quando X C U)\,e ;. onde
L' C L.

Dizemos que X cumpre a Propriedade de Subcobertura Finita quando para toda

cobertura de X existe uma subcobertura finita.
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Observacao 7.29: Observe que os niumeros naturais nao cumprem a propriedade

1 1
de Subcobertura finita. De fato, tome I, := (n — 3" + 5) Note que, N C U I,.
neN

Porém, nao consequimos escolher uma quantidade finita de intervalos I,, que cobre

N.

Definigao 7.30: Dizemos que uma fungao f : X C K — K ¢é continua quando dado
e > 0 existe § > 0 tal que todo x € (a — d,a + 0) N X implica |f(z) — f(a)| <e.
Definigao 7.31: Considere X C K. Dizemos que A e B € uma cisao de X se
X=AUB,e ANB=ANB=ANB=.

Teorema 7.32: Se f : K — K ¢é continua, entao para qualquer B C K aberto,
temos f~1(B) aberto.

Demonstragao: Dado a € f~'(B), entao f(a) € B. Sendo B aberto, existe
e > 0 tal que (f(a) — ¢, f(a) +¢) C A.

Pela defini¢ao de fungao continua, vai existir § > 0 tal que todo z € (a—4d,a+9),
f(x) € (f(a)—e, f(x)+e) C A. Dai, (a—4§,a+d) C f~'(A) e portanto a € intf~(A).
Implicando que f~!(A) é aberto. Mostrando o resultado.

Observagao 7.33: Chamamos de cisdao trivial quando A =0 e B = X.

Proposigao 7.34: Se X € conezo, entao X e (), sao os tinicos conjuntos que podem

ser abertos e fechados ao mesmo tempo.

Demonstragao: Considere o conjunto A C X nao-vazio e B = X — A. Note
que, X =AUBe AN B # 0.

Suponha que A e B sao abertos e fechados simultaneamente. Entao,
A=A=intA e B=DB=intlB.

Dai,
ANB=ANB=10.

Implicando que A N B é uma cisao nao-trivial para X. Um absurdo, pois X é

conexo.
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