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Resumo

Sendo K e @) grupos, uma extensao de K por ) é um grupo G que
possui um subgrupo normal isomorfo a K que faz quociente isomorfo a Q).
Nesse trabalho, comecaremos estudando os casos mais simples de extensoes de
grupos, os produtos semidiretos. Depois, caracterizaremos todas as extensoes
de K por () em dois casos diferentes: o caso K abeliano e o caso em que K
tem centro trivial. Para o estudo do primeiro caso, construiremos o segundo
grupo de cohomologia, com o qual podemos construir a tdbua de operacao
de toda extensao em que K ¢ abeliano. Para o segundo caso, estudaremos
o produto fibrado, e mostraremos que toda extensao em que K tem nucleo
trivial é isomorfa a um produto fibrado. Finalmente, construiremos o produto
entrelacado, para mostrar que toda extensao de D por (), em que D ¢ finito,
estd imersa no produto entrelagado D ¢, Q).



Abstract

If K and @ are groups, an extension of K by () is a group G having a
normal subgroup isomorphic to K which makes quotient (). In this paper,
we will begin studying the simplest cases of group extensions, the semidirect
products. Then, we will characterize every extension of K by () in two cases:
the case in which K is abelian, and the case in which K has trivial center.
To study the first case, we will construct the second cohomology group, with
which we will construct the operation table of every extension in which K
is abelian. For the second case, we will study the fiber product, and we will
show that every extension that K has trivial center is isomorphic to a fiber
product. Lastly, we will construct the wreath product, to show that every
extension of D by @, in which D is finite, is immersed in the wreath product

D, Q.
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Introducao

Um grupo é um conjunto G munido de uma operagao binéria
x : G Xx G — G com hipéteses suficientes para que uma equacgao linear
a *x x = b tenha uma tnica solucao = € @, independentemente de quais sao
a,b € (G. Para descobrir quais sao essas hipdteses, vamos resolver passo a
passo a equacao 2+ x = 7. Temos:

24x=7

-2+ 24+z)=-24+7
(—=24+2)4+2x=5
O04+x2=5
T = 0.

Usamos acima a associatividade, a existéncia de elemento neutro 0, a existén-
cia do inverso para o 2. Assim, definimos grupo como um conjunto munido
de uma operagao que é associativa, possui elemento neutro e todo elemento
possui um inverso.

Alguns conceitos e técnicas da teoria de grupos aparecem na literatura do
século XIX, no estudo das equacoes algébricas, na teoria dos nimeros e na
geometria. Os matematicos Walter Von Dyck (1856-1934) e Heinrich Weber
(1849-1913), em 1882, combinaram essas trés raizes histéricas para definir o
que hoje conhecemos como grupo.

E f4cil conseguir exemplos cotidianos de grupos, como o conjunto dos
nimeros inteiros munido de sua soma usual, o conjunto dos nimeros reais
(sem o zero) munido de sua multiplicacdo usual, o conjunto das matrizes
quadradas (de tamanho fixo, com entradas reais) de determinante diferente
de zero munido de sua multiplicagdo usual, entre inimeros outros. Ainda
assim, surge uma pergunta: como construir grupos?

Uma extensao de um grupo K por um grupo ) é um terceiro grupo G, o
qual possui um subgrupo normal K7 que é isomorfo a K e tal que o quociente

a é isomorfo a ). A luz do teorema da correspondéncia, isso quer dizer
1

que G é “metade” K e “metade” Q). E natural se fazer a pergunta: podemos
conhecer todas as extensoes de K por ()7 Tal problema é conhecido como
problema das extensoes e tem duas possiveis vertentes:

i) Construir a tabua de operagao de qualquer extensao de K por @Q;

ii) Descobrir quantas extensoes nao isomorfas de K por () existem.



A teoria classica de extensoes de grupos foi desenvolvida por Otto Holder
(1856-1937) e Otto Schreier (1901-1929). Em 1926, Schreier solucionou a
primeira questao. Apesar disso, a solu¢ao de Schreier nao responde precisa-
mente a segunda questao, e apenas fornece uma cota superior para o nimero
de extensoes nao isomorfas.

Inicialmente, estudaremos alguns conceitos preliminares para o enten-
dimento das técnicas a serem utilizadas. Entre eles, estudaremos grupos,
subgrupos, subgrupos normais, grupos quociente, homomorfismos de grupo,
grupos de automorfismos e acoes de grupos, dentre outros conceitos que forem
relevantes.

O estudo de extensoes de grupo iniciara com o produto semidireto, o qual
veremos que ¢ o caso mais simples de extensoes de grupos. Mostraremos
entao que nem toda extensao de grupo é um produto semidireto, gerando
assim a necessidade de um estudo mais aprofundado. Faremos tal estudo
do problema das extensoes para os casos em que K é abeliano e em que K
tem centro trivial. O primeiro caso é devido a O. Schreier, e sua solucao
usa o segundo grupo de cohomologia para construir a tdbua de operacao
de toda extensao de K por @), em que K ¢ abeliano. O segundo caso usa a
construcao do produto fibrado pra mostrar que toda extensao de K por (), em
que K tem centro trivial, é isomorfa a um produto fibrado. Finalizaremos
nosso trabalho construindo o produto entrelacado, que é um caso especial
de produto semidireto, e mostraremos que toda extensao de D por () estd
imersa no produto entrelacado D, () no caso em que () é finito, teorema esse
atribuido a Kaloujnine e Krasner.

Um estudo mais geral de extensoes de grupos pode ser feito, mas se faz
necessario um conhecimento maior de cohomologia, o que foge do escopo do
trabalho. Recomendamos [4], [5] para quem desejar fazer esse estudo.
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Capitulo 1

Resultados preliminares

Faremos um estudo introdutorio sobre grupos, onde cobriremos os conceitos
e resultados necessarios para o entendimento deste trabalho. Para um estudo
introdutério mais detalhado sobre grupos, bem como as demonstracoes dos
resultados basicos apresentados nesse capitulo, recomendamos as referéncias

(] 2], 3], 8]-

1.1 Grupos e subgrupos

1.1.1 Grupos

Definicao 1.1. Sejam G um conjunto e *x : G X G — G uma operacao
bindria. Dizemos que o par (G, *) é um grupo se sao satisfeitas:

i) A associatividade da operagao x, isto é, x x (y * z) = (x * y) * z, para
quaisquer z,vy, z € G,

ii) Existe elemento neutro e para *, ou seja, existe e € G tal que x x e =
e*xxr = x, para todo = € G,

iii) Para todo x € G, existe um inverso (ou simétrico) y € G, ou seja,
TxY=Y*x =e.

Caso ainda seja satisfeita:

iv) Comutatividade de x, isto é, x *y = y * x, para todo x,y € G
dizemos que G é um grupo abeliano.

Mostra-se que o elemento neutro de um grupo é unico, e se x € G, o
inverso de x também é tnico.

Definicao 1.2. Se GG é um grupo com uma quantidade finita n de elementos,
dizemos que G tem ordem n, e denotamos por |G| = n. Caso G seja infinito,
dizemos que G tem ordem infinita, e denotamos |G| = .

11



Usaremos as seguintes notagoes no decorrer do texto:

(I) Notagao aditiva: usando essa notacao, a operagao * é denotada por
+, e elemento neutro é denotado por 0 e o inverso de x é denotado por —x.
Tal notacao é normalmente usada para grupos abelianos, mas nesse texto, a
usaremos para alguns grupos nao abelianos.

(II) Notagao multiplicativa: em tal notagao, a operagao * é denotada
pela justaposicao de termos (isto é, zxy := zy), o elemento neutro é denotado

por 1 ou e, e o inverso de x é denotado por z~!.

Observacao 1.1. Sendo G um grupo, valem as sequintes propriedades:

(i) Lei do corte, isto é, se a,x,y € G sao tais que xa = ya, entao r =y,
ou ainda, se axr = ay, entao r = y.

(ii) Sendo z,y € G, temos (xy)™' = y~lz='. Isto é facilmente ge-
neralizado para mostrar que se xi,Ts,...r, € G, entio (v1x9..7,)"' =

—1,.-1 —1

T X Ty
Exemplo 1.1. O conjunto unitdrio {e} é um grupo, munido da tinica ope-
ra¢ao bindria que pode ser definida nele. Denotaremos os grupos {1} e {0}
por 1 e 0, respectivamente.

Exemplo 1.2. Os conjuntos Z,Q,R,C sao grupos munidos da operacdao de
adicao usual, mas nao sao grupos munidos da multiplicacao usual, pois 0
nao possui inverso multiplicativo. Os conjuntos Q*, R*, C*, que sao respecti-
vamente os conjuntos Q,R e C sem o zero, sao grupos munidos da multipli-
cacdo usual. Todos os grupos citados nesse exemplo tém ordem infinita.

Exemplo 1.3. Seja G = {e,a,b,c} munido da operacao:

(xllefafb]c]

QISR D

O[O
QIO
DIR]|TOO

O par (G, *) € um grupo, chamado grupo de Klein.

Exemplo 1.4. Sendo X um conjunto nao vazio, defina Sx como o conjunto
de todas as funcoes f : X — X bijetoras. Tal conjunto, munido da operagao
de composicao, é um grupo, chamado grupo das permutacoes de X. Em
tal grupo, o elemento neutro € a aplicacio Idx, tal que Idx(x) = x, para
todo x € X. Caso X = {1,2,...,n}, denotamos Sx por S,. Os grupos Sy,
para 3 < n, sio nao abelianos. Mostra-se que |S,| = n!.

Exemplo 1.5. Sendo G, G5 grupos, o conjunto G1x Gy munido da operagao
(21, 22)(y1,y2) = (T1Y1, Taya), para todo (x1,72), (Y1,92) € G1 X Gy € um
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grupo, chamado produto direto (externo) de Gy e Gy. Se |G1| = n e
|G| = m, entio |Gy x Go| = mn.

O produto direto pode ser facilmente generalizado para n grupos. Sendo
G1,Go, ...,G, grupos, o conjunto Gy X G X ... X G,,, munido da operacao
(1, T2y ooy Tn) (Y1, Y2y ooy Yn) = (T1Y1, T2Y2y ovy TpYp) € um grupo, chamado pro-
duto direto externo de G1, ..., G,.

Definig¢ao 1.3. Tomando a,x € GG, onde G é um grupo, definimos o conju-
gado de a por z, denotado por a*, como sendo o elemento zaz~! € G.

Observagao 1.2. Muitos textos definem a® = x~tax, mas observaremos em

capitulos futuros que, para o nosso estudo, € mais prdatico definirmos assim.
Acreditamos que tal opcao nao apresenta nenhuma contra-indicacgao.

Definicao 1.4. Sendo G um grupo, z € GG e n € Z, definimos

e ,sen =0.

rx..r ,sen > 0.
n R/—/
T = n vezes

(z~HI" sen < 0.

E em notacao aditiva:

0 ,sen =0.
r+zrz+...+x ,sen>0.
—————

nr = n vezes
In|(—2z) ,sen <0.

Observacao 1.3. Sendo G um grupo, x € G e n,m € Z, algumas proprie-
dades que decorrem da definicao acima sao:

(i) @y = o

(i1) (x"t™) = "™

(i) (x= )" = (z") P =27

1.1.2 Subgrupos

Defini¢ao 1.5. Seja G um grupo. Um subconjunto H C G nao vazio ¢ dito
um subgrupo de G, e denotado por H < G, se valem:

(i) zy € H;

(ii) x=' € H;
para todo x,y € H.
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Observacao 1.4. Podemos definir um subgrupo de G como um subconjunto
H C G nao vazio tal que vale

(1)) xzy~' € H, para todo x,y € H.
Tal definicao € equivalente a dada anteriormente.

Um subgrupo é, efetivamente, um subconjunto H de G que é um grupo
com a operacao de G restrita a H.

Exemplo 1.6. Sendo G um grupo, os conjuntos {e} e G sao subgrupos de
G, chamados subgrupos triviais.

Exemplo 1.7. Se G é um grupo e x € G, entdo o conjunto (x) = {z",n €
Z} (em notagao aditiva, (x) = {nx;n € Z}) é um subgrupo, chamado sub-
grupo gerado por x. Dizemos que um grupo G € ciclico se existe x € GG
tal que G = (x).

Definigcao 1.6. Sejam GG um grupo e x € GG. Se existe n € N tal que 2" = e,
dizemos que x tem ordem finita, e definimos a ordem de x, denotada por
o(x), como

o(z) = min{n € N;z" = e}.

Caso nao exista n € N tal que " = e, dizemos que x tem ordem infinta, e
denotamos o(z) = oc.

Proposicao 1.1. Sendo G um grupo e x € G um elemento de ordem finita
em € 7, temos:
(1) [{x)] = o(x);

(i1) ™ = e se, e somente se, o(x) divide m.

Demonstracao. (ii) Sejam o(z) =n e m € Z. Pelo Algoritmo da Divisao de
Euclides, existem ¢,r € Z, com 0 < r < n tais que m = gn—+r. Assim, temos

xm — :Eqn—i-r _ ZL’anUT — QZ’T,
de onde ™ = e se, e somente se, " = e. Como r < n, pela definicao de
o(x), vale 2" = e se, e somente se, r = 0, ou seja, m = gn. Concluimos entao
que '™ = e se, e somente se, o(x) = n divide m. H

Exemplo 1.8. Considere o grupo Z (o grupo aditivo dos inteiros). Fizado
n € Z, o subgrupo (n) de Z € o conjunto dos multiplos de n em Z, que serd
denotado por nZ.

Exemplo 1.9. Sendo C* o grupo multiplicativo dos complezos, fitadon € N,
o conjunto C,, = {z € C*;2" = 1} é um subgrupo de C*. O subgrupo C,, €
2m

2
ciclico, pois sendo z = cos (—) + isen (—), temos C,, = (z).
n n

14



Exemplo 1.10. Sendo G um grupo e S € G um subconjunto, denotamos
por (S) a intersegao de todos os subgrupos de G que contém S. Temos que
(S) € um subgrupo, chamado de subgrupo gerado por S. Se G = (S),
dizemos que S € um conjunto gerador para G. Se existe um conjunto S finito
tal que G = (S), entdo dizemos que G é um grupo finitamente gerado.

Exemplo 1.11. Dados G um grupo, H < G e x € G, o conjunto H* =
{zhz™' h € H} é um subgrupo, chamado conjugado de H por z.

Exemplo 1.12. Sendo G um grupo e H, N subgrupos de G, definimos o
conjunto
HN ={hn,h € Hne N}

Observe que H C HN e N C HN. Tal conjunto nao necessariamente é
um subgrupo de G. Mostra-se, na verdade, que HN é subgrupo de G se,
e somente se, HN = NH. Independentemente de HN ser subgrupo de G,
temos que HN ¢ finito se, e somente se, H e N sao finitos, e vale a relagao

[H||N]

HN| = 12
NI = 1A

Para a demonstracao desse resultado, recomendamos/2], Proposi¢ao V.4.12.,
pagina 142.

Definicao 1.7. Sendo G um grupo, o centro de G, o qual é denotado por
Z(G), e definido como

Z(G) ={z € G;zy = yz,Vy € G}.
Dizemos que G tem centro trivial se Z(G) = {e}.

Exemplo 1.13. Se G é um grupo, entio Z(G) é um subgrupo de G.

Exemplo 1.14. Se X é um conjunto com mais do que 2 elementos, entao o
grupo Sx, conforme definido no Exemplo 1.4, tem centro trivial. Com efeito,
seja f € Sx uma aplicagao diferente da identidade, ou seja, existe x € X tal
que f(x) =y # x. Como X tem mais que dois elementos, podemos tomar
um terceiro elemento z € X diferente de x e y. Definamos a aplicacao:

g: X — X
z ,sea=u.
a — gla)=4¢ = ,sea=z.
a , caso contrdrio.

Observemos que

(fog)(x) = f(2)

15



(go f)x) =gly) =y
mas f(z) #y = f(x), uma vez que f € bijetiva e x # z, 0 que mostra que

fog#gof, eassim, f ¢ Z(Sx). Concluimos que Z(Sx) = {Idx}.

Definicao 1.8. Sendo H um subgrupo de G e x € GG, definimos classe la-
teral & esquerda de H contendo x como sendo o conjunto H = {xh,h €
H}. Analogamente, definimos classe lateral a direita de H contendo x
como o conjunto Hx = {hxz,h € H}.

Mostra-se que duas classes laterais a esquerda sao iguais ou disjuntas, e
o mesmo vale para classes laterais a direita. Temos ainda que, se H é um

subgrupo de G
G = U xH = U Hz.

zeG zelG
A igualdade de classes laterais a esquerda é caracterizada como

tH=yH <— y 'z € H,
e a direita como
Hx=Hy < yaz~ '€ H.

Se vH = yH, diremos que x e y sao congruentes médulo H a esquerda, e
se Hr = Hy, dizemos que z e y sao congruentes médulo H a direita. Das
relagoes acimas, vemos que

Hrxr=H <— rx€ H < zH =H,

pois He = H = eH.
Considerando Eq.z o conjunto das distintas classes laterais a esquerda de
H e D¢g.p o conjunto das distintas classes laterais a direita, a aplicagao

f: EG:H — DG:H
tH +— f(zxH)=Hx™!

estd bem definida e é uma bijecao. Assim, os conjuntos Fg.g € Dg.g tém

a mesma cardinalidade, chamada de indice de H em G, e denotada por

|G : H].

Observacao 1.5. Sendo G um grupo e H < G, mostra-se que |tH| = |H],

para todo x € G. Ademais, se G € finito, conclui-se que |G : H||H| = |G|.
Imediatamente da observacgao anterior, temos:

Teorema 1.1. (Teorema de Lagrange) Se G é um grupo finito e H ¢
um subgrupo de G, entdo |H| divide |G|.
Corolario 1.2. Se G é um grupo finito e g € G, entio o(g) divide |G|.

16



1.2 Subgrupos normais e grupos quocientes

Definicao 1.9. Sejam G um grupo e N um subgrupo de G. Dizemos que
N ¢é um subgrupo normal, e denotamos N < G, se tN = Nz, para todo
z € q.

Proposicao 1.2. Sendo N < G um subgrupo, sio equivalentes:
(i) N € normal;
(ii)) N* = N, para todo x € G;
(i1i) N* C N, para todo z € G.

Demonstracao. Lembrando que N* = Nz~ !

¢é dada por

, a equivaléncia entre (i) e (ii)

aN =Nz — Nz '=N

Temos que (i) implica (4i) trivialmente. Para mostrar que (4ii) implica (i),
basta observar que a equivaléncia

N CN < NCN*®
fornece a inclusdo contraria. O

Observacao 1.6. Se H e N sao subgrupos de G, com N < G, entao

HN =|JnN =) Nn=NH
heH heH
de onde, pelo Exemplo 1.12, temos que HN € um subgrupo de G.

Exemplo 1.15. Sendo G um grupo arbitrdrio, os subgrupos {e} e G sdo
normais em G.

Exemplo 1.16. Em um grupo G abeliano, todo subgrupo N € normal. Com
efeito, temos

N* ={rnz 'n € N} = {nzx"';n € N} = {ne;n € N} = N.

Exemplo 1.17. Se G ¢ um grupo e N € um subgrupo tal que |G : N| = 2,
entao N € normal em G. Com efeito, as duas classes laterais a esquerda de N
em G sao N e G— N, e essas também sao as unicas classes laterais a direita.
Casox € N, temosxN = N = Nz. Casox ¢ N, temostN =G—N = Nz,
o que mostra a normalidade de N .

Exemplo 1.18. Sendo G um grupo, o centro Z(G) conforme a Definigcdo
1.7 € um subgrupo normal de G.
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Exemplo 1.19. Dados Gy e Go, o0s subgrupos Hy = G1 X {ea} e Hy =
{e1} x Gy de Gy x Gy sao normais. Com efeito, dados (g1,e3) € Hy e
(1, m9) € G1 X Ga, temos

(71, 22)(g1, €2) (1, 22) ™" = (w1127 ", 2225 ) = (g1, €2)
onde gy = xlglel € G1. Isto mostra que HY C Hy, para todo x € Gy x Ga,
e portanto Hy I G X G5. A demonstracao para Hy 1 Gy X G € andloga.

Sendo G um grupo e N < (G, consideremos o conjunto
G/N = {xN,x € G} de todas as distintas classes laterais de H em G (aqui,
nao fazemos disting¢ao de lado de classe lateral por causa da normalidade de

N em @), e definamos em N a operacao
G G G
— X = —

NT N N
(xN,yN) ~—— (zN)-(yN) = zyN.

Tal operagao é bem definida pela normalidade de N em G, e munido dela, o
conjunto N ¢ um grupo, chamado grupo quociente de GG por N. Observe

que o elemento neutro de tal grupo é eN = N, e (xN)~! = z7'N. Quando
nao houver confusao de qual é o subgrupo normal N, denotaremos xN por

x.

Exemplo 1.20. Sendo n € N, do fato que Z € abeliano concluimos que
nZ € normal, e portanto podemos falar do quociente Z/nZ, que é comu-
mente denotado por Z,. Com o auxilio do Algoritmo da Divisao de Euclides,
dado m € Z, existem r,q € Z, com 0 < r < n —1 tais que m = nq +r,
de onde m —r = nqg € nZ, o que mostra que m = T. Assim, temos
Zn=10,1,...n—1}, |Z,|=n e

THy=1Fy=T

onde r € {0,1,....,m — 1} € o resto da divisao euclidiana de x + y por n.
Mostra-se que (1) = 7Z,,.

Na proxima segao, caracterizaremos os subgrupos do grupo quociente e
estudaremos o Teorema Fundamental dos Homomorfismos, que nos ajudaré
a compreender melhor a estrutura dos grupos quociente.

1.3 Homomorfismos

Definicao 1.10. Sejam G e G grupos e ¢ : G — (1 uma funcao. Dizemos
que ¢ é um homomorfismo (de grupos) se ¢(zy) = ¢(z)p(y), para todo
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x,y € G. Se ¢ : G — G é bijetivo, dizemos que ¢ é um isomorfismo. Se
existe um isomorfismo entre ¢ : G — G, dizemos que G e GGy sao isomorfos,
e denotamos G ~ G;.

Sendo ¢ : G — (G} um homomorfismo, definimos ainda:

Ker(p) ={r € G;p(z) =eq,} e Im(p)={p(z),z € G},

denominados nucleo e imagem, respectivamente.

Exemplo 1.21. A aplicacao

Q : G — G1
r @(I):eGl

¢ um homomorfismo, chamado de homomorfismo trivial (ou nulo). Te-
mos Ker(p) =G e Im(p) = {eq, }.

Exemplo 1.22. Se ¢ : G — G € um isomorfismo, entio ¢! : G| — G
€ também um isomorfismo, o que mostra que a relagao de isomorfismo €
simétrica, isto €,

GZGl e GlﬁG

Exemplo 1.23. Sendo ¢ : G — Gy e ¢ : G; — Gy homomorfismos,
entao a aplicagcdo (Y o ) : G — Gy € também um homomorfismo, isto €, a
composi¢cao de homomorfismos é também um homomorfismo. Consequente-
mente, a relacao de isomorfismo € transitiva, ou seja, se G ~ Gy e G ~ G,
entao G ~ (5.

Observagao 1.7. Se ¢ : G — G € um homomorfismo, entdo:

(1) pleq) = eq, e p(z™') = (p(x))7t, para todo v € G. Mais geralmente,
vale p(z") = (¢(x))", para todo n € Z e para todo x € G.

(ii) Se H é um subgrupo de G, entdo ¢(H) é um subgrupo de Gy. Parti-
cularmente, Im(p) € um subgrupo de Gy.

(iii) Se K é um subgrupo de Gy, entdo ¢ '(K) é um subgrupo de G, e
Ker(p) C ¢ (K). Ademais, se K < Gy, entao ¢ '(K) < G. Particular-
mente, Ker(p) < G.

(iv) ¢ € injetiva se, e somente se, Ker(p) = eg.

Exemplo 1.24. Sejam G um grupo e g € G. A funcao

og: L — G
n — @4(n)=g"

¢ um homomorfismo, pois pelo item (ii) da Observagao 1.3, vale

n _m

Pg(n+m) = g =gty = Pg(n)pg(m)

19



para todo n,m € Z. Concluimos que fixados um grupo G e um elemento
g € G quaisquer, existe um (unico) homomorfismo ¢, : Z — G tal que
pg(1) = g.

Exemplo 1.25. (Produto Direto Interno) Sejam G um grupo, H, N
subgrupos normais de G tais que HN N = {e} e HN = G. Entdio, G ~
H x N, onde H x N foi definido no Fxemplo 1.5. Com efeito, considere a
aplicacao

p: HxN — G

tal que @(h,n) = hn. Para mostrar que tal aplicagio € um homomor-
fismo, observemos primeiro que h™‘n~*hn € H N N, pois da normalidade
de N, temos h™'n"'hn = (n")" 'n € N, e da normalidade de H, temos
h='n~‘hn = h=*h* € H. Assim, h"*n"*hn = e, ou seja, hn = nh, para
todon € N, h € H. Sendo (hy,n1), (ha,n2) € H X N, temos

©((h1,n1)(ha, n2)) = o((h1ha, nin2)) = hihaning =

= hinihgng = SO(hlanl)@(hQ, nz)-

s

Ademais, tal homomorfismo € sobrejetivo pelo fato de que HN = G, e é
ingetivo pelo fato de que Ker(p) = {(x,z7 '),z € HNN} = {(e,e)}.

Nas condigoes desse exemplo, dizemos que G € o produto direto (in-
terno) de H por N.

Exemplo 1.26. Sendo G um grupo e N um subgrupo normal de G, a apli-
cacao
G
G — =
" N
r +— w(r)=7T

¢ um homomorfismo, chamado projecao canénica. Tal aplicacao é sobre-
jetiva e Ker(m) = N.

Teorema 1.3. (Teorema da Correspondéncia) Se G é um grupo e
N < G, entao existe uma correspondéncia biunivoca entre os subgrupos de G

que contém N e os subgrupos de N

Demonstracao. Considere a aplicagao projecao canonica 7 : G — — defi-

nida no Exemplo 1.26. Sendo X o conjunto dos subgrupos de G que contém

G
N e Y o conjunto dos subgrupos de N’ defina a aplicacao

fr X — Y

H — f(H)=n(H)={hN:he H} = 2L

N
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H
Tal aplicacao é bem definida, pois m(H) = {hN,h € H} = N ¢ um subgrupo

de % pela propriedade (ii) da Observacao 1.7.

Para a injetividade, se H, H; sao subgrupos de G, ambos contendo N, tais
que w(H) = w(H,), entdo dado x € H, existe z; € Hy tal que T = 7(z) =
7(x1) = 71, e entdo zx; ' € Ker(n) = N C Hy. Logo, x = (zva; ')z, € Hy, e
assim H C H;. Analogamente, mostra-se que H; C H e portanto H = H;,
o que mostra que a aplicagao é injetiva.

Quanto a sobrejetividade, seja K € Y. Entao, pelo item (7ii) da Obser-
vagao 1.7, temos que 7' (K) é um subgrupo de G tal que Ker(r) = N C
77 1(K). Pela sobrejetividade da aplicacao w, temos que (7~ }(K)) = K. O

Observacao 1.8. Na linguagem do teorema anterior, sendo H,H; € X
ainda valem:

H H;

H<H — < ==
>~ 1<:>N_N7
H G
HAG — — 4 —.
- N — N

Sejam G e Gy grupos, ¢ : G — G um homomorfismo e K = Ker(p).
Sendo z,y € G, temos:

o(r) =ply) = w(xyfl) =eq, ry e K < 2K =yK.

Isso mostra que todos os elementos de uma classe lateral xKer(m) tém ne-
cessariamente a mesma imagem por 7. Com isso, enunciamos:

Teorema 1.4. (Teorema Fundamental dos Homomorfismos) Se G e

G
G4 sdo grupos e p : G — G € um homomorfismo, entdo ~ Im(p).
Ker(p)

Demonstracao. Considere K = Ker(y) e a aplicagao

7 = Im(o)

tal que B(zK) = p(z). A aplicagdo P estd bem definida pela discussao acima,
e ¢ um homomorfismo pelo fato de que ¢ é um homomorfismo, e é sobreje-
tivo por ter como contra-dominio Im(p). Ademais, denotando K = T, se
T € Ker(9), entao ¢(T) = e, ou seja, ¢(x) = e. Assim, x € K, e portanto
T = €, mostrando que a aplicagao € injetiva. O

Exemplo 1.27. Se G ¢ um grupo, a aplicacdao

Id: ¢ — G
r +— ld(z)==x

21



€ um homomorfismo, chamado homomorfismo identidade, cujos nicleo e
imagem sao Ker(Id) = {eg} e Im(Id) = G, respectivamente. Tal homomor-
fismo mostra, com o auxilio do Teorema Fundamental dos Homomorfismos,
que & ~G.

{e}
Exemplo 1.28. Se G = (x) é um grupo ciclico tal que |G| = n, entdo
G ~7Z, = Z/nZ. De fato, a aplicagcdo

v: Z — G

tal que (n) = ™ € um homomorfismo sobrejetivo, e de nicleo Ker(yp) = nZ,
conforme a Proposicao 1.1. Pelo Teorema Fundamental dos Homomorfismos,

temos 7 ~ G. Caso |G| = 00, a aplicagao p € um isomorfismo, de onde

G ~7.

Observagao 1.9. Denotaremos o dnico (a menos de isomorfismo) grupo

ciclico de n elementos de Z,, se estivermos usando notacao aditiva, ou de

C,,, se estivermos usando notacao multiplicativa.

Teorema 1.5. (Segundo Teorema dos Isomorfismos) Se G é um grupof
e H, N sdao subgrupos de G, com N {G e N C H, entdo

HN ~ H
N ~HNN’

Demonstracao. Considere a aplicagao

HN
: H — ——
7 N

h +— ¢(h)=h,

que é um homomorfismo sobrejetivo, e Ker(¢) = HNN. Assim, o resultado
segue do Teorema Fundamental dos Homomorfismos. O]

1.4 Grupos de automorfismos

Definigao 1.11. Um isomorfismo ¢ : G — G é dito um automorfismo
do grupo G. Definimos o grupo de automorfismos de G como o grupo
Aut(G) = {p : G — G; ¢ é automorfismo}, munido da operagao de compo-
sicao de fungoes.

Observagao 1.10. Observe que Aut(G) < Sg. Consequentemente, o ele-
mento neutro de Aut(G) é a aplicacdao identidade Idg.
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Exemplo 1.29. Seja G um grupo abeliano (com notagao aditiva). A apli-
cacao
f: G — G
x — flz)=—f(z)
€ um automorfismo de G. Tal automorfismo serd chamado de automor-
fismo inversao.

Exemplo 1.30. Se G = {e,a,b,c} é o grupo de Klein definido no Exemplo
1.3, entao Aut(G) ~ Ss. De fato, basta ver que todo automorfismo ¢ : G —»
G deve satisfazer p(e) = e e, além disso, ¢ provoca uma permuta¢ao em
{a,b,c}. Mais ainda, se f : {a,b,c} — {a,b,c} é uma permutagdo, entio
or: G — G tal que ps(e) = e epr(x) = f(z), ses # e, € um automorfismo.
Exemplo 1.31. Temos Aut(Z) = {Idy, [}, onde f € o automorfismo inver-
sao. De fato, sendo ¢ € Aut(Z), com ¢(1) = a, temos p(n) = an. Assim,
Im(p) = aZ, de onde v € sobrejetiva se, e somente se, (1) = +1. No
caso em que p(1) = 1, temos que ¢ € o automorfismo identidade, e caso
o(1) = —1, temos que ¢ é o automorfismo inversdo.

Exemplo 1.32. Temos Aut(Zy) = {Id} e Aut(Zy4) = {Id, f}, onde f ¢
o automorfismo inversao. Se G = Zy, onde p é um niumero primo impar
en € N, entio Aut(G) ~ Zg_1ym-—1. Particularmente, se n = 1, entdo
Aut(G) ~ Zy—1. A demonstracao desses fatos constam em [6], nas pdginas
129 e 157.

Exemplo 1.33. (Automorfismos internos) Sejam G um grupo e x € G
fixzado. A aplicacao

v, G — G
a — .(a) =a® = zar!

€ um automorfismo de G, chamado autormorfismo interno associado a
x (ou conjugagdo por x). O conjunto de todos os automorfismos internos,
que serd denotado por Inn(G), é um subgrupo normal de Aut(G), chamado
grupo dos automorfismos internos de G. Definimos também o grupo
dos automorfismos externos de G, denotado por Out(G), como o grupo

quociente Out(G) = ?:;Eg; Ademais, a aplicacao
v G — Aut(Q)

o P() =1

é um homomorfismo de imagem Inn(G) e nicleo Z(G) (o centro de G, con-
forme a Definicio 1.7), o que mostra, pelo Teorema Fundamental dos Ho-

~ Inn(Q).

momorfismos, que

G
Z(G)
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1.5 Acoes de grupo

Definicao 1.12. Sejam GG um grupo e X um conjunto nao vazio. Definimos
uma acao de G em X (& esquerda) como sendo uma aplicacao

p: GxX — X
(g,2) +— plg,x) =g-z,
que satisfaz:
(i) e - x = x, para todo = € X;
(i) (g192) - * = ¢1 - (g2 - ), para quaisquer g1,g, € G e v € X.

Se X é um conjunto e GG age sobre X, dizemos que X é um G-conjunto.

Observacao 1.11. Podemos definir acao de G em X a direita de forma
andloga a definicao acima, e podemos transformar uma a¢ao a esquerda em
uma agao a direita definindo

para todo g € G ex € X.
Agoes de G em X sao uma outra maneira de ver homomorfismos da forma
¢ : G — Sx. De fato, seja ¢ : G — Sx
Q. G — Sy
g > ¢lg) = py(x)

um homomorfismo. A aplicagao

p: GxX — X
(g,x) — plg,x) =g 7=,

¢ uma agao de grupo. As condigoes (i) e (i) da definigdo 1.12 decorrem do
fato de que ¢ é um homomorfismo.

Reciprocamente, sejam X um conjunto nao vazio, G um grupo, g um
elemento fixado de G e p: G x X — X uma agao de G em X. Entao, a
aplicacao o, : X — X, definida por o,(x) = ¢ - z, é uma permutagao em
X. Com efeito, a aplicacao o,-1 ¢é inversa de oy, visto que

(0g00,1)(@)=g- (g7 o) =(997") v =eq-v=u

para todo € X, de onde 0,00,-1 = Idx. Analogamente, 0,100, = Idx, ¢
assim o, é uma permutacao. Ademais, decorre da condigdo (i) da Defini¢ao
1.12 que a aplicacao 0 : G — Sx

c: G — Sy
g > o(g)=o0,

24



¢ um homomorfismo, mostrando assim que um homomorfismo ¢ : G — Sx
define uma acao p: G x X — X, e vice-versa.

Observacao 1.12. Sendo K e ) grupos, em muitas ocasioes durante oS
capitulos que sequem trabalharemos com homomorfismos do tipo

0: Q — Aut(K)

e uma vez que Aut(K) < Sk, tal homomorfismo define uma a¢do de grupo,
conforme o que foi exposto acima.
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Capitulo 2

Produto semidireto

Neste capitulo estudaremos os produtos semidiretos, os quais veremos
futuramente que sao o tipo mais simples de extensoes de grupos.

Definigcao 2.1. Seja K um subgrupo de um grupo GG. Um subgrupo @) < G
¢ um complemento de K em G se KNG = {e} e KQ =G.

Observamos aqui que um subgrupo nao precisa ter um complemento, e,
se tiver, o mesmo nao precisa ser unico, conforme os exemplos a seguir.

Exemplo 2.1. Em S5, qualquer subgrupo de ordem 2 € complemento do
(inico) de ordem 3.

Exemplo 2.2. Sendo n € N, os subgrupos nao triviais de Z,» nao possuem
complemento. Isso ocorre pelo fato de que, sendo H e K dois subgrupos de
Lipn, tem-se necessariamente H NK = H ou HNK = K

Observacao 2.1. Um complemento Q) de um subgrupo normal K < G é

sempre isomorfo a 72 pois utilizando o Teorema 1.5, vemos que

Q @ _KQ ¢

CC{J " KnoiT K K

Ademais, se Q1,2 sao dois complementos de um subgrupo normal K < G,
entio Q1 ~ Q)s.

Definicao 2.2. Sejam K e () grupos. Dizemos que um grupo G é um pro-
duto semidireto de K por (), e denotamos por G = K x @, se existe um
subgrupo normal K; < G, com K; ~ K, e K; tem complemento ()1 ~ Q).

Observacao 2.2. Quando trabalhamos com produto semidireto, para a sim-
plicidade da notagao, muitas vezes denotaremos o subgrupo de G que é com-
plemento de K também pela letra Q).
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Antes de mais exemplos, mostremos a seguinte caracterizagao de produtos
semidiretos.

Lema 2.1. Se K é um subgrupo normal de um grupo G, entdo sao equiva-
lentes:

G
(i) G € um produto semidireto de K por e

(ii) Eziste um subgrupo Q@ < G tal que todo elemento g € G tem uma
unica expressao

g =ax
comae K ex e Q.
(iii) Existe um homomorfismo
G
= — G
K
tal que mo s = Id%, onde
G
G — =
" K

€ 0 homomorfismo projecao canonica, definido no Exemplo 1.26.
(iv) Existe um homomorfismo

r: G — G

tal que Ker(r) = K e r(z) = x, para todo x € Im(r) (tal homomorfismo é
chamado uma retragao de G).

Demonstracao. (i) = (i1)

Seja () um complemento de K em G. Por definicao de complemento, vale
G = K@, de onde, para cada g € G, existem a € K e z € @ tais que
g = azx. Supondo aj,as € K e x1,75 € () tais que a;xy, = asxy = g, temos
a;lay = vi2;t € KN Q = {e}, e assim a; = ay e 11 = x5, mostrando a
unicidade de tal expressao.

Defina
G

—
=7 +— s(g)==

g =
com a € K e x € Q. Mostremos que s estd bem definida. De fato, sejam
g1 = a1X1 € go = asXo, cOM ai,a9 € K, 11,29 € @, tais que gy = g5. Dali,
71 = T3, e assim 2,2, " € K N Q. Basta mostrarmos que K NQ = {e} para

=
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concluirmos que 7,75 = e. Dado € K N Q, entdo podemos escrever e das
seguintes maneiras:

Como a decomposicao e = ax, com a € K e x € (), é Unica, segue que x = e,
e assim, K NQ = {e}. Concluimos entdo que z,z," = e, e portanto r; = x».
Assim, s estd bem definida. O fato de que s é um homomorfismo segue de
T1T2 = T T3. Para mostrar mo s = Id%, tomemos g € G, a € K ex € ()
tais que g = ax. Temos

(mos)(g) = (mos)(ar) =7(r) =T =ar =7
o que mostra o resultado.
Definamos
r: G — G
g — r(g)=(som)(g).
Sendo g € G e x = r(g), temos

r(z) =r(r(g)) = s((m o s)(n(9))) = s(n(g)) =r(g) ==

s(m
o que mostra que r(x) = z, para todo z € Im(r). Ainda, sendo a € K,

r(a) = s(m(a)) = s(a) = s(e) = ¢

e, portanto, K C Ker(r). Agora, sendo g € Ker(r), devemos ter
r(g) = s(m(g)) = e, e assim 7(g) € Ker(s). Mas como s possui inversa a
esquerda (por (7ii)), a mesma deve ser injetiva, de onde 7(g) € Ker(s) = {e}
e, portanto, g € Ker(mw). Como Ker(r) = K, temos que g € K.

(iv) = (i)

Seja @ = Im(r). Dado g € @ N K, temos r(g) = g pelo fato de que
g € Q, e e =r(g) pelo fato de que ¢ € K. Assim, g = e e, portanto,
Im(r)Nn K =Q N K = {e}. Ainda, sendo g € G, entao

r(gr(g™) =r(g)r*(g™") =r(g)r(g™") =r(gg™") =

de onde gr(g~') € K = Ker(r). Assim, existe z € K tal que gr(¢g~!) =z, e
dai g = z(r(g7"))~' = zr(g). Mostramos assim que G = KIm(r), e portanto,
G ¢é produto semidireto de K por Im(r). Mas pelo Teorema Fundamental

dos Homomorfismos, temos I'm(r) ~ e portanto, G é produto

_G
Ker(r) K’

G
semidireto de K por 17 o que mostra o resultado. O
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Exemplo 2.3. Sendo Do, = 7Z x {—1, 1}, munido da operagao:
(a,n) * (b,m) = (a + nb,nm)
entdo Dy = 7 X Zs. De fato, considerando os subgrupos
K={(a,1),acZ} e Q={(0,1),(0,-1)}
vemos que K NQ = {(0,1)}. Ainda, sendo a € Z, podemos escrever
(a,1) = (a,1)*(0,1) e (a,—1)=(a,1)*(0,—-1),

o que mostra que KQ = Dy, e ainda que K % (0,1) U K % (0,—1) = Do,
de onde K faz indice 2 e pelo Exemplo 1.17, € um subgrupo normal de D.
Assim, temos Dy = K X Q =7 X Zso.
Lema 2.2. Se G € um produto semidireto de K por @, entdo existe um
homomorfismo

0: Q — Aul(K)

onde V| K é a conjugacgdo por x restrita a K, ou seja, |

0,: K — K
a — 0.(a)=zax™t.

Consequentemente, sendo x,y,e € Q) ea € K,
Oe(a) =a e 0,(0,(a)) =0.(a).

Demonstracao. Cada funcao 6,, e portanto #, estao bem definidas pela nor-
malidade de K em G. Ademais, § é um homomorfismo, pois dados x,y € @
eac K:

Ory(a) = xya(my)_l = zyay 'z =

= 20, (a)a™" = 0,(0,(a)) = (62 0 0,)(a)
donde 0,, = 0, 0 0,, o que mostra o lema. O

Agora, recuperaremos a estrutura de GG a partir de K, () e algum homo-
morfismo 0 : Q — Aut(K).

Definicao 2.3. Sejam @) e K grupos e seja 0 : ) — Aut(K) um homomor-
fismo. Um produto semidireto G de K por () realiza 6 se, para todo = € ()
ea € K, tem-se

0,(a) = rax™'.
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Nessa linguagem, o Lema 2.2 diz que todo produto semidireto G de K
por @ determina um homomorfismo 0 : Q — Aut(K), o qual ele realiza.

Definicao 2.4. Dados os grupos ¢ e K e um homomorfismo
0 :Q — Aut(K), definimos G = K Xy () como sendo o conjunto K X )
munido da operacao

(a,2) *¢ (b,y) = (abz(b), zy),
para (a,x), (b,y) € K x Q.

Teorema 2.3. Dados os grupos (Q e K, e um homomorfismo 0 : Q —
Aut(K), entio G = K g Q € um grupo, e G é um produto semidireto de Q
por K que realiza 6.

Demonstracao. Mostremos que G = K Xy () é um grupo.
1) Associatividade:
Sejam (ay, 1), (az, x2), (as, r3) € K xp Q. Temos

[(a1, 1) *g (a2, 2)] *¢ (a3, 73) = (16y, (a2), 2172) *¢ (a3, 73) =
= (@105, (a2)0z,2,(a3), T12273).
Como 6 é um homomorfismo, vale 0,,,,(as) = 6,,(0.,(as)), e assim
(@102, (a2)0z,2, (a3), £12223) = (0104, (a2)0z, (0x,(a3)), 212223) =

= (a105, (204, (a3)), T12273) = (a1, 21) *¢ (a204,(a3), T2x3) =
= (a1, 1) *¢ [(az, 72) *¢ (a3, 73)],

o que mostra a associatividade.

2) Existéncia de elemento neutro:

Sejam ek e eg os elementos neutros de K e @), respectivamente. Temos,
para todo (a,z) € K x4 Q,

(ex,eq) *o (a, 1) = (exbe,(a), eqr) = (exa, eqr) = (a, ).
E por outro lado
(a,z) *¢ (ex,eq) = (aby(ex), veq) = (aek, req) = (a,x).

3) Existéncia de simétricos:
Seja (a,x) € K X9 Q. Temos:

(a,2) % (Op-1(a™ ), 27Y) = (abyp1(a™b), 227" = (ex.eq)
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(O (a ), 27N %9 (a,2) = (01 (a1 (a), v 0) =

= («93571(61(), 6@) = (6K7 GQ)'
Assim, K Xy (@ é um grupo, cujo elemento neutro é (e, eq), o qual deno-
taremos por (e, e) e cujo simétrico de um elemento (a, ) é (0,-1(a™'),z71).
Mostremos agora que G é um produto semidireto de ) por K que realiza
. Para tal, defina as aplicagoes

ok K —G e ¢pgp:QQ —G

tais que px(a) = (a,€) e pg(x) = (e, z). Tais aplicagdes sdo homomorfismos,
cujas imagens sao respectivamente os subgrupos

Ky ={(a,e) e G;ae K} e @Qy={(e,z),z € Q}.

Pelo Teorema Fundamental dos Homomorfismos, observando que tais ho-
momorfismos sao injetivos, concluimos que K; ~ K e )1 ~ (). Ainda, o
homomorfismo

™ G — @
(a,x) — m(a,z)==x

tem nicleo Ker(m) = {(a,e),a € K} = K, e pelo item (iv) da Observacao
1.7, temos K; < G. Denotaremos entao, por abuso de notagao, os conjuntos
K e Qq por K e @, respectivamente. Como K NQ = {(e,e)}, e

(a,€) xg (e,2) = (abe(e), ) = (a, z),
segue que G é o produto semidireto de K por ). Ainda
(e,7) *¢ (a,e) *g (e,2) " = (0,(a),x) %o (e,27") = (0,(a),e)
o que mostra o resultado. O

Uma vez que K Xy Q realiza 0, isto ¢, 0,(b) = xbx~', podemos usar a
notagao mais simplificada:

(a,z)(b,y) := (ab®, xy), para todo a,b € K e z,y € Q.

Exemplo 2.4. Considere K e @Q grupos, e 0 : Q — Aut(K) o homomor-
fismo trivial, isto €, 0(x) = Idk, para todo x € Q. O produto semidireto
K x4 Q tem a operagao

(a,x)(b,y) := (ab,zy), para todo a,b € K e z,y € Q.

sendo assim o produto direto, definido no Fxemplo 1.5. Vemos entao que o
produto direto é um caso particular de produto semidireto, a saber, o produto
semaidireto com homomorfismo 0 trivial.
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Exemplo 2.5. Sendo k € N e Cy o grupo ciclico de dois elementos com nota-
cao multiplicativa, conforme o Exemplo 1.9, o grupo diedral Do, € definido
como o produto semidireto Zj g Cs, em que o homomorfismo

0 : Cy — Aut(Zy) é dado por
0,(%) = nz.
Assim, a operacao de Doy, € dada por
(@,n)(b,m) = (a+ nb,nm).

Observacao 2.3. O grupo diedral Do, construido no exemplo anterior, pode
ser visto como o grupo das simetrias de um poligono reqular de n lados.
Assim, muitos textos o denotam por D,,.

Mostraremos agora que todo produto semidireto G de K por () é isomorfo
a K Xy @Q, onde # é o homomorfismo que G realiza.

Teorema 2.4. Se G ¢ um produto semidireto de K por (), entdo existe
0:0Q — Aut(K) tal que G ~ K x4 Q.

Demonstra¢ao. Consideremos o homomorfismo 0 : ) — Aut(K) definido
no Lema 2.2, ou seja, 0,(a) = zax™!, paraa € K e z € Q. Como (pelo Lema
2.1) g € G tem uma expressao Unica como g = ax, com a € K ez € @, e
como

(az)(by) = a(zbs ™ )zy = ab®xy,

vemos que a aplicagao

p: Kxp@Q@ — G
(a,z) +— pla,z)=azx

é um isomorfismo. O

Exemplo 2.6. Para caracterizar os produtos semidiretos de Zs por Z,, 0b-
servemos que Aut(Zs) = {ldg,, f}, onde f € o automorfismo inversdio defi-
nido no exemplo 1.29. Assim, os unicos produtos semidiretos de Zs por Zy
s@o o produto direto e Zs Xy Zy. Na bibliografia [2], secoes V.9 e VI.5, € feita
a caracterizacao dos grupos de ordem 12, que consiste dos dois grupos citados
acima, além dos grupos Zy X Ty X Zs, D15 € o subgrupo Ay das permutacoes
pares de Sy, o qual optamos por nao definir nesse trabalho.
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Capitulo 3

Extensoes de grupos

3.1 O problema das extensoes

Definicao 3.1. Sejam K e ) grupos. Uma extensao de K por () é um

grupo G' que possui um subgrupo normal K; ~ K tal que a ~ Q.

1
Observacao 3.1. Denotaremos K e () com tais letras como recurso mnemo-
nico, visto que tais letras lembram “Kernel” e "Quociente”. Assim, nos refe-
riremos ao K como nicleo da extensao. Ainda, usaremos as letras a,b, c
para denotar elementos de K e x,y, z para denotar elementos de Q).

Exemplo 3.1. Para quaisquer grupos K e @, sao extensoes de K por () os
produtos semidiretos

K %y Q

para qualquer 0 : QQ — Aut(K). Em particular, tomando 0 : QQ — Aut(K)
como o homomorfismo trivial, concluimos que o produto direto K X () € uma
extensao de K por Q).

Exemplo 3.2. Tanto Zg quanto Sz sdo extensoes de Zsz por Zs. Por outro
lado, Zg € uma extensao de Zo por Zsz, mas Sz nao €.

Com os exemplos anteriores, verificamos que, dados ) e K grupos, em
geral nao ha unicidade de extensoes de K por (). Conforme dito na introdugao
do trabalho, isso motiva o seguinte problema: podemos conhecer todas as
extensoes de K por )7 Tal problema é conhecido como problema das
extensoes e tem duas possiveis vertentes:

i) Construir a tabua de operagao de qualquer extensao de K por Q;

ii) Descobrir quantas extensoes nao isomorfas de K por () existem.

A teoria classica de extensoes de grupos foi desenvolvida por O. Holder e
O. Schreier. Em 1926, Schreier solucionou a primeira questao. Apesar disso,
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a solucao de Schreier nao responde precisamente a segunda questao, apenas
da uma cota superior para o numero de extensoes nao isomorfas.

Neste capitulo, faremos primeiramente o estudo das extensoes de nticleo
abeliano, que foi a abordagem inicial de Schreier. Apds isso, estudaremos
extensoes cujo nicleo tem centro trivial, que tem uma forte relacdo com o
que chamaremos de produto fibrado.

Um estudo mais geral de extensoes de grupos pode ser feito, mas para
isso se faz necessario um conhecimento maior de cohomologia, o que foge
do escopo desse trabalho. Recomendamos as referéncias [4] e [5] para quem
desejar fazer esse estudo.

Observagao 3.2. A primeira diferenca que vemos entre produtos semidiretos
e extensoes € que uma extensao nao precisa ter um subgrupo isomorfo a @,
enquanto um produto semidireto precisa.

Exemplo 3.3. Z ¢é uma extensao de 7 por Zs. Com efeito, 7 possui o

subgrupo 27, e 7 ~ Zo. Observe ainda que Z ndao é um produto semidireto

de 7. por Zs, visto que Z, nao tem subgrupo isomorfo a Zy. Assim, existem
extensoes de grupos que nao sao produtos semidiretos.

3.2 Sequéncias exatas curtas

Introduziremos nessa secao a linguagem de sequéncias exatas curtas, que é
intrinseca a ideia de extensao de grupo. Por simplicidade, optamos por s6
usar essa linguagem a partir da discussao de equivaléncias de extensoes, onde
ela se mostra crucial.

Seja G uma extensao de K por (). Isto significa que

(i) G possui um subgrupo normal K; ~ K. Assim, existe um homomor-
fismo injetivo ¢ : K — G tal que I'm(i) = K;. Iremos escrever, por um
aceitavel abuso de notacao, K = K; e suporemos que i ¢ o homomorfismo
inclusao.

(ii) De T = Q, existe um homomorfismo sobrejetivo 77’ : G — @ tal que

Ker(n') = K. Com efeito, sendo ¢ : X @ um isomorfismo, a aplicacao
7w’ = pom, onde 7 é o homomorfismo proje¢ao candnica definido, no Exemplo
1.26, é sobrejetivo e tem-se Ker(n') = Ker(w) = K. Usaremos o abuso de
notacao n' = 7 para tal homomorfismo, apesar de que esta notacao ja es-
tava sendo usada para o homomorfismo projecao canonica, pois se tomarmos

G

() = —, a projecao canonica é um exemplo de homomorfismo sobrejetivo e

de nticleo Ker(m) = K. Deixaremos claro quando uma aplicagao 7 for, de
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fato, a projecao canodnica.
Podemos entao escrever a sequéncia de grupos e homomorfismos:

1 K—~G-—"-Q 1

onde 1 é o grupo unitario. Na sequéncia acima, a imagem de cada homomor-
fismo é o nicleo do homomorfismo seguinte. Uma sequéncia que satisfaz tais
propriedades é dita uma sequéncia exata. Esta, em particular, é chamada
de sequéncia exata curta. A “exatidao” da sequéncia exata curta acima
acontece exatamente quando i é injetivo, 7 é sobrejetivo e Im(i) = Ker(r).
Assim, é compativel a seguinte definicao:

Definicao 3.2. Sendo K, G e () grupos, dizemos que uma sequéncia de
grupos e homomorfismos

1 K—+=G-"1-Q 1
onde 1 é o grupo unitario, ¢ uma sequéncia exata curta se ¢ é injetiva, 7
é sobrejetiva, e Im(i) = Ker(m).

Exemplo 3.4. Se G € um grupo e K < G, entao a sequéncia

; G
1 K——G—"=— 1
K

onde i e ™ sao respectivamente a inclusao e a proje¢ao canonica, € exata.

Vimos na discussao anterior que cada extensao de grupo, fixado um ho-
momorfismo sobrejetivo 7 : G — @) com Ker(m) = K, define uma sequéncia
exata curta. Ademais, é facil ver que uma sequéncia exata curta define uma
extensao G de K por (). Portanto, extensoes de grupos e sequéncias exatas
curtas sao conceitos intrinsecos um ao outro.

Entre as vantagens da linguagem de sequéncias exatas curtas, vemos que
a mesma explicita o homomorfismo 7, que de certa forma mostra a relacao
entre G' e ). Além disso, tal conceito faz mais sentido com a linguagem de
diagramas comutativos, que sera muito explorada nas secoes futuras.

3.3 Transversais e levantamentos

Definigao 3.3. Se G é um grupo e H < @, um transversal (a direita)
de H em G é um subconjunto 7' C G tal que Hg NT é unitario, para todo
g € GG, onde Hg é a classe lateral a direita de H contendo g.

35



Observacao 3.3. Sendo K um subgrupo de G, entao T € um transversal a
direita de K em G, se, e somente se, valem

G = UKt e Kt# Kt parat,t' €T, comt#t.

teT

Nas condigoes acima, cada elemento g € G tem uma unica fatoragao
g=Fkt,comke Ketel.

Exemplo 3.5. Se G € um produto semidireto de K por @), entao () € um
transversal de K em G. Com efeito, pelo Lema 2.1, cada elemento g € G
pode ser escrito de maneira unica como g = ax, coma € K ex € ). Dessa
forma, sendo g = ax € G, temos Kg = Kax = Kx. Dadoy € Kx NQ,
temos y = bx, para algum b € K. Mas y = ey, e pela unicidade da expressao,
temos y = x, de onde KgN@Q = KxNQ = {x}.

Definicao 3.4. Se 7 : G — @ é um homomorfismo sobrejetivo, um levan-
tamento de z € @ é um elemento [(z) € G tal que 7(I(z)) = =, isto é, um
elemento do conjunto 7! ({z}]).

Proposicao 3.1. Seja 7 : G — @ wm homomorfismo sobrejetivo. Um
conjunto

{l(z);z € Q},
onde cada l(x) € um levantamento escolhido de z, € um transversal (a direita)
de K = Ker(m) em G.

Demonstra¢ao. Tomando K = Ker(w), se x,y € () s@o tais que
Kl(z) = Kl(y)

entdao existe k € K tal que I(2)l(y)~! = k, de onde 7(I(x)l(y)™') = 1, ou
ainda 7(I(x)) = 7(l(y)), e pelo fato de que I(z) e I(y) sdo levantamentos,
temos = = y, e portanto [(z) = I(y). Assim, dois elementos de {I(z);z € Q}
determinam a mesma classe lateral de K se, e somente se, sao iguais.

Sendo K¢ uma classe lateral de K arbitréaria, tome g = 7(g) € . Temos
m(g9) = 7(l(q)), de onde Kg = Kl(q). Mostramos assim que cada classe
lateral tem um unico representante no conjunto {l(x);x € @}, e assim tal
conjunto é um transversal a direita. O]

Definicao 3.5. Seja 7 : ¢ — () um homomorfismo sobrejetivo. Uma
funcao
l: Q@ — G
q — Uq)

tal que 7(I(q)) = ¢q para todo ¢ € @, é chamada de (fungao) transversal a
direita de Ker(r).
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A proposicao anterior garante que a definicao de fungao transversal a
direita faz sentido com a nocao ja estabelecida de transversal a direita. Por-
tanto, chamaremos ambas de transversal a direita.

3.4 Extensoes de nucleo abeliano

3.4.1 Datas

Sendo K e () grupos, com K abeliano, mostraremos aqui que uma extensao
G de K por @ determina um homomorfismo 0 : Q — Aut(K) que, de certa
forma, nos mostra "como K é normal em GG”. Veremos na subsecao seguinte
que, de posse de tal homomorfismo, é possivel reconstruir a estrutura de toda
extensao G que o induz.

Na discussao que segue, fixaremos para uma extensao G de K por () um
homomorfismo sobrejetivo 7 : G — @ de nicleo Ker(n) = K,el:Q — G
serd um transversal a direita de Ker(r) = K, ou seja, m ol = Idg. Nesse
contexto, diremos simplesmente que [ : ) — G é um transversal de K.

Teorema 3.1. Seja G uma extensao de K por Q e sejal : Q — G um
transversal de K. Entdo, existe um homomorfismo

0: Q@ — Out(K):%

r — Oy =Yy Inn(K)
onde
¢l($) : K — K
a — Yyp(a) =I(z)al(z)™".

Além disso, se ly : Q —> G € outro transversal de K, entao
Lbl(x)lnn(K) = @Dll(x)]nn(K)

para todo x € @, isto €, a aplicacdo 0 independe do transversal escolhido.
Ademais, se K ¢ abeliano, o homomorfismo 6 € da forma

0: Q — Aut(K)
r 93621/11(1).

Demonstracao. Seja
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uma extensao G de K por (), onde i é a inclusao, e escolha um transversal
l:Q — G para K = Ker(m), isto é, n(l(z)) = x, para todo z € Q.
Definimos entao a aplicacao

r — Y(x) =Yy

onde
'QZ)Z(:(:): K — K

a — Yyp(a) =I(z)al(z)™!
A aplicacao v; em geral ndao é um homomorfismo, e depende da escolha do
transversal [. Sendo !’ : ) — G outro transversal de K, entao

a(l'(x)l(z) ™) =a(l'(@)7(l(z) =zt =1

Ou seja, I'(x)l(z)™' € Ker(r) = K, de onde existe um k(z) € K = Ker(r)
tal que I'(z) = k(z)l(z), para cada x € (). Consequentemente, sendo iy :
QQ — Aut(K) a aplicagdo induzida por [’; conforme a construgao de 1y,

temos
by (a) = U(@)al'(x) ™" = k(@)l(z)al(z) " k(z) ™ =
= (U(x)al(x)™)" = Wi (a) "
e portanto ¥z € Yy (y) diferem por um automorfismo interno de K. Assim,
Uiy Inn(K) = Yy Inn(K)

o que nos leva a definir a fungao

6: Q — Out(K)
r — 0(x) = Yy Inn(K)

que independe da escolha do transversal. Ademais,
m(l(zy)l(y) (@) ™) =ayy a7t =1
e portanto existe um &’ € K tal que l(xy) = k'l(x)l(y). Logo,
Ui(zy)(a) = Uzy)al(zy) ™" = Kl(2)l(y)al(y) " (=) (k)" =
= K'l(2) (i) (@) l(z) ()~ k?'(%/n(x (Wi () (K) ™! =

= ((Yr) © Yiy) (@)™

de onde Yy gy Inn(K) = (i) 0 Yy ) Inn(K), e portanto 6 é um homomor-
fismo.

Observe que, caso K seja abeliano, temos Inn(K) = 1, e assim Out(K) =
Aut(K)/1 ~ Aut(K), e a aplicacdo 6 toma a forma descrita no enunciado do
Teorema. [
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Observacao 3.4. Vimos na demonstracao do Teorema 3.1 que toda extensao

1 K—~G-—"~Q 1

induz uma unica aplicagao 0 : () — Out(K), que nasce da conjugacao por
elementos de um transversal l(z) qualquer. E natural fazer a pergunta: dado
um homomorfismo 0 : Q — Out(K) qualquer, existe uma extensio de K
por @ cujo homomorfismo induzido seja 07 A resposta € negativa para o
caso geral, e o estudo dessa perqunta leva a construcao de uma funcdo de
nome obstrucao, que esta intimamente ligada ao terceiro grupo de cohomo-
logia. Para um estudo detalhado de obstrugoes, recomendamos [4]. Veremos
nesse trabalho que, para o caso K abeliano, a resposta para tal pergunta é
afirmativa.

Observacao 3.5. Nas condicoes do Teorema 3.1 e supondo K abeliano, um
homomorfismo 6 : Q — Aut(K), conforme o construido, induz uma agdo
de () em K, dada por

r-a=0,(a)=1lx)+a—1l(x), porax e Q ea€ K

ou em nota¢ao multiplicativa (para K )

T

r-a:=a" =I(x)al(x)?, paraz € Q ea € K.

Usaremos notacdao multiplicativa principalmente quando G for um produto
semadireto.

Note ainda que, além das propriedades usuais de acgoes, a acao descrita
satisfaz

z-(a+b) =0 (a+b)=0.(a)+0,(b)=x-a+x-b (3.4.1)

z-(—a)=—(z-a). (3.4.2)

Destacamos que tais propriedades nao valem para toda acdo, sendo uma pro-
priedade especial da a¢ao aqui definida. Caso estejamos usando a nota¢ao
multiplicativa em K, as equagoes acima se escrevem como

(ab)” = 0,(ab) = 0(a)b,(b) = a™b"

(a—l)x — (am)—l‘
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No restante da segcao, K sempre sera um grupo abeliano. A notacao
aditiva serd usada para as operacoes de K e (G, apesar de que GG nao necessa-
riamente é abeliano. Evitaremos usar a notagao de sequéncias exatas curtas
até a discussao sobre equivaléncias de extensoes, seguindo a escolha de [6],
visando simplicidade e acessibilidade ao texto. Para cada extensao G de K
por @, estara fixado 7 : G — () um homomorfismo sobrejetivo e de nicleo

Ker(r) =K.

Definicao 3.6. Uma tripla ordenada
(@ K., 0)

é dita uma data se K é um grupo abeliano, () é um grupoe 6 : ) — Aut(K)
¢ um homomorfismo. Dizemos que um grupo G realiza a data (Q, K, 0) se
G é uma extensao de K por () e existe um homomorfismo 7 : G — @
sobrejetivo de niicleo Ker(m) = K tal que, para cada transversal [ : Q — G
de K, vale

r-a=0,(a)=1(x)+a—I(x), para quaisquer x € Q e a € K.

Usando esses termos, o Teorema 3.1 diz que, quando K é abeliano, toda
extensao G de K por @) determina um homomorfismo 6 : Q — Aut(K), de
forma que G realiza a data (Q, K, 0).

Assim, toda extensao realiza uma data e, portanto, o problema das ex-
tensoes pode ser reformulado da seguinte forma: encontre todas as extensoes
G que realizam a data (Q, K, 0).

3.4.2 Construindo uma extensao

Mostraremos como construir uma tabua de operacao de uma extensao G que
realiza a data (Q, K, 0). Destacamos que, na discussao de extensoes de nticleo
abeliano, usaremos notacao aditiva para K e para GG, e notacao multiplicativa
para (). Assim, denotaremos o elemento neutro de K (que é o mesmo de G7)
por 0 e o elemento neutro de ) por 1.

Seja m : G — ) um homomorfismo sobrejetivo de nicleo K e escolha
um transversal [ : Q — G com [(1) = 0. Dados z,y € @, temos

m(l(zy)) =xy e w(l(z) +1(y)) = (l(x))7(U(y)) = zy

de onde (I(z) + l(y) — l(zy)) € Ker(m) = K. Assim, estd bem definida a
funcao
fiOxQ — K
(z,y) — flz,y)=1z)+1(y) - l(zy)
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ou ainda, f é caracterizada pela relagao

I(x) +U(y) = f(x,y) + l(xy).

Definicao 3.7. Se 7 : G — @) é um homomorfismo sobrejetivo de nicleo K
el: @ — G éum transversal com [(1) = 0, entdo a fun¢ao f : @ x Q — K
tal que

l(z) +1(y) = f(x,y) + (2y)

¢ chamada 2-cociclo (ou factor set).

Observacao 3.6. O termo 2-cociclo vem do estudo de grupos de cohomolo-
gia, pois, como veremos, estamos trabalhando com o sequndo grupo de coho-
mologia. Uma vez que nao trabalharemos com outros grupos de cohomologia,
chamaremos um 2-cociclo simplesmente de cociclo.

Observacao 3.7. Note que um cociclo f depende fortemente do transversal
[ escolhido.

Exemplo 3.6. Considere o caso especial de um produto semidireto G. Como
ja vimos, existe 0 : QQ — Aut(K) tal que G ~ K x4 Q. Podemos entdio
considerar G o conjunto dos elementos (a,z) € K X @), com a opera¢ao

(a,2) (b, y) = (ab”, xy)

Considerando o homomorfismo sobrejetivo

™ G — @
(a,x) — w(a,x)=2x

el: Q) — G o transversal definido por

l(z) = (0,)

entdo | € um homomorfismo, de onde o cociclo f definido por tal transversal
€ identicamente nulo. Assim, podemos pensar no cociclo como uma "medida”
do quanto G se distancia de um produto semidireto, pois ele descreve uma
“obstrucao” que impede | de ser wm homomorfismo.

Teorema 3.2. Sejam m : G — Q) wm homomorfismo sobrejetivo cujo nii-
cleo € K, com K abeliano, | : Q — G um transversal, com (1) = 0, e
f:0Q xQ — K o cociclo correspondente. Entao:

(i) Para todo x,y € Q, vale

f(Ly) = 0= f(x,1)
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(i) f satisfaz
f@y) + fley, 2) = x- [y, 2) + f(z,y2)

para todo x,y,z € Q, onde x - f(y,2) = U(z) + f(y,2) — l(z). Tal equagdo é
chamada de tdentidade dos cociclos.

Demonstragao. (i) A defini¢ao de f nos da
f(Ly) =1(1) +1(y) = l(ly) = 0+ U(y) = I(y) = 0,
flz, 1) =1l(z)+1(1) = l(z1) = l(x) + 0 — I(x) = 0.
(#1) Temos
(U(z) +U(y)) +1(2) = (f(z,9) + U(zy)) + 1(z) =
= [(z,y) + (U(wy) +1(2)) = f(2,y) + fzy, 2) + U(zy=)

Wz) + (Uy) +1(2) = Uz) + (f(y,2) +(y2)) =
= (l(x) + fly, 2) = U(z)) + (I(x) + Uyz)) = x - f(y,2) + fz,y2) + (zyz2).

[gualando as equagoes acima, obtemos a identidade dos cociclos. ]

Mostraremos agora a reciproca do Teorema 3.2, que nos dara uma maneira
de construir extensoes de nucleo abeliano.

Teorema 3.3. Dada a data (Q, K,0), se uma funcio f : Q x Q — K
satisfaz a identidade dos cociclos

f@y) + fley, 2) = x- fy, 2) + f(2,92)

e ainda f(1,y) =0 = f(x,1), para quaisquer x,y,z € Q, entdo f € um coci-
clo. Mais precisamente, existe uma extensao G realizando a data (Q, K, 0),
um homomorfismo m : G — @) sobrejetivo e de niucleo K, e um transversal
[:Q — G tal que f € o cociclo correspondente.

Demonstracao. Seja G o conjunto dos pares ordenados (a,z) € K x @), mu-
nido da operacao

(a,z) + (byy) = (a+x-b+ f(x,y), xy).

A demonstragao de que G' é um grupo é um tanto macgante, e portanto seguira
no fim da demonstracao do teorema. Aceitemos temporariamente que G é
de fato um grupo e que

0g=(0,1) e —(a,2)= (- a—a b flz,27),z7").
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Defina 7 : G — @ por (a,z) — z. Temos que m é um homomorfismo, pois
sendo (a,x), (b,y) € G, temos

m((a,2) + (b,y)) = m(a+x-b+ f(,y),vy) = zy = 7w((a, 2))m((b, y)).

Ainda, 7 é sobrejetivo, e tem nicleo Ker(n) = {(a,1);a € K}.

Afirmagao: K ~ Ker(r)
De fato, a aplicacao

er(m)

v: K — K
a +— ¢(a)=(a,1)

é bijetiva, e ainda, para quaisquer a,b € K,
pla+b)=(a+b1)=(a+1-b+ f(1,1),1)=(a,1) + (b,1) = p(a) + »(b).

Assim, G é uma extensao de K ~ Ker(m) por (). Usaremos, pelo resto dessa
demonstracao, o abuso de nota¢do em que diremos que x = ¢(x), apesar de
x e ¢(x) serem objetos de naturezas diferentes. Tal abuso de notagao pode
ser evitado usando linguagem de equivaléncia de sequéncias exatas, que seréd
introduzida mais adiante. Aqui, optamos pela simplicidade.

Mostremos agora que G realiza (Q, K, ), isto é, que dado um transversal
[ : Q) — G arbitréario, devemos ter

x-a=0,(a)=1(z)+a—I(zr), para quaisquer x € Q) e a € K.

Pela forma como m foi definida, para cada = € @, devemos ter I(z) =
(b, z), para algum b, € K. Assim,

l(z)+a—I(x) = (b, ) + (a,1) — (by,x) =

=y +x-a,2)+ (2" by —at fr,a )2 =
=My +z-a+x-(—x by —a 7t flr,a )+ floaTh), 27t =
(bp+x-a—b,— flz,o )+ flz,21),1) = (bpy +7-a—b,, 1) = (v-a,1).
Como identificamos a como ¢(a), temos z-a = p(z-a) = (z-a, 1), segue
que G realiza a data (Q, K, 0).

Nos resta mostrar que f é um cociclo para algum transversal de G. Defina
o transversal

l: Q — G
r — l(z)=(0,z).
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Temos
f(z,y) =U(z) +1(y) — U(zy) = (0,2) + (0,y) — (0,2y) =

= (0+z-0+ f(z,9),2y) + (—(2y) ™" -0 = (zy) " - f(zy, (zy) ), (zy) ") =
= (f(z,y),2y) + (= (zy) ™" - fzy, (zy)7H), (2y) ™) =
= (f(z,y) + (zy) - (=(zy) ™" - fzy, (2y)™) + flay, (zy) ™' 1) =
= (f(z,y) = flzy, (@y)™") + flay, (2y)™"), 1) = (f(z,9), 1),

de onde f, que pelo abuso de notagao adotado é vista como (f,1), é um
cociclo. Basta entao mostrarmos que G ¢, de fato, um grupo.
Afirmacgao: G é um grupo.
(i) Associatividade:
Sejam (a, ), (b,y), (¢,z) € G. Temos

[(a,2) + (b,y)] + (¢, 2) = (a+x-b+ fz,y), 2y) + (¢, 2) =

(a+z-b+ f(z,y) + (xy) - c+ f(zy, 2), xy2) (3.4.3)

(a,2) +[(b,y) + (¢, 2)] = (a,2) + (b+y - c+ f(y,2),y2) =
=(at+z-(b+y-c+ fly,2) + f(x,yz), zyz) =
(a+zx-b+z-(y-c)+x-fy,2)+ f(z,y2),xyz2). (3.4.4)

Observe que, para demonstrar a Equacao 3.4.4, usamos a Propriedade 3.4.1.
Usando que
z-(y-c)=(zy)-c

(do fato de que - é uma acado), que f satisfaz a identidade dos cociclos e que
K é abeliano, temos que o elemento (3.4.3) é igual ao elemento (3.4.4), o que
mostra a associatividade.
(i1) Ezisténcia de elemento neutro:

Sendo (a,z) € G, temos

(a,z)+(0,1)=(a+x-0+ f(z,1),z) = (a,x)

(07 1) + (CL,%) = (0+ l- a+f(1,x),x) = (aax)>
e portanto (0, 1) é elemento neutro de G.
(111) Eristéncia de simétrico aditivo:
Sendo (a,z) € G, temos

(a,2) + (—z7 a—a7 b flz,a7h), 27 =
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(a+z- (=7 a—a - flr,ah) + flar,z7h), 1) =
=(ataz-(@7" (=)t (a7 (= flz,a7))
(a+1-(=a)+1-(=f(z, 2 ")+ flo, 2~

+ 5
=
vH

=

L
=

Il

(—xta—a - fle, a7, 27N + (a,2) =
(—zta—at - fla,a 4 vat f(h o), ) =
= (=27 fla,a™") + fa @), 1) = (x)

Mas, pela identidade dos cociclos,

(*) = (f(x_la xx_l) - f(x_l‘T?x_l)v 1) = (f(x_lv 1) - f(lv CB_l), 1) = (07 1)
Concluimos entao que G é um grupo. O

Denotaremos a extensao G construida na demonstracao do teorema ante-
rior por G . Note que G realiza (@, K, 0) e tem um cociclo f, que ¢ induzido
pelo transversal

I(z) = (0,2).
Concluimos essa discussao com o seguinte resultado:

Teorema 3.4. Sejam G uma extensio satisfazendo a data (Q,K,0),
™ : G — @ um homomorfismo sobrejetivo de nicleo K, | : Q — G
um transversal de K e f o cociclo de G' correspondente a l. Entao G ~ Gj.

Demonstracao. Considere a aplicagao

p: Gy — G
(a,z) — p(a,z) =a+(z).

Pela Observacao 3.3, todo elemento g € G pode ser escrito de maneira tnica
como g = a+ I(x), coma € K e x € @, o que mostra que ¢ é bijetora.
Ademais, temos

p((a,z) + (by)) =pla+z-b+ f(z,y),2y) =a+z b+ f(z,y) +(zy) =
=a+ {l(x)+b—1(x)+1(x)+1(y) =a+1(x)+ b+ 1(y) = p(a,z) + p(b,y)

o que mostra que ¢ é um isomorfismo, e portanto G ~ Gy. O]

Mostramos nessa subsecao que, a partir de uma extensao, podemos cons-
truir cociclos, e que de posse de um cociclo f, podemos construir uma ex-
tensao Gy que o induz e, finalmente, que toda extensao é isomorfa a uma
construida dessa forma. Assim, a questao de como encontrar todas as exten-
soes de G que realizam a data (@, K, 0) foi respondida: basta construirmos
todas as aplicagoes f : @ X Q — K que satisfazem as propriedades (i) e
(i1) descritas no Teorema 3.2, isto é, construir todos os cociclos.

45



3.4.3 Extensoes de nucleo abeliano e o segundo grupo
de cohomologia

Mostraremos aqui que o conjunto de todos os cociclos com relacao a uma
data (@, K, 0), isto é, todas as aplicagoes f : Q@ x @ — K que satisfazem
as propriedades (i) e (i) do Teorema 3.2, tem a organizagdo de um grupo
abeliano. Isso induz uma organizacao de grupo abeliano no conjunto de to-
das as extensoes que realizam (@, K, ). Comecemos introduzindo a seguinte
uma notagao para o tal conjunto.

Notagdo: Denotaremos por Z2(Q, K,0) o conjunto de todos os cociclos
f:Q xQ — K, onde K é abeliano, com relagao ao homomorfismo
0:Q — Aut(K).

Podemos munir Z?(Q, K, 0) da operagao:

(f+9)(z,y) = f(z,y) + g(z,y), para f,g € Z*(Q, K, 0)

Essa operagao estd bem definida, pois sendo f, g € Z%(Q, K, 0), entao

(f+9)(Ly) =f(Ly) +9(l,y) =0= f(z,1) +g(x,1) = (f + g)(x, 1)

- (f+9)y,2) = (f+9)(xy,2) + (f +9)(2,y2) — (f + 9)(x,y) =

=z f(y.2) +x-g(y. 2) — flzy,2) — g(zy, 2) + f(2,y2)+
+9(z,yz) — f(z,y) — 9(z,y)
= (z- f(y,2) — f(zy, 2) + fz,y2) — f2,9))+
(x-9(y,2) — g(zy, 2) + g(x,y2) — g(z,y)) =0+ 0 =0.

Isso mostra que (f + ¢g) é um cociclo, de onde segue a boa definigdo da
operagao.

Ainda, a funcédo 0(z,y) = 0, para quaisquer x,y € @, é um cociclo, e se f
é um cociclo, entdao —f também é um cociclo, pois tanto as propriedades ()
e (i1), descritas no Teorema 3.2, de —f seguem das de f, apenas tomando
inversos. Concluimos assim que Z2(Q, K, ), munido da soma usual de fun-
¢oes, é um grupo. Podemos ainda observar que Z2(Q, K, ) é abeliano, o que
vem da comutatividade da operacao de K.

Considere agora os grupos Gy e G, que realizam (Q, K, 0) e tém f e g
como cociclos, respectivamente. A operacao de Z%(Q, K,6) nos induz:

Gy + Gy =Gy
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o que mostra que o conjunto das extensoes Gy, onde f é um cociclo com
respeito a uma homomorfismos sobrejetivo 7 : G — @ de nucleo Ker(m) =
K fixada, realizando (@, K, #) tem uma organizagao de grupo abeliano, onde
o elemento neutro é o produto semidireto K x4 Q.

Apesar disso, ainda temos um problema: considere G uma extensao que
realiza (Q, K,0), 7 : G — (@ homomorfismo sobrejetivo e de nicleo K, e
[,I' : ) — G transversais de K, com f e f’ os cociclos induzidos por [ e [’,
respectivamente. Os grupos G e G ¢ sao isomorfos, visto que pelo Teorema
3.4, ambos sao isomorfos a (G, mas nao estamos fazendo distin¢ao entre eles.
Isso mostra que o grupo das extensoes da forma Gy é enorme e impreciso,
visto que a mesma extensao aparece nele varias vezes.

Exemplo 3.7. Considere K = 7Z e Q = Cy = {—1,1}. Como Cy ~
Aut(Z) = {1d, ¢}, onde ¢ € o automorfismo inversdo, sé existem duas pos-
sibilidades para um homomorfismo 0 : Coy — Aut(Z):

Op: Cy — Aut(Z) e 6,:Cy — Aut(Z)

-1+ Id. -1+ .

Construamos entao cociclos para as datas (Cs,Z,0y) e (Cs,Z,0,). Para que
f:Cy x Cy — 7Z seja um cociclo devemos ter necessariamente

0:f<1’1):f(17_1):f(_171)

de onde, tanto para 6y quanto pra 61, nosso problema se resume a escolher
f(=1,—=1). Escrevendo a identidade dos cociclos como

f(a:,y) Zaff(y,z)—i-f(x,yz)—f(a:y,z)

que vale imediatamente para x =1 e para y = 1, para que f seja um cociclo,
s0 precisamos ter que

f(_la _1> = (_1) ) f(_laz) + f<_1? _Z)

para todo z € Cy. Observando que tal igualdade sempre é satisfeita quando
z =1, concluimos que f € um cociclo se, e somente se,

f(_lv _1) = (_1) ’ f(_17 _1)’

Dividamos entao nosso problema nos dois casos:
(i) Para a data (Cy,Z,6,), temos

f=L=1) = (=1 - f(=1,-1) = =f(=1,-1),
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de onde f(—1,—1) = 0. Assim, a unica extensao possivel satisfazendo a data
(Ca,Z,0y) € o produto semidireto Z xq, Co ~ Dy, (veja o Exemplo 2.3).
(i1) Jd para a data (Co,7Z,60y), f € um cociclo se, e somente se, vale

f(=1,=1) = (=) - f(=1,-1) = f(-1,-1)

o que € satisfeito sempre. Assim, seja qual for o wvalor escolhido para
f(=1,=1), obteremos um cociclo. Observe que qualquer extensao satisfa-
zendo essa data € um grupo abeliano. Obtemos assim mais dois casos:

(11a) Quando f(—1,—1) for impar, devemos ter Gy isomorfo a Z. Com
efeito, definindo aplicagdo v : Z — Gy tal que:

o(n) = n (—f(—1,2—1) + 17 _1> _

(k,1) , sen =2k.

- —f(-1,-1)+1
( I ’2 )+ —i—k:,—l) ,sen=2k+ 1.

Temos que ¥ é um homomorfismo, pois foi obtida conforme o Exemplo 1.24,
tomando Fe1 1) 11
— -1, — +
o) = (LI ),

Mostremos que 1 € bijetiva. Quanto a injetividade, seja n € Ker(1)), isto €,
¥(n) = (0,1). Pela defini¢ao da 1, temos n par, de onde k = 0, e portanto
a aplicagdo € injetiva. Para o sobrejetividade, sendo (x,y) € Gy, sey =1,
entao (z,y) = ¥ (2x). Caso y = —1, temos (x,y) = Y2z + f(—1,-1)), o
que mostra a sobrejetividade. Assim, 1 € um isomorfismo, e concluimos que
Gy € isomorfo a Z.

(iib) Caso f(—1,—1) seja par, temos Gy ~ Z x Cy. De fato, note que
Ky :={(a,1),a € Z} := K| ~ Z, pois a aplica¢ao

(o 7 — Kl
a — pla)=(a,1)

€ um isomorfismo. Ademais, temos

= () e
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- (5 T e o) = 00 = o,

Ainda, temos Ky, H Q Gy, pois Gy € abeliano, e K1 N H = {0¢,}. Como

o= (o LB 1) (RS0 Y,

seque que (a,z) € Ky + H, quaisquer que sejam a € Z e x € Cy. Assim, pelo
Exemplo 1.25, temos Gy ~ K x H ~ 7 x Cs.

Concluimos entao a classificacdo de todas as extensioes de Z por Cy, isto
é, so existem trés extensoes de 7, por Cy: uma realizando (Co,Z,601), a saber,
o produto semidireto D, e duas realizando (Co,7Z,0), sendo elas o produto
(semi)direto Z x Cy e Z, que na@o é um produto semidireto.

O exemplo anterior nos passa a impressao de que as extensoes satisfazendo
(@, K,0) se organizam em classes de equivaléncia. Mostraremos que isso é,
de fato, verdade.

Lema 3.5. Sejam G uma extensao que realiza (Q, K, 0), | e l' transversais
com (1) = 0 = I'(1), induzindo cociclos f e f', respectivamente. Entao,
existe uma fungao h : QQ — K, com h(1) =0, tal que

f(z,y) — fz,y) =2 h(y) — h(xy) + h(x), para quaisquer x,y € Q.

Demonstracao. Para cada x € @, como I(z) e I'(x) s@o representantes da
mesma classe lateral de K em G, existe um elemento h(z) € K tal que

I'(z) = h(x) + ().

Note que, como I'(1) = (1) = 0, entao h(1) = 0. A equagao enunciada vem
de
U(x) +1(y) = [h(x) + 1(z)] + [Ay) + 1(y)] =

= h(z) +x - hy) + U(z) +(y) = h(z) + z - h(y) + f(z,y) + l(zy) =
= h(z) +z - h(y) + f(z,y) — h(zy) + (zy)
Como I'(x) +1U'(y) = f'(z,y) + U'(zy), temos que
f(@,y) = flz,y) =z - hy) — h(zy) + h(z)
o que mostra o lema. O

Definicao 3.8. Dada a data (Q,K,f), um cobordo é uma fungao
g:Q x Q — K para a qual existe h : ) — K, com h(1) =0e

g(x,y) =x - h(y) — h(zy) + h(x), para quaisquer z,y € Q.
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O conjunto de todos os cobordos é denotado por B?(Q, K, 0).
Observagao 3.8. O conjunto B*(Q, K,0) é fechado a soma e a inversao,
pois se gi,9> € B*(Q, K, 0), entdo existem hy,hy : Q — K, com hi(1) =
ha(1) =0, tais que
g(@,y) =x-hi(y) —h(zy) +ha(z) e g2z, y) = x-ha(y) — ha(ay) + ho()

de onde (hy + h)(1) =0 e (—hy)(1) =0, e ainda

(91 + g2)(z,y) = 2+ (h1 + h2)(y) — (b1 + ho)(zy) + (h1 + ho)(2)

(—g1)(@,y) =z (=h1)(y) — (=h1)(zy) + M ().
Basta wverificarmos que cada cobordo € wm cociclo para concluir que

B*(Q,K.,0) < Z?(Q, K, 0). Temos

9(Ly) =1-h(y) = hy) + h(1) = 0 =z - h(1) = h(z) + h(z) = g(z,1)

x-g(y,z) — g(wy, 2) + g(x,y2) — g(x,y) =
=x-(y-h(z) = h(yz) + h(y)) — (zy - h(2) — h(zyz) + h(zy))+
+( - h(yz) — h(zyz) + h(z)) — (z - h(y) — h(zy) + h(x)) =0

isto é, g(1,y) = 0 = g(z,1), para quaisquer z,y € Q e g satisfaz a identi-
dade dos cociclos. Mostramos entao que todo cobordo é um cociclo, e assim
B*(Q,K,0) < Z*(Q,K,0). Ademais, como Z*(Q,K,0) ¢é abeliano, temos
B2(Q, K,0) < 2%(Q, K, ).

Definigao 3.9. Duas extensoes G e G’ realizando uma data (Q, K, 0) sao
ditas equivalentes se existem cociclos f de G e f’ de G’ tais que

f'— feB*Q,K,0).

Observagao 3.9. Nas condi¢oes da definicao 3.9, a relacio G = G <—
G € equivalente a G' define uma relagao de equivaléncia no conjunto das ex-
tensoes que realizam a data (Q, K, 0), no contexto da defini¢ao 0.2.17, apre-
sentada na bibliografia [1], pdagina 13.

Definigao 3.10. Dada a data (Q, K, ), o grupo

B Z*(Q, K, 0)
H*(Q,K.0) = B0, K.0)

¢ chamado segundo grupo de cohomologia.
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Em termos da Definicao 3.10, podemos dizer que dois cociclos f e f’ sao
equivalentes quando determinam o mesmo elemento de H?*(Q, K, ), isto é,
f+B*Q,K,0) = f + B*Q, K,0).

O Exemplo 3.7 nos desperta, a luz das novas defini¢oes, o seguinte questi-
onamento: o nimero de extensoes, a menos de isomorfismo que, que realizam
(Q.K.6) & |H(Q, K.6)]?

A resposta é negativa, como mostra o proximo exemplo.

Exemplo 3.8. Seja p um nimero primo. Uma extensao de Z, por Z, deve
ter ordem p*. Pelo Teorema 4.3.7, pdgina 226 de [1], um grupo de ordem p* é
necessariamente abeliano. Ademais, pelo Teorema Fundamental dos Grupos
Abelianos Finitamente Gerados (que em [1] é o Teorema 2.4.12 da pdgina
133), s6 existem dois grupos abelianos de ordem p*, a menos de isomorfismo,
sendo eles Zy2 e Ly X L. Assim, como todo grupo de ordem p* é abeliano,
56 ewistem dois grupos de ordem p*, e portanto sé existem duas extensoes de
Ly, por Ly
Note agora que, como Aut(Z,) ~ Z,_1, so existe um homomorfismo

0: Z, — Aut(Z,)

isto €, 6 é o homomorfismo nulo. Com efeito, pelo Teorema Fundamen-

Z
tal dos Homomorfismos (Teorema 1.4), temos Kerp(H)

Z,| = |Ker(0)||[Im(0)|, e dat |Im(0)| divide |Z,| = p. Mas, pelo Teorema de
Lagrange (Teorema 1.1), temos também que |[Im(0)| divide |Aut(Z,)| = p—1,
o que mostra que |Im(0)| divide mde(p,p — 1) =1 e, portanto, |[Im(0)| = 1.
Assim, todas as extensoes de Z, por Z, realizam (Z,, Z,,0).

Agora, sendo f € Z*(Z,,Z,,0), temos

pf(z,y) =0, para quaisquer x,y € Z,,

~ Im(0), e assim,

pois f(z,y) € Z,. Assim,

pf =0, para todo f € H*(Zp,Zp,0),
de onde H*(Z,, Z,,0) € trivial ou p divide |H*(Z,, Z,,0)|, pois pelo Coroldrio
1.2 (observe que Z*(Z,, Zy, 0) € um grupo finito) e Proposi¢ao 1.1, temos que
o(f) divide |H*(Zy,Z,,0)|. Em ambos os casos, tomando p # 2, obtemos

|\H*(Zy, Z, 0)| # 2, que portanto difere do nimero de extensées, a menos de
isomorfismo, que realizam (Zy,Z,, ).

3.4.4 Equivaléncia de Extensoes

Nessa subsecao, trabalharemos com o conceito de diagramas comutativos
para caracterizar equivaléncia de extensoes de nicleo abeliano (Definigao

3.9).
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Definicao 3.11. Um diagrama de grupos e homomorfismos comuta (ou é
comutativo) se, para cada par de grupos G e H no diagrama, todas as
composicoes de homomorfismos de G' a H sao iguais.

Exemplo 3.9. O diagrama

A
; h
B—~2 C
comuta se, e somente se, tem-se
h=gof

Teorema 3.6. Duas extensoes

0 K—~G-—"-Q 1

0 K@ -=-Q 1

realizando a data (Q, K,0) sdo equivalentes se, e somente se, existe um ho-
momorfismo ¢ : G — G’ fazendo o sequinte diagrama comutar:

/\

0—— —1

\/

Observacao 3.10. No teorema acima, suporemos por simplicidade de nota-
cdo que i e 1 sao, respectivamente, as inclusoes de K em G e em G'.

(3.4.5)

Demonstracao. Primeiramente, suponhamos que G e G’ sdo equivalentes.
Existem portanto cociclos f, f' : @ x Q@ — K induzidos respectivamente
por transversais [ e I', com [(1) = I'(1) = 0, e uma funcéo h :  — K, com
h(1) =0, tal que

f(@,y) = f'(x,y) = x-h(y) — h(zy) +h(z), para quaisquer =,y € Q. (*)
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Cada elemento de G tem uma unica expressao da forma g = a + [(z), onde
a € K ex €@ (pela Observacao 3.3). Note que a adicao em G é dada por

[a+1(x)] + [0+ 1(y)] = a+ (I(x) +b—U(x) + (I(z) +(y) =

=a+xz-b+ f(z,y) + l(xy)

onde a,b € K e x,y € (). Uma descrigao analoga pode ser feita para a adicao
de G'. Defina entao a aplicacao

©: G — G
a+l(x) — @la+I(z))=a+h(x)+1U(z).

Note que, como [(1) =I'(1) = h(1) = 0, temos
o(a) =pla+1(1)) =a+ h(1)+1'(1) = a, para todo a € K (3.4.6)

de onde ¢ fixa todo elemento de K. Ainda, para todo g = a + l(x) € G,
tem-se

r=1lz=1n(l(z)) = m(a)r(l(x)) = w(a + (x)) (3.4.7)

' (pla+1(x))) =r"(a+ h(z) +U'(x)) =7 (I'(z)) = . (3.4.8)

As observagoes (3.4.6), (3.4.7) e (3.4.8) mostram que o diagrama comuta,
pois:
- De (3.4.7), concluimos que

i'(a) = a=p(a) = (poi)(a)

e portanto i = ¢ o i;
- De (3.4.7) e (3.4.8), temos

m(g) = m(a+ () = v = 7' (pla+ () = (7 o ¢)(g)

eassim T =7"0 .
Basta agora mostrar que ¢ ¢ um homomorfismo. Temos

plla+ 1)+ b+1y)) = ellat+z-b+ flz,y)] +l(xy)) =

=a+x-b+ f(z,y) + h(zy) + ' (zy)

enquanto
ola+1(x)) +ob+1(y) =a+h(x)+1'(x)+b+h(y) +1'(y) =

=a+h(@)+x-b+a-hly)+ f(z,y)+(zy) =
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=a+h(z)+xz-b+x-h(y)+ flz,y) —z-h(y) + h(zy) — h(x) + ' (zy) =
=a+x-b+ f(z,y) + h(zy) + ' (zy)

e portanto ¢ é um homomorfismo.
Reciprocamente, suponhamos que existe um homomorfismo ¢ que faz o
diagrama (3.4.5) comutar. A comutatividade do diagrama nos d4

¢(a) = a, para todo a € K (3.4.9)

r=m(l(x)) =7"(p((z))), para todo z € Q. (3.4.10)

Pela equacao (3.4.10), sendo [ um transversal para m, temos que @ ol é um
transversal para n’. Ademais, sendo f o cociclo determinado por [, como

W(z) +1(y) = f(x,y) +(zy)

temos
(pol)(@) + (pol)(y) = (¢o f)(z,y) + (pol)(zy)

de onde po f é o cociclo de G' determinado pelo transversal p ol. Mas, como
f(z,y) € K, temos, pela equagao (3.4.9),

f(x,y) = (@o f)(x,y), para quaisquer z,y € Q

e portanto
f=(pof)=0€ B*QK,0).

Concluimos entao que G e G’ sdo equivalentes, o conclui a demonstracao do
teorema. O

Mostraremos, usando o resultado anterior, que duas extensoes equivalen-
tes sao, necessariamente, isomorfas.

Proposicao 3.2. Um homomorfismo ¢ fazendo comutar o diagrama

/\
\/

€ necessariamente um isomorfismo.
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Demonstragao. Seja g € Ker(yp). Temos

m(g) = 7' (v(g)) = 7'(0) = 1

e portanto g pertence a ker(m) = K. Conforme argumentado em (3.4.9),
durante a demonstracao do Teorema 3.6, uma fungao ¢ nessas condicoes
deve fixar todo ponto de K. Logo,

g=¢(g9)=0

e assim Ker(p) =0, de onde ¢ é uma funcao injetiva.
Para argumentar a sobrejetividade, tomemos ¢’ € G’. Pela sobrejetivi-
dade de 7, existe g € G tal que

(g) = m'(g").
Mas, pela comutatividade do diagrama, temos 7(g) = 7'(¢(g)), e assim

m(p(g)) =7'(¢’), o que nos da (¢’ — p(g)) € ker(n’) = K. Como ¢ fixa todo

elemento de K, temos (9" — ¢(g)) = ¢ — ¢(g), e daf p(g' — ©(g) +9) = ¢'.
Concluimos entao que ¢ ¢é sobrejetiva e, portanto, é um isomorfismo. O

Observacao 3.11. Em momento algum da demonstracao da proposicao an-
terior foi usado o fato de que K ¢é abeliano.

Corolario 3.7. Duas extensoes equivalentes sao isomorfas.

Coroldrio 3.8. Se G € uma extensao realizando a data (Q, K, 0) e G possui
um cociclo f tal que f € B*(Q, K,0), entio G é um produto semidireto.

Demonstracao. Nessas condigoes, f—0 ¢ um cobordo, e como 0 : QxQ) — K
é um cociclo do produto semidireto K x4 (@), entao G é equivalente ao produto
semidireto K x4 (). Pelo corolario anterior, G é isomorfo a K Xy Q. ]

3.4.5 O Teorema de Schreier

O teorema a seguir resume os resultados sobre extensoes de niucleo abeliano.

Teorema 3.9. (Teorema de Schreier) Eriste uma bijecio de H*(Q, K, 0)
no conjunto E de todas as classes de equivaléncia de extensoes (conforme a
Defini¢ao 3.9) realizando a data (Q, K,0) que leva o elemento neutro na
classe dos produtos semidiretos.

Demonstracao. Denote a classe de equivaléncia de uma extensao G realizando
a data (@, K, 0) por [G], e defina a aplicacao

©: H*(Q, K,0) — F
[+B(Q,K,0) — o(f+B*Q,K,0)) = [Gy]
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onde Gy é a extensao construida no Teorema 3.3.

Primeiramente, ¢ é bem definida, pois se f e ¢ sao cociclos com
f+ B*Q,K,0) =g+ B*Q,K,0), entao (f — g) € B*(Q, K, ) e, portanto,
Gy e G4 sao equivalentes.

Ainda, ¢ é injetiva, pois se o(f + B%Q, K,0)) = o(g + B*Q, K,0)),
isto é, [Gy] = [G,], entdo (f — g) € B*(Q, K,0), e assim f + B*(Q, K,0) =
g+ B*(Q,K.,0).

Finalmente, se [G] € E, basta tomar um cociclo f de G para termos [G] =
[Gy] = o(f + B*(Q, K, 0)). Assim, ¢ é sobrejetiva, e portanto uma bijegao.
E imediato que ¢(0 + B2(Q, K, 6)) é a classe dos produtos semidiretos.  [J

Observacao 3.12. F possivel usar a aplica¢ao ¢ construida na demonstra-
cao anterior para induzir uma estrutura de grupo em E, fazendo de ¢ um
isomorfismo.

3.5 Produto fibrado e extensoes com nucleo
de centro trivial

Nessa secao, caracterizaremos as extensoes G de K por () cujo nicleo K tem

centro trivial. Para tal caracterizacao, usaremos a construcao do produto
fibrado.

3.5.1 Produto fibrado

Definicao 3.12. Sejam H, K, L trés grupose f: H — L, g: K — L
dois homomorfismos de grupos. Definimos o produto fibrado de H por K
como sendo o subgrupo H x; K do produto direto H x K tal que

H xp K = {(h,k) € Hx K; f(h) = g(k)}.

Na discussao que segue, H,K,L sao trés grupos e f : H — L,
g : K — L dois homomorfismos de grupos.

Primeiramente, mostraremos que H xj K é de fato um subgrupo do
produto direto H x K. Uma vez que f e g sao homomorfismos, temos
(eg,ex) € H xp K. Ainda, sendo (hy, k1), (he, ko) € H xp K, temos
f(h1) = g(k1) e f(h2) = g(ka), e dai f(h1)f(h2)™" = g(k1)g(k2)~", ou seja,
f(hlhz_l) = g(klk?Q_l), de onde (h1h2_1, k’lk’z_l) = (hl, kl)(hg, ]{?2)71 eH X K,
e assim H xp K é, de fato, um subgrupo de H x K.

Proposicao 3.3. As projecoes py - H x;, K — H epg : H x;, K — K,
ou seja, py(h, k) = h e px(h,k) =k, para qualquer (h,k) € H xp K, fazem

56



comutar o diagrama:

H x; K —22 H
PK f
K g L

Demonstracao. Basta observar que, para todo (h, k) € H X K,

9(p(h, k) = g(k) = f(h) = f(pu(h, k).
O

Proposicao 3.4. O produto fibrado H X K € o unico grupo satisfazendo a
sequinte propriedade universal: se G € um grupo e v : G — H,
¢ : G — K sao homomorfismos tais que f o1 = g o ¢, entdo existe
um unico homomorfismo 6 : G — H X K tal que pgof =1 e pg ol = ¢,
isto €, faz comutar o diagrama:

L

Demonstracao. Demonstracao de que o produto fibrado satisfaz a
propriedade universal: dados G um grupoe ¢y : G — H, p : G — K
homomorfismos tais que f o1 = go ¢, definamos 6 : G — H x; K como
O(x) = (Y(z), p(x)). Tal aplicagao esta bem definida pelo fato de (fov))(z) =
(g o p)(x). Observe que pg o0 =1 e px o = ¢. Caso

v: G — Hxp K
z > (@) = (n(2), ()

seja um homomorfismo tal que py oy =1 e px oy = ¢, temos
(x) = (pr o)(x) = pu(y(x)) = pa(11(2), 72(2)) = n(2),
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p(x) = (px 07)(x) = P (V(2)) = Pr (N1(2),72(7)) = 72(2)
de onde v(z) = (¥(x), p(x)) = O(x), mostrando a unicidade de 6.
Demonstracao da unicidade do grupo e dos homomorfismos que
satisfazem a propriedade universal: Suponha F um grupo e
Py F — H, py + FF — K homomorfismos tais que f o p}y = g o ply,
isto é, tais que o seguinte digrama é comutativo

F H
P f
K g L

Suponha ainda que F,p);,p) satisfazem a seguinte propriedade universal:
dados G um grupo e ¢ : G — H, ¢ : G — K homomorfismos tais que
fow = gop, entao existe um unico homomorfismo 6 : G — F' tal que
Py ol =1 ephol =y, isto é que faz comutar o diagrama:

Como H xj K, py e pg satisfazem as hipdteses da propriedade universal,
existe um unico homomorfismo 6; : H x; K — F' tal que

pgobh=pn e pygob=pg

Ainda, como H x; K satisfaz a propriedade universal, existe um tnico ho-
momorfismo 6y : FF — H x K tal que

proby=py e proby=ph.
Compondo as relagbes convenientemente, obtemos:

leo(eloQQ):p;{ € p}<0(91092):p}< (1)
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pHO(92051)=pH € PKO(92091)IPK (U)

Mas como as fungoes Idp e Idpy, xk também satisfazem (I) e (1), respecti-
vamente, pela unicidade de # descrita na propriedade universal, temos

01092:Idp € 92091:]dHXLK

deonde F' ~ H x; K. ]

3.5.2 Extensoes com nucleo de centro trivial
Dada a sequéncia exata

/

1 K—~G-—"-Q 1

onde ¢ é a aplicagdo inclusao, e cujo homomorfismo associado ¢é
0 : Q — Out(K), onde 0(x) = 1y Inn(K), conforme o Teorema 3.1, com
[ : Q — G uma funcao transversal arbitraria de 7', temos que é comutativo
o diagrama

G Y Aut(K)
Q ¢ Out(K)
onde ¥(9) = ¢, € Aut(K) é tal que ¢,(a) = gagt, e

7w Aut(K) — Out(K) é a projecao canonica m(¢) = ¢Inn(K). Com
efeito,
0(7'(9)) = Vi (g Inn(K)

m(1h(g)) = glnn(K)

Mas uma vez que 7(I(w(g))g ™) = /(I((9)))7(g™") = ='(g)7'(9™1), temos
U(m'(9))g~" € Ker(n') = K, e assim, ¢y,Inn(K) = Yy gnInn(K), o que
mostra que o diagrama comuta. Considerando agora o produto fibrado

F=Q Xou(r) Aut(K) = {(z,¢) € Q X Aut(K);0(z) = n(p)}
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conforme visto na subsecdo anterior, existe um t1nico homomorfismo
a : G — F fazendo comutar o diagrama:

Q * s Out(K)

onde pi(x, ) = x e pa(x, ) = ¢, para todo (x,p) € F. O homomorfismo «
¢ definido como

alg) = (7'(9), ¥(9)) = ('(g), ¥y)- (3.5.1)
Note ainda que
Ker(p)) ={(z,p) € Fix =eq} =
= {(eq. ) € Q x Aut(K); pInn(K) = (eq) = Inn(K)} =
= {(eg, ) € Q x Aut(K);p € Inn(K)} = eq x Inn(K). (3.5.2)
Podemos entao construir o diagrama:

«
K

K eq X Inn(K)

G a F r Aut(K)
i p1 T

Q 1 Q - Out(K)

Tal diagrama é comutativo. Com efeito, do diagrama anterior:

mTopy=0op, e poa=rm. (3.5.3)
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Basta agora observar que awo i e a‘K sao duas maneiras diferentes de se

escrever o mesmo objeto.

Suponhamos agora que Z(K) = 1. Nesse caso, o homomorfismo
K
Y K — Aut(K) tal que ¥(a) = 1, mostra que K ~ 7S] ~ Inn(K).

Assim, eg x Inn(K) ~ K, e portanto podemos escrever o diagrama anterior
€como

K—1 .k
7 “ K
G 2 F P2 Aut(K)
i p1 ™
Q—*—0Q "— Out(K)

Com tais consideracoes, demonstraremos:

Teorema 3.10. Considere a sequéncia exata

1 K—~G-—"Q 1

com o homomorfismo associado 6 : @QQ — Out(K), e suponha Z(K) = 1.
Entao, G € isomorfo a F' = Q Xow(r) Aut(K).

Demonstra¢ao. Conforme a discussao anterior, [ : ) — G é um transversal
de 7', m : Aut(K) — Out(K) é a projegao canénica e o« : G — F é a
fungao definida em (3.5.1). Mostremos primeiramente que a sequéncia

OL’K

1 K F2.Q 1
¢ exata. Temos:
a€ Ker(a)NK = (7'(a),v,) = alk) = (eq, [d) =
= ld=vY, = ac Z(K)=1
de onde o X ¢ injetiva. Ainda, conforme discutido em (3.5.2), temos

Ker(p1) = ex x Inn(K), e por sua vez

Imfa,) = {(x'(@). 1) € Fia € K} =
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={(ex,vq) € Fya € K} =ex x Inn(K)
o que mostra que Ker(p;) = Im(alK). Ademais, sendo = € @, temos que
x =7'(g), para algum g € G. Uma vez que

0(7'(9)) = Vi (9 Inn(K) = 7 (i (g)))

isto é, 7'(g) e Vi (g)) tém a mesma imagem por ¢ e 7, respectivamente, temos
que (7'(9), Vi (g))) € F. Concluimos que

r=1'(9) = p1(7'(9), Vi (g)) € Im(p1)

e portanto p; é sobrejetiva, mostrando que a sequéncia descrita é exata.

Obtemos entao o diagrama
§
e \
— =K Ia
que, por virtude das equacoes (3.5.3), é comutativo. Conforme visto na

Proposicao 3.2, um homomorfismo fazendo tal diagrama comutar é necessa-
riamente um isomorfismo, o que conclui a discussao. O

1 —1

Observacao 3.13. Define-se equivaléncia entre extensoes de niucleo qualquer
da sequinte forma: duas extensoes

1 K—~G-Z2-Q 1

1 K@ -—=-Q 1

sao ditas equivalentes se existe um homomorfismo ¢ fazendo o sequinte dia-

grama comutar:

11— —1.

\/

Tal defini¢dao faz sentido com a deﬁmgao de equivaléncia de extensoes de nu-
cleo abeliano. Com essa linguagem, o teorema anterior diz que toda extensao
de nicleo com centro trivial e homomorfismo associado 6 : Q) — Out(K) €
equivalente a F = Q X ouw(r) Aut(K)
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3.6 Produto Entrelacado e o Teorema de
Kaloujnine-Krasner

Na discussao que segue, D e () sao grupos, €2 é um conjunto e

p: QxQ — O
(gw) — qw

¢ uma acao de ) em (). Definimos o grupo K como sendo o conjunto K =
{0 : Q@ — D} de todas as fungoes de 2 em D munido da operacao de D,
ponto a ponto, isto é, para o, 7 € K, temos

oT(w) = o(w)7(w), para todo w € . (3.6.1)

Proposicao 3.5. A acao de Q em ) define um homomorfismo

0: Q@ — Aut(K)
qg — 0(q) =96,

onde
0,(T)(w)=7(¢" w), paraqge QT € K ew € Q. (3.6.2)

Demonstragao. Mostremos primeiramente que ¢ estd bem definida, isto é, 0,
¢ um automorfismo de K. Para tal, sejam 0,7 € K. Temos

Og(07)(w) = (07)(¢™" - w) =0(q™" - w)T(¢™" w) =

= 04(0)(w)0(7)(w) = (64(0)0(7))(w)
para todo w € Q. Assim, temos 0,(c7) = 0,(c),0,(7), de onde 6, é um
homomorfismo. Quanto a injetividade, sendo o, 7 € K tais que 0,(c) = 0,(7),
segue que 0,(0)(q-w) = 0,(7)(q-w), e assim (¢~ (¢-w)) =7(¢ ' (¢-w)),
de onde ((¢7'q)-w)) = 7((¢"1q)-w), e portanto o(1-w) = 7(1-w), para todo
w € Q, o que mostra que o = 7. Assim, 0, ¢ injetiva. Sendo entao o € K,
observe que §,-1(0) € K e

para qualquer w € €2, o que mostra a sobrejetividade de ¢, e portanto a boa
definicao da funcao 6.

Mostremos agora que 6 é um homomorfismo. Para isso, sendo ¢, ¢s € Q,
temos

Opae(0) (W) =0((12) - w) =0((gx' g1 ") - w) = 0(gy " (7" - w))) =
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=04, (0) (a1 - w) = (0, ©0,,)(0) (w)
para quaisquer 0 € K e w € (2, e portanto 0,,,, = 0, ©0,4,. Assim, 0 é um
homomorfismo.

O
Nas condi¢bes da Proposigao 3.5, denotamos 6,(7) := 79.

Definicao 3.13. Sejam D e ) grupos, {2 um conjunto finito, p : @ xQ —
uma acao de Q em Q e K = {0 : @ — D} munido da operagao de D,
ponto a ponto, conforme definido na Equagao (3.6.1). Definimos o produto
entrelagado de D por @), denotado por D g (), como sendo o produto
semidireto de K por () realizando o homomorfismo

0: Q@ — Aut(K)
q = 9((]):‘9q7

conforme definido na Equacao (3.6.2). A operacao de D o @ é, entdao, da
forma

(0.9)(m.¢") = (07%, q).
No caso em que 2 = ) e Q age em 2 = () pela multiplicacao a esquerda,
dizemos que D@ é o produto entrelagado regular, denotado por D, Q.

Observacao 3.14. Supondo |Q)] = n, o grupo K pode ser visto como o
conjunto das n-uplas (dy)weq, de entradas em D e operagdo coordenada a
coordenada. Nesse caso, o homomorfismo 0 € visto como

q - (dw)wea = 0,((dw)wea) = (dq‘l-w>w€§2

O exemplo a sequir seque essa notagdo, que muitas vezes pode ser mais sim-
ples de se trabalhar.

Exemplo 3.10. Temos G = Zy, Zo ~ Dg. Usando a notacdo descrita na
observacao acima, podemos ver K como Zo X 7o, € assim

G:ZQZTZQZ(ZQXZQ) N@ZQ

onde @ : Ly — Aut(Zg X Zs) € 0 homomorfismo tal que ¢(1) = f, onde f €
dado por f(z,y) = (y,z). Sendo a = ((1,0),1) e b = ((0,0),1), temos que as
ordens de a e b sao o(a) = 4 e o(b) = 2. Além disso, (a) I G, uma vez que tal
subgrupo que tem indice 2 (ver Exemplo 1.17), e (a)N(b) = ((0,0),0), e pelas
ordens dos subgrupos (ver Exemplo 1.12), temos {(a)(b) = G. Concluimos
entao que G = (a) x (b). Ainda,
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((0,1),0)((1,0),1) = ((0,1),T) =a”*
de onde (a) x (b) realiza 6 : (b) — Aut(a) tal que 0y(a) = a~t. Portanto,
pelo Exemplo 2.5, G € o grupo diedral de |{a)||(b)| = 8 elementos.

Teorema 3.11. (Kaloujnine-Krasner, 1951) Se D e Q) sao grupos e
Q ¢ finito, entdo o produto entrelacado reqular D . () contém uma copia
1somorfica de cada extensao de D por Q).

Demonstracao. Considerando a extensao

1 D—-G-—"-Q 1

e tome [ : ) — G um transversal de w. Para cada a € G, defina
04 - Q@ — D da seguinte forma

oo(z) = l(z) tal(n(a™)z), para z € Q
A boa definicao de tal aplicacao resulta do fato de que
(0a(2)) = 7(l(x) r(@)r(l(n(a™")z)) = 2~ w(a)m(a) 'z =1
isto é, o,(z) € Ker(m) = D, para todo x € Q). Sendo a,b € G, temos
ou(@)o] (@) = oa(w)or(m(a)z) =

= l(z)al(m(a”)2)l(nw(a™)z) bl(x (b )m(a )z) =
= I(z)"abl(n((ab)")z) = 0w ().
(

Defina entao ¢ : G — D, Q) por ¢
¢ € um homomorfismo, pois

p(a)p(b) = (00, m(a)) (04, (b)) = (0405, 7(a) (b)) = (Tap, 7(ab)).

Ademais, ¢ ¢é injetiva, pois se a € Ker(y), entdo 7(a) =1 e o,(x) = 1, para
todo x € Q). Logo,

1= o.(x) = l(x) al(r(a™ ) = I(x)  al(z)

e dai, a = 1, o que mostra o resultado. O

a) = (04, m(a)), para a € G. Temos que
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