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RESUMO

Nosso trabalho tem o objetivo de apresentar as féormulas integrais de
Minkowski, as quais envolvem o conceito de curvatura média e Gaussiana
em superficies regulares. Como aplicacao dessas formulas, nés provaremos
o conhecido teorema de Liebmann, o qual garante que a tunica superficie
regular compacta com curvatura Gaussiana constante do espaco Euclidiano
¢é a esfera.



ABSTRACT

Our work has the goal of presenting the Minkowski integral formulas,
which envolve the concepts of mean and Gaussian curvatures on regular sur-
faces. As application of these formulas, we prove the so-called Liebmann’s
theorem, which garantees that the only compact regular surfaces of the Eu-
clidian space having constant Gaussian curvature are the totally umbilical
round spheres.
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Capitulo 1

Introducao

Uma temética classica da Geometria Diferencial é a caracterizacao de su-
perficies regulares com curvatura Gaussiana constante imersas em um espaco
Riemanniano. Nesse ramo, ha o famoso teorema de Liebmann, resultado que
estabelece que toda superficie compacta conexa no espago euclidiano com
curvatura constante ¢ necessariamente uma esfera totalmente umbilica. Di-
ante disso, esse trabalho tem como objetivo apresentar as formulas integrais
de Minkowski, as quais envolvem o conceito de curvatura média e gaussiana
em superficies regulares. A partir dai, aplicaremos essas férmulas e apresen-
taremos uma elegante demonstracao do teorema de Liebmann.

Seguiremos a mesma abordagem do livro Andlisis Geométrico y Geo-
metria Global de Superficies: Una Intoduccion Elemental de Luis J. Alias,
principal referéncia do nosso trabalho. Iremos dispor da seguinte organizagao
no decorrer desse trabalho: no Capitulo 2, estabeleceremos as nogoes de su-
perficie regular, derivada de fungoes sobre superficies e derivada de campo
de vetores tangentes sobre superficies, informagoes preliminares para o nosso
estudo. No Capitulo 3, discutiremos fatos sobre superficies convexas e enun-
ciaremos o teorema de Hadamard, resultado que garante que um ovaloide é
estritamente globalmente convexa em todos os seus pontos. Por fim, obte-
remos as formulas integrais de Minkowski e demonstraremos o Teorema de
Liebmann.



Capitulo 2

Preliminares

2.1 Superficies Regulares

Nessa se¢ao, introduziremos alguns conceitos que se farao presentes no de-
correr do nosso trabalho. As defini¢oes apresentados aqui foram retiradas de
[1] e [2].

Primeiramente, definiremos superficie regular, de modo que possamos
utilizar nocoes usuais do cédlculo diferencial e que possamos falar sobre plano
tangente em cada ponto da superficie, como segue.

Definigao 2.1. Um subconjunto ¥ C R® é uma superficie reqular se, para
cada p € S, existe uma vizinhanca V de p em R® e uma aplicacio X : U —
VNS de um aberto U de R? sobre VNS C R? tal que

1. X € diferencidvel. Isto significa que se escrevemos
X = (z(u,v),y(u,v), z(u,v)), (u,v) € U,

as fungoes x(u,v),y(u,v), z(u,v) tem derivadas parciais continuas de todas
as ordens em U.

2. X é um homeomorfismo. Como X € continua pela condig¢ao 1, isto
significa que X tem inversa X' : VNS — U que € continua.

3. Para todo q € S, a diferencial dX, : R?* — R? € injetiva.

Sendo ¥ uma superficie regular como definida acima, o conjunto dos
vetores tangentes a superficie em p € ¥ é chamado plano tangente a superficie
em p e denotado por 7,,3. Sabendo disso, o produto interno usual do R? induz
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um produto interno em cada plano tangente da superficie regular >. Com o
intuito de medir distancias sobre a superficie, definimos a métrica de ¥ como
a aplicacao que associa a cada ponto o produto interno correspondente no
plano tangente, nos permitindo definir a primeira forma fundamental como
segue:

Definicao 2.2. Definiremos a primeira forma fundamental como a forma
quadrdtica correspondente a cada ponto p € X2, dada por

(V: T2 x T,¥ — R,

aplicagao bilinear, simétrica e positiva definida sobre T,%, em que () denota
o produto interno em R3.

Diremos que uma superficie regular ¥ C R3 ¢ orientdvel quando existe
um campo de vetores diferencidvel N : ¥ — R? de vetores normais em .
Dai, seja ¥ C R?® uma superficie orientdvel com uma orientacao N tal que
(N,N) =1, isto é, N é um campo de vetores normal unitario. Observe que,
neste caso, a aplicacao N : ¥ — R3 toma seus valores na esfera unitéria

S={(z,y,2) e R*;2* +y* + 2* = 1}

e, assim definida, é chamada a aplicagao de Gauss de X.
Para cada p € ¥, da aplicacao de Gauss em relacao a um vetor 7 € 7,
¢é dada por

AN, (7) = % li=to N(a(t)),

em que « : I — ¥ é uma curva parametrizada em X tal que a(ty) = p e
a/(tp) = v. Dali, sendo N um campo normal unitério,

IN(p)I? = 1= (dN,(0), N(p)) =0,Vpe X e VieT,X.

Portanto, a derivada de N determina uma aplicagao linear A, : 7,2 —
T, definida por
Ap(0) = —dN,(7),

denominada endomorfismo de Weingarten ou Operador Forma de 3.
Assim, como a derivada da aplicacao de Gauss dN,, é autoadjunta (com
respeito a primeira forma fundamental), também serd o endomorfismo de
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Weingarten A,. Dai, segue de Algebra linear que A, é diagonalizdvel, pos-
suindo dois autovalores reais ki (p) e ko(p), denominados curvaturas principais
de ¥ em p. As direcoes associadas a cada um deles sao chamadas de direcoes
principais.

Por definigao, dado v € T,X uma diregao tangente a ¥ em p tal que
| 7 |=1, o valor

k(v) = (A(0),0)

representa a curvatura em p da curva obtida ao cortar a superficie > por o
plano normal que passa por p gerado por ¢ e N(p). Denominamos k(?) a
curvatura normal de ¥ em p na direcao de v.

As curvaturas principais k; e ko definidas anteriormente, sdo o minimo
e maximo das curvaturas normais em cada ponto p € 3, respectivamente,
e as direcoes principais correspondem as direcoes maximas e minimas da
curvatura normal. Caso k;(p) = k2(p), ou equivalentemente, k(¥) é constante
para todo vetor v € T,,3, diz-se que p € ¥ é um ponto umbilico da superficie.

Associados ao endomorfismo de Weingarten, definiremos o traco de A,
como a curvatura média de ¥ em p e o determinandte de A, como a curvatura
gaussiana, dadas, respectivamente, por

Hp) = %tT(Ap) _ /ﬁ(p)‘;kz(f))

(2.1)
K(p) = det(Ap) = ki(p)ka(p). (2.2)

Podemos ainda, relacionar as curvaturas Média e Gaussiana como mos-
trado no lema seguinte.

Lema 2.3. Seja ¥ C R?® uma superficie reqular. Entdo
H? > K. (2.3)

Além disso, a igualdade (2.3) ocorre em algum p € X se, e somente se, p €
um ponto umbilico.

Demonstragao. Usando as relagoes em (2.1) e (2.2) concluimos que, para



todo p € X, vale

H?*(p) — K(p)

(ks(p) +ba®)*

(p)k2(p)

by (p)? + 2k1 (D) ka(p) + ko (p)? — 4ky (p) ka2 (p)

(k1(p) — ka(p))? >0

4

Y

com a igualdade ocorrendo se, e somente se, k1(p) = ka(p). O

2.2 Derivada Covariante em uma Superficie

Nessa secao, introduziremos a nocao de derivada de fungoes sobre superficies
para depois apresentarmos a nocao de derivada de um campo de vetores

tangentes sobre superficies.

Definigao 2.4. Seja f € C*(X) uma fungdo diferencidvel sobre uma su-
perficie ¥ e seja v € T,X um vetor tangente a ¥ em um ponto p € ¥. A
derivada de f em relagao a U € dada por

7)==
dt

4 fla(t) € R,

em que o : I — X é uma curva parametrizada em 3 tal que a(ty) = p e

o (to) =1.

Segue da linearidade da derivada usando a definicao acima que

a) (04 d)(f) =

(c
(d

(a) u(f) +w(f),
(b) (AD)(f) = Ad(f),

) U(f +g) =v(f) +v(g),

) 9(fg) =0(f)g(p) + f(p)¥l(g),

para todo ¥, W € T,X, A € Ref,g € C®(X).
No que segue, um campo de vetores tangentes sobre Y é uma aplicagao
X que associa a cada p € 3 um vetor tangente X (p) € 7,2 C R®.
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Consideraremos os campos de vetores tangentes diferenciaveis sobre 3,
ou seja, a aplicacio X : ¥ — R3 é diferencidvel e denotaremos por X(X) o
conjunto desses campos. A partir dai, a derivada de um campo X € X(X)
em relacao a um vetor v € T,X, p € X, é dada por

1X,(0) = Slee X (alt) € R,

em que « : [ — ¥ é uma curva parametrizada em ¥ tal que a(ty) = p e
o/ (tg) = U. Motivados por isso, trazemos a seguinte definigao:

Definicao 2.5. Definiremos derivada covariante VX do campo de vetores
tangente X em relag¢ao ao vetor U € T,X como a parte tangente da derivada
definida anteriormente, ou seja,

VX = dX,(0) — (dX, (), N(p)) N(p) € T,Z. (2.4)
Desde que X ¢é tangente e N é normal a 3., entao
(X,N)=0.

Dali,
(X, N)) = (dX,(0), N(p)) + (X(p), dN,(v)) = 0,

para todo v € T,X e p € 3. Logo,
(dXp(V), N(p)) = = (X(p), dNp(0)) = (X (p), Ap(7)) -

Assim, podemos reescrever (2.4) como
dX, (V) = VX + (A,(V), X (p)) N(p), (2.5)

chamada férmula de Gauss da superficie.
Da definigao em (2.4), conseguimos as seguintes propriedades:

(1) VipaX = VaX + VX,
(i) VagX = AVsX,

(iii) Va(X +Y) = VaX + V3,
)

\Y
Vi(fX) = 0X(p) + f(p)Va(X),

(1v
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(v) T((X,Y)) = (VaX,Y(p)) + (X(p), VsY),

para quaisquer U, W € T,X, A e R, X|Y € X(X) e f € C®(X).
De fato, para verificar (i), vejamos que

VipaX = dX, (0 + @) — (dX, (0 + ), N(p)) N(p)
= dX,(0) + dX, (@) — (dX,(0) + dX, (@), N(p)) N(p)
= dX,(v) = (dX,(0), N(p)) N(p) + dX,(w) — (dX,(w), N(p)) N(p)
= VX + VgX.

A demonstragao das demais propriedades segue de maneira analoga.
De uma maneira natural, para X,Y € X(X), teremos

(X+Y)p) = X +Y(p)
(fX)p) = f(p)X(p)
(X,Y)(p) = (X(p),Y(p),

para quaisquer p € 3. Dai, podemos agora definir derivada covariante de
uma fungao em relagdo a um campo de vetores tangente, como segue:

Definigao 2.6. Dado um campo de vetores tangente X € X(X) e uma fungao
diferencidvel f € C*(X), define-se a derivada covariante de f em rela¢ao a
X como a fungao diferencidvel X (f) € C*(X) dada por

para p € 2.

A partir das propriedades da derivada de f em relagao a ¥, obtemos as
seguintes propriedades:

(@) (X +Y)(f) =X(f) +Y(f),
(b7) (fX)(g) = fX(9),

() X(f+9)=X(f)+ X(9),
(d) X(fg) =X(f)g+ fX(9),
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para todo X,Y € X(X) e f,g € C*(X).
De maneira andloga, dados X,Y € X(X), a derivada covariante de Y em
relacao a X é o campo de vetores tangente VxY dado por

(VxY)(p) = VxpY € T,%,

para p € . Dai, a partir das propriedades de derivada covariante de campos
de vetores, tem-se

(’Ll Vx+yZ VXZ+VYZ
(ZZ/ foy fVXY

(i) Vx(fY) = X(f)Y + fVxY,
(v

para quaisquer XY, Z € X(X) e f € C=(X).
Se X,Y € X(X), entdo para cada p € X, tem-se, sabendo que A, é auto
adjunta e utilizando (2.5), que

(dY,(X(p)), N(p)) = (VxpY + (A(X(p), X(p)) N(p), N(p))
=<Ap( (p),Y(p))
= (X(p), 4,(Y(p))) =

)
)
(i) Vx(Y +2)=VxY +VxZ,
)
)

X((Y,2)) = X((Vy, Z)) + (Y, VxZ),

(dX,(Y(p)), N(p))-
Dai,
(dYy(X(p)), N(p)—(dX,(Y(p)), N(p)) = (dYp(X(p)) — dX,(Y(p)), N(p)) = 0

e dY,(X(p)) — dX,(Y(p)) é tangente a ¥ em p. Motivados pela discussao
anterior, temos a seguinte defini¢ao:

Definigao 2.7. O campo [X,Y] € X(X) dado por
(X, Y](p) = dY,(X(p)) — dX,(Y(p))

¢ chamado colchete de Lie dos campos X e Y .
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2.3 Operadores Diferenciaveis

Nessa se¢ao, resgataremos alguns conceitos do calculo diferencial que utili-
zaremos mais adiante.

Definigao 2.8. Seja f € C®(X) uma fungdo diferencidvel sobre uma su-
perficie ¥ C R®. Para cada p € X, define-se o gradiente de f em p como o
vetor V f(p) € T,X determinado por

(Vf(p),v) = df,(v) = ¥(f),
para todo U € T,X.

Dai, Vf € X(X) é um campo de vetores tangentes diferenciavel sobre 3
cujas propriedades sao:

(1) V(f+g)=Vf+Vyg,
(i) V(fg) =gV f+ Vg,
o(f) =¢'(f)VS,

f(p) =0,VYp € ¥ & f ¢ constante em 3,

)
)
(ii1) V
(iv) V
para quaisquer f,g € C*®(X) e ¢ : R — R func¢ao diferenciavel.

Definicao 2.9. Seja f € C™(X) uma fungao diferencidvel sobre uma su-
perficie Y. Para cada p € X, define-se o hessiano de f em p como a aplicacao
bilinear dada por

Vi, Y x T, — R

dada por
v2fpo (177 217) - <V5Vf7 U_;> )

para todo par de vetores tangentes U, W € T,¥.

Fazendo X = V f em (2.5), obtemos

VeV [ =d(V[)y(0) — (Ap(¥), Vf(p)) N(p),
para cada v € T,,%, donde

V2 foo (U, 18) = {d(V ), (V). 15) .
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Também podemos definir o hessiano de uma fungao f € C*°(X%) por
V2f X(2) x X(B) = 0=(%)

dada por
sz : (X,Y) = <Vva7Y> )

para todo par de campos de vetores tangentes X,Y € X(X). Dessa definicao,
obtemos que o hessiano V2f é uma aplicacao simétrica. De fato,

VI(X,Y) = (VxVY) = X (VI Y)~(Vf,VxY) = X(Y(f)~(Vf, VxY)
e, analogamente,
V(Y. X) =Y(X(f)) = (Vf, VyX).
Assim,

VA, Y) = V(Y. X) = X(Y(f)) = Y(X(f) = V[, VxY) + (V[, VyX)

(X, YT(f) =V, VxY = VyX)
= [X,Y](f) = (V[ X, Y])
= [X,Y](f) = V[, VxY = Vv X)
=[XY]() - X Y](f) =0

Além disso, utilizando as propriedades de derivada covariante,
(i) V2f(X +Y,2)=V?f(X,2) + V2f(Y, Z),
(i) V2f(gX,Y) = gV2f(X,Y),
(iti) V2f(X,Y) = V2f(Y, X),

para quaisquer X,Y,Z € X e f,g € C>(%).
A prova do seguinte teorema, bastante conhecido em espagos euclidianos,
pode ser vista em [3], a qual omitiremos no nosso trabalho.

Teorema 2.10. Seja py € X um ponto critico da funcao f : X — R dife-
rencidvel sobre ¥ C R3,

a Se V2 [,,(0,0) >0, entao py € um ponto de minimo local,
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b Se V2f,, (U,7) <0, entdo py € ponto de mdzimo local,

¢ Se f alcanga em py um minimo local, entdo V2 f,,(¥,7) > 0, para todo
v e T,%,

d Se f alcanga em py um mdzimo local, entao V2 f,, (v,v) < 0, para todo
U e T,X.

Definicao 2.11. Seja X € X(X) um campo de vetores tangente sobre uma
superficie Y. Para cada ponto p € X, define-se o divergente de X em um
ponto p como o traco da aplica¢ao

(VX), : T,¥ — T,

definida por
(VX),(7) = ViX.

Ou seja,
divX (p) = tr(v— VzX).

Observagao 2.12. Em particular, divX € C>®(X) define uma func¢do dife-
rencidavel sobre X e, para cada ponto p € 3,

divX (p) = (Vg X, é1) + (Ve X, 6)
com {é1, €3} base ortonormal de T,3.
Da definicao acima, obtemos as seguintes propriedades:
(i) div(X +Y) = div(X) + div(Y),
(17) div(fX) = X(f)+ fdiv(X) =(V[f, X)+ fdiv(X),

para quaisquer X,Y € X(X) e f € C*(%).

Em particular, quando X = V f é o gradiente de uma funcao diferenciavel
f € C>(%), o divergente de V f é chamado laplaciano de f e é representado
por Af. Ou seja, Af € C*°(X) é definida por

Af(p) = (VaVif.e)+(VaV/ é)
= V2fp(e_i, €) + V2fp(e_§, €) = tr(Vpr).

Dai, o operador laplaciano A : C*°(X) — C'*°(X) possui as propriedades
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(i) A(f+9)=Af+Ag,
) AAS) = AA(f),
(iii) Ad(f) = ¢'A(f) +¢"(HIAN]
) A(fg) = fA(g) + gA(f) +2(A(f), Alg)) ,

para quaisquer f,g € C®(X), ¢: R —>Re X eR.
O teorema a seguir é consequéncia do Teorema de Stokes, podendo ser
encontrado em [4]. Vejamos seu enunciado:

(11

(1w

Teorema 2.13 (Teorema da Divergéncia). Sejam ¥ C R3 uma superficie
reqular, compacta e orientada, e X € X(X) um campo de vetores tangentes
sobre ¥, Entao

/ divX (p)d¥ =0,
s

em que dp € o elemento de drea de . Em particular,

/E Af(p)ds =0,

para toda funcao f € C®(X).

Agora estamos aptos a estudar exemplos que serao fundamentais na de-
monstracao do teorema 4.1. Vejamos a seguir:

Exemplo 2.14. Seja F' uma funcao diferencidvel definida em um aberto W
de R? e seja ¥ C W uma superficie reqular contida em W. Denotemos F a
restricao de F' a . Teremos f € C®(X) e seu gradiente € a parte tangente
do gradiente euclidiano (em R ) de F. Ou seja, para cada p € ¥, tem-se

Vf(p) = GradF(p) — (GradF(p), N(p)) N(p), (2.6)

em que GradF denota o gradiente euclidiano de F' dado por

OF OF OF

GTCldF( ) (61’1 8ZE2 8303

) xr = (z1, 19, 23) € W.
Jd para calcular o hessiano de F' em p, sabemos que
V2 fo(0, @) = (d(V f),(V), @)
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para todo U, w € T,X. Além disso, de (2.6), obtemos

d(Vf)p(0) = d(GradF),(v) — t(u)
= d(GradF),(v) — v(u)
com u(p) = (GradF(p), N(p)). Assim,
V2 fp(0.0) = (d(GradF),(7),@) + (GradF(p), N(p)) (4,(7), @)

= HessF,(U,%W) + (A,(V), W) (GradF(p), N(p)), (2.7)

em que HessF, € o hessiano euclidiano, em R?, de F em p € X. Ou seja,

. 9%F

HessF,(0,w) = (d(GradF),(),w) = > (z)w;,

/l) - —
J
= O0x;0x;

para todo ponto © = (x1,x9,23) € W e para todo ¥ = (v1,v9,v3),W =
(w1, wo, w3) € R3.

Exemplo 2.15. Consideremos F : R® — R a funcdo diferencidvel dada por

F(z) =3z — c?, para um ponto ¢ € R® fizado.

Do exemplo anterior, obtemos

GradF(z) =x —c

HessF,(0,7) = |0]°,
para todo x € R3. Seja ¥ C R® wma superficie reqular, consideremos a
fungdo distancia ao quadrado F : % — R3 dada por f(p) = F(p) = % Ip — 0\2
para p € 3. De (2.6) e (2.7), seque que
Vip)=(-c)'=p—c—({p—c,N(p)N(p), (2.8)
para todo p € ¥ e
V2 fp(0,0) = (,40) + (A,(0), @) (p — ¢, N(p)) , (2.9)

para todo U, W € T,X.
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Exemplo 2.16. Seja IT um plano afim de R?® que passa por um ponto ¢ € R3
e tem dire¢do principal determinado por @ € R? |d| = 1. Sendo ¥ C R3
superficie, a funcdao h: ¥ — R dada por

h(p) = <p_675>7p62

determina a altura dos pontos de ¥ ao plano 11. Dai, a fungio h € C*°(X) €
a restricao a X da funcao diferencidvel h em R?® dada por

h(z) = (x — c,d) ,x € R?,
donde Gradh(z) = @ e Hessh(x) = 0. Jd de (2.6) e (2.7), obtemos

Vh(p) =a'(p) =a— (@, N(p)) N(p)

V2hy (0, w) = (A,(7),w) (@ N(p)) , (2.10)
para todo p € ¥ e U, W € T,X.

2.4 Derivada Covariante de um Campo de
Tensores

Para concluir o segundo capitulo, daremos uma nocao de campo de tensores
para, em seguida, obtermos a equacao de Codazzi-Mainardi que utilizaremos
na obtencao das féormulas integrais de Minkowski.

Definicao 2.17. Um campo de tensores sobre uma superficie reqular ¥ C R3
¢ uma aplicagao S que a cada p € X, associa um endomorfismo S, : T2 —
T,X. Diremos que um campo de tensores S é diferencidvel sobre ¥ quando
para cada campo de vetores diferencidvel X € X(X), o campo de vetores SX
definido por

(SX)(p) = Sy(X(p)) €T, p e S

¢ diferenciavel.

Uma versao mais geral do lema a seguir, como sua demonstracao, pode
ser encontrado no capitulo 2 de [5].
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Lema 2.18. Se algum dos campos vetoriais X1, Xo, ..., X5 € nulo em p, entao
S(Xl, XQ, ceny Xs)<p) =0.
Se S é um campo de tensores diferencidvel sobre X, entao S determina
uma aplicagao S : X(X) — X(X) que verifica
(1) S(X+Y)=5X+9Y,

(i) S(7X) = JS(X),
para todo X,Y € X(X) e f € C®(X).

Reciprocamente, suponhamos uma aplicagao S : X(X) — X(X) cum-
prindo (i) e (7). S determina um campo de tensores diferencidvel sobre X,
de modo que para cada p € ¥, define-se S, : T,(¥) — T,(X) tal que

Sp(v) = (SX)(p) € T,X,

para cada U € T,X e X € X(X) tal que X(p) = 0.
Vejamos que S, estd bem definido. Tomando X,V € X(X) tais que
X(p) =Y(p) =, ja que X(p) — Y(p) =0, teremos pelo lema 2.18 que

(SX)(p) = (SY)(p) =S(X =Y)(p) =0
= (SX)(p) = (SY)(p),

concluindo que a defini¢ao de S, independe da parametrizacao.

Extenderemos mais uma vez os conceitos de derivada para obter a nogao
de derivada covariante de um capo de tensores diferenciavel em relagao a um
campo de vetores diferenciavel. A saber:

Definigao 2.19. Seja X € X(X) um campo de vetores diferencidvel e seja
S X(X) = X(X) um campo de tensores diferencidvel sobre uma superficie
Y. Define-se a deriwvada covariante de S em relacdo a X como o campo de

tensores diferencidvel VxS : X(X) — X(X) dado por
(Vx9)(Y) = Vx(5Y) = S(VxY),
para todo Y € X(X).

Notemos que VxS verifica (i) e (ii), sendo assim uma boa definigao.
Ademais, a aplicacao VS : T,(X) — T,(X) dada por

VS(w) = (VxS)(Y)(p), w € T,(%),

com X,Y € X(X) campos tangentes quaisquer com X (p) = v e Y(p) = o,
estd bem definida. Diante disso, prossegue a proxima proposi¢ao:
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Proposicao 2.20. Seja S : X(X) — X(X) um campo de tensores dife-
rencidavel sobre uma superficie 3. Entdo, para cada ponto p € 33, tem-se

tr(VgS) = v(trS) = (0, V(trS)(p)) ,
em que trS € C™(X) € a fungdo dada por (trS)(p) = tr(S,).

Por fim, apresentaremos a equagao de Codazzi Mainardi, fundamental na
demonstracao do teorema 4.1.

Teorema 2.21 (Equagao de Codazzi-Mainardi). Seja X C R® uma superficie
reqular. Para todos X, Y € X(X), verifica-se

(VxA)(Y) = (VyA)(X),

definida como equacgao de Codazzi-Mainards.
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Capitulo 3

Superficies Convexas

Neste capitulo, continuaremos a ver alguns resultados importantes para a
obtencao das férmulas integrais de Minkowski e de uma de suas aplicagoes.

3.1 Existéncia de Pontos Elipticos

Primeiramente, relembremos que um ponto p € ¥ de uma superficie X ¢ dito
eliptico se K (p) > 0. Nos utilizaremos disso para provar o seguinte resultado:

Teorema 3.1. Toda superficie reqular em X € R3, orientada e compacta
tem pelo menos um ponto eliptico.

Demonstracao. Consideremos a funcao f : ¥ — R dada no exemplo 2.15
fazendo ¢ = 0, ou seja,

1
o) =35 >, p €.

As expressoes (2.8) e (2.9) agora serao dadas por

Vi) =® =p—{p.Np)Np),

V2 f,(0, @) = (¥, @) + (A,(7), T) (p, N(p)) .
Como ¥ é compacta, entao pelo teorema de Weierstrass para conjuntos

compactos concluimos que f atinge um maximo global em X e, dai, existe
um ponto p, € ¥ tal que

f(po) > f(p),Vp € X,
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donde
Vip) =0 e V2fy(v,7) <0,Vi € TpX.

Logo, po = (po, N(po)) N(po), sendo py é um miiltiplo escalar de N(py).
Como N(po) ¢ unitario, segue que

N(py) = £+ 22 =20 o= 44

|p0| |po|’

com |po|2 = 2f(py) > 0, o qual indica que a superficie > é tangente a uma
esfera de raio |pg| > 0 no ponto py. J& da férmula da Hessiana obtida, temos

v2]01)0 (177 ?7) = <177 27> + <Apo (17)7 27> <p07 N(p0)>
= 1+ k(¥) (po, N(po))
= 1+ ¢k(?) |po| <0,

para todo v € T}, 2. Caso ¢ = +1,

k(7)) < —— < 0.

Em particular, ki(pg) e ka(po) s@o negativas e

K(po) = k1(po)ka(po) >0

Analogamente, caso ¢ = —1,

1
|pol

sendo as curvaturas principais ambas positivas e novamente a curvatura gaus-
siana K (pg) em pg é positiva. Assim, py é ponto eliptico.
O]

3.2 O Teorema de Hadamard

Iniciemos a se¢ao com as seguintes definigoes:

Definicao 3.2. Seja X € R3 uma superficie reqular e orientada com aplicacdo
de Gauss N. Para cada ponto p € X, definamos II,, o plano tangente afim
que passa por p dado por

I, ={z €eR’: (x—p,N(p)) =0}.
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Esse plano divide o espaco R® nos dois semiespacos

Y ={zeR’: (z—p N(p) >0}

I ={zeR®: (x—p,N(p)) <0}.

p pr—
Definicao 3.3. Dizemos que uma superficie reqular e orientada ¥ C R3 é
localmente convera em py € X se existe uma vizinhanca V de py em ¥ tal
que
+
VvV C I,

ou
V CIL,.
Caso py seja o unico ponto de V N1, , dizemos que X € estritamente
localmente convexa em py. Ou seja

V —{po} C intll},

ou
V —{po} Cintll, .

Podemos ainda generalizar essas defini¢oes da seguinte maneira:

s

Definicao 3.4. Diremos que uma superficie reqular e orientada ¥ C R3 ¢é
globalmente convexa em um ponto py € % se toda a superficie estiver inteira-
mente contida em um dos semiespagos Hl‘fo ou IL, . Ademais, se py € o tnico
ponto de XN 1L, , diremos que X € estritamente globalmente convexa em py.
Ou seja, X — {po} estd contido em intIL} ou intIL .

Agora, desejamos relacionar os conceitos de convexidade com a curvatura
da superficie. Vejamos:

Definicao 3.5. Facamos ¢ = py na funcao altura do Fxemplo 2.16. Defini-
remos a func¢ao hy, altura em relagao ao plano tangente afim IL,, como

o () = (p — po, N(po)) ,p € X.

E imediato que hp, anula-se em X N1y, hy, > 0sep € NI e hy, <0
se p € XNIL, . Dai,
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(1) X ¢é (estritamente) localmente convexa em py se e somente se a funcdo
altura hy, alcanca extremo local (estrito) em py;

(77) X é (estritamente) globalmente convexa em py se e somente se a funcao
altura h,, alcanga extremo global (estrito) em py.

Proposigao 3.6. Seja ¥ C R® uma superficie reqular e orientada.
(i) Se ¥ € localmente convexa em py € ¥, entao K(py) > 0,

(17) Sepg € ¥ € um ponto eliptico de ¥ (K (pg) > 0), entao X € estritamente
localmente convexa em pg.

Demonstragao. Se X é localmente convexa em pg, vimos que a funcao hy,
alcanca em py um extremo local. Suponhamos que seja minimo local. Pela
férmula (2.10) obtida, temos

para todo ¥ € T,,X. Tomando {é7, é3} dire¢oes principais de 3 em py, temos

Ki(po) = V2 (o) (65, 6) 2 0,0 = 1,2

K(po) = k1(po)ka(po) > 0,

provando ().

Para (ii), supondo Kpy > 0, podemos escolher a aplica¢gdo normal de
Gauss de modo que ambas as curvaturas principais sejam positivas em py.
Dai,

V2 (hpg )po (U, 0) = (Apy (¥),0) = k() > 0, (3.1)

para todo ¥ € T, ¥ com |v] = 1.
Ora, pelo o que foi visto anteriormente, py é ponto critico de h,,. Além
. . 2 ’ o, . . /.
disso, o hessiano V?(h,, ),, ¢ positivo e, assim, h,,, alcanca em py um minimo
local estrito.
O

Definicao 3.7. Definiremos ovaloide como sendo as superficies requlares
(conezas) e compactas em R3 com curvatura Gaussiana K > 0.
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Supondo que a curvatura Gaussiana nunca é 0 em uma superficie 3 re-
gular, orientada e compacta, vimos no Teorema 3.1 que existe ao menos um
ponto eliptico em Y. Dai, a continuidade de K nos garante K(p) > 0 para
todo ponto na superficie.

Assim, pela proposicao anterior, todo ovaldide é estritamente localmente
convexo em todos os seus pontos. O proximo teorema garante mais que isso,
afirmando que todo ovalbide é estritamente globalmente convexo em todos
0S seus pontos.

Teorema 3.8 (Teorema de Hadamard). Seja X C R um ovaldide. Entao
(i) A aplicagio normal de Gauss N : ¥ — S* é um difeomorfismo;
(17) X € estritamente globalmente convexa em todos os seus pontos.

Nao apresentaremos a demonstragao desse resultado, pois envolve o con-
ceito de espaco de recobrimento que foge do objetivo do nosso trabalho. A
prova desse resultado pode ser encontrada no Capitulo 2 de [1].
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Capitulo 4

Resultados Principais

4.1 As féormulas Integrais de Minkowski

Finalmente, vamos apresentar e demonstrar o resultado central do nosso
trabalho. A saber,

Teorema 4.1. Seja X C R3 uma superficie reqular, compacta e orientada,
com aplicacdo de Gauss N. Para cada ponto fizo ¢ € R? tem-se

/E (14 Hp) {p— e, N(p)))dS = 0, (4.1)

/E (H(p) + K(p) {p — ¢, N(p)))dS = 0, (4.2)

em que H denota a curvatura média e K a curvatura Gaussiana de 3. As
expressoes (4.1) e (4.2) sao chamadas de primeira e sequnda formula de
Minkowski, respectivamente.

Demonstragdo. Fixado ¢ € R3, consideremos a funcio f diferencidvel sobre
Y. dada por

1
fp)=5lp—cl’
apresentada no exemplo 1.30. Vimos que seu hessiano é dado por (2.9). Dali,

V2 fp(0,0) = 1+ k(0) (p — ¢, N(p)) ,
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para todo ¢ € T,3. Considerando {é1, €3} a base das diregoes principais de
Yl em p, temos

Af(p) = (1+ki(p){p—c,N(p))) + (1 + ka(p) (p — ¢, N(p)))
2+ (ki(p) + k2(p)) (p — ¢, N(p))
= 2+2H(p)(p—c,N(p)).

Logo,
Af(p) =201+ H(p)) (p—c,N(p)).- (4.3)

Assim, aplicando o Teorema 2.13,

/E 21+ H(p)) (p — e, N(p)) dS = 0,

obtendo, portanto, (4.1).
Para a segunda férmula, consideremos a fungao g € C*°(X) dada por

g(p) =(p—c¢,N(p)).

Desse modo,para cada p € X e ¥ € T,X, temos

ulg) = (U, N(p))+ (p— ¢, dNy(7))
= (b=, 4(9)).

Logo, como A, é autoadjunto,
7(g) = = (A((p—)"),7) = (= A((p — ) "), D),
donde, por (2.8)
Vap) = =Ap((p—)') = =A,(Vf(p)),
para todo p € ¥. Dai, para cada v € T2, temos

ViVg = =Vs(A(V[)) = =(VaA)(V[(p) — A(V5V ),

em que VzA é a derivada covariante de A em relacao a v. Pela equacao de
Codazzi-Mainardi 2.21, obtemos

(VaA) (V[ (p) = (VvrpA) (D).
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Dessa maneira, utilizando a expressao (2.9) da hessiana de f, encontra-
mos

V2 £ol0, Ap(D)) Ap (V) + (Ap(0), Ap(0)) (p = ¢, N(p))

(
» Ap(V) + (Ap(V), Ap()) 9(p)-

Fazendo uso dessas informagoes, obtemos

V29,(0, 7))

I
—~
<
<
<
o
—

(p)), B) — (Ap(VaVf), D))
0) — (VaV f, Ay(@)
) — V2 [, (U, A (D)
v) —

)
)
(0, Ap(V)) = (A7), Ap(9)) 9(p).

=

—{(VormA(
—((VyimA)(
— (Vv A)(0),

Assim, a hessiana de g é dada por

V24,(¥, 7)) = — (Vo A) (), 7) — k(@) — |A,(5)|* 9(p),

para todo v € T,,X. Tomando {é, €3} base de dire¢oes principais de ¥ em p,

V2g,(é,61) = — (VoA (&), é) — ki(p) — (k:)*(p)g(p).
Como

Ag(p)

—((VzA)(Vf
)(V), v
)(¥),

I
S

<

V29p(e_i> €1) + V29p(6_§> €2)
—tr(VespA) — (ki(p) + k2(p) — (ki (p) + K () 9(p),

entao segue da Proposicao 2.20 que

Aglp) = —({tr(Vf(p), V(trd,)) — (ki(p) + k2(p)) — (ki (p) + k3 (p))g(p)
= —2(Vf(p),VH(p)) — 2H(p) — ((k1(p) + k2(p))* — 2k1(p)k2(p))g(p)
= —2(Vf(p),VH(p)) — 2H(p) — (4H?(p) — 2K (p))g(p).
Assim,

Ag(p) = =2(Vf(p), VH(p)) — 2H(p) — 22H*(p) — K(p))g(p).  (4.4)

Por outro lado, ja que as propriedades de divergente nos garantem que
2div(HV f)(p) = 2(V f(p), VH(p)) + 2H (p)A [ (p),
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por (4.3), teremos

2div(HV f)(p) = 2(V f(p), VH(p)) + 4H (p)(1 + H(p)g(p)),

de maneira que, por (4.4),

2(H(p) + K(p)g(p)) = div(2HV f)(p) + Ag(p).

Finalmente, integrando a igualdade acima, concluimos pelo Teorema da
Divergéncia que

[ 20)+ Kg(p)as = [ a@rvse) + Ag)as o

provando (4.2).

4.2 O teorema de Liebmann

Karl Otto Heinrich Liebmann (1874-1939), em 1899, provou que as tinicas su-
perficies compactas convexas do espaco Euclidiano com curvatura gaussiana
constante sao as esferas. Esse resultado ficou conhecido como Teorema de
Liebmann e, 50 anos depois, o matematico Heinz Hopf (1894-1971) apresen-
tou uma nova demonstracao para o caso de superficies imersas no R?. Ambas
as demonstragoes citadas requerem uma abordagem de conceitos que habi-
tualmente nao sao vistos em cursos basicos. Motivados por isso, trouxemos
uma demonstracao, atribuida a Sebastian Montiel, que envolve as Férmulas
Integrais de Minkowski estudadas por nés nesse trabalho. Vejamos a seguir:

Teorema 4.2. Se uma superficie ¥ C R3 regular (conexa) e compacta tem
curvatura Gaussiana constante K, entdo ¥ € uma esfera.

Demonstracdo. Primeiramente, utilizaremos o fato de que toda superficie
¥ C R? compacta é o bordo de um dominio regular compacto 2 C R3, 00 =
¥ e, consequentemente, é orientével com aplicacao de Gauss N : ¥ — S2.
Ademais, pelo Teorema 3.1, K é positiva e podemos escolher a orientagao de
Y. de modo que ambas as curvaturas principais sejam positivas. Em particu-
lar, a curvatura média H serd positiva e, dai, por (2.3),

H> VK >0, (4.5)
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ocorrendo a igualdade apenas nos pontos umbilicos de . Ja que K > 0, o
Teorema 3.8 afirma que X é estritamente globalmente convexa em todos os
seus pontos. Além disso, por (3.1), k(¥) > 0 para todo ¢ € T,X e para todo
peE .

Dal, (3.1) nos garante que h,, é positivo e, assim, a funcao h,, alcanca em p
um minimo global estrito para cada ponto p € X. Ou seja, para todo ponto
p € ¥, ¥ — {p} estd inteiramente contido no semi espago aberto int(IL}),
acarretando também que int(2) C int(IL}) e

(r —p,N(p)) >0,

para todo z € int(2) e p € X.
Seja ¢ € int(€2) de modo que

(x —p,N(p)) >0,vp € Z.

Multiplicando a primeira férmula de Minkowski (4.1) por v/ K, obtemos
JVE+VEH®) (o - . Nz =
2

Somando essa igualdade a segunda férmula de Minkowski dada em (4.2),
temos a seguinte relacao

[WE + VEH@ +HE)+ K@) - e N @)z
= [ W) = VR + VE (o= o NG
= 0,
em que (1+ VK (p— ¢, N(p))) > 0. Dai,
(H-VEK)=0= H=VK.

Por (2.3), a superficie ¥ é totalmente umbilica. Ora, as esferas sao as
lUnicas superficies, em R?, regulares compactas totalmente umbilicas, o que
conclui a demonstracao do teorema.

]
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Ha& outras versoes desse teorema, considerando, por exemplo, ¥ uma su-
perficie regular compacta e conexa com curvatura Gaussiana positiva e curva-
tura média constante. Podemos também considerar > uma superficie regular
compacta e conexa com curvatura Gaussiana positiva e ko = f(k1) em X,
com f sendo funcao decrescente de ki, k1 > ky. Essas versoes, bem como
suas demonstragoes podem ser encontradas em [2].
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