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RESUMO

Neste trabalho estudaremos a existéncia da Fun¢ao de Green (utilizando o método devido a Peter
Lax) para um dominio limitado Q contido no plano cuja fronteira cumpre as condi¢des da esfera
interior e exterior. Nessas condicdes, o Teorema de Poincaré garante a existéncia de uma Fungdo
de Green associada a Q. A demonstracdo desse teorema serd feita utilizando as Identidades
de Green, a Solu¢dao Fundamental para o problema de Laplace, os Principios do Maximo para
func¢des harmonicas e o Teorema de Hahn-Banach. Dentre as aplicagdes da Funcdo de Green,
destaca-se a representacao da solug¢do u do problema de Dirichlet na regido €2 e com valor de
fronteira f € C*(4Q) por meio da integral sobre Q do niicleo de Poisson, isto €, da derivada
direcional da Fun¢@o de Green na direcio do vetor unitdrio normal a dQ2. Mostraremos também
alguns exemplos da Fun¢do de Green e da representacdo por meio de integral para fungdes em

dominios particulares.

Palavras-chave: Funcio de Green, Laplaciano, Teorema de Hahn-Banach.



ABSTRACT

In this paper we study the existence of the Green’s Function (using Peter Lax’s method) for a
bounded domain € contained in the plane and whose boundary satisfies the conditions of the
inner and outer sphere. Under these conditions, the Poincaré Theorem guarantees the existence
of a Green’s Function associated with . The proof done here uses the Green’s Identities, the
Fundamental Solution of the Laplace Equation, the Maximum Principles and the Hahn-Banach’s
Theorem. Among the applications of the Green Function, we highlight the possibility of write
the solution u of the Dirichlet’s problem in the region Q and with the boundary value f € C*(9Q)
by means of the integral over Q2 of the Poisson’s kernel, the directional derivative of the Green’s
Function in the direction of the normal unit vector at 0C2. We also show some examples of the

Green’s Function and integral representations for functions in particular domains.

Key words: Green’s Function, Laplacian, Hahn-Banach’s theorem.
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NOTACOES E DEFINICOES

Geral

e R é o conjunto dos nimeros reais.

R,, é o conjunto dos niimeros reais positivos.

x = (x1, %),y = (y1,2), sdo pontos do R?.

(&n), (&) € (y,) sdo sequéncias de nimeros reais.

Q é um subconjunto de R

1.8 u,v, o, p, u sdo fungdes reais.

e X-y=x1y; + Xy, € o produto interno euclidiano de x por y.

x| = | /x% + x% ¢ a norma euclidiana (ou simplesmente norma) de x.

|lull = sup |u| € a norma de uma funcdo u € C*(Q2), onde Q é um conjunto limitado.

Topologia

e B.(x) = B(x;&) = {y € R%; |y — x| < &} é a bola aberta de centro x e raio & > 0.

Q c R? é aberto se, para todo x € €, existe € > 0 tal que B.(x) C X.

Q (fecho de Q) é o conjunto dos limites das sequéncias convergentes de pontos de Q.

Q é fechado se Q = Q.
e Q¢ um compacto se € limitado e fechado.

e Q é um conexo se, dada qualquer decomposicio Q = AUBonde ANB =ANB =0,
tem-se A = Qou B = 0.

Q é um dominio se € aberto e conexo.

0Q (fronteira de Q) é o conjunto dos pontos x € R? tais que, para todo & > 0, tem-se
B.(x)NQ #0e B(x) "R\ Q # 0.



Derivacao

dv )
° I ¢ a derivada de v em relacdo a r.
’

ou ou _ ) .. .
e — —— 530 as derivadas parciais de primeira ordem de u.
0x; O0x
*u  u Pu  Pu ) ..
° — sdo as derivadas parciais de segunda ordem de u.

02" Ix10x,” Ax20x,” O

ou 0
o Vu:= (—u _u) € o gradiente de f.

Oox 1 ’ (9x2
ou ) ) . - o )
° el Vu - n € a derivada direcional de u em relagdo ao vetor unitdrio 7 € R~.
n
0 0
o divF = —f + 28 4o divergente do campo vetorial F' = (f, g).
(9x1 X2
i i
o Au:= —Z + —th € o laplaciano de u.
Ox;  0x5
Integracao

° f u(x)dx pode representar tanto a integral de u em €2 (quando existir) quanto a integral
Q

imprépria de u em € (quando convergir).

° 95 u(y)do, f u(y)do representam a integral de u sobre Q2 quando Q € limitado ou ndo
o0 aQ

limitado, respectivamente.

° bg u(y)doy, fg u(x)dx sao as médias de u sobre os conjuntos 9Q2 e Q, respectivamente.



1 INTRODUCAO

O objetivo desse trabalho é mostrar a existéncia da Funcdo de Green em dominios
limitados do plano que possuam fronteira regular (Teorema de Poincaré) e ilustrd-la em alguns
dominios. Com tal func¢ao € possivel expressar em forma de integral a solucdo, caso exista, do

problema de valor de fronteira

Au 0Oem Q
(1.1)
u f sobre 0Q,

onde u € CX( Q) NC(Q) e f € C(ON).

Este tipo de problema pode ser classificado como um problema eliptico ou problema de
Dirichlet.

Mais adiante, veremos que a solucdo deste problema depende apenas da fungdo f e da
Funcdo de Green.

O problema (1.1) pode ser visualizado na Fisica como obtencao da distribui¢ao de
e densidade de uma substincia
e temperatura

e potencial eletrostético

em uma regido Q quando conhecemos a distribui¢do pela fronteira. Para exemplificar, considere,

numa placa metdlica homogénea, um dominio limitado 2 com 0Q regular (Figura 1).

Figura 1: Placa de metal.

Fonte: Autoria prépria, com uso do GeoGebra.



2 CAPITULO 1. INTRODUCAO

Sejam u e f fungdes reais de duas varidveis que representam as temperaturas da placa

em Q e AQ, respectivamente. Assuma que:

e ucCHQ)NCY(Q):

o fe(C(0Q);

e u = femoQ;

e 1 estd em estado de equilibrio.

Dada uma bola aberta qualquer 8 C Q, sejam y € 8 e 1, 0 vetor unitdrio normal externo

a 08 no ponto y.
A equagdo da reta que passa por y na direcdo de 7, €
p®) =y +11y.
Note que p(0) = y e p'(0) = 1,.
Assim,
’ ’ d
Vuy) - ny = [(Va) 0 pl(0) - p'(0) = [w © ) (O)] = —u(y).

Segue dai que Vu(y) - n, mede quanta energia térmica sai de 8 pelo ponto y.

Dessa forma, a integral

gg Vu(y) - nydoy
0B

representa a energia térmica total perdida por 8.

Como u estd em equilibrio, tal perda € nula, ou seja,
SE Vu(y) - nydo, = 0.
o8

Para continuarmos, precisaremos do seguinte lema, cuja demonstragdo encontra-se em
[3]:

Lema (Teorema do Divergente):
Sejam D c R? um dominio limitado com fronteira regular, g,h € C'(D) N C(D), F = (g, h) um

campo vetorial e 7 o vetor unitdrio normal a Q. Entdo,

fdivF dx :§ F-ndo. (1.2)
D oD

Pelo Teorema do Divergente, fazendo D = B e F = Vu, tem-se

f div(Vu)(x)dx = 0.
B



Como Au(x) = div(Vu)(x), Yx € Q, obtemos

f Au(x)dx =0
8

Como Au € C() e a bola aberta 8 c Q foi tomada arbitrariamente, segue que
Au=0em Q,

isto é, o problema (1.1) modela nosso exemplo.

Para maior clareza reuniremos os resultados que serdo necessarios para mostrar a exis-

téncia da Funcao de Green. O mais importante dentre estes serd o Teorema de Hahn-Banach.

Doravante, Q sempre representard um dominio limitado do R.



Capitulo 2. CONCEITOS PRELIMINARES

2 CONCEITOS PRELIMINARES

2.1 Solucio Fundamental da Equacio de Laplace

2.1.1 Laplaciano para funcoes radialmente simétricas

Seja u € C*(R?) uma funcio radialmente simétrica, ou seja,

x,y € Qelxl =yl = u(x) = uy).

Denote
v : R, —» R
ro B vr)=ulx),|xl =r
Note que
0 d 0 1
O_)L:,-(xl’)Q) = d—:(r)a—;(xl,xz) =V(r) (E(x% + x%)‘é) 2x;,0=1,2,
implicando em
9 i
Zw=vmnZ i=12
Ox,- r
Note também que
u 2 () r = () - &
8_x?(x) = 2
3 a%. (V'(r) x; _ v’(r)xl.2
B r r3
V)V () V(X
B r r
)cl.2 1 )cl.2 .
= V(N5 +V(D|- - —=|i=12
r ror
Dai, podemos concluir que
x4+ x2 2 X+l 1
Au(x) = v"(r)= > 2 4 v(r) (— - 2 2) =v"(r)+ =V'(r)
r r r r

para todo r > 0.

2.1.2 Equacdo de Laplace

Definicdo 2.1.1. Sejam Q C R? um conjunto aberto e seja u € C*(Q). A equacdo

Au=0em Q.

é denominada Equagdo de Laplace para Q.

@2.1)
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Se a funcdo u definida na secdo anterior for uma solucdo de (2.1), tem-se
77 1 4
0=Vv"(r)+ -Vv'(r),¥r > 0.
r

Supondo v'(r) # 0 para todo r > 0, segue

V)1

V(r) r

d

—(1 4

dr( nv)
Integrando com relacdo a r, temos

Inv =-Inr+k, keR.
Escolhendo k = In ¢, com ¢ > 0,

Inv/ :—lnr+lnc:1n(£).
r

Como o logaritmo € uma funcao injetora,

Vi(r) = ;

Integrando novamente em r,
viry=clnr+ky, ki € R.

Escolhendo k; = 0, tem-se

v(r)=clnr,

onde ¢ > 0. Logo,

u(x) = cIn |x].
Isso motiva a seguinte defini¢do:

Definicao 2.1.2. A funcdo

¢:R*\ {0} - R

1
X — d(x) = Zlnle

é dita a Solucd@o Fundamental da Equacdo de Laplace para R* \ {0}, isto é, ¢ é tal que
Ap(x) = 0,Vx € R?\ {0}.

Observacao 2.1.3. O valor da constante c foi escolhido de modo a normalizar algumas estima-

tivas.
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2.2 Identidades de Green

A construg¢do da Fun¢do de Green se dard a partir das Identidades de Green, as quais

serdo discutidas nesta secao.

Teorema 2.2.1 (Identidades de Green). Se u,v € C*(Q)NC 1(ﬁ), entdo

0
(i) f (VvWVu + vAu) dx = 56 va—udO'y (Primeira Identidade de Green),
Q o on

0 0
(i) f (vAu — ulAv)dx = 56 (v—u - u—v) doy, (Segunda Identidade de Green).
Q a0\ on on

Demonstraciao: Considerando F = vVu em (1.2), temos

f div(vVu)dx = 56 vu - ndo.
Q 0Q

Como
divoVe) = div (v;—;, v(?—)i)
_ WO Gu v ou | Ou
T Ox Ox x> 0xy0x,  Ox
_ o v o (Ou O
C 0x 0x; Ox0x, \9x2  9x3
_ (v v\ (u ou)
— \ox; 0xy) \0x;” dx,
= Vv-Vu+vAu
© P
wWu-n=v(Vu-n) = V—M,
on
temos
ou
vAudx + | Vu-Vvdx = v—do, 2.2)
Q Q 90 On

mostrando a Primeira Identidade de Green.

Trocando os papeis de u e v nos cdlculos acima, obtém-se

0
f uAvdx + f VoVudx = 95 uZao. (2.3)
Q Q aQ a77

Subtraindo (2.3) de (2.2) segue-se que

0 0
f(vAu —ulv)dx = 95 (v—u - u—v) do,
Q s\ On  On

mostrando a Segunda Identidade de Green. [
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Para cada x € Q fixado, defina a funcdo
¢ R\ {x} - R
y = $.(y) = ¢(x —y)
(onde ¢ é a Solucdo Fundamental da Equacdo de Laplace para R? \ {0})).

Esta funcdo € de classe C? em R? \ {x}. No entanto, ¢, ¢ ilimitada em Q \ {x} e portanto ndo tem

integral definida nesse conjunto. Como €2 € aberto, existe € > 0 tal que
B.(x) c Q.

Defina, entéo,

Ve :i= Q\ By(x).
Nestas condi¢des, temos o seguinte teorema:

Teorema 2.2.2. Sejam u € CX(Q)NC(Q) en = 1y 0 vetor unitdrio normal externo a fronteira
de Q no ponto y. Entdo existe o limite

fim fv 60y — AUy

-0t
e, utilizando a notagdo de integral impropria, vale a representagdo

ou 0p
u(x) = - 9§ ¢y — =) = 57— — Duy) |doy + f ¢(y — x)Au(y)dy, Vx e Q. (2.4)
50 on ony 0
Observacoes 2.2.3. (2.4) merece uma atengdo especial por fornecer uma representagcdo para u
em termos de integrais.
O diferencial doy e o vetor 1, sdo denotados desta forma para que ndo haja confusdo com a

varidvel x..

Demonstracao: Dado x € Q, sejad = %dist(x, Q). Como, para € < d, tem-se
V. = VdU{yeR2;8< [y — x| <d}

e essa reunido € disjunta, podemos escrever

oy = 00uxdy = | 9=y + f 0= oMy
d e<|y—x|<

Ve

d
¢(y — x)Au(y)dy + f glg | (v — X)Au(y)do dt
Va £ y—x|=t

d
f ¢y — DAu(y)dy + f 56 Ly tAu(y)dodt
Va e Jly—-xl=t 2r

41
oy — x)Au(y)dy + f —In t§ Au(y)dodt
Vu & 2r |y—x|=t

|
o(y — x)Au(y)dy + f —In ISE Au(ty)tdodt
& 2r [y—x|=1 '

Va

d
1
f &(y — X)Au(y)dy + f —tlnt 95 Au(ty)dor,dt.
Vi s 27 y—xl=1
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Considere a fungao

u:0,d - R

d
1
e b ue):= f Et In tglg | 1Au(ty)dcrydt.
& y—x|=

Note que u est4d bem definida, pois u € C%(Q). Além disso, 0

lim f oy — x)Au(y)dy
-0t v,

existe se, e somente se, existir o lim u(e).
-0

Dados quaisquer ¢, ¢ € (0,d), temos

|
f —tInt 9€ Au(ty)do,dt
& 2r [y—x|=1

4
f £ In ¢| 95 Au(ty)do,
& [y—x|=1

Y4
f ¢ In 1| |Au(ty)|dor,dt
& [y—x|=1

|ute) — u(@)|

IA

dt

1
2

IA

2w

Como B,(x) c Q é compacto, existe M > 0 tal que

|Au(y)l < M, Vy € Bq(x).

Logo,
M e e
|ute) — u(0)] < —‘ f |t In 1| dodi| <M f |t In 1|d1|.
2r € ly—x|=1 e
Uma vez que a fungdo ¢ — ¢ In ¢ € limitada em (0, d) (Figura 2), existe N > 0 tal que
[tInt < N,Vt € (0,d),
donde

k(o) - ()| < MN = MNle - {I.

e
fdt

Figura 2: Graficode ¢ In r.
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0.4 1

0.2 1

-0.2 1

-0.4 1

Fonte: Autoria prépria, com uso do GeoGebra.

Seja (g,) € (0,d) uma sequéncia qualquer com g, — 0. Mostraremos que existe o

lim u(e,). Como (g,) é uma sequéncia de Cauchy, dado qualquer & > 0, existe ny € N tal que
n—+oo

: : 3
‘],kEN,_],kZVlO: |8j—8k| < m

Assim,

jk €N, jk > ng = |u(e)) - plen)| < MNle; - &) < MN%V =¢,

isto €, u(e,) é sequéncia de Cauchy em R e portanto converge. O limite de (u(g,)), por outro
lado, nao depende da sequéncia (g,) considerada. De fato, dadas duas sequéncias (&,) e (y,) de

pontos de (0, d) tais que &, — 0 e y, — 0, existem os limites

Ly = lim u(e,) e Ly = lim u(y,).
n—+oo

n—+oo

Podemos definir uma sequéncia (¢,) pondo

c &y, sen é par,
n =

YVu, S€ n € impar.

Temos ¢, — 0 e, dai, existe o limite

L= lim u(Zy).
n—+oo

Como o limite de uma subsequéncia de uma sequéncia convergente € igual ao limite da sequéncia,

temos

L= iy = Jim o) = L.
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De maneira andloga, obtemos L = L,. Segue que os limites de (u(g,)) conforme n — +oo

sd0 iguais para todas as sequéncias
(e,) c(0,d)comeg, — 0,

ou seja, existe o lim u(e). Portanto, existe o
e—0"

lim f ¢V Au(y)dy =: fg ¢V Au(y)dy,
£ v,

mostrando a primeira parte do Teorema 2.2.2.

Para obter (2.4), note agora que, para 0 < € < d, o conjunto V, € aberto, limitado e tem

fronteira suave, de sorte que as Identidades de Green sdo vélidas nele. Fixado x, temos
1
¢ (y) = d(y — x) = ﬂlnly—XI, Vy e Ve
Observe que ¢, é¢ harmdnica em V,, isto é
A (y) =0em V.. 2.5)

Dai, ¢, € C2(V,). Aplicando a Segunda Identidade de Green na regido V, para as funcdes u e ¢,,

temos

0
f (6:0)Au = u()AG.())dy = 95 (¢x<y>a—”(y)—u(y) <y))dfry
Vs av, n

&

0.
on,
(onde 17 ou 1, denotam o vetor unitario normal a €2 no ponto y), implicando de (2.5) que

p 96,
() Audy = 55 () = (y)dor, —56 )22 (der,,
V. v, on G (977y

Observando que
0V, = 0Q U 0B.(x)

e esta unido € disjunta para € < d, segue-se (Figura 3)

0P, 0
e, + 6.5 e,

0
f 6. Audy = O 600 o, - 55 u(y)
Ve 0 on 40 aﬂy OB, (x)

O,
- do,.
Slng(x) u(y) o, (ydoy
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Figura 3: Regido V, e vetores n e 7.

Fonte: Autoria propria.

Fazendo 77 = —n obtém-se

0P, 0.
= Vo, 7= Ve, =

Vy € 0B.(x).

De modo anélogo,
ou ou
—(y) = ——=(), Yy € 0B.(x).
0n(y) aﬁ(y) y € 0B4(x)

Consequentemente,

0
f o MAu(y)dy = 56 ¢x(y)—u(y)dffy—56
Ve 0Q

0,
o (y)dor, (2.6)

e 0, + 95 w22 (),
OB (x) OB (x) an,
Afirmacao 1. lim ¢x(y) (y)dO')
e—0* 9B (%)
De fato, observe que
'3—%()0 <M, Yy € B,(x), 2.7)

g, N
para algum M > 0, pois Pec (Q) e B.(x) é compacto.
an

Veja que

ou 1 ou
N ) Yo, = 95 X)—doy, = —Ine 56 —do,.
OB:(x) P (y - y—xl= 0 ang 7 2« —xi=e O ’

Segue de (2.7) que
¢x(y) dO'y 56 do,
ly—xl=¢

M
= — |In &l2ne = Mg |In g|.
9B,(x) 2n

M
— |In &
b
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Passando ao limite de £ — 0%, obtemos

lim
n
&-0 0B(x,&)

mostrando a Afirmacao 1.

0,
doy = u(x).
- aﬁ(y)u(y) oy = u(x)

Afirmacio 2. lim

-0t

Considerando y € dB.(x) temos

ou
¢’x(y) Fﬂ

(doy, =0,

'y

1 1
<) = >=Inly = x| = s=In (1 = x> + (02 - 1),
2n 2n
0P, yi—Xi yi—Xxi
= = 2.8
oy, o) 27y — x|? 2ne? (2:8)
e 5
x Y2 =X Y2 — X2
= = . 29
Oy, » 2rly — x|? 2ne? (2.9)
Observe que para cada y € dB.(x) tem-se
- 1 1
n(y) = y-x)==-0-x,
ly — x| €
de modo que, por (2.8) e (2.9) e para y € 0B.(x),
0, -
= Vo.(y)-
5 ) ¢:(y) - 1(y)
_ (yl_xl )’2—?62)_1( _ )
2’ 2ne? ) e
= V00N
_ 2
- 2n&d b=
_
© 2ne’
implicando em
e omono, =5 utdoy={ utndor (2.10)
oB.(v) O T 2ne Jiyyee Y Jos g '

Uma vez que a média radial converge quando &

ﬁy—xl =¢

lim i
e=0% JaB,(x) on

lim —
e—0+ 2rE

(cf. Apéndice A). Assim, de (2.10),

— 0F, temos

u(y)do, = u(x)

= (u@y)do, = u(x).
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Passando ao limite de € — 0" na expressao (2.6) obtemos, da primeira parte da demons-
tracdo e das Afirmacoes 1 e 2,
0.

- (y))day+ f 6.)AUG)dYy.
ny Q

0
u(x) = - 95 (qu(y)a—“(y) - )
oQ n

Mostrando (2.4). ]

Os dois teoremas a seguir serdao necessarios mais tarde. Suas demonstragdes podem ser

encontradas nos Apéndices A e B.

Teorema 2.2.4 (Principio do Médximo Forte [4]). Suponha u € C*(Q) harménica (isto é Au = 0)
em Q. Suponha que existe xy € Q tal que u(xy) = sup u(x) ou u(xy) = igf u(x). Entdo u é
Q

constante em €.

Teorema 2.2.5 (Teorema de Hahn-Banach, Forma analitica [1]). Seja X um espaco vetorial real

e p : X = Ruma aplicacdo satisfazendo:

() plx+y) < px)+pQy), Yx,ye X

(ii) p(Ax) = Ap(x), VA€ R, 1> 0.

Se G C X é um subespaco X e g : G — R é um funcional linear que verifica
g(x) < p(x), Vx € G,

existe um funcional linear f : X — R verificando:

@D f(x) =gx), Yx € G;

an f(x) < pkx), ¥xe X.



14 Capitulo 3. FUNCAO DE GREEN

3 FUNCAO DE GREEN

3.1 Definicao

Nesta secao, faremos a constru¢do da definicdo da Funcdo de Green. Para tal, dado

x € Q, considere uma fun¢do qualquer ¢, harménica em Q. Fazendo
v=p,€C(QNC'(Q)

na Segunda Identidade de Green, temos

0 :95 (%@ —u%)day— f(prudy. 3.1)
0 on on Q

Somando (3.1) a identidade (2.4), obtemos

s ) - 0
on any

0
ux) = - (¢x<y)—sox<y)>a—”<y>day+ SE ( )u(y)day
oQ n oQ

+( fg & (V) Au(y)dy — L sox(y)Au(y)dy),

onde lembramos que a integral fg ¢ Audy é improépria.

Perceba que integral fQ ¢ Audy existe, de modo que podemos escrevé-la como integral

f(prudy: limf<prudy.
Q -0t V£

impropria, isto é,

Assim,

fgbeudy—fgoxAudy: limfgbeudy— limftprudy: limf(qﬁx—gox)Audy
Q Q e20" Jy, &0t Jy, e=0" Jy,

€ escrevemos

0, ) - 0
on ony

0
ulx) = - (¢x(y)—sox(y))a—u(y)dcry+ 9§ ( )u(y)dvy (3.2)
aQ n aQ

+ fQ (6.0 — ox() Au(y)dy,

onde a terceira integral € imprdpria.

: . Ou .
Nosso interesse agora € eliminar o termo F uma informac¢ao ndo dada no problema
n

(1.1), da expressdo (3.2). Para isso, devemos escolher ¢, € C*(Q) N Cl(ﬁ) harmonica tal que

@x(y) = ¢(y — x), Vy € 9Q.

Com base nestas observacdes, temos a seguinte definicao:
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Definicao 3.1.1 (Fun¢do de Green, Nucleo de Poisson [4]). A Fungdo de Green associada ao
problema de Dirichlet (1.1) em Q é dada por

G(x,y) = p(y — x) — 0 (y), VX €Q, VY €Q, x # Y,

onde ¢ é a Solucdo Fundamental da Equacdo de Laplace para Q e ¢, € C*(Q) N C Q) éa parte

regular da Funcdo de Green que satisfaz, para cada x € €, o problema de Dirichlet

Ap,(y) = 0emQ

0.(y) = ¢(y— x) sobre 9Q. (3.3)

O Niicleo de Poisson de Q) ¢ a fungdo

0G
K(x,y) = P =V,G(x,y) -1y, Yx € Q, Vy € 0Q.
y

Observacoes 3.1.2. G é definida no conjunto

@xQ\Umm»

xeQ

A terminologia parte regular da funcdo ¢, é devida a esta aplicacdo estar bem definida

no ponto x (diferente do que ocorre para ¢.), como veremos a seguir.

A Funcgdo de Green fica bem definida quando sua parte regular existir.

Teorema 3.1.3. [5] Suponha que existe uma fungdo de Green Q. Entdo:

(@) G(x,y) <0, Y(x,y) € QX Q, x #y.

(b) G(x,y) =Gy, x), Y(x,y) €e QX Q, x #y.

Demonstracao: Para mostrar (a), fixe x € Q e note que
G(x,y) = —oo

quando y — x, pois ¢, tem essa propriedade e ¢, € limitado numa vizinhanga de x. Portanto,

para € > 0 suficientemente pequeno, a aplicagdo
y = G(x,y)
¢ harmonica em V,, pertence a C*(V,) N C (V,) e satisfaz
e G(x,y) =0, VyeoQe

o G(x,y) <0,Vy € B.(x).
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Com isso, o Principio do Maximo Forte (Teorema 2.2.4) assegura que G(x,y) < 0 em

Ve (pois G ndo é constante).

Para mostrar (b), fixe x,y € Q com x # y e seja € > 0 tal que

B.(x) UB.(y) C Qe B:(x)NB(y) =0
Defina as fung¢des

u:Q\{x} » R

Z — u(z) = G(x,2)

viQ\{y} - R
Z - v(2) = GO, 2).

Entdo u e v sdo harmonicas no conjunto
Q, = Q\ (B.(0) UB.()).
Aplicando a Segunda Identidade de Green para u € v em €., temos

0 ov
0= f vAu — uAvdz = v—u —u—do,
Q. an

SEV——M do, — 96 v%—ua do, — 56 v@—ua do,.
40 AB.(x) on on AB.() on on

Dai, sendo 77 = -1,

0 = nga_u_uﬁ do +9§ v%—u@d(r
a0 01 on " Jew=e 070N T

ou ov
+ V— —u—do. (3.4)
SI@—;I 3 677\ 677\ ’

Ora, u e v sdo continuas nos compactos B.(y) e B.(x), respectivamente, de modo que
argumentos semelhantes aos utilizados para mostrar as Afirmacdes 1 e 2 na demonstragao do

Teorema 2.2.2 nos dio as igualdades

ov

lim > uzdor, =0, lim n ua—;]dgz = u(y),
811}(1)1+ - vajzdaz =v(x) e 811:{)1 ) Z%do; =0.
Passando ao limite de € — 0" em (3.4), obtemos
0= v% - ua—do'Z + v(x) — u(y).

a0 On on
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Lembrando que, dado qualquer w € Q, tem-se
G(w,2) =0,Yz € 0Q,

concluimos que u(y) = v(x).

Logo,
G(x,y) =Gy, x),¥x,y € Q,x #y.

Utilizando a definicdo da Fun¢do de Green na expressao (3.2), obtemos

0G
u(X)=56 u(y)a—(x,y)dtfy+ f G(x, y)Au(y)dy.
0 Ny Q

Em particular, se u € harmdnica, entdo

oG
u(x) = 95 u(y)o—(x, y)dery, Vx € Q,
0 a77y

onde a integral depende apenas dos valores de u sobre 9€2.

Portanto, tem-se
u(x) = 95 K(x,y)f(y)do,, Vx € Q. 3.5)
o0Q

Concluimos, de (3.5), que a representacio por meio de integral da solucao do problema
de Dirichlet

Au 0 em Q
u = f sobre 0Q,

depende da Funcao de Green associada ao dominio €. No entanto, encontrar a Fun¢do de Green
significa encontrar sua parte regular, que satisfaz (3.3). Nesse contexto, duas perguntas que

surgem de imediato:

e A funcio ¢, existe para todo x € Q?

e A funcio ¢, é regular (isto é ¢, € C}(Q) N C (ﬁ))?

As respostas para estas perguntas estao na proxima se¢ao.
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3.2 Teorema de existéncia

A existéncia da func¢do de Green € garantida, sob hipdtese de regularidade, pelo Teorema

de Poincaré. Antes deste, precisaremos apresentar algumas defini¢cdes e alguns resultados.

Definicio 3.2.1. O dominio Q C R? satisfaz a condicdo da esfera interior e exterior se existir
r > 0 tal que, para todo y, € 0Q, existam y, € Q e y, € R?\ Q satisfazendo as seguintes
condigoes (Figura 4):

(@) B,(y1) Cc Q, 0B,(y1) N0Q = {yo}, (esfera interior), e

(b) B,(y,) c R? \5, 0B, (y2) N 0Q = {yo}, (esfera exterior).

Figura 4: Condi¢ao da esfera interior e exterior.

/OQ

/

Fonte: Autoria propria.

Definicao 3.2.2. Dados x € R2, x #0, e R > 0, areflexdo de x com respeito a 0Bg(0) é o ponto

RZ

—X.
P

/

Observe que x' pertence & semirreta partindo da origem na diregdo de x e é tal que |x| |x'| = R2.

Em particular, (x") = x. O ponto x" é chamado ponto dual a x com respeito a dBg(0). A

aplicacdo x — x' é ainversdo pela esfera 0Bg(0).

Se y,xy € R%,y # xo, sd@o pontos quaisquer, definimos a reflexdo de y com respeito a

0Br(x9) como o ponto
2
Y =x0+x =X+ ——— O — x0),
ly — xol

onde x' é a reflexdo do ponto y — xo com respeito a 0Bg(0).
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Observacao 3.2.3. Esta definicdo é conhecida como principio de reflexdo de cargas eletrostdti-
cas: dada uma carga pontual numa regido €, devemos determinar a posicdo de outra carga, no

exterior de Q, gerando o mesmo potencial sobre 0Q [7].

Proposicao 3.2.4. Se x # 0, entdo

= _ I
ly-x1 R

Vy € 8B(0).

Por outro lado, se y ¢ Bg(0) entdo

= U Vx € Bg(0), Yx # 0
ly—x1]
e
ly — x| _|| Vx ¢ Br(0).
ly =«
Demonstracao: Note que
y - _ Iy|2—2y X+IXI2 _ P2y x4 P P 3.6
Iy - X/|2 |y|2 _ |2y X+ |X|2 |)| |x|2 2)7 - x + R2 R2
Tomando y € dBg(0), tem-se |y| = R, donde
y=x R =2y-x+x
ly—xP  |x?-2y-x+R?> R’
verificando-se a igualdade da proposic¢ao.
Para as desigualdades, considere y ¢ Bg(0) (Jy| > R). Como
(1 + )~ (2« R2) = (o — 7)1 - BE).
X y R X y R
tem-se
Iyl |x*
Sl R = I+ b = (b - R 1= =7 )
Se x € Bg(0), x # 0, entdo 0 < |x| < R, donde
Iy
4 R < I P
Dessa forma,
Iy
y—xP =P =2y x+ a2 R2 — I’ + R (3.7)

De (3.6) e (3.7),
Y 2
=P I
y-xP R
implicando que
ly — x| | |
y—x| "

,Vx € Bg(0), x # 0.
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A demonstragdo da dltima desigualdade, para x ¢ Bg(0), € andloga, bastando observar

que, sendo |x| > R, tem-se

Teorema 3.2.5 (Poincaré [7]). Suponha que Q C R? satisfagca a condigdo da esfera interior e

exterior. Entdo, existe uma fungdo de Green G associada a Q.

Demonstraciao: Aqui usaremos o Teorema de Hahn-Banach. Para tal, precisaremos de um

subespaco vetorial ndo vazio do espaco C(0Q).

Seja
B ={f € C(0Q); Au=0emQeu = f sobre dQ, para algum u € C*(Q) N C(Q)},
isto é, B € um conjunto formado pelas fun¢des f € C(9Q) tais que o problema de Dirichlet

Au

0 em Q (3.8)
f sobre 0Q),

u

tem solucdo cldssica (i.e. existe uma aplicacdo u : Q> R, comuce cC*(QncC (5) verificando

(3.9)).
Afirmamos que B € um subespago vetorial nao vazio de C(0€).

Que B € ndo vazio € imediato, pois f = 0 € C(0Q) eu =0 € C2(§) € solucdo do

problema (3.8). Mostraremos agora que B € um subespago vetorial de C(0€).

Sejam f, g € Be A € R. Entdo existem us € u, em C*(Q)n C(ﬁ) tais que

Aup=Au, =0, em Q
ur=feu, =g, sobre OQ.

Afirmacao 1. O problema

Au = 0 em Q (3.9
u = [+ Agsobre 0Q,

possui solugdo.

De fato, considere w = uy + Au,. Observe que w € solucdo de (3.9), pois

Aw = Auy + AAu, = 0 em

Wy = uy + Adu, = f + Ag sobre 0Q2,
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mostrando que f + Ag € B. Portanto, B é um subespaco vetorial de C(0Q).

Fixe x € Q e defina o funcional

L.:B —» R
o L) = up(x).

Observe que L, estd bem definido pois, para cada f € B, existe uma unica solugo u; para o

problema (3.8). De fato, suponha que existam
u,v € C2(Q) N C(Q),
solucgdes do problema (3.8). Entdo, w = u — v € solucdo do problema

Aw = 0 em Q
w = 0 sobre 0Q,

Pelo Teorema 2.2.4 temos w = 0 em Q e portanto

u=vemQ.

Aqui mostraremos que L, € um funcional linear continuo. Para tal, note que
(I) L, élinear.
Sejam f, g € B, 1 € R. Entdo,
L(f +A8) = upiag(x) = (uy + Aug)(x) = L(f) + AL(Q).
(II) L, é limitado.

Dada f € B,

L(f) = us(x) < maxus(z).
7€Q

Pelo item (a) do Principio do Médximo Fraco (cf. Apéndice A), segue que

Li(f) < maxuy(z) < max|f@)| = I/IL (3.10)

Observe agora que

~Lu(f) = —us(x) < max(-uy(2)) = max(-£(2)),
o que implica
~Li(f) < max || = [IfIl. (3.11)

De (3.10) e (3.11)
ILLOI <11l VS € B,

mostrando a continuidade do funcional L,.
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Afirmacao 2. L, é mondtono ndo-decrescente, isto é

L.(f1) < L(f2), Vf1 < fo, f1, /2 €B.

Se fi, /> € B, entdo, f; — f> € B, donde existe
up € CHQ) N C(Q)

tal que
L.(fi = f2) = unn().

Suponha f; < f;. Entao, temos f; — f> < 0 (ou seja, (fi — f2)(y) < 0,Vy € Q). Dai e do Principio

do Maximo Fraco,

L.(fi — f2) < max(f; - f2)(z) <0,
7€0Q
implicando, pelo fato de L, ser linear, em
Lx(fl) < Lx(fZ)’
mostrando a Afirmacao 2.
Dividiremos o restante da demonstracao em trés etapas:

14 etapa: Existe uma extensdo linear continua de L, em C(0€)) que é monotona ndo-decrescente.

Defina

pr:CMOQ) — R
g pag) =infL(f).

f>g

Note que p, estd bem definida pois, para cada g € C(0Q2), temos

Li(f) = up(x) = minuy () = min f(2) > min g(2). Y € B.f > g.

Fazendo ¢ = min g(z), segue-se que
7€0Q
Mf(.X) 2 C, vf € B’f 2 &,

isto €, o conjunto
{L(f):f € B, [ =g},

¢ limitado inferiormente, para cada g € C(0Q).

Afirmacao 3. p, é uma aplicacdo subaditiva, homogénea positiva e, além disso,

L(f) = pf), Vf € B.
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De fato, dados g1, g, € C(0Q) e fi, f>» € B tais que
fizgiefrzg,
temos f; + f> > g1 + g. Observando que
L(fi+ ) e {L(f); f 2 g + 82, f € B},

temos
L.(fi + f2) = p.(g1 + &2).

Pela linearidade de L.,
P81+ 82) < L(fi)) + Li(f2), Vfi=gieVfr=> g,
donde segue, por propriedade de infimo, que

(81 + &) < pu(g1) + px(82), V81,82 € C(0Q),

mostrando assim que p, € uma aplicacdo subaditiva.

Mostraremos agora que p, € homogénea positiva. Note que, dado 4 > 0, temos
1
{Mh,hZ/lf, hEB} = {Mh,thf, hEB}

Escrevendo h = 1h, vé-se que

{up;h > Af, he By = Muz;h > f, h € B),

€ portanto
inf u,(x) = Ainf uj;(x),
h2Af h>f
heB heB

isto é

po(Af) = Ap(f), YA > 0.

Dado f € B, temos
po(f) = inf L(h).

heB

Lembrando que L, ¢ mondtona ndo-decrescente, temos
L,(h) > L.(f), Vh> f,h e B.

Dai e do fato de f € B,
px(f) = lhlzlff Lx(h) = Lx(f)

heB

Assim, p, e L, satisfazem as hipéteses do Teorema de Hahn-Banach. Dessa forma, existe

L, : C(0Q) — R linear e continuo que estende L, é tal que

Li(g) = Li(g), Vg € B, (3.12)
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L.(g) < p.(g), Vg € C(69Q).

(L, € continua pois p, € continua).

Em particular, L, é monétona ndo-decrescente, pois g < 0 implica
Li(g) < plg) <0.

2¢ etapa: Defina
0:0) = Ly (y],0) - ¥ € R*\ 0Q. (3.13)

Entdo, ¢, se estende continuamente como uma fungdo em R>.
Dado y € R? \ dQ, observe que a aplicacdo
¢y:0Q — R
z = ¢y(Z)

pertence a C(0Q), pois ¢ € C (R?) \ {0}. Logo, ¢, estd bem definida sobre R? \ Q. Ademais,
sey € R?\ Q, entdo ¢y € B. De fato, basta observar que

Apy(z) =0, Yz € Q.
Sabendo disto temos, de (3.12),
0:(9) = Lu(y|,) = L(@y],0) = $y(0), Yy e R\ Q.

Consequentemente,
0.(0) = ¢y — x), Vy e R\ Q, x € Q. (3.14)

Seja r > 0 a constante da condicio da esfera interior e exterior. Mostraremos que valem

as desigualdades

[y = y2
r

1
—In

ly =yl
21 r

1
) +0:00) < 0x(y) < e ln( ) +¢:.0"), (3.15)

onde x € Q estd fixadoey € Q étal que h := d(y,0Q) <r.

Observe que existe um inico ponto y, que minimiza a distancia entre y e JQ (pois 0€Q é

compacto). Sejam y; € Qe y, € R? \ Q tais que

3B, (y1) N Q = {yo}

9B, (y2) N Q = {yp}.

Note que
Bh(y) - Br(yl)’
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poish <rey € [y, yil.

Como y # y; ey # ¥, podemos definir as reflexdes de y com relacdo a 0B,(y;) e a
9B, (y2):

’

r2
* V=570 =y + i

124

° V=2 yzlz(y y2) + 2.

Note que

r2

[y — 2

Iy’ = yal = <r,
o que implica y” € B,(y,), donde segue-se que y"’ ¢ Q.

Afirmacio 4. Se d(y, Q) < r, entdo y' ¢ Q.

Como y, é o ponto que minimiza a distancia de y e 0Q2, tem-se y € [y, y;]. Mais
precisamente,

y=y; +t(yo—y1), paraalgum 0 < ¢ < 1. (3.16)

Assim, como

, r
Yy =yn+ s —y1)
ly =il
e observando que |y, — y;| = r, tem-se, de (3.16),

2

’

1
y=——0-yD+n = ;()’0 —y1) +y;, paraalgum 0 < ¢ < 1.

y = »P
Equivalentemente,

vy =s(o—y1)+ Yy, paraalgum 1 < s,
mostrando a Afirmaciao 4.

Sejam

7'2 .
® X = m()’—)ﬁ),

2
o x:= Iy—rszZ(y = y2).

Dado z € 0Q, note que z ¢ B,(y1) e z ¢ B,(y2). Aplicando a Proposicao 3.2.4, temos

I(Z—yz)—(y—yz)|<|y—yz|
(z=y2)—x"| — r

(pois (z — y2) & B,(0) e (y = y2) ¢ B,(0)), implicando que

ly = yal,

lz = (" + )
— < —
lz—yl < .
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e portanto
e 222y G.17)
Aplicando novamente a Proposic¢ao 3.2.4, temos
C—y) - G-yl _ -l
z=yD-xl — r
pois (z —y1) € B, (0)e (y —y1) € B,(0), com y # y; (i.e. y —y; # 0), dai segue-se que
|IZz_yy,I| S P ryll’
implicando que
|z =yl = @Iz -l (3.18)
De (3.17) e (3.18)
PN i<l < B2y vz e an (3.19)

onde estamos supondoy € Qe 0 < d(y,dQ) < r.

Lembre-se que
1
7) = —lInlz -
¢y(2) = 5 Inlz -y
e que o logaritmo natural € uma funcdo crescente. Aplicando o logaritmo a todos os membros da

expressao (3.19) e multiplicando o resultado por % > (), tem-se

ly =yl

%m('y le)+¢y()<¢y(z)<_1 ( )+¢y,,(z), Vz € 0Q.

Como, para x € Q, L, € um funcional linear mon6tono ndo-decrescente, segue-se que

[y = y2
r

y = yil
5 (y r”) L)+ Ligy) < L6 < 5-n ( )L<1>+Lx<¢yw>

onde 1 representa a fungdo constante igual a 1 definida em 9Q2. Assim, de (3.13),

~n ('y yl')+sox(y><sox<y><—1 ('y yz')wx(y"),
JT r r

onde x € Q. Ora, y',y” ¢ Q. Consequentemente, de (3.14), obtemos ??eq:39):

[y — 2

o L ('y yl')+¢x<y><sox<y><—1 ( )+¢x< ",
JT r

Fixado y € 0Q, veja que
y=y = ly=-nlly-yl—=r
e portanto y’ — y, de maneira andloga também conseguimos

Yy’ =y, quandoy — y.
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Sabendo disso, passando ao limite de y — y em (3.15) obtemos:

¢ —x) <limpu(y) < (5 - x), ¥y € 0Q.

yeQ

Estendendo ¢, para R? como
() 1= ¢y — x), ¥y € 0Q, x € Q,
vé-se que ¢, € C(0Q). Nio obstante, temos ¢, € C(R?) pois, por defini¢io,

@) = Li(¢,),y € R?\ 6Q,
com L, € C*(C(0Q)) € (¢,),erz100 C C(6Q).

Observacao 3.2.6. O fato da parte regular da fungdo de Green ndo ser necessariamente de

classe C' passou despercebido até o final do século 19.

Tal problema somente seria resolvido por Alexander Liapounoff em 1898, garantindo
a possibilidade de extensdo das derivadas de ¢, sobre Q desde que Q) seja suficientemente

regular.
3% etapa: A aplicacdo ¢, é a parte regular da funcdo de Green de QL.

Pela 2¢ etapa, sabemos que ¢, é continua em R? e

0:(y) = (Y — x), Vx € Q, ¥y € 0Q. (3.20)

Mostraremos agora que, dado x € Q, tem-se ¢, € C*(R?) e Ayp.(y) = 0. Para tal,

veremos antes que
AyQDx(y) = Ay(zx (¢y|ag)) 5 Vy c Q

Sejay = (£1,{) € Q. Entdo ¢, € C*(0LQ). Sendo Zx linear, temos, para h;,hy, = O e
hy,hy #0,

Zx (¢yh,-) - Zx(¢y) = ¢yh,- — 9\ .
h; Lx( hi ),1_1,2,

onde y,, = ({1 + hi, &) € yn, = (41,8 + hy). Usando a continuidade de Zx, obtemos

— (08  — [, Pw
5] - Elm =

= limI, (%" h_ ¢y)

I’l,‘-)O

]

Zx( ) - zx( )
= pim =P i i=1,2
hi—0 h;
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Dessa forma, existem as derivadas —L.(¢,) e

64”

L(¢,) =L ( ¢y) i=1,2.

az; ¢

0 —
Lembrando que a7 —¢, € C(0Q) e aplicando um célculo andlogo para — ( o ¢y) obtemos que

ag;

2
existem as derivadas — e Ly e

e o £ (o)1 (20} ()
gzx¢y 64,0{,x¢y oz, 3443 xagag% §2¢y =1,2.

Consequentemente,
M) = Ay (Lu(y],) = Lo (A8y],) = Li(0) = 0, ¥y e .

Portanto,
Aypi(y) = 0,¥y € Q. (3.21)

De (3.20) e (3.21), concluimos que, dado x € Q, ¢, € solu¢do do problema de Dirichlet:

Au 0 em Q

¢, sobre 02,

u

mostrando assim a existéncia da funcdo de Green G(x,y) em Q, como queriamos. [
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4 EXEMPLOS EM DOMINIOS PARTICULARES

Neste capitulo, apresentaremos alguns exemplos de construcdo da solu¢do do Problema
de Dirichlet (1.1) para alguns casos particulares.

4.1 Bolas

Desejamos obter a solug¢ao para o problema de Dirichlet associado a Q = B,(y,), onde
yo € R? e r > 0 e com uma funcdo g € C(6Q). Para tal, comecaremos com o caso particular da
bola unitaria B;(0).

4.1.1 Bola unitdria

Fixe x € B;(0), x # 0. Nosso método serd encontrar uma func¢ao ¢, satisfazendo
Api(y) =0 em B;(0) \ {0}
¢:(y) = ¢(y — x) sobre dB;(0)

e assim definiremos

G(x,y) = ¢(y = x) = @x(y).
A rigor, tal fun¢do G ndo € necessariamente a funcdo de Green associada a B;(0), pois a parte
regular ¢,(y) ndo € harmonica na origem. Veremos também que tampouco € possivel garantir
que G € a func¢do de Green associada ao dominio com fronteira regular B;(0) \ {0}, pois ¢, e
¢, podem nao coincidir em 0 € d (B1(0) \ {0}). Entretanto, a solucdo u obtida a partir de G, a

principio definida fora da origem, pode ser estendida regularmente neste ponto.

Dito isso, afim de obter G utilizaremos a reflexdo pela esfera dB;(0) como na Defini¢cao
3.2.2:
X = W
A ideia agora é “inverter a singularidade” de x € B;(0), x # 0 para x’ € R?\B;(0). Assim,
a aplicacdo y — ¢(y — x’) serd harmonica para y # x" (lembre-se que ¢ € solucdao do problema
(A = 0, R*\{0})). Dai, a funcio
@x(y) = P(IxI(y — X))

€ harmonica em B,(0) \ {0}. Além disso, se y € dB;(0) e x # 0,
(Xl = XN = Il — x'P

212 x P
2y — 4+ —

2y-x 1

2

= 1- + —
o ( | x]? |x|2)

|x|2—2y-x+1:|x—y|2.
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Logo,

(Xl = XDI = lx = yI, y € 0B1(0), x # 0.

Consequentemente,

@x(y) = ¢(y — x),y € 0B1(0), x # 0, 4.1

como desejado.

Note que, quando y € dB4(0), a aplicacdo x — ¢(y — x) é harmodnica em B;(0) e
lim ¢(y - %) = $).

Dai, temos a seguinte defini¢do:

Definicao: A Funcao de Green para a bola unitaria é dada por

G(x,y) = ¢(y — x) — ¢(IxI(y = x')), x € B1(0),y € 0B, (0)x # y, x # 0,
G(0,y) = ¢(y),y € 9B,(0).

Suponha que u satisfaga o problema de fronteira

Au = 0em B;(0)
4.2)
u = g sobre 0B;(0).
Usando (3.5), teremos
oG
u(x) = 96 g(y)a—(x, y)doy. (4.3)
dB1(0) n

De acordo com a férmula (4.1),

Gy, (x,y) = ¢y,(y = x) — d(|x|(y — X))y, i = 1, 2.

Ora,

0 (1
¢y,-(y - X) (9_y, (Zlnb’ - X|)

i (ly - xl)y,-
21 |y — x|

2(yi—xi)
2ly—x|

2y — x|
Vi — Xi
2m|x — y]2
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Além disso,

P(xl(y — X))y, =

Como, para x # 0 e y € 0B1(0),

tem-se

Dai,
P(|xl(y —

se y € 0B(0). Dessa forma,

oG
a_ (X, }’)
on,

0 (1
o (—1H(I(IXI(Y - X'))I))
T

ay; \2
133G = XDy,
21 |(Ixl(y — x|
1 IGIE = 0l
21 |l - )|
| (VOIRP =37+ (2P = 22)?),
2 |G = )|
1 1 2(Yz'|x|2 - Xi)|x|2

27 |G = 201 2 \J [P = x1)% + (i — )2
1 1 (yi|7€|2 - xi)|x|2

27|l — 01 [ylal? - x|
1 (yi|x|2 - xi)|x|2

2 Pyl — aP

(Xl = X))

yix? —x
|x|?

Ix — yI*

2
|x]

2
|y1xd? = x|
x>’

2 2 2 2
1 = x| = xPlx = vl

L il =)l _ 1yl =

Rl v Nl PRE

1,y2) - VG(x,y)

2
Zy,-nyx, )

i=1
1
27 |x — yI2

1 1
=P ;)’?(1 — |xP)

1 1—|xf
2 |x — y*

Zyl (i = x) = yilad” + x;)
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Consequentemente, a formula (4.3) nos d4 a representagcao

2
() = =10 95 80) 4.4)
0

)
2r B(0;1) |x — }7|2

Fazendo g(y1,y») = [y1], obtemos a solucao

1—|xf V1l
M(.X) = o § mdﬂy
4B(0;1) y

cujo gréfico é

Figura 5: Gréfico para a fungdo médulo na bola unitéria.

Fonte: Autoria prépria, com uso do GeoGebra.

Fazendo g(y;,y,) = seny;, obtemos a solugdo

1-— 2
u(x) = | x| 95‘ seny; dor
f)

)
2r B(0;1) lx — )’|2

cujo grafico é
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Figura 6: Grafico para a fun¢do seno nabola  Figura 7: Gréfico para a fung¢do seno na bola

unitaria. unitaria, vista lateral.

Fonte: Autoria prépria, com uso do GeoGe- Fonte: Autoria prépria, com uso do GeoGe-

bra. bra.

Mostraremos agora que a férmula (4.4) de fato nos da a solugao (que sabemos que existe

via Teorema de Poincaré) para (4.8).

Teorema: (Férmula de Poisson para a bola unitéria [2]).
Seja g € C(0B1(0)) e defina u como em (4.4). Entdo

(i) u € C*(B1(0)),
(i) Au = 0em B;(0),

(i) lim u(x) =g (xo) para cada ponto x° € 6B;(0).

x€B(0;1)

Demonstracao:

i) e (ii): Por construcgdo, fixado y € ualquer, a aplicacao
(i) e (ii): P ¢do, fixado y € R? qualq plicag
x = G(x,y)

. X , . . .
é harmonica em R? \ {0,y} e y # W Dai, a derivada direcional
X

X = _(xvy)

ony
¢ harmonica para x € B;(0), x # 0 e y € dB(0). Defina

1P 1
L L B.(0),y € 9B, (0)
2r |x—yP?

(nucleo de Poisson para a bola unitdria). Pelo que ja foi discutido, tem-se

oG
K(x,y) = E(X’ ), ¥x € B1(0) \ {0}, Yy € 0B,(0),
y
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donde a aplicagcdo x — K(x,y) € harmodnica para x € B1(0), x # 0 e y € dB;(0). Além disso,

note que, para |y| = 1, existe o

lim K(x, y) 1 1 1

imK(x,y) = —— = —.

0 E e T 28
1

Podemos entdo estender continuamente K(x, y) para x = 0 definindo K(0,y) := o y € 0B1(0).
T

Para ver que tal extens@o € harmodnica (portanto suave) em x = 0, basta mostrar que K(x,y) é

suave em x = 0. Assim, para |y| = 1,

9 gy - L2l ool = (= DR - y)
ox, Y 27 e —
B 1 2xlx =y + 2(1 = |x)(x; = y2)
2 lx — y*
_ L= )P+ (- @ - )
n lx — yl*
1 ( X (1 = |x*)(x; —yi))
- 2t 4 ’
m\|x—yl lx =yl
o> 1flx =y = 2x;(x; — yi)
—K(x, - __
ax? ('x y) ﬂ'( |x_y|4
(=200 =y + 1 = Pl = o1 = (1 = xP) = y) @l = yP) (i - y,-»)
+
lx —yI8
1 ( 1 2xi(x; — yi) N (=2x)(x; =y + 1= x> 4(1 = [x))(x; —yi)z)
m\|x =yl lx — yl* lx — y* |x — yl°
1 ( 1 dxi(xi—y)  1=Ix* 40 = |xP(x - yi)z)
m\|x—yP |x — yI* lx — yI* |x —yI° '

Tais derivadas segundas sdo continuas em x = 0. De fato,

2

0 1
lim—K(x,y) = ——(1 +1-4y?) = -
T

2 - 4)’1'2
x=0 Jx? '

Logo, x = K(x,y) é C? por toda a bola B;(0), donde é harmdnica (portanto de classe C*) em

B1(0). Segue dai que
M= [ K0y =0, 3 € ByO)
dB(O;1)
onde a troca das posicoes de A, e da integral € possivel pois a integracdo tem relacdo somente
com y. Logo, u € C*(B;(0)).

(iii): Observe que, sendo g limitada em dB,(0), existe C > 0 tal que g(y) < C, Yy € 9dB;(0).

Além disso, teremos
1= 95 K(x,y)dy. 4.5)
aB(0;1)

Com efeito, podemos calcular esta integral. Se x = 0, note que

fﬁ K(0, y)d #; L doy #; Lo = 1
,yydo, = — = —do, = 1.
8B(0;1) y 9B(0;1) 2r |y|2 dB(0;1) 2’
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Suponha agora 0 < |x| < 1. Temos:

1 — |x? doy
95 K(x,y)doy = 7 >

dB(0;1) T aBo;1) [x = Yl
1= xP fzﬂ ds
B 21 o |x—1(coss, sens)?
1= xP fz’f ds
B 2r o x>+ 1—=2x;coss—2x;sens
1= xP fzﬂ ds

4r 0 'x'z—“—xlcoss—xzsens

2

2 . © o~
Chame C = % e faga a substitui¢do ¢ = tg 5. Observe que = 0 quando s = 0, ¢ percorre

0s ndmeros reais positivos quando s €

s € (m,2m). Além disso, para s # 7,

(0, ) e t percorre os numeros reais negativos quando

drd (t s) _d (senj
ds ds\%2) T ds\coss
1 s K 1 s K
_ ECOSECOSE'FESCHESCHE
= 3
Ccos* 5
%(cos2%+ senzg)
= 7
cos? 3
_ 1
- 258"
2 cos 3
Também, para s # 7,
2s 2s
2o sen E_l—cos 3 1 4
- 25 2s 2 s ’
cos? 5 cos* 5 cos® 3
donde
1 1 1+#
=1+7 = =
COSZ% 2cos? £ 2
Entao,
dt  1+¢
— = = ds = dt.
ds 2 1+1¢
Lembrando das identidades
2tg 3 1- tgzg
sens:1 S5 € Cos s = 55
+tg°3 1+ tg=3
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temos

K(x.y)do 1 —|x? ds N 1 —|x? f ds
BOL) Y 4r Jiom C — x1C085 — xp8en s 4r Jipom C — Xx1cO85 — Xxpsen s

1—|x|2f 1 2
= > dt
4n RC—xll_t —lel+l2

1+22 +2

~ 1—|x|2f 1+7 2 ”
C dn JrCA+2)-x(1-2)=2xt 1 + 12

B 1—|x|2f 1 »
- 2r g 2(C + x1) = 2txy + C — x;

1—|xP 1
27(C + x1) Jp 2 — 2t=22 + &0 a,
1 Rt_ tC+X1+C+X1
241 X H+2x +1+x2 (o + 1)+ X2
oisC+x1:|x| + x| = 1 : 2:(1 ) 250 ara todo x € B1(0).
P 2 2 2 P
Note que
t2—2t X +C—X1 _ ;_ X 2_ X% +C—X1
C+x; C+x C+x (C+x)? C+x
_((HC+x) - x) x +CZ—xf
B C + x (C+x)? (C+x))?
_ ((Cra) ) -
B C +x (C + x;)?
~ 't(c+x1)—x22(c+x1)2+1 C2 — |xP?
B C + xi C2 — |x[? (C + x))?
_|(ucHx—x cox Y |-t
B C+x C2 — |x2 (C + x1)?

_ C2—|X|2 1+ HC + x1)— x
T (C+x))? JC2 = [x]2 ’

4 2 2_1)? .
onde C? — x> = W — P = w > () para todo x € B;(0). Assim,

1 —|x? 1
§ K(-x’ )’)do'y = C2—|x2 2dt
aB(0:1) 27(C + xD){er e VR T
C2—|x|2
(1 - tP)(C + x) f L
21(C* - |xP)  Jg '

Faca a substitui¢ao
HC + x1) — x
W= ——.

[C2 — 12

Como C + x; # 0, w percorre toda a reta quando ¢ varre R. Além disso,

C2 — xP
dw_ C + x; dr Y, |x] dw

—_— = =
dt Jc? — X2 C+ x;
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Logo,
95 K(x.y)d (1- IXIZ)(C+x1)f 1 e - IXIzd
x,y)do, = w
e i/ 2m(CT—xP) Jx1+w2 C+x
3 1 — |x? dw
27 +/C? — a2 Jr 1 +w?
1= |x|? f dw
- 2711_—;"2 r1+w
3 lf dw
B T Jr 1+ W2 ’
Para esta dltima integral, observe que a fungio w — tg ~'w é uma primitiva de w — lez Dai,
f dw ) ‘< dw
= lim
R1+W2 c—oo ). 1 +w?
= lim(tg~'c - tg7'(=0))
= lim2tg 'c
=
2
= T
Portanto, tem-se (4.5).
Fixe x" € B,(0) e £ > 0. Tome ¢ > 0 pequeno tal que
0 € 0
’g(y)—g(x )' <3 se [y-af <s y e B0 (4.6)
. ol _ O ~
Assim, se |x - X | < > e x € B{(0), entdo
0| _ 0
'u(x) —g(x )‘ = 95 K(x,y)gp)doy — g (x) 95 K(x,y)doy
OB(0;1) AB(0;1)
= f K(x,y)|2) - g(x°)] dory
dB(0;1)
< f K(x,y)|s0) — g(x)| dor, 4.7)
A(BO;:DNB(x%;6))

o4O
+ L(B(o;l)\B(xo;é)) K(x,y) ‘g(y) g (x )‘ dor.

Defina
a (40
L= fa(B(o;l)mB(XOﬁ)) Koy ‘g 0)-g (x )‘ doy
. (40
S \L‘(B(O;l)\B(xOﬁ)) Ky ‘g 0) =8 (x )' 4oy
De (4.6),

e e
13—96 K(x,y)do, = <.
2 Jomo:1 2
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Além disso, se |x — x°| < g e |y — x°| > 0, temos

0 1
-l <ty —a+ = <ly—xl+ 5 <yl 5y -

edai|y— x| > % |y - x0|. Entdo, lembrando que g € limitada, com |g(y)| < C, Yy € dB(0),

2C(1 - |x?
J<2C 56 K(x,y)dy < 2cd = P ly = x|doy, — 0
A(BO;D\B(x0,6)) 2r A(B(O;D\B(x°,5))

conforme x — x°. Assim, existe §; > 0 tal que
€ 0
J < Equando |x—x | < 0.
Tomando ¢y = min{d, §,}, obtemos, de (4.7),

‘u(x) - u(xo)' < g + g = g quando |x - x0| < 9.

4.1.2 Bolas centradas na origem

Suponha agora que, ao invés de (4.2), u resolva o problema

Au =0em B,(0)
u = g sobre dB,(0)

(4.8)

para r > (. Para determinarmos u, note que, para x € B;(0), a solugdo de (4.2) para g(x) := g(rx)

na fronteira, denotando X := rx, é

—xP 7
7o) 1 — x| 9§ HON.
0

y
2r B(0;1) lx — )’|2

1P 95 g(ry) y
= —2 O-y
2n 4B(0;1) lx =yl

r? — 56 8(ry)
= — —2d0'y
2n AB(0;1) lrx — ryl

r? — |rx? SE g(ry)
= 8o,
o

2nr Bo:1) 17X = ryl?

o rP-xP g(ry)
= = > rdoy,
2nr AB(0;1) |X — ryl

=3P SE ) J
= = 2 ay.
2mr dB(0;r) |X - yl

Obtemos assim a férmula de Poisson

2 _ 2
u(xy = —— 95 80 . x € BO). (4.9)
[7)

2rr B(0;r) |x — y|2
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A fungdo

rr —|x?
K(x,y) =

T —rL x € B.(0),y € 0B,(0),

€ o nicleo de Poisson para a bola B,(0).
Mostraremos agora que a férmula (4.9) de fato nos dé a solugdo de (4.8).

Teorema: (Férmula de Poisson para uma bola centrada na origem).
Seja g € C(0B,(0)) e defina u como em (4.9). Entdo

(&) ue C*(B0)),
(i) Au=0em B,(0),

(iii) lim u(x) =g (xo) para cada ponto x° € 4B,(0).

x€B(0;r)

Demonstracao:
(i) e (ii): Dados r > 0 e y € B,(0), note que

OO U il 29 G )
Ax; 2nr lx =yl
3 1 2x0x = yP? +2(r% = [xP)(x; — )
- 2ar lx — yl*
R U7 e Gt 9 GO )
nr lx = yI*
B O B T P A )
mr \|x =yl x = yl* ’
lig 1flx— )’|2 = 2x;i(x; — yi)
—K(x, - __
Ox; () n ( |x — yl*
|(=2x)Cx = i) + 72 = 1] 1 = 31 = (2 = ) =yl = YP)(2(x; — yi)))
+
lx = yI®
1 1 2xi(x; — yi) N (=2x)(xi = y) + 2 = x> 407 = P (x - yi)z)
ar\lx =y =y lx —yI* |x = yI°
1 1 4xi(xi—y) P = x40 = xP)(x; - yi)z)
ar\lx =y =y lx —yI* lx = yI°
1 2 dx - (x — 292 Z o A2 — IxP)x — v
AKGy) = -1 _drloy) 20 2 46 - y|)
ar \|x =yl |x — ¥l |x =yl |x =yl
1
= ————— (2P —dx- (x—y) + 277 = 2’ - 407 - xP))
nrlx =yl
1
= ————— (2 —dx- y+ 20 — 4l + dx -y + 27 = 2 — 47 + 4
mrlx = yl*
1
- 2 2 _ 2 2
nrlx — yf* ( T )

= 0,
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donde a aplicagdo
x = K(x,y)

€ harmonica (portanto de classe C™).

Como 0B,(0) é compacto e g é continua, segue que K(x,y)g(y) é limitada. Assim como

antes, temos
Au(x) = f AK(x,y)g(y)doy =0, x € B,(0).
0B(0;r)

(iii): Andlogo ao caso (iii) de B;(0), bastando apenas trocar as curvas de integracdo e

\(}6‘ K(x,y)doy, = 1.
0B(0;r)

mostrar que

Tome X = rx e veja que

1 — |x? 1 1 — |x? r?
1= el SE —2d0'y = el 9€ — de'y
2n 4B(0;1) lx =yl 2r 4B(0;1) |X — ryl
2 =2
re—|x 1
= | | é ~—2d0-y
2n 4B(0;1) |X — ryl
2 =2
re—1x 1
= l 56 — zl’dO'y
2nr 4B(0;1) |X — ryl

2 %2
r-—|x 1
B 2nr 95 o | X = lde'y
dB(0;r) y

56 K(x,y), YX € B0, r).
dB(0;r)

4.1.3 Bolas quaisquer

Para o problema (1.1) quando Q c R? é uma bola de centro e raio quaisquer, teremos o
seguinte Teorema:
Teorema:(Formula de Poisson para uma bola qualquer).

Sejam Xy € R%,r > 0, g € C(0B,(Xy)) e defina u pondo

r? —|x = Xof? gy)
u(x) = —56 ——— —do,, x € B(Xp). (4.10)
2nr AB(Xo:r) I(x — Xo) — yI? Y 0

Entdo
(i) u € C*(B,(Xo)),
(ii) Au = 0em B,.(Xy),

i) lim u(x) =g (xo) para cada ponto x° € dB,(X).
xe);;())?;);r)
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Com efeito, seja v € C*(B.(Xy)) N C (B,(XO)) a solucao do problema de Dirichlet as-
sociado ao dominio regular B,(Xy) com traco g € C(dB,(Xp)). Defina h(x) := g(x + X;) e
#(x) := v(x + Xo). Entdo h € CX3B,(0)) e # € CX(B,(0)) N C (B,(0)) é tal que

AV(x) = Av(x + Xp) = 0,x € B,(0)
V(y) = v(y + Xo) = g(y + Xo) = h(y),y € 8B,(0).

Do Teorema anterior, temos, para x € B,(0),

2 2
Va4 Xo) = ) = 9§ )y
0

y
2nr B(0;r) Ix =y

_ r* — |x? 56 g0y + Xo)
Is)

2nr B(0;r) lx — y|2

P —xP 95 gy
= ——————do,.
2nr AB(Xo:r) lx — (y — Xo)|

do

y

Se ¥ = x + Xy, entdo X € B.(Xp) e

v(X) = MSB ﬂdo- = u(%)
2nr OB(Xo:r) |X — yI? 4

Da unicidade da solucdo, tem-se v = u.

4.2 Semiplano

Se considerarmos, no problema (1.1), Q = R2, onde R? = {x = (x|, x);x; > O} e
g € C(R), temos

Au=0 em R
@.11)

u = g sobre JR2.
Nao podemos garantir, via o que ja foi discutido, que tal problema admite solu¢do. Em

particular, ndo sabemos se existe uma func¢do de Green associada a Q (note que €2 é um dominio,

mas nao € limitado). Todavia, mostraremos aqui que

0G ( ) X2
—(x,y) = ——.
ony mlx = yI?
é o niicleo de Poisson associado a R2.

Note que dR?2 € o eixo das abcissas x, = 0. Dado x € Q, sua “reflexdo” em dQ € o ponto

X' = (x1, —x2).

Vamos resolver o problema (4.11) para o semiplano pondo

@) 1= ¢y — x') = p(y1 — x1,y2 + X2), x,y € R,
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Nossa intenc¢do €, assim como no caso da bola aberta, que o corretor ¢, seja construido a
partir de ¢ “refletindo a singularidade” de x € R? para x’ ¢ R2. Note que, para y € dR?,

VoI =2 + 02+ 32)?
Ao —x)? + x%

VO = x1)? + (—x2)?
VO = x1)? + (32 — )
ly = .

ly — x|

1
Multiplicando ambos os membros da igualdade por 7 obtemos
T

@) = p(y — x), se y € IR
Como, x’' ¢ dR?, ¢(y — x’) esté definida para todo y € IR2. Assim,
Ap(y —x') =0, Vy e R?

Consequentemente,

Aﬁf’x()’) =0 em Ri
¢:(y) = ¢(y — x) sobre IR,

como queriamos.

Defini¢io. A Fungio de Green para o semiplano R? é
G(x.y) = ¢(y - 1) —¢(y - x), x.y €RL x # .
Observe que G(x,y) = G(y, x), pois

(1 = x1)* + (1 +x1)°

2 2
x=yT" = ly=-x|

(x1 = y1)* + (x1 +y1)°

U

= Ix =yl ly = x’I.

Entao,

G)’2(x’ y) = (]5)'2()7 - x) - ¢yz(y - XI)

I 1 ,
= E(lnb’ = x|y, — Zr(lnb’ = X'y,

1 1
BT Ve
I 1 y—x 1 1 y+x

(Iy = XDy,

2rly—xl ly—-xl 2nly—x1ly—-x|
i Ya— X2 Y2+ X3
2e\ly— x> |ly—-x)
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Consequentemente, se y € JR2, entdo [y — x| = |y — x'| e assim

oG 1 x
3 =V0 0. =Gy(xy) = -

lx =yl

Suponha agora que u satisfaz o problema (4.11). Entao, de (3.5), é razodvel supor que

u(x):ﬂf 80) 4 xeR2 (4.12)
a

T Jor? lx = yI?

seja uma representacao de u. Com isso, a funcdo

2 2
= ﬂm,x€R+,y€R+,

serd o niicleo de Poisson para R2. (4.12) é chamada férmula de Poisson.

Fazendo g(y;,y») =, obtemos a solucdo

1—|xP 56
u(x) = ——do,.
21 Jomon IXx—yP 7

cujo grafico é

Figura 8: Grafico para a fung¢do seno no semiplano.

Fonte: Autoria prépria, com uso do GeoGebra.

Precisamos agora mostrar que a férmula (4.12) de fato nos d4 uma solucdo para (4.11).

Teorema: (Férmula de Poisson para o semiplano [2]).

Sejam g € C(R) limitada e defina u como em (4.12). Entdo
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(i) ueC*(R?)eé limitada,
(i)) Au=0emR2,

(iii) limu(x) = g (xo) para cada ponto x° € JR2.

XER%

Demonstracao:

(i) e (ii): Para cada x fixado, a aplicacao
y = Gx,y)

¢ harmonica, exceto para y = x. Como G(x,y) = G(y, x) para x,y € R2, x # y, tem-se que

x = G(x,y)
¢ harmonica em R? \ {y}. Logo,
oG
xag—mw=me
V2

é harmonica para x € R2,y € JR?.

Mostraremos que u € limitada. Observe que, sendo g limitada, existe C > O tal que
g2(y) < C, ¥y € R2. Além disso,

1:f‘me@. 4.13)
RZ

+

Com efeito, temos

X 1
fkhw@=if——7@
R2 T Jr2 lx =yl

Fazendo a mudanca de varidveis y = (£,0), ¢t € R, temos |[y'(t)| = |(1,0)| =1e

1 f"" 1
dy = dt
jl;i |x _}’|2 Y —0 |(X],.X2) - (t’ 0)|2
0 1
- j'___———m
ceo (F— X124 215
<1 1

= Im ?g—(ﬂf N 1dt.

X2

t—Xx

Fazendo outra mudancga de varidveis, desta vez y = , temos dy = xl—zdt, donde dt = x,dy e

X2
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v — oo conforme ¢ — +oo0. Dai,

1 .. “
= — lim >
Xy a—eo )yt + 1

dy

1
= —lim tg '(a) - tg "' (-a)

x2 a— oo
1
= —lim2tg (a)
-x2 a—>oo
2
X2 2
T

X2

Logo,

f Kooydy =22 -1,
]RZ T )C2

+

De (4.13), note que

u(x) = f K(x,y)g(y)dy < f IK(x, yllgWldy < C f IK(x,y)ldy = C, Vx € R}.
R2 AR? 2

+ 6R+
Portanto, u € limitada.

Como x — K(x,y) é suave para x # y, verifica-se também que u € C* (]Ri), com

Au(x) = f AK(x,y)g(y)dy = 0, x € R?,
OR2

onde a troca das posi¢des dos sinais A, e da integral € possivel pois a integracao € sobre y.

(iif): Andloga ao item (iii) do caso da bola.
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Apéndice A: Principio do Maximo Forte

Seja u € C?(Q) para um aberto ndo vazio Q c R2. Para x € Q fixado e para todo

0 < r < dist(x, 0Q) (ou simplesmente 0 < r se JQ = (), definimos a média esférica de u pondo

1
m(r) = u(yydo, = — u(y)do,.
9B,(x) 271 Jon, )
Fazendo as mudangas de varidveis y = x + z, com z € dB,(0), e em seguida z = rw, onde
w € 0B1(0), tem-se

1
27Tr dB1(0)

1
m(r) = — 56 u(x + z)do, =
0B,(0)

u(x + myrdo,, = J[ u(x + rw)do,,.
2nr 0B1(0)

Utilizando a regra da cadeia, pode-se escrever

0 0
f —u(x + rw)wy + —u(x + rw)wydo,
a 0xy

d 1 d
—m(r) = — 56 —u(x) + rwy, x + rwp)do,
dr B1(0) (9.X1

27'[ 0B,1(0) dr

f Vu(x + rw) - wdo,,
0B1(0)

0
f —u(x + rw)do,,
0B, (0) OW

0
f —u(x + z)do,
9B,(0) OW

1 ou
= — X (x + )dor..
2nr 4B,(0) aW (x Z) Iz

Aplicando a Primeira Identidade de Green (Teorema 2.2.1, item (i) para v = 1 € C*(B,(0)) N
C'(B,(0)), segue que

%m(r) = ZLM L,(O) Au(y)dy.
Dai, o sinal do Laplaciano de u determina a monotonicidade da média esférica. Em particular, se
Au = 0 em €, entdo a média esférica € constante. Neste caso, a média é sempre igual a u(x),
uma vez que

lir(gl+ m(r) = u(x).

De fato, como u € C?(Q), temos u € C(B,(x)) para qualquer 0 < & < d. Logo u é uniformemente

continua em B.(x). Assim, dado n natural, existe 9, > O tal que
’ 1 ’
lu(y) — u(y)l < o Yy, Yy € Bs,(x). (14)

Fixe (g,) C (0,d),d = dist(x, 0Q2), uma sequéncia qualquer com &, — 0. Entdo, dada
uma subsequéncia (&,) C (&,), tem-se €,, — 0. Logo, existe (§) C (g,,) tal que, para todo
keN,

0< & <0y
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Dai e de (14) observe que, para todo k € N,

1 1
Im(&) —u(x)| = |5— 95 u(y)doy — —— u(x)do
’ 278 Sy 27 Ty ’
1
< — u(y) — u(x)|do
27&; |yx|:sk| g 4o
1 1
< — —d
Zﬂ'ék ly—x|=&; &k Ty
1
ek

passando ao limite de k — oo, temos
]}im Im(&,) — u(x)| = 0.

Com isso, obtemos o seguinte: toda subsequéncia (&,,) C (g,) admite uma subsequéncia (&) tal
que
]lim m(&y) = u(x).

Suponha que nao seja vélida a igualdade
lim m(g,) = u(x).
Entdo, existem m € N e uma subsequéncia (¢,) C (g,) tais que
1
|m(&,) —u(x)| > —,V¥n € N.
m

Como &, — 0, podemos obter (&) C (&) tal que 0 < &, < 6,, Yn € N. Dessa forma, pelo que

discutimos, existe ny € N tal que
~ 1
m(&,) - u(x)| < —,
m
uma contradi¢do. Consequentemente, temos que
lim m(g,) = u(x).
n—oo
Como a sequéncia (g,) C (0, d) foi tomada arbitrariamente, obtemos

li_>r(r)1+ m(e) = u(x).



4.2. Semiplano 49

Teorema (do Valor Médio): Sejam u € C*(Q) e x € Q. Suponha que Au = 0 em Q. Entdo, para
todo 0 < r < dist(x, 0Q),

u(x) = u(y)doy.
0B,(x)

Em particular a mesma igualdade vale para a média solida, i.e., para todo 0 < r < dist(x, 0Q)

u(x) = J( u(y)dy.
B,(x)

Demonstracao: A igualdade da média esférica segue do cdlculo anterior. Para o caso da média

sélida, escrevemos

2rt u(x) = f u(y)do,
0B;(x)

e integramos com respeito atde O a r. [

Teorema (Principio do M4ximo Forte): Suponha u € C*(Q) harménica (isto € Au = 0) em Q.
Suponha que existe xy € Q tal que u(xp) = sup u(x) ou u(xy) = igf u(x). Entdo, u € constante em
Q

Q.

Demonstracao: Se Au = 0, seja

Q' = {yeQ; uly) = supu(x)}.
xeQ

7z 7z

Por continuidade, Q" € um conjunto fechado e por hip6tese € ndo vazio. Serd mostrado que Q' é

aberto. Sejay € '. Pela desigualdade do valor médio e o fato que u(y) = sup u(x), tem-se, para
xeQ
qualquer 0 < r < dist(y, 0Q),

u(y) :J[ u(x)dx < u(y).
B.(y)
Dai, u(y) = J% " u(x)dx. Sendo u continua em Q, tem-se u(x) = u(y), ¥V x € B,(y). Consequente-
mente, B,(y) C Q. ]
Corolario (Principio do Mé4ximo Fraco): Seja Q um dominio limitado e considere u € C*() N

C (ﬁ) com Au = 0 em Q. Entao,

max u(x) = max u(x) e min u(x) = min u(x).
x€Q ( ) x€0Q ( ) xeQ ( ) xX€0Q ( )

Demonstracao: Se u é constante, ndo hé o que fazer. Se nao for, segue como consequéncia do
Teorema anterior e do fato de Q ser compacto que 0 maximo e o minimo de u sdo atingidos em
0Q. [



50 Capitulo 4. EXEMPLOS EM DOMINIOS PARTICULARES

Apéndice B: Teorema de Hahn-Banach

Para podemos demonstrar o Teorema 2.2.5, precisamos antes dos seguintes conceitos:

Definicao: Um conjunto P € dito parcialmente ordenado se existe uma ordenacdo parcial

definida em P, isto &, se existe uma relagdo bindria “<” satisfazendo:

P)a<aNVaeP
Py) Sea<beb<a,entioa=>b

P3) Sea<beb<c,entioa <c

Um conjunto P € dito parcialmente ordenado (ou cadeia) se P é parcialmente ordenado e
quaisquer dois elementos de P sdo compardveis. Uma cota superior de um conjunto W C P € um
elemento u € P satisfazendo

x<uVxeW.

Um elemento maximal em P é um elemento m € P tal que

mix=sm=X.

Axioma (Lema de Zorn): Seja P # um conjunto parcialmente ordenado. Suponha que toda

cadeia Q C P tem cota superior. Entdo P tem um elemento maximal.

Terema de Hahn-Banach, Forma analitica: Seja X um espaco vetorial real e p : X — R uma

aplicacdo satisfazendo:
(D) p(x+y) < p(x)+pQy), Yx,y € X

(i) p(Ax) = Ap(x), YA e R, 1> 0.

Se G C X é um subespaco X e g : G — R é um funcional linear que verifica
8(x) < p(x), Vx € G,

existe um funcional linear f : X — R verificando:

@D f(x) =gx), Yx € G;

ID f(x) < p(x), ¥x € X.

Demonstracao: Considere o conjunto

P = {h;h: D(h) c X - R com D(h) subespaco de X, h linear, G C D(h), h prolonga g e
h(x) < p(x),¥x € D(h)}.
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P estd munido da relacdo de ordem
hy < hy := D(h) C D(h,) e h, prolonga h;.

Claramente P # 0, pois g € P. Mostraremos agora que toda cadeia Q C P tem cota superior.

Seja Q C P uma cadeia, a qual denotaremos por
Q0 = (h)ier-

Defina
D(h) = U D(hy) e h(x) = hj(x), x € D(h).

i€l

Afirmacao: h € P e h é uma cota superior para o conjunto Q.

Note primeiramente que £ estd bem definida pois, se x € D(h) pertece a D(h;) € D(h;)

com i # j, entdo, sendo Q uma cadeia, devemos ter
hi < hjouh; < h;.
Vamos supor que h; < h;. Neste caso,
D(h;) € D(hj) e hj prolonga h;

ie.,
hi(x) = hi(x),Vx € D(h;),

mostrando dessa forma que 4 estd bem definida.

Note que D(h) é um subespago vetorial de X, pois dados x,y € D(h), devemos ter
x € D(hy) ey € D(h;).
Supondo que h; < hj, temos x,y € D(h;) e portanto
x+y € D(hj).

Dai
hx+y)=hjx+y)=hj(x)+hj(x) = h(x) + h(y).

De maneira andloga, mostra-se que
h(Ax) = Ah(x),Vx € D(h).
Segue da defini¢do de h que
G c D(h) e h(x) < p(x),¥Yx € D(h)
implicando que & € P. Além disso, também temos

h;i <h,¥Yh; € Q
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mostrando que 4 € uma cota superior para Q.
Usando o Lema de Zorn, o conjunto P tem um elemento maximal f.
Afirmacao: D(f) = X.

Suponha, por contradi¢do, que D(f) # X. Entdo existe xo € X \ D(f). Defina D(h) =
D(f)+Rxpe
h(x + txo) = f(x) + tx

onde x € D(f),t € R e @ € uma constante que sera definida de modo que /& € P.

Mostraremos primeiramente que existe a € R tal que

(15)

J(xX)+a < p(x+ xp)
J(x) —a < p(x — xo)

De fato, recorde que

S+ fO) = f(x+y) < plx+y) < p(x+ x0) + p(y — yo)-

Consequentemente,
FO) = py —yo) < p(x+ x) — f(x),¥x,y € X,
€ portanto
sup{f(y) — p(y — x0)} < inf{p(x + xo) — f(X)}.
yEX xeX
Considerando

sup{f(y) = p(y = %o)} < @ < inf{p(x + xo) — f()},

yeX

tem-se que (15) ocorre.

Segue de (15) que
f(x+ta) < p(x+txg),Vxe X (16)
pois:
e Ser>0,
Flx + 1) = t[f(? +a/)] < tp(? +x0) = plx + 1x0)
e Set <0,

f(x+ta) =—t [f(i - a/)] < -—tp (—it + xo) = p(x + txp)

mostrando que (16) é verdadeiro e, portanto,
h(z) < p(2),VYz € D(h)

com h prolongando f e h # f, o que contradiz o fato de f ser elemento maximal. [
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