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Resumo

Uma representação linear de um grupo G (�nito) em um espaço vetorial V (de

dimensão �nita) sobre o corpo dos números complexos, é um homomor�smo de grupos

ρ onde o domínio é o grupo G e o contradomínio é o grupo de automor�smos de V .

Tais homomor�smos nos permitem estudar propriedades de G, uma vez que a teoria

dos operadores lineares é rica em resultados. Isto pode ser visto, por exemplo, na

utilização da Teoria de Representações de Grupos (�nitos) para demonstrar o Teorema

paqb de Burnside.

Para cada representação ρ de�nimos uma aplicação χ que associa ao elemento s

do grupo o traço χ(s) da transformação ρs obtida quando avaliamos o elemento s ∈ G

pela representação ρ. Tal aplicação é chamada de caracter da representação, que,

a princípio, parece não nos fornecer muita informação sobre a representação, mas a

determina de forma única, a menos de isomor�smo.

Neste trabalho apresentamos um estudo sobre representações lineares de grupos

�nitos tendo como foco seu caracter. Nosso objetivo é mostrar a equivalência entre

uma ação de G e uma G-graduação em uma álgebra associativa A, no caso em que G

é um grupo abeliano �nito, utilizando a representação de grupos como ferramenta.
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Abstract

A linear representation of a group G in a �nite dimensional vector space V , over

the �eld of the complex numbers, is a group homomorphism ρ where the group G is the

domain, and the group of automorphisms of V is the codomain. These homomorphisms

allow us to study properties of the group G since the theory of linear operators is rich

in results. This is seen, for example, in the proof of Burnside's paqb-Theorem using the

Theory of Representations of (�nite) Groups.

For each representation ρ we de�ne a function χ that associates to the element s

of the group G the trace χ(s) of the linear transformation ρs that is obtained when we

evaluate the element s of G by representation ρ. This function is called character of

the representation. At �rst it does not seem to provide a lot of information about the

representation, however it determines the representation uniquely up to isomorphism.

In this work we prove the basic results about linear representations of (�nite)

groups, focusing on its character. Our goal is to prove the duality between the action

of G by automorphisms and a G-grading on an associative algebra A, when G is a �nite

abelian group, using results on representations of groups as a tool.
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Introdução

Uma representação linear de um grupo �nito em um espaço vetorial equivale a

uma ação do grupo no espaço vetorial. A teoria de representações lineares de grupos

�nitos e dos caracteres das representações teve inicio em 1986, com G. Frobenius, tal

estudo tem grande aplicabilidade na PI-teoria, que é a subárea da Teoria de Aneis que

estuda as PI-álgebras, principalmente quando se trata de identidades graduadas. Este

trabalho está dividido em 3 capítulos. No primeiro capítulo apresentamos o conceito de

grupos, juntamente com exemplos. Fixamos notações, expomos de�nições e resultados

básicos sobre a teoria de grupos, como por exemplo: subgrupos, Teorema de Lagrange,

grupos cíclicos, homomor�smos, ações e produto direto de grupos.

No capítulo 2 de�nimos e desenvolvemos a teoria de representações lineares de

grupos �nitos, e dos caracteres relacionados a essas representações. Ainda no capítulo

2 mostramos o importante resultado chamado Lema de Schur, e seus corolários, tais

como a equivalência: representações são isomorfas se, e somente se, têm o mesmo

caracter.

No capítulo 3 apresentamos os conceitos de álgebra de grupo, álgebras, gradu-

ações de álgebras por um grupo, ações de um grupo em uma álgebra e grupo dual.

Terminando com o resultado principal, que consiste em mostrar a equivalência entre a

ação de um grupo G em uma álgebra A e uma G-graduação de A, no caso em que G

é um grupo abeliano �nito.



Capítulo 1

Noções preliminares

Neste trabalho é presumido que o leitor tenha conhecimento das de�nições iniciais

de Álgebra Linear tais como: combinação linear, vetores L.I. e L.D., base, dimensão,

subespaço, transformações lineares e matrizes, etc. Embora tais conhecimentos, possi-

velmente, sejam sobre espaços vetoriais sobre o corpo dos números reais, os conceitos

aqui trabalhados são os mesmos sobre o corpo dos números complexos (ou sobre qual-

quer outro corpo), que será o corpo base que usaremos. De toda forma, ainda assim,

serão apresentadas de�nições e resultados sobre espaços vetoriais e transformações li-

neares que serão usados. Abordaremos neste capítulo inicial noções básicas sobre a

Teoria de Grupos que serão necessárias no decorrer dos próximos capítulos do traba-

lho. Para um leitor que deseja um aprofundamento no assunto de Teoria de Grupos

indicamos as referências [1], [3] e [4].

1.1 Grupos e subgrupos

Começamos com as de�nições de grupos e subgrupos e com os resultados básicos.

Apresentaremos também exemplos para ilustrar tais conceitos que serão utilizados

adiante.
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1.1.1 Grupos

De�nição 1.1 Sendo G um conjunto não vazio e � ∗ � uma operação binária em G,

dizemos que o par (G, ∗) é um grupo se:

i) ∗ é associativa, ou seja: (a ∗ b) ∗ c = a ∗ (b ∗ c), ∀a, b, c ∈ G,

ii) ∗ tem elemento neutro, ou seja: ∃e ∈ G; x ∗ e = e ∗ x = x,∀x ∈ G,

iii) todo elemento de G é inversível com respeito a ∗, ou seja: ∀x ∈ G,∃y ∈ G;

x ∗ y = y ∗ x = e.

Observação 1.1 Sejam e1 e e2 elementos neutros de (G, ∗), pela de�nição temos

e1 = e1 ∗ e2 = e2, logo o elemento neutro de (G, ∗) é único, e o denotaremos por �e�.

Para cada x em G, o inverso de x é único, de fato, tomemos x′ e x” em G tais que

x ∗ x′ = x′ ∗ x = e e x ∗ x” = x” ∗ x = e. Temos então:

x ∗ x” = e⇒ x′ ∗ (x ∗ x”) = x′ ∗ e⇒ (x′ ∗ x) ∗ x” = x′ ⇒ e ∗ x” = x′ ⇒ x” = x′.

Assim denotaremos por x−1 o (único) inverso de x. Além do mais, para n ∈ Z

de�nimos:

xn =


x ∗ x ∗ · · · ∗ x︸ ︷︷ ︸

n vezes
, se n > 0

e, se n = 0

(x−1)−n, se n < 0.

Por simplicidade denotaremos (G, ∗) apenas por �G�, onde a operação �ca suben-

tendida quando não houver risco de confusão, e ab := a ∗ b. Em alguns casos usamos

notação aditiva a + b := a ∗ b quando a operação ∗ for comutativa; além do mais,

quando a operação ∗ for comutativa, diremos que G é um grupo abeliano. De�nimos

a ordem do grupo G como sendo a ordem do conjunto G (quantidade de elementos do

conjunto G), denotamos a ordem do grupo G por | G |.

Proposição 1.2 Seja G um grupo com elemento neutro �e�. Para quaisquer m e n

inteiros e a, a1, a2, . . . , ak ∈ G temos:
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i) (a−1)−1 = a

ii) (a1a2 · · · ak−1ak)−1 = a−1k a−1k−1 · · · a
−1
2 a−11

iii) (an)−1 = (a−1)n = a−n

iv) am+n = aman

v) (am)n = amn.

Prova.

i) O elemento y = (a−1)−1 ∈ G é, por de�nição, o elemento que satisfaz

ya−1 = a−1y = e

daí

ya−1 = e⇒ (ya−1)a = ea⇒ y(a−1a) = a⇒ y = a.

ii) Provemos por indução em k. Para k = 2, fazendo uma veri�cação direta temos:

(a1a2)(a
−1
2 a−11 ) = a1(a2a

−1
2 )a−11 = a1ea

−1
1 = a1a

−1
1 = e

(a−12 a−11 )(a1a2) = a−12 (a−11 a1)a2 = a−12 ea2 = a−12 a2 = e

portanto (a1a2)
−1 = a−12 a−11 .

Supondo verdade para algum k ≥ 2, temos por hipótese:

(a1a2 · · · ak−1ak)−1 = a−1k a−1k−1 · · · a
−1
2 a−11

Daí, tendo em vista que a sentença é verdadeira para dois elementos temos:

(a1a2 · · · ak−1akak+1)
−1 = ((a1a2 · · · ak−1ak)ak+1)

−1

= a−1k+1(a1a2 · · · ak−1ak)
−1

= a−1k+1(a
−1
k a−1k−1 · · · a

−1
2 a−11 )

= a−1k+1a
−1
k a−1k−1 · · · a

−1
2 a−11 .

Validando assim a sentença para k + 1 e completando a indução.
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iii) Para n = 0 o resultado é imediato: (a0)−1 = e−1 = e = (a−1)0 = a−0.

Para n > 0 temos:

(an)−1 = (aa · · · a︸ ︷︷ ︸
n vezes

)−1
ii)
= (a−1 · · · a−1a−1) := (a−1)n.

Como n > 0, então −n < 0 e daí

a−n := (a−1)−(−n) = (a−1)n

logo (an)−1 = (a−1)n = a−n para n > 0.

Para n < 0, temos −n > 0 e daí, como visto acima, temos (b−n)−1 = b−(−n) para

qualquer b ∈ G. Lembrando que an := (a−1)−n temos:

(an)−1 = ((a−1)−n)−1 = (a−1)−(−n) = (a−1)n.

Por �m (a−1)n := (a−1)−1(a−1)−1 · · · (a−1)−1︸ ︷︷ ︸
−n vezes

i)
= aa · · · a := a−n.

iv) Inicialmente vamos mostrar que a1+m = aam para todo inteiro m. Se m ≥ 0

segue da de�nição que aam = a1+m. Caso m < 0 então

aam = a(a−1)−m = a(a−1)−m−1+1 = a(a−1(a−1)−m−1) = (aa−1)(a−1)(−m−1) = a1+m.

Ou seja, aam = a1+m para todo m ∈ Z.

Faremos agora indução em n para provar o item no caso n ≥ 0. Para n = 0

temos a0+m = am e a0am = eam = am.

Suponha que para algum natural k ≥ 0 valha ak+m = akam para todo m ∈ Z.

Então:

a(k+1)+m = ak+(1+m) = aka1+m = akaam = ak+1am.

Portanto an+m = anam sempre que n ≥ 0.

Caso n < 0, então −n > 0 e daí

an+m = (a−1)−n−m = (a−1)−n(a−1)−m = anam.

v) Vamos mostrar por indução em n que para qualquer inteiro m a igualdade vale

sempre que n ≥ 0. Para n = 0, 1 é imediato. Supondo que para algum natural

k ≥ 1 temos (am)k = amk para todo m ∈ Z, então

(am)k+1 iv)
= (am)k(am)1 = amkam = amk+m = am(k+1)
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donde segue que (am)n = amn sempre que n ≥ 0.

Caso n < 0, então −n > 0 e daí

(am)n := ((am)−1)−n
iii)
= (a−m)−n = a(−m)(−n) = amn.

Observação 1.2 As igualdades da proposição anterior em notação aditiva são escritas

do seguinte modo:

i) −(−a) = a

ii) −(a+ b) = (−b) + (−a)

iii) −(na) = n(−a) = (−n)a

iv) (n+m)a = na+ma

v) n(ma) = (nm)a.

Para a familiarização com a estrutura de um grupo, segue uma lista de exemplos.

À medida que o trabalho for se desenvolvendo novos exemplos serão apresentados.

Exemplo 1 São exemplos de grupo:

i) (Z,+) : o conjunto dos números inteiros com a soma usual de inteiros forma um

grupo abeliano onde o elemento neutro é o zero. Chamamos esse grupo de grupo

aditivo dos inteiros.

Note que Z com a multiplicação usual não forma um grupo, pois o elemento 2,

em particular, não é inversível, visto que o elemento neutro é o 1 e não existe

um elemento m ∈ Z tal que m · 2 = 1. Portanto (Z, ·) não é um grupo.

Munindo Z com a operação a ∗ b = a+ b+ 1, temos:

(a ∗ b) ∗ c = (a+ b+ 1) ∗ c = a+ b+ 1 + c+ 1 = a+ b+ c+ 2

a ∗ (b ∗ c) = a ∗ (b+ c+ 1) = a+ b+ c+ 1 + 1 = a+ b+ c+ 2
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para quaisquer a, b, c ∈ Z, ou seja, ∗ é associativa. Ademais a∗(−1) = (−1)∗a =

a, logo −1 é elemento neutro e a∗(−a−2) = −1, como ∗ é comutativa a′ = −a−2

é o inverso de a em (Z, ∗). Concluímos que (Z, ∗) é um grupo (abeliano) com

elemento neutro −1.

Esse exemplo ilustra a importância da operação. Sobre um mesmo conjunto po-

demos formar mais de um grupo.

ii) (C∗, ·) : o conjunto dos números complexos não nulos com a multiplicação usual

de números complexos forma um grupo abeliano com o 1 como elemento neutro.

iii) (Cn, ·) : Fixado um inteiro positivo n, esse grupo consiste dos números complexos

que satisfazem a equação zn = 1, munido da multiplicação usual de números

complexos. Note que 1 ∈ Cn 6= ∅. Ademais dados a, b ∈ Cn, então an = 1 = bn,

daí (ab)n = anbn = 1 · 1 = 1. Logo ab ∈ Cn, concluindo que a multiplicação

é uma operação binária em Cn, claramente associativa e de elemento neutro 1.

Ademais se a ∈ Cn, então o número complexo a−1 satisfaz (a−1)n = 1
an

= 1
1

= 1,

logo a−1 ∈ Cn, donde segue que 1
a
é o inverso de a em Cn e portanto Cn é de fato

um grupo.

Para obtermos um melhor entendimento do conjunto Cn veja que o polinômio

p(x) = xn−1 tem no máximo n raízes distintas em C, donde segue que | Cn |≤ n.

Ademais tomando o número ω = e
2πi
n = cos(2π

n
)+ isen(2π

n
), onde i2 = −1, temos:

ωk = (e
2π
n
i)k = e

2kπ
n
i = cos(

2kπ

n
) + i · sen(

2kπ

n
).

Donde segue que ωn = 1 e portanto ω ∈ Cn. Também é possível ver que as potên-

cias 1, ω, ω2, . . . , ωn−2, ωn−1 são distintas, logo {1, ω, . . . , ωn−1} é um subconjunto

de Cn com n elementos. Portanto

Cn := {z ∈ C∗ | zn = 1} = {1, ω, . . . , ωn−1} = {ωk | k = 0, 1, 2, . . . , n− 1}.

Para n = 2 sabemos que x2 = 1 tem soluções 1 e −1, logo C2 = {1,−1}.

Para n = 3 temos ω = e
2π
3 = cos(2π

3
) + i · sen(2π

3
) = −1

2
+ i

√
3

2
, logo

C3 = {1,−1
2

+ i
√
3

2
,−1

2
− i
√
3

2
}.

Para n = 4 temos C4 = {1,−1, i,−i}.
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Observe que para cada z ∈ Cn temos | z |= 1 e não é difícil ver que

{z ∈ C∗; | z |= 1}

também é um grupo com a multiplicação de C.

iv) (Mn×m(R),+) : o conjunto Mn×m(R), das matrizes com n linhas e m colunas

com coe�cientes reais, munido com a operação de soma usual de matrizes, é

um grupo. Da mesma forma, o conjunto Mn×m(C) das matrizes com entradas

sobre os números complexos também é um grupo, munido com a soma usual de

matrizes.

Quando m = n, representamos Mn(X) := Mn×n(X), onde X ∈ {R,C}.

v) (Gln(R), ·) : o conjunto Gln(R) = {A ∈ Mn(R) | detA 6= 0}, munido da mul-

tiplicação usual de matrizes (que é associativa) é um grupo. De fato, note que

In ∈ Gln(R) 6= ∅, onde In é a matriz identidade de ordem n. Ademais sabe-

mos que det(AB) = det(A)det(B) e portanto temos det(AB) 6= 0 sempre que

A,B ∈ Gln(R). Como detA 6= 0 existe A−1 ∈Mn(R) tal que A−1A = AA−1 = In

e detA−1 = (detA)−1 6= 0, donde A−1 ∈ Gln(R) é o elemento simétrico para A

em Gln(R). Portanto Gln(R) é um grupo.

Analogamente o conjunto Gln(C) também forma um grupo com a multiplicação

de matrizes.

Veja que, com a soma usual de matrizes, Gln(R) e Gln(C) não são grupos, pois

não são fechados para a operação.

vi) (Sln(R), ·) : considere o conjunto Sln(R) = {A ∈ Gln(R) | detA = 1}. Tal

conjunto, munido da multiplicação usual de matrizes, é um grupo (não abeliano

para n ≥ 2 ) com elemento neutro In, pois note que dados A,B ∈ Sln(R) temos

det(AB) = det(A)det(B) = 1 · 1 = 1, logo AB ∈ Sln(R), concluindo que Sln(R)

é fechado à operação. Além do mais, como det(A) 6= 0, então A é inversível e

det(A−1) = det(A)−1 = 1−1 = 1, donde temos A−1 ∈ Sln(R), concluindo que

Sln(R) é um grupo. Tal grupo é chamado de Grupo Especial Linear.

Igualmente Sln(C) também é um grupo com a multiplicação de matrizes.
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vii) (V,+) : Sendo V um espaço vetorial real, então V com sua soma de vetores forma

um grupo abeliano onde o elemento neutro é o vetor nulo.

viii) Grupos Diedrais D3 e Dn: Considere um triângulo equilátero T no plano R2, com

centro na origem e vértices v1, v2 e v3 respectivamente em sentido anti-horário.

Note que algumas rotações do plano preservam o triângulo. Para ser mais exato,

temos 3 rotações que preservam T . Ademais também temos 3 re�exões do plano,

S1, S2 e S3, determinadas pelas retas que contém a origem e cada um dos vértices,

que preservam o triângulo. Tomemos D3 como sendo o conjunto dessas rotações

e re�exões que preservam o triângulo (6 ao total). Denotaremos a função que

rotaciona o plano em θ radianos em sentido anti-horário por Rθ. Sendo Si a

re�exão determinada pela reta que passa pelo vértice vi e pela origem, i = 1, 2, 3,

temos:

D3 = {R0, R 2π
3
, R 4π

3
, S1, S2, S3}.

Note que fazer quaisquer dois desses movimentos seguidos não altera T . Na

verdade D3 é fechado com respeito a composição de funções. A composição de

funções é associativa. A rotação R0, que é a função identidade em R2, é o

elemento neutro para esta operação e todo elemento tem um inverso. Então

(D3, ◦) é um grupo de elemento neutro R0.

Na verdade, a tabela da operação composição em D3 é

◦ R0 R 2π
3

R 4π
3

S1 S2 S3

R0 R0 R 2π
3

R 4π
3

S1 S2 S3

R 2π
3

R 2π
3

R 4π
3

R0 S3 S1 S2

R 4π
3

R 4π
3

R0 R 2π
3

S2 S3 S1

S1 S1 S2 S3 R0 R 2π
3

R 4π
3

S2 S2 S3 S1 R 4π
3

R0 R 2π
3

S3 S3 S1 S2 R 2π
3

R 4π
3

R0

Generalizando, temos

Dn = {R0, R 2π
n
, R 4π

n
, R 6π

n
, . . . , R (n−1)2π

n

, S1, S2, S3, . . . , Sn}
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sendo o grupo das rotações e re�exões do plano que preservam um polígono regular

de n lados com centro na origem. Ele contém n rotações R k2π
n
, k = 0, 1, . . . , n−1,

e n re�exões Sj, j = 1, 2, . . . , n. Cada re�exão é em relação à reta determinada

pela origem e por um dos seus vértices. Portanto | Dn |= 2n. Dn, munido com

a composição de funções é um grupo de elemento neutro R0.

Sendo S uma re�exão �xa e R uma rotação qualquer, então

(R 2π
n

)n = R0, S2 = R0, SR 2π
n
S = (R 2π

n
)−1, R = (R 2π

n
)k para algum k ∈ Z+.

Cada elemento de Dn pode ser escrito de forma única como (R 2π
n

)k, 0 ≤ k ≤ n−1,

se for uma rotação, ou na forma S ◦ (R 2π
n

)k, 0 ≤ k ≤ n− 1, se for uma re�exão.

Observe que a partir da relação SR 2π
n
S = (R 2π

n
)−1 obtemos S(R 2π

n
)kS = (R 2π

n
)−k.

1.1.2 Subgrupos

De�nição 1.3 Sendo G um grupo e H um subconjunto não vazio de G, se H for

fechado em relação à operação de G e se sempre que x ∈ H tivermos que x−1 ∈ H,

então diremos que H é subgrupo de G.

A próxima proposição nos dá caracterizações para um subgrupo.

Proposição 1.4 Sendo G um grupo, supondo que ∅ 6= H ⊆ G, são equivalentes:

i) H é subgrupo de G.

ii) xy−1 ∈ H ∀x, y ∈ H.

iii) H é um grupo com a restrição de ∗ (operação de G).

Prova.

i) ⇒ ii)

Tomemos x, y ∈ H. Como y ∈ H, então por hipótese temos y−1 ∈ H. Como

ainda por hipótese H é fechado à operação, temos xy−1 ∈ H.
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ii) ⇒ iii)

Como H é não vazio, tomemos x ∈ H e fazendo y = x ∈ H, temos por hipótese

xy−1 = xx−1 = e ∈ H, onde e é o elemento neutro de G. Agora, tomando y ∈ H

e x = e temos xy−1 = ey−1 = y−1 ∈ H, donde segue que H é fechado à inversos.

Daí, para x, y ∈ H temos x(y−1)−1 = xy ∈ H. Logo ∗(H × H) ⊆ H. Então

podemos restringir ∗ em H e tal restrição ainda será uma operação binária em

H. Claramente ela continua associativa e ademais continuamos, em particular,

com he = eh = h para todo h ∈ H. Logo o elemento e ∈ H também é elemento

neutro para H, e como já vimos todo elemento de H tem inverso em H. Portanto

H com a restrição de ∗ satisfaz os axiomas de grupo.

iii) ⇒ i)

É imediato que H é um conjunto não vazio e fechado com respeito a ∗. Só nos

resta mostrar que x−1 ∈ H para qualquer x ∈ H. Para isso tomemos eH o

elemento neutro de H e e o elemento neutro de G. Como eH é neutro em H, em

particular, temos e2H = eH , donde:

e2H = eH ⇒ e−1H eH = e−1H e2H ⇒ e = eH

ou seja, os elementos neutros de H e G coincidem e portanto o elemento simétrico

que x ∈ H tem em H é o mesmo simétrico em G, concluindo que x−1 ∈ H.

Exemplo 2 São exemplos de subgrupos:

i) (Z,+) é subgrupo de (Q,+), que por sua vez é subgrupo de (R,+), que ainda é

subgrupo de (C,+).

ii) O grupo multiplicativo {1,−1} é subgrupo de C4 = {1,−1, i,−i}, que por sua vez

é subgrupo do grupo multiplicativo C12 = {z ∈ C∗; z12 = 1}, sendo esse último

um subgrupo do grupo multiplicativo {z ∈ C∗; | z |= 1}.

iii) Sln(R) é subgrupo de Gln(R).
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iv) Seja F (]0, 1[;R) o conjunto de todas as funções com domínio ]0, 1[ e contrado-

mínio R. Consideramos em F (]0, 1[;R) a operação usual de soma de funções

(f, g) 7→ f + g = h de�nida por h(x) = f(x) + g(x) para todo x ∈]0, 1[, temos que

F (]0, 1[;R) é um grupo de elemento neutro x 7→ 0 (função constante igual a 0).

Sendo C1(]0, 1[) o subconjunto de F (]0, 1[;R) formado pelas funções deriváveis e

com derivada contínua, temos então que (C1(]0, 1[),+) é subgrupo de

(F (]0, 1[;R),+), visto que dados f, g ∈ C1(]0, 1[), temos que f − g é derivá-

vel, (f − g)′ = f ′ − g′, como f ′ e g′ são contínuas, então f ′ − g′ também é. Logo

f − g = h ∈ C1(]0, 1[]).

v) Se V é um espaço vetorial real e W é subespaço de V , então (W,+) é subgrupo

de (V,+).

vi) H =


 cos(x) sen(x)

−sen(x) cos(x)

 | x ∈ R

 é subgrupo de Sl2(R). Primeiramente

note que

det

 cos(x) sen(x)

−sen(x) cos(x)

 = cos2(x) + sen2(x) = 1

ou seja, H ⊆ Sl2(R).

Tomando agora A =

 cos(a) sen(a)

−sen(a) cos(a)

 , B =

 cos(b) sen(b)

−sen(b) cos(b)

 ∈ H, uma

veri�cação simples mostra que B−1 =

cos(b) −sen(b)

sen(b) cos(b)

. Lembrando que

cos(a−b) = cos(a)cos(b)+sen(a)sen(b) e sen(a−b) = sen(a)cos(b)−cos(a)sen(b)

temos:

AB−1 =

 cos(a) sen(a)

−sen(a) cos(a)

cos(b) −sen(b)

sen(b) cos(b)


=

 cos(a)cos(b) + sen(a)sen(b) −cos(a)sen(b) + sen(a)cos(b)

−sen(a)cos(b) + cos(a)sen(b) sen(a)sen(b) + cos(a)cos(b)


=

 cos(a− b) sen(a− b)

−sen(a− b) cos(a− b)

 ∈ H.
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vii) Seja G um grupo qualquer. Fixando s ∈ G, tomemos H = {sn ∈ G | n ∈ Z}.

Dados x, y ∈ H devem existir n,m ∈ Z tais que x = sn e y = sm e daí

xy−1 = sn(sm)−1 = sns−m = sn−m ∈ H

concluindo que H é um subgrupo. Chamamos H de subgrupo gerado por s. Não é

difícil ver que se algum subgrupo L de G contem s como elemento, então H ⊆ L.

Observação 1.3 A nomenclatura �subgrupo� faz jus à ideia intuitiva do que seria um

subgrupo, que é literalmente uma parte de G que por si só é um grupo. Da demonstração

da Proposição 1.4 podemos notar que o elemento neutro de H coincide com o de G e

que o inverso de x ∈ H em H é o mesmo inverso que x tem em G. Claramente como

os exemplos nos fazem suspeitar, se N é subgrupo de H e H é subgrupo de G, então

N é subgrupo de G.

Ademais note que tomando H = R∗ e G = R temos que H é um grupo com a

multiplicação usual e G é um grupo com a soma usual. Porém mesmo que H ⊆ G, H

não é subgrupo de G e isso ocorreu devido à diferença nas operações, a operação em

H não é a restrição da operação de G.

1.2 Classes laterais e Teorema de Lagrange

Um importante resultado na área de teoria de grupos e que será usado neste

trabalho é o Teorema de Lagrange que diz que se H é subgrupo de um grupo �nito

G, então | H | divide | G |. Para mostrar isso vamos desenvolver o assunto de classes

laterais, que também será muito importante.

De�nição 1.5 Classes laterais à esquerda: Sejam G um grupo e H um subgrupo

de G. Para s ∈ G denotamos por sH o conjunto {st; t ∈ H}, e dizemos que sH

é a classe lateral à esquerda de H que contém s. Dois elementos x e y de G são

ditos congruentes módulo H se eles geram a mesma classe lateral à esquerda, isto é,

xH = yH, escrevemos x ≡ y (módulo H).

O conjunto das (distintas) classes laterais de H é denotado por G/H e o número

de elementos de G/H é dito ser o índice de H em G e é denotado por (G : H).
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Escolhendo um elemento em cada sH, formamos um subconjunto R de G chamado

de sistema de representantes de G/H ou conjunto transversal. Cada s ∈ G pode ser

escrito de forma única como s = rt, onde r ∈ R e t ∈ H.

Note que dados x, y ∈ G, então se x−1y ∈ H, existe h ∈ H tal que x−1y = h e

daí y = xh, tomando então α ∈ yH temos α = yt para algum t ∈ H e daí α = yt =

(xh)t = x(ht). Como H é fechado para a operação, temos ht ∈ H e portanto α ∈ xH,

concluindo que yH ⊆ xH. Observando que x−1y = h implica em y−1x = h−1 ∈ H,

temos de forma análoga xH ⊆ yH e portanto xH = yH.

Reciprocamente, caso xH = yH, temos x = xe ∈ xH = yH, donde existe t ∈ H

tal que x = yt e daí y−1x = t ∈ H. Consequentemente também temos x−1y ∈ H.

Vemos que x ≡ y ( módulo H) se, e somente se, x−1y ∈ H.

Proposição 1.6 Sejam G um grupo e H um subgrupo de G. Então:

i) G =
⋃
s∈G

sH.

ii) Para x, y ∈ G tem-se: xH = yH ⇔ x−1y ∈ H ⇔ x ∈ yH ⇔ y ∈ xH.

iii) Se x, y ∈ G e xH 6= yH, então xH ∩ yH = ∅.

Prova.

i) Claramente
⋃
s∈G

sH ⊆ G e para a inclusão contrária basta notar que como H é

subgrupo de G, então e ∈ H e portanto dado s ∈ G temos s = se ∈ sH ⊆
⋃
s∈G

sH.

ii) Segue do que foi dito logo após a de�nição de classe lateral.

iii) Suponha que xH ∩ yH 6= ∅. Então tomando α ∈ xH ∩ yH, existem t, h ∈ H tais

que yh = α = xt e daí x−1y = th−1 ∈ H, e pelo item anterior teríamos xH = yH,

absurdo.

Concluímos que a coleção de elementos G/H ( cada elemento é um subconjunto

de G ) é uma partição para G, particularmente, supondo G �nito, então G/H também
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é �nito, denotemos m = (G : H), sejam H1, H2, . . . , Hm ∈ G/H as distintas classes

laterais à esquerda de H. Então G é a união disjunta delas:

G = H1

·
∪H2

·
∪ · · ·

·
∪Hm, Hi ∩Hj = ∅ sempre que i 6= j.

Disso temos que se G for �nito ocorre: | G |=| H1 | + | H2 | + · · ·+ | Hm |.

Observação 1.4 Lembrando que se X é um conjunto não vazio, uma relação ” ∼ ”

em X é uma relação de equivalência se satisfaz

i) ∼ é re�exiva, isto é, x ∼ x para todo x em X.

ii) ∼ é simétrica, isto é, para x, y ∈ X se x ∼ y, então y ∼ x.

iii) ∼ é transitiva, isto é, para x, y, z ∈ X se x ∼ y e y ∼ z, então x ∼ z.

Considerando, para cada x ∈ X, a classe de equivalência de x como sendo o conjunto

x = {t ∈ X | x ∼ t} ⊆ X ( sempre não vazio desde que ∼ é uma relação de equivalência

temos x ∈ x ), a coleção das distintas classes de equivalência é uma partição para X.

Reciprocamente, sendo X 6= ∅, suponha que {Xλ | λ ∈ Λ} forme uma partição

para X, pondo x ∼ y se, e somente se, x e y pertencem ao mesmo Xλ. Temos que

” ∼ ” é uma relação de equivalência.

Sendo G um grupo qualquer e H um subgrupo de G, então a partição de G dada

pelas distintas classes laterais {Hλ | λ ∈ Λ} é proveniente da relação em G dada por :

x ∼ y ⇔ x−1y ∈ H

para quaisquer x, y ∈ G. Ou uma das equivalências

x ∼ y ⇔ x ≡ y (módulo H)

x ∼ y ⇔ xH = yH.

Note que de fato

(i) ∼ é re�exiva, pois x−1x = e ∈ H. Logo x ∼ x para todo x ∈ G.
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(ii) ∼ é simétrica, pois se x−1y ∈ H, então y−1x = (x−1y)−1 ∈ H. Logo se x ∼ y,

temos y ∼ x.

(iii) ∼ é transitiva, pois se x−1y ∈ H e y−1z ∈ H, então x−1z = x−1yy−1z =

(x−1y)(y−1z) ∈ H. Logo se x ∼ y e y ∼ z, temos x ∼ z.

Agora, dado α ∈ x, então x−1α ∈ H e portanto α = xt para algum t ∈ H, donde

temos α ∈ xH e daí x ⊆ xH. Por outro lado, dado α ∈ xH, então α = xt para algum

t ∈ H e consequentemente x−1α = t ∈ H e α ∈ x. Portanto xH ⊆ x, concluindo que

x = xH.

Vamos agora mostrar que as classes laterais têm todas a mesma quantidade de

elementos. Para isto, �xando s ∈ G, considere a aplicação:

ψ : H → sH

t 7→ ψ(t) = st

ψ é claramente sobrejetiva e ademais, dados t1, t2 ∈ H tais que ψ(t1) = ψ(t2), então

st1 = st2 ⇒ s−1st1 = s−1st2 ⇒ t1 = t2

concluindo que ψ é injetora, e portanto é uma bijeção entre H e sH.

No caso em que H é �nito, temos que sH é �nito e tem a mesma quantidade de

elementos de H, ou seja, | sH |=| H |.

Estamos prontos para enunciar o Teorema de Lagrange.

Teorema 1.7 Sendo G um grupo �nito e H um subgrupo de G, temos:

| G |= (G : H) | H |

e portanto | H | divide | G |.

Prova. Sejam m = (G : H) e H1, H2, . . . , Hm as distintas classes laterais de H.

Sabemos que | G |=| H1 | + | H2 | + · · ·+ | Hm | e que | H |=| Hi | para todo
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i = 1, 2, ...,m. Disso segue que:

| G | =| H1 | + | H2 | + · · ·+ | Hm |

= | H | + | H | + · · ·+ | H |︸ ︷︷ ︸
m parcelas

= m | H |

= (G : H) | H |

Ademais
| G |
| H |

= (G : H) =| G/H |∈ N, donde segue que | H | divide | G |.

1.3 Classes de conjugação

Outra maneira muito importante de particionar um grupo G é por meio das

classes de conjugação que serão apresentadas a seguir.

De�nição 1.8 Sendo G um grupo, dado x ∈ G de�nimos a classe de conjugação de

x em G como sendo o conjunto ClG(x) := {txt−1; t ∈ G}, e se y ∈ ClG(x) denotamos

y ∼ x.

Proposição 1.9 A relação � ∼ � acima é de equivalência.

Prova.

” ∼ ” é re�exiva: basta tomarmos t = e, então x = exe−1 = txt−1 ∈ ClG(x), ou

seja, x ∼ x.

∼ é simétrica: Se x ∼ y, então existe t ∈ G tal que x = tyt−1 e daí t−1xt = y.

Tomando s = t−1 ∈ G temos y = sxs−1 ∈ ClG(x), donde y ∼ x.

∼ é transitiva: Se x ∼ y e y ∼ z, então existem t1, t2 ∈ G tais que x = t1yt
−1
1

e y = t2zt
−1
2 , donde segue que x = t1(t2zt

−1
2 )t−11 = t1t2z(t1t2)

−1. Tomando t = t1t2

temos x = tzt−1 ∈ ClG(z), concluindo que x ∼ z.

Portanto os conjuntos ClG(x) particionam o conjunto G, isto é,

i) ClG(x) ∩ ClG(y) = ∅ ou ClG(x) = ClG(y) ∀x, y ∈ G.
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ii) G = ∪x∈GClG(x).

Exemplo 3

i) Sendo G um grupo de elemento neutro "e", então para qualquer t ∈ G temos tet−1 =

tt−1 = e, donde segue que ClG(e) = {e}.

ii) Seja G um grupo abeliano. Então, dados quaisquer x, t ∈ G temos txt−1 = tt−1x = x,

donde segue que ClG(x) = {x}, e portanto todas as classes de conjugação são unitárias.

Reciprocamente, suponha que G seja tal que toda classe de conjugação seja unitá-

ria. Então dados x, y ∈ G, temos yxy−1 ∈ ClG(x) = {x}. Logo yxy−1 = x e operando

com y na direita, em ambos os lados da igualdade, temos yx = xy. Logo G é abeliano.

iii) Considere o grupo multiplicativo H = Sl2(R) = {A ∈ M2(R) | det(A) = 1}.

Tomemos A =

1 1

0 1

 ∈ H, mostremos que

ClH(A) =


1− ac a2

−c2 1 + ac

 | a, c ∈ R, a 6= 0 ou c 6= 0

 .

Inicialmente, tomando Y ∈ ClH(A), existe P ∈ H tal que Y = PAP−1. Sendo

P =

a b

c d

, temos ad− bc = 1 e então não podemos ter a e c ambos nulos, ou seja,

a 6= 0 ou c 6= 0, uma veri�cação direta mostra que P−1 =

 d −b

−c a

. Daí

Y = PAP−1 =

a b

c d

1 1

0 1

 d −b

−c a


=

a a+ b

c c+ d

 d −b

−c a


=

ad− ac− bc −ab+ a2 + ab

cd− c2 − cd −bc+ ac+ ad


=

1− ac a2

−c2 1 + ac
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Isso nos dá uma inclusão.

Para a outra inclusão, dados a, c ∈ R não ambos nulos, sempre podemos escolher

b, d ∈ R tais que ad− bc = 1, pois se a 6= 0, �xando b ∈ R qualquer, tomemos d = bc+1
a

e portanto ad− bc = 1. Caso c 6= 0, então �xando d ∈ R qualquer, tomemos b = ad−1
c

e portanto ad− bc = 1. Logo basta tomar P =

a b

c d

 que teremos P ∈ H e a conta

anterior mostra que PAP−1 =

1− ac a2

−c2 1 + ac

 ∈ ClH(A).

1.4 Ações de grupos e homomor�smos de grupos

As de�nições a seguir serão essenciais para esse trabalho, tendo em vista que

o objetivo geral é mostrar a relação estrita que há entre a ação de um grupo �nito

abeliano em uma álgebra e a graduação dessa mesma álgebra dada por esse mesmo

grupo (de�nição essa que será dada posteriormente).

1.4.1 Ações de grupos

De�nição 1.10 Sejam G um grupo e X um conjunto não vazio. De�nimos uma ação

de G em X como sendo uma aplicação θ : G × X → X, (s, x) 7→ θ(s, x) = s · x, que

satisfaz:

i) e · x = x, para todo x ∈ X.

ii) (s1s2) · x = s1 · (s2 · x), para quaisquer s1, s2 ∈ G e x ∈ X.

A ideia da de�nição acima é conseguir �multiplicar� os elementos de um conjunto

X, não vazio, pelos elementos de G de tal forma que essa multiplicação seja compatível

com a operação de G. O item i) do exemplo a seguir ilustra a ideia.

Exemplo 4 São exemplos de ações de grupos:

i) Seja V um espaço vetorial real, considere o grupo multiplicativo R∗, sendo � · �
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a multiplicação por escalar em V . Então a aplicação θ : R∗ × V → V dada por

θ(λ, v) = λ · v é uma ação de R∗ em V .

ii) Sendo G um grupo e X um conjunto não vazio, de�nindo θ0 : G ×X → X por

θ0(s, x) = x para quaisquer s ∈ G e x ∈ X, então essa aplicação é uma ação e é

chamada de ação trivial.

iii) Considere o grupo (R,+), o conjunto R2 e a aplicação T : R × R2 → R2,

(t, (x, y)) 7→ t · (x, y) = (x+ t, y + t). Temos:

1. 0 · (x, y) = (x, y)

2. (t1 + t2) · (x, y) = (x+ t1 + t2, y+ t1 + t2) = t1 · (x+ t2, y+ t2) = t1 · (t2 · (x, y)),

para quaisquer t1, t2 ∈ R.

portanto T é uma ação.

iv) Seja G um grupo, tomando X = G de�namos a ação θ : G×G→ G como sendo

a conjugação: (s, x) 7→ θ(s, x) = s·x = sxs−1. Temos e·x = exe−1 = x, ademais:

(s1s2) · x = s1s2x(s1s2)
−1 = s1s2xs

−1
2 s−11 = s1(s2xs

−1
2 )s−11 =

s1(s2 · x)s−11 = s1 · (s2 · x).

Outra ação que poderíamos de�nir é s · x = sx, ou seja, literalmente mandar o

par no produto dos elementos, pois já temos por de�nição ex = x e s(tx) = (st)x.

v) Sejam G um grupo, H um subgrupo de G, X um conjunto não vazio e

θ : G × X → X uma ação de G em X. A aplicação θH : H × X → X, de-

�nida por θH(h, x) = θ(h, x), é uma ação de H em X e dizemos que esta ação é

a restrição de θ a H.

vi) Considerando o conjunto G das funções bijetoras de R em R, dos resultados da

teoria clássica de funções não é difícil ver que G com a composição de funções

forma um grupo, com elemento neutro dado pela função identidade, Id : R→ R

dada por Id(x) = x para todo x ∈ R. Tomando então a aplicação

θ : G× R→ R

(f, x) 7→ θ(f, x) = f · x = f(x)
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temos:

1. Id · x := Id(x) = x para todo x ∈ R.

2. (f1 ◦ f2) · x := (f1 ◦ f2)(x) = f1(f2(x)) = f1 · (f2(x)) = f1 · (f2 · x) para

quaisquer f1f2 ∈ G e x ∈ R.

Daí temos que (f, x) 7→ f(x) é uma ação de (G, ◦) em X = R.

1.4.2 Homomor�smos de grupos

Sejam (G1, ∗1) e (G2, ∗2) grupos, podemos nos perguntar quais funções que têm como

domínio o conjunto G1 e contradomínio o conjunto G2 são compatíveis com as es-

truturas de G1 e G2 como grupos, assim como temos transformações lineares entre

espaços vetoriais, que são funções compatíveis com a soma vetorial e a multiplicação

por escalar.

De�nição 1.11 Sejam (G1, ∗1) e (G2, ∗2) grupos, dizemos que uma aplicação ϕ:

G1 → G2 é um homomor�smo de grupos quando

ϕ(x ∗1 y) = ϕ(x) ∗2 ϕ(y) ∀x, y ∈ G1.

Observação 1.5 Se G1 e G2 são grupos, com e2 o elemento neutro de G2, então a

aplicação x 7→ e2 é um homomor�smo, chamado homomor�smo trivial, donde

HOM(G1, G2) = {ϕ : G1 → G2 | ϕ é homomor�smo de grupos} 6= ∅.

Exemplo 5 São exemplos de homomor�smo de grupos:

i) Sejam R∗+ o grupo multiplicativo dos reais positivos (a operação é a multiplicação

usual de números reais) e R o grupo aditivo dos reais (a operação é a soma usual

de números reais). Considere a aplicação ϕ : R∗+ → R de�nida por ϕ(x) = lnx.

Note que dados x, y ∈ R∗+, temos:

ϕ(xy) = ln(xy) = lnx+ lny = ϕ(x) + ϕ(y).

Então ϕ é um homomor�smo de grupos.
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ii) SendoMn(C) o grupo das matrizes quadradas de ordem n com entradas complexas

com a operação de soma usual e C o grupo aditivo dos complexos, dada A =

(aij)n×n ∈Mn(C), de�namos a aplicação Tr : Mn(C)→ C por Tr(A) =
n∑
k=1

akk.

Daí, sendo B = (bij) ∈Mn(C), temos:

Tr(A+B) =
n∑
k=1

(akk + bkk) =
n∑
k=1

akk +
n∑
k=1

bkk = Tr(A) + Tr(B).

Portanto tal aplicação, que chamamos de traço, é um homomor�smo de grupos.

iii) Sendo Z o grupo aditivo dos inteiros, tomemos ϕ : Z→ Z de�nida por ϕ(x) = 2x.

então

ϕ(n+m) = 2(n+m) = 2n+ 2m = ϕ(n) + ϕ(m) ∀n,m ∈ Z.

Portanto ϕ é um homomor�smo de grupos.

iv) A aplicação determinante det : Gln(R) → R∗ é um homomor�smo de grupos

entre os grupos multiplicativos Gln(R) e R∗

v) Sendo Z o grupo aditivo dos inteiros e G um grupo qualquer, �xando a ∈ G a

aplicação

ϕa : Z→ G

n 7→ ϕa(n) = an

é um homomor�smo, pois ϕa(n+m) = an+m = anam = ϕa(n)ϕa(m).

vi) Sendo G um grupo qualquer, �xando s ∈ G a aplicação

Is : G→ G

x 7→ Is(x) = sxs−1

é um homomor�smo, pois dados x, y ∈ G, temos

Is(x)Is(y) = (sxs−1)(sys−1) = sxys−1 = Is(xy).

vii) Considerando os grupos multiplicativos C∗ e R∗, a aplicação

N : C∗ → R∗

z = a+ bi 7→ N(z) =| z |=
√
a2 + b2

é um homomor�smo de grupos.



28

Proposição 1.12 Sejam G1 e G2 grupos, e ϕ : G1 → G2 um homomor�smo de

grupos, e1 e e2 elementos neutros de G1 e G2, respectivamente. Valem as seguintes

propriedades:

i) ϕ(e1) = e2;

ii) ϕ(x−1) = ϕ(x)−1;

iii) ϕ(xn) = ϕ(x)n para todo n ∈ Z;

iv) O conjunto ϕ(H1) = {ϕ(x) ∈ G2 | x ∈ H1} é um subgrupo de G2, onde H1 é um

subgrupo de G1. Em particular, ϕ(G1) é subgrupo de G2.

v) O conjunto ϕ−1(H2) = {x ∈ G1 | ϕ(x) ∈ H2} é um subgrupo de G1, onde H2 é

um subgrupo de G2. Em particular Kerϕ = ϕ−1{e2} é um subgrupo de G1.

Prova.

i) ϕ(e1) = ϕ(e1e1) = ϕ(e1)ϕ(e1) ⇒ ϕ(e1)ϕ(e1)
−1 = (ϕ(e1)ϕ(e1))ϕ(e1)

−1 ⇒ e2 =

ϕ(e1).

ii) e2 = ϕ(e1) = ϕ(xx−1) = ϕ(x)ϕ(x−1)⇒ ϕ(x)−1 = ϕ(x−1).

iii) Para n = 0,

ϕ(x)0 = e2 = ϕ(e1) = ϕ(x0).

Para n ∈ N0 provemos por indução. Se n = 1, então de fato temos ϕ(x1) =

ϕ(x) = ϕ(x)1. Supondo verdade para n = k > 1, ou seja, ϕ(xk) = ϕ(x)k, temos

ϕ(xk+1) = ϕ(xkx) = ϕ(xk)ϕ(x) = ϕ(x)kϕ(x) = ϕ(x)k+1.

Se n ∈ Z∗−, então −n ∈ N0 e daí ϕ(y−n) = ϕ(y)−n. Assim

ϕ(xn) := ϕ((x−1)−n) = ϕ(x−1)−n = (ϕ(x)−1)−n := ϕ(x)n.

iv) ϕ(H1) ⊆ G2 é não vazio já que e1 ∈ H1 e pelo item i) temos e2 = ϕ(e1) ∈ ϕ(H1).

Tomando y1, y2 ∈ ϕ(H1), existem x1, x2 ∈ H1 tais que ϕ(x1) = y1 e ϕ(x2) = y2 e

daí pelo item ii) temos ϕ(x−12 ) = y−12 . Como H1 é subgrupo, então x1x
−1
2 ∈ H1 e

portanto y1y
−1
2 = ϕ(x1)ϕ(x−12 ) = ϕ(x1x

−1
2 ) ∈ ϕ(H1).
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v) Pelo item i) temos que ϕ−1(H2) 6= ∅, visto que ϕ(e1) = e2 ∈ H2. Tomando

x, y ∈ ϕ−1(H2), então existem s, t ∈ H2 tais que ϕ(x) = s e ϕ(y) = t. Como H2

é subgrupo, então st−1 ∈ H2, daí

ϕ(xy−1) = ϕ(x)ϕ(y)−1 = st−1 ∈ H2

ou seja, xy−1 ∈ ϕ−1(H2).

De�nição 1.13 Sejam G1 e G2 grupos. Dizemos que G1 é isomorfo a G2 caso exista

um homomor�smo de grupos ϕ : G1 → G2 bijetor, e denotamos G1 ' G2.

Observação 1.6 Dois grupos isomorfos têm as mesmas características algébricas,

a estrutura é basicamente a mesma, a diferença é apenas os elementos. Vejamos um

exemplo que ilustra bem isso. Considere os grupos (R2,+), (M2×1(R),+) e a aplicação:

ϕ : R2 →M2×1(R)

(x, y) 7→ ϕ(x, y) =

 x

y

 .

Note que ϕ é claramente um isomor�smo, a soma (a, b) + (x, y) = (a + x, b + y)

corresponde à soma

 a

b

+

 x

y

 =

 a+ x

b+ y

 e a estrutura algébrica é a mesma,

existindo apenas uma diferença na forma de representar os pares de números reais.

Então as vezes, por conveniência, identi�camos grupos isomorfos como sendo o mesmo

grupo.

Caso um homomor�smo de grupos ϕ : G1 → G2 seja injetivo, comumente cha-

mado de mergulho ou monomor�smo, então G1 é isomorfo a ϕ(G1), e daí vemos o

subgrupo ϕ(G1) como sendo uma �cópia� de G1 dentro de G2.

1.5 Produto direto de grupos

Uma pergunta natural de ocorrer quando se tem um grupo G é se existe um algum

grupo G′ tal que G seja subgrupo de G′. A resposta para essa pergunta é positiva,
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e ainda mais, dados dois grupos G1 e G2, existe um grupo G tal que G1 e G2 são

subgrupos de G, por mais distintas que sejam as operações de G1 e G2.

De�nição 1.14 Sejam G1 e G2 grupos. Considere o conjunto

G1 ×G2 = {(s1, s2) | s1 ∈ G1, s2 ∈ G2}

vamos a de�nir a seguinte operação em G1 ×G2:

(s1, s2)(t1, t2) = (s1t1, s2t2).

Com esta operação, G1×G2 é um grupo, chamado produto direto dos grupos G1 e G2.

As justaposições no lado direito da igualdade acima representam as operações de

G1 e G2 respectivamente. Se g1 e g2 forem as ordens de G1 e G2 respectivamente, então

a ordem de G1 × G2 é g = g1g2. Ademais sendo e1 e e2 os elementos neutros de G1 e

G2 respectivamente, então e = (e1, e2) é o elemento neutro de G1 ×G2.

É comum identi�car o subgrupo G1 × {e2} = {(s, e2) | s ∈ G1} de G1 × G2

como sendo o grupo G1. Note que a aplicação ψ1 : G1 → {(s, e2) | s ∈ G1}, dada por

ψ1(s) = (s, e2), é um isomor�smo de grupos. De forma similar identi�camos G2 com

{e1} ×G2 = {(e1, t) | t ∈ G2}.

Com essas identi�cações temos que cada elemento s ∈ G1×G2 é escrito de forma

única como s = s1s2, com s1 ∈ G1 e s2 ∈ G2. Ademais, os elementos de G1 comutam

com os de G2.

Reciprocamente, se G é um grupo contendo G1 e G2 como subgrupos, suponha

que as seguintes condições são satisfeitas:

i) Cada s ∈ G pode ser escrito de forma única como s = s1s2, com s1 ∈ G1 e

s2 ∈ G2;

ii) Para todos s1 ∈ G1 e s2 ∈ G2 temos s1s2 = s2s1.

O produto de dois elementos s = s1s2, t = t1t2 ∈ G, onde s1, t1 ∈ G1 e s2, t2 ∈ G2,

pode ser escrito como:

st = s1s2t1t2 = (s1t1)(s2t2).
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Tomando então a aplicação ϕ(s) = ϕ(s1s2) = (s1, s2) de G em G1 × G2, temos

um isomor�smo de grupos. De fato:

ϕ(s)ϕ(t) = (s1, s2)(t1, t2) = (s1t1, s2t2) = ϕ(st).

Dado y = (s1, s2) ∈ G1 ×G2, tomemos x = s1s2 ∈ G, e desse modo ϕ(x) = y.

Supondo que s, t ∈ G são tais que ϕ(s) = ϕ(t), então (s1, s2) = (t1, t2), donde

s1 = t1 e s2 = t2, ou seja, s = t.

Neste caso dizemos que G é o produto direto de seus subgrupos G1 e G2 e iden-

ti�camos G como sendo G1 ×G2.

Observação 1.7 Sejam (G1, ∗1), (G2, ∗2), . . . , (Gn, ∗n) grupos. De�nimos o produto

direto deles (G1 ×G2 × · · · ×Gn, ∗) de forma análoga:

(s1, s2, . . . , sn) ∗ (t1, t2, . . . , tn) = (s1 ∗1 t1, s2 ∗2 t2, . . . , sn ∗n tn)

onde (s1, s2, . . . , sn), (t1, t2, . . . , tn) ∈ G1 ×G2 × · · · ×Gn.

Exemplo 6

i) Considerando o grupo multiplicativo C2 = {1,−1}, o produto direto K = C2 × C2

é chamado de grupo de Klein. Denotando e = (1, 1), a = (1,−1), b = (−1, 1) e c =

(−1,−1), temos ex = xe = x para todo x ∈ K, e ainda temos as relações:

ab = ba = c ac = ca = b bc = cb = a a2 = b2 = c2 = e

Note que K não é isomorfo a C4 = {1,−1, i,−i}, pois dado um homomor�smo

ϕ : K → C4, como x2 = e para todo x ∈ K, então

(ϕ(x))2 = ϕ(x2) = ϕ(e) = 1

e daí ϕ(x) = ±1 para qualquer x ∈ K. Portanto ϕ não pode ser sobrejetora e conse-

quentemente não pode ser bijetora.
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1.5.1 Estendendo ações e homomor�smos de G1 e G2 para o

produto direto G1 ×G2

Suponha que G1 e G2 são grupos, sejam X1 e X2 conjuntos não vazios, θ1 : G1×X1 →

X1 e θ2 : G2×X2 → X2 ações de grupos. Tomando o grupo G = G1×G2 e o conjunto

X = X1 ×X2, podemos de�nir uma ação θ de G em X da seguinte forma

θ : G×X → X

((s1, s2), (x1, x2)) 7→ θ((s1, s2), (x1, x2)) = (θ1(s1, x1), θ2(s2, x2))

(i) Sendo e = (e1, e2) ∈ G e x = (x1, x2) ∈ X qualquer, temos:

θ(e, x) = (θ1(e1, x1), θ2(e2, x2)) = (x1, x2) = x.

(ii) Dados s = (s1, s2), t = (t1, t2) ∈ G, x = (x1, x2) ∈ X, arbitrários, (para não

sobrecarregar os índices, usemos a notação � · � para θ, θ1 e θ2) temos:

s · (t · x) = (s1, s2) · [(t1, t2) · (x1, x2)]

= (s1, s2) · (t1 · x1, t2 · x2)

= (s1 · [t1 · x1], s2 · [t2 · x2])

= ([s1t1] · x1, [s2t2] · x2)

= (st) · x

Portanto θ é de fato uma ação de G em X.

Podemos também relacionar produto direto com homomor�smos. SejamG1, G2, H1, H2

grupos, ϕ1 : G1 → H1 e ϕ2 : G2 → H2 homomor�smos de grupos. Então

ϕ : G1 ×G2 → H1 ×H2

(s1, s2) 7→ ϕ(s1, s2) = (ϕ1(s1), ϕ2(s2))

é um homomor�smo de grupos, pois dados s = (s1, s2), t = (t1, t2) ∈ G1 ×G2 temos:

ϕ(s1t1, s2t2) = (ϕ1(s1t1), ϕ2(s2t2))

= (ϕ1(s1)ϕ1(t1), ϕ2(s2)ϕ2(t2))

= (ϕ1(s1), ϕ2(s2))(ϕ1(t1), ϕ2(t2)).
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Portanto ϕ(st) = ϕ(s)ϕ(t), ou seja, de fato ϕ é um homomor�smo de grupos. Ademais,

se ϕ1 e ϕ2 forem bijetoras, então ϕ também será e isso justi�ca o seguinte resultado

Proposição 1.15 Se G1, G2, H1 e H2 são grupos tais que G1 ' H1 e G2 ' H2, então

G1 ×G2 ' H1 ×H2.

Essas ideias serão úteis para o objetivo desse trabalho.

1.5.2 Grupos cíclicos e decomposição de grupos abelianos �ni-

tos em produto direto de grupos cíclicos

Os grupos cíclicos são uma classe de grupos que têm uma estrutura bem simples. Po-

demos decompor grupos abelianos �nitos em produto direto de grupos cíclicos, o que é

muito útil como vimos na seção anterior, pois podemos estender ações e homomor�smos

se soubermos o comportamento das aplicações nos fatores da decomposição.

De�nição 1.16 Dizemos que G é um grupo cíclico se existe algum elemento γ ∈ G

tal que

{γn | n ∈ Z} = G

ou seja, o subgrupo gerado por γ é G.

De�nição 1.17 De�nimos a ordem o(s) de s ∈ G como sendo a ordem do subgrupo

gerado por s, caso seja �nito. Caso o subgrupo gerado por s seja in�nto, pomos o(s) =

∞.

Exemplo 7 Exemplos de grupos que são e que não são cíclicos.

i) O grupo G = {e} com apenas um elemento é cíclico. Ademais o(e) = 1.

ii) Para todo inteiro positivo n, temos que o grupo multiplicativo Cn das raízes n-

ésimas complexas da unidade é cíclico. Basta notar que ω = e
2π
n
i gera Cn, como

foi visto no item iii) do Exemplo 1. Ademais temos o(ω) = n. Consequente-

mente, existem grupos cíclicos �nitos de todas as ordens.
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iii) O grupo aditivo Z dos inteiros é cíclico, a�nal, lembrando que estamos em notação

aditiva, temos n1 = n para qualquer n ∈ Z. Logo o elemento 1 gera Z como grupo

e o(1) =∞.

iv) O grupo aditivo dos reais R não é cíclico, pois caso contrário, existindo um nú-

mero real r tal que

{nr | n ∈ Z} = R

então a função

f : Z→ R

n 7→ f(n) = nr

seria sobrejetiva, o que é um absurdo, pois a não enumerabilidade dos reais é um

resultado que nos diz que não existem funções de Z em R sobrejetivas.

Igualmente para qualquer grupo G, onde G é um conjunto não enumerável temos

que G não pode ser um grupo cíclico. Em particular, para n ≥ 2 inteiro e X = R

ou X = C, não são cíclicos os grupos: (X,+), (X∗, ·), (Mm×n(X),+), (Gln(X), ·),

(Sln(X), ·).

v) Sendo G um grupo �nito com | G |= p, onde p é um número primo, então G é

cíclico. De fato, desde que | G |≥ 2, podemos tomar algum elemento γ em G que

não seja o elemento neutro. Tomemos então o subgrupo gerado por γ

H = {γn | n ∈ Z}.

Como G é �nito, então H também é. Ademais como {e, γ} ⊆ H, então | H |> 1.

Usando agora o Teorema de Lagrange, temos que | H | divide | G |= p e pelo fato

de que p é primo e | H |> 1, temos | H |= p. Concluindo que H = G. Portanto

G é cíclico e pode ser gerado por qualquer elemento que não seja o neutro.

vi) O produto direto G = Z× Z do grupo aditivo Z não é cíclico. De fato, suponha

que exista (a, b) ∈ G tal que G = {n(a, b) | n ∈ Z}. Então em particular, devem

existir inteiros não nulos m e k tais que

(1, 0) = m(a, b) (0, 1) = k(a, b)

donde devemos ter a = b = 0 e portanto G = {(0, 0)}. Absurdo.
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Em verdade todo grupo cíclico ou é isomorfo a Cn, para algum inteiro positivo n,

ou é isomorfo a Z, fato esse que veremos mais adiante.

Proposição 1.18 Seja G um grupo. Se s ∈ G tem ordem �nita, então o(s) é o menor

número m tal que sm = e. Ademais sm = e se, e somente se, o(s) divide m. Caso

o(s) =∞, então sm = e se, e somente se, m = 0.

Prova. Supondo que o(s) seja �nita, então o subgrupo H = {sn | n ∈ Z} é �nito.

Sendo assim a função

ϕs : Z→ H

n 7→ ϕs(n) = sn

não pode ser injetiva, pois caso contrário teríamos H in�nito, donde devem existir

n1, n2 ∈ Z com n1 > n2 e ϕs(n1) = ϕs(n2), ou seja,

sn1 = sn2 ⇒ sn1−n2 = e.

Como n1 − n2 > 0, então o conjunto {n ∈ N∗ | sn = e} é não vazio, e pelo Princi-

pio da Boa Ordenação deve ter um elemento mínimo, digamos que k é tal elemento.

Mostremos que

{e, s, s2, . . . , sk−2, sk−1} = H.

Pela de�nição de H temos {e, s, s2, . . . , sk−2, sk−1} ⊆ H. Tomando x ∈ H arbitrário,

então existe n ∈ Z tal que x = sn. Pelo algorítimo da divisão dos inteiros, existem

q, r ∈ Z, unicamente determinados com 0 ≤ r ≤ k − 1, tais que n = qk + r, donde

x = sn = sqk+r = (sk)qsr = eqsr = sr ∈ {e, s, s2, . . . , sk−2, sk−1}

concluindo que {e, s, s2, . . . , sk−2, sk−1} = H.

Mostremos agora que em {e, s, s2, . . . , sk−2, sk−1} não há repetição de elementos e

daí | {e, s, s2, . . . , sk−2, sk−1} |= k. Suponha que n1, n2 ∈ Z, com 0 ≤ n1 < n2 ≤ k − 1,

sejam tais que sn1 = sn2 . Então n2−n1 ∈ {e, s, s2, . . . , sk−2, sk−1}, mas 1 ≤ n2−n1 < k,

o que contraria a minimalidade de k. Consequentemente

o(s) =| H |= k = min{n ∈ N∗ | sn = e}.
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Tomando agora m ∈ Z tal que sm = e, e dividindo m por k = o(s), então existem

q, r ∈ Z, com 0 ≤ r < k, tais que m = qk + r. Suponha por absurdo que k não divida

m, ou seja r > 0. Daí

e = sm = sqk+r = (sk)qsr = eqsr = sr

donde r ∈ {n ∈ N∗ | sn = e}, mas r < k = min{n ∈ N∗ | sn = e}, absurdo. Portanto

k divide m. Reciprocamente, se o(s) = k divide m, então existe q ∈ Z tal que m = qk

e daí sm = sqk = (sk)q = eq = e.

Para o caso em que o(s) = ∞, supondo por absurdo que exista m 6= 0 tal que

sm = e, então note que s−m = (sm)−1 = e−1 = e. Como m ou −m é positivo, temos

que o conjunto {n ∈ N∗ | sn = e} é não vazio e portanto possui algum elemento mínimo

k, donde

{e, s, s2, . . . , sk−2, sk−1} = {sn | n ∈ Z}

e assim o(s) seria �nito, absurdo.

Corolário 1.19 Seja G um grupo �nito de elemento neutro e. Dado s ∈ G, então

s|G| = e.

Prova. Dado s ∈ G arbitrário, seja H o subgrupo gerado por s. Pelo Teorema de

Lagrange temos que o(s) =| H | divide | G |. Então pelo teorema anterior temos que

s|G| = e

como queríamos demonstrar.

Veremos a seguir todos os grupos cíclicos a menos de isomor�smo.

Proposição 1.20 Seja G um grupo cíclico gerado por γ. Então

i) G é abeliano.

ii) A aplicação n 7→ γn de Z em G é um homomor�smo de grupos sobrejetor.

iii) Suponha que G é �nito com | G |= k. Dado um grupo H cíclico com | H |= k,

então G é isomorfo a H. Consequentemente, todo grupo cíclico de ordem n é

isomorfo ao grupo multiplicativo Cn.
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iv) Suponha que G é in�nito. Dado um grupo H cíclico in�nito, então G é isomorfo

a H. Consequentemente, todo grupo cíclico in�nito é isomorfo ao grupo aditivo

Z.

Prova.

i) Dados s, t ∈ G arbitrários, existem m,n ∈ Z tais que s = γn e t = γm, daí

st = γnγm = γn+m = γm+n = γmγn = ts.

ii) Sendo ϕγ tal aplicação, claramente ϕγ é sobrejetiva. Dados m,n ∈ Z, temos:

ϕγ(n+m) = γn+m = γnγm = ϕγ(n)ϕγ(m).

iii) Sendo H cíclico, existe α ∈ H que gera H. Pela demonstração da Proposição

1.18, dado x ∈ G existe um único inteiro mx com 0 ≤ mx < k tal que x = γmx .

Fica então bem de�nida a aplicação

ϕ : G→ H

x 7→ ϕ(x) = ϕ(γmx) = αmx

Dados x, y ∈ G, seja r o resto da divisão demx+my por k. Entãomx+my = qk+r

para inteiros q, r, com 0 ≤ r < k. Daí

xy = γmxγmy = γmx+my = γqk+r = (γk)qγr = γr

ou seja, r = mxy. Ademais

αmx+my = αqk+r = αr = αmxy

e portanto

ϕ(xy) = ϕ(γmx+my) = ϕ(γmxy) = αmxy = αmx+my = αmxαmy = ϕ(x)ϕ(y).

Logo ϕ é um homomor�smo de grupos. É fácil ver que ϕ é sobrejetivo, e daí,

como G e H são conjuntos �nitos de mesma ordem, então segue que ϕ é bijetora,

concluindo que ϕ é um isomor�smo de grupos.
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iv) Pela Proposição 1.18, caso o(s) =∞, temos:

sn = sm ⇐⇒ sn−m = e⇐⇒ n−m = 0⇐⇒ n = m.

Portanto dado x ∈ G existe um único inteiro mx tal que x = γmx . Podemos

então reescrever G como sendo G = {γmx | x ∈ G}, onde para x, y ∈ G temos:

mx = my ⇐⇒ x = y

Sendo α o elemento que gera H, �ca bem de�nida a aplicação

ϕ : G→ H

γmx 7→ ϕ(γmx) = αmx

e temos que ϕ é um homomor�smo sobrejetivo de grupos. Basta mostrarmos que

ϕ é injetiva. Tomando x, y ∈ G tais que ϕ(x) = ϕ(y), então

ϕ(x) = ϕ(y) =⇒ αmx−my = α0 =⇒ mx = my =⇒ x = y.

Proposição 1.21 Seja G um grupo abeliano �nito. Então G é isomorfo a um pro-

duto direto de grupos cíclicos cujas ordens são potências de primos.

Prova. Uma demonstração pode ser encontrada na página 93 de [7], Proposição III.4.6.

1.6 Grupos simétricos e alternados

Uma classe de grupos muito importante são os grupos de permutações, ou gru-

pos simétricos, que de certa forma representam todos os grupos. Associado aos seus

elementos tem o que chamamos de sinal da permutação, que tem relação com o que

veremos no Capítulo 2. Vejamos então a sua de�nição, mas antes relembremos alguns

resultados sobre funções bijetoras de um conjunto em si mesmo.

Observação 1.8 Sejam X um conjunto não vazio, f : X → X, g : X → X e

h : X → X funções bijetoras quaisquer. Da teoria clássica de funções temos:
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(i) f ◦ g : X → X ainda é uma bijeção.

(ii) f é inversível com inversa f−1 : X → X.

(iii) f ◦ (g ◦ h) = (f ◦ g) ◦ h.

(iv) a bijeção Id : X → X, dada por Id(x) = x para todo x ∈ X, é tal que Id ◦ g =

g ◦ Id = g e f ◦ f−1 = f−1 ◦ f = Id.

1.6.1 Grupos simétricos

De�nição 1.22 Seja X um conjunto não vazio. Considerando o conjunto SX formado

pelas funções bijetoras de X em X, temos que SX , munido da composição usual de

funções, é um grupo. Chamamos tal grupo de Grupo Simétrico sobre X.

Observação 1.9 Se X é �nito e tem n elementos, digamos X = {x1, x2, . . . , xn},

para construir uma bijeção f : X → X (ou permutação), inicialmente, para esco-

lher a imagem do elemento x1, temos n opções, a saber qualquer, elemento de X =

{x1, x2, . . . , xn}. Após escolher a imagem, digamos f(x1) = xi1, para escolher a ima-

gem de x2 temos agora apenas n−1 possibilidades, a saber, {x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xn},

pois para que f seja injetiva não podemos escolher o xi1 = f(x1) para ser imagem de

x2. Em seguida para escolher a imagem do x3 temos agora apenas n − 3 escolhas.

Seguindo esse raciocínio, usando o principio multiplicativo fundamental da contagem,

temos n! = n · (n− 1) · . . . · 3 · 2 · 1 possibilidades de construção para a função f , donde

temos que | SX |= n!.

Observação 1.10 Sendo n um inteiro positivo, quando temos X = In = {1, 2, ..., n}

denotamos SIn apenas por Sn. Cada elemento σ ∈ Sn é representado da seguinte forma

σ =

 1 2 3 · · · n− 1 n

σ(1) σ(2) σ(3) · · · σ(n− 1) σ(n)

 .

Por exemplo, considere em S4 a permutação que satisfaz σ(1) = 4, σ(2) = 2, σ(3) = 1

e σ(4) = 3. Temos

σ =

1 2 3 4

4 2 1 3

 .
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Com essa notação, dados σ, φ ∈ Sn temos:

σ ◦ φ = σφ =

 1 2 3 · · · n− 1 n

σ(φ(1)) σ(φ(2)) σ(φ(3)) · · · σ(φ(n− 1)) σ(φ(n))

 .

Por exemplo:

1 2 3 4

4 2 1 3

1 2 3 4

3 1 2 4

 =

1 2 3 4

1 4 2 3

 .

Observação 1.11 Sendo G um grupo e X um conjunto não vazio, há uma estreita

relação entre as ações de G em X e os homomor�smo de G em SX .

Suponha que ϕ : G → SX seja um homomor�smo de grupos. Então pelo item i)

da Proposição 1.12, temos ϕ(e) = Id, onde e é o elemento neutro de G e Id é a

permutação identidade. Ademais para s ∈ G, denotando ϕs := ϕ(s), temos que ϕs é

uma permutação em X, e sendo s, t ∈ G temos ϕs ◦ ϕt = ϕst.

De�namos a aplicação

θ : G×X → X

(s, x) 7→ θ(s, x) = s · x := ϕs(x)

Temos:

(i) e · x = ϕe(x) = Id(x) = x para todo x ∈ X;

(ii) s · (t · x) = ϕs(ϕt(x)) = (ϕs ◦ ϕt)(x) = ϕst(x) = (st) · x para quaisquer s, t ∈ G e

x ∈ X;

donde concluímos que θ é uma ação de G em X.

Reciprocamente, suponha que θ : G ×X → X, θ(s, x) = s · x, seja uma ação de

G em X. Fixando s ∈ G, de�namos a função ϕs : X → X dada por ϕs(x) = s · x.

Mostremos que ϕs é bijetora. Inicialmente, mostremos a sobrejetividade. De fato, dado
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y ∈ X, considerando os elemento s−1 ·y ∈ X, então ϕs(s−1 ·y) = s · (s−1 ·y) = e ·y = y.

Logo ϕs é sobrejetiva. Supondo agora que x, y ∈ X são tais que ϕs(x) = ϕs(y), temos:

ϕs(x) = ϕs(y)⇒ s · x = s · y ⇒ s−1 · (s · x) = s−1 · (s · y)⇒ e · x = e · y ⇒ x = y

ou seja, ϕs é injetiva, e daí ϕs ∈ SX . Tomando t ∈ G, considerando as funções

ϕt, ϕst ∈ SX dadas por ϕt(x) = t · x e ϕst(x) = (st) · x, temos:

ϕst(x) = (st) · x = s · (t · x) = ϕs(ϕt(x)) = (ϕs ◦ ϕt)(x)

ou seja, ϕst = ϕsϕt, e portanto a aplicação

ϕ : G→ SX

s 7→ ϕ(s) = ϕs

é um homomor�smo de grupos.

1.6.2 Sinal de permutação e grupo alternado

Uma característica muito importante dos elementos de Sn é a que vamos de�nir a

seguir. Colocamos nesta subseção as de�nições e resultados como estão apresentadas

em [1].

De�nição 1.23 Seja In = {1, 2, . . . , n}, com n ≥ 2, e seja P2(n) o conjunto de todos

os subconjuntos com dois elementos de In. Dado σ ∈ Sn, de�na o sinal de σ como

sendo

sign(σ) =
∏

{i,j}∈P2(n)

σ(j)− σ(i)

j − i
=

∏
1≤i<j≤n

σ(j)− σ(i)

j − i

Observação 1.12 Note que quando {i, j} corre sobre todo o conjunto P2(n), tem-se

que {σ(i), σ(j)} também corre sobre todo o conjunto P2(n). Logo,
∏

1≤i<j≤n

(σ(j)− σ(i))

e
∏

1≤i<j≤n

(j − i) têm exatamente os mesmos fatores, a menos de ordem e sinal, donde

segue que sign(σ) = ±1.

Isso separa as permutações em dois tipos, que de�niremos agora.
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De�nição 1.24 Dizemos que σ ∈ Sn é uma permutação par se sign(σ) = 1, e que σ

é ímpar se sign(σ) = −1.

Exemplo 8 São exemplos de permutações e sinais:

i) Id ∈ Sn é par.

ii) Considere σ =

1 2 3

2 3 1

 ∈ S3. Temos:

sign(σ) =
σ(2)− σ(1)

2− 1
· σ(3)− σ(1)

3− 1
· σ(3)− σ(2)

3− 2
=

1 · (−1) · (−2)

1 · 2 · 1
= 1

e assim σ é par.

iii) Considere σ =

1 2 3 4 · · · n− 1 n

2 1 3 4 . . . n− 1 n

 ∈ Sn. Temos que a expressão de

sign(σ) pode ser dada por(
σ(2)− σ(1)

2− 1

)( ∏
2<j≤n

σ(j)− σ(1)

j − 1

)( ∏
2<j≤n

σ(j)− σ(2)

j − 2

)( ∏
2<i<j≤n

σ(j)− σ(i)

j − i

)

Observe que se {i, j} ∩ {1, 2} = ∅, então σ(j)− σ(i)

j − i
=
j − i
j − i

= 1. Se 2 < j ≤ n,

então σ(j) = j > 2 e daí

σ(j)− σ(1)

j − 1
=
σ(j)− 2

j − 1
> 0 e

σ(j)− σ(2)

j − 2
=
σ(j)− 1

j − 2
> 0

Logo sign(σ) = −1 e portanto σ é ímpar.

Como sign(σ) é sempre um elemento de C2 = {1,−1}, é natural se perguntar se

sign : Sn → C2 é um homomor�smo de grupos. A resposta é positiva.

Proposição 1.25 Dado um inteiro positivo n, considerando o grupo Sn e o grupo

multiplicativo C2 = {1,−1}, temos que a aplicação

sign : Sn → C2

σ 7→ sign(σ)

é um homomor�smo de grupos.
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Prova. Dados σ, ψ ∈ Sn, temos:

sign(σψ) =
∏

{i,j}∈P2(n)

(σψ)(j)− (σψ)(i)

j − i

=
∏

{i,j}∈P2(n)

σ(ψ(j))− σ(ψ(i))

j − i
· ψ(j)− ψ(i)

ψ(j)− ψ(i)

=

 ∏
{i,j}∈P2(n)

σ(ψ(j))− σ(ψ(i))

ψ(j)− ψ(i)

 ∏
{i,j}∈P2(n)

ψ(j)− ψ(i)

j − i


Quando {i, j} corre sobre todo o conjunto P2(n), observa-se que {ψ(i), ψ(j)}

também corre sobre todo o conjunto P2(n). Logo∏
{i,j}∈P2(n)

σ(ψ(j))− σ(ψ(i))

ψ(j)− ψ(i)
=

∏
{i,j}∈P2(n)

σ(j)− σ(i)

j − i
= sing(σ)

e assim sign(σψ) = sign(σ)sign(ψ).

Corolário 1.26 O conjunto An = {σ ∈ Sn | sign(σ) = 1} é um subgrupo de Sn.

Prova. Note que An = Ker(sign) = sign−1({1}). Então pelo item v) da Proposição

1.12, segue que An é um subgrupo de Sn.

De�nição 1.27 O subgrupo An = {σ ∈ Sn | sign(σ) = 1} é chamado de grupo

alternado de grau n.

Esse grupo tem n!
2
elementos.



Capítulo 2

Teoria de representações de grupos e

caracteres

Adiante precisaremos do conceito de espaços vetoriais sobre o corpo C dos nú-

meros complexos, que é a mesma de�nição de espaço vetorial real visto em qualquer

disciplina de Álgebra Linear 1. A diferença é que os escalares usados agora são números

complexos, em vez de números reais apenas. Os resultados gerais ainda são válidos.

Para um leitor que queira se aprofundar em álgebra linear, como por exemplo o estudo

sobre espaços vetoriais sobre outros corpos indicamos a referência [6]. A teoria aqui

desenvolvida sobre representações lineares de grupos tem como referência [8]. Neste

capítulo iniciamos uma breve discussão à respeito de operadores lineares sobre um es-

paço vetorial e sobre matrizes. Apresentamos a de�nição de representações lineares

(juntamente com exemplos, em particular, a representação regular), soma direta e pro-

duto tensorial de representações, representações irredutíveis, caracter da representação,

Lema de Schur, ortogonalidade e representações induzidas.
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2.1 Representações lineares de um grupo

2.1.1 Espaços vetoriais complexos e seus grupos de automor�s-

mos.

De�nição 2.1 Sejam V um conjunto não vazio e aplicações + : V × V → V e

· : C× V → V que satisfazem as propriedades: com respeito a + temos:

A1) u+ (v + w) = (u+ v) + w ∀u, v, w ∈ V ;

A2) u+ v = v + u ∀u, v ∈ V ;

A3) ∃0 ∈ V ; v + 0 = v ∀v ∈ V ;

A4) ∀v ∈ V , ∃ (−v) ∈ V ; v + (−v) = 0.

Em respeito a · :

M1) z1 · (z2 · v) = (z1z2) · v ∀z1, z2 ∈ C; v ∈ V ;

M2) (z1 + z2) · v = z1 · v + z2 · v ∀z1, z2 ∈ C; v ∈ V ;

M3) z · (u+ v) = z · u+ z · v ∀z ∈ C;u, v ∈ V ;

M4) 1 · v = v ∀v ∈ V .

Dizemos então que V é um espaço vetorial sobre o corpo dos números complexos.

Chamamos a operação � · � de multiplicação por escalar, e geralmente denotamos

z · v apenas por zv, para z ∈ C e v ∈ V .

Observação 2.1 A menos de menção contrária, os espaços vetoriais aqui tratados

serão sempre sobre o corpo dos números complexos, e V denotará um espaço vetorial

de dimensão �nita. A de�nição de dimensão de um espaço vetorial sobre o corpo C é

a mesma de espaços vetoriais reais, e valem as mesmas propriedades.
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Observação 2.2 Lembrando que ligado a essa estrutura, há funções que chamamos

de operadores lineares sobre V , que são funções T : V → V que satisfazem

T (u+ v) = T (u) + T (v) T (λv) = λv

para quaisquer u, v ∈ V e λ ∈ C. Essas duas igualdades são equivalentes a T (λv+u) =

λT (v) + T (u).

Dentre essas funções podemos destacar as que são bijetoras, que chamamos de

automor�smos do espaço vetorial V . Tomemos então GL(V ) como sendo o conjunto

dos operadores lineares bijetores sobre V .

Veja que se T e S são elementos de GL(V ), então da teoria clássica de funções

temos que T ◦ S é bijetora. Ademais,

T ◦ S(u+ v) = T (S(u+ v)) = T (S(u) + S(v)) = T ◦ S(u) + T ◦ S(v)

T ◦ S(λv) = T (S(λv)) = T (λS(v)) = λT (S(v)) = λT ◦ S(v)

para quaisquer u, v ∈ V e λ ∈ C. Logo T ◦ S ∈ GL(V ). Note que IdV ∈ GL(V ), onde

IdV (v) = v ∀v ∈ V , e IdV ◦T = T ◦ IdV = T . Provemos que T−1 é ainda um elemento

de GL(V ).

Dados α, β ∈ V , como T é sobrejetora, existem α′ e β′ em V tais que α = T (α′) e

β = T (β′). Segue que α′ = T−1(α) e β′ = T−1(β), e daí, sendo λ um número complexo

temos:

T−1(λα + β) = T−1(λT (α′) + T (β′))

= T−1(T (λα′ + β′))

= λα′ + β′

= λT−1(α) + T−1(β).

Logo T−1 é um elemento de GL(V ) desde que T também seja. Portanto (GL(V ), ◦) é

um grupo.

Os operadores lineares sobre o espaço V , com dimV = n, têm estreita relação

com as matrizes quadradas de ordem n, em particular os operadores lineares inver-

síveis (bijetores) têm estreita relação com as matrizes inversíveis. Isso nos dá uma

caracterização do grupo GL(V ).
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Considerando o grupo multiplicativo Gln(C), seja V um espaço vetorial de di-

mensão n. Fixando β = {β1, β2, ..., βn} uma base de V, para T em GL(V ) de�nimos a

matriz [T ]β = (aij)n×n, com aij de�nidos pelas equações

T (βj) =
n∑
i=1

aijβj = a1jβ1 + a2jβ2 + ...+ anjβn

para cada j = 1, 2, ..., n. Em outras palavras, aij é a i-ésima coordenada do vetor

T (βj) na base β. Sabemos que [T ]β é inversível desde que T ∈ GL(V ). Ademais temos

[T ◦ S]β = [T ]β[S]β, [T−1]β = [T ]−1β , [S]β = [T ]β ⇔ S = T , e dada A ∈ Gln(C), existe

U ∈ GL(V ) tal que [U ]β = A. Portanto a aplicação

ϕ : GL(V )→ Gln(C)

T 7→ ϕ(T ) = [T ]β

é um homomor�smo de grupos bijetor, logo GL(V ) ' Gln(C). Quando β for a base

canônica, se houver, ou alguma base �xada, representaremos [T ]β apenas por [T ].

O fato de que GL(V ) ' Gln(C) nos permite, quando conveniente, considerar os

operadores lineares bijetores como matrizes inversíveis.

2.1.2 Representações lineares de grupos �nitos

A teoria desenvolvida a respeito de operadores lineares é rica em resultados, e então,

se pudermos aproximar um grupo G desses operadores lineares, poderemos utilizar

esses resultados para poder extrair informações a respeito do grupo G. Isso motiva a

de�nição adiante.

De�nição 2.2 Sejam G um grupo �nito e V um espaço vetorial de dimensão �nita,

dimV = n. Então se ρ : G→ GL(V ) é um homomor�smo de grupos, dizemos que ρ é

uma representação linear de G em V de grau n. Quando não houver risco de confusão

diremos apenas que V é uma representação de G.

Se ρ : G → GL(V ) é uma representação de G, então para cada s ∈ G, temos

um automor�smo ρ(s) do espaço vetorial V . Em particular, pela Proposição 1.12,

temos ρ(e) = IdV . Por simplicidade de notação denotaremos ρs := ρ(s). Fixada
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β = {β1, . . . , βn} base de V , então temos a matriz Rs = [ρs]β = (r(s)ij)n×n, e daí

temos:

det(Rs) 6= 0 Rst = RsRt r(st)ij =
n∑
k=1

r(s)ikr(t)kj ∀s, t ∈ G.

Reciprocamente, dadas matrizes Rs = (r(s)ij)n×n, s ∈ G, satisfazendo as identidades

anteriores, então há uma representação ρ de G satisfazendo [ρ(s)]β = Rs. Basta tomar

ρ(s) = T , onde [T ]β = Rs, e daí temos uma representação em forma de matrizes.

Exemplo 9 São exemplos de representações de grupos:

i) Dados um grupo G �nito e V um espaço vetorial, tomando ρ0 : G → GL(V )

de�nida por ρ0(s) = IdV ∀s ∈ G, temos então que ρ0 é uma representação de G

em V . Chamamos tal representação de representação trivial.

ii) Seja C4 = {1,−1, i,−i} o grupo multiplicativo das raízes complexas da equação

x4 − 1 = 0. De�nindo ρs(x, y) = (x, sy) para cada s ∈ C4, então ρ : C4 →

GL(C2), de�nida por ρ(s) = ρs, é uma representação de grau 2 de C4 (pode ser

veri�cado de forma direta que de fato é uma representação), que em representação

matricial temos:

[ρ(1)] =

 1 0

0 1

 , [ρ(−1)] =

 1 0

0 −1

 ,

[ρ(i)] =

 1 0

0 i

 , [ρ(−i)] =

 1 0

0 −i

 .

iii) Seja G = {e, a, b, c} o grupo de Klein (ab = ba = c, ac = ca = b, bc = cb = a, a2 =

b2 = c2 = e). Tomando ρe(x, y) = (x, y), ρa(x, y) = (−x, y), ρb(x, y) = (x,−y)

e ρc(x, y) = (−x,−y), temos uma representação de grau 2 de G em C2 (também

pode ser veri�cado de forma direta), que em forma matricial temos:

[ρ(e)] =

 1 0

0 1

 , [ρ(a)] =

 −1 0

0 1

 ,

[ρ(b)] =

 1 0

0 −1

 , [ρ(c)] =

 −1 0

0 −1

 .
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Se tomássemos ρe(z) = ρb(z) = z e ρa(z) = ρc(z) = −z para todo z ∈ C, teríamos

uma representação de grau 1 de G em C.

iv) Tomando o grupo aditivo Z3 = {0, 1, 2} e ω = e
2πi
3 = −1

2
+
i
√

3

2
, pondo ρa(z) =

ωaz, z ∈ C, então temos uma representação de Z3 de grau 1, pois claramente ρa

é linear e sendo r o resto da divisão de a+ b por 3, então temos a+ b = a+ b = r

e ωa+b = ω3q+r = ω3qωr = ωr para algum q ∈ Z, donde ρa(ρb(z)) = ρa+b(z), e

tomando b = 3− a, temos ρa(ρb(z)) = ρb(ρa(z)) = ρ0(z) = ω0z = 1z = z.

Tal exemplo pode ser generalizado para qualquer Zn, pondo ω = e
2πi
n e ρa(z) =

ωaz.

v) Considerando o grupo Sn, então para cada σ ∈ Sn, de�nindo a transformação

linear ρσ : C→ C, dada por ρσ(z) = sign(σ)z, temos que ρ : Sn → GL(C) dada

por ρ(σ) = ρσ, é uma representação de Sn, a�nal

ρσ(ρψ(z)) = sign(σ)sign(ψ)z = sign(σψ)z = ρσψ(z)

para quaisquer σ, ψ ∈ Sn e z ∈ C.

vi) Considerando o grupo aditivo Z, para cada n ∈ Z de�namos o operador linear ρn

do espaço vetorial C2 como sendo ρn(x, y) = (x + ny, y), que em representação

matricial é

[ρn] =

1 n

0 1

 .

Como det[ρn] = 1 6= 0, temos que ρn ∈ GL(C2), já que [ρn] ∈ Gl2(C).

Note que dados m,n ∈ Z temos:

[ρn][ρm] =

1 n

0 1

1 m

0 1

 =

1 n+m

0 1

 = [ρn+m].

Portanto se de�nirmos ρ : Z→ GL(C2) como sendo ρ(n) = ρn para todo n ∈ Z,

temos que ρ é uma representação de Z. Como GL(C2) ' Gl2(C), poderíamos

representar ρ diretamente como

ρ : Z→ Gl2(C)

n 7→ ρ(n) =

1 n

0 1

 .
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De�nição 2.3 Sejam ρ e ρ′ duas representações do mesmo grupo G em espaços

vetoriais V e V ′, respectivamente. Dizemos que ρ e ρ′ são isomorfas (ou similares) se

existir um isomor�smo τ : V → V ′ de espaços vetoriais satisfazendo a identidade:

τ ◦ ρ(s) = ρ′(s) ◦ τ ∀s ∈ G.

Em outras palavras, sendo Rs e R′s as representações matriciais de ρ e ρ′, respectiva-

mente, existe uma matriz inversível P satisfazendo

P ·Rs = R′s · P ∀s ∈ G

ou equivalentemente, R′s = P ·Rs ·P−1, onde essa matriz P é a matriz da transformação

τ , �xadas bases dos espaços. Este isomor�smo nos permite fazer a identi�cação de

x ∈ V por τ(x) ∈ V ′. Como V e V ′ têm a mesma dimensão, então ρ e ρ′ têm o mesmo

grau. Caso ρ e ρ′ não sejam isomorfas, dizemos que elas são não isomorfas.

Observação 2.3 Duas representações isomorfas admitem uma mesma representa-

ção matricial. De fato, suponha ρ e ρ′ representações de G nas condições da de-

�nição anterior. Sendo β = {v1, v2, · · · , vn} uma base de V , então β′ = τ(β) =

{τ(v1), τ(v2), · · · , τ(vn)} é uma base de V ′. Note que a coordenada j de τ(vj) na base

β′ é 1 e as demais são 0, e daí a matriz P da transformação τ da base β para base β′

é a matriz identidade n× n. Logo

Rs = R′s ∀s ∈ G.

Em particular, Rs e R′s têm o mesmo traço (soma dos elementos da diagonal principal

da matriz). A importância deste fato �cará clara mais adiante.

Um caso particular de representação de um grupo G que será importante para

neste trabalho é o que vem a seguir.

2.2 Representação regular

De�nição 2.4 Seja n =| G | a ordem de G. Tomando V com dimV = n (V = Cn,

por exemplo) podemos indexar uma base de V usando G como o conjunto de índices,
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digamos que β = {vt ∈ V ; t ∈ G} = (vt)t∈G seja uma base indexada. Pelo teorema

fundamental da álgebra linear, de�nindo a imagem dos vetores de uma base, então

existe, e é única, a transformação linear que satisfaz as escolhas das imagens feitas.

Para cada s ∈ G, de�namos ρs na base β por

ρs(vt) = vst. (2.1)

A representação de�nida em (2.1) é chamada de Representação Regular, e o grau desta

representação é a ordem do grupo G.

Note que dado um vetor vt0 ∈ β, tomando vs−1t0 ∈ β temos ρs(vs−1t0) = vt0 . Logo

ρs(β) = β, e daí temos ρs ∈ GL(V ), pois leva uma base de V em uma base de V , �ca

então de�nida a representação ρ : G→ GL(V ) com ρ(s) = ρs.

Note que na situação da de�nição acima temos vs = ρs(ve) para todo s ∈ G,

donde as imagens de ve formam uma base para V . Reciprocamente, seja W uma

representação linear de G, digamos ρ′ : G → GL(W ), tal que haja um vetor w ∈ W

onde os vetores (ρ′s(w))s∈G formem uma base para W . Então W é uma representação

isomorfa a V . De fato, tomemos τ : V → W de�nida em β por τ(vs) = ρ′s(w). Temos

que τ leva base em base, logo é um isomor�smo de espaços vetoriais, e para vt ∈ β

temos:

τ(ρs(vt)) = τ(vst) = ρ′st(w) = ρ′s(ρ
′
t(w)) = ρ′s(τ(vt)).

Como temos τ(ρs(vt)) = ρ′s(τ(vt)) para todo vetor vt da base β, então

τ(ρs(v)) = ρ′s(τ(v)) ∀v ∈ V.

Mais geralmente, suponha que G tem uma ação sobre um conjunto �nito X.

Seja V um espaço vetorial com base β = (vx)x∈X indexada por X. Para cada s ∈ G

tomemos ρs de�nida na base β por

ρs(vx) = vsx.

Temos então uma representação linear de G, que é chamada de representação de per-

mutação associada a X. A representação regular seria o caso particular onde tomamos
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X = G e tomamos a segunda ação do item iv) do Exemplo 4 de ações de grupos

(θ(s, x) = sx).

A seguir discutimos um pouco mais sobre relações entre representações de grupos

e ações por esse mesmo grupo. Dada uma representação ρ : G→ GL(V ) de um grupo

G, de�nindo a aplicação

θ : G× V → V

(s, v) 7→ s · v = ρs(v)

temos as seguintes propriedades:

i) e · v = ρe(v) = IdV (v) = v;

ii) s · (t · v) = ρs(ρt(v)) = (ρs ◦ ρt)(v) = ρst(v) = (st) · v.

para quaisquer s, t ∈ G e v ∈ V . Logo θ de�ne uma ação de G em V .

Reciprocamente, seja θ′ : G × V → V uma ação de G em V , satisfazendo

s · (cv + u) = c(s · v) + s · u para quaisquer v, u ∈ V , c ∈ C e s ∈ G. Fixado

s ∈ G, de�nimos a aplicação ρ′s : V → V por ρ′s(v) = s · v. Então ρ′s é linear e note que

ρ′s(v) = ρ′s(u)⇒ s · v = s · u⇒ s−1 · (s · v) = s−1 · (s · u)⇒ v = u.

Logo ρ′s é injetora e, como V tem dimensão �nita, isso acarreta em ρ′s ∈ GL(V ).

Ademais,

ρ′s(ρ
′
t(v)) = s · (t · v) = (st) · v = ρ′st(v)

e portanto podemos de�nir a representação de G em V :

ρ′ : G→ GL(V )

s 7→ρ′(s) = ρ′s.

De�nição 2.5 Sendo V uma representação de um grupo �nito G, dizemos que um

subespaço W de V é uma sub-representação de V se W é invariante por G, isto é, se

ρs(w) ∈ W para quaisquer s ∈ G e w ∈ W .
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Nesse caso, a restrição ρWs de ρs a W é um automor�smo de W , donde temos a repre-

sentação:

ρW : G→ GL(W )

s 7→ ρW (s) = ρWs

de G em W . Diremos que ρW é uma sub-representação de ρ.

Observação 2.4 Sendo W um subespaço de V , dizemos que um subespaço W ′ de V

é um complemento para W em V se W ⊕W ′ = V (W + W ′ = V e W ∩W ′ = {0}).

Para cada decomposição de V dessa forma, está associada de forma biunívoca uma

projeção linear de V em W , isto é, uma transformação linear p de V em V tal que

p(w) = w, para todo w ∈ W , e p(V ) ⊆ W .

Observação 2.5 Antes de prosseguirmos, dado um conjunto X = {x1, x2..., xg},

com g =| G | elementos, podemos indexá-los por elementos de G, ou seja, X =

{x1, x2..., xg} = {xt; t ∈ G}, e denotaremos
∑
t∈G

xt como sendo a soma:

∑
t∈G

xt :=

g∑
i=1

xi = x1 + x2 + ...+ xg.

Caso formos somar uma família (xt)t∈G constante (digamos xt = x0), então∑
t∈G

xt = gx0. Claramente estamos supondo que há uma soma de�nida com tais ele-

mentos.

Daqui em diante tal notação será muito usada, principalmente porque quando

dada uma representação ρ de G, como denotamos ρ(t) = ρt, temos naturalmente

ρ(G) = {ρt; t ∈ G}. Caso fôssemos enumerar os elementos de G da forma G =

{t1, t2, ..., tg}, teríamos:

∑
t∈G

ρt :=

g∑
i=1

ρti = ρt1 + ρt2 + ...+ ρtg .

Proposição 2.6 Seja ρ : G → GL(V ) uma representação linear de G em V e seja

W um subespaço de V invariante por G. Então há um complemento W 0 de W que é

invariante por G.
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Prova. Seja W ′ um complemento arbitrário para W em V , e p a projeção

associada de V em W . De�namos:

p0 =
1

g

∑
t∈G

ρtpρ
−1
t , g =| G | .

Como W é G invariante, temos ρ−1t (v) = ρt−1(v) ∈ W para todo v em W . Ademais

como p(w) = w para todo w ∈ W , em particular para w = ρt−1(v), temos:

ρt(p(ρt−1(v))) = ρt(ρt−1(v)) = v, ∀v ∈ W, t ∈ G.

Portanto

p0(v) =
1

g

∑
t∈G

ρtpρ
−1
t (v) =

1

g

∑
t∈G

v =
1

g
gv = v, ∀v ∈ W.

Ademais, como p(ρt−1(x)) ∈ W para qualquer x ∈ V , temos que ρt(p(ρt−1(x))) ∈ W

para todo x ∈ V , visto que W é G-invariante. Portanto p0 é uma projeção de V

em W , que corresponde a um complemento W 0 = Ker(p0) de W em V , ou seja,

V = W ⊕W 0. Mostremos agora que W 0 é invariante por G. De fato, dado s ∈ G,

computemos ρsp0ρ−1s :

ρsp
0ρ−1s = ρs(

1

g

∑
t∈G

ρtpρ
−1
t )ρ−1s =

1

g

∑
t∈G

ρsρtpρ
−1
t ρ−1s =

1

g

∑
t∈G

ρstpρ
−1
st = p0.

Portanto ρsp0 = p0ρs para todo s em G. Dado v ∈ W 0 temos, por de�nição, p0(v) = 0

e assim p0(ρs(v)) = ρs(p
0(v)) = 0, e isso mostra que ρs(v) ∈ W 0 para quaisquer s em

G e v em W 0, �nalizando a demonstração.

Continuando sob as hipóteses do teorema anterior e sob as mesmas notações,

dado v ∈ V , temos v = w + w0 com w ∈ W e w0 ∈ W 0, ou seja, w e w0 são suas

projeções em W e W 0, respectivamente. Pela linearidade de ρs, com s ∈ G, temos

ρs(v) = ρs(w) + ρs(w
0) e pelo fato de que W e W 0 são invariantes por G, temos

ρs(w) ∈ W e ρs(w0) ∈ W 0, ou seja, ρs(w) e ρs(w0) são as projeções de ρs(v). Segue

que as sub-representações W e W 0 determinam a representação V . Sejam Rs e R0
s

as representações matriciais de W e W 0, respectivamente. Temos a representação

matricial em blocos de V da seguinte forma:

 Rs 0

0 R0
s
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Assim, dizemos que a representação V é a soma das representações W e W 0.

De�nição 2.7 Seja ρ : G→ GL(V ) uma representação linear de G. Dizemos que ρ

é irredutível se V 6= 0 e nenhum subespaço próprio não nulo de V é invariante por G.

Intuitivamente, isso signi�ca que não podemos mais �quebrar � a representação V

em sub-representações de grau menor. De acordo com o teorema anterior, V não pode

ser decomposto como soma direta de dois subespaços invariantes por G, a não ser a

decomposição trivial V = 0⊕ V .

As representações irredutíveis são usadas para construir outras representações,

assim como os números primos são usados para construir os números inteiros, ou seja,

decompor uma representação em representações irredutíveis tem a mesma importância

da decomposição de inteiros em números primos.

Proposição 2.8 Toda representação é a soma direta de representações irredutíveis.

Prova. Seja V uma representação linear de G. Se dimV = 0, o resultado segue,

já que V será a soma direta de uma família vazia de representações irredutíveis. Prosse-

guindo por indução, sendo dimV ≥ 1, vamos supor que o resultado é valido para todas

as representações com grau menor que V . Caso V seja uma representação irredutível,

não há o que provar; caso contrário, há uma sub-representação V ′ de V com

0 < dimV ′ < dimV.

Pelo teorema anterior, há uma sub-representação V ′′ de V tal que V = V ′⊕V ′′. Nessas

condições temos dimV ′′ = dimV − dimV ′, ou seja,

0 < dimV ′′ < dimV.

Por indução V ′ e V ′′ são somas diretas de sub-representações irredutíveis, concluindo

que V = V ′ ⊕ V ′′ é soma direta de sub representações irredutíveis.
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2.3 Soma direta e produto tensorial de representações

de um mesmo grupo

Em álgebra linear temos a noção de soma e produto de espaços vetoriais. Natu-

ralmente nos perguntamos como adaptar esses conceitos para representações de G, que

é o que faremos a seguir.

2.3.1 Soma direta de representações de um mesmo grupo G

Sejam espaços vetoriais U e W sobre o corpo dos números complexos, com dimU = n

e dimW = m. Inicialmente, tomando o conjunto V = U ×W , munimos V com as

seguintes operações:

λ(u,w) = (λu, λw), (u1, w1) + (u2, w2) = (u1 + u2, w1 + w2).

Temos que V se torna um C-espaço vetorial que denotaremos V = U ⊕ W . Ade-

mais, sendo β = {α1, α2, · · · , αn} e β′ = {ω1, ω2, · · · , ωm} bases de U e W , respec-

tivamente, então {(α1, 0), (α2, 0), · · · , (αn, 0), (0, ω1), (0, ω2), · · · , (0, ωm)} é base de V .

Logo dimV = dimU+dimW. No caso onde U eW são subespaços de um mesmo espaço

vetorial e U ∩W = 0, então V é isomorfo à soma direta usual de U e W . Dependendo

da situação podemos fazer as seguintes identi�cações: u = (u, 0) e w = (0, w), onde

naturalmente se estende u+ w = (u, 0) + (0, w) = (u,w).

De�nição 2.9 Sendo ρ1 : G→ GL(U) e ρ2 : G→ GL(W ) representações de G, então

podemos de�nir a representação ρ = ρ1 ⊕ ρ2 de G em V = U ⊕W da seguinte forma:

dado v ∈ V temos v = (u,w), com u ∈ U e w ∈ W , e de�nimos para cada s ∈ G,

ρs(v) = (ρ1s(u), ρ2s(w)).
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Note que dados v1 = (u1, w1), v2 = (u2, w2) ∈ V e λ ∈ C, temos:

ρs(λv1 + v2) = ρs(λ(u1, w1) + (u2, w2))

= ρs(λu1 + u2, λw1 + w2)

= (ρ1s(λu1 + u2), ρ
2
s(λw1 + w2))

= (λρ1s(u1) + ρ1s(u2), λρ
2
s(w1) + ρ2s(w2))

= λ(ρ1s(u1), ρ
2
s(w1)) + (ρ1s(u2), ρ

2
s(w2))

= λρs(v1) + ρs(v2).

Logo ρs é um operador linear de V . Suponha agora que v = (u,w) ∈ V = U ⊕W é

tal que ρs(v) = (0, 0). Então, ρ1s(u) = 0 e ρ2s(w) = 0. Mas como ρ1s e ρ
2
s são injetoras,

temos u = 0 e w = 0, e daí temos v = 0, concluindo que ρs é injetiva. Como V tem

dimensão �nita, temos então que ρs é um isomor�smo de V em V .

Pondo ρ(s) = ρs, temos ρ(st) = ρ(s) ◦ ρ(t) para quaisquer s, t ∈ G. De fato,

ρst(u,w) = (ρ1st(u), ρ2st(w))

= (ρ1s(ρ
1
t (u)), ρ2s(ρ

2
t (w)))

= ρs(ρ
1
t (u), ρ2t (w))

= ρs(ρt(u,w)).

Portanto temos uma representação de G em V .

2.3.2 Produto tensorial de representações de um mesmo grupo

G

Igualmente ao que �zemos para a soma direta, faremos para o produto tensorial.

De�nição 2.10 Um espaço vetorial V , com uma aplicação (u,w) 7→ u · w de

U ×W em V , é dito um produto tensorial de U e W se as duas seguintes condições

são satisfeitas:

i) u · w é linear em ambas as variáveis u e w.
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ii) Se {u1, u2, ..., un} é uma base de U e {w1, w2, ..., wm} é uma base para W , então

{ui · wj | i = 1, 2, .., n e j = 1, 2, ...,m} é uma base para V .

Nesse caso denotamos V = U⊗W , e V é único a menos de isomor�smo. Ademais

temos a relação dimV = dimU · dimW .

Podemos tomar, por exemplo, V = Mn×m(C) com a aplicação que mapeia o par

(u,w) na matriz
n∑
i=1

m∑
j=1

xiyjEij, onde:

u =
n∑
k=1

xkuk, w =
m∑
k=1

ykwk xk, yk ∈ C

Eij = (apq) ∈Mn×m(C) é de�nida por apq = 1 se p = i, j = q, e apq = 0 caso contrário.

Podemos denotar também apq = δip · δjq, onde δlk denota o delta de Kronecker (δlk = 1

se l = k, δlk = 0 caso l 6= k).

Agora sejam ρ1 : G → GL(U) e ρ2 : G → GL(W ) duas representações lineares

de G. Para s ∈ G de�namos ρs ∈ GL(U ⊗W ) da seguinte forma:

ρs(ui · wj) = ρ1s(ui) · ρ2s(wj)

para ui na base �xada de U e wj na base �xada de W . Dado v ∈ V = U ⊗W , existem

escalares λij ∈ C unicamente determinados tais que

v =
n∑
i=1

m∑
j=1

λijui · wj.

De�namos então:

ρs(v) :=
n∑
i=1

m∑
j=1

λijρs(ui · wj) =
n∑
i=1

m∑
j=1

λijρ
1
s(ui) · ρ2s(wj).

Dessa forma é claro que, em particular, temos ρs(u ·w) = ρ1s(u) · ρ2s(w) para quaisquer

u ∈ U e w ∈ W .

Denotamos:

ρs = ρ1s ⊗ ρ2s.

Isso de�ne uma representação linear de G em U ⊗W .
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De�nição 2.11 Dadas representações ρ1 : G → GL(U) e ρ2 : G → GL(W ) de G,

chamamos a representação ρ = ρ1 ⊗ ρ2 : G → GL(U ⊗W ) de�nida acima de produto

tensorial das representações ρ1 e ρ2 do grupo G.

Esta representação tem uma representação matricial dada da seguinte forma:

sendo {u1, u2, ..., un} base de U e {w1, w2, ..., wm} base de W , e r1ij(s), r
2
ij(s) as repre-

sentações matriciais de ρ1 e ρ2 respectivamente, então temos:

ρ1s(uj1) =
n∑

i1=1

r1i1j1(s)ui1 , ρ2s(wj2) =
n∑

i2=1

r2i2j2(s)wi2 .

Daí segue que

ρs(uj1 · wj2) =
n∑

i1=1

m∑
i2=1

r1i1j1(s)r
2
i2j2

(s)ui1 · wi2 .

2.4 Caracter de uma representação, Lema de Schur e

relações de ortogonalidade.

2.4.1 Caracter

Nesta seção introduziremos uma aplicação chamada de caracter, que é de�nida com

base em uma representação. Embora não aparente, essa aplicação caracteriza a re-

presentação completamente a menos de isomor�smo, isto é, duas representações são

isomorfas se, e somente se, têm o mesmo caracter.

Relembremos o que é o traço de uma matriz.

Observação 2.6 Como vimos no Capítulo 1, o traço de uma matriz A = (aij) ∈

Mn(C) é dado por Tr(A) =
n∑
k=1

akk, isto é, a soma dos elementos da diagonal principal

de A. Temos Tr(AB) = Tr(BA) para A,B ∈ Mn(C), e daí, se D,E ∈ Mn(C) são

tais que existe uma matriz inversível P satisfazendo E = PDP−1, ou seja, D e E são

matrizes conjugadas, fazendo A = DP−1 e B = P temos:

Tr(D) = Tr(DP−1P ) = Tr(AB) = Tr(BA) = Tr(PDP−1) = Tr(E)
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concluindo que matrizes conjugadas têm o mesmo traço.

Seja T um operador linear sobre V . Tomando α e β bases de V , temos a seguinte

relação:

[T ]α = [I]βα[T ]β([I]βα)−1

onde [I]βα denota a matriz de mudança de base de β para α. Assim Tr([T ]α) = Tr([T ]β).

Note também que Tr([T ]α) coincide com a soma dos autovalores de T , visto que o po-

linômio característico de T se decompõe por completo sobre C e assim T é triangulável.

Ademais se λ ∈ C∗ é um autovalor de T , então existe v ∈ V não nulo tal que T (v) = λv,

e daí

T (v) = λv ⇒ T−1(T (v)) = T−1(λv)⇒ v = λT−1(v)⇒ T−1(v) = λ−1v.

Assim λ−1 é autovalor de T−1. Caso T seja invertível, sendo λ1, λ2, ..., λn os autovalo-

res de T (todo complexos, já que C é algebricamente fechado e eles são não nulos, pois

como T é injetora não admite 0 como autovalor). Temos:

Tr(T ) =
n∑
k=1

λk Tr(T−1) =
n∑
k=1

λ−1k .

De�nição 2.12 Seja T um operador linear sobre V . De�nimos o traço Tr(T ) da

aplicação T como sendo o traço da matriz de T em qualquer base de V .

Seja ρ : G→ GL(V ) uma representação linear de G. Para cada s ∈ G, de�nimos

χρ(s) = Tr(ρs), e assim temos uma função χρ : G→ C que satisfaz χρ(st) = χρ(ts).

De�nição 2.13 Dada uma representação linear ρ : G→ GL(V ) de G, chamaremos

de caracter da representação a função:

χρ : G→ C

s 7→ χρ(s) = Tr(ρs).

Denotaremos χρ apenas por χ quando estiver pré-determinada a representação ρ

e não houver risco de confusão.

Exemplo 10 Exemplos de caracteres.
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i) Seja ρ0 a representação trivial (item i) do Exemplo 9 de representações, ρ0(s) =

IdV para todo s ∈ G ). Então χ(s) = dimV para todo s ∈ G;

ii) O caracter da representação do item ii) do Exemplo 9 de representações é dado

por:

χ(1) = 2, χ(−1) = 0, χ(i) = 1 + i, χ(−i) = 1− i

iii) Caracter do primeiro exemplo do item iii) do Exemplo 9 de representações:

χ(e) = 2, χ(a) = 0, χ(b) = 0, χ(c) = −2.

Caracter do segundo exemplo do item iii) do Exemplo 9 de representações:

χ(e) = 1, χ(a) = −1, χ(b) = 1, χ(c) = −1.

iv) Caracter do exemplo do item iv) do Exemplo 9 de representações:

χ(0) = 1, χ(1) = −1

2
+ i

√
3

2
, χ(2) = −1

2
− i
√

3

2
.

De agora em diante z representará o complexo conjugado do número complexo z

(a+ bi = a− bi; a, b ∈ R, i2 = −1).

Proposição 2.14 Se χ é o caracter de uma representação ρ : G→ GL(V ) de grau

n, para quaisquer s, t ∈ G temos:

i) χ(e) = n;

ii) χ(s−1) = χ(s);

iii) χ(tst−1) = χ(s).

Prova.

i) Como ρ(e) = IdV , temos [ρ(e)] = In. Segue então que χ(e) = Tr(In) = n.
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ii) Como G tem ordem �nita, segue que ρ(G) é um subgrupo �nito de Gln(C). Daí

para todo s ∈ G, temos que ρs ∈ ρ(G) tem ordem �nita, donde, existe m ∈ N tal

que [ρs]
m = In. Seja λ ∈ C um autovalor de ρs ( ρs terá seus n autovalores em

C pois C é algebricamente fechado). Sendo v um autovetor associado a λ, não é

difícil ver que ρms (v) = λmv. Mas como ρms é a transformação identidade, temos:

v = λmv ⇒ (1− λm)v = 0
v 6=0
=⇒ 1 = λm

e então λm = 1, assim

| λm |=| λ |m= 1⇒| λ |= 1⇒| λ |2= 1⇒ λλ = 1⇒ λ = λ−1.

Sendo então λ1, λ2, ..., λn os autovalores de ρs, então

χ(s) = Tr(ρs) =
n∑
k=1

λk =
n∑
k=1

λk =
n∑
k=1

λ−1k = Tr(ρ−1s ) = χ(s−1).

iii) Segue direto da Observação 2.6.

Proposição 2.15 Sejam ρ1 : G → GL(V1) e ρ2 : G → GL(V2) duas representações

lineares de G, com caracteres χ1 e χ2 respectivamente. Temos:

i) o caracter χ da representação soma direta V1 ⊕ V2 é igual a χ1 + χ2;

ii) o caracter ψ da representação produto tensorial V1 ⊗ V2 é igual a χ1 · χ2.

Prova. Tomemos ρ1 e ρ2 em forma matricial: R1
s, R

2
s. A forma matricial da

representação V1 ⊕ V2 é

Rs =

 R1
s 0

0 R2
s

 .

Daí Tr(Rs) = Tr(R1
s) + Tr(R2

s), isto é, χ(s) = χ1(s) + χ2(s).

Para ii), continuando com a notação usada após a De�nição 2.11, temos:

χ1(s) =
∑
i1

ri1i1(s), χ2(s) =
∑
i2

ri2i2(s)

ψ(s) =
∑
i1,i2

ri1i1(s)ri2i2(s) = (
∑
i1

ri1i1(s))(
∑
i2

ri2i2(s)) = χ1(s)χ2(s).
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2.4.2 Lema de Schur

Para podermos caracterizar as representações apenas pelo caracter associado a elas,

usaremos o resultado a seguir juntamente com seus corolários.

Proposição 2.16 (Lema de Schur): Sejam ρ1 : G → GL(V1) e ρ2 : G → GL(V2)

duas representações irredutíveis de G e T uma transformação linear de V1 em V2 tal

que ρ2s ◦ T = T ◦ ρ1s para todo s ∈ G. Então:

i) Se ρ1 e ρ2 são não isomorfas, então T = 0;

ii) Se V1 = V2 = V e ρ1 = ρ2, então T é um múltiplo escalar da transformação

identidade.

Prova.

i) Se mostramos que T 6= 0 implica que T é um isomor�smo, então estará provado o

item, já que T seria um isomor�smo de espaços vetoriais de V1 em V2 satisfazendo

ρ2s ◦T = T ◦ρ1s, o que contradiria o fato de ρ1 e ρ2 serem não isomorfas. Portanto,

suponha T 6= 0 e tome W1 como seu núcleo. Para w ∈ W1, temos

T (ρ1s(w)) = ρ2s(T (w)) = ρ2s(0) = 0

ou seja, ρ1s(w) ∈ W1 para todo w ∈ W1, donde W1 é invariante por G. Desde

que V1 é irredutível, então W1 = 0 ou W1 = V1. Como T 6= 0, não podemos ter

W1 = V1, então W1 = 0, ou seja, T é injetiva. Seja agora W2 = T (V1) a imagem

de T . Tomando w ∈ W2, então w = T (v) para algum v ∈ V1, donde

ρ2s(w) = ρ2s(T (v)) = T (ρ1s(v)) ∈ W2

ou seja, ρ2s(w) ∈ W2 para todo w ∈ W2, donde concluímos queW2 é G-invariante.

Como por hipótese V2 é uma representação irredutível, temosW2 = 0 ouW2 = V2.

Mas supomos que T 6= 0, então W2 = V2, ou seja, T é sobrejetiva, concluindo que

T é um isomor�smo.
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ii) Suponha que V1 = V2 = V e ρ1 = ρ2. Como C é algebricamente fechado T

tem auto valor complexo, chamemos um tal autovalor de λ. Tomando agora a

transformação linear T ′ := T − λIdV , então

ρ2s ◦ T ′ = ρ2s ◦ (T − λIdV )

= ρ2s ◦ T − ρ2s ◦ λIdV

= T ◦ ρ1s − λρ2s

= T ◦ ρ1s − λρ1s

= (T − λIdV ) ◦ ρ1s

= T ′ ◦ ρ1s.

Analogamente ao que �zemos no item i), mostramos que o núcleo W ′ da trans-

formação T ′ é invariante por G, ou seja, W ′ = 0 ou W ′ = V . Mas, como λ

é autovalor de T , então existe w ∈ V não nulo tal que T (w) = λw, ou seja,

T ′(w) = 0, donde segue que w ∈ W ′ 6= 0, concluindo que W ′ = V e portanto

T ′ = 0, seguindo assim o resultado T = λIdV .

Denotemos g =| G | e TS = T ◦ S para transformações, ou seja, a justaposição

de transformações denota a composição.

Corolário 2.17 Sejam ρ1 : G→ GL(V1), ρ2 : G→ GL(V2) representações irredutíveis

de G e T : V1 → V2 uma transformação linear. Considere

T 0 =
1

g

∑
t∈G

[(ρ2t )
−1Tρ1t ].

Daí temos:

i) Se ρ1 e ρ2 são não isomorfas, então T 0 = 0;

ii) Se V1 = V2 e ρ1 = ρ2, então T 0 = λIdV , com λ =
1

dimV1
Tr(T ).
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Prova. Inicialmente computemos (ρ2s)
−1T 0ρ1s:

(ρ2s)
−1T 0ρ1s = (ρ2s)

−1(
1

g

∑
t∈G

[(ρ2t )
−1Tρ1t ])ρ

1
s

=
1

g

∑
t∈G

[(ρ2s)
−1(ρ2t )

−1Tρ1tρ
1
s]

=
1

g

∑
t∈G

[(ρ2ts)
−1Tρ1ts]

=
1

g

∑
r∈G

[(ρ2r)
−1Tρ1r]

= T 0.

Então temos T 0 ◦ ρ1s = ρ2s ◦ T 0, e tendo isso em vista provemos os itens.

i) Como T 0 ◦ ρ1s = ρ2s ◦ T 0, basta aplicar a Proposição 2.16 em T 0 e daí temos

T 0 = 0.

ii) Aplicando a Proposição 2.16 novamente, temos T 0 = λIdV1 . Então, temos

λIdV1 = T 0 = 1
g

∑
t∈G

[(ρ2t )
−1Tρ1t ], e daí

Tr(λIdV1) = Tr(T 0) = Tr(
1

g

∑
t∈G

[(ρ2t )
−1Tρ1t ])

Tr(λIdV1) = Tr(T 0) = Tr(
1

g

∑
t∈G

[(ρ1t )
−1Tρ1t ])

λTr(IdV1) = Tr(T 0) =
1

g

∑
t∈G

[Tr((ρ1t )
−1Tρ1t )]

λ · dimV1 = Tr(T 0) =
1

g

∑
t∈G

Tr(T )

λ · dimV1 = Tr(T 0) =
1

g
(gTr(T )) = Tr(T ).

Daí temos λ =
1

dimV1
Tr(T ).

Note que nos cálculos usamos o fato de que Tr(IdV1) é o traço da matriz unidade

de ordem dimV1×dimV1 que resulta na soma 1+1+ ...+1 com �dimV1� parcelas, o que
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resulta em dimV1, e que Tr((ρ1t )
−1Tρ1t ) = Tr(T ), pois as matrizes das transformações

serão matrizes conjugadas, e logo terão o mesmo traço.

Vamos agora analisar o Corolário 2.17 com as representações em forma matri-

cial. Ponha ρ1 e ρ2 em forma matricial:

ρ1 = (ri1j1(t)), ρ2 = (�ri2j2(t)) t ∈ G.

Se a transformação T for representada pela matriz (xi2 i1 ) e digamos que T 0 seja repre-

sentada por (x0i2i1), pela de�nição de T 0 temos:

x0i2i1 =
1

g

∑
t,j1,j2

�ri2j2(t
−1)xj2j1rj1i1(t) =

∑
j1,j2

(
xj2j1

1

g

∑
t∈G

�ri2j2(t
−1)rj1i1(t)

)

Observe que o último membro é uma combinação linear dos elementos xj2j1 , que

no caso i) sempre se anula, não importando os valores escolhidos para as entradas xj2j1 .

Fixando um xj2j1 , atribuindo a essa entrada o valor 1 e às demais entradas o valor 0,

no caso i) obtemos:

Corolário 2.18 No caso i) do Corolário 2.17, com ri1j1(s) e �ri2j2(s) as formas ma-

triciais das representações ρ1 e ρ2, respectivamente, temos:

1

g

∑
t∈G

[�ri2j2(t
−1)rj1i1(t)] = 0

para i1, i2, j1 e j2 arbitrários.

Vamos agora considerar o caso ii) do Corolário 2.17 de modo análogo ao que

�zemos acima no caso i). Temos T 0 = λI (I = IdV ). Se denotarmos por δpq o

delta de Kronecker, então temos x0i2i1 = λδi2i1 , com λ = 1
n
Tr(T ) e n = dimV1, como

nλ =
∑
k

xkk =
∑
j1

∑
j2

δj2j1xj2j1 , temos então λ = 1
n

∑
j2,j1

δj2j1xj2j1 , ou seja,

1

g

∑
t,j1,j2

�ri2j2(t
−1)xj2j1rj1i1(t) =

1

n

∑
j1,j2

δi2i1δj2j1xj2j1 .

Note que a igualdade acima vale para quaisquer xj2j1 , e portanto os coe�cientes

em cada um dos membros da igualdade são iguais. Deste modo temos o seguinte

corolário
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Corolário 2.19 No caso ii) temos:

1

g

∑
t∈G

�ri2j2(t
−1)rj1i1(t) =

1

n
δi2i1δj1j2

que resulta em 1
n
se i1 = i2 e j1 = j2, e 0 caso contrário.

2.4.3 Relações de ortogonalidade

Para prosseguirmos com a análise dos corolários provados na seção 2.4.2 , recordemos

que se X é um conjunto não vazio, então o conjunto F (X;C) de todas as funções de

X em C, munido com a soma (f + h)(x) := f(x) + h(x), para f, g ∈ F (X;C), e com

a multiplicação por escalar (λf)(x) := λf(x) para λ ∈ C, é um espaço vetorial sobre o

corpo dos complexos. Tomando então particularmente X = G, vamos de�nir:

<,>: F (G;C)× F (G;C)→ C

(f, h) 7→< f, h >=
1

g

∑
t∈G

f(t−1) · h(t)

lembrando que g =| G |. Vamos mostrar que < f, h >=< h, f >. De fato, a me-

dida que t−1 percorre G, t percorre igualmente. Podemos então reindexar s = t−1 e

consequentemente s−1 = t, com s ∈ G. Daí

< f, h >=
1

g

∑
t∈G

f(t−1) · h(t) =
1

g

∑
s∈G

f(s) · h(s−1) =
1

g

∑
s∈G

h(s−1) · f(s) =< h, f > .

Ademais, dados f1, f2, h ∈ F (G;C) e λ ∈ C temos:

< f1 + λf2, h > =
1

g

∑
t∈G

(f1 + λf2)(t
−1) · h(t)

=
1

g

∑
t∈G

f1(t
−1) · h(t) +

λ

g

∑
t∈G

f2(t
−1) · h(t)

=< f1, h > +λ < f2, h > .

Daí < f, h > é linear em f e em h. Dizemos então que <,> é uma forma bilinear

simétrica, e com essa notação o Corolário 2.18 pode ser escrito como:

< �ri2j2 , rj1i1 >= 0.
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Já o Corolário 2.19 �ca

< �ri2j2 , rj1i1 >=
1

n
δi2i1δj2j1 .

Essas características de formas bilineares simétricas vistas logo acima lembram

muito produto interno, mas ainda não é, já que não satisfaz < f, h >= < h, f >, pois

tomando f : G → C como sendo a função constante f(x) = 1 e a função h : G → C

como sendo a função constante h(x) = i, temos

< f, h >=
1

g

∑
t∈G

f(t−1) · h(t) =
1

g

∑
t∈G

i = i

enquanto que

< h, f > =
1

g

∑
t∈G

h(t−1) · f(t) =
1

g

∑
t∈G

i = i = −i.

Vamos construir um produto interno em F (G;C) para podermos então falar em

ortogonalidade. Primeiramente vamos de�nir formalmente o que é um produto interno

em um espaço vetorial complexo.

De�nição 2.20 Sendo V um espaço vetorial sobre o corpo C dos números complexos,

dizemos que uma aplicação ( | ) : V × V → C é um produto interno se para todos

u, v, w ∈ V e λ ∈ C valem:

i) (u+ v | w) = (u | w) + (v | w);

ii) (λv | w) = λ(v | w);

iii) (v | w) = (w | v);

iv) (v | v) ∈ R∗+ sempre que v 6= 0, ou seja, (v | v) > 0 para todo v 6= 0.

É importante salientar que i), ii) e iii) implicam em

(w | λu+ v) = λ(w | u) + (w | v).

É também importante notar que i) e ii) são satisfeitas se, e somente se, vale a igualdade

(λu+ v | w) = λ(u | w) + (v | w) ∀u, v, w ∈ V, λ ∈ C.
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De�namos então para V = F (G;C) a aplicação:

( | ) : F (G;C)× F (G;C)→ C

(f, h) 7→ (f | h) =
1

g

∑
t∈G

f(t) · h(t)

Dados f1, f2, f, h ∈ F (G;C) e λ ∈ C temos:

(λf1 + f2 | h) =
1

g

∑
t∈G

(λf1 + f2)(t) · h(t)

=
1

g

∑
t∈G

([λf1(t) + f2(t)] · h(t)

=
λ

g

∑
t∈G

f1(t) · h(t) +
1

g

∑
t∈G

f2(t) · h(t)

= λ(f1 | h) + (f2 | h).

Portanto as condições i) e ii) de produto interno são satisfeitas. Ademais para condição

iii) temos:

(f | h) =
1

g

∑
t∈G

f(t) · h(t) =
1

g

∑
t∈G

f(t)h(t) =
1

g

∑
t∈G

h(t)f(t) = (h | f).

Por �m, para o item iv)

(f | f) =
1

g

∑
t∈G

f(t) · f(t) =
1

g

∑
t∈G

| f(t) |2≥ 0

e a soma resulta em 0 se, e somente se, f(t) = 0 para todo t ∈ G, ou seja, f = 0.

Portanto (f | h) de�ne um produto interno em F (G;C) e naturalmente de�nimos que

f é ortogonal a h se (f | h) = 0.

Se de�nirmos a função h̃(t) = h(t−1) para h ∈ F (G;C), temos (f | h) =< f, h̃ >.

Note que se χ é o caracter de uma representação, então χ̃ = χ. Logo (f | χ) =< f, χ >.

Então, em se tratando de caracter de representação, podemos usar tanto ( | ) quanto

< , >.

Observação 2.7 Sejam V um espaço vetorial sobre C de dimensão �nita e ρ : G→

GL(V ) uma representação linear de G. Suponha que V esteja munido de um produto

interno ( | ). Suponha ainda que tal produto interno seja invariante por G, isto é,

(ρs(v) | ρs(u)) = (v | u) para quaisquer u, v ∈ V . Podemos sempre reduzir para esse
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caso trocando (v | u) por
∑
t∈G

(ρt(v) | ρt(u)). De fato, suponha que ( | ) seja um produto

interno em V , de�namos então a aplicação:

( | )2 : V × V → V

(v, u) 7→ (v | u)2 =
∑
t∈G

(ρt(v) | ρt(u)).

Então, dados u, v, w ∈ V e λ ∈ C, temos:

(λu+ v | w)2 =
∑
t∈G

(ρt(λu+ v) | ρt(w))

=
∑
t∈G

(λρt(u) + ρt(v) | ρt(w))

=
∑
t∈G

[(λρt(u) | ρt(w)) + (ρt(v) | ρt(w))]

= λ
∑
t∈G

(ρt(u) | ρt(w)) +
∑
t∈G

(ρt(v) | ρt(w))

= λ(u | w)2 + (v | w)2

donde ( | )2 satisfaz os itens i) e ii) da De�nição 2.20 de produto interno. Ademais

(v, w)2 =
∑
t∈G

(ρt(v) | ρt(w))

=
∑
t∈G

(ρt(w) | ρt(v))

=
∑
t∈G

(ρt(w) | ρt(v))

= (w | v)2.

Por �m, para mostrar que ( | )2 é um produto interno, tomemos v 6= 0. Como ρt é

injetora para todo t ∈ G, temos ρt(v) 6= 0, e daí (ρt(v) | ρt(v)) > 0. Portanto

(v | v)2 =
∑
t∈G

(ρt(v) | ρt(v)) > 0.

Fixado s ∈ G e tomando u, v ∈ V , temos:

(ρs(v) | ρs(u)) =
∑
t∈G

(ρt(ρs(v)) | ρt(ρs(u))) =
∑
t∈G

(ρts(v) | ρts(u)).

Como a aplicação t 7→ ts é uma bijeção em G, podemos reindexar ts por h ∈ G, ou

seja

(ρs(v) | ρs(u)) =
∑
h∈G

(ρh(v) | ρh(u)) = (v, u)2.
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Daí concluímos que ( | )2 é um produto interno em V que é invariante por G.

Note que a invariância do produto interno (v | u) signi�ca que se (vi) é uma base

ortonormal de V , então a matriz de ρs com respeito a essa base é uma matriz unitária.

Lembrando que dizemos que uma matriz A = (aij)n×n é unitária se A é inversível e

A · At = In. Em particular, temos rij(t) = rji(t−1), onde rij(t) é a representação

matricial de ρ.

Proposição 2.21 .

i) Se χ é o caracter de uma representação irredutível, então (χ | χ) = 1, ou seja, χ

tem norma 1;

ii) Se χ e χ′ são os caracteres de duas representações irredutíveis não isomorfas,

então (χ | χ′) = 0, ou seja, χ e χ′ são ortogonais.

Prova.

i) Seja ρ a representação com caracter χ dada na forma de matriz ρt = (rij(t)).

Como na Observação 2.7, temos rij(t) = rji(t
−1) e χ(t) =

∑
k

rkk(t). então

(χ | χ) =
1

g

∑
t∈G

χ(t)χ(t)

=
1

g

∑
t∈G

((∑
i

rii(t)

)(∑
j

rjj(t)

))

=
1

g

∑
t∈G

((∑
i

rii(t)

)(∑
j

rjj(t)

))

=
1

g

∑
t∈G

((∑
i

rii(t)

)(∑
j

rjj(t
−1)

))

=
1

g

∑
t∈G

∑
i

∑
j

rii(t)rjj(t
−1)

=
∑
i,j

(
1

g

∑
t∈G

rii(t)rjj(t
−1)

)

=
∑
i,j

< rii(t), rjj(t) >.
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De acordo com o Corolário 2.19 temos < rii, rjj >=
δij
n
, onde n é o grau de ρ.

Então

(χ | χ) =
∑
i,j

δij
n

=
n

n
= 1.

ii) Sejam ρ1 e ρ2 as representações de G que têm caracteres χ e χ′, respectivamente,

com representações matriciais ρ1 = (ri1j1(t)) e ρ2 = (�ri2j2(t)). Ainda supondo

as bases como no item anterior, temos ri1j1(t) = rj1i1(t
−1). Ademais por de�ni-

ção, temos χ(t) =
∑
k1

rk1k1(t) e χ′(t) =
∑
k2

�rk2k2(t). Então juntamente com o

Corolário 2.18, temos:

(χ′ | χ) =
1

g

∑
t∈G

χ′(t)χ(t)

=
1

g

∑
t∈G

(∑
k2

�rk2k2(t)

)(∑
k1

rk1k1(t)

)

=
1

g

∑
t∈G

∑
k2

∑
k1

�rk2k2(t)rk1k1(t
−1)

=
∑
k2

∑
k1

(
1

g

∑
t∈G

�rk2k2(t)rk1k1(t
−1)

)
.

Daí (χ′ | χ) =
∑
k2

∑
k1

< �rk2k2 , rk1k1 >=
∑
k2

∑
k1

0 = 0.

Uma consequência dessa proposição é que os caracteres das representações irre-

dutíveis formam um conjunto ortonormal no espaço F (G;C).

Proposição 2.22 Considere V uma representação linear de G com caracter φ, su-

pondo que V se decompõe como soma direta de representações irredutíveis:

V = W1 ⊕W2 ⊕ ...⊕Wk.

Então, se W é uma representação de G irredutível com caracter χ, o número de repre-

sentações Wi isomorfas a W é igual a (φ | χ) =< φ, χ >.

Prova. Seja χi o caracter de Wi. Pela Proposição 2.15, temos

φ = χ1 + χ2 + ...+ χk
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e daí

(φ | χ) = (χ1 | χ) + (χ2 | χ) + ...+ (χk | χ).

Pelo resultado anterior, (χi, χ) resulta em 1 ou 0, dependo se W é ou não isomorfa a

Wi para i = 1, 2, . . . , k, o que completa a demonstração.

Corolário 2.23 O número de Wi's isomorfas a W não depende da decomposição.

Observação 2.8 Temos então uma unicidade na decomposição, o número de par-

celas não muda, e também não muda o número de parcelas isomorfas entre si, como

se fosse uma decomposição em números primos dos inteiros. Dizemos que Wi aparece

(φ | χi) vezes em V .

Corolário 2.24 Duas representações com mesmo caracter são isomorfas.

Prova. Se V e V ′ são representações com mesmo caracter φ, e supondo que as

decomposições em representações irredutíveis de V e V ′ são

V = W1 ⊕W2 ⊕ ...⊕Wk

V ′ = W ′
1 ⊕W ′

2 ⊕ ...⊕W ′
l

então se, χi é o caracter de Wi, tanto o número de representações W ′
j em V ′, quanto

o número de representações Wj em V isomorfas a Wi, é igual a (φ | χi), donde segue

que k ≤ l.

Sendo agora χ′i o caracter de W ′
i , tanto o número de representações Wj em V ,

quanto o número de representações W ′
j em V ′ isomorfas a W ′

i , é igual a (φ | χ′i), donde

segue que l ≤ k.

Temos então k = l. Ademais, como os números de parcelas isomorfas são iguais,

a menos de uma reordenação, podemos, sem perda de generalidade, assumir que Wi é

isomorfa a W ′
i , para i = 1, 2, . . . , k.

Sendo então ρi : G→ GL(Wi) as representações dos Wi's induzidas por restrição

da representação ρ de V , sejam também (ρ′)i : G → GL(W ′
i ) as representações dos
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(W ′
i )'s induzidas por restrição da representação ρ

′ de V ′. Podemos então estender cada

ρis como um operador de V pondo ρis(v) = ρis(wi), onde

v = w1 + w2 + · · ·+ wk, wj ∈ Wj j = 1, 2, . . . , k.

Estendemos os (ρ′)is como operadores em V ′ de forma análoga. Ademais temos que

a representação ρ será a soma direta das sub-representações ρi, assim como ρ′ será a

soma direta das sub-representações (ρ′)i.

Para cada i de 1 a k, existem isomor�smos τi : Wi → W ′
i tais que τi◦ρis = (ρ′)is◦τi.

De�nindo agora τ : V → V ′ como sendo

τ = τ1 + τ2 + · · ·+ τk

mostremos que τ é sobrejetiva. Já que dimV = dimV ′, pois dimWi = dimW ′
i , teremos

que τ será um isomor�smo entre V e V ′. De fato, dado v′ ∈ V ′, existem únicos w′j ∈ W ′
j ,

j = 1, 2, ..., k, tais que

v′ = w′1 + w′2 + · · ·+ w′k.

Ademais, para cada w′j, existe wj ∈ Wj tal que τj(wj) = w′j. Tomando v ∈ V por

de�nição

v = w1 + w2 + · · ·+ wk

temos

τ(v) = τ1(w1) + · · ·+ τk(wk)

= w′1 + w′2 + · · ·+ w′k

= v′.

Logo τ : V → V ′ é um isomor�smo de espaços vetoriais.

Mostremos agora que τ ◦ ρs = ρ′s ◦ τ para todo s ∈ G. De fato, tomando v ∈ V ,

existem wi ∈ Wi, i = 1, 2, . . . , k, tais que

v = w1 + w2 + · · ·+ wk
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e daí

τ(ρs(v)) = τ(ρ1s(w1) + ρ2s(w2) + · · ·+ ρks(wk))

:= τ1(ρ
1
s(w1)) + τ2(ρ

2
s(w2)) + · · ·+ τk(ρ

k
s(wk))

= (ρ′s)
1(τ1(w1)) + (ρ′s)

2(τ2(w2)) + · · ·+ (ρ′s)
k(τk(wk))

= ρ′s(τ1(w1) + τ2(w2) + · · ·+ τk(wk))

= ρ′s(τ(v))

concluindo que de fato τ ◦ ρs = ρ′s ◦ τ para todo s ∈ G. Portanto V e V ′ são isomorfas.

Tendo em vista esses resultados, sendo V uma representação de G, então

V = m1W1 ⊕m2W2 ⊕ ...⊕mhWh

para mi ∈ N e Wi representações irredutíveis. Sendo φ o caracter da representação V

e χi o caracter de Wi, então

φ = m1χ1 +m2χ2 + ...+mhχh.

Ademais, temos mi = (φ | χi) e (χi | χj) = δij, visto que {χ1, χ2, ..., χh} é um conjunto

ortonormal. Portanto

(φ | φ) = (
h∑
i=1

miχi |
h∑
j=1

mjχj)

=
h∑
i=1

mi(χi |
h∑
j=1

mjχj)

=
h∑
i=1

mi

[
h∑
j=1

mj(χi | χj)

]

=
∑
i,j

mimj(χi | χj)

=
∑
i,j

mimjδij

=
h∑
k=1

m2
k.

Proposição 2.25 Seja V 6= 0 uma representação de G com caracter φ. Então (φ | φ)

é um número inteiro positivo e é igual a 1 se, e somente se, V é uma representação

irredutível.
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Prova. Como (φ | φ) =
∑
m2
k, é claro que (φ | φ) resulta em um inteiro positivo.

Ademais, se (φ | φ) =
h∑
k=1

m2
k = 1, então mi = 1 para algum i e mj = 0 para j 6= i,

donde V = Wi, concluindo que V é irredutível. Reciprocamente, caso V seja irredutível,

então V = Wi para algum i e consequentemente φ = χi, daí (φ | φ) = (χi | χi) = δii =

1.

Observação 2.9 Temos agora dois potentes resultados:

i) Duas representações são isomorfas se, e somente se, têm o mesmo caracter.

ii) Uma representação de caracter χ é irredutível se, e somente, (χ | χ) = 1.

Busquemos então resolver a seguinte questão: �quantas representações irredutíveis

de G existem a menos de isomor�smo?�. Para isso estudemos a representação regular

e as classes de conjugação de G.

Seja R a representação regular de G, isto é, R é um C espaço vetorial com uma

base {vt ∈ R; t ∈ G} tal que ρs(vt) = vst. Sendo �e� o elemento neutro de G, como de

costume, note que:

st = t⇔ stt−1 = tt−1 ⇔ s = e.

Concluímos então que para s 6= e, ρs não �xa nenhum vetor da base. Na verdade longe

disso, leva cada vetor da base em uma imagem que é L.I. com ele. Portanto a matriz de

ρs nessa base tem diagonal nula, donde, sendo rG o caracter da representação regular,

temos rG(s) = 0 para s 6= e.

Já para s = e, já vimos que, independente da representação,

rG(e) = dimR = g =| G | .

Esses breves comentários servem como justi�cativa para a seguinte proposição.

Proposição 2.26 Seja R a representação regular do grupo �nito G de elemento neu-

tro "e". Digamos que rG seja o caracter de R e g =| G |= dimR. Temos:

rG(e) = g

rG(s) = 0 ∀s ∈ G, s 6= e.
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Corolário 2.27 Seja W uma representação irredutível de G de grau m = dimW , com

caracter χ. Então W apare m vezes na decomposição da representação regular.

Prova. Basta calcularmos (rG | χ), lembrando que várias parcelas serão nulas e

χ(e) = m.

(rG | χ) =
1

g

∑
t∈G

rG(t)χ(t) =
1

g
rG(e)χ(e) =

gm

g
= m.

Corolário 2.28 O número de representações irredutíveis não isomorfas é �nito e não

superior a g =| G |.

Prova. Pois caso contrário, supondo que haja pelo menos g+ 1 representações irredu-

tíveis não isomorfas, digamos W1,W2, ..,Wg+1, cada Wi um com grau ni = dimWi ≥ 1,

então, como W1 ⊕W2 ⊕ ...⊕Wg+1 é um subespaço de R, temos:

g = dimR

≥ dim(W1 ⊕W2 ⊕ ...⊕Wg+1)

= dimW1 + dimW2 + ...+ dimWg+1

≥ 1 + 1 + ...+ 1 (g + 1 parcelas)

≥ g + 1

ou seja, g ≥ g + 1, absurdo!

Observação 2.10 Como sabemos que o número de caracteres irredutíveis é �nito, a

partir de agora identi�caremos {χ1, χ2, . . . , χh} como sendo uma lista completa e sem

redundância dos caracteres irredutíveis de G. Denotaremos o grau de χi por ni e Wi

será uma representação irredutível de caracter χi.

Corolário 2.29 :

i) Os graus ni's satisfazem
h∑
i=1

n2
i = g.
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ii) Para s 6= e temos
h∑
i=1

niχi(s) = 0.

Prova. Para justi�car o item i) note que R = n1W1⊕ n2W2⊕ ...⊕ nhWh, donde

rG = n1χ1 + n2χ2 + ... + nhχh. Avaliando em s = e, temos g = rG(e) =
h∑
i=1

niχi(e) =

h∑
i=1

n2
i .

Para o item ii) basta tomar s 6= e, e daí 0 = rG(s) =
h∑
i=1

niχi(s).

Sabemos agora que o número de representações irredutíveis é �nito, e não superior

a g =| G |. Procuremos agora descobrir com mais exatidão quanto é esse valor.

De�nição 2.30 Dizemos que f ∈ F (G;C) é uma função de classe sobre G se

f(st) = f(ts)

para todos s, t ∈ G.

Essa nomenclatura faz jus ao fato de que f é constante sobre o conjunto ClG(x),

visto que dado x0 ∈ ClG(x), existe t ∈ G tal que x0 = txt−1. Tomando s = xt−1 temos

f(x) = f(xt−1t) = f(st) = f(ts) = f(txt−1) = f(x0).

Ademais, considerando o conjunto

H := {f ∈ F (G;C); f é função de classe sobre G }

temos que H é subespaço vetorial de F (G;C). De fato, dados f1, f2 ∈ F (G;C), λ ∈ C,

temos:

(λf1 + f2)(st) = λf1(st) + f2(st) = λf1(ts) + f2(ts) = (λf1 + f2)(ts)

donde λf1 + f2 = f ∈ H.

Note que χi ∈ H, para i = 1, 2, ..., h, e que {χ1, χ2, ..., χh} é um conjunto orto-

normal em H.
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Proposição 2.31 Sejam f uma função de classe sobre G e ρ : G → GL(V ) uma

representação de G de grau n e caracter χ. De�namos o operador linear ρf sobre V

pela expressão:

ρf :=
∑
t∈G

f(t)ρt.

Se V é irredutível, então ρf = λIdV , onde λ =
1

n

∑
t∈G

f(t)χ(t).

Prova. Computemos ρsρfρs−1 para s ∈ G:

ρsρfρs−1 = ρs

(∑
t∈G

f(t)ρt

)
ρs−1

=
∑
t∈G

f(t)ρsρtρs−1

=
∑
t∈G

f(t)ρsts−1

=
∑
t∈G

f(sts−1)ρsts−1

=
∑
u∈G

f(u)ρu

= ρf .

Sendo assim ρf ◦ ρs = ρs ◦ ρf , e pelo Corolário 2.17, temos ρf = λIdV . Como

Tr(λIdV ) = nλ e Tr(ρf ) =
∑
t∈G

f(t)Tr(ρt) =
∑
t∈G

f(t)χ(t), temos λ =
1

n

∑
t∈G

f(t)χ(t).

Tomando χ∗(t) = χ(t), então a respeito da proposição anterior, temos:

λ =
1

n

∑
t∈G

f(t)χ(t) =
| G |
n

(f | χ∗).

Proposição 2.32 Os caracteres χ1, χ2, ..., χh formam uma base ortonormal de H.

Prova. Nos resta apenas mostrar que geram H, e para isso é su�ciente mostrar

que todo elemento de H que é ortogonal aos χ∗i 's é zero. Dado f ∈ H tal que por hipó-

tese f seja ortogonal a χ∗i . Para cada representação ρ de G tomemos ρf =
∑
t∈G

f(t)ρt.

Caso ρ seja uma representação irredutível de caracter χj, pela proposição anterior te-

mos ρf = λIdV , onde λ =
g

n
(f | χ∗j) = 0. Logo ρf = 0. Pela decomposição em
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soma direta de representações irredutíveis, concluímos que em todo caso ρf = 0. Em

particular, para ρ sendo a representação regular R de G, aplicando ρf no vetor da base

ve temos:

0 = ρf (ve) =
∑
t∈G

f(t)ρt(ve) =
∑
t∈G

f(t)vt.

Assim temos uma combinação linear dos vetores da base de R dando 0 e como

eles são L.I., então os escalares da combinação são todos nulos, ou seja, f(t) = 0 para

todo t ∈ G, donde concluímos que f = 0.

Observação 2.11 Sejam Cl1, Cl2, ..., Clk todas as distintas classes de conjugação de

G. Como já vimos, se f é uma função de classe, então f é constante sobre cada Cli.

Reciprocamente, supondo que f seja constante sobre cada Cli, então dados s, t ∈ G

temos:

f(st) = f(stss−1) = f(ts)

donde vemos que f é uma função de classe. Portanto ser uma função de classe é

equivalente a ser constante sobre as classes de conjugação de G. Para criarmos então

funções desse tipo basta escolhermos escalares λi ∈ C arbitrários. Para cada i =

1, 2, ...k, de�namos a função fi com domínio G como sendo fi(xj) = δij para xj ∈ Clj.

Dessa forma sendo f uma função de classe que assume o valor λi na classe Cli, temos:

f = λ1f1 + λ2f2 + ...+ λkfk.

Logo {f1, f2, ..., fk} gera H. Ademais suponha que

λ1f1 + λ2f2 + ...+ λkfk = 0.

Tomando xj ∈ Clj temos:

0 = λ1f1(xj) + λ2f2(xj) + ...+ λkfk(xj) = λj

donde segue que {f1, f2, ..., fk} é L.I. e portanto uma base para H. Assim dimH =

k. Mas por outro lado, {χ1, χ2, ..., χh} forma uma base ortonormal para H, e essa

observação justi�ca a proposição seguinte.
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Proposição 2.33 O número de representações irredutíveis de G, a menos de iso-

mor�smo, é igual ao número das distintas classes de conjugação de G. Isto é, o número

de classes de isomor�smos das representações irredutíveis de G é igual o número de

classes de conjugação de G.

2.5 Decomposição canônica de uma representação

Vimos que dada uma representação V de G, então V pode ser decomposto como

soma direta de representações irredutíveis, porém essa decomposição não é única (é

única apenas a menos de isomor�smo). Vejamos agora uma decomposição de V que é

de fato única.

Dada uma representação linear ρ : G → GL(V ), podemos decompor V como

sendo soma direta de representações Ui irredutíveis:

V = U1 ⊕ U2 ⊕ ...⊕ Um.

SejamW1,W2, ...,Wh as representações irredutíveis (não isomorfas) de G, cadaWi

com grau ni = dimWi e caracter χi. Para j �xo, agrupemos todas as representações

Ui que são isomorfas a Wj, digamos Uj1 , Uj2 , ..., Ujk , e denotemos Vj como sendo a

sub-representação Uj1 ⊕ Uj2 ⊕ ...⊕ Ujk de G. Então claramente temos:

V = V1 ⊕ V2 ⊕ ...⊕ Vh.

Tal decomposição é chamada de decomposição canônica.

Proposição 2.34 .

i) A decomposição V = V1 ⊕ V2 ⊕ ...⊕ Vh não depende da escolha inicial dos Ui's.

ii) A projeção pi de V em Vi associada a essa decomposição é:

pi =
ni
g

∑
t∈G

χi(t)ρt.

Prova. Basta mostrar o item ii), pois o item i) é consequência deste. Seja

qi =
ni
g

∑
t∈G

χi(t)ρt.
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A Proposição 2.31 mostra que a restrição de qi a uma representação irredutível W

de caracter χ e de grau n é um operador múltiplo escalar da identidade, com escalar

igual a ni
n

(χi | χ), que é 0, se χ 6= χi, e 1, caso χ = χi. Em outras palavras, qi é a

identidade em uma representação isomorfa a Wi, e é 0 nas outras. Pela de�nição de

Vi, isto já mostra que qi é projeção.

Foquemos agora em subgrupos, produtos diretos e representações induzidas.

Observação 2.12 Relembrando que dizemos que um grupo G é abeliano caso st = ts

para quaisquer s, t ∈ G. Desse modo, as classes de conjugações dos elementos de G

são todas unitárias, e toda função sobre G é uma função de classe.

Proposição 2.35 São equivalentes:

i) G é um grupo abeliano.

ii) Todas as representações irredutíveis de G têm grau 1.

Prova. Sendo g a ordem de G e n1, n2, ..., nh os graus das representações irre-

dutíveis de G, sabemos que h é a quantidade de classes de conjugação distintas de G.

Porém como G é abeliano, então txt−1 = xtt−1 = x, ou seja, as classes de conjugação

são todas unitárias, donde h = g. Daí, temos:

g∑
i=1

n2
i = g, ni ≥ 1

i)⇒ ii)

Suponha por absurdo que haja pelo menos um nj maior que 1. Daí:

n2
j > 1⇒ n2

1 + ...+ n2
j + ...+ n2

g > n2
1 + ...+ n2

j−1 + 1 + n2
j+1 + ...+ n2

g

⇒
g∑
i=1

n2
i > 1 + 1 + ...+ 1 (g parcelas iguais a 1)

⇒ g > g,

absurdo. Portanto ni = 1 para i = 1, 2, ..., h.
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ii)⇒ i)

Caso tenhamos ni = 1 para todo i, então g =
h∑
i=1

n2
i =

h∑
i=1

12 = h, donde deve

haver tantas classes de conjugação quanto elementos de G. Sendo esse o caso,

não pode haver uma classe de conjugação com mais de um elemento. Daí temos

que, como st = stss−1 está na classe de conjugação de ts, devemos ter st = ts.

Corolário 2.36 Sejam G um grupo �nito qualquer e A um subgrupo abeliano de G,

sendo a =| A | e g =| G |. Então cada representação irredutível de G tem grau não

superior ao inteiro1 positivo
g

a
.

Prova. Sendo ρ : G → GL(V ) uma representação irredutível de G, a restrição

de ρ a A de�ne uma representação ρA : A → GL(V ) de A. Seja W ⊆ V uma sub-

representação irredutível de ρA. Pela proposição anterior, como A é abeliano, então

dimW = 1. Seja V ′ o subespaço de V gerado pelas imagens ρs(W ) = {ρs(x);x ∈ W}

de W , s variando em G, isto é,

V ′ =
∑
s∈G

ρs(W ).

É claro que V ′ é invariante por G. Como ρ é irredutível, então V ′ = V . Mas para

s ∈ G e t ∈ A, temos:

ρst(W ) = ρs(ρt(W )) = ρs(ρ
A
t (W )) = ρs(W )

e então, se s, s′ ∈ G são tais que existe t ∈ A com s = s′t, devemos ter ρs(W ) = ρs′(W ),

donde segue que o número de espaços ρs(W ) distintos é não superior à quantidade das

classes laterais sA = {st | t ∈ A}, com s em G. Tal quantidade é justamente o índice

de A em G, que vale
g

a
=
| G |
| A |

. Note que dimρs(W ) = 1, e daí

V = V ′ =
∑
s∈G

ρs(W )

1O valor
g

a
é chamado de índice de A em G e pelo Teorema de Lagrange, Proposição 1.7, é

sempre um número inteiro.
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sendo T um conjunto de representantes de A/G temos:

dimV = dim

(∑
s∈G

ρs(W )

)
6
∑
s∈T

dimρs(W )

6
g/a∑
i=1

1

6
g

a
.

Tendo em vista a De�nição 1.14 dada na Seção 1.5 no Capítulo 1 de produto

direto de grupos, um questionamento natural de surgir é sobre como estender, se pos-

sível, uma representação para G1×G2 a partir de uma representação de G1 e outra de

G2. É esta a construção que faremos a seguir.

De�nição 2.37 Sejam ρ1 : G1 → GL(V1) e ρ2 : G2 → GL(V2) representações

lineares de G1 e G2, respectivamente. De�nimos uma representação linear ρ = ρ1⊗ ρ2

de G1 × G2 em V1 ⊗ V2 (De�nição 2.3.2) pondo, para cada s = (s1, s2) ∈ G1 × G2,

as imagens

ρs(ui · wj) := ρ1s1(ui) · ρ
2
s2

(wj)

onde {ui} e {wj} são bases de V1 e V2, respectivamente.

Estendemos por linearidade para elementos
∑
i,j

λijui · wj de V1 ⊗ V2 (λij ∈ C) como:

ρ(s1,s2)(
∑
i,j

λijui · wj) =
∑
i,j

λijρ
1
s1

(ui) · ρ2s2(wj).

Em particular temos:

ρs(x1 · x2) =
(
(ρ1 ⊗ ρ2)(s1, s2)

)
(x1 · x2) = ρ1s1(x1) · ρ

2
s2

(x2) ∀x1 ∈ V1, x2 ∈ V2.

Essa representação é chamada de produto tensorial de ρ1 e ρ2, e sendo χ1 e χ2 os

caracteres de ρ1 e ρ2, respectivamente, então o caracter χ do produto tensorial ρ1⊗ ρ2

de ρ1 e ρ2 é dado por:

χ(s1, s2) = χ1(s1)χ2(s2).
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Observação 2.13 Quando G1 e G2 são iguais ao mesmo grupo G , a representação

ρ1⊗ρ2 de�nida acima é uma representação de G×G ( consistindo dos elementos (s1, s2),

com s1, s2 ∈ G ). Esta é uma representação diferente da representação dada pelos

elementos na forma (s, s), com s ∈ G, que é a representação de G na De�nição 2.11,

denotada também por ρ1 ⊗ ρ2. Como a notação é a mesma, é importante distinguir

essas duas representações. Assim, uma é uma representação de G×G em V1 ⊗ V2 e a

outra é uma representação de G em V1 ⊗ V2.

Proposição 2.38 .

i) Se ρ1 e ρ2 são irredutíveis, ρ1 ⊗ ρ2 é uma representação irredutível de G1 ×G2.

ii) Cada representação irredutível de G1×G2 é isomorfa a uma representação ρ1⊗ρ2,

onde ρ1 e ρ2 são representações irredutíveis de G1 e G2, respectivamente.

Prova.

i) Lembrando que uma representação é irredutível se, e somente, se seu caracter

tem norma 1 ( isto é, (χ | χ) = 1 ), então se ρ1, ρ2 e ρ1 ⊗ ρ2 tem caracteres χ1 ,

χ2 e χ respectivamente, temos:

(χ1 | χ1) =
1

g1

∑
s1∈G1

| χ1(s1) |2 = 1

(χ2 | χ2) =
1

g2

∑
s2∈G2

| χ2(s2) |2 = 1

onde g1 e g2 são as ordem de G1 e G2 respectivamente. Multiplicando essas duas

equações temos:

(χ | χ) =
1

g1g2

∑
s1,s2

| χ(s1, s2) |2 = 1.

ii) Sabemos que os caracteres irredutíveis de G1 × G2 formam uma base para o

espaço das funções de classe sobre G1 × G2. Mostremos então que os caracteres

χ1(s1)χ2(s2) de G1 ×G2 geram o espaço das funções de classe de G1 ×G2. Para

isto é su�ciente mostrar que toda função f de classe sobre G1×G2 que é ortogonal
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aos caracteres na forma χ1(s1)χ2(s2) é nula.

Suponha então que f seja uma função dessa. Então:∑
s1,s2

f(s1, s2)χ1(s1)χ2(s2) = 0. (2.2)

Fixando χ2 e pondo f ′(s1) =
∑
s2∈G2

f(s1, s2)χ2(s2), temos que f ′ é uma função de

classe sobre G1. De fato:

f ′(s1t1) =
∑
s2∈G2

f(s1t1, s2)χ2(s2)

=
∑
s2∈G2

f [(s1, s2)(t1, e2)]χ2(s2)

=
∑
s2∈G2

f [(t1, e2)(s1, s2)]χ2(s2)

=
∑
s2∈G2

f(t1s1, s2)χ2(s2)

= f ′(t1s1).

Portanto, de (2.2) temos:

0 =
∑
s1,s2

f(s1, s2)χ1(s1)χ2(s2) =
∑
s1

f ′(s1)χ1(s1),

para todo caracter irredutível χ1 de G1. Logo f ′ = 0. Agora, �xando s1 ∈ G1,

vamos de�nir a função sobre G2 dada por fs1(s2) = f(s1, s2). Note que fs1 é uma

função de classe sobre G2. Ademais

(fs1 | χ2) =
1

g2

∑
s2

f(s1, s2)χ2(s2) =
1

g2
f ′(s1) = 0.

Como χ2 foi tomado de forma arbitrária, segue que (fs1 | χ2) = 0 para todo

caracter χ2 irredutível de G2, donde fs1 = 0, ou seja, f(s1, s2) = 0.

Sendo assim, o estudo sobre as representações de G1×G2 �ca reduzido ao estudo

de representações de G1 e de G2.
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2.6 Representações induzidas

De�nição 2.39 Representação induzida:

Sejam ρ : G → GL(V ) uma representação linear do grupo G, ρH sua restrição a um

subgrupo H de G. Sendo W uma sub-representação de ρH , isto é, um subespaço de V

estável por H, denotemos por θ : H → GL(W ) tal representação de H em W . Dado

s ∈ G, o subespaço ρs(W ) depende somente da classe lateral sH, visto que ρt(W ) = W

para todo t ∈ H, e então ρst(W ) = ρs(ρt(W )) = ρs(W ). Se σ é uma classe lateral

à esquerda de H, podemos de�nir o subespaço Wσ como sendo ρs(W ) para qualquer

s ∈ σ. Ademais dado s′ ∈ G, sendo σ′ a classe lateral do elemento s′s ∈ G, então

ρs′(Wσ) = Wσ′, com s ∈ σ. Dessa forma o subespaço∑
σ∈G/H

Wσ 6 V

é uma sub-representação de V . Dizemos que a representação ρ de G é induzida pela

representação θ de H em W se V é igual à soma direta de Wσ, σ ∈ G/H, isto é,

V = ⊕
σ∈G/H

Wσ. Podemos reescrever isso dando as seguintes condições:

i) Cada v ∈ V pode ser escrito de forma única como
∑

σ∈G/H

vσ, com vσ ∈ Wσ para

cada σ ∈ G/H.

ii) Se R é um sistema de representantes de G/H, o espaço vetorial V é a soma

direta de ρr(W ), com r ∈ R. Em particular, temos dimV =
∑
r∈R

dimρr(W ) =∑
r∈R

dimW = (G : H) · dimW .

Exemplo 11 São exemplos de representações induzidas:

i) Sendo V a representação regular de G, o espaço V tem uma base {vs; s ∈ G}

tal que ρs(vt) = vst para todos s, t ∈ G. Seja W o subespaço de V com base

{vt; t ∈ H}, e a representação θ de H em W é a representação regular de H.

Temos então que ρ é induzida por θ, pois dado v ∈ V existem escalares λs ∈ C

tais que v =
∑
s∈G

λsvs. Agrupando os vetores λsvs tais que seus índices pertencem

à mesma classe lateral σ de H, denotemos a soma deles por vσ e teremos então
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v =
∑

σ∈G/H

vσ, donde V =
∑

σ∈G/H

Wσ. Como
∑

σ∈G/H

dimWσ = (G : H)· | H |=|

G |= dimV , temos que a soma V =
∑

σ∈G/H

Wσ é direta.

ii) Note que se σ é uma classe lateral de H, então sσ = {st; t ∈ σ} é também uma

classe lateral de H. Supondo que V tenha uma base {vσ; σ ∈ G/H}, de�namos

a representação ρ de G em V pondo ρs(vσ) = vsσ. Obtemos a representação de

permutação associada a G/H. O vetor vH correspondente à classe lateral H de

H é invariante por H, isto é, ρt(vH) = vH para todo t ∈ H. A representação de

H no subespaço gerado por vH é a representação trivial de H. É claro que essa

representação induz a representação ρ de G em V .

iii) Se ρ1 : G → GL(V1) é induzida por θ1 : H → GL(W1) e ρ2 : G → GL(V2) é

induzida por θ2 : H → GL(W2), onde Wi é subespaço de Vi para i = 1, 2, então

ρ1⊕ ρ2 : G→ GL(V1⊕V2) é induzida por θ1⊕ θ2 : H → GL(W1⊕W2). De fato,

como ρ1 é induzida por θ1, então

V1 =
⊕

σ∈G/H

(W1)σ.

Analogamente, como ρ2 é induzida por θ2, então

V2 =
⊕

σ∈G/H

(W2)σ.

Tomando o subespaço W = W1 ⊕W2 de V1 ⊕ V2, temos que

ρ1t (W1)⊕ ρ2t (W2) = θ1t (W1)⊕ θ2t (W2) = W1 ⊕W2 ∀t ∈ H.

Logo, W é invariante por H e podemos considerar a restrição θ1 ⊕ θ2 : H →

GL(W1 ⊕W2). Dado s ∈ σ, então

Wσ = (ρ1 ⊕ ρ2)s(W ) = ρ1s(W1)⊕ ρ2s(W2) = (W1)σ ⊕ (W2)σ

e portanto

V1 ⊕ V2 =

 ⊕
σ∈G/H

(W1)σ

⊕
 ⊕
σ∈G/H

(W2)σ


=
⊕

σ∈G/H

((W1)σ ⊕ (W2)σ)

=
⊕

σ∈G/H

Wσ.
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iv) Suponha que a representação ρ′ de G em V ′ é induzida pela representação θ′ de H

em W ′. Se W1 é um subespaço de W ′ estável por H, o subespaço V =
∑
r∈R

ρr(W1)

de V ′ é estável por G, onde R é um sistema de representantes das classes laterais

de H em G. A representação de G em V é induzida pela representação de H em

W1. De fato, dados s ∈ G e r ∈ R, como sr ∈ G, então sr = r′t, com r′ ∈ R e

t ∈ H, e como W1 é estável por H, então ρt(W1) = θ′t(W1) = W1. Daí temos:

ρs(ρr(W1)) = ρsr(W1) = ρr′t(W1) = ρr′(W1) ⊆ V

e portanto

ρs(V ) =

(∑
r∈R

ρs(ρr(W1))

)
⊆ V

ou seja, V é estável por G. Ademais, como W1 é subespaço de W ′, então ρr(W1)

é subespaço de ρr(W ′). Tendo isso em vista, como por hipótese V ′ é induzida

por W ′, então a soma
∑
r∈R

ρr(W
′) é direta, e temos então que a soma

∑
r∈R

ρr(W1)

também é uma soma direta.

Lema 2.1 Suponha que a representação ρ de G em V seja induzida pela representa-

ção θ de H em W . Seja ρ′ : G→ GL(V ′) uma representação de G e seja f : W → V ′

uma transformação linear tal que f(θt(w)) = ρ′t(f(w)) para todos t ∈ H e w ∈ W . En-

tão existe, e é única, a transformação linear F : V → V ′ que estende f e que satisfaz

F ◦ ρs = ρ′s ◦ F para todo s ∈ G.

Prova.

Unicidade.

Suponha que F satisfaz as condições do enunciado do lema. Se v ∈ ρs(W ), temos

ρ−1s (v) ∈ W , donde

F (v) = F (ρs(ρ
−1
s (v))) = ρ′s(F (ρ−1s (v))) = ρ′s(f(ρ−1s (v))).

Essa fórmula determina F de modo único em ρs(W ), e como por hipótese ρ é

induzida por θ, temos que V é soma direta dos subespaços ρs(W ), s ∈ G, e isso

determina F de forma única em todo V .



90

Existência.

Inicialmente, sendo s ∈ G, t ∈ H e v ∈ ρs(W ), então v = ρs(w) para algum

w ∈ W . Temos:

ρ′st(f(ρ−1st (v))) = ρ′s(ρ
′
t(f(ρ−1t (ρ−1s (ρs(w))))))

= ρ′s(ρ
′
t(f(ρ−1t (w)))))

= ρ′s(ρ
′
t(f(θt−1(w)))))

= ρ′s(ρ
′
t(ρ
′
t−1(f(w))))

= ρ′s(f(w))

= ρ′s(f(ρ−1s (ρs(w))))

= ρ′s(f(ρ−1s (v))).

Daí segue que é constante a expressão ρ′s′(f(ρ−1s′ (v))), com v ∈ ρs(W ) e quando

s′ corre em σ, onde σ é a classe lateral de s. Além do mais, ρs(W ) = ρs′(W ).

Dado v ∈ Wσ, escolhendo s ∈ σ, de�namos F (v) pela formula F (v) = ρ′s(f(ρ−1s (v))).

Como vimos anteriormente, essa expressão dá o mesmo resultado seja qual for

a escolha do s ∈ σ, e portanto F está bem de�nida. Como V é a soma direta

dos Wσ, então temos de fato uma transformação com domínio V . Dado v ∈ V ,

temos v =
∑
r∈R

vr, com R sendo um conjunto transversal de representantes de

G/H, vr ∈ Wσ onde σ é a classe rH. Além do mais, note que ρs(vr) ∈ WsrH , e
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então temos F (ρs(vr)) = ρ′sr(f(ρ(sr)−1(ρs(vr))) = ρ′s(ρ
′
r(f(ρ−1r (vr)))). Daí

ρ′s(F (v)) = ρ′s

(
F

(∑
r∈R

vr

))

= ρ′s

(∑
r∈R

F (vr)

)

= ρ′s

(∑
r∈R

ρ′r(f(ρ−1r (vr)))

)
=
∑
r∈R

ρ′s(ρ
′
r(f(ρ−1r (vr))))

=
∑
r∈R

F (ρs(vr))

= F

(
ρs

(∑
r∈R

vr

))
= F (ρs(v)).

Vemos então que ρ′s ◦ F = F ◦ ρs para todo s ∈ G.

Proposição 2.40 Sejam G um grupo e H subgrupo de G. Dada θ representação

linear de H em W , existe, e é única, a menos de isomor�smo, uma representação

linear ρ : G→ GL(V ) que é induzida por θ.

Prova.

Existência: pelo item iii) dos exemplos de representações induzidas, vemos que

podemos assumir que θ é irredutível. Neste caso, tomemos ρ′ : G → GL(V ′) como

sendo a representação regular de G e seja W ′ o subespaço de V ′ com base {vt; t ∈ H}.

Vimos que W ′ é estável por H. Sendo θ′ a representação de H em W ′, então θ′ é

a representação regular de H. Como θ é irredutível, então θ é isomorfa a uma sub-

representação de θ′, e digamos que W1 é uma sub-representação de W ′ que é isomorfa

a θ. Pelo item i) dos exemplos de representações induzidas, temos que ρ′ é induzida

por θ′. Tomando V :=
∑
r∈R

ρ′r(W1), temos pelo item iv) dos exemplos de representações

induzidas que V é estável por G. Chamemos de ρ a representação de G em V . Então
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ainda pelo mesmo item iv), a representação ρ é induzida pela representação de H em

W1 (lembrando que θ é isomorfa à representação de H em W1).

Unicidade (a menos de isomor�smo): sejam ρ : G → GL(V ) e ρ′ : G → GL(V ′)

duas representações induzidas pela representação θ. Considerando a aplicação f como

sendo a inclusão de W em V ′, vemos, pelo Lema 2.1, que existe uma transformação

linear F : V → V ′ que é a identidade em W e satisfaz F ◦ ρs = ρ′s ◦F para todo s ∈ G,

restando apenas que F seja um isomor�smo de espaços vetoriais para completar a prova

do teorema. Note que F (V ) contém todos os ρ′s(W ), e é igual a V ′. Desde que V e

V ′ têm a mesma dimensão (G : H) · dimW , temos então que F é um isomor�smo de

espaços vetoriais, o que prova o teorema.

Caracter de uma representação induzida.

Suponha que a representação ρ de G em V é induzida pela representação θ de H em

W e sejam χρ e χθ os caracteres de ρ e de θ, respectivamente. Como θ determina ρ,

a menos de isomor�smo, estamos aptos a calcular χρ em função de χθ, e o teorema a

seguir nos mostra como fazer isso.

Proposição 2.41 Sejam h a ordem de H e R um conjunto transversal de represen-

tantes de G/H. Para cada u ∈ G, temos:

χρ(u) =
∑
r∈R

r−1ur∈H

χθ(r
−1ur) =

1

h

∑
s∈G

s−1us∈H

χθ(s
−1us).

(em particular, χρ(u) é uma combinação linear de valores de χθ na intersecção de H

com as classe de conjugação de u em G)

Prova. O espaço V é a soma direta dos ρr(W ), com r ∈ R. Além disso,

ρu permuta os ρr(W ) entre si. Mais precisamente, se escrevermos ur na forma rut,

com ru ∈ R e t ∈ H, vemos que ρu manda ρr(W ) em ρru(W ). Para determinar

χρ(u) = TrV (ρu) podemos usar uma base de V que é a união de bases dos ρr(W ). Os

índices r tais que r 6= ru dão zero nos termos da diagonal, nos outros dão o traço de

ρu em ρr(W ). Obtemos então

χρ(u) =
∑
r∈Ru

Trρr(W )(ρu,r),
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onde Ru denota o conjunto dos r ∈ R tais que r = ru e ρu,r é a restrição de ρu a ρr(W ).

Observe que r ∈ Ru se, e somente se, ur pode ser escrito como rt com t ∈ H, isto é,

r−1ur ∈ H.

Resta computar Trρr(W )(ρu,r) para r ∈ Ru. Para fazer isso, note que ρr de�ne

um isomor�smo de W em ρr(W ), e que temos

ρr ◦ θt = ρu,r ◦ ρr, com t = r−1ur ∈ H.

Daí segue que o traço de ρu,r é igual ao do θt, isto é, χθ(t) = χθ(r
−1ur). Obtemos então

χρ(u) =
∑
r∈Ru

χθ(r
−1ur).

A segunda fórmula dada para χθ(u) no enunciado segue da primeira, notando

que todos os elementos s ∈ G na classe lateral rH ( r ∈ Ru ) satisfazem χθ(s
−1us) =

χθ(r
−1ur).



Capítulo 3

Álgebras, graduações e o resultado

principal

Neste capítulo introduziremos a noção de Álgebra de Grupo, que servirá como

uma extensão de G para um espaço vetorial. Bem como introduziremos a noção de

uma álgebra sobre o corpo dos complexos, graduações em álgebras e ações de grupos

em uma álgebra. Finalizando com o resultado principal a respeito da equivalência entre

a graduação e a ação de um grupo abeliano �nito em uma álgebra. Para o estudos

mais aprofundados indicamos a referência [5].

3.1 Álgebras e graduações de álgebras por um grupo

3.1.1 Álgebra de Grupo

Denotamos por C[G], a álgebra de G sobre C, como sendo o conjunto formado pelos

símbolos da forma f =
∑
s∈G

zss, onde zs ∈ C. De�niremos que dois símbolos f =∑
s∈G

zss e f ′ =
∑
s∈G

z′ss em C[G] são iguais se, e somente se, zs = z′s para todo s ∈ G.

Denotaremos por �0” o símbolo
∑
s∈G

0s. Ademais, para t ∈ G faremos a identi�cação
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t =
∑
s∈G

zss, onde zs = 0 para s 6= t, e zt = 1. Dessa forma temos G ⊂ C[G].

De�niremos uma soma em C[G] e uma multiplicação por um escalar λ ∈ C da seguinte

maneira: dados f =
∑
s∈G

zss, f ′ =
∑
s∈G

z′ss ∈ C[G] tomaremos

f + f ′ :=
∑
s∈G

(zs + z′s)s

λf :=
∑
s∈G

(λzs)s.

Desta maneira, sendo f =
∑
s∈G

zss, f ′ =
∑
s∈G

z′ss, f
′′ =

∑
s∈G

z′′s s ∈ C[G] e λ, λ′ ∈ C, temos

que:

A1) � + ” é associativa:

(f + f ′) + f ′′ =
∑

(zs + z′s)s+
∑

z′′s s

=
∑

((zs + z′s) + z′′s )s

=
∑

(zs + (z′s + z′′s ))s

=
∑

zss+
∑

(z′s + z′′s )s

= f + (f ′ + f ′′).

A2) � + ” é comutativa:

f + f ′ =
∑

(zs + z′s)s =
∑

(z′s + zs)s = f ′ + f.

A3) � + ” possui elemento neutro, a saber, o elemento �0” de C[G]:

0 + f =
∑

0s+
∑

zss =
∑

(0 + zs)s =
∑

zss = f.

A4) Todo elemento de C[G] possui inverso com respeito a � + ”:

f + (−f) =
∑

zss+
∑

(−zs)s =
∑

0s = 0.

Ademais, com respeito à multiplicação por escalar temos:

M1) A multiplicação por escalar satisfaz λ(λ′f) = (λλ′)f :

λ(λ′f) = λ
∑

(λ′zs)s = (λλ′)
∑

zss = (λλ′)f.
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M2) A multiplicacção por escalar satisfaz (λ+ λ′)f = λf + λ′f :

(λ+ λ′)f = (λ+ λ′)
∑

zss

=
∑

(λ+ λ′)zss

=
∑

(λzs + λ′zs)s

=
∑

λzss+
∑

λ′zss

= λ
∑

zss+ λ′
∑

zss

= λf + λ′f.

M3) A multiplicação por escalar satisfaz λ(f + f ′) = λf + λf ′ :

λ(f + f ′) = λ
∑

(zs + z′s)s

=
∑

λ(zs + z′s)s

=
∑

(λzs + λz′s)s

=
∑

(λzs)s+
∑

(λz′s)s

= λ
∑

zss+ λ
∑

z′ss

= λf + λf ′.

M4) A multiplicação por escalar satisfaz 1f = f :

1f =
∑

(1zs)s =
∑

zss = f.

Dessa forma temos que C[G] é um espaço vetorial sobre o corpo dos complexos. Lem-

brando que G ⊂ C[G], claramente G é um conjunto gerador para C[G]. Ademais G é

L.I., pois tomando escalares λs ∈ C tais que
∑
s∈G

λss = 0 =
∑
s∈G

0s, pela de�nição de

igualdade de símbolos temos λs = 0 para todo s ∈ G. Portanto G é base para C[G], e

daí dimC[G] =| G |.

De�niremos agora uma multiplicação � ∗ ” entre os elementos de C[G]. Primei-

ramente, sendo t ∈ G, z′t ∈ C e f =
∑
s∈G

zss, de�niremos a multiplicação � ∗ ” como

sendo:

(z′tt) ∗ f = (z′tt) ∗

(∑
s∈G

zss

)
:=
∑
s∈G

(z′tzs)(ts).
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Então, para f ′ =
∑
t∈G

z′tt, de�nimos:

f ′ ∗ f :=
∑
t∈G

((z′tt) ∗ f).

Dessa forma, para s, t ∈ G ⊂ C[G] temos ts = t∗s, ou seja, � ∗” estende a multiplicação

de G e satisfaz:

i) f ∗ (f ′ + f ′′) = f ∗ f ′ + f ∗ f ′′ ∀f, f ′, f ′′ ∈ C[G].

ii) (f ′ + f ′′) ∗ f = f ′ ∗ f + f ′′ ∗ f ∀f, f ′, f ′′ ∈ C[G].

Consequentemente, temos f ∗ (f1 + f2 + · · ·+ fn) = f ∗ f1 + f ∗ f2 + · · ·+ f ∗ fn
e (f1 + · · ·+ fn) ∗ f = f1 ∗ f + · · ·+ fn ∗ f para f, fi ∈ C[G].

iii) (f ∗ f ′) ∗ f ′′ = f ∗ (f ′ ∗ f ′′) ∀f, f ′, f ′′ ∈ C[G].

iv) λ(f ∗ f ′) = (λf) ∗ f ′ = f ∗ (λf ′) ∀f, f ′ ∈ C[G];λ ∈ C.

Prova. Tomando f =
∑
s∈G

zss, f
′ =
∑
t∈G

z′tt, f
′′ =

∑
h∈G

z′′hh ∈ C[G] e λ ∈ C.

i) Primeiramente, calculando (zss) ∗ (f ′ + f ′′) :

(zss) ∗ (f ′ + f ′′) = (zss) ∗
∑
t∈G

(z′t + z′′t )t

=
∑
t∈G

(zs(z
′
t + z′′t ))(st)

=
∑
t∈G

(zsz
′
t + zsz

′′
t )(st)

=
∑
t∈G

zsz
′
t(st) +

∑
t∈G

zsz
′′
t (st)

= (zss) ∗
∑
t∈G

z′tt+ (zss) ∗
∑
t∈G

z′′t t

= (zss) ∗ f ′ + (zss) ∗ f ′′.
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Portanto

f ∗ (f ′ + f ′′) =
∑
s∈G

((zss) ∗ (f ′ + f ′′))

=
∑
s∈G

((zss) ∗ f ′ + (zss) ∗ f ′′)

=
∑
s∈G

(zss) ∗ f ′ +
∑
s∈G

(zss) ∗ f ′′

= f ∗ f ′ + f ∗ f ′′.

ii) Basta notar que

(∑
t∈G

ztt

)
∗ (zss) =

∑
t∈G

(ztzs)(ts) e então a demonstração será

análoga.

iii) Por um lado temos:

(f ∗ f ′) ∗ f ′′ =

(∑
s∈G

(zss) ∗ f

)
∗ f ′′

=

(∑
s∈G

∑
t∈G

(zsz
′
t)(st)

)
∗

(∑
h∈G

z′′hh

)
ii)
=
∑
s∈G

∑
t∈G

(
[(zsz

′
t)(st)] ∗

∑
h∈G

z′′hh

)
=
∑
s∈G

∑
t∈G

∑
h∈G

(zsz
′
tz
′′
h)(sth).

Por outro lado temos:

f ∗ (f ′ ∗ f ′′) = f ∗

(∑
t∈G

(ztt) ∗ f ′′
)

=

(∑
s∈G

zss

)
∗

(∑
t∈G

∑
h∈G

(z′tz
′′
h)(th)

)
i)
=
∑
t∈G

∑
h∈G

((∑
s∈G

zss

)
∗ (z′tz

′′
h(th))

)
=
∑
t∈G

∑
h∈G

∑
s∈G

(zsz
′
tz
′′
h)(sth)

=
∑
s∈G

∑
t∈G

∑
h∈G

(zsz
′
tz
′′
h)(sth).

Portanto, f ∗ (f ′ ∗ f ′′) = (f ∗ f ′) ∗ f ′′.
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iv) Basta notar que se e ∈ G é o elemento neutro do grupo, então

f ∗ (λe) =

(∑
s∈G

zss

)
∗ (λe) =

∑
s∈G

(zss) ∗ (λe) =
∑
s∈G

(λzs)s = λf

ou seja, λf = f ∗ (λe). Analogamente mostramos que λf = (λe) ∗ f . Daí

λ(f ∗ f ′) = (λe) ∗ (f ∗ f ′) iii)
= ((λe) ∗ f) ∗ f ′ = (λf) ∗ f ′

(λf) ∗ f ′ = (f ∗ (λe)) ∗ f ′ iii)= f ∗ ((λe) ∗ f ′) = f ∗ (λf ′).

Observação 3.1 Em particular, C[G] forma um anel com unidade com a soma e

multiplicação de�nidas nesse capítulo, a saber, a unidade é o elemento neutro e ∈ G.

Dessa forma, denotaremos f ∗ f ′ apenas por ff ′. Não é difícil ver que C[G] será um

anel comutativo se, e somente se, G for um grupo abeliano.

Observação 3.2 Tomando para cada t ∈ G a aplicação ρt : C[G]→ C[G] de�nida por

ρt(f) = t ∗ f , então ρt ∈ GL(C[G]) e a aplicação ρ(t) = ρt de G em GL(C[G]) é a

representação regular de G.

Observação 3.3 Sendo K um corpo qualquer, podemos de�nir a álgebra de G sobre

K de forma análoga, como sendo o conjunto K[G] dos símbolos na forma
∑
s∈G

ass, com

as ∈ K. As propriedades apresentadas até aqui sobre C[G] se mantém no caso K[G],

pois todas as propriedades necessárias aos zs ∈ C os as ∈ K também têm.

Observação 3.4 Sejam G um grupo �nito e ρ : G→ GL(V ) uma representação linear

de G. Para cada s ∈ G e v ∈ V , denotemos sv := ρs(v). Podemos estender para C[G]

pondo fv =
∑
s∈G

zssv, para f =
∑
s∈G

zss ∈ C[G]. Em outras palavras, estamos criando

uma �multiplicação por escalar” com os escalares sendo os elementos f ∈ C[G]:

V 3 fv :=
∑
s∈G

zs · ρs(v) .

Note que se f, f ′ ∈ C[G] e v, u ∈ V , então:
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i) f(v + u) = fu+ fv

ii) (f + f ′)v = fv + f ′v

iii) f(f ′v) = (ff ′)v

iv) ev = v, onde e ∈ G é o elemento neutro.

Consequentemente, temos também

v) 0v = 0 e f0 = 0

vi) f(λv) = (λf)v = λfv

pois λv = λev = (λe)v, e daí f(λv) = f((λe)v) = (f(λe))v = ((λe)f) = (λf)v =

λ(fv).

Reciprocamente, dada uma �multiplicação por escalar” em V por elementos de C[G]

cumprindo as 4 primeiras propriedades anteriores, então, de�nindo para cada s ∈ G a

função ρs de V em V dada por ρs(v) = sv, temos que ρ(s) = ρs é uma representação

linear de G em V .

3.1.2 Álgebras

De�niremos agora o conceito de uma C-álgebra, que será necessário mais adiante e que

também justi�ca a nomenclatura de ”Álgebra de G sobre C” dada a C[G].

De�nição 3.1 Sejam A um espaço vetorial sobre C e ∗ uma operação em A. Dize-

mos que o par (A, ∗) é uma C-álgebra se ∗ satisfaz:

i) a ∗ (b+ c) = a ∗ b+ a ∗ c

ii) (a+ b) ∗ c = a ∗ c+ b ∗ c

iii) λ(a ∗ b) = (λa) ∗ b = a ∗ (λb)

para todos a, b, c ∈ A e λ ∈ C.
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Nesse caso, denotamos a ∗ b apenas por ab e (A, ∗) apenas por A. De�nimos a

dimensão dimA da álgebra A como sendo a dimensão de A como espaço vetorial e

dizemos que β ⊆ A é uma base para a álgebra A se β é base de A com espaço vetorial.

Dizemos ainda que:

i) A é uma álgebra associativa se ∗ é associativa, isto é (ab)c = a(bc) para quaisquer

a, b, c ∈ A.

ii) A é uma álgebra unitária ( ou álgebra com unidade ) se ∗ possui elemento neutro,

isto é, se existe algum vetor u ∈ A tal que ua = au = a para todo a ∈ A. Nesse

caso, dizemos que u é a unidade de A. Em certos casos convém denotar u por

1 = 1A ∈ A.

iii) A é uma álgebra comutativa se ∗ é comutativa, isto é, ab = ba para quaisquer

a, b ∈ A.

Observação 3.5 Sendo β uma base de A, então qualquer aplicação ∗′ : β × β → A

pode ser estendida em uma aplicação ∗ : A×A→ A bilinear, isto é, w ∗ v é linear em

w e em v, ou seja, a ∗ (b + λc) = (a ∗ b) + λ(a ∗ c) e (a + λc) ∗ b = (a ∗ b) + λ(c ∗ b)

para quaisquer a, b, c ∈ A e λ ∈ C. Portanto, basta de�nir as imagens em A das

multiplicações a ∗ b com (a, b) ∈ β × β que existirá, e será única, a multiplicação em A

que satisfaz a de�nição de álgebra e estende a escolha de multiplicação feita em β× β.

Observação 3.6 Sendo K um corpo, podemos de�nir de forma análoga uma K-álgebra

como sendo um espaço vetorial A sobre o corpo K munido de uma aplicação bilinear

∗ : A× A→ A.

Exemplo 12 São exemplos de C-álgebras:

i) (Mn(C), ·) : o espaço vetorial Mn(C) das matrizes quadradas de ordem n com

entradas complexas, munido da multiplicação usual de matrizes, é uma álgebra

associativa e unitária ( porém não comutativa para n ≥ 2 ).

ii) (C[x], ·) > o espaço vetorial C[x] dos polinômios com coe�cientes complexos, mu-

nido da multiplicação usual de polinômios, é uma álgebra associativa, comutativa

e unitária.
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iii) Considere o espaço vetorial C2 munido da multiplicação (x1, y1)(x2, y2) = (x1y2, 0).

Então para u = (x, y), v = (a, b), w = (z, t) ∈ C2 e λ ∈ C, temos:

u(v + w) = (x, y)(a+ z, b+ t) = (xb+ xt, 0) = (xb, 0) + (xt, 0) = uv + uw

(u+ v)w = (xt+ at, 0) = (xt, 0) + (at, 0) = uw + vw

λ(uv) = λ(xb, 0) = ((λx)b, 0) = (λu)v = (x(λb), 0) = u(λv).

Portanto C2 com essa multiplicação é uma álgebra, porém não é comutativa, pois

(1, 1)(1, 0) = (0, 0) e (1, 0)(1, 1) = (1, 0).

Não possui unidade, pois (x, y)(0, 1) = (0, 1) ⇒ (x, 0) = (0, 1), ou seja, 1 = 0, o

que é um absurdo. Portanto não existe nenhum vetor 1C2 ∈ C2 tal que 1C2(0, 1) =

(0, 1). Por �m, esta álgebra não é associativa, pois [(1, 0)(1, 1)](0, 1) = (1, 0) e

(1, 0)[(1, 1)(0, 1)] = (0, 0).

iv) Sendo G um grupo �nito, então C[G] é uma álgebra associativa, unitária, com

dimensão | G |, e caso G seja abeliano, então C[G] é comutativa.

v) Considere o espaço vetorial L = Mn(C). Sendo � · ” o produto usual de matrizes,

de�namos em L a operação A ∗B = A ·B −B · A. Dadas A,B,C ∈ L, temos:

(A+B) ∗ C = (A+B) · C − C · (A+B)

= A · C +B · C − C · A− C ·B

= A · C − C · A+B · C − C ·B

= A ∗ C +B ∗ C.

Note que C ∗D = −D ∗ C para quaisquer C,D ∈ L, e então

C ∗ (A+B) = −(A+B) ∗ C

= −(A ∗ C +B ∗ C)

= −A ∗ C −B ∗ C

= C ∗ A+ C ∗B.

Dado agora λ ∈ C,

λ(A ∗B) = λ(A ·B −B · A) = λA ·B − λB · A = (λA) ·B −B · (λA) = (λA) ∗B.
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Por outro lado,

λ(A ∗B) = λ(−B ∗ A) = −(λ(B ∗ A)) = −((λB) ∗ A) = A ∗ (λB).

Portanto (L, ∗) é uma álgebra, claramente não comutativa. Ademais, também

não é associativa.

vi) Considerando no espaço vetorial Cn a multiplicação (a1, a2, . . . , an)(b1, b2, . . . , bn) =

(a1b1, a2b2, . . . , anbn), então Cn é uma álgebra comutativa com unidade.

De�nição 3.2 Sejam A uma álgebra e B um subespaço vetorial de A. Dizemos que:

i) B é uma subálgebra de A se bc ∈ B para quaisquer b, c ∈ B, ou seja, B é um

subespaço vetorial fechado à multiplicação. Nesse caso, B com as restrições das

operações é uma álgebra.

ii) B é um ideal à esquerda de A se ab ∈ B para quaisquer a ∈ A e b ∈ B, e é

um ideal à direita de A se ba ∈ B para quaisquer a ∈ A e b ∈ B. B é dito um

ideal bilateral de A se é simultaneamente ideal à esquerda e à direta. Em outras

palavras, um ideal B é um subespaço vetorial com a propriedade de absorver

multiplicações quando um dos fatores estiver em B (dependendo do lado). Note

que todo ideal é uma subálgebra.

Exemplo 13 Exemplos e contraexemplos a respeito da de�nição anterior:

i) Em Mn(C), com n ≥ 2, note que B = {Y ∈ Mn(C) | detY = 0} tem a proprie-

dade que, dados X ∈ Mn(C) e Y ∈ B, então XY, Y X ∈ B. Porém B não é um

ideal nem uma subálgebra, pois B não é um subespaço vetorial. Tomando agora

B′ = {Y ∈ Mn(C) | Y é diagonal }, temos que B′ é uma subálgebra, porém não

é um ideal. Já

B′′ = {Y ∈Mn(C) | Y tem apenas possivelmente a primeira coluna não nula }

é um ideal à esquerda de Mn(C).

Mn(C) não possui ideais bilaterais, a não ser o próprio Mn(C) e {0n×n}.
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ii) Fixado n ∈ N, tomando Pn(C) como sendo o conjunto dos polinômios que não

possuem grau superior a n, então Pn(C) é um subespaço vetorial de C[x], po-

rém não é uma subálgebra, pois não é fechado ao produto. Tomando agora

B = {p ∈ C[x] | p(1) 6= 0}, então B é fechado com respeito ao produto, po-

rém não é uma subálgebra, pois não um é subespaço vetorial. Já tomando

B′ = {p ∈ C[x] | p(1) = 0}

temos então que B′ é um ideal bilateral de C[x], e consequentemente uma subál-

gebra.

iii) Seja G um grupo �nito de elemento neutro e. Tomando B = {λe | λ ∈ C} =

spanC{e}, o subespaço gerado por e, temos que B é uma subálgebra de C[G].

Caso G tenha pelo menos 2 elementos, então B não é um ideal.

iv) Considerando a álgebra L = Mn(C) com produto A ∗ B = AB − BA, considere

o subconjunto sln(C) de L formado pelas matrizes com traço zero. Facilmente

vemos que sln(C) é um subespaço vetorial de L, pois Tr(λA + B) = λTr(A) +

Tr(B) e daí, se A,B ∈ sln(C), então λA+B ∈ sln(C).

Ademais, lembrando que Tr(AB) = Tr(BA), então

Tr(A ∗B) = Tr(AB −BA) = Tr(AB)− Tr(BA) = Tr(AB)− Tr(AB) = 0.

Segue que A ∗ B ∈ sln(C) para quaisquer A,B ∈ L, donde temos que sln(C) é

um ideal bilateral da álgebra (L, ∗).

De�nição 3.3 Sejam (A1, ∗1) e (A2, ∗2) álgebras. Dizemos que uma aplicação

ϕ : A1 → A2 é um homomor�smo de álgebras quando ϕ é uma transformação linear

entre os espaços vetoriais A1 e A2 e satisfaz ϕ(a ∗1 b) = ϕ(a) ∗2 ϕ(b) para quaisquer

a, b ∈ A1. Caso ϕ seja bijetora, então dizemos que ϕ é um isomor�smo de álgebras.

Note que se ϕ é bijetora, então ϕ−1 ainda é um isomor�smo de álgebras, pois já

vimos no capítulo anterior que ϕ−1 continua sendo uma transformação linear. Agora

note que dados x, y ∈ A2, existem a, b ∈ A1 tais que x = ϕ(a) e y = ϕ(b), o que

equivale a a = ϕ−1(x) e b = ϕ−1(y). Então

ϕ−1(xy) = ϕ−1(ϕ(a)ϕ(b)) = ϕ−1(ϕ(ab)) = ab = ϕ−1(x)ϕ−1(y).
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Em particular, tomando A = A1 = A2, dizemos que um isomor�smo de álgebras de

A em A é um automor�smo. Claramente o conjunto Aut(A) dos automor�smos de

A como álgebra é subconjunto do conjunto GL(A) dos automor�smos de A somente

como espaço vetorial. Note que se ϕ e ψ são automor�smos de A como álgebra, então

temos para quaisquer a, b ∈ A:

ϕ(ψ(ab)) = ϕ(ψ(a)ψ(b)) = ϕ(ψ(a))ϕ(ψ(b)).

Portanto ϕ◦ψ é também um isomor�smo de álgebras (de modo geral, a composição de

isomor�smos de álgebras ainda é um isomor�smo de álgebras), ou seja, ϕ◦ψ ∈ Aut(A).

Como já observado, se ψ ∈ Aut(A), então ψ−1 ∈ Aut(A), e disso concluímos que

ϕ, ψ ∈ Aut(A)⇒ ϕ ◦ ψ−1 ∈ Aut(A).

Como IdA ∈ Aut(A) 6= ∅, temos que Aut(A) é subgrupo de GL(A), e daí segue que, em

particular, Aut(A) é também um grupo. Assim, podemos olhar para as representações

ρ : G → GL(A) tais que ρ(G) ⊆ Aut(A). Caso isso aconteça, podemos considerar o

homomor�smo de grupos ρ : G→ Aut(A).

De�nição 3.4 Vamos de�nir uma ação de um grupo G em uma álgebra A como sendo

uma ação de G sobre o conjunto A que satisfaça também:

i) s · (λa+ b) = λs · a+ s · b

ii) s · (ab) = (s · a)(s · b)

para quaisquer s ∈ G, a, b ∈ A e λ ∈ C.

Note que dada uma ação · : G×A→ A, de G na álgebra A, de�nimos para cada

s ∈ G a aplicação

ρs : A→ A

a 7→ ρs(a) = s · a

Como ρs(ρs−1(a)) = s · (s−1 · a) = a e ρs−1(ρs(a)) = a, temos que cada aplicação

ρs admite uma inversa e portanto é bijetora. Ademais, como t · (s · a) = (ts) · a
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temos ρtρs = ρts, donde a aplicação ρ : G → GL(A), de�nida por ρ(s) = ρs, é um

homomor�smo de grupos. Ademais, como

ρs(ab) = s · (ab) = (s · a)(s · b) = ρs(a)ρs(b),

temos ρs ∈ Aut(A). Com tudo isso temos que

ρ : G→ Aut(A)

s 7→ ρ(s) = ρs

é um homomor�smo de grupos.

Reciprocamente, dado um homomor�smo ρ : G→ Aut(A), de�nindo s·a := ρs(a),

temos que · : G× A→ A é uma ação de G na álgebra A.

3.1.3 Graduação de uma álgebra por um grupo

Para prosseguirmos com o intuito desse trabalho, vamos de�nir o que é uma graduação

de uma álgebra A por um grupo G, que consiste em decompor a álgebra A em uma

soma direta de subespaços de uma forma compatível com a operação do grupo G.

Observação 3.7 Seja A uma álgebra, para ∅ 6= B,C ⊆ A. De�nimos de forma

intuitiva o conjunto BC = {bc | b ∈ B e c ∈ C}.

De�nição 3.5 Sejam A uma álgebra e G um grupo qualquer. Dizemos que A é

G-graduada se A pode ser escrita como a soma de subespaços A = ⊕
s∈G

A(s) tais que

para quaisquer s, t ∈ G tem-se A(s)A(t) ⊆ A(st). Os subespaços A(s) são chamados de

componentes homogêneas de A, e um elemento não nulo a ∈ A é dito homogêneo (ou

homogêneo de grau s) se a ∈ A(s).

Note que a de�nição não exige que G seja �nito. Note também que da de�nição

temos que qualquer a ∈ A pode ser escrito de forma única como uma soma �nita

a =
∑
s∈G

as, com as ∈ A(s) para todo s ∈ G. A soma ser �nita, mesmo com os

índices das parcelas podendo ser possivelmente in�nitos, quer dizer que apenas uma

quantidade �nita desses as são não nulos, ou seja, estamos completando com zeros as

parcelas referentes aos A(s) que na prática não apareceriam na decomposição de a ∈ A.
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Se B ⊆ A é um subespaço, dizemos que B é um subespaço graduado se B =

⊕
s∈G

(
B ∩ A(s)

)
, em outras palavras, B é graduado se qualquer b =

∑
s∈G

bs ∈ B, com

bs ∈ A(s), então bs ∈ B para todo s ∈ G. De forma similar de�nimos subálgebra

graduada e ideal graduado. Note que se B é uma subálgebra (ou um ideal) graduado,

então por si só B é uma álgebra graduada, bastando tomar B(s) := B ∩ A(s).

Note também que se H é um subgrupo de G é claro que B := ⊕
h∈H

A(h) é uma

subálgebra graduada de A. Em particular, sendo e ∈ G o elemento neutro de G, então,

tomando H = {e}, temos que A(e) é uma subálgebra de A.

Exemplo 14 São exemplos de álgebras graduadas:

i) Qualquer álgebra A pode ser graduada por qualquer grupo G tomando A(e) = A

e A(s) = {0}, para s 6= e. Claramente temos A(s)A(t) ⊆ A(st) para quaisquer

s, t ∈ G.

ii) Considere o grupo (Z,+), Então A = C[x] é uma álgebra Z-graduada. De fato,

para n < 0 tome A(n) = {0}, para n = 0 tome A(0) = spanC{1} = C, e para

n > 0 tome A(n) = spanC{xn}. Daí C[x] = ⊕
n∈Z

A(n), e ademais é conhecido que

A(n)A(m) = A(n+m).

iii) Sendo G um grupo �nito, a álgebra A = C[G] é naturalmente G-graduada. De

fato, tomando para cada s ∈ G o subespaço A(s) = spanC{s} = {λs | λ ∈ C},

temos A = ⊕
s∈G

A(s) e A(s)A(t) = A(st).

iv) Seja G = {e, a, b, c} ' C2 × C2 o grupo de Klein. Então A = M2(C) é uma

álgebra G-graduada. De fato, tomemos (lembrando que para v ∈ V �xo estamos

denotando por spanC{v} = {λv | λ ∈ C} o subespaço gerado por {v}):

A(e) = spanC


 1 0

0 1

 , A(a) = spanC


 1 0

0 −1



A(b) = spanC


 0 1

1 0

 , A(c) = spanC


 0 1

−1 0

 .

Por uma veri�cação direta vemos que A = A(e) ⊕ A(a) ⊕ A(b) ⊕ A(c) e que, para

quaisquer s, t ∈ G, temos A(s)A(t) = A(st).
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Observação 3.8 Sendo Z2 = {0, 1}, com a operação + dada por:

0 + 0 = 0 0 + 1 = 1 + 0 = 1 1 + 1 = 0

então (Z2,+) é um grupo, isomorfo a (C2, ·). Se A é uma álgebra Z2-graduada, então

dizemos que A é uma superálgebra.

3.2 Resultado principal

Antes de prosseguirmos, no caso em que G é um grupo abeliano (comutativo)

�nito, vamos construir sobre o conjunto dos caracteres irredutíveis uma estrutura de

grupo, isomorfa a G. Portanto, a partir daqui G será sempre abeliano.

Se G é um grupo abeliano �nito, digamos que | G |= g, então vimos que a

quantidade de caracteres irredutíveis distintos é igual a g =| G |. Sejam χ1, χ2, ..., χg

os caracteres distintos de G, denotemos Ĝ = {χ1, χ2, · · · , χg}.

Observação 3.9 Lembrando que todas as representações irredutíveis de G têm grau

1, então se ρ é uma representação irredutível de G, em sua forma matricial, temos

que [ρ(s)] é uma matriz 1 × 1. Logo podemos considerar ρ(s) ∈ C∗, ou seja, ρ é um

homomor�smo de G no grupo multiplicativo C∗. Daí, se χ é o caracter (irredutível) de

ρ, temos χ(s) = ρ(s) para s ∈ G.

Note que se ρ1 e ρ2 são representações irredutíveis de G em V1 e em V2, respec-

tivamente, de caracteres χ′ e χ′′, então dimV1 = dimV2 = 1. Daí ρ1 : G → C∗ e

ρ2 : G→ C∗. Considerando a representação ρ = ρ1 ⊗ ρ2 de G em V1 ⊗ V2 (De�nição

2.11), como

dimV1 ⊗ V2 = dimV1 · dimV2 = 1

então ρ é irredutível e seu caracter irredutível χ satisfaz χ(s) = χ′(s)χ′′(s).

De�nindo em Ĝ = {χ1, · · · , χg} a operação (χi, χj) 7→ χiχj = χ, com χ : G→ C∗

de�nido pela expressão χ(s) = χi(s)χj(s), temos então que essa operação está bem

de�nida, pois pelo que foi visto acima temos que, de fato, χ ∈ Ĝ.

χ = χiχj : G→ C∗

s 7→ χ(s) = (χiχj)(s) = χi(s)χj(s).
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Ademais, o caracter da representação trivial ( ρ0(s) = 1 para todo s ∈ G ) é elemento

neutro para essa operação e claramente a operação é associativa e comutativa. Para

veri�carmos que todo caracter é inversível, veja que dada uma representação ρ : G →

C∗, de�nindo a aplicação ρ′ : G→ C∗ por ρ′(s) = (ρ(s))−1, então dados s, t ∈ G temos:

ρ′(st) = ρ(st)−1 = (ρ(s)ρ(t))−1 = ρ(s)−1ρ(t)−1 = ρ′(s)ρ(t)′.

Portanto ρ′ é uma representação linear de G e seu caracter (que coincide com ρ′) é o

inverso do caracter de ρ na operação em Ĝ. Logo, temos que Ĝ = {χ1, · · · , χg} é um

grupo abeliano.

De�nição 3.6 Seja G um grupo abeliano �nito. Chamamos o grupo Ĝ = {χ1, . . . , χg}

de grupo dual de G.

Mostremos que G e Ĝ são grupos isomorfos. Inicialmente, consideremos que G

é cíclico. Lembrando que, pelo item i) da Proposição 1.20, temos que G é de fato

abeliano.

Lema 3.1 Se G é cíclico e �nito, então G e Ĝ são isomorfos.

Prova. Como G é �nito e | Ĝ |=| G |, pelo item iii) da Proposição 1.20, para que

G ' Ĝ é necessário e su�ciente que Ĝ seja cíclico.

Seja g =| G | e γ um gerador de G. Cada elemento s ∈ G pode ser identi�cado

de forma única como s = γm, com 0 ≤ m < g. Tomando ω = e
2π
g
i ∈ C, de�namos a

aplicação:

χ : G→ C∗

γm 7→ χ(γm) = ωm

Temos então χ ∈ Ĝ. Dado ψ ∈ Ĝ arbitrário, tomando s ∈ G, pelo Corolário 1.19,

temos sg = e, onde e é o elemento neutro de G, e daí

ψ(s)g = ψ(sg) = ψ(e) = 1

donde ψ(s) pertence ao grupo multiplicativo Cg = {z ∈ C∗ | zg = 1}, que é gerado por

ω. Desta forma segue que existe k tal que ψ(γ) = ωk, e daí

ψ(γm) = ψ(γ)m = (ωk)m = (ωm)k = χ(γm)k
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ou seja, ψ = χk. Portanto Ĝ é cíclico gerado por χ.

Lema 3.2 Se H1 e H2 são grupos abelianos �nitos, há um isomor�smo

Ĥ1 ×H2 ' Ĥ1 × Ĥ2.

Prova. Sejam χ um caracter de H1 × H2, e1 elemento neutro de H1 e e2 elemento

neutro de H2. Identi�quemos os subgrupos H1 × {e2} e {e1} × H2 como H1 e H2,

respectivamente. Sejam χ1 e χ2 as restrições de χ a H1 e H2, respectivamente, isto é,

χ1(s) = χ(s, e2) χ2(t) = χ(e1, t) ∀s ∈ H1, t ∈ H2.

Deste modo temos que χ1 e χ2 são caracteres e

χ(s, t) = χ((s, e2)(e1, t)) = χ(s, e2)χ(e1, t) = χ1(s)χ2(t).

Consideremos então a aplicação:

ϕ : Ĥ1 ×H2 → Ĥ1 × Ĥ2

χ 7→ ϕ(χ) = (χ1, χ2)

Claramente

ϕ(χ) = ϕ(χ′)⇒ χ = χ′

donde segue que ϕ é injetiva e consequentemente bijetora, pois Ĥ1 ×H2 e Ĥ1 × Ĥ2

tem a mesma quantidade de elementos. Dados χ, χ′ ∈ Ĥ1 ×H2, temos χ1χ
′
1 ∈ Ĥ1 e

χ2χ
′
2 ∈ Ĥ2. Ademais

(χχ′)(s, t) := χ(s, t)χ′(s, t) = χ1(s)χ2(t)χ
′
1(s)χ

′
2(t) = (χ1(s)χ

′
1(s))(χ2(t)χ

′
2(t))

donde segue da de�nição de ϕ que (χχ′)1 = χ1χ
′
1 e (χχ′)2 = χ2χ

′
2. Portanto

ϕ(χχ′) = ϕ(χ)ϕ(χ′)

concluindo que ϕ é um homomor�smo bijetor.

Para uma quantidade k ∈ N qualquer ainda temos Ĥ ' Ĥ1 × Ĥ2 × · · · Ĥk, onde

H = H1 × H2 × · · · × Hk. Basta tomar χj como sendo a restrição de χ ∈ H à Hj e

de�nir ϕ(χ) = (χ1, χ2, . . . , χk).
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Proposição 3.7 Seja G um grupo abeliano �nito. Então G ' Ĝ.

Prova. Pela Proposição 1.21, existem H1, H2, . . . , Hk grupos cíclicos tais que

G ' H1 ×H2 × · · · ×Hk.

Como os Hj, j = 1, 2, . . . , k, são abelianos e �nitos, aplicando o Lema 3.2 temos:

Ĝ ' Ĥ1 × Ĥ2 × · · · Ĥk.

Aplicando agora o Lema 3.1 nos Hj, já que são cíclicos e �nitos, temos Ĥj ' Hj.

Portanto pela Proposição 1.15, temos:

Ĥ1 × Ĥ2 × · · · Ĥk ' H1 ×H2 × · · ·Hk.

Finalmente concluímos que

Ĝ ' Ĥ1 × Ĥ2 × · · · Ĥk ' H1 ×H2 × · · ·Hk ' G

como queríamos provar.

Tomemos agora por hipótese global que A é uma C-álgebra associativa e que G

é um subgrupo abeliano �nito de Aut(A), digamos que | G |= g. Para s ∈ G e a ∈ A,

denotemos as := s(a). Estenderemos de forma natural para f =
∑
s∈G

zss ∈ C[G] como

af :=
∑
s∈G

zss(a) =
∑
s∈G

zsa
s ∈ A.

De�namos então em A uma multiplicação por escalar, onde os escalares são ele-

mentos de C[G], da forma f · a = af , a ∈ A, f ∈ C[G], como na Observação 3.4.

Denotemos por 1 a unidade de C[G], que corresponde justamente à função iden-

tidade de A. Pondo os itens da Observação 3.4 em nossa notação, para a, b ∈ A e

f, f ′ ∈ C[G] temos :

i) (a+ b)f = af + bf

ii) af+f
′
= af + af

′

iii) (af )f
′
= af

′f
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iv) a1 = a

v) a0 = 0 e 0f = 0

vi) (λa)f = aλf = λaf .

Ademais, como G ⊆ Aut(A), temos s(ab) = s(a)s(b) para todos a, b ∈ A,s ∈ G, isto é,

(ab)s = asbs para s ∈ G.

Sejam χ1, χ2, . . . , χg os caracteres irredutíveis de G. De�namos em C[G] os ele-

mentos:

f1 =
1

g

∑
t∈G

χ1(t
−1)t, f2 =

1

g

∑
t∈G

χ2(t
−1)t, · · · , fg =

1

g

∑
t∈G

χg(t
−1)t.

Como G ⊆ Aut(A), então cada s ∈ G ainda é uma transformação linear do espaço

vetorial A, daí temos que cada fi é uma transformação linear do espaço vetorial A.

Dado s ∈ G, �xemos i com 1 ≤ i ≤ g. Lembrando que cada χi é um homomor-

�smo visto que G é abeliano, temos em C[G] :

sfi = s

(
1

g

∑
t∈G

χi(t
−1)t

)

=
1

g

∑
t∈G

χi(t
−1)st

=
1

g

∑
t∈G

χi(t
−1s−1s)st

=
1

g

∑
t∈G

χi(t
−1s−1)χi(s)st

= χi(s)

(
1

g

∑
t∈G

χi((st)
−1)st

)

= χi(s)

(
1

g

∑
u∈G

χi(u
−1)u

)
= χi(s)fi.

Portanto, para qualquer s ∈ G, temos sfi = fis = χi(s)fi. Tomando então fi e fj
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temos

fjfi =

(∑
s∈G

χj(s
−1)s

)
fi

=
∑
s∈G

χj(s
−1)(sfi)

=
∑
s∈G

χj(s
−1)χi(s)fi

=

(∑
s∈G

χj(s
−1)χi(s)

)
fi

=< χj, χi > fi

= δijfi

onde δij é o delta de Kronecker, ou seja, f 2
i = fi e fjfi = 0 para i 6= j. Podemos então

deduzir que {f1, f2 . . . , fg} é L.I. De fato, suponha que λ1, λ2, . . . , λg ∈ C são tais que

λ1f1 + λ2f2 + · · ·+ λgfg = 0.

Fixando i e multiplicando por fi ambos os lados da igualdade, teremos λifi = 0. Daí

λi = 0 e portando {f1, f2 . . . , fg} é L.I.

Ademais, sendo rG o caracter da representação regular de G, pela Proposição

2.26 temos que rG(1) = g e rG(s) = 0 para s 6= 1, onde 1 ∈ G ⊆ C[G] é o elemento

neutro. Ademais, rG = χ1 + χ2 + · · · + χg, já que todos os χi são representações de

grau ni = 1. Temos

f1 + f2 + · · ·+ fg =

(
1

g

∑
t∈G

χ1(t
−1)t

)
+

(
1

g

∑
t∈G

χ2(t
−1)t

)
+ · · ·+

(
1

g

∑
t∈G

χg(t
−1)t

)

=
1

g

∑
t∈G

(χ1(t
−1) + χ2(t

−1) + · · ·+ χg(t
−1))t

=
1

g

∑
t∈G

rG(t−1)t

=
1

g
rG(1)1

= 1.

Concluímos então que f1, . . . , fg são projeções. Portanto há uma decomposição em

soma direta do espaço vetorial A associada a essas aplicações.
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Para cada i de�namos:

A(χi) = {a ∈ A | as = χi(s)a ∀s ∈ G}.

Primeiramente, note que 0 ∈ A(χi) 6= ∅. Tomando a, b ∈ A(χi) e λ ∈ C, e sendo s ∈ G

arbitrário, temos

(λa+ b)s = (λa)s + bs = λas + bs = λχi(s)a+ χi(s)b = χi(s)(λa+ b)

donde λa + b ∈ A(χi). Temos então que A(χi) é um subespaço de A. Ademais, dado

a ∈ A qualquer, então afi ∈ A(χi), pois tomando s ∈ G arbitrário, temos

(afi)s = asfi = aχi(s)fi = χi(s)a
fi

donde, de fato, temos afi ∈ A(χi) para todo a ∈ A. Logo, a imagem da projeção fi está

contida em A(χi). Tomemos agora b ∈ A(χi). Pela de�nição de A(χi) temos bt = χi(t)b

para todo t ∈ G, e daí

bfi = b
1
g

∑
χi(t

−1)t

=
1

g

(∑
t∈G

bχi(t
−1)t

)

=
1

g

(∑
t∈G

χi(t
−1)bt

)

=
1

g

(∑
t∈G

χi(t
−1)χi(t)b

)

=
1

g

(∑
t∈G

χi(t
−1t)

)
b

=
1

g
gb

= b.

Portanto b = bfi está na imagem de fi, concluindo que A(χi) é a imagem da projeção

fi, ou seja,

A =

g⊕
i=1

A(χi) =
⊕
χ∈Ĝ

A(χ).

Mostremos que essa decomposição é uma Ĝ-graduação. De fato, dados a ∈ A(χ) e

b ∈ A(ψ), então as = χ(s)a e bs = ψ(s)b para todo s ∈ G. Daí

(ab)s = asbs = (χ(s)a)(ψ(s)b) = (χ(s)ψ(s))(ab) = [(χψ)(s)](ab)
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donde ab ∈ A(χψ), ou seja,

A(χ)A(ψ) ⊆ A(χψ) ∀χ, ψ ∈ Ĝ.

Portanto, com a ação natural de G em A dada por s · a = s(a), temos uma

Ĝ-graduação em A. Como Ĝ ' G, podemos considerar uma G-graduação.

Para um caso mais geral, seja G um grupo abeliano �nito qualquer agindo sobre a

álgebra A. Como para cada s ∈ G temos que a aplicação a 7→ s · a de�ne um automor-

�smo da álgebra A, podemos considerar que cada elemento de G é um automor�smo da

álgebra A, relacionando s a a 7→ s · a. Dessa forma, podemos considerar G ⊆ Aut(A)

e, de forma mais geral, para qualquer grupo abeliano �nto G agindo sobre a álgebra

A, temos uma graduação de A por Ĝ e consequentemente por G.

Por exemplo, caso G = {1, ϕ} ' C2 (grupo cíclico de ordem 2), temos 2 caracteres

irredutíveis, a saber, o caracter χ0 da representação trivial e o caracter da representação

sinal, o que satisfaz χ1(1) = 1 e χ1(ϕ) = −1. Temos então

A0 := A(χ0) = {a ∈ A | ϕ(a) = a}, A1 := A(χ1) = {a ∈ A | ϕ(a) = −a}.

Então temos que A = A0 ⊕ A1 é uma graduação para A. Com essa graduação temos

que A é uma superálgebra.

Tomemos agora A =
⊕
s∈G

A(s) uma G-graduação para A. Então, para cada a ∈ A,

existem únicos as ∈ A tais que a =
∑
s∈G

as. Vamos de�nir uma ação de Ĝ em A pondo

χ · a :=
∑
s∈G

χ(s)as.

Isso determina de fato uma ação, pois dados a =
∑
as, b =

∑
bs ∈ A, λ ∈ C, χ, ψ ∈ Ĝ

e χ0 ∈ Ĝ o caracter trivial, temos:

χ0 · a =
∑
s∈G

χ0(s)as =
∑
s∈G

as = a.

Como ψ · a =
∑
s∈G

ψ(s)as , note que ψ(s)as ∈ A(s), e portanto ψ(s)as é a componente

de ψ · a referente a A(s). Logo

χ · (ψ · a) = χ ·

(∑
s∈G

ψ(s)as

)
=
∑
s∈G

χ(s)ψ(s)as = (χψ) · a.
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Como λas + bs é a componente de λa+ b referente a A(s), temos:

χ · (λa+ b) =
∑
s∈G

χ(s)(λas + bs) = λ
∑
s∈G

χ(s)as +
∑
s∈G

χ(s)bs = λχ · as + χ · b.

Ademais, para a =
∑
as e b =

∑
bt, como asbt ∈ A(st), temos χ · (asbt) = χ(st)asbt.

Também temos que χ é um homomor�smo, ou seja, χ(st)asbt = (χ(s)as)(χ(s)bt), donde

temos

χ · (asbt) = (χ(s)as)(χt(s)bt).

Portanto, usando a já provada linearidade de � · �, temos

χ · (ab) = χ ·

((∑
s∈G

as

)(∑
t∈G

bt

))

= χ ·

(∑
s∈G

∑
t∈G

asbt

)
=
∑
s∈G

∑
t∈G

χ · (asbt)

=
∑
s∈G

∑
t∈G

(χ(s)as)(χt(s)bt)

=

(∑
s∈G

χ(s)as

)(∑
t∈G

χ(t)bt

)
= (χ · a)(χ · b)

concluindo que χ · a =
∑
χ(s)as é de fato uma ação de Ĝ na álgebra A. Como Ĝ é

isomorfo G, podemos considerar que isso é uma ação de G sobre A.

Tendo em vista essa reciprocidade, estamos prontos para anunciar o resultado

Teorema 3.8 Sejam G um grupo abeliano �nito e A uma C-álgebra. Então, qual-

quer G-graduação da álgebra A de�ne uma Ĝ-ação na álgebra A por automor�smos

e vice-versa. Nessa situação, um subespaço V ⊆ A é um subespaço graduado de A

se, e somente se, V é invariante pela Ĝ-ação. Um elemento a ∈ A é homogêneo na

graduação se, e somente se, é autovetor para qualquer χ ∈ Ĝ.

Prova. Nos resta apenas mostrar a segunda a�rmação e a terceira a�rmação. Para a

Ĝ-ação de�nida anteriormente, se V =
⊕
s∈G

V (s) é um subespaço graduado de A, então

χ · V (s) ⊆ V (s) para todo χ ∈ Ĝ e s ∈ G.
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Suponha agora que V é um subespaço de A invariante pela Ĝ-ação. Se V não é

um subespaço graduado, então existe v = vs1+vs2+· · ·+vsk ∈ V , com s1, s2, . . . , sk ∈ G

distintos, onde vs1 , vs2 , . . . , vsk /∈ V . Tomando χ ∈ Ĝ tal que χ(s1) = λ e χ(s2) = µ,

com λ 6= µ (a prova da existência desse caracter pode ser encontrada em [2], página 7,

Corollary 3.4), então

u = λv − χ · v = (λ− µ)vs2 + · · · ∈ V.

Aplicando o mesmo procedimento a u, e assim por diante,Com o procedimento, chega-

mos a um múltiplo escalar não nulo de algum vsj que pertence a V, e daí vsj pertence a

V , uma contradição. Esta contradição mostra que qualquer subespaço de A invariante

pela Ĝ-ação é graduado. Em particular, se dimV = 1, temos a propriedade mencionada

sobre os elementos homogêneos e os Ĝ-autovetores.
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