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Resumo

Uma representacao linear de um grupo G (finito) em um espago vetorial V' (de
dimensdo finita) sobre o corpo dos nimeros complexos, ¢ um homomorfismo de grupos
p onde o dominio é o grupo G e o contradominio ¢ o grupo de automorfismos de V.
Tais homomorfismos nos permitem estudar propriedades de GG, uma vez que a teoria
dos operadores lineares ¢ rica em resultados. Isto pode ser visto, por exemplo, na
utilizagdo da Teoria de Representacoes de Grupos (finitos) para demonstrar o Teorema

p%q® de Burnside.

Para cada representacao p definimos uma aplicacao x que associa ao elemento s
do grupo o traco x(s) da transformagao p, obtida quando avaliamos o elemento s € G
pela representacao p. Tal aplicagao é chamada de caracter da representacao, que,
a principio, parece nao nos fornecer muita informacao sobre a representacao, mas a

determina de forma tnica, a menos de isomorfismo.

Neste trabalho apresentamos um estudo sobre representacoes lineares de grupos
finitos tendo como foco seu caracter. Nosso objetivo é mostrar a equivaléncia entre
uma acao de G e uma G-graduagdo em uma algebra associativa A, no caso em que G

¢ um grupo abeliano finito, utilizando a representagao de grupos como ferramenta.
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Abstract

A linear representation of a group G in a finite dimensional vector space V', over
the field of the complex numbers, is a group homomorphism p where the group G is the
domain, and the group of automorphisms of V' is the codomain. These homomorphisms
allow us to study properties of the group G since the theory of linear operators is rich
in results. This is seen, for example, in the proof of Burnside’s p®¢’-Theorem using the

Theory of Representations of (finite) Groups.

For each representation p we define a function x that associates to the element s
of the group G the trace x(s) of the linear transformation p, that is obtained when we
evaluate the element s of G by representation p. This function is called character of
the representation. At first it does not seem to provide a lot of information about the

representation, however it determines the representation uniquely up to isomorphism.

In this work we prove the basic results about linear representations of (finite)
groups, focusing on its character. Our goal is to prove the duality between the action
of G by automorphisms and a GG-grading on an associative algebra A, when G is a finite

abelian group, using results on representations of groups as a tool.
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Introducao

Uma representagao linear de um grupo finito em um espaco vetorial equivale a
uma acao do grupo no espaco vetorial. A teoria de representacoes lineares de grupos
finitos e dos caracteres das representacoes teve inicio em 1986, com G. Frobenius, tal
estudo tem grande aplicabilidade na Pl-teoria, que é a subarea da Teoria de Aneis que
estuda as PI-algebras, principalmente quando se trata de identidades graduadas. Este
trabalho esta dividido em 3 capitulos. No primeiro capitulo apresentamos o conceito de
grupos, juntamente com exemplos. Fixamos notagoes, expomos definicoes e resultados
basicos sobre a teoria de grupos, como por exemplo: subgrupos, Teorema de Lagrange,

grupos ciclicos, homomorfismos, acoes e produto direto de grupos.

No capitulo 2 definimos e desenvolvemos a teoria de representacoes lineares de
grupos finitos, e dos caracteres relacionados a essas representacoes. Ainda no capitulo
2 mostramos o importante resultado chamado Lema de Schur, e seus corolarios, tais
como a equivaléncia: representacOes sao isomorfas se, e somente se, tém o mesmo

caracter.

No capitulo 3 apresentamos os conceitos de algebra de grupo, algebras, gradu-
acoes de algebras por um grupo, acoes de um grupo em uma algebra e grupo dual.
Terminando com o resultado principal, que consiste em mostrar a equivaléncia entre a
acao de um grupo G em uma algebra A e uma G-graduacao de A, no caso em que G

¢ um grupo abeliano finito.



Capitulo 1

Nocoes preliminares

Neste trabalho é presumido que o leitor tenha conhecimento das defini¢oes iniciais
de Algebra Linear tais como: combinacio linear, vetores L.I. e L.D., base, dimenséo,
subespaco, transformacoes lineares e matrizes, etc. Embora tais conhecimentos, possi-
velmente, sejam sobre espacos vetoriais sobre o corpo dos niimeros reais, os conceitos
aqui trabalhados sdo 0os mesmos sobre o corpo dos nimeros complexos (ou sobre qual-
quer outro corpo), que sera o corpo base que usaremos. De toda forma, ainda assim,
serdo apresentadas definicoes e resultados sobre espagos vetoriais e transformacoes li-
neares que serao usados. Abordaremos neste capitulo inicial nocbes bésicas sobre a
Teoria de Grupos que serao necessarias no decorrer dos proximos capitulos do traba-
lho. Para um leitor que deseja um aprofundamento no assunto de Teoria de Grupos

indicamos as referéncias [1], [3] e [4].

1.1 Grupos e subgrupos

Comecamos com as defini¢des de grupos e subgrupos e com os resultados bésicos.
Apresentaremos também exemplos para ilustrar tais conceitos que serao utilizados

adiante.



1.1.1 Grupos

Definicao 1.1 Sendo G um conjunto ndao vazio e “x” uma operacao bindria em G,
dizemos que o par (G,*) é um grupo se:

i) * € associativa, ou seja: (a*b)*xc=ax* (bx*c), Ya,b,c € G,

i1) * tem elemento neutro, ou seja: Je € G; xxe=exx =x,Vx € G,

iii) todo elemento de G € inversivel com respeito a *, ou seja: Vr € G,y € G}

TxY=Yxxr=e€.

Observagao 1.1  Sejam ey e ey elementos neutros de (G, %), pela definicao temos
e = e1 % g = eg, logo o elemento neutro de (G,*) € unico, e o denotaremos por “e”.
Para cada x em G, o inverso de x € tunico, de fato, tomemos x’ e x”7 em G tais que

rxx' =1'xx=cexxx’ =a" xx =e. Temos entio:

rxx” =e=>2'x(xx2”)=0"xe= (xx)x2" =2 > exax” =2 =17 =1

Assim denotaremos por x=1 o (1nico) inverso de x. Além do mais, para n € Z

definimos:
Txxr*k---xx, sen >0
—
n vezes
" =
e, sen=>0

(x71)™ sen < 0.

Por simplicidade denotaremos (G, %) apenas por “G”, onde a operagao fica suben-
tendida quando nao houver risco de confusdo, e ab := a x b. Em alguns casos usamos
notacao aditiva a + b := a x b quando a operacao *x for comutativa; além do mais,
quando a operagao * for comutativa, diremos que G' ¢ um grupo abeliano. Definimos
a ordem do grupo G como sendo a ordem do conjunto G (quantidade de elementos do

conjunto (), denotamos a ordem do grupo G por | G |.

Proposicao 1.2  Seja G um grupo com elemento neutro “e”. Para quaisquer m en

mteiros e a,aq,as,...,a, € G temos:



ZZ) <a1a2 L a,k,_la/k,)il = alzlalzfll Ce a2_1a1_1

Prova.

i) O elemento y = (a™')™! € G ¢, por defini¢ao, o elemento que satisfaz

dai

yat=e= (ya Na=ca=ylata)=a=y=a.

i1) Provemos por indugdo em k. Para k = 2, fazendo uma verificagdo direta temos:
—1_—1 —1y, —1 ~1 -1
(a1az2)(ag a; ) = ar(azay )ay = ajea; = aa; =e
-1 -1 1/, -1 —1 -1
(ay a7 )(a1a2) = ay (] a1)as = ay eas = ay ag =€

portanto (ajaz)™! = ayta;’.
Supondo verdade para algum k > 2, temos por hipotese:

1 1

11 1 1
(a1ag - ag—1ar)™ = a Qg -Gy aj

Dai, tendo em vista que a sentenca ¢ verdadeira para dois elementos temos:

(a1a2 cee Gk—lakak+1)_1 = ((a1a2 cee ak—lak)ak+1)_1
=y (aas - ap_qap) ™
= aph (e ta ) - aytar?)

-1 1 -1

_ - ~1
= QA Q_q Qg

-1
a/l .

Validando assim a sentenca para k 4+ 1 e completando a inducao.
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i17) Para n = 0 o resultado ¢ imediato: (a°)™'=e ' =e=(a7')? =0a™".

Para n > 0 temos:

(an)_l = (ga-- -a)_l 1) (a—l .. .a—la—l) — (a—l)n‘

n VEZES

Como n > 0, entao —n < 0 e dai
a "= (a—l)—(—n) _ (a—l)n

logo (a™)™! = (a™')" = a™" para n > 0.
Para n < 0, temos —n > 0 e dai, como visto acima, temos (b™")~! = b=(-™ para

qualquer b € G. Lembrando que a” := (a~!)™™ temos:

(@) = (@)™ = (@) = @)

Por fim (¢ 1)" := (¢ ") Y(a™ )t (ah) 7! 2aa-a=am

[

~
—n VEZeSs

iv) Inicialmente vamos mostrar que a'*™ = aa™ para todo inteiro m. Se m > 0

segue da definicio que aa™ = a'™™. Caso m < 0 entdo
aa™ = a(a—l)—m — a(a—l)—m—l—f—l — a(a—l(a—l)—m—l) — (aa—l)(a—l)(—m—l) — al-l—m.
Ou seja, aa™ = a'*™ para todo m € Z.

Faremos agora indugao em n para provar o item no caso n > 0. Para n = 0

temos a’t™ = a™ e a’a™ = ea™ = a™.

k

Suponha que para algum natural & > 0 valha a*™™ = a*a™ para todo m € Z.

Entao:

a(k—l—l)—l—m _ ak—l—(l—l—m) _ akal—l-m _ akaam _

ak‘—&-lam.
Portanto a"t™ = a"a™ sempre que n > 0.

Caso n < 0, entao —n > 0 e dai

an+m _ (a—l)—n—m _ (a—l)—n(a—l)—m — anam'

v) Vamos mostrar por indugdo em n que para qualquer inteiro m a igualdade vale
sempre que n > 0. Para n = 0,1 é imediato. Supondo que para algum natural

k > 1 temos (a™)* = a™* para todo m € Z, entao

(am>k+1 “’:) (am>k(am)1 _ amkam _ amk—l—m _ am(k—l—l)
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donde segue que (a™)" = a™" sempre que n > 0.

Caso n < 0, entao —n > 0 e dai

Observacao 1.2 As igualdades da proposicao anterior em notacao aditiva sao escritas

do sequinte modo:

i) —(—a)=a

i) —(a+0b) = (=b) + (=a)
iti) —(na) = n(—a) = (—n)a
iv) (n+m)a = na+ ma

v) n(ma) = (nm)a.

Para a familiarizacao com a estrutura de um grupo, segue uma lista de exemplos.

A medida que o trabalho for se desenvolvendo novos exemplos serdo apresentados.

Exemplo 1 Sao exemplos de grupo:

i) (Z,+) : o conjunto dos nimeros inteiros com a soma usual de inteiros forma um
grupo abeliano onde o elemento neutro é o zero. Chamamos esse grupo de grupo

aditivo dos inteiros.

Note que 7 com a multiplicacao usual nao forma um grupo, pois o elemento 2,
em particular, nao € inversivel, visto que o elemento neutro é o 1 e nao existe

um elemento m € Z tal que m -2 = 1. Portanto (Z,-) nao é um grupo.

Munindo Z com a operacao axb=a+ b+ 1, temos:
(axb)xc=(a+b+1)xc=a+b+1+c+1l=a+b+c+2

ax(bxc)=ax(b+c+1l)=a+b+c+1l+1=a+b+c+2
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para quaisquer a,b, c € Z, ou seja, * € associativa. Ademais ax(—1) = (—=1)*a =
a, logo —1 € elemento neutro e ax(—a—2) = —1, como x € comutativa a’ = —a—2
¢ o inverso de a em (Z,x). Concluimos que (Z,%) é um grupo (abeliano) com

elemento neutro —1.

Esse exemplo ilustra a importincia da operagao. Sobre um mesmo conjunto po-

demos formar mais de um grupo.

(C*,) : o conjunto dos nimeros complezos nao nulos com a multiplicagdo usual

de niimeros complexos forma uwm grupo abeliano com o 1 como elemento neutro.

(Chn, ") : Fizado um inteiro positivo n, esse grupo consiste dos nimeros complexos
que satisfazem a equacao 2z = 1, munido da multiplicacao usual de nimeros
complezos. Note que 1 € C,, # 0. Ademais dados a,b € C,,, entao a" =1 =",
dai (ab)” = a™" = 1-1 = 1. Logo ab € C,, concluindo que a multiplicacio
¢ uma operacao bindria em C,, claramente associativa e de elemento neutro 1.
Ademais se a € C,, entdo o niimero complero a™' satisfaz (a™)" = ain = % =1,
logo a=! € C,,, donde seque que % € 0 tnverso de a em C,, e portanto C,, € de fato

um grupo.

Para obtermos um melhor entendimento do conjunto C, veja que o polindmio

p(z) = a™—1 tem no mdzimo n raizes distintas em C, donde seque que | C,, |< n.

Ademais tomando o nimero w = e'n = cos(2) +isen(2), onde i* = —1, temos:
. , 2k 2k
wh = (eni)F = el = cos(—ﬂ) +i- sen(—ﬂ).
n n

Donde seque que w™ =1 e portanto w € C,,. Também € possivel ver que as potén-

n—2 n

cias 1, w,w?, ..., w" 2, w" ! sdo distintas, logo {1, w,...,w" '} é um subconjunto

de C,, com n elementos. Portanto

Cp={zeC|2"=1}={lLw,..., 0"} ={" | k=0,1,2,...,n— 1}.

Para n = 2 sabemos que z* = 1 tem solugdes 1 e —1, logo Cy = {1, —1}.

Para n = 3 temos w = e3 = cos(¥) +i-sen(¥F) = -1+ %g, logo
I

Para n =4 temos Cy = {1,—1,14, —i}.
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Observe que para cada z € C,, temos | z |= 1 e ndo é dificil ver que
{zeC%|z|=1}
também € um grupo com a multiplicacao de C.

(Myxm(R),+) 1 0 conjunto M,x.,(R), das matrizes com n linhas e m colunas
com coeficientes reais, munido com a operacao de soma usual de matrizes, €
um grupo. Da mesma forma, o conjunto M,.,,(C) das matrizes com entradas
sobre 0s numeros complexos também é um grupo, munido com a soma usual de

matrizes.

Quando m = n, representamos M, (X) := M, (X), onde X € {R,C}.

(Gl,(R),-) : o conjunto Gl,(R) = {A € M,(R) | detA # 0}, munido da mul-
tiplicagao usual de matrizes (que é associativa) é um grupo. De fato, note que
I, € GI,(R) # 0, onde I, é a matriz identidade de ordem n. Ademais sabe-
mos que det(AB) = det(A)det(B) e portanto temos det(AB) # 0 sempre que
A, B € GI,(R). Como detA # 0 existe A~ € M,(R) tal que AP A= AA™ =1,
e detA™t = (detA)™' # 0, donde A™' € GL,,(R) € o elemento simétrico para A
em Gl,(R). Portanto Gl,(R) é um grupo.

Analogamente o conjunto GI,,(C) também forma um grupo com a multiplica¢io

de matrizes.

Veja que, com a soma usual de matrizes, Gl,,(R) e Gl,,(C) nao sao grupos, pois

nao sao fechados para a operacao.

(SI,(R),-) : considere o conjunto SI,(R) = {A € GI,(R) | detA = 1}. Tal
conjunto, munido da multiplicagdo usual de matrizes, € um grupo (ndo abeliano
para n > 2 ) com elemento neutro I,, pois note que dados A, B € Sl,,(R) temos
det(AB) = det(A)det(B) = 1-1 =1, logo AB € Sl,(R), concluindo que Si,,(R)
¢ fechado & operagao. Além do mais, como det(A) # 0, entdo A € inversivel e
det(A™1) = det(A)™' = 171 = 1, donde temos A™' € SI,(R), concluindo que
Sl (R) € um grupo. Tal grupo é chamado de Grupo Especial Linear.

Igualmente Sl,,(C) também é um grupo com a multiplicacdo de matrizes.
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(V,+) : Sendo V' um espaco vetorial real, entdo V' com sua soma de vetores forma

um grupo abeliano onde o elemento neutro € o vetor nulo.

Grupos Diedrais Ds e D,,: Considere um triangulo equildtero T no plano R?, com
centro na origem e vértices vy, vy e vs respectivamente em sentido anti-hordrio.
Note que algumas rotacoes do plano preservam o tridngulo. Para ser mais exato,
temos 3 rotacgoes que preservam T'. Ademais também temos 3 reflexoes do plano,
S1, 59 € S5, determinadas pelas retas que contém a origem e cada um dos vértices,
que preservam o tridngulo. Tomemos D3 como sendo o conjunto dessas rotagoes
e reflexdes que preservam o tridngulo (6 ao total). Denotaremos a func¢ao que
rotaciona o plano em 0 radianos em sentido anti-hordrio por Ry. Sendo S; a
reflexao determinada pela reta que passa pelo vértice v; e pela origem, 1 = 1,2, 3,
temos:

D3 = {RO,R%T7R%"751’S2’S3}'

Note que fazer quaisquer dois desses movimentos sequidos nao altera T. Na
verdade D3 € fechado com respeito a composicao de funcoes. A composicao de
funcées é associativa. A rotacdo Ry, que € a funcao identidade em R2, € o
elemento neutro para esta operacao e todo elemento tem um inverso. FEntao

(D3, 0) € um grupo de elemento neutro Ry.

Na verdade, a tabela da operagao composicao em D3 €

O RO R%T R%r Sl SQ 53
Ro R() RQTW R%r Sl SQ Sg
Rox | Rox | Rax | Ry | S5 | S1 | 52
3 3 3
R4l R4j Ro Rzir SQ Sd 51
3 3 3
Sl S] SQ Sg R(] RZ;‘ R4§r
Sy | Sy | Sz | 51 | Rax | Ry | Ran
53 Sd Sl SQ RQPZ— R4§r RO

Generalizando, temos

D, = {Ry, Rz, Rix, R, ..., Rin-v2r, 51,55, S5, ...,S,}
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sendo o grupo das rotacgoes e reflexoes do plano que preservam um poligono reqular

de n lados com centro na origem. Ele contém n rotacoes Riex, k=0,1,...,n—1,
o

e n reflevoes S;, 7 = 1,2,...,n. Cada reflexao é em relagao a reta determinada

pela origem e por um dos seus vértices. Portanto | D, |= 2n. D,, munido com

a composicao de funcoes € um grupo de elemento neutro Ry.

Sendo S uma reflexdo fiza ¢ R uma rotacdo qualquer, entdo

3

(Rz2:)™ = Ry, 52 =Ry, SRxuS=

—
=
(V]
3

SN—

L

3|

R = (Res

¥ para algum k € 7.

3|

Cada elemento de D,, pode ser escrito de forma tinica como (Rzx)¥, 0 < k <n—1,
se for uma rotagdo, ou na forma So (Rx=)*, 0 <k <n—1, se for uma reflezdo.
Observe que a partir da relagio SRzxS = (Rzx )™ obtemos S(Rzx )*S = (Rzx )",

1.1.2 Subgrupos

Definicao 1.3 Sendo G um grupo e H um subconjunto nao vazio de G, se H for
fechado em relacdao a operacao de G e se sempre que v € H tivermos que x™' € H,

entao diremos que H € subgrupo de G.

A préxima proposicao nos da caracterizacoes para um subgrupo.
Proposicao 1.4 Sendo G um grupo, supondo que ) # H C G, sdo equivalentes:

i) H € subgrupo de G.
ii) vyt € H Vx,y € H.
iii) H é um grupo com a restricao de * (operac¢ao de G).

Prova.

i) = ii)
Tomemos x,y € H. Como y € H, entdao por hipétese temos y~! € H. Como

ainda por hipotese H é fechado a operacao, temos zy~! € H.
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Como H é nao vazio, tomemos = € H e fazendo y = x € H, temos por hipotese
ry ' =x27! = e € H, onde e é 0 elemento neutro de G. Agora, tomando y € H
ex =ectemos zy ! =ey ! =y~ ! € H, donde segue que H é fechado & inversos.
Dai, para x,y € H temos z(y~')™' = zy € H. Logo *(H x H) C H. Entao
podemos restringir * em H e tal restricao ainda serd uma operacao binaria em
H. Claramente ela continua associativa e ademais continuamos, em particular,
com he = eh = h para todo h € H. Logo o elemento e € H também é elemento

neutro para H, e como ja vimos todo elemento de H tem inverso em H. Portanto

H com a restricao de * satisfaz os axiomas de grupo.

i) = 1)
E imediato que H é um conjunto nao vazio e fechado com respeito a *. S6 nos
resta mostrar led 1 H. Para i
que 7 € para qualquer x € H. Para isso tomemos ey o
elemento neutro de H e e o elemento neutro de G. Como ey é neutro em H, em

particular, temos €% = ey, donde:

1

2 —1 -1.2
€y =€y => €y ey = €y € > € =e¢ey

ou seja, os elementos neutros de H e GG coincidem e portanto o elemento simétrico

que x € H tem em H ¢ o mesmo simétrico em G, concluindo que 27! € H.

Exemplo 2 Sao exemplos de subgrupos:
i) (Z,+) € subgrupo de (Q,+), que por sua vez é subgrupo de (R,+), que ainda é
subgrupo de (C,+).

i1) O grupo multiplicativo {1, —1} é subgrupo de Cy = {1, —1,4, —i}, que por sua vez
é subgrupo do grupo multiplicativo Cyy = {z € C*;2'%2 = 1}, sendo esse iltimo

um subgrupo do grupo multiplicativo {z € C*;| z |= 1}.

iii) Sl,(R) € subgrupo de Gl,(R).
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vi)
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Seja F(]0,1[;R) o conjunto de todas as fungdées com dominio 0,1 e contrado-
minio R. Consideramos em F(]0,1[;R) a opera¢ao usual de soma de fungoes
(f,9) — f+g=h definida por h(z) = f(x)+ g(x) para todo x €]0,1[, temos que

F(]0,1[;R) é um grupo de elemento neutro x +— 0 (fun¢ao constante igual a 0).

Sendo C1(]0,1]) o subconjunto de F(]0,1[;R) formado pelas fungdes derivdveis e
com derivada continua, temos entio que (C'(]0,1[),+) € subgrupo de
(F(]0,1[;R), +), visto que dados f,g € C'(]0,1[), temos que f — g é derivd-
vel, (f —g) = f'— ¢, como f" e g sio continuas, entao f' — g' também é. Logo

f=g="heCo,1]).

Se V' é um espaco vetorial real e W € subespago de V', entao (W,+) é subgrupo
de (V,+).

cos(x) sen(x)

H = |z € R p € subgrupo de Sly(R). Primeiramente
—sen(z) cos(x)
note que
cos( sen(x) )
det = cos*(x) + sen*(z) = 1
—sen(z) cos(x)
ou seja, H C Sly(R).
cos(a)  sen(a) cos(b)  sen(b)
Tomando agora A = , B = € H, uma
—sen(a) cos(a) —sen(b) cos(b)
, o cos(b) —sen(b)
verificacdo simples mostra que B~! = . Lembrando que

sen(b)  cos(b)

cos(a—b) = cos(a)cos(b)+sen(a)sen(b) e sen(a—b) = sen(a)cos(b)—cos(a)sen(b)

temos:

gt [ cost@) sen(@)) [cos(h) —sen(d)
—sen(a) cos(a) | \sen(b) cos(b)

cos(a)cos(b) + sen(a)sen(b) —cos(a)sen(b) + sen(a)cos(b)
—sen(a)cos(b) + cos(a)sen(b)  sen(a)sen(b) + cos(a)cos(b)
cos(a—b)  sen(a—b)

pu— E Hc
—sen(a —b) cos(a —b)
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vii) Seja G um grupo qualquer. Fizando s € G, tomemos H = {s" € G | n € Z}.

Dados x,y € H devem existir n,m € Z tais que v = s" ey = s™ e dai
.fL'y_l — Sn(sm)—l = gNg™™M = g™ cH

concluindo que H € um subgrupo. Chamamos H de subgrupo gerado por s. Nao é

dificil ver que se algum subgrupo L de G contem s como elemento, entao H C L.

Observacao 1.3 A nomenclatura “subgrupo” faz jus a ideia intuitiva do que seria um
subgrupo, que € literalmente uma parte de G que por st s0 ¢ um grupo. Da demonstragao
da Proposicao 1.4 podemos notar que o elemento neutro de H coincide com o de G e
que o inverso de x € H em H € o mesmo inverso que x tem em G. Claramente como
os exemplos nos fazem suspeitar, se N é subgrupo de H e H ¢é subgrupo de G, entao

N ¢ subgrupo de G.

Ademais note que tomando H = R* e G = R temos que H é um grupo com a
multiplicacao usual e G € um grupo com a soma usual. Porém mesmo que H C G, H
nao € subgrupo de G e isso ocorreu devido a diferenca nas operacées, a operacio em

H nao é a restricao da operacao de G.

1.2 Classes laterais e Teorema de Lagrange

Um importante resultado na area de teoria de grupos e que serd usado neste
trabalho é o Teorema de Lagrange que diz que se H é subgrupo de um grupo finito
G, entao | H | divide | G |. Para mostrar isso vamos desenvolver o assunto de classes

laterais, que também serd muito importante.

Definicao 1.5 Classes laterais a esquerda: Sejam G um grupo e H um subgrupo
de G. Para s € G denotamos por sH o conjunto {st; t € H}, e dizemos que sH
¢ a classe lateral a esquerda de H que contém s. Dois elementos x e y de G sao
ditos congruentes mddulo H se eles geram a mesma classe lateral a esquerda, isto €,

xH =yH, escrevemos v =y (mddulo H).

O conjunto das (distintas) classes laterais de H é denotado por G/H e o nimero

de elementos de G/H ¢ dito ser o indice de H em G e ¢ denotado por (G : H).
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Escolhendo um elemento em cada sH, formamos um subconjunto R de G chamado
de sistema de representantes de G/H ou conjunto transversal. Cada s € G pode ser

escrito de forma tinica como s =rt,onde r € Ret € H.

Note que dados z,y € G, entdo se v~ 'y € H, existe h € H tal que 27 'y = h e
dai y = xh, tomando entao a € yH temos o = yt para algum ¢t € H e dai a = yt =
(xh)t = x(ht). Como H é fechado para a operacio, temos ht € H e portanto o € zH,
concluindo que yH C xH. Observando que = 'y = h implica em y~ 'z = h~! € H,

temos de forma anéloga *H C yH e portanto xH = yH.

Reciprocamente, caso tH = yH, temos x = xe € tH = yH, donde existe t € H

tal que z = yt e daf y 'z =t € H. Consequentemente também temos 21y € H.
Vemos que x =y ( moédulo H) se, e somente se, v~y € H.
Proposicao 1.6 Sejam G um grupo e H um subgrupo de G. Entdo:
i) G=|JsH.

seG

it) Para x,y € G tem-se: tH =yH < 2 'ye H e xeyH <y e xH.

iti) Sex,y € G e xH # yH, entao xH NyH = 0.
Prova.

i) Claramente |JsH C G e para a inclusdo contraria basta notar que como H é
seCG
subgrupo de G, entao e € H e portanto dado s € G temos s = se € sH C |J sH.
seG

i1) Segue do que foi dito logo apos a definigao de classe lateral.

i71) Suponha que xH NyH # (). Entao tomando o € xH NyH, existem t,h € H tais
que yh = a = ot edai 27ty = th™! € H, e pelo item anterior teriamos v H = yH,

absurdo.

Concluimos que a colegdo de elementos G/H ( cada elemento é um subconjunto

de G ) é uma parti¢do para G, particularmente, supondo G finito, entdo G/H também
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¢ finito, denotemos m = (G : H), sejam Hy, Hs,... H, € G/H as distintas classes

laterais & esquerda de H. Entao G é a unido disjunta delas:
G=H UHyU---UH,, H; N H; = () sempre que i # j.
Disso temos que se G for finito ocorre: |G |=| Hy |+ | Ha |+ -+ | Hp |-

b

Observacao 1.4 Lembrando que se X é um conjunto nao vazio, uma relacao ” ~

em X é uma relacao de equivaléncia se satisfaz

i) ~ € reflexiva, isto €, x ~ x para todo x em X.
1) ~ € simétrica, isto €, para x,y € X se x ~ vy, entdo y ~ .
iii) ~ € transitiva, isto €, para v,y,z € X sex ~y ey~ z, entio T ~ z.
Considerando, para cada x € X, a classe de equivaléncia de x como sendo o conjunto

T={te X |z ~t} CX (semprenao vazio desde que ~ € uma relag¢do de equivaléncia

temos x €T ), a colegao das distintas classes de equivaléncia é uma particao para X .

Reciprocamente, sendo X # (), suponha que {X) | X € A} forme uma particao

para X, pondo x ~ y se, e somente se, x e y pertencem ao mesmo Xy. Temos que

7 2

~ "7 € uma relacao de equivaléncia.

Sendo G um grupo qualquer e H um subgrupo de G, entdo a particio de G dada

pelas distintas classes laterais {Hy | A € A} € proveniente da rela¢ao em G dada por :
r~y&s s lye H
para quaisquer x,y € G. Ou uma das equivaléncias
r~y<sx=y (mddulo H)
r~y&sacH =yH.

Note que de fato

(i) ~ é reflexiva, pois x™'z =e € H. Logo x ~ x para todo x € G.
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(ii) ~ € simétrica, pois se v~y € H, entio y~ 'z = (x7'y)"' € H. Logo se x ~ y,

temos y ~ x.

(iii) ~ € transitiva, pois se x™'y € H e y 'z € H, entio z7'2 = z7lyy~lz =

(x7 ') (y~'2) € H. Logo se x ~y ey ~ z, temos x ~ 2.

Agora, dado o € T, entdo x'a € H e portanto o = xt para algum t € H, donde

temos a € xH e dai’x C xH. Por outro lado, dado o € xH, entao o = xt para algum

1

t € H e consequentemente x—"a =t € H e o € T. Portanto vtH C T, concluindo que

T=uxH.

Vamos agora mostrar que as classes laterais tém todas a mesma quantidade de

elementos. Para isto, fixando s € GG, considere a aplicacao:

Vv:H —sH

s (t) = st
Y é claramente sobrejetiva e ademais, dados t1,t, € H tais que ¥(t1) = ¥(t2), entao
st1 = sty = 3_13151 = 5_13t2 =1 =1y

concluindo que 1) é injetora, e portanto ¢ uma bijecao entre H e sH.

No caso em que H é finito, temos que sH ¢ finito e tem a mesma quantidade de

elementos de H, ou seja, | sH |=| H |.

Estamos prontos para enunciar o Teorema de Lagrange.

Teorema 1.7 Sendo G um grupo finito e H um subgrupo de G, temos:
|G |=(G:H)[H|

e portanto | H | divide | G |.

Prova. Sejam m = (G : H) e Hy,Hy,...,H,, as distintas classes laterais de H.
Sabemos que | G |=| Hy | + | Hy | +---+ | Hy | e que | H |=| H; | para todo
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1 =1,2,...,m. Disso segue que:

|G| =|H |+ | Ho | +--+ | Hn |

=|H|+|H[+ -+ |H|

m parcelas
=m | H |
=(G:H)|H|
Ademais || f] || =(G: H)=|G/H |e N, donde segue que | H | divide | G|. B

1.3 Classes de conjugacao

Outra maneira muito importante de particionar um grupo G é por meio das

classes de conjugacao que serao apresentadas a seguir.

Definicao 1.8 Sendo G um grupo, dado x € G definimos a classe de conjugacao de
x em G como sendo o conjunto Clg(z) := {tzt™1;t € G}, e se y € Clg(x) denotamos

Y~ .
Proposicao 1.9 A relacao “~ 7 acima € de equivaléncia.

Prova.

7 ~ 7 ¢ refleriva: basta tomarmos t = e, entdo x = exe ! = txt~! € Clg(x), ou
seja, T ~ .

~ é simétrica: Se x ~ y, entdo existe t € G tal que x = tyt~! e dai t ot = y.
Tomando s = t~! € G temos y = sxs™! € Clg(x), donde y ~ x.

~ & transitiva: Se © ~ y e y ~ z, entdo existem t;,t, € G tais que x = tyyt] "
ey = tyzty ', donde segue que x = t;(tozty )t]1 = titaz(tita)”t. Tomando t = tity

temos x = tzt ! € Clg(z), concluindo que z ~ 2. W

Portanto os conjuntos Clg(x) particionam o conjunto G, isto é,

i) Clg(z)NClgly) =0  ou  Clg(x) =Clg(y) Vr,y €q.
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ZZ) G = Uxegclg<$).

Exemplo 3

Ne "

i) Sendo G um grupo de elemento neutro . entdo para qualquer t € G temos tet™! =

tt™t = e, donde seque que Clg(e) = {e}.

i1) Seja G um grupo abeliano. Entdo, dados quaisquer x,t € G temostat™ = tt 'z =z,
donde seque que Clg(x) = {z}, e portanto todas as classes de conjugacio sao unitdrias.

Reciprocamente, suponha que G seja tal que toda classe de conjugacao seja unitd-

1

ria. Entao dados x,y € G, temos yry~' € Clg(x) = {x}. Logo yxy™' =z e operando

com y na direita, em ambos os lados da igualdade, temos yxr = xy. Logo G € abeliano.

iii) Considere o grupo multiplicativo H = Sly(R) = {A € My(R) | det(A) = 1}.

Tomemos A = € H, mostremos que
01
1—ac a®
Clg(A) = |a,ce Rya#0 ouc#0
—? l+4ac

Inicialmente, tomando Y € Cly(A), existe P € H tal que Y = PAP™. Sendo

a b
P = , temos ad — bc =1 e entao nao podemos ter a e ¢ ambos nulos, ou seja,
c d
. o d —b
a# 0 ouc# 0, uma verificacio direta mostra que P~! = . Dai
—Cc a

a b 11 d —=b
d 0 1 —c a

Y = PAP' =

o

a a+b d b
c+d —Cc a

o

ad — ac — bc —ab+ a® + ab

cd—c*—cd —bc+ ac+ ad

1—ac a?

- 1+4ac
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Isso nos dd uma inclusao.

Para a outra inclusao, dados a,c € R nao ambos nulos, sempre podemos escolher

b,d € R tais que ad —bc = 1, pois se a # 0, firando b € R qualquer, tomemos d = %
e portanto ad — be = 1. Caso ¢ # 0, entdo fitando d € R qualquer, tomemos b = %=1
a b
e portanto ad — bc = 1. Logo basta tomar P = que teremos P € H e a conta
c
‘ 1—ac a?
anterior mostra que PAP™' = € Cluy(A).

-2  1+ac

1.4 Acoes de grupos e homomorfismos de grupos

As defini¢oes a seguir serdo essenciais para esse trabalho, tendo em vista que
0 objetivo geral é mostrar a relacao estrita que hé& entre a agao de um grupo finito
abeliano em uma algebra e a graduacao dessa mesma algebra dada por esse mesmo

grupo (definicdo essa que serd dada posteriormente).

1.4.1 Acoes de grupos

Definicao 1.10 Sejam G um grupo e X um conjunto nao vazio. Definimos uma a¢ao
de G em X como sendo uma aplicagio 0 : G x X — X, (s,x) — 0(s,x) = s -z, que

satisfaz:

i) e-x=x, para todo x € X.
i) (s152) - @ =81+ (82 x), para quaisquer s1,s2 € G e x € X.
A ideia da defini¢do acima é conseguir “multiplicar” os elementos de um conjunto

X, nao vazio, pelos elementos de GG de tal forma que essa multiplicacdo seja compativel

com a operacao de G. O item 7) do exemplo a seguir ilustra a ideia.

Exemplo 4 Sao exemplos de acoes de grupos:

14 2

i) Seja V' um espaco vetorial real, considere o grupo multiplicativo R*, sendo



i)

i)

iv)

vi)
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a multiplicacao por escalar em V. Entao a aplicacio 0 : R* x V. — V dada por

O(\,v) =X v é uma a¢do de R* em V.

Sendo G um grupo e X um conjunto nao vazio, definindo 0y : G x X — X por
0o(s,x) = x para quaisquer s € G e x € X, entdo essa aplicagdo é uma agdao e é

chamada de acao trivial.

Considere o grupo (R,+), o conjunto R? e a aplicacio T : R x R? — R?
(t,(x,y) —t-(z,y) = (zr+t,y+t). Temos:

2. (ti+ta) (z,y) = (r+t1+to,y+t1+to) =t1- (v +ta,y+ta) =t1- (t2- (z,9)),

para quaisquer ti,ty € R.
portanto T € uma acao.

Seja G um grupo, tomando X = G definamos a acao 0 : G X G — G como sendo

1

a conjugagao: (s,x) — 0(s,x) = s-x = sxs™'. !

Temos e-x = exe™" = x, ademais:

8189) + T = 8189X(S51S2) = 8189XS, S = S1(82x8, )5 =
1 21 11 21 11

s1(s9 - m)s7t =81 (s2- 7).

Outra agao que poderiamos definir é s - x = sx, ou seja, literalmente mandar o

par no produto dos elementos, pois jd temos por defini¢ao ex = x e s(tx) = (st)x.

Sejam G um grupo, H um subgrupo de G, X um conjunto nao vazio e
0:GxX — X uma acio de G em X. A aplicacao 0y : H x X — X, de-
finida por Oy (h,x) = 0(h,x), é uma acao de H em X e dizemos que esta acao é

a restricao de 6 a H.

Considerando o conjunto G das funcoes bijetoras de R em R, dos resultados da
teoria cldssica de funcoes nao € dificil ver que G com a composicio de funcgoes
forma um grupo, com elemento neutro dado pela funcao identidade, Id : R — R

dada por Id(z) = x para todo x € R. Tomando entdo a aplica¢ao

f:GxR—->R
(f,x) = 0(f,2)=[ z= f(z)
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temos:

1. Id-z = Id(x) = x para todo x € R,

2. (fiofo) o= (fio fo)(x) = filfa(x)) = fr- (fa(x)) = f1- (f2-2) para

quaisquer fifo € G ex € R.

Dai temos que (f,x) — f(x) é uma ag¢ao de (G,0) em X =R.

1.4.2 Homomorfismos de grupos

Sejam (G, #*1) e (G, *2) grupos, podemos nos perguntar quais fungdes que tém como
dominio o conjunto G; e contradominio o conjunto (G sao compativeis com as es-
truturas de G; e Gy como grupos, assim como temos transformacoes lineares entre
espacos vetoriais, que sao funcoes compativeis com a soma vetorial e a multiplicacao

por escalar.

Definicao 1.11 Sejam (Gy,%1) e (Ga,*2) grupos, dizemos que uma aplicacdo ¢:

G1 — Go € um homomorfismo de grupos quando
plrxy) =pr)x2py) Yr,ye G

Observacao 1.5 Se Gy e Gy sdo grupos, com ey o elemento neutro de Go, entio a

aplicacao x +— ey € um homomorfismo, chamado homomorfismo trivial, donde

HOM(G1,G3) ={¢: Gy — Go | ¢ é homomorfismo de grupos} # 0.

Exemplo 5 Sao exemplos de homomorfismo de grupos:

i) Sejam R* o grupo multiplicativo dos reais positivos (a operag¢ao € a multiplicagdo
usual de nimeros reais) e R o grupo aditivo dos reais (a operacao é a soma usual
de nimeros reais). Considere a aplicacio ¢ : R% — R definida por p(x) = Inz.

Note que dados x,y € R, temos:

p(zy) = In(zy) = Inx + Iny = ¢(z) + ¢(y).

Entao ¢ € um homomorfismo de grupos.
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i1) Sendo M,(C) o grupo das matrizes quadradas de ordem n com entradas complezas

i)

iv)

i)

vii)

com a operacio de soma usual e C o grupo aditivo dos complexos, dada A =

(@ij)nxn € M, (C), definamos a aplicagao Tr : M,(C) — C por Tr(A) = Zakk'

k=1
Dai, sendo B = (b;j) € M, (C), temos:

n

k=1

Portanto tal aplicacao, que chamamos de traco, é um homomorfismo de grupos.

Sendo Z o grupo aditivo dos inteiros, tomemos ¢ : Z — 7 definida por p(x) = 2x.

entao
e(n+m)=2(n+m)=2n+2m=p(n)+e(m) VYn,meZ.
Portanto ¢ € um homomorfismo de grupos.

A aplicagio determinante det : Gl,(R) — R* é um homomorfismo de grupos

entre 0s grupos multiplicativos Gl,,(R) e R*

Sendo 7. o grupo aditivo dos inteiros e G um grupo qualquer, fitando a € G a

aplicacao

Yol — G

n

n pq(n) =a
é um homomorfismo, pois g.(n +m) = a" = a"a™ = @.(n)p.(m).
Sendo G um grupo qualquer, fivando s € G a aplicacao

I, G — G
x> Iy(x) = sws™!
¢ um homomorfismo, pois dados x,y € G, temos
T(2)Ts(y) = (sws V) (sys™) = swys ' = L,(xy).
Considerando os grupos multiplicativos C* e R*, a aplicacao
N:C"—=R*
z=a+bi— N(2)=|z |=Va®+b?

¢ um homomorfismo de grupos.
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Proposicao 1.12 Sejam G, e G5 grupos, e ¢ : G — Gy um homomorfismo de
grupos, ey e ey elementos neutros de G e Ga, respectivamente. Valem as sequintes

propriedades:

i) pler) = ea;
i) p(zh) = o)
iii) p(x") = @(x)™ para todo n € 7;

iv) O conjunto p(Hy) = {p(z) € Go | ©x € Hi} € um subgrupo de G, onde Hy é um
subgrupo de Gy. Em particular, o(G1) € subgrupo de G.

v) O conjunto o ' (Hy) = {x € G | p(x) € Hy} é um subgrupo de Gy, onde Hy é
um subgrupo de Go. Em particular Kerp = ¢ {es} é um subgrupo de Gj.

Prova.

1 1

= €9 =

i) pler) = plerer) = pler)pler) = pler)pler) = (pler)pler))pler)”

w(er).
i) ey = p(er) = p(za™") = p(x)p(z™") = o(z)™" = (=)

i1i) Paran =0,

o(x)" = e2 = p(e1) = p(2”).

Para n € Ny provemos por indugio. Se n = 1, entdo de fato temos p(z!') =

¢(z) = p(x)*. Supondo verdade para n =k > 1, ou seja, ¢(z*) = ¢(z)*, temos

k

M = p(afz) = o(a")p(x) = o(a)

p(x

Sen € Z*, entdo —n € Ny e dai p(y™") = ¢(y)". Assim
p(a") = (@) ™) = p(@™) ™ = (p(x) )" = p(x)".

iv) @(Hy) C Gy é nao vazio ja que e; € Hy e pelo item 4) temos ex = ¢(e1) € o(Hy).
Tomando 1, ys € p(H;), existem x1,xo € Hy tais que (1) = y1 € p(22) = yo €
daf pelo item 4i) temos p(x,') =y, '. Como H; é subgrupo, entdo x1x," € H, e

portanto y1y; " = (x1)e(x; ") = p(a1z3') € p(Hy).
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v) Pelo item ) temos que ¢ '(Hy) # 0, visto que ¢(e;) = es € H,. Tomando
z,y € ¢ '(H,), entdo existem s,t € Hy tais que ¢(z) = s e p(y) = t. Como Hy

é subgrupo, entdo st~ € H,, dai
plry™) = p(2)p(y) " = st™" € Hy
ou seja, zy~! € ¢ 1(Hy).

Definicao 1.13 Sejam G e Gy grupos. Dizemos que Gy € isomorfo a G caso exista

um homomorfismo de grupos ¢ : G1 — Go bijetor, e denotamos G ~ Gs.

Observacao 1.6 Dois grupos isomorfos tém as mesmas caracteristicas algébricas,
a estrutura € basicamente a mesma, o diferenca € apenas os elementos. Vejamos um

exzemplo que ilustra bem isso. Considere os grupos (R?, +), (Mayx1(R), +) e a aplicagio:

@ . RZ — MQXl(R)

x
(@,y) = ¢(z,y) =
Y
Note que ¢ € claramente um isomorfismo, a soma (a,b) + (x,y) = (a + x,b0 + y)
a T a+x )
corresponde 4 soma + = e a estrutura algébrica € a mesma,
b Y b+y

existindo apenas uma diferenca na forma de representar os pares de numeros reais.
Entao as vezes, por conveniéncia, identificamos grupos isomorfos como sendo o mesmo

grupo.

Caso um homomorfismo de grupos ¢ : G1 — Go seja injetivo, comumente cha-
mado de mergulho ou monomorfismo, entao Gy € isomorfo a ¢p(Gy), e dai vemos o

subgrupo o(G1) como sendo uma “copia” de Gy dentro de Gs.

1.5 Produto direto de grupos

Uma pergunta natural de ocorrer quando se tem um grupo G é se existe um algum

grupo G’ tal que G seja subgrupo de G’. A resposta para essa pergunta é positiva,
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e ainda mais, dados dois grupos G e Go, existe um grupo G tal que G; e G5 sao

subgrupos de GG, por mais distintas que sejam as operacoes de G e Gs.

Definicao 1.14  Sejam G e Gy grupos. Considere o conjunto
Gl X G2 = {(81,82) | S1 € Gl,SQ € GQ}
vamos a definir a sequinte operacao em G1 X Gy:

(s1,82)(t1,t2) = (s1t1, Sata).

Com esta operacao, Gy X Gy € um grupo, chamado produto direto dos grupos G1 e G.

As justaposicoes no lado direito da igualdade acima representam as operacoes de
GG e G5 respectivamente. Se g; e go forem as ordens de GGy e G5 respectivamente, entao
a ordem de G x G5 é g = ¢g19>. Ademais sendo e; e e; 0s elementos neutros de Gy e

G respectivamente, entdo e = (e, e3) é o elemento neutro de Gy x Gs.

E comum identificar o subgrupo Gi x {es} = {(s,e2) | s € G1} de Gy x G
como sendo o grupo G;. Note que a aplicagdo 11 : G; — {(s,e2) | s € G1}, dada por
Y1(s) = (s,e2), € um isomorfismo de grupos. De forma similar identificamos G2 com

{e1) x Gy = {(e1,1) | t € Go).

Com essas identificagoes temos que cada elemento s € G; X G4 é escrito de forma
nica como s = S159, com 1 € (G1 e S € (G3. Ademais, os elementos de (G; comutam

com os de (5.

Reciprocamente, se G é um grupo contendo G e G5 como subgrupos, suponha

que as seguintes condicoes sao satisfeitas:

i) Cada s € G pode ser escrito de forma tnica como s = s;183, com 1 € Gy e

59 € Go;

i1) Para todos s; € G e sy € Gy temos s159 = S257.

O produto de dois elementos s = 189, t = t1ty € G, onde s1,t1 € Gy € S, 1y € G,

pode ser escrito como:

st = 8152t1t2 = (51t1>(52t2).
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Tomando entdo a aplicagdo ¢(s) = @(s152) = (s1,52) de G em Gy x G, temos

um isomorfismo de grupos. De fato:

p(s)p(t) = (s1,82)(t1, t2) = (s1t1, sat2) = p(st).

Dado y = (s1, 82) € G1 X Gg, tomemos = = s159 € G, e desse modo p(z) = y.

Supondo que s,t € G sao tais que p(s) = ¢(t), entdo (s1,s2) = (t1,%2), donde

51 =11 e 59 =19, Ou seja, s = t.

Neste caso dizemos que G é o produto direto de seus subgrupos Gy e G4 e iden-

tificamos G como sendo G X G.

Observagao 1.7 Sejam (G1,*1),(Ga,%2), ..., (Gn,*n) grupos. Definimos o produto

direto deles (Gh x Gy X -+ X G, %) de forma andloga:

(81,82, .y 8n) % (t1,to, ..., tn) = (51 %1 L1, Sa ko to, ..., Sy *n ty)

onde (81,82, ..,8n), (t1,t2,...,t,) € Gy X Gy X -+ X G,.

Exemplo 6

i) Considerando o grupo multiplicativo Cy = {1,—1}, o produto direto K = Cy x Cy
é chamado de grupo de Klein. Denotando e = (1,1),a = (1,—-1),b = (—=1,1) e ¢ =

(—1,-1), temos ex = xe = x para todo x € K, e ainda temos as relagoes:

ab=ba =c ac=ca=2> bc=cb=a ad=b0==c¢

Note que K nao ¢ isomorfo a Cy = {1,—1,i,—i}, pois dado um homomorfismo

2

v : K — Cy4, como x* = e para todo v € K, entdo

e dai p(x) = £1 para qualquer x € K. Portanto ¢ néao pode ser sobrejetora e conse-

quentemente nao pode ser bijetora.
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1.5.1 Estendendo acoes e homomorfismos de G; e G, para o
produto direto G1 x Go
Suponha que G e G5 sao grupos, sejam X e Xy conjuntos nao vazios, ¢, : G x X; —
X1 ely: Gy x Xo — Xy acoes de grupos. Tomando o grupo G = GG X G5 e o conjunto
X = X; x X,, podemos definir uma acao 6 de G em X da seguinte forma
0:GxX—=>X

((s1582), (z1,22)) = O((s1, 52), (21, 22)) = (01 (51, 21), Oa2(52, 72))
(i) Sendo e = (e1,e3) € G e x = (x1,22) € X qualquer, temos:
O(e,x) = (01(e1,x1),02(e2,22)) = (21, 22) = .

(ii) Dados s = (s1,82),t = (t1,t2) € G, * = (x1,22) € X, arbitrarios, (para nao

“oon

sobrecarregar os indices, usemos a notacao para 0, 6, e 03) temos:

s1,82) - [(t1,t2) - (w1, 2)]

(tx) = (
= (s1,82) - (1 - 21,82 - 22)
= (s1-[tr- @182 [ta - 22])
= ([s1t1] - @1, [sata] - x2)

= (s

t)-x

Portanto # é de fato uma acao de G em X.
Podemos também relacionar produto direto com homomorfismos. Sejam G, Go, Hy, Ho
grupos, ¢, : Gy — Hy e ¢ : Go — Hy homomorfismos de grupos. Entao
QDIG1XG2—>H1><HQ
(s1,82) = @(51,52) = (p1(51), p2(52))
é um homomorfismo de grupos, pois dados s = (s1, $2),t = (t1,12) € G X G4 temos:
p(s1t1, sata) = (p1(s1t1), pa(satz))

= (p1(s1)@1(t1), pa(s2)pa(ta))

= (pa(s1), p2(s52)) (r(tr), pa(t2)).
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Portanto ¢(st) = ¢(s)p(t), ou seja, de fato ¢ é um homomorfismo de grupos. Ademais,

se @1 e o forem bijetoras, entdo ¢ também serd e isso justifica o seguinte resultado

Proposicao 1.15 Se Gy, Go, Hy e Hy sao grupos tais que G1 ~ Hy e Gy ~ Hs, entdao
G1XG22H1><H2.

Essas ideias serao tuteis para o objetivo desse trabalho.

1.5.2 Grupos ciclicos e decomposicao de grupos abelianos fini-

tos em produto direto de grupos ciclicos

Os grupos ciclicos sao uma classe de grupos que tém uma estrutura bem simples. Po-
demos decompor grupos abelianos finitos em produto direto de grupos ciclicos, o que é
muito til como vimos na secao anterior, pois podemos estender agoes e homomorfismos

se soubermos o comportamento das aplicacoes nos fatores da decomposicao.

Definicao 1.16 Dizemos que G é um grupo ciclico se existe algum elemento v € G
tal que
{("IneZ}=G

ou seja, o subgrupo gerado por v é .
Definigao 1.17 Definimos a ordem o(s) de s € G como sendo a ordem do subgrupo

gerado por s, caso seja finito. Caso o subgrupo gerado por s seja infinto, pomos o(s) =

0.

Exemplo 7 Exemplos de grupos que sao e que nao sao ciclicos.

i) O grupo G = {e} com apenas um elemento é ciclico. Ademais o(e) = 1.

i1) Para todo inteiro positivo n, temos que o grupo multiplicativo C,, das raizes n-
.. . L. 27
ésimas complexas da unidade € ciclico. Basta notar que w = en" gera C,, como
foi wvisto no item iii) do Exemplo 1. Ademais temos o(w) = n. Consequente-

mente, existem grupos ciclicos finitos de todas as ordens.
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O grupo aditivo Z, dos inteiros € ciclico, afinal, lembrando que estamos em nota¢ao
aditiva, temos nl = n para qualquer n € Z. Logo o elemento 1 gera 7 como grupo

e o(l) = oo.

O grupo aditivo dos reais R nao € ciclico, pois caso contrdrio, existindo um ni-

mero real r tal que
{nr|neZ}=R

entdo a funcao

fZ—R

n f(n) =nr

seria sobrejetiva, o que € um absurdo, pois a nao enumerabilidade dos reais € um
resultado que nos diz que nao existem funcoes de 7 em R sobrejetivas.
lgualmente para qualquer grupo G, onde G € um conjunto nao enumerdvel temos
que G nao pode ser um grupo ciclico. Em particular, para n > 2 inteiro e X =R
ouX = C, nao sao ciclicos os grupos: (X, +), (X*, ), (Myxn(X), +), (Gl,(X), -),
(Sn(X),-).

Sendo G um grupo finito com | G |= p, onde p é um nimero primo, entio G é

ciclico. De fato, desde que | G |> 2, podemos tomar algum elemento v em G que

nao seja o elemento neutro. Tomemos entao o subgrupo gerado por vy
H={y"|neZ}.

Como G ¢ finito, entdo H também é. Ademais como {e,v} C H, entdo | H |> 1.
Usando agora o Teorema de Lagrange, temos que | H | divide | G |= p e pelo fato
de que p € primo e | H |> 1, temos | H |= p. Concluindo que H = G. Portanto

G € ciclico e pode ser gerado por qualquer elemento que nao seja o neutro.

O produto direto G = 7 X 7 do grupo aditivo 7 nao é ciclico. De fato, suponha
que ezxista (a,b) € G tal que G = {n(a,b) | n € Z}. Entdo em particular, devem

existir inteiros nao nulos m e k tais que
(1,0) = m(a,b) (0,1) = k(a,b)

donde devemos ter a = b =0 e portanto G = {(0,0)}. Absurdo.
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Em verdade todo grupo ciclico ou é isomorfo a C),, para algum inteiro positivo n,

ou é isomorfo a Z, fato esse que veremos mais adiante.

Proposicao 1.18 Seja G um grupo. Se s € G tem ordem finita, entio o(s) é o menor
nimero m tal que s™ = e. Ademais s™ = e se, e somente se, o(s) divide m. Caso

O(S) = 00, entao s™ = e se, e somente se, m = 0.

Prova. Supondo que o(s) seja finita, entdo o subgrupo H = {s" | n € Z} ¢é finito.

Sendo assim a fung¢ao

ws: L — H

n

n = ps(n) =s

nao pode ser injetiva, pois caso contrario terfamos H infinito, donde devem existir

n1,ng € Z com ny > ny e ps(n1) = ps(ng), ou seja,
s =" = "M = e,

Como n; — ny > 0, entao o conjunto {n € N* | s" = e} & nao vazio, e pelo Princi-
pio da Boa Ordenacao deve ter um elemento minimo, digamos que k ¢é tal elemento.
Mostremos que

{e,s,8%,...,s"2 "1}y = H.

Pela definicdo de H temos {e,s,s?,...,s" 2, s*71} C H. Tomando x € H arbitrario,

n

entao existe n € Z tal que x = s". Pelo algoritimo da divisao dos inteiros, existem

q,r € 7, unicamente determinados com 0 < r < k — 1, tais que n = gk + r, donde

r=s" = s = (sF)1s" = els" = 5" € {e,s,57%,...,5"7% "1}
concluindo que {e,s,s?, ..., s¥2 s 1} = H.
M 2 k=2 k-1 30 h3 icdo de el
ostremos agora que em {e, s, s%,...,s" 7% s""'} ndo ha repeticio de elementos e

dai | {e,s,s?, ...,s572 s*71} |= k. Suponha que ny,ny € Z, com 0 < ny < ny < k — 1,

2

sejam tais que s™ = s"2. Entao no—n; € {e,s,s?,...,5572 571} mas1 < ny—ny < k,

0 que contraria a minimalidade de k. Consequentemente

o(s) =| H|=k=min{n € N* | s" = e}.
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Tomando agora m € Z tal que s™ = e, e dividindo m por k = o(s), entao existem
q,7 € Z, com 0 < r < k, tais que m = gk + r. Suponha por absurdo que k£ nao divida

m, ou seja r > 0. Dai
e — g™ — sqk-‘rr — (Sk,’)qsr —elg" = g"

donde r € {n € N* | s" = e}, mas r < k = min{n € N* | s" = e}, absurdo. Portanto
k divide m. Reciprocamente, se o(s) = k divide m, entdo existe ¢ € Z tal que m = gk

e dai s = % = (sF)1 = et =e.

Para o caso em que o(s) = oo, supondo por absurdo que exista m # 0 tal que

m

s™ = e, entao note que s7™ = (s™)"! = e7! = ¢e. Como m ou —m ¢é positivo, temos

que o conjunto {n € N* | s" = e} é ndo vazio e portanto possui algum elemento minimo
k, donde

{e,s,8%,...,s"2 "1} = {s" | n € Z}

e assim o(s) seria finito, absurdo. W

Corolario 1.19 Seja G um grupo finito de elemento neutro e. Dado s € G, entao
sI6l = e.

Prova. Dado s € G arbitrario, seja H o subgrupo gerado por s. Pelo Teorema de
Lagrange temos que o(s) =| H | divide | G |. Entao pelo teorema anterior temos que
sl = e

como queriamos demonstrar. W
Veremos a seguir todos os grupos ciclicos a menos de isomorfismo.

Proposicao 1.20 Seja G um grupo ciclico gerado por . Entao

i) G € abeliano.
ii) A aplicagao n — " de Z em G € um homomorfismo de grupos sobrejetor.

iii) Suponha que G € finito com | G |= k. Dado wm grupo H ciclico com | H |= k,
entao G € isomorfo a H. Consequentemente, todo grupo ciclico de ordem n é

wsomorfo ao grupo multiplicativo C,,.
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iv) Suponha que G € infinito. Dado um grupo H ciclico infinito, entao G € isomorfo
a H. Consequentemente, todo grupo ciclico infinito € isomorfo ao grupo aditivo

7.
Prova.

i) Dados s,t € G arbitrarios, existem m,n € Z tais que s =" e t =™, dai

i1) Sendo ¢, tal aplicagdo, claramente ¢, é sobrejetiva. Dados m,n € Z, temos:

m

©y(n4m) =" ="y = @, (n)p,(m).

i7i) Sendo H ciclico, existe a € H que gera H. Pela demonstra¢do da Proposi¢ao
1.18, dado x € G existe um tnico inteiro m, com 0 < m, < k tal que x = "=,

Fica entao bem definida a aplicacao

0:G—H
z = p(r) = p(y™) = a™

Dados z,y € G, sejar o resto da divisao de m,+m, por k. Entao m,+m, = qgk-+r

para inteiros ¢, 7, com 0 < r < k. Dai

'

gy = ATy = T = T — (yF)InT =
ou seja, 1 = My,. Ademais

Ma+my — aqk+r r May

(0% =0 =«

e portanto

Ma+my __ Oéml‘

p(zy) = (Y™ T) = p(y"v) = o™ =« ™ = p(x)p(y).

Logo ¢ é um homomorfismo de grupos. E facil ver que ¢ é sobrejetivo, e dai,
como GG e H sao conjuntos finitos de mesma ordem, entao segue que ¢ é bijetora,

concluindo que ¢ é um isomorfismo de grupos.



38
iv) Pela Proposicao 1.18, caso o(s) = oo, temos:

ST=8" = "M== n—m=0<n=m.

Portanto dado x € G existe um tnico inteiro m, tal que x = y™*. Podemos

entdo reescrever G como sendo G = {7 | x € G}, onde para z,y € G temos:
My =My <= T =1y
Sendo « o elemento que gera H, fica bem definida a aplicagao
v:G—H

Y= (V) =
e temos que ¢ é um homomorfismo sobrejetivo de grupos. Basta mostrarmos que
¢ é injetiva. Tomando =,y € G tais que p(z) = ¢(y), entdo

o(x) =ply) = a™ ™ =’ = m, =m, =z =y.

Proposicao 1.21  Seja G um grupo abeliano finito. Entao G € isomorfo a um pro-

duto direto de grupos ciclicos cujas ordens sao poténcias de primos.

Prova. Uma demonstragao pode ser encontrada na pagina 93 de [7], Proposicao I11.4.6.

1.6 Grupos simétricos e alternados

Uma classe de grupos muito importante sao os grupos de permutagoes, ou gru-
pos simétricos, que de certa forma representam todos os grupos. Associado aos seus
elementos tem o que chamamos de sinal da permutacao, que tem relacao com o que
veremos no Capitulo 2. Vejamos entao a sua definicao, mas antes relembremos alguns

resultados sobre funcoes bijetoras de um conjunto em si mesmo.

Observacao 1.8 Sejam X wum conjunto nao vazio, f : X — X, g : X — X e

h: X — X funcgoes bijetoras quaisquer. Da teoria cldssica de funcoes temos:
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(i) fog: X — X ainda é uma bijecao.
(ii) f € inversivel com inversa f~': X — X.
(iii) fo(goh)=(fog)oh.

(v) a bijecao Id : X — X, dada por Id(x) = x para todo x € X, € tal que Ido g =
gold=gefof'=fof=1Id

1.6.1 Grupos simétricos

Definicao 1.22 Seja X um conjunto nao vazio. Considerando o conjunto Sx formado
pelas fungoes bijetoras de X em X, temos que Sx, munido da composicdo usual de

funcoes, € um grupo. Chamamos tal grupo de Grupo Simétrico sobre X.

Observacao 1.9 Se X ¢ finito e tem n elementos, digamos X = {x1,x2,...,2,},
para construir uma bijecio f 1 X — X (ou permutacdo), inicialmente, para esco-
lher a imagem do elemento xq, temos n opcoes, a saber qualquer, elemento de X =
{x1,29,...,2,}. Apds escolher a imagem, digamos f(x1) = x;,, para escolher a ima-
gem de xo temos agora apenas n—1 possibilidades, a saber, {xy1, ..., T 1,Tiz1, ..., Tn},
pois para que f seja injetiva nao podemos escolher o x;, = f(x1) para ser imagem de
. Em seguida para escolher a imagem do x3 temos agora apenas n — 3 escolhas.
Sequindo esse raciocinio, usando o principio multiplicativo fundamental da contagem,
temosn!=mn-(n—1)-...-3-2-1 possibilidades de construcdo para a funcao f, donde

temos que | Sx |= nl.

Observacao 1.10 Sendo n um inteiro positivo, quando temos X = I,, = {1,2,...,n}

denotamos Sy, apenas por S,. Cada elemento o € S,, € representado da sequinte forma

1 2 3 - n—1 n
o(l) o(2) ¢3) -+ o(n—1) o(n)
Por exzemplo, considere em Sy a permutagao que satisfaz o(1) =4, 0(2) =2, 0(3) =1

e o(4) =3. Temos
1 2 3 4

4 2 1 3
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Com essa notagao, dados o,¢ € S, temos:

2 3 n—1 n
o(¢(1)) a(8(2)) a(d(3)) -+ o(e(n—1)) o(é(n))

cop=00p=

Por exemplo:

1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4
4 21 3 31 2 4 1 4 2 3

Observacgao 1.11 Sendo G um grupo e X um conjunto nao vazio, hd uma estreita

relacdo entre as acoes de G em X e os homomorfismo de G em Sx.

Suponha que ¢ : G — Sx seja um homomorfismo de grupos. Entdo pelo item 1)
da Proposi¢cdo 1.12, temos p(e) = Id, onde e é o elemento neutro de G e Id € a
permutacao identidade. Ademais para s € G, denotando ¢ == p(s), temos que v é

uma permutac¢ao em X, e sendo s,t € G temos ps 0 Y = Yg.

Definamos a aplicagao

0:GxX —=X

(s,2) = 0(s,x) = sz := ps(x)

Temos:

(i) e-x = @.(x) =1d(z) = x para todo v € X;

(i) s+ (t-2) = pu(0e(@)) = (s 0 0e) (x) = putl) = (st) -z para quaisquer s,t € G ¢
r € X;

donde concluimos que 0 € uma acao de G em X.

Reciprocamente, suponha que 6 : G x X — X, 0(s,x) = s-x, seja uma acao de
G em X. Fizando s € G, definamos a funcio ps : X — X dada por ps(x) = s - .

Mostremos que @, € bijetora. Inicialmente, mostremos a sobrejetividade. De fato, dado
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1 -1

y € X, considerando os elemento s™' -y € X, entdo ps(st-y)=s-(st-y)=e-y=y.

Logo @5 € sobrejetiva. Supondo agora que x,y € X sao tais que ps(x) = vs(y), temos:
o) =p(y) =>s-v=5-y=>s"-(sx)=5'-(s-y)=ex=cy=>r=y9

ou seja, ps € injetiva, e dai ps € Sx. Tomando t € G, considerando as funcoes

i, st € Sx dadas por pi(x) =1 -x e pu(x) = (st) - z, temos:

pst(x) = (st) -z =5 (t- ) = ps(pr(x)) = (5 0 1) ()
ou seja, Y = Ysipy, € portanto a aplicacao

QO:G—>SX

s @(s) = s

€ um homomorfismo de grupos.

1.6.2 Sinal de permutagao e grupo alternado

Uma caracteristica muito importante dos elementos de S, é a que vamos definir a
seguir. Colocamos nesta subsecao as definicoes e resultados como estao apresentadas

em [1].

Defini¢ao 1.23 Seja I, = {1,2,...,n}, comn > 2, e seja Pa(n) o conjunto de todos
0s subconjuntos com dois elementos de I,. Dado o € S,, defina o sinal de o como

sendo
sign(o) =

H U(])—U(@): H o(j) —o(i)

Ggteram) " 1<icj<n  J T2

Observacao 1.12 Note que quando {i,j} corre sobre todo o conjunto Ps(n), tem-se

que {o(i),0(j)} também corre sobre todo o conjunto Ps(n). Logo, H (o(3) —o(3))
1<i<j<n
e H (j — 1) tém exatamente os mesmos fatores, a menos de ordem e sinal, donde
1<i<j<n

seque que sign(o) = +1.

Isso separa as permutagoes em dois tipos, que definiremos agora.
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Definigao 1.24 Dizemos que o € S,, é uma permuta¢do par se sign(o) = 1, e que o

é impar se sign(o) = —1.

Exemplo 8 Sao exemplos de permutacoes e sinais:

i) Id € S, é par.

, 123
it) Considere o = € S3. Temos:
2 31
in(o) — 7D =0() o) o) o3 —0@) 1-(D-(-2) _,
2—1 3—1 3—2 1-2-1
€ assim o € par.
. 1234 -~ n—-1n .
iii) Considere o = € S,. Temos que a expressao de
213 4 ... n—1n

sign(o) pode ser dada por

o(2) —a(1) o(j) —a(1) o(j) —o(2) o(j) — (i)

2<j<n 2<j<n 2<i<j<n

(mﬁ_d”—j_?:1”%2<jgm

Observe que se {i,7}N{1,2} =0, entao — ==
J—1 J—1

entdo o(j) =7 > 2 e dai

o(j)—ol) _o(j)—2 o(j)—a(2) _o(j)—1
-1 -1 oY =2 -2 "

Logo sign(o) = —1 e portanto o é impar.

Como sign(o) é sempre um elemento de Co = {1, —1}, é natural se perguntar se

sign : S, — Cy € um homomorfismo de grupos. A resposta é positiva.

Proposicao 1.25 Dado um inteiro positivo n, considerando o grupo S, e o grupo

multiplicativo Cy = {1, —1}, temos que a aplica¢ao

sign = S, — Cs

o+ sign(o)

¢ um homomorfismo de grupos.
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Prova. Dados 0,9 € S,,, temos:

(09)(4) = (99)(4)

sign(ov) =[]

{i.7}EPa(n) ]t
B o(¥(j)) —o((i) (J) (Z)
B {m‘}gxn) ]t v() —v(@)
- a((j)) — Y(j) — (i)
{i,j}eHPQ(m v() w ! {u}e YORE A

Quando {7, j} corre sobre todo o conjunto Py(n), observa-se que {¢(i),¥(j)}

também corre sobre todo o conjunto Py(n). Logo

H UWQE‘Z‘)-) - UW(Z)) _ H M = sing(o)

{i,j}ePa(n) 7) = () {i,j}ePa(n) J=r

e assim sign(ov) = sign(o)sign(y). M
Corolario 1.26 O conjunto A, = {o € S, | sign(c) = 1} € um subgrupo de S,,.

Prova. Note que A, = Ker(sign) = sign~'({1}). Entao pelo item v) da Proposigao
1.12, segue que A, é um subgrupo de 5,,. B

Definicao 1.27 O subgrupo A, = {0 € S, | sign(c) = 1} é chamado de grupo

alternado de grau n.

!
Esse grupo tem % elementos.



Capitulo 2

Teoria de representacoes de grupos e

caracteres

Adiante precisaremos do conceito de espacgos vetoriais sobre o corpo C dos ni-
meros complexos, que é a mesma definicao de espaco vetorial real visto em qualquer
disciplina de Algebra Linear 1. A diferenca é que os escalares usados agora sdo nimeros
complexos, em vez de niimeros reais apenas. Os resultados gerais ainda sao validos.
Para um leitor que queira se aprofundar em algebra linear, como por exemplo o estudo
sobre espagos vetoriais sobre outros corpos indicamos a referéncia [6]. A teoria aqui
desenvolvida sobre representacoes lineares de grupos tem como referéncia [8]. Neste
capitulo iniciamos uma breve discussao a respeito de operadores lineares sobre um es-
paco vetorial e sobre matrizes. Apresentamos a definicao de representacoes lineares
(juntamente com exemplos, em particular, a representacao regular), soma direta e pro-
duto tensorial de representacoes, representacoes irredutiveis, caracter da representacgao,

Lema de Schur, ortogonalidade e representacoes induzidas.



2.1 Representacoes lineares de um grupo
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2.1.1 Espacos vetoriais complexos e seus grupos de automorfis-

maos.

Definicao 2.1 Sejam V um conjunto ndao vazio e aplicacoes + : V. xV — V e

- C xV =V que satisfazem as propriedades: com respeito a + temos:

A) u+w4w)=(u+v)+w Yuv,weV;
A) u+v=v+u YuveV;

A3) eV, vo+0=v YoeV;

Ay) YoeV,3 (—v)eV;v+(—v) =0.

Em respeito a - :

M) z1-(29-v) = (z122) v Vz1,20 € Cu €V

M) (z14+20) v=z21-vV+20-v V21,20 € CioeV;

M) z-(u+v)=z-u+z-v VzeCuuveV;

My) 1-v=v YveV.

Dizemos entao que V' € um espaco vetorial sobre o corpo dos nimeros complezros.

Chamamos a operacao “-” de multiplicacao por escalar, e geralmente denotamos

z - v apenas por zv, para z € Cev e V.

Observacao 2.1 A menos de menc¢ao contrdria, os espagos vetoriais aqui tratados

serao sempre sobre o corpo dos niumeros complexos, e V denotard um espaco vetorial

de dimensdo finita. A definicao de dimensdao de um espaco vetorial sobre o corpo C é

a mesma de espacos vetoriais reais, € valem as mesmas propriedades.
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Observacao 2.2 Lembrando que ligado a essa estrutura, hd funcgoes que chamamos

de operadores lineares sobre V, que sao funcoes T :'V — V que satisfazem
T(u+v)=T(u)+T(v) T(\v) = v

para quaisquer u,v € V e X\ € C. FEssas duas igualdades sao equivalentes a T'(Av+u) =

AT (v) + T'(u).

Dentre essas funcoes podemos destacar as que sao bijetoras, que chamamos de
automorfismos do espago vetorial V.. Tomemos entdo GL(V') como sendo o conjunto

dos operadores lineares bijetores sobre V.

Veja que se T e S sao elementos de GL(V), entdo da teoria cldssica de fungoes

temos que T o S € bijetora. Ademais,
ToSu+v)=TS(u+v))=T(S(u)+ Sw)) =ToS(u)+ToS(v)
ToS(\)=T(S(\)) =T(AS(v)) = AT'(S(v)) = AT o S(v)

para quaisquer u,v € V e X € C. Logo To S € GL(V). Note que Idy € GL(V), onde
Idy(v) =vVYv eV, eldyoT =Toldy =T. Provemos que T~ é ainda um elemento
de GL(V).

Dados o, 8 € V', como T € sobrejetora, existem o e 8" em V tais que « = T() e
B=T(B3). Seque que o' =T (a) e 3 =T71(B), e dai, sendo X\ um nimero complexo
temos:

T (Aa+ B) =T (A\T(o) + T(8))
= T (T + )
— )\Oé/ + B/
= AT () + TY(H)
Logo T~! é um elemento de GL(V) desde que T também seja. Portanto (GL(V),0) é

um grupo.

Os operadores lineares sobre o espaco V', com dimV = n, tém estreita relacao
com as matrizes quadradas de ordem n, em particular os operadores lineares inver-
siveis (bijetores) tém estreita relagdo com as matrizes inversiveis. Isso nos d4 uma

caracterizacdo do grupo GL(V).
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Considerando o grupo multiplicativo GI,,(C), seja V um espaco vetorial de di-
mensao n. Fixando 8 = {f1, (2, ..., B} uma base de V, para T' em GL(V') definimos a
matriz [T']3 = (a;;)nxn, com a;; definidos pelas equagoes

n

T(B;) = Z a3 = ajBi + agjBa + ... + an; By

i=1
para cada j = 1,2,...,n. Em outras palavras, a;; é a i-ésima coordenada do vetor
T'(B;) na base 8. Sabemos que [T é inversivel desde que T' € GL(V'). Ademais temos
[T o S]s = [T)S)s, [T = [T)53", [Slp = [T]sg & S =T, e dada A € GI,,(C), existe
U e GL(V) tal que [U]g = A. Portanto a aplicagao

¢ : GL(V) = GI,,(C)

T o(T) =Tl

¢ um homomorfismo de grupos bijetor, logo GL(V) ~ GI,(C). Quando § for a base

candnica, se houver, ou alguma base fixada, representaremos [T'|z apenas por [T].

O fato de que GL(V) ~ GI,(C) nos permite, quando conveniente, considerar os

operadores lineares bijetores como matrizes inversiveis.

2.1.2 Representagoes lineares de grupos finitos

A teoria desenvolvida a respeito de operadores lineares é rica em resultados, e entao,
se pudermos aproximar um grupo G desses operadores lineares, poderemos utilizar
esses resultados para poder extrair informacoes a respeito do grupo G. Isso motiva a

definicao adiante.

Definicao 2.2  Sejam G um grupo finito e V um espaco vetorial de dimensao finita,
dimV =n. Entao se p: G — GL(V) é um homomorfismo de grupos, dizemos que p é
uma representacao linear de G em 'V de grau n. Quando nao houver risco de confusao

diremos apenas que V' € uma representacao de G.

Se p: G — GL(V) é uma representacao de GG, entdo para cada s € G, temos
um automorfismo p(s) do espago vetorial V. Em particular, pela Proposi¢ao 1.12,

temos p(e) = Idy. Por simplicidade de notagao denotaremos ps := p(s). Fixada
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B = {B1,...,0n} base de V, entdo temos a matriz Ry = [ps|sg = (7(5)ij)nxn, € dai

temos:

n

det(Rs> 7£ 0 Rst = RSRt T(St)ij = ZT(S)ikT@)kj VS,t c G

k=1
Reciprocamente, dadas matrizes Ry = (7(8)ij)nxn, S € G, satisfazendo as identidades
anteriores, entdo ha uma representacao p de G satisfazendo [p(s)]s = Rs. Basta tomar

p(s) =T, onde [T]g = Ry, e dai temos uma representagdo em forma de matrizes.

Exemplo 9 Sao exemplos de representacoes de grupos:

i) Dados um grupo G finito e V' um espaco vetorial, tomando py : G — GL(V)
definida por po(s) = Idy Vs € G, temos entao que py € uma representacio de G

em V. Chamamos tal representacao de representacao trivial.

i1) Seja Cy = {1,—1,i,—i} o grupo multiplicativo das raizes complexas da equacdo
2t — 1 = 0. Definindo ps(x,y) = (z,sy) para cada s € Cy, entio p : Cy —
GL(C?), definida por p(s) = ps, € uma representacio de grau 2 de Cy (pode ser
verificado de forma direta que de fato € uma representacdo), que em representa¢ao

matricial temos:

—
o
—_
]

o
)
o

| o
-~

iii) Seja G = {e,a,b,c} o grupo de Klein (ab = ba = c,ac = ca = b,bc = cb = a,a* =
b = =e). Tomando pe(x,y) = (,y), pa(®,y) = (—2,9), po(z,y) = (z,~y)
e pe(z,y) = (—x, —y), temos uma representacio de grau 2 de G em C?* (também

pode ser verificado de forma direta), que em forma matricial temos:

—_
e}
|
—_
e}

(e —
=
—_
o |
—_
=
—_
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Se tomdssemos pe(z) = pp(2) = 2 € po(2) = pe(2) = —z para todo z € C, teriamos

uma representacao de grau 1 de G em C.

_ i 1 /3
Tomando o grupo aditivo Zz = {0,1,2} e w = 5 = —5 + %7 pondo pz(z) =

w2z, z € C, entao temos uma representacao de Zs de grau 1, pois claramente pg

¢ linear e sendo 1 o resto da divisio de a+b por 3, entdo temosaG+b=a+b=T

+b 3q+r

ew'’ =w = WM = Ww" para algum q € Z, donde pz(py(2)) = psi3(2), €

tomando b = 3 — a, temos pz(p5(2)) = pg(pa(2)) = p5(z) = w2 = 12 = 2.

27

Tal exemplo pode ser generalizado para qualquer Z,, pondo w = en e pg(z) =

a

wz.

Considerando o grupo S,, entao para cada o € S,, definindo a transformacao
linear p, : C — C, dada por p,(z) = sign(o)z, temos que p : S, — GL(C) dada

por p(o) = ps, € uma representagio de S, afinal

po(py(2)) = sign(o)sign(y)z = sign(oy)z = pey(2)
para quaisquer o, € S, e z € C.

Considerando o grupo aditivo Z, para cada n € Z definamos o operador linear p,
do espago vetorial C* como sendo p,(z,y) = (x + ny,y), que em representacao

matricial €
1 n

0
Como det[p,) =1 # 0, temos que p, € GL(C?), jd que [p,] € Gly(C).

[pn] =

Note que dados m,n € Z temos:

1 n 1 m 1 n+m
[Pnl[pm] = = = [Pnim]-
0 1 0 1 0 1

Portanto se definirmos p : Z — GL(C?) como sendo p(n) = p, para todo n € Z,
temos que p € uma representacio de Z. Como GL(C?) ~ Gly(C), poderiamos

representar p diretamente como

1 n

0 1

n— p(n) =
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Definicao 2.3  Sejam p e p' duas representacoes do mesmo grupo G em espacos
vetoriais V' e V', respectivamente. Dizemos que p e p' sao isomorfas (ou similares) se

existir um isomorfismo 7 : V. — V' de espacos vetoriais satisfazendo a identidade:

Top(s)=p'(s)oT Vs e G.

Em outras palavras, sendo Rg e R\ as representacOes matriciais de p e p/, respectiva-

mente, existe uma matriz inversivel P satisfazendo
P-R,=R.,-P Vse@

ou equivalentemente, R, = P-R,-P~!, onde essa matriz P ¢ a matriz da transformacao
7, fixadas bases dos espacgos. Este isomorfismo nos permite fazer a identificacao de
z €V por7(x) € V'. Como V e V' tém a mesma dimensao, entdo p e p tém o mesmo

grau. Caso p e p/ nao sejam isomorfas, dizemos que elas sao nao isomorfas.

Observacao 2.3  Duas representagoes isomorfas admitem uma mesma representa-
¢ao matricial. De fato, suponha p e p' representacoes de G nas condicoes da de-
finicao anterior. Sendo f = {vi,ve, - ,v,} uma base de V, entio [ = 7(8) =
{T(vn),7(v2),- - ,7(v,)} € uma base de V'. Note que a coordenada j de 7(v;) na base
B €1 e as demais sao 0, e dai a matriz P da transformacao 7 da base 3 para base [

€ a matriz tdentidade n X n. Logo
R;,=R. VseG.

Em particular, Ry e R, tém o mesmo trago (soma dos elementos da diagonal principal

da matriz). A importdncia deste fato ficard clara mais adiante.

Um caso particular de representacao de um grupo G que serd importante para
neste trabalho é o que vem a seguir.
2.2 Representacao regular

Defini¢ao 2.4 Sejan =| G | a ordem de G. Tomando V com dimV =n (V = C",

por exemplo) podemos indexar uma base de V usando G como o conjunto de indices,
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digamos que B = {v; € V; t € G} = (v)ec Seja uma base indexada. Pelo teorema
fundamental da dlgebra linear, definindo a imagem dos vetores de uma base, entdo
existe, e € unica, a transformacao linear que satisfaz as escolhas das imagens feitas.

Para cada s € G, definamos ps na base 3 por

ps(Vy) = Vgt (2.1)

A representacao definida em (2.1) € chamada de Representacdo Regular, e o grau desta

representacao € a ordem do grupo G.

Note que dado um vetor vy, € 3, tomando vg-1,, € 5 temos ps(vs-14,) = vy, LOgo
ps(B) = B, e dai temos p, € GL(V), pois leva uma base de V' em uma base de V|, fica
entao definida a representacao p : G — GL(V') com p(s) = ps.

Note que na situacao da definicdo acima temos v; = ps(v.) para todo s € G,
donde as imagens de v, formam uma base para V. Reciprocamente, seja W uma
representacao linear de G, digamos p' : G — GL(W), tal que haja um vetor w € W
onde os vetores (p,(w))seq formem uma base para W. Entao W é uma representacao
isomorfa a V. De fato, tomemos 7 : V' — W definida em 5 por 7(vs) = pl(w). Temos
que 7T leva base em base, logo é um isomorfismo de espacos vetoriais, e para v; € 3

temos:

T(ps(ve)) = T(vst) = pl(w) = p{(pt(w)) = p(T(vr)).

Como temos 7(ps(vt)) = pi(7(v;)) para todo vetor v; da base /3, entao
T(ps(v)) = p(7(v)) Vv eV,

Mais geralmente, suponha que G tem uma acdo sobre um conjunto finito X.
Seja V um espaco vetorial com base § = (v;).ex indexada por X. Para cada s € G

tomemos p, definida na base [ por

ps(vx) = Vgg-

Temos entao uma representacao linear de GG, que é chamada de representacao de per-

mutacao associada a X. A representacao regular seria o caso particular onde tomamos
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X = G e tomamos a segunda acdo do item iv) do Exemplo 4 de agbes de grupos

(0(s, ) = sx).

A seguir discutimos um pouco mais sobre relacoes entre representacoes de grupos
e acoes por esse mesmo grupo. Dada uma representacao p : G — GL(V) de um grupo

G, definindo a aplicacao

0:GxV =V

(57U) = s U = ps(U)

temos as seguintes propriedades:

i) e-v=p.(v)=Idy(v) =v;
i) s+ (t+0) = pa(pu(0)) = (s 0 p)(¥) = pulv) = (st) .

para quaisquer s,t € G e v € V. Logo 0 define uma acao de G em V.

Reciprocamente, seja 6 : G x V. — V uma acao de G em V, satisfazendo
s (cv+u) = ¢(s-v)+ s-u para quaisquer v,u € V, ¢ € Ce s € G. Fixado

s € G, definimos a aplicagdo p, : V' — V por p(v) = s-v. Entao p/, é linear e note que
pLv)=pu)=s-v=s-u=s"'-(s-v)=s"' (s-u)=v=u.

Logo p. é injetora e, como V tem dimensdo finita, isso acarreta em p, € GL(V).

Ademais,

Po(pi(v)) = s (t-v) = (st) - v = ply(v)

e portanto podemos definir a representacao de G em V:

PG — GL(V)

s (s) = p,.
Definicao 2.5 Sendo V uma representacao de um grupo finito G, dizemos que um
subespaco W de V' € uma sub-representacao de V se W € invariante por G, isto €, se

ps(w) € W para quaisquer s € G e w € W.
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Nesse caso, a restrigao p!” de p, a W é um automorfismo de W, donde temos a repre-

sentacao:

pV G — GL(W)

s p(s) = p)

de G em W. Diremos que p"' é uma sub-representacio de p.

Observacgao 2.4 Sendo W um subespaco de V', dizemos que um subespagco W' de V
¢ um complemento para W em V se W e W' =V W +W' =V e WNnW' ={0}).
Para cada decomposicao de V' dessa forma, estd associada de forma biunivoca uma
projecao linear de V. em W, isto é, uma transformacao linear p de V em V tal que

p(w) = w, para todo w € W, e p(V) CW.

Observagao 2.5  Antes de prossequirmos, dado um conjunto X = {x1,2s...,2,4},
com g =| G | elementos, podemos indexd-los por elementos de G, ou seja, X =

{1, 29...,2,} = {x1;t € G}, e denotaremos g xy como sendo a soma:

teG
g
g Ty 1= g T =T+ X2+ ... + 4.
teG i=1
Caso formos somar uma familia (x¢)iec constante (digamos x; = xp), entio

g xy = gxg. Claramente estamos supondo que hd uma soma definida com tais ele-

teG
mentos.

Daqui em diante tal notacao serd muito usada, principalmente porque quando
dada uma representacio p de G, como denotamos p(t) = p;, temos naturalmente
p(G) = {pi;t € G}. Caso fossemos enumerar os elementos de G da forma G =
{t1,ts,....t,}, teriamos:

g

Z:Ot = Zpti = Pty T Pty T oo T Py

teG =1

Proposicao 2.6 Seja p : G — GL(V) uma representacao linear de G em V' e seja
W um subespaco de V invariante por G. Entdo hd um complemento W° de W que é

invariante por G.



54
Prova. Seja W’ um complemento arbitrario para W em V, e p a projecao
associada de V em W. Definamos:

1 _
P ==> e, 9=1Gl.
gtEG

Como W é G invariante, temos p; *(v) = p-1(v) € W para todo v em W. Ademais

como p(w) = w para todo w € W, em particular para w = p;—1(v), temos:

pi(p(pe-1(v))) = pe(p=1(v)) = v, Yo e Wit € G.

Portanto

1 _ 1 1
p’(v) = _Zptppt Ho) = —ZU =-gv=uv, YveW.
9 teG teG g

Ademais, como p(ps-1(x)) € W para qualquer x € V, temos que pi(p(p-1(x))) € W
para todo x € V, visto que W é G-invariante. Portanto p’ é uma projecao de V
em W, que corresponde a um complemento W9 = Ker(p®) de W em V, ou seja,
V =W @ WP Mostremos agora que W ¢ invariante por G. De fato, dado s € G,
computemos p,p°p; t:

_ 1 N 1 L 1 ~
psp’pst = ps(gz peppy Vo3t = EZpsptppt ot = ;Zpstppstl =’

teG teG teG

Portanto p,p° = p°p, para todo s em G. Dado v € WY temos, por definigao, p°(v) = 0
e assim p°(ps(v)) = ps(p°(v)) = 0, e isso mostra que ps(v) € WO para quaisquer s em
G e v em WY, finalizando a demonstracao. W

Continuando sob as hipoteses do teorema anterior e sob as mesmas notacoes,

0 s80 suas

dado v € V, temos v = w + w° com w € W e w® € WY ou seja, w e w
projecoes em W e W0, respectivamente. Pela linearidade de p,, com s € G, temos
ps(v) = ps(w) + ps(w®) e pelo fato de que W e WP sdo invariantes por G, temos
ps(w) € W e ps(w®) € WP, ou seja, ps(w) e ps(w®) sdo as projecoes de ps(v). Segue
que as sub-representagoes W e W determinam a representagio V. Sejam R, e R’

as representacoes matriciais de W e W9, respectivamente. Temos a representacao

matricial em blocos de V' da seguinte forma:

Ry 0

S
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Assim, dizemos que a representacao V é a soma das representacoes W e W0,

Defini¢ao 2.7  Seja p: G — GL(V) uma representacao linear de G. Dizemos que p

¢ irredutivel se V' # 0 e nenhum subespaco proprio nao nulo de V' € invariante por G.

Intuitivamente, isso significa que nao podemos mais “quebrar” a representacao V
em sub-representacoes de grau menor. De acordo com o teorema anterior, V' nao pode
ser decomposto como soma direta de dois subespacos invariantes por GG, a nao ser a

decomposicao trivial V =0@ V.

As representacoes irredutiveis sao usadas para construir outras representacoes,
assim como os nimeros primos sao usados para construir os nimeros inteiros, ou seja,
decompor uma representacao em representacoes irredutiveis tem a mesma importancia

da decomposicao de inteiros em ndmeros primos.

Proposicao 2.8 Toda representacao € a soma direta de representacoes irredutivess.

Prova. Seja V uma representacao linear de G. Se dimV = 0, o resultado segue,
j&d que V serd a soma direta de uma familia vazia de representagoes irredutiveis. Prosse-
guindo por inducao, sendo dimV > 1, vamos supor que o resultado é valido para todas
as representacoes com grau menor que V. Caso V seja uma representacao irredutivel,

nao ha o que provar; caso contrario, ha uma sub-representacao V’ de V' com
0 < dimV' < dimV.

Pelo teorema anterior, hd uma sub-representacao V'’ de V tal que V = V'@& V", Nessas

condigoes temos dimV" = dimV — dimV’, ou seja,
0 < dimV" < dimV.

Por indugao V' e V" sdo somas diretas de sub-representagoes irredutiveis, concluindo

que V =V'"® V" & soma direta de sub representacoes irredutiveis. W
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2.3 Soma direta e produto tensorial de representacoes

de um mesmo grupo

Em dlgebra linear temos a nocao de soma e produto de espacos vetoriais. Natu-
ralmente nos perguntamos como adaptar esses conceitos para representacoes de GG, que

é o que faremos a seguir.

2.3.1 Soma direta de representagoes de um mesmo grupo G

Sejam espacos vetoriais U e W sobre o corpo dos niimeros complexos, com dimU = n
e dimW = m. Inicialmente, tomando o conjunto V' = U x W, munimos V' com as

seguintes operagoes:
Au, w) = (Au, Aw), (ur,w1) + (ug, wa) = (ur + g, wy + wa).

Temos que V se torna um C-espago vetorial que denotaremos V = U & W. Ade-
mais, sendo 5 = {aj,ag, - ,a,} e f' = {wi,ws, -+ ,wy,} bases de U e W, respec-
tivamente, entao {(a1,0), (ag,0),- -, (an,0), (0,wy), (0,ws), -, (0,wy,)} é base de V.
Logo dimV = dimU~+ dimW. No caso onde U e W sao subespagos de um mesmo espago
vetorial e UNW = 0, entao V é isomorfo a soma direta usual de U e W. Dependendo
da situagao podemos fazer as seguintes identificagoes: u = (u,0) e w = (0,w), onde

naturalmente se estende u + w = (u,0) + (0, w) = (u, w).

Definigao 2.9 Sendo p': G — GL(U) e p* : G — GL(W) representagoes de G, entdo
podemos definir a representacdo p = p' ® p? de G em V =U @ W da sequinte forma:

dado v € V temos v = (u,w), comu € U ew € W, e definimos para cada s € G,

ps(v) = (ps(w), pi(w)).
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Note que dados vy = (ug,wy), ve = (ug, we) € Ve X € C, temos:

ps(Av 4 v2) = ps(AMur, wr) + (uz, w2))
= ps(Auy + uz, Awy + wy)
= (ps(Aur +ua), p3 (M + w3))
= (Aps(ur) + pg(uz), Al (wn) + p2(w2))
= Mpa(ur), pa(wr)) + (ps(u2), i (w2))

= Aps(v1) + ps(v2).

Logo ps &€ um operador linear de V. Suponha agora que v = (u,w) € V=U @ W é
tal que ps(v) = (0,0). Entao, pl(u) =0 e p?(w) = 0. Mas como p! e p? sao injetoras,
temos u = 0 e w = 0, e dai temos v = 0, concluindo que p; é injetiva. Como V' tem

dimensao finita, temos entao que p; é um isomorfismo de V em V.

Pondo p(s) = ps, temos p(st) = p(s) o p(t) para quaisquer s,t € G. De fato,

pst(u, w) = (py (), po(w))
= (ps(p; (w)), p2(pi(w)))
= ps(pi (u), pi(w))

= ps(pe(u, w)).

Portanto temos uma representacao de G em V.

2.3.2 Produto tensorial de representacoes de um mesmo grupo

G

Igualmente ao que fizemos para a soma direta, faremos para o produto tensorial.

Definigao 2.10  Um espago vetorial V', com uma aplicacao (u,w) — u - w de
UxW emV, é dito um produto tensorial de U e W se as duas sequintes condicoes

sao satisfeitas:

i) u-w € linear em ambas as varidveis u e w.
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i1) Se {uy,uz,...,u,} € uma base de U e {wy,ws, ..., w,} € uma base para W, entdo

{u;-w; |i=1,2,..,nej=12..,m} € uma base para V.

Nesse caso denotamos V = U ® W, e V é tinico a menos de isomorfismo. Ademais

temos a relacao dimV = dimU - dimW.

Podemos tomar, por exemplo, V = M,..,,(C) com a aplicagdo que mapeia o par

n m
(u, w) na matriz Z inyﬂ'Eiﬂ" onde:

i=1 j=1

n m
U = E TrUk, w = E YWk T, yr € C
k=1 k=1

Ei; = (apq) € Myxm(C) é definida por a,, = 1se p =1, j = ¢, e ap, = 0 caso contrario.
Podemos denotar também a,, = J;, - J;4, onde Jy, denota o delta de Kronecker (4, = 1
sel =k, oy =0 caso | # k).

Agora sejam p' : G — GL(U) e p* : G — GL(W) duas representacoes lineares
de G. Para s € G definamos p; € GL(U ® W) da seguinte forma:

ps(ui - wj) = Pi(uz’) -pﬁ(wj)

para u; na base fixada de U e w; na base fixada de W. Dadov € V = U @ W, existem

escalares \;; € C unicamente determinados tais que
n m
V= E E /\ijui-wj.
i=1 j=1

Definamos entao:
ps(v) =Y ) Nps(ui-wy) =D Nijph(wi) - o2 (wy).
i=1 j=1 i=1 j=1
Dessa forma ¢ claro que, em particular, temos p,(u - w) = pl(u) - p?(w) para quaisquer

uelUeweW.

Denotamos:

ps = py @ p.

Isso define uma representacao linear de G em U ® W.
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Defini¢ao 2.11 Dadas representagoes p' : G — GL(U) e p* : G — GL(W) de G,

chamamos a representacio p = p' @ p? : G — GL(U @ W) definida acima de produto

tensorial das representacoes p' e p? do grupo G.

Esta representacao tem uma representacao matricial dada da seguinte forma:
sendo {uy, uy, ..., un} base de U e {wy,ws, ..., wy,} base de W, e rj;(s),77;(s) as repre-

sentacoes matriciais de p! e p? respectivamente, entdo temos:
ps u_]l E rlljl ul17 ps wj2 E T‘ZQ]Q w12
i1=1 io=1
Dai segue que

Ps uh wjz E E :rlljl 1232 )uh'wiz'

11=119=1

2.4 Caracter de uma representacgao, Lema de Schur e

relacoes de ortogonalidade.

2.4.1 Caracter

Nesta secao introduziremos uma aplicacao chamada de caracter, que é definida com
base em uma representacao. Embora nao aparente, essa aplicacao caracteriza a re-
presentacao completamente a menos de isomorfismo, isto é, duas representacoes sao

isomorfas se, e somente se, tém o mesmo caracter.

Relembremos o que é o trago de uma matriz.

Observagao 2.6  Como vimos no Capitulo 1, o trago de uma matriz A = (a;;) €

M, (C) € dado por Tr(A) = Z A, 18to €, a soma dos elementos da diagonal principal
k=1
de A. Temos Tr(AB) = Tr(BA) para A, B € M,(C), e dai, se D,E € M,(C) sdo

tais que ewiste uma matriz inversivel P satisfazendo E = PDP™!, ou seja, D e E sdo

matrizes conjugadas, fazendo A = DP~! ¢ B = P temos:

Tr(D) =Tr(DP~'P) =Tr(AB) = Tr(BA) = Tr(PDP™) = Tr(E)
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concluindo que maltrizes conjugadas tém o mesmo traco.

Seja T um operador linear sobre V.. Tomando o e B bases de V', temos a sequinte

relacao:

[T = HalTs(11]2) ™

«

onde [1)2 denota a matriz de mudanga de base de 3 para o. Assim Tr([T),) = Tr([T]s).
Note também que Tr([T],) coincide com a soma dos autovalores de T, visto que o po-
linomio caracteristico de T' se decompoe por completo sobre C e assim T € trianguldvel.
Ademais se A € C* é um autovalor de T', entdo ezxiste v € V nao nulo tal que T'(v) = v,

e dat
TW)=M=THTW)=T"' () =v=XT"""v)=T"v) ="

Assim A1 € autovalor de T~1. Caso T seja invertivel, sendo \i, Aa, ..., \, 08 autovalo-
res de T (todo complezos, ji que C € algebricamente fechado e eles sao nao nulos, pois

como T € injetora nao admite 0 como autovalor). Temos:

3

Tr(T) =Y M Tr(T™H =Y AL
k=1

Definigao 2.12  Seja T um operador linear sobre V. Definimos o traco Tr(T) da

aplicacao T como sendo o traco da matriz de T em qualquer base de V.

Seja p : G — GL(V') uma representacgao linear de G. Para cada s € GG, definimos

Xo(s) =Tr(ps), e assim temos uma funcao x, : G — C que satisfaz x,(st) = x,(ts).

Definigao 2.13  Dada uma representacao linear p : G — GL(V) de G, chamaremos

de caracter da representacao a funcao:

Xp:G—C

s = Xp(s) = Tr(ps)-

Denotaremos x, apenas por x quando estiver pré-determinada a representacao p

e nao houver risco de confusao.

Exemplo 10 Ezemplos de caracteres.
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i) Seja po a representacao trivial (item i) do Exemplo 9 de representagoes, po(s) =

Idy para todo s € G ). Entao x(s) = dimV para todo s € G;

i1) O caracter da representacdao do item ii) do Exemplo 9 de representacoes é dado

por:

iv) Caracter do exemplo do item iv) do Exemplo 9 de representacoes:

=1 D=1+l

De agora em diante Z representaré o complexo conjugado do niimero complexo z

a+bi=a-—bi;abeR,i?=-1).
(

Proposicao 2.14  Se x € o caracter de uma representagao p : G — GL(V') de grau

n, para quaisquer s,t € G temos:

i) x(e) =mn;

iti) x(tst™h) = x(s).
Prova.

i) Como p(e) = Idy, temos [p(e)] = I,,. Segue entdo que x(e) = Tr(l,) = n.
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i) Como G tem ordem finita, segue que p(G) é um subgrupo finito de G1,,(C). Dai
para todo s € G, temos que p; € p(G) tem ordem finita, donde, existe m € N tal
que [ps]™ = I,. Seja A € C um autovalor de p, ( ps terd seus n autovalores em
C pois C é algebricamente fechado). Sendo v um autovetor associado a A, ndo é

dificil ver que p*(v) = A™v. Mas como p?* ¢ a transformagio identidade, temos:
m m V70 m
v=AN"v=(1-N"Y=0=1=2\
e entao \™ = 1, assim

A" = A "=1=|A|=1=|A=1=M=1=) =21

Sendo entao Ay, Ag, ..., A\, 0s autovalores de pg, entao

X()=Tr(p)=> M= = ZA P=Tr(p;t) = x(s7").

i1i) Segue direto da Observagao 2.6.

Proposigao 2.15  Sejam p' : G — GL(Vy) e p* : G — GL(V,) duas representagoes

lineares de G, com caracteres x1 € Xo respectivamente. Temos:

i) o caracter x da representacao soma direta Vi @ Va € igual a x1 + X2;

ii) o caracter ¢ da representacao produto tensorial Vi ® Vy € igual a 1 - Xa-

Prova. Tomemos p' e p* em forma matricial: R!, R?2. A forma matricial da

representacao V; & V5 é
Rl 0
R, =
0 R

Dai Tr(Rs) = Tr(R!) + Tr(R?), isto &, x(s) = x1(s) + x2(s).
Para ii), continuando com a notagao usada apés a Definigao 2.11, temos:

xi(s) = Zrml(s)? Xa(s) = ZTi2i2(8>

1 12

¢($) = Z Tiyiy (S)rizh(s) = Z Tll’tl Z r1222 - (S)X2<s)'

11,82 i1
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2.4.2 Lema de Schur

Para podermos caracterizar as representacoes apenas pelo caracter associado a elas,

usaremos o resultado a seguir juntamente com seus corolarios.

Proposigao 2.16  (Lema de Schur): Sejam p' : G — GL(V1) e p* : G — GL(V%)

duas representacgoes irredutiveis de G e T uma transformagao linear de Vi em Vs tal

que p> o T =T o p! para todo s € G. Entao:

)

i)

Se p' e p? sao nao isomorfas, entao T = 0;

Se Vi = Vo =V ept = p? entio T é um miiltiplo escalar da transformacdo

identidade.

Prova.

Se mostramos que 17" # 0 implica que 7' é um isomorfismo, entao estaré provado o
item, ja que T seria um isomorfismo de espacos vetoriais de V; em V; satisfazendo
p2oT =Topl, o que contradiria o fato de p' e p? serem nao isomorfas. Portanto,

suponha T # 0 e tome W; como seu nucleo. Para w € W7, temos

T(py(w)) = p3(T(w)) = p3(0) = 0

ou seja, pi(w) € Wy para todo w € Wy, donde W, é invariante por G. Desde
que Vi é irredutivel, entao W; = 0 ou W; = V4. Como T # 0, nao podemos ter
Wy = Vi, entdo Wy = 0, ou seja, T ¢ injetiva. Seja agora Wy = T'(V}) a imagem

de T. Tomando w € W, entdo w = T'(v) para algum v € Vi, donde

pa(w) = po(T(v)) = T(py(v)) € Wy

ou seja, p*(w) € W, para todo w € W, donde concluimos que W, é G-invariante.
Como por hipotese V5 é uma representacao irredutivel, temos Wy = 0 ou Wy = V5.
Mas supomos que 17" # 0, entao Wy = V3, ou seja, T' é sobrejetiva, concluindo que

T é um isomorfismo.
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i1) Suponha que Vi = Vo, = V e p! = p?. Como C & algebricamente fechado T
tem auto valor complexo, chamemos um tal autovalor de \. Tomando agora a

transformacao linear 77 := T — Al dy, entao

p2oT = p?o (T — Ndy)
=p2oT — p*oNldy
=Top, = A}

=T o p, — Ap,

Analogamente ao que fizemos no item ), mostramos que o nicleo W’ da trans-
formacao 7" é invariante por G, ou seja, W’ = 0 ou W/ = V. Mas, como A
é autovalor de T, entdo existe w € V n&o nulo tal que T'(w) = A\w, ou seja,
T'(w) = 0, donde segue que w € W’ # 0, concluindo que W’ = V' e portanto

T" = 0, seguindo assim o resultado T'= A dy .

Denotemos g =| G | e T'S = T o S para transformagoes, ou seja, a justaposicao

de transformacoes denota a composicao.

Coroléario 2.17 Sejam p' : G — GL(V1), p? : G — GL(V,) representagoes irredutiveis

de G eT : Vi — Vy uma transformacao linear. Considere

7= St Tl

teG

Da7 temos:

i) Se p' e p? sao nao isomorfas, entao T° = 0;

i) Se Vi =V, e p' = p? entio T° = Ndy, com A = Tr(T).

imVy
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Prova. Inicialmente computemos (p?)~ 179!
_ 1 _
(p2) ' T°p = (p3) 1(52[@?) "Tp;])ps

== () (p}) ' Tpip:]

Entdo temos T° o pt = p2 0 T, e tendo isso em vista provemos os itens.

i) Como T° o p! = p? o TV, basta aplicar a Proposi¢do 2.16 em T° e dai temos

T° = 0.

ii) Aplicando a Proposigao 2.16 novamente, temos 7° = A dy,. Entdo, temos

AMdy, = T = %;Z[(pf)_lTptl]v e dai
teG

Tr(Mdy,) = Tr(T°) = Tr<§z[<pf>lfrp;ﬂ>

1
A-dimVy = Tr(T°) = EZ Tr(T)

X - dimV; = Tr(T) = %}@TT(T)) _ THT).

Daf temos A\ = Tr(T). &

dimV}

Note que nos célculos usamos o fato de que T'r(Idy,) é o traco da matriz unidade

de ordem dimV; x dimV; que resulta na soma 14+1+...4+1 com “dimV}” parcelas, o que
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resulta em dimVy, e que Tr((p;) ' Tp}) = Tr(T), pois as matrizes das transformagoes

serao matrizes conjugadas, e logo terao o mesmo tracgo.

Vamos agora analisar o Corolario 2.17 com as representacoes em forma matri-

cial. Ponha p! e p? em forma matricial:

pr=un(®), "= (Enn) ted.

Se a transformacao T for representada pela matriz (%‘2@‘1) e digamos que TV seja repre-

0.
i2i1

sentada por (z¥ . ), pela defini¢ao de T° temos:

1 . _ 1 . _
Loy = p D Fipy (g (1) =) (%’2]‘1; > Fip(t 1)7‘j1i1(t)>

t,j1,J2 J1,J2 teG

Observe que o tltimo membro é uma combinacao linear dos elementos zj,;,, que
no caso i) sempre se anula, ndo importando os valores escolhidos para as entradas z;,, .
Fixando um z;,;,, atribuindo a essa entrada o valor 1 e as demais entradas o valor 0,

no caso i) obtemos:

Corolario 2.18 No caso i) do Coroldrio 2.17, com r;,j,(S) e 7i,;,(s) as formas ma-

triciais das representacoes p' e p?, respectivamente, temos:

_Z lejz 7,]111 (t)] =0

teG

Para i1,14o, J1 € Jjo arbitrdrios.

Vamos agora considerar o caso ii) do Corolario 2.17 de modo anélogo ao que

fizemos acima no caso ). Temos T° = X (I = Idy). Se denotarmos por d,, o
delta de Kronecker, entdo temos x; = Ay, com X = lTr(T) e n = dimVi, como
n\ = E Tk = E E 0jyj1Tjaji, temMos entao A = E 0jyj1Tjsji > OU SEja,
J1 J2 J2,J1
- E rlz]z x]2]1T]111 E 1211 J2]1$j2j1'
t,j1,J2 ]17]2

Note que a igualdade acima vale para quaisquer z,,;,, € portanto os coeficientes
em cada um dos membros da igualdade sao iguais. Deste modo temos o seguinte

corolario
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Corolario 2.19 No caso ii) temos:
1
E Fiaja (t 7“]111 (t) = E(Sizil(sjljz
9'tec

que resulta em % se i1 =19 € J1 = Jo2, € 0 caso contrdrio.

2.4.3 Relagoes de ortogonalidade

Para prosseguirmos com a anéalise dos corolarios provados na secao 2.4.2 , recordemos
que se X é um conjunto nao vazio, entao o conjunto F(X;C) de todas as fun¢oes de
X em C, munido com a soma (f + h)(z) := f(z) + h(x), para f,g € F(X;C), e com
a multiplicagao por escalar (Af)(x) := Af(x) para X\ € C, é um espaco vetorial sobre o

corpo dos complexos. Tomando entao particularmente X = G, vamos definir:

<,> F(G;C) x F(G;C) = C

(f,h) =< f,h>=— Zf h(t)

tEG

lembrando que g =| G |. Vamos mostrar que < f,h >=< h, f >. De fato, a me-
dida que t~! percorre G, t percorre igualmente. Podemos entdo reindexar s = t~1 e

consequentemente s~ = ¢, com s € G. Daf

< foh>= Zf Zf Zh -1 =<h,f>.

tEG SEG SEG

Ademais, dados fi, fo, h € F(G;C) e A € C temos:

< St Moh > = §Z<f1 AR - A(E)

teG
= —Z fl Z f2
teG teG

=< fl,h>+)\<f2,h>.

Dai < f,h > ¢ linear em f e em h. Dizemos entao que <,> é uma forma bilinear

simétrica, e com essa notacao o Corolario 2.18 pode ser escrito como:

< Tigjos Tjip = 0.
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Ja o Corolario 2.19 fica
< Tigjoy Tjrin == 55i2i15j2j1'

Essas caracteristicas de formas bilineares simétricas vistas logo acima lembram
muito produto interno, mas ainda nao é, ja que nao satisfaz < f,h >= < h, f >, pois
tomando f : G — C como sendo a fungao constante f(z) =1 e a funcdo h: G — C
como sendo a fungao constante h(x) = 7, temos

1 _1 1 .
<fh>==) ft)-ht)==) i=i
9 jea 9 ea

enquanto que

<h,f>z§2h(t1)~f(t):12i:€:—z'.

ted Y tec
Vamos construir um produto interno em F(G;C) para podermos entdo falar em
ortogonalidade. Primeiramente vamos definir formalmente o que é um produto interno

em um espaco vetorial complexo.

Definicao 2.20 Sendo V' um espaco vetorial sobre o corpo C dos niimeros complexos,
dizemos que uma aplicagio (| ) : V. x V. — C é um produto interno se para todos
u,v,w €V e\ e C valem:

i) (utv|w)=(u|w)+(v|w);

1) (v |w) = Av | w);

i) (v]w)=(w|v);

iv) (v|v)e R sempre que v # 0, ou seja, (v|v) >0 para todo v # 0.

E importante salientar que i),4i) e iii) implicam em

(w | Mu+v) = Mw | u) + (w | v).

E também importante notar que ) e i4) sdo satisfeitas se, e somente se, vale a igualdade

Mu+v|w)=MNu|w)+ (v]w) Vu,v,w e V,\ € C.
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Definamos entao para V = F(G;C) a aplicagao:

(]):F(G;C)x F(G;C) - C
(f,h) = (f | h) = Zf

tEG

Dados fi, fa, f,h € F(G;C) e A € C temos:

it fo| ) = §Z<Af1 + () B

teG

:—Z Ma(t) + falt)] - (E)

teG
- —Z f1 Z f2
9iea 9 e

=Afi|h)+(f2 ] h).

Portanto as condicoes i) e i) de produto interno sao satisfeitas. Ademais para condigao

i11) temos:

(F10) =30 4(0)- ) = = 32 FOh(0) =+ S hF0 = BT D).

Yiea 9 e 9 tea
Por fim, para o item iv)
1 1 ,
(FIH== fO-FO=-> | fO)*>0
9 jec 9 jea
e a soma resulta em 0 se, e somente se, f(t) = 0 para todo t € G, ou seja, f = 0.

Portanto (f | h) define um produto interno em F(G;C) e naturalmente definimos que

f ¢ ortogonal a hse (f | h) =0.

Se definirmos a funcdo h(t) = h(t~1) para h € F(G;C), temos (f | h) =< f,h >.
Note que se x é o caracter de uma representagao, entao x = x. Logo (f | x) =< f, x >.
Entao, em se tratando de caracter de representacdo, podemos usar tanto ( | ) quanto

<, >,

Observacgao 2.7 Sejam V um espaco vetorial sobre C de dimensao finita e p: G —
GL(V) uma representacao linear de G. Suponha que V esteja munido de um produto
interno (| ). Suponha ainda que tal produto interno seja invariante por G, isto é,

(ps(v) | ps(u)) = (v | u) para quaisquer u,v € V. Podemos sempre reduzir para esse
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caso trocando (v | u) por Z(pt(v) | pr(w)). De fato, suponha que (| ) seja um produto

teG
interno em V', definamos entao a aplicacao:

(]):VxV—oV
(v, u) = (] w2 =Y (p(v) | pulu)).

teG

Entao, dados u,v,w €V e A € C, temos:

(Aut vl we = (p(Mu+0) | pi(w))

teG
= Z Ape(u) + pe(v) | pe(w))
teG
— Z Ape(w) | pe(w)) + (pe(v) | pe(w))]
teG
= )\Z(pt( | pe(w +Z (pe(v) | pe(w
teG teG

= Au | w)a + (v ] w)s
donde (| )2 satisfaz os itens i) e ii) da Definigao 2.20 de produto interno. Ademais

(v, w)s = Y (pr(v) | pr(w))

teG

—Z pe(w) | pe(v

teG

—Zpt ) | pe(v)

teG

= (w | v)s.

Por fim, para mostrar que (| )2 € um produto interno, tomemos v # 0. Como p; €

injetora para todo t € G, temos pi(v) # 0, e dai (p:(v) | p:(v)) > 0. Portanto

(] v)2=> (pu(v) | pelv)) > 0.

teG

Fizado s € G e tomando u,v € V, temos:

(ps(v) | ps()) = D (pe(ps(©)) | peps(w)) = D (prs (v) | prs(u)).

teG teG
Como a aplicacao t — ts é uma bijecao em G, podemos reindexar ts por h € G, ou
seja

(ps(v) | ps(w)) = D (pn(v) | pr(w)) = (v,u)e.

heG
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Dai concluimos que (| )2 € um produto interno em V que é invariante por G.

Note que a invaridncia do produto interno (v | u) significa que se (v;) € uma base
ortonormal de V', entao a matriz de ps com respeito a essa base é uma matriz unitdria.
Lembrando que dizemos que uma matriz A = (a;j)nxn € unitdria se A € inversivel e
A- At = 1I,. Em particular, temos r;;(t) = r;;(t"1), onde r;(t) € a representagdo

matricial de p.
Proposicao 2.21 .

i) Se x € o caracter de uma representacao irredutivel, entio (x | x) =1, ou seja, x
tem norma 1;

. ;. L L

i1) Se x e X' sao os caracteres de duas representacées irredutiveis nao isomorfas,
entao (x | X') =0, ou seja, x e X' sao ortogonais.

Prova.

i) Seja p a representacdo com caracter y dada na forma de matriz p, = (r;;(t)).

Como na Observagao 2.7, temos r;;(t) = r;;(t ) e x(t) = Zrkk(t). entao
k

(xIx) = ltEG x()x(1)
_ é > Z ris(t) ; Tjj<t)>>
S} ()
_ ; > Z ra(t) ; rjj(t1)>>
_ ég(; Z gjjmt)rﬂ (t™)
-3 G ;m(tm(t‘l))
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- 8ij .
De acordo com o Corolério 2.19 temos < ry,r;; >= -+, onde n ¢ o grau de p.

Entao
Xlx)=p —~=-=1
.3
Sejam p' e p? as representacoes de G que tém caracteres y e Y/, respectivamente,
com representacoes matriciais p' = (r;,;, (t)) e p? = (fi5,(t)). Ainda supondo
as bases como no item anterior, temos r; ;, (t) = rj:, (¢71). Ademais por defini-

¢ao, temos x(t) = Zrklkl (t) e X'(t) = kaQkQ(t). Entdo juntamente com o

1 )
Corolario 2.18, temos:
X' x) = Zx
Yiea
= —Z (Z Froks (1 ) <Z Thiky (t)>
tEG ko k1
- _Zzzrk2kz rk‘1k1 t 1)
Yt ' m
=> > ( D Foak ()P, (t_1)> -
[ teG
Dai (X' | x) = Zz<rk2k2arkz1k1> ZZO—O
P P

Uma consequéncia dessa proposi¢ao é que os caracteres das representacoes irre-

dutiveis formam um conjunto ortonormal no espaco F(G;C).

Proposicao 2.22 Considere V' uma representacao linear de G com caracter ¢, su-

pondo que V' se decompoe como soma direta de representacoes irredutiveis:

Entao, se W é uma representacao de G irredutivel com caracter x, o niumero de repre-

sentagoes W; isomorfas a W € igual a (¢ | x) =< ¢, x >.

Prova. Seja y; o caracter de W;. Pela Proposigao 2.15, temos

d=x1+X2+ ...+ Xk
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e dai

(@ 1x) =0 lx)+Oalx)+.+ el x).

Pelo resultado anterior, (x;, x) resulta em 1 ou 0, dependo se W é ou nao isomorfa a

W; parai=1,2,...,k, o que completa a demonstracao. W
Corolario 2.23 O numero de W;’s isomorfas a W nao depende da decomposicao.

Observacao 2.8 Temos entao uma unicidade na decomposicao, o numero de par-
celas nao muda, e também nao muda o numero de parcelas isomorfas entre si, como
se fosse uma decomposicdo em numeros primos dos inteiros. Dizemos que W; aparece

(¢ | xi) vezes em V.
Corolario 2.24 Duas representacoes com mesmo caracter sao isomorfas.

Prova. Se V e V' sdo representacoes com mesmo caracter ¢, e supondo que as

decomposicoes em representagoes irredutiveis de V e V' sao

V=wWoW,o..o W

Vi=WieW,e...oW,

entao se, x; € o caracter de W;, tanto o niimero de representacoes W]’ em V', quanto
o nimero de representagdes W, em V isomorfas a W;, é igual a (¢ | x;), donde segue

que k < [.

Sendo agora X; o caracter de W/, tanto o niimero de representacoes W; em V,
quanto o nimero de representacoes W7 em V' isomorfas a W, é igual a (¢ | x;), donde

segue que [ < k.

Temos entao k& = [. Ademais, como os numeros de parcelas isomorfas sao iguais,
a menos de uma reordenagao, podemos, sem perda de generalidade, assumir que W; é

isomorfa a W/, parai=1,2,... k.

Sendo entdo p' : G — GL(W;) as representagoes dos W;’s induzidas por restri¢ao

da representacao p de V, sejam também (p')" : G — GL(W)) as representagoes dos

7
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(W!)’s induzidas por restrigao da representagao p’ de V'. Podemos entao estender cada

p. como um operador de V pondo p'(v) = p'(w;), onde

vV =w; + W+ -+ W, ijWjjzl,Q,...,k.

7

* como operadores em V' de forma anédloga. Ademais temos que

Estendemos os (p/)
a representacao p sera a soma direta das sub-representacoes p’, assim como p’ serd a

%

soma direta das sub-representagdes (p')".

Para cada i de 1 a k, existem isomorfismos 7; : W; — W/ tais que 1;0p" = (p').oT;.

Definindo agora 7 : V — V' como sendo
T=T1+Ta+ " +T

mostremos que 7 ¢ sobrejetiva. Ja que dimV = dimV’, pois dimW; = dimW/, teremos
que 7 serd um isomorfismo entre V e V'. De fato, dado v € V", existem tinicos wj € WJ,
7 =1,2, ..., k, tais que

vV =wi +wh+ -+ .

!/

i Tomando v € V por

Ademais, para cada w’, existe w; € Wj tal que 7;(w;) = wj.
definicao

v:w1+w2+---+wk

temos

T(v) = 1 (wy) + -+ - + TR(wy)
=Wy + wy+ -+ w,

=

Logo 7 : V — V'’ é um isomorfismo de espagos vetoriais.

Mostremos agora que 7o p; = p), o7 para todo s € G. De fato, tomando v € V,

existem w; € W;, 1 =1,2,...,k, tais que

U:w1+w2+~~~+wk



7

e dai

T(ps(v)) = T(ps(wr) + pi(wa) + - - + p (wy))
= T1(ps (1)) + (Pl (w2)) + - -+ 7 (0 (wr))
= () (11 (w1) + (pL)* (ra(w2)) + - + (p)* (7 (wi))
= p(Ti(w1) + 72(w2) + - - + T (wy))

= p(r(v))

concluindo que de fato 7o p; = pl o1 para todo s € G. Portanto V' e V' sdo isomorfas.

Tendo em vista esses resultados, sendo V' uma representacao de G, entao
V= m1W1 D m2W2 D...D thh

para m; € N e W; representacoes irredutiveis. Sendo ¢ o caracter da representacao V'

e x; o caracter de W;, entao
¢ = mix1 + MmaXa + ... + MpXn-

Ademais, temos m; = (¢ | x;) e (Xxi | x;) = 0ij, visto que {x1, X2, ..., x»n} € um conjunto

ortonormal. Portanto
h h
(¢l¢)= (Z miXi | ijXj)
i=1 j=1
h h
= Zmi(Xi | ijXj)
i=1 =1
h h
Yo [z s | m]
i=1 j=1
=y mim;(xi | X))
,J
= Z mimj&j
,J
h
]
k=1

Proposicao 2.25 Seja V' # 0 uma representagio de G com caracter ¢. Entao (¢ | ¢)
€ um numero inteiro positivo e € iqual a 1 se, e somente se, V € uma representacao

trredutivel.
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Prova. Como (¢ | ) = >_m2, é claro que (¢ | ¢) resulta em um inteiro positivo.
h
Ademais, se (¢ | ¢) = Zmi = 1, entao m; = 1 para algum ¢ e m; = 0 para j # 1,

k=1
donde V' = W;, concluindo que V' é irredutivel. Reciprocamente, caso V' seja irredutivel,

entao V = W; para algum i e consequentemente ¢ = x;, dai (¢ | @) = (xs | xi) = 0i =
1. |

Observacao 2.9  Temos agora dois potentes resultados:

i) Duas representagoes sao isomorfas se, e somente se, tém o mesmo caracter.

i1) Uma representacio de caracter x € irredutivel se, e somente, (x | x) = 1.

Busquemos entao resolver a seguinte questao: “quantas representagoes irredutiveis
de G existem a menos de isomorfismo?”. Para isso estudemos a representagao regular

e as classes de conjugagao de G.

Seja R a representacao regular de G, isto é, R é um C espaco vetorial com uma
base {v; € R;t € G} tal que ps(v;) = vg. Sendo “€” o elemento neutro de G, como de

costume, note que:
st=testt =ttt s=ec

Concluimos entao que para s # e, ps nao fixa nenhum vetor da base. Na verdade longe
disso, leva cada vetor da base em uma imagem que é L.I. com ele. Portanto a matriz de
ps nessa base tem diagonal nula, donde, sendo rg o caracter da representagao regular,

temos r¢(s) = 0 para s # e.
Ja para s = e, ja vimos que, independente da representacao,

rgle) =dimR=g=|G|.
Esses breves comentarios servem como justificativa para a seguinte proposi¢ao.

Proposicao 2.26 Seja R a representacao regular do grupo finito G de elemento neu-

tro "e". Digamos que rg seja o caracter de R e g =| G |= dimR. Temos:
rale) =g

ra(s) =0 Vs e G,s #e.
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Corolario 2.27 Seja W uma representacao irredutivel de G de grau m = dimW , com

caracter x. Entao W apare m vezes na decomposicao da representacao reqular.

Prova. Basta calcularmos (¢ | x), lembrando que vérias parcelas serdo nulas e

x(e) =m.
1 -
(TG ’ X) - _ZTG(t>X(t) == —TG‘(e)X(e) = — =m.

9 g g

Corolario 2.28 O niumero de representacoes irredutiveis nao isomorfas € finito e nao

superior a g =| G |.

Prova. Pois caso contrario, supondo que haja pelo menos g+ 1 representacoes irredu-
tiveis nao isomorfas, digamos Wy, Wy, .., Wy, cada W; um com grau n, = dimW; > 1,

entao, como Wy @ Wy @ ... & Wy, é um subespago de 2, temos:

g=dmR
> dim(Wy @ Wa & ... & Wyiq)
= dimWy + dimWsy + ... + dimWy,
>1+1+...+1 (g+1 parcelas)

>g+1

ou seja, g > g + 1, absurdo! W

Observacao 2.10 Como sabemos que o nimero de caracteres irredutiveis € finito, a
partir de agora identificaremos {x1, X2, - -, Xn} como sendo uma lista completa e sem
redunddncia dos caracteres irredutiveis de G. Denotaremos o grau de x; por n; e W,

serd uma representacao irredutivel de caracter ;.

Corolario 2.29 :

h
i) Os graus n;’s satisfazem E n? =g.
i=1
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h
it) Para s # e temos Zanz(s) = 0.
i=1

Prova. Para justificar o item 7) note que R = n;W; @ noWso @ ... & ny W, donde

h
re = nix1 + nax2 + ... + npxs. Avaliando em s = e, temos g = rg(e) = Znixi(e) =
i=1

h
Para o item i) basta tomar s # e, e dai 0 = rg(s) = anxl(s) |
i=1

Sabemos agora que o niimero de representacoes irredutiveis ¢ finito, e nao superior

a g =| G |. Procuremos agora descobrir com mais exatidao quanto é esse valor.

Definigao 2.30 Dizemos que f € F(G;C) é uma funcgao de classe sobre G se

f(st) = f(ts)

para todos s,t € G.

Essa nomenclatura faz jus ao fato de que f é constante sobre o conjunto Clg(z),

visto que dado zg € Clg(x), existe t € G tal que zy = txt~'. Tomando s = zt~! temos
fl@) = fat™'t) = f(st) = f(ts) = f(tat™") = f(o).

Ademais, considerando o conjunto
H:={f € F(G;C); f éfuncao de classe sobre G }

temos que H é subespaco vetorial de F/(G;C). De fato, dados fi, fo € F(G;C), A € C,

temos:

(M1 + f2)(st) = Afi(st) + fa(st) = Mi(ts) + fa(ts) = (Afr + f2)(Es)

donde \f; + fo = f € H.

Note que x; € H, para i = 1,2,....,h, e que {x1, X2, ..., Xn} € um conjunto orto-

normal em H.
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Proposicao 2.31  Sejam f uma funcdo de classe sobre G e p : G — GL(V) uma
representagao de G de grau n e caracter x. Definamos o operador linear py sobre V
pela expressao:

Py = Z f(@)pe

teG

1
Se V' é irredutivel, entdo py = Mdy, onde A\ = EZ F&)x(t).
teG

Prova. Computemos p,psps—1 para s € G:

PsPfPs—1 = Ps <Z / (t)pt> s

teG

= f(t)pspips—

teG

= Z f(t)psts—l

teG

= Z f(Stsil)psts—l

teG

= fu)p

ueG

Sendo assim py o ps = ps o py, e pelo Corolario 2.17, temos py = A dy. Como

Tr(Mdy) = nX e Tr(py) Zf OTr(pe) Zf , temos A = %Z F&)x(t)

teG teG teG
|

Tomando x*(t) = x(t), entao a respeito da proposi¢ao anterior, temos:

= 55 s = e,

teG

Proposicao 2.32  Os caracteres x1, X2, ---» Xn formam uma base ortonormal de H.

Prova. Nos resta apenas mostrar que geram H, e para isso ¢ suficiente mostrar
que todo elemento de H que é ortogonal aos x;’s é zero. Dado f € H tal que por hipo-

tese f seja ortogonal a x. Para cada representacao p de G tomemos p; = Z () pr.

teG
Caso p seja uma representacgao irredutivel de caracter x;, pela proposi¢ao anterior te-

mos py = Ady, onde \ = g(f | X;) = 0. Logo py = 0. Pela decomposigao em
n
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soma direta de representagoes irredutiveis, concluimos que em todo caso py = 0. Em
particular, para p sendo a representagao regular R de G, aplicando p; no vetor da base

v, temos:

0=pysve) = Z F(@)pe(ve) = Z f(t)ve.

teG teG

Assim temos uma combinacgao linear dos vetores da base de R dando 0 e como
eles sdo L.I., entdo os escalares da combinacio sao todos nulos, ou seja, f(t) = 0 para

todo t € (G, donde concluimos que f=0. W

Observacao 2.11  Sejam Cly,Cly, ..., Cly, todas as distintas classes de conjugacao de
G. Como jd vimos, se f é uma funcao de classe, entao f é constante sobre cada Cl;.
Reciprocamente, supondo que f seja constante sobre cada Cl;, entao dados s,t € G

temos:

f(st) = f(stss™") = f(ts)

donde vemos que f € uma funcao de classe. Portanto ser uma func¢ao de classe é
equivalente a ser constante sobre as classes de conjugac¢ao de G. Para criarmos entao
fungoes desse tipo basta escolhermos escalares \; € C arbitririos. Para cada i =
1,2,...k, definamos a funcao f; com dominio G como sendo f;(z;) = d;; para z; € Cl;.

Dessa forma sendo f uma funcao de classe que assume o valor \; na classe Cl;, temos:
f=MA+Nfo+ ..+ M
Logo { f1, fay .., fr} gera H. Ademais suponha que
Mfi+Afot+ o+ X fie =0.
Tomando x; € Cl; temos:
0= M fi(z;) + Xafolx)) + .. + M fulzj) = A

donde seque que {fi, fa, ..., fr} € L.I. e portanto uma base para H. Assim dimH =
k. Mas por outro lado, {x1, X2, -, Xn} forma uma base ortonormal para H, e essa

observagao justifica a proposicao sequinte.
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Proposicao 2.33 O numero de representacoes irredutiveis de G, a menos de iso-
morfismo, € igual ao numero das distintas classes de conjugacao de G. Isto é, o nimero
de classes de isomorfismos das representacoes irredutiveis de G € igual o numero de

classes de conjugacao de G.

2.5 Decomposicao candonica de uma representacao

Vimos que dada uma representacao V de G, entao V pode ser decomposto como
soma direta de representagoes irredutiveis, porém essa decomposi¢do ndo é tnica (é
tnica apenas a menos de isomorfismo). Vejamos agora uma decomposi¢ao de V' que é

de fato unica.

Dada uma representacao linear p : G — GL(V'), podemos decompor V como

sendo soma direta de representacoes U; irredutiveis:

V=U,oU;®..0Up,.

Sejam Wy, Ws, ..., W), as representacoes irredutiveis (nao isomorfas) de GG, cada W;

) 9 9 J
com grau n; = dimW; e caracter y;. Para j fixo, agrupemos todas as representacoes
U; que sao isomorfas a W;, digamos U;,,Uj,,...,U;,, e denotemos V; como sendo a

sub-representacao U;, © U;, @ ... ® U;, de G. Entao claramente temos:

Tal decomposicao é chamada de decomposicao candnica.
Proposicao 2.34 .

i) A decomposicio V=V, & Vo & ... & V), nao depende da escolha inicial dos U;’s.

i1) A projecao p; de V. em V; associada a essa decomposicao é:

(T —
pi=—> Xi(t)p:
9%ec

Prova. Basta mostrar o item i), pois o item i) é consequéncia deste. Seja

Nj = ——
%=—y xit)p
teq
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A Proposicao 2.31 mostra que a restricao de ¢; a uma representacao irredutivel W
de caracter x e de grau n ¢ um operador miltiplo escalar da identidade, com escalar
igual a “(x; | x). que é 0, se X # x;, e 1, caso x = X;. Em outras palavras, ¢; ¢ a
identidade em uma representagao isomorfa a W;, e é 0 nas outras. Pela definicao de

V;, isto ja mostra que ¢; é projecao. M
Foquemos agora em subgrupos, produtos diretos e representacoes induzidas.
Observacao 2.12 Relembrando que dizemos que um grupo G € abeliano caso st = ts

para quaisquer s,t € G. Desse modo, as classes de conjugacoes dos elementos de G

sao todas unitdrias, e toda funcao sobre G ¢ uma funcao de classe.
Proposicao 2.35 Sao equivalentes:

i) G € um grupo abeliano.
i1) Todas as representacoes irredutiveis de G tém grau 1.
Prova. Sendo g a ordem de G e ny,ng,...,n, 0s graus das representacoes irre-
dutiveis de GG, sabemos que h é a quantidade de classes de conjugacao distintas de G.

Porém como G é abeliano, entdo txt™! = ztt™! = x, ou seja, as classes de conjugacao

sao todas unitarias, donde h = g. Dai, temos:
g
7 ) i
i=1

Suponha por absurdo que haja pelo menos um n; maior que 1. Dai:
nf>1l=ni+..+n+..+n’>nf+. . +ni_ +1+n7,+..+n
g
= an >14+14...+1 (g parcelas iguais a 1)

=1

=9>9,

absurdo. Portanto n; = 1 para : = 1,2, ..., h.
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i) = 1) )

h

Caso tenhamos n; = 1 para todo ¢, entao g = Zn? = Z 12 = h, donde deve
i=1 i=1

haver tantas classes de conjugacao quanto elementos de G. Sendo esse o caso,

nao pode haver uma classe de conjugacao com mais de um elemento. Dai temos

que, como st = stss~! estd na classe de conjugacao de ts, devemos ter st = ts.

Corolario 2.36  Sejam G um grupo finito qualquer e A um subgrupo abeliano de G,
sendo a =| A| e g =| G |. Entio cada representacio irredutivel de G tem grau ndo

. . . L. g
superior ao inteiro positivo < .
a

Prova. Sendo p : G — GL(V) uma representagao irredutivel de G, a restri¢ao
de p a A define uma representagio p* : A — GL(V) de A. Seja W C V uma sub-
representacao irredutivel de p”. Pela proposicdo anterior, como A ¢ abeliano, entdo
dimW = 1. Seja V' o subespaco de V' gerado pelas imagens ps(W) = {ps(z);z € W}
de W, s variando em G, isto é,

V=" p(W).

seG

E claro que V' é invariante por G. Como p é irredutivel, entdo V/ = V. Mas para

seGete A, temos:

pst(W) = ps(pe(W)) = ps(p(W)) = ps(W)

e entdo, se s, s’ € (G sdo tais que existe t € A com s = §'t, devemos ter ps(W) = pg (W),
donde segue que o nimero de espacgos ps(W) distintos é nao superior & quantidade das

classes laterais sA = {st | t € A}, com s em G. Tal quantidade é justamente o indice

de A em G, que vale g _ % Note que dimps(W) =1, e dai
a

V=V'=Y p.(W)

seG

1O valor 9 ¢ chamado de indice de A em G e pelo Teorema de Lagrange, Proposi¢ao 1.7, é
a

sempre um nimero inteiro.
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sendo T" um conjunto de representantes de A/G temos:

dimV = dim (Z pS(W)>

seG

Tendo em vista a Definicao 1.14 dada na Seg¢ao 1.5 no Capitulo 1 de produto
direto de grupos, um questionamento natural de surgir é sobre como estender, se pos-
sivel, uma representacao para G; x (G5 a partir de uma representacao de G; e outra de

G,. E esta a construcao que faremos a seguir.

Definigao 2.37  Sejam p' : G; — GL(V1) e p* : Gy — GL(V,) representagoes
lineares de G e G, respectivamente. Definimos uma representacao linear p = p* ® p?
de G1 X Gy em V} ® V, (Definigao 2.3.2) pondo, para cada s = (s1,52) € G1 X Go,
as 1magens

onde {u;} e {w;} sao bases de Vy e Vs, respectivamente.

Estendemos por linearidade para elementos Z Aiju; - w; de Vi @ Vy (A € C) como:

2%

p(SLSQ)(Z Aiji - wj) = Z )\ijpil(ui) : P§2(wj)~
1,3 2%
Em particular temos:

ps(w1-12) = ((p' @ p*)(s1,50)) (w1 - w2) = py, (1) - p, (w2) Vo € Vi,ap € Vs,

Essa representacao é chamada de produto tensorial de p! e p?, e sendo x; e x2 0s
caracteres de p! e p?, respectivamente, entdao o caracter y do produto tensorial p! @ p?

de p! e p? & dado por:

X(51,82) = X1(51)X2(52)-
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Observacao 2.13  Quando G e Gy sao iguais ao mesmo grupo G , a representacao
p'@p? definida acima é uma representacio de Gx G ( consistindo dos elementos (s1, s2),
com s1,82 € G ). Esta é uma representacio diferente da representa¢do dada pelos
elementos na forma (s,s), com s € G, que € a representacao de G na Defini¢do 2.11,
denotada também por p' @ p?. Como a notagdo é a mesma, € importante distinguir
essas duas representacoes. Assim, uma € uma representagdo de G X G em Vi ®@ Vs e a

outra € uma representacao de G em Vi ® V5.

Proposicao 2.38 .

i) Se p' e p? sdo irredutiveis, pt @ p? é uma representacdo irredutivel de Gy x Gb.

it) Cada representagio irredutivel de Gy X Gy € isomorfa a uma representacao p'®p?,

onde p* e p* sao representacoes irredutiveis de G1 e G, respectivamente.

Prova.

i) Lembrando que uma representacao é irredutivel se, e somente, se seu caracter
tem norma 1 (isto ¢, (x | x) = 1), entao se p', p? e p! ® p? tem caracteres x,,

X, € X respectivamente, temos:

(lexl_ Z’X131 2:

S1EG1

(X2|X2_ Z|X282 =

526G2

onde g1 e g2 sao as ordem de (7 e G5 respectivamente. Multiplicando essas duas

equacoes temos:

(x [ x) ——Z|X51752 ) [P =1.
51732
i1) Sabemos que os caracteres irredutiveis de G; x G formam uma base para o
espaco das funcoes de classe sobre G; x GG5. Mostremos entao que os caracteres
X1(81)x2(s2) de G; x G4 geram o espaco das funcoes de classe de Gy x Gy. Para

isto é suficiente mostrar que toda funcao f de classe sobre Gy x G5 que é ortogonal
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aos caracteres na forma y(s1)xz(s2) € nula.

Suponha entao que f seja uma funcao dessa. Entao:

D flsisa)xalsi)xal(s2) = 0. (2.2)

51,52

Fixando x, e pondo f'(s;) Z f(s1, SQ)XQ(SQ) temos que f’ é uma funcio de
s2€G2
classe sobre GG;. De fato:

fl(sit) = > flsitr, s2)xa(s2)

s9€G2

= Y fl(s1,52)(t1, €2)] xa(52)

s2€G2

= Y fl(tr,e2)(s1,92)] xals2)

s2€G2

— Z f(t1s1, s2)x2(s2)

s2€G2

= f'(ti51).

Portanto, de (2.2) temos:
O—Zf 51782)X1 51)X2(52) Zf s1) X1 51),
S1,82
para todo caracter irredutivel x; de G;. Logo f’ = 0. Agora, fixando s; € Gy,
vamos definir a funcao sobre G dada por fs,(s2) = f(s1, s2). Note que f;, ¢ uma
fungao de classe sobre G5. Ademais

(o | 32) = Zfsl,smsg (1) =0,

Como x» foi tomado de forma arbitraria, segue que (fs, | x2) = 0 para todo

caracter yo irredutivel de Gy, donde f;, = 0, ou seja, f(s1,s2) = 0.

Sendo assim, o estudo sobre as representacoes de GG; x GG fica reduzido ao estudo

de representagoes de G e de G.
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2.6 Representacoes induzidas

Definicao 2.39 Representacao induzida:

Sejam p : G — GL(V) uma representacao linear do grupo G, py sua restricio a um
subgrupo H de G. Sendo W uma sub-representacao de py, isto é, um subespaco de V
estdvel por H, denotemos por 0 : H — GL(W) tal representacio de H em W. Dado
s € G, o subespago ps(W) depende somente da classe lateral sH, visto que py(W) =W
para todo t € H, e entdo ps(W) = ps(pe(W)) = ps(W). Se o € uma classe lateral
a esquerda de H, podemos definir o subespaco W, como sendo ps(W) para qualquer
s € 0. Ademais dado s’ € G, sendo o' a classe lateral do elemento s's € G, entdao

ps'(Wy) =Wy, com s € 0. Dessa forma o subespago

Y W<V

oeG/H
€ uma sub-representacao de V. Dizemos que a representacao p de G € induzida pela
representacao 0 de H em W se V' € igual 4 soma direta de W,, o € G/H, isto é,
V= & W,. Podemos reescrever isso dando as sequintes condi¢oes:

oeG/H

i) Cada v € V pode ser escrito de forma unica como g Vs, com v, € W, para
oceG/H

cada 0 € G/H.
it) Se R é um sistema de representantes de G/H, o espaco vetorial V € a soma

direta de p,(W), com r € R. Em particular, temos dimV = Zdimpr(W) =
reR

> dimW = (G : H) - dimW .
Exemplo 11 Sdo exemplos de representacgoes induzidas:

i) Sendo V' a representagao reqular de G, o espago V' tem uma base {vg; s € G}
tal que ps(vy) = vy para todos s,t € G. Seja W o subespago de V' com base
{vi; t € H}, e a representacio 0 de H em W € a representacdo reqular de H.
Temos entao que p € induzida por 0, pois dado v € V' existem escalares Ay € C

tais que v = E AsUs. Agrupando os vetores A\gv, tais que seus indices pertencem

seG
a mesma classe lateral o de H, denotemos a soma deles por v, e teremos entao
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v = Z Uy, donde V = Z W,. Como Z dimW, = (G : H)- | H |=|
ceG/H oceG/H ceG/H
G |= dimV, temos que a soma V = Z W, € direta.
ceG/H

Note que se o € uma classe lateral de H, entao so = {st; t € o} € também uma
classe lateral de H. Supondo que V' tenha uma base {v,; o € G/H}, definamos
a representacio p de G em V' pondo ps(v,) = vss. Obtemos a representacao de
permutagdo associada a G/H. O wvetor vy correspondente a classe lateral H de
H ¢ invariante por H, isto é, py(vyg) = vy para todo t € H. A representagao de
H no subespaco gerado por vy € a representacdo trivial de H. E claro que essa

representacao induz a representacao p de G em V.

Se p' : G — GL(V1) € induzida por 0* : H — GL(Wy) e p* : G — GL(V,) é
induzida por 0% : H — GL(W,), onde W; ¢ subespago de V; para i = 1,2, entdo
pt®p? G — GL(Vi®Vs) € induzida por 0 ® 6% : H — GL(W, ®W,). De fato,

como p' € induzida por 0, entao

Vi = @ (W),

oc€G/H

Analogamente, como p* é induzida por 02, entdo

VV2 = @ (W2)U~

oceG/H

Tomando o subespaco W =W, @ Wy de Vi & Vs, temos que
pi (W) @ pf(Wa) = 0;(Wh) @ 67 (Wa) = Wi @ Wo Vit € H.

Logo, W ¢ invariante por H e podemos considerar a restricio 0' @ 6% : H —

GL(W, & W3). Dado s € o, entdo
Wo = (p' & p*)s(W) = ps(W1) & p (W) = (Wh), & (W),

e portanto

VieV, = @ (Wh)o | @ @ (W3),

ceG/H oceG/H
= P (WM)s® (Wa),)
ceG/H

= P w..

ceG/H
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iv) Suponha que a representacao p' de G em V' € induzida pela representacao 0" de H

em W'. Se Wy é um subespaco de W' estdvel por H, o subespaco V = Z pr(WH)

reR
de V' é estavel por G, onde R é um sistema de representantes das classes laterais

de H em G. A representacao de G em V € induzida pela representacao de H em
W1i. De fato, dados s € G er € R, como sr € G, entdao sr =1r't, com1r € R e
t € H, e como Wy € estdvel por H, entao py(Wq) = 0,(W1) = Wi. Dai temos:

ps(pT(Wl)) = psr(Wl) = pr’t(Wl) - pr’(Wl) - V

e portanto

ps(V) = <Zps(pr(W1))> cVv

reR
ou seja, V' € estdvel por G. Ademais, como Wy é subespaco de W', entdao p,(W7)
¢ subespago de p.(W'). Tendo isso em vista, como por hipdtese V' ¢é induzida

por W', entao a soma Zpr(W’) ¢ direta, e temos entdo que a soma ZpT(Wl)

reR reR
também € uma soma direta.

Lema 2.1  Suponha que a representacao p de G em V' seja induzida pela representa-
¢cGo 0 de H em W. Seja p' : G — GL(V') uma representacdo de G e seja f - W — V'
uma transformagao linear tal que f(0,(w)) = p(f(w)) para todost € H e w € W. En-
tao existe, e € inica, a transformacao linear F :V — V' que estende [ e que satisfaz

Fops=p.oF para todo s € G.
Prova.

Unicidade.
Suponha que F satisfaz as condigées do enunciado do lema. Se v € ps(W), temos

psH(v) € W, donde
F(v) = Fps(ps ' (v))) = pL(F(p; ' (v))) = pu(f (3 (v)))-

Essa formula determina F' de modo tnico em ps(WW), e como por hipotese p é
induzida por 6, temos que V' é soma direta dos subespagos ps(W), s € G, e isso

determina F' de forma tnica em todo V.
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Existéncia.
Inicialmente, sendo s € G, t € H e v € ps(W), entdo v = ps(w) para algum

w € W. Temos:

Dai segue que é constante a expressao p, (f(p5'(v))), com v € ps(W) e quando

s’ corre em o, onde o ¢ a classe lateral de s. Além do mais, ps(W) = pg(W).

Dado v € W, escolhendo s € o, definamos F(v) pela formula F(v) = p.(f(p;1(v))).
Como vimos anteriormente, essa expressao da o mesmo resultado seja qual for
a escolha do s € o0, e portanto F' est4 bem definida. Como V é a soma direta
dos W,, entao temos de fato uma transformacao com dominio V. Dado v € V,

temos v = g v, com R sendo um conjunto transversal de representantes de

reR
G/H, v, € W, onde o é a classe rH. Além do mais, note que py(v,) € W, p, €



91

entdo temos F(py(1)) = o (f(pory-1 (03(0:))) = pL(6(F (07 1 (1))))- D

4 Zp;<f<pr1<vr>>>)

reR

=D oo (o ()

reR

= Z F(ps(vr))

reR

()

= F(ps(v)).

Vemos entao que p), o F' = F o p, para todo s € G.
[

Proposicao 2.40 Sejam G um grupo e H subgrupo de GG. Dada 0 representacao
linear de H em W, existe, e € unica, a menos de isomorfismo, uma representacao

linear p: G — GL(V) que é induzida por 6.

Prova.

FEzisténcia: pelo item iii) dos exemplos de representacoes induzidas, vemos que
podemos assumir que @ é irredutivel. Neste caso, tomemos p' : G — GL(V') como
sendo a representagao regular de G e seja W’ o subespago de V' com base {vi; t € H}.
Vimos que W' é estavel por H. Sendo €' a representacao de H em W', entao € é
a representacao regular de H. Como 6 é irredutivel, entao 6 é isomorfa a uma sub-
representacao de ', e digamos que W, é uma sub-representacao de W’/ que é isomorfa
a 0. Pelo item 7) dos exemplos de representagoes induzidas, temos que p' é induzida

por #’. Tomando V := Z oL (W1), temos pelo item iv) dos exemplos de representagoes

reR
induzidas que V' é estavel por G. Chamemos de p a representacao de G em V. Entao
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ainda pelo mesmo item iv), a representacao p é induzida pela representagao de H em

Wy (lembrando que 6 é isomorfa a representagao de H em W7).

Unicidade (a menos de isomorfismo): sejam p: G — GL(V) e p' : G — GL(V')
duas representacoes induzidas pela representagao 6. Considerando a aplicacao f como
sendo a inclusao de W em V', vemos, pelo Lema 2.1, que existe uma transformacao
linear F': V' — V' que é a identidade em W e satisfaz F o p; = p/, o F' para todo s € G,
restando apenas que F' seja um isomorfismo de espagos vetoriais para completar a prova
do teorema. Note que F(V) contém todos os pl(W), e é igual a V'. Desde que V e
V' tém a mesma dimensao (G : H) - dimW , temos entdo que F' é um isomorfismo de

espacos vetoriais, o que prova o teorema.
|

Caracter de uma representacao induzida.
Suponha que a representacao p de G em V' é induzida pela representacao 0 de H em
W e sejam X, e xp os caracteres de p e de 0, respectivamente. Como 6 determina p,
a menos de isomorfismo, estamos aptos a calcular x, em fun¢ao de xp, e o teorema a

seguir nos mostra como fazer isso.

Proposicao 2.41  Sejam h a ordem de H e R um conjunto transversal de represen-

tantes de G/H. Para cada u € G, temos:
1

Xp(u) = Z Xo(r tur) = W Z xo(s 'us).
reER seG
r~lurcH s—luseH

(em particular, x,(u) é uma combinagao linear de valores de xo na intersec¢io de H

com as classe de conjugacao de u em Q)

Prova. O espago V é a soma direta dos p.(W), com r € R. Além disso,
pu permuta os p.(W) entre si. Mais precisamente, se escrevermos ur na forma r,t,
com r, € Ret € H, vemos que p, manda p.(W) em p, (W). Para determinar
Xp(u) = Try(p,) podemos usar uma base de V' que é a unido de bases dos p,(W). Os
indices r tais que r # r, dao zero nos termos da diagonal, nos outros dao o traco de

pu em p.(W). Obtemos entao
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onde R, denota o conjunto dos r € R tais que r = r, e p,, ¢ a restricao de p, a p,(W).
Observe que r € R, se, e somente se, ur pode ser escrito como rt com t € H, isto é,

r~lur € H.

Resta computar 7, w)(pu,) para r € R,. Para fazer isso, note que p, define

um isomorfismo de W em p,. (W), e que temos
pr o0y = pyropr, comt= r~tur € H.
Dai segue que o trago de p,, ¢ igual ao do 6;, isto €, xo(t) = xe(r 'ur). Obtemos entao

Xo(w) = ) Xo(r~tur).
T‘GRu
A segunda formula dada para ys(u) no enunciado segue da primeira, notando
que todos os elementos s € G na classe lateral rH ( r € R, ) satisfazem yq(s lus) =

Xo(r~tur). W



Capitulo 3

Algebras, graduacoes e o resultado

principal

Neste capitulo introduziremos a nocio de Algebra de Grupo, que servira como
uma extensao de G para um espaco vetorial. Bem como introduziremos a nocao de
uma algebra sobre o corpo dos complexos, graduacoes em &lgebras e acoes de grupos
em uma algebra. Finalizando com o resultado principal a respeito da equivaléncia entre
a graduacgao e a acao de um grupo abeliano finito em uma algebra. Para o estudos

mais aprofundados indicamos a referéncia [5].

3.1 Algebras e graduacoes de algebras por um grupo

3.1.1 Algebra de Grupo

Denotamos por C[G], a algebra de G sobre C, como sendo o conjunto formado pelos

simbolos da forma f = Zzss, onde z; € C. Definiremos que dois simbolos f =
seG
Zzss e f' = Zzgs em C[G] sao iguais se, e somente se, z; = 2. para todo s € G.
seG seG
Denotaremos por “0” o simbolo Z()s. Ademais, para t € G faremos a identificacao
seG
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t = Zzss, onde z, = 0 para s # t, e z; = 1. Dessa forma temos G C C[G].

seG
Definiremos uma soma em C[G] e uma multiplicacdo por um escalar A\ € C da seguinte

maneira: dados f = Zzss, = Zz;s € C[G] tomaremos
seG seG

f+f = Z(zs +2.)s

seG

A o= Z(/\zs)s.

seG

Desta maneira, sendo f = Zzss, f = Z 2, = Zz;/s € C[G] e A\, X € C, temos

seG seG seG
que:

Ay) “ 47 é associativa:

FH+F)+ =) (zat2)s+ Y 2l
= ((z+2) + 20)s
= (2t (L +2)s
= s+ Y (Z+2)s

=f+ "+
Ay) “ 47 & comutativa:
=) (z+z)s=) (Zh+2)s=f+.
Az) “ 47 possui elemento neutro, a saber, o elemento “0” de C[G]:

O+f:ZOS+2233:Z(0+23)322235:f.

Ay) Todo elemento de C[G] possui inverso com respeito a “ +”:

FHEN=D 28+ ) (—z)s=» 0s=0.

Ademais, com respeito a multiplicagao por escalar temos:

M) A multiplicacao por escalar satisfaz A(N' f) = (AN) f :

ANF) =2) (Vs = (W) Y zes = (W) f.
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M,) A multiplicacgdo por escalar satisfaz (A + X)f = \f + N f:

A+XN)f=A+X)D s
=> (A +N)zs
= Az + Nz)s
= Azs+ Y Nas
=AY zs+N )z

— A+ NS
Ms3) A multiplicagdo por escalar satisfaz A(f + f') = A\f + Af':

Mf+ ) =2 (2 +20)s
=) Mzt 2)s
= Az +A2)s
=Y (z)s+ ) (Az)s
=A) zs+AY s

=AM+ Af

M,) A multiplicacao por escalar satisfaz 1f = f :

1f = Z(lzs)s = Zzss = f.

Dessa forma temos que C[G] é um espaco vetorial sobre o corpo dos complexos. Lem-
brando que G C C[G], claramente G é um conjunto gerador para C[G]. Ademais G é

L.I., pois tomando escalares \; € C tais que Z)\Ss =0= ZOS, pela definicao de

seG seG
igualdade de simbolos temos Ay = 0 para todo s € G. Portanto G é base para C[G], e

dai dimC[G] =| G |.

7

Definiremos agora uma multiplicacdo “ x 7 entre os elementos de C[G]. Primei-

2

ramente, sendo t € G, 2z, € Ce f = Zzss, definiremos a multiplicacao “ x” como

seG
sendo:

(zt) x f = (2]t) x (Z zss> = Z(zgzs)(ts)

seG seG
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Entao, para [’ = Z z;t, definimos:

teG

Fre = ((2t) * f).
teG

Dessa forma, para s,t € G C C[G] temos ts = t*s, ou seja, “*” estende a multiplicagao

de G e satisfaz:

i) ()= " VL e CGL
ZZ) (f/+f//) *f — f/*f+f//*f vf’ ]C‘/’ f// G C[G]

Consequentemente, temos f* (fi+ fo+ -+ fo)=fxfit fxfot+--+fxfu
e (fit -+ fu)xf=Fixf+-+ fuxfparaf fi € CIG]

ar) (f* ) f"=F=(f«f") V£ f"eClG.
w) Mf*f) =N+ f=fxAf) V[ eClGiAeC.

Prova. Tomando f = Zzss, = Zzgt, "= Zz,’l’h e C[G] e A e C.

seG teG heG

i) Primeiramente, calculando (zgs) * (f' + f”) :

(ze8)  (f' 4+ ") = (2s8) x Y (2t + 2t

teG

=D (a(z +2)(st)

teG

= E (252 + 2527 )(

teG

= Z 252, (st) + Z 252, (st)

teG teG

= (248) * Z zit 4 (258) * Z 2t

teG teG

— (248) % f' 4 (205) % .
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Portanto

—Z Zs f+28) f”)
= Z(zss) * 1+ Z(zss) * f

seG seG

—fef L f

i1) Basta notar que <Z ztt> * (258) = Z(ztzs)(ts) e entdo a demonstracao sera

teG teG
analoga.

i7i) Por um lado temos:

G
_) "
= [(zs2)( zph
s€G teG heG
= E (252127 ) (sth).
s€G teG heG

s€C teG heG

Portanto, f* (f'* f") = (f * f') = f".
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iv) Basta notar que se e € G é o elemento neutro do grupo, entao

fx(Xe) = (Z zss> x (Ae) = Z(zss) x (Ae) = Z()\zs)s =\f

seG seG seG

ou seja, Af = f * (Ae). Analogamente mostramos que Af = (Xe) x f. Dai

i)

A f) = Qe)x (f+ f) = ((he) x ) x [ = (Af) * f'

)

(M) 7= (f = (Ae)) = f7 = [ ((Ae) = f)) = [+ (AS).
[

Observagao 3.1 Em particular, C[G] forma um anel com unidade com a soma e
multiplicacao definidas nesse capitulo, a saber, a unidade é o elemento neutro e € G.
Dessa forma, denotaremos f x f' apenas por ff'. Nao € dificil ver que C[G] serd um

anel comutativo se, e somente se, G for um grupo abeliano.

Observagao 3.2 Tomando para cadat € G a aplicagio p; : C[G] — C[G] definida por
p:(f) = t* f, entio p; € GL(C[G]) e a aplicacio p(t) = p; de G em GL(C|[G]) € a

representacao reqular de G.

Observacao 3.3 Sendo K um corpo qualquer, podemos definir a dlgebra de G sobre

K de forma andloga, como sendo o conjunto K|G| dos simbolos na forma Z asS, com

seG
as € K. As propriedades apresentadas até aqui sobre C[G] se mantém no caso K[G],

pois todas as propriedades necessdrias aos zs € C 0s as € K também tém.

Observacao 3.4 Sejam G um grupo finito e p : G — GL(V') uma representacao linear
de G. Para cada s € G ev € V, denotemos sv := ps(v). Podemos estender para C[G]

pondo fv = ZZSSU, para f = Zzss € C[G]. Em outras palavras, estamos criando

seG seG
uma “multiplicagao por escalar” com os escalares sendo os elementos f € C[G]:

V> fu ::Zzs-ps(v) .

seG

Note que se f, f' € C[G] ev,u € V, entio:
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i) flo+u)= fu+ fo
i) (f+ fo = fo+ flo
ai) f(f'v) = (ff)v
iv) ev =wv, onde e € G é o elemento neutro.

Consequentemente, temos também,

v) ou=0e f0=0
vi) FOw) = (\f)o = Afo

pois Av = dev = (Xe)v, e dai f(M) = f((Ae)v) = (f(he))v = ((Ae)f) = (Af)v =
A(fv).

Reciprocamente, dada uma “multiplicacio por escalar” em V' por elementos de C[G]
cumprindo as 4 primeiras propriedades anteriores, entao, definindo para cada s € G a
fungio ps de V em V dada por ps(v) = sv, temos que p(s) = ps € uma representagdo

linear de G em V.

3.1.2 Algebras

Definiremos agora o conceito de uma C-dlgebra, que serd necessario mais adiante e que

também justifica a nomenclatura de ” Algebra de G sobre C” dada a C[G].

Definicao 3.1  Sejam A um espago vetorial sobre C e x uma operacao em A. Dize-

mos que o par (A, x) € uma C-dlgebra se x satisfaz:

i) ax(b+c)=axb+axc
i) (a+b)xc=axc+bxc

iii) Ma*xb) = (Aa) *b=ax (A\b)

para todos a,b,c € A e \ € C.
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Nesse caso, denotamos a % b apenas por ab e (A,*) apenas por A. Definimos a
dimensao dimA da algebra A como sendo a dimensao de A como espaco vetorial e
dizemos que § C A é uma base para a algebra A se 8 é base de A com espaco vetorial.

Dizemos ainda que:

i) A éuma dlgebra associativa se x é associativa, isto é (ab)c = a(bc) para quaisquer

a,b,c € A.

i1) A é uma dlgebra unitdria ( ou dlgebra com unidade ) se * possui elemento neutro,
isto é, se existe algum vetor u € A tal que ua = au = a para todo a € A. Nesse
caso, dizemos que u € a unidade de A. Em certos casos convém denotar u por

1=14 € A.

iii) A é uma dlgebra comutativa se x é comutativa, isto é, ab = ba para quaisquer

a,be A

Observacao 3.5 Sendo [ uma base de A, entao qualquer aplicacio ¥’ : fx  — A
pode ser estendida em uma aplicacao * : A x A — A bilinear, isto €, w *x v € linear em
w e em v, ou seja, a* (b+ Ac) = (axb)+ Naxc) e (a+ Ac)xb= (axb)+ A(cxb)
para quaisquer a,b,c € A e A\ € C. Portanto, basta definir as imagens em A das
multiplicacoes axb com (a,b) € B X B que existird, e serd unica, a multiplicacio em A

que satisfaz a definicao de dlgebra e estende a escolha de multiplicacao feita em B X [3.

Observacao 3.6 Sendo K um corpo, podemos definir de forma andloga uma K-dlgebra

como sendo um espaco vetorial A sobre o corpo K munido de uma aplicacao bilinear

x: AXx A— A
Exemplo 12 Sao exemplos de C-dlgebras:

i) (M,(C),-) : o espago vetorial M,(C) das matrizes quadradas de ordem n com
entradas complexas, munido da multiplicacao usual de matrizes, é uma dlgebra

associativa e unitdria ( porém ndo comutativa paran > 2 ).

i1) (Clz],-) > o espago vetorial Cl[z] dos polindémios com coeficientes complexos, mu-
nido da multiplicacao usual de polindmios, € uma dlgebra associativa, comutativa

e unitaria.
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i17) Considere o espago vetorial C* munido da multiplicacio (z1,y1)(x2, y2) = (71y2,0).

Entao para u = (x,y),v = (a,b),w = (2,t) € C*> e A\ € C, temos:

u(v+w) = (x,y)(a+z,b+1t) = (xb+ xt,0) = (b,0) + (2t,0) = wv + uw
(u+v)w = (zt + at,0) = (xt,0) + (at,0) = vw + vw

A(uv) = A(zb,0) = ((Ax)b,0) = (Au)v = (2(Ab),0) = u(Iv).

Portanto C? com essa multiplicacio é uma dlgebra, porém nao é comutativa, pois
(1,1)(1,0) = (0,0)  (1,0)(1,1) = (1,0).
Nao possui unidade, pois (x,y)(0,1) = (0,1) = (2,0) = (0,1), ou seja, 1 =0, o
que € um absurdo. Portanto nao existe nenhum vetor 1c2 € C? tal que 1¢2(0,1) =
(0,1). Por fim, esta dlgebra nao € associativa, pois [(1,0)(1,1)](0,1) = (1,0) e
(1,0)[(1,1)(0,1)] = (0,0).

iv) Sendo G um grupo finito, entao C[G] é uma dlgebra associativa, unitdria, com

dimensao | G |, e caso G seja abeliano, entao C|G| é comutativa.

v) Considere o espago vetorial L = M,(C). Sendo “-” o produto usual de matrizes,

definamos em L a operacio Ax B=A-B — B-A. Dadas A,B,C € L, temos:
(A+B)xC=(A+B)-C—-C-(A+ B)
=A-C+B-C-C-A-C-B
=A-C-C-A+B-C-(C-B
=AxC+BxC.
Note que C'x D = —D x C para quaisquer C, D € L, e entao
Cx(A+B)=—(A+B)xC
=—(AxC+B=xC)
=—-AxC—-BxC
=CxA+CxB.

Dado agora X € C,

MA*B)=MA-B—B-A) =AA-B—AB-A=(\A)-B—B-(\) = (\M) % B.



vi)

103

Por outro lado,
MA*B)=AN-Bx*xA)=—-(ANB=xA)=—((AB)*xA) = Ax (\B).
Portanto (L,*) é uma dlgebra, claramente ndo comutativa. Ademais, também

nao € assoctativa.

Considerando no espago vetorial C* a multiplicacdo (a1, as, ..., a,) (b1, be, ... by) =

(a1by1, asba, ..., a,by,), entdo C™ é uma dlgebra comutativa com unidade.

Definicao 3.2 Sejam A uma dlgebra e B um subespaco vetorial de A. Dizemos que:

)

i)

B ¢ uma subdlgebra de A se bc € B para quaisquer b,c € B, ou seja, B € um
subespaco vetorial fechado a multiplicacao. Nesse caso, B com as restricoes das

operacoes € uma dlgebra.

B € um ideal a esquerda de A se ab € B para quaisquer a € A eb € B, e é
um ideal a direita de A se ba € B para quaisquer a € A e b € B. B é dito um
ideal bilateral de A se é simultaneamente ideal a esquerda e a direta. Em outras
palavras, um ideal B é um subespaco vetorial com a propriedade de absorver
multiplica¢oes quando um dos fatores estiver em B (dependendo do lado). Note

que todo ideal € uma subdlgebra.

Exemplo 13 Ezemplos e contraexemplos a respeito da definicao anterior:

i)

Em M, (C), com n > 2, note que B ={Y € M,(C) | detY = 0} tem a proprie-
dade que, dados X € M,(C) eY € B, entdo XY, YX € B. Porém B nao é um
tdeal nem uma subdlgebra, pois B nao € um subespaco vetorial. Tomando agora
B ={Y € M,(C) | Y é diagonal }, temos que B' é uma subdlgebra, porém nao

¢ um ideal. Jd
B"={Y € M,(C) | Y tem apenas possivelmente a primeira coluna nio nula }

é um ideal & esquerda de M, (C).

M, (C) nao possui ideais bilaterais, a nao ser o proprio M, (C) e {0,xn}-
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i1) Fizado n € N, tomando P,(C) como sendo o conjunto dos polindmios que ndo
possuem grau superior a n, entio P,(C) é um subespago vetorial de Clz], po-
rém nao é uma subdlgebra, pois nao é fechado ao produto. Tomando agora
B = {p € Clz] | p(1) # 0}, entdo B € fechado com respeito ao produto, po-

rém nao € uma subdlgebra, pois nao um € subespaco vetorial. Jd tomando

B'={p € Clz] | p(1) = 0}

temos entao que B’ é um ideal bilateral de Clz], e consequentemente uma subdl-

gebra.

iii) Seja G um grupo finito de elemento neutro e. Tomando B = {le | A € C} =
spanc{e}, o subespaco gerado por e, temos que B é uma subdlgebra de C[G].

Caso G tenha pelo menos 2 elementos, entdo B nao € um ideal.

iv) Considerando a dlgebra L = M,(C) com produto Ax B = AB — BA, considere
o subconjunto sl,(C) de L formado pelas matrizes com traco zero. Facilmente
vemos que sl,(C) é um subespago vetorial de L, pois Tr(AA + B) = XT'r(A) +
Tr(B) e dai, se A, B € sl,(C), entio NA+ B € sl,(C).

Ademais, lembrando que Tr(AB) =Tr(BA), entdo

Tr(A* B) =Tr(AB — BA) =Tr(AB) —Tr(BA) =Tr(AB) —Tr(AB) = 0.

Seque que A x B € sl,(C) para quaisquer A, B € L, donde temos que sl,(C) é
um ideal bilateral da dlgebra (L, *).

Definicao 3.3  Sejam (Ay,*1) e (As,*o) dlgebras. Dizemos que uma aplica¢do
v Ay — As € um homomorfismo de dlgebras quando ¢ é uma transformacao linear
entre 0s espacos vetoriais Ay e Ay e satisfaz p(a x1 b) = @(a) 3 p(b) para quaisquer

a,b e Ay. Caso p seja bijetora, entao dizemos que @ € um isomorfismo de dlgebras.

1

Note que se ¢ é bijetora, entao ¢~ ainda é um isomorfismo de algebras, pois ja

vimos no capitulo anterior que ¢!

continua sendo uma transformagao linear. Agora
note que dados x,y € A, existem a,b € A; tais que z = ¢(a) e y = ¢(b), o que

equivale a a = ¢! (z) e b = ¢! (y). Entao
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Em particular, tomando A = A; = A,, dizemos que um isomorfismo de algebras de
A em A é um automorfismo. Claramente o conjunto Aut(A) dos automorfismos de
A como algebra é subconjunto do conjunto GL(A) dos automorfismos de A somente
como espaco vetorial. Note que se ¢ e ¥ sao automorfismos de A como algebra, entao

temos para quaisquer a,b € A:

p((ab)) = p(P(a)i(b)) = w(¥(a))((b))-

Portanto ¢ o1 é também um isomorfismo de algebras (de modo geral, a composigao de
isomorfismos de algebras ainda é um isomorfismo de algebras), ou seja, po1p € Aut(A).

Como ja observado, se 1) € Aut(A), entao ¢~ € Aut(A), e disso concluimos que
@, € Aut(A) = po™" € Aut(A).

Como Idy € Aut(A) # 0, temos que Aut(A) é subgrupo de GL(A), e dai segue que, em
particular, Aut(A) é também um grupo. Assim, podemos olhar para as representagoes
p: G — GL(A) tais que p(G) C Aut(A). Caso isso aconteca, podemos considerar o
homomorfismo de grupos p : G — Aut(A).

Definigcao 3.4 Vamos definir uma acao de um grupo G em uma dlgebra A como sendo

uma acao de G sobre o conjunto A que satisfaca também:

i) s-(Aa+b)=As-a+s-b

i1) s-(ab) = (s-a)(s-b)
para quaisquer s € G, a,be€ A e X € C.

Note que dada uma acao - : G x A — A, de G na éalgebra A, definimos para cada

s € G a aplicacao

ps: A— A

a— ps(a) =s-a

Como py(ps-1(a)) = s-(st-a) = a e ps1(ps(a)) = a, temos que cada aplicagao

ps admite uma inversa e portanto é bijetora. Ademais, como ¢ - (s -a) = (ts) - a
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temos pips = pis, donde a aplicagdo p : G — GL(A), definida por p(s) = ps, é um

homomorfismo de grupos. Ademais, como

ps(ab) = s - (ab) = (s-a)(s - b) = ps(a)ps(b),
temos ps € Aut(A). Com tudo isso temos que
p: G — Aut(A)
s = p(s) = ps
¢ um homomorfismo de grupos.

Reciprocamente, dado um homomorfismo p : G — Aut(A), definindo s-a := p,(a),

temos que - : G x A — A é uma acao de G na algebra A.

3.1.3 Graduacao de uma algebra por um grupo

Para prosseguirmos com o intuito desse trabalho, vamos definir o que ¢ uma graduacao
de uma algebra A por um grupo G, que consiste em decompor a algebra A em uma

soma direta de subespacos de uma forma compativel com a operacao do grupo G.

Observagao 3.7  Seja A uma dlgebra, para ) # B,C C A. Definimos de forma
intuitiva o conjunto BC ={bc| b€ B ece C}.

Definicao 3.5  Sejam A uma dlgebra e G um grupo qualquer. Dizemos que A é
G-graduada se A pode ser escrita como a soma de subespacos A = @GA(S) tais que
para quaisquer s,t € G tem-se A®A® C AGY - Os subespagos A®) 3260 chamados de
componentes homogéneas de A, e um elemento nao nulo a € A é dito homogéneo (ou

homogéneo de grau s) se a € A,

Note que a definicao nao exige que G seja finito. Note também que da definigao
temos que qualquer a € A pode ser escrito de forma tnica como uma soma finita

a = Za,s, com a, € A® para todo s € G. A soma ser finita, mesmo com o0s

seG
indices das parcelas podendo ser possivelmente infinitos, quer dizer que apenas uma

quantidade finita desses as sao nao nulos, ou seja, estamos completando com zeros as

parcelas referentes aos A® que na pratica nio apareceriam na decomposicio de a € A.
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Se B C A é& um subespaco, dizemos que B é um subespaco graduado se B =

D (B N A(S)), em outras palavras, B ¢ graduado se qualquer b = st € B, com

seG
seG
by € Ay, entao by € B para todo s € (. De forma similar definimos subalgebra

graduada e ideal graduado. Note que se B é uma subélgebra (ou um ideal) graduado,

entdo por si s6 B é uma algebra graduada, bastando tomar B®) := BN A®),
Note também que se H é um subgrupo de G é claro que B := @ A® & uma
heH

subalgebra graduada de A. Em particular, sendo e € GG 0 elemento neutro de GG, entao,

tomando H = {e}, temos que A® é uma subalgebra de A.
Exemplo 14 Sao exemplos de dlgebras graduadas:

i) Qualquer dlgebra A pode ser graduada por qualquer grupo G tomando A® = A
e A® = {0}, para s # e. Claramente temos A®A® C AB) para quaisquer
s,t € G.

i1) Considere o grupo (Z,+), Entao A = Clz] é uma dlgebra Z-graduada. De fato,
para n < 0 tome A™ = {0}, para n = 0 tome A® = spanc{1} = C, e para
n > 0 tome A™ = spanc{z"}. Dai C[z] = nGgZA("); e ademais é conhecido que
A A(m) — p(ntm)

iii) Sendo G um grupo finito, a dlgebra A = C[G| € naturalmente G-graduada. De
fato, tomando para cada s € G o subespago A®) = spanc{s} = {\s | X € C},

temos A= @ A®) e AGAD = Alst),
seG

iv) Seja G = {e,a,b,c} ~ Cy x Cy o grupo de Klein. Entiao A = My(C) é uma
dlgebra G-graduada. De fato, tomemos (lembrando que para v € V fizo estamos

denotando por spanc{v} = { v | X € C} o subespaco gerado por {v}):

1 0 1 0
A = spane . AW = spanc

0 1 0 -1

0 1 0 1
A®) = spane . A = spane

1 0 -1 0

Por uma verificacio direta vemos que A = A© @ AW @ A®) @ A e que, para
quaisquer s,t € G, temos A®) AL = A(H,
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Observacgdo 3.8 Sendo Z, = {0,1}, com a operagio + dada por:
0+0=0 0+1=14+0=1 1+1=0
entio (Zq,+) € um grupo, isomorfo a (Cs,-). Se A é uma dlgebra Zs-graduada, entdo

dizemos que A € uma superdlgebra.

3.2 Resultado principal

Antes de prosseguirmos, no caso em que G é um grupo abeliano (comutativo)
finito, vamos construir sobre o conjunto dos caracteres irredutiveis uma estrutura de

grupo, isomorfa a GG. Portanto, a partir daqui G serd sempre abeliano.

Se G é um grupo abeliano finito, digamos que | G |= g, entdo vimos que a
quantidade de caracteres irredutiveis distintos é igual a g =| G |. Sejam x1, x2, ..., Xg

os caracteres distintos de (G, denotemos G = {xi:x2, -, xg }-

Observacao 3.9 Lembrando que todas as representacoes irredutiveis de G tém grau
1, entao se p € uma representacao irredutivel de G, em sua forma matricial, temos
que [p(s)] € uma matriz 1 x 1. Logo podemos considerar p(s) € C*, ou seja, p é um
homomorfismo de G no grupo multiplicativo C*. Dai, se x € o caracter (irredutivel) de

p, temos x(s) = p(s) para s € G.

Note que se p' e p? sdo representacoes irredutiveis de G em V; e em V5, respec-
tivamente, de caracteres ' e x”, entdo dimV, = dimV, = 1. Dai p' : G — C* e
p* . G — C*. Considerando a representacio p = p' ® p? de G em V; ® V, (Definigao
2.11), como

dimV, @ Vo = dimVy - dimVy = 1

entao p é irredutivel e seu caracter irredutivel x satisfaz x(s) = x'(s)x”(s).

Definindo em G = {x1, -+, xg} aoperacao (xi, xj) — Xix; = X, com x : G — C*
definido pela expressao x(s) = xi(s)x;(s), temos entdo que essa operacao estd bem

definida, pois pelo que foi visto acima temos que, de fato, x € G.
X=xix; :G—=>C

s = X(s) = 0ax;)(5) = xi(5)x;(s).
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Ademais, o caracter da representacao trivial ( po(s) = 1 para todo s € G ) é elemento
neutro para essa operacao e claramente a operacao ¢ associativa e comutativa. Para
verificarmos que todo caracter é inversivel, veja que dada uma representacao p : G —

C*, definindo a aplicacao p' : G — C* por p'(s) = (p(s))~!, entao dados s,t € G temos:

p(st) = p(st) ™ = (p(s)p(t)) ™" = p(s) " p(t) ™" = p(s)p(t)"

Portanto p’ é uma representacao linear de G e seu caracter (que coincide com p') é o
inverso do caracter de p na operacao em G. Logo, temos que G = {x1, - , Xy} ¢ um

grupo abeliano.

Definicao 3.6 Seja G um grupo abeliano finito. Chamamos o grupo G = {x1,---.Xg}
de grupo dual de G.

Mostremos que G e G sio grupos isomorfos. Inicialmente, consideremos que G
é ciclico. Lembrando que, pelo item i) da Proposig¢ao 1.20, temos que G é de fato

abeliano.
Lema 3.1 Se G € ciclico e finito, entio G e G sio isomorfos.

Prova. Como G é finito e | G |=| G |, pelo item #ii) da Proposi¢ao 1.20, para que

G ~ (G é necessario e suficiente que G seja ciclico.

Seja g =| G | e v um gerador de G. Cada elemento s € G pode ser identificado
de forma tnica como s = 4™, com 0 < m < g. Tomando w = el € C, definamos a
aplicacgao:
x:G—C
T x(Y") =W
Temos entao y € G. Dado ¥ € G arbitrario, tomando s € G, pelo Corolério 1.19,

temos s9 = e, onde e é o elemento neutro de G, e dai

() = P(s?) = P(e) = 1

donde 1 (s) pertence ao grupo multiplicativo C, = {z € C* | 29 = 1}, que é gerado por

w. Desta forma segue que existe k tal que ¥ () = w*, e dai

W(y™) = ()" = (W)™ = (W™ = x("™)"
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ou seja, 1 = x*. Portanto G é ciclico gerado por y. H

Lema 3.2 Se H, e Hy sao grupos abelianos finitos, hd um isomorfismo

H1/>-<\_H22_[/:I\1X1‘/:I\2.

Prova. Sejam x um caracter de H; X Hs, e; elemento neutro de H; e e; elemento
neutro de H,. Identifiquemos os subgrupos H; x {es} e {e1} x Hy como H; e Ho,

respectivamente. Sejam y; e xo as restricoes de y a Hy e H,, respectivamente, isto é,
x1(s) = x(s, e2) x2(t) = x(e1,t) Vs € Hy,t € Hs.

Deste modo temos que x; e x2 sao caracteres e

X(s,t) = x((s,e2)(e1,1)) = x(s, e2)x(€1, 1) = x1(s)x2(t)-
Consideremos entao a aplicacao:
o Hy x Hy — Hy x Hy
X = o(x) = (x1,x2)

Claramente
e(x) =e(X) = x=x

donde segue que ¢ ¢ injetiva e consequentemente bijetora, pois H;<\H2 e fl\l X }/1\2
tem a mesma quantidade de elementos. Dados x,x’ € Hﬂz, temos x1x) € [/J\l e

XaXb € Hs. Ademais

) (s, 1) = x(5,0)X (5, 1) = xa1(s)x2(t)x1(8)X5(1) = (xa(s)x1(s)) (xa(t)X5(t))

donde segue da defini¢ao de ¢ que (xx')1 = x1x1 € (xX')2 = x2xb. Portanto

e(xx') = () e(x)

concluindo que ¢ é um homomorfismo bijetor. W

Para uma quantidade k£ € N qualquer ainda temos H~ f[\l X }/1\2 X f[\k, onde

H = H; x Hy x --- x Hj. Basta tomar x; como sendo a restricao de x € H a H; e

definir p(x) = (x1, X2, - - - » Xk)-
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Proposicao 3.7 Seja G um grupo abeliano finito. Entao G ~ G.

Prova. Pela Proposicao 1.21, existem H;, Hs, ..., Hy grupos ciclicos tais que
G~H, x Hyx---x Hp.
Como os Hj, j =1,2,...,k, sao abelianos e finitos, aplicando o Lema 3.2 temos:
G~ Hy x Hy x -+ H,.

Aplicando agora o Lema 3.1 nos Hj, ji que sao ciclicos e finitos, temos H; ~ Hj.

Portanto pela Proposicao 1.15, temos:
f[\l x}/l\Qx ---E:Hl X Hy x -+« Hp,.
Finalmente concluimos que
@:EXEX~'-1€[\,€:H1><H2><~'H,€:G

como queriamos provar. W

Tomemos agora por hipdtese global que A é uma C-algebra associativa e que G
é um subgrupo abeliano finito de Aut(A), digamos que | G |=g. Paras € G e a € A,

denotemos a® := s(a). Estenderemos de forma natural para f = Z zss € C|[G] como
seG

al = Zzss(a) = Zzsas €A

seG seG

Definamos entdao em A uma multiplicacdo por escalar, onde os escalares sao ele-

mentos de C[G], da forma f-a =a’, a € A, f € C[G], como na Observacao 3.4.

Denotemos por 1 a unidade de C[G], que corresponde justamente a fungao iden-
tidade de A. Pondo os itens da Observacao 3.4 em nossa notagdo, para a,b € A e

f, [ € C|G] temos :
i) (a+b) =al +b
i) a1 =al +af

iii) (o) = af'f
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v) a®=0e0/ =0

vi) (Aa)! = a™ = \a’.

Ademais, como G C Aut(A), temos s(ab) = s(a)s(b) para todos a,b € A,s € G, isto é,
(ab)® = a®b® para s € G.
Sejam x1, X2, - - -, Xg 0s caracteres irredutiveis de G. Definamos em C[G] os ele-

mentos:
ZXI _1 t) ZXQ ta ) ZX;} _1
9 ec Y e 9 tec
Como G C Aut(A), entdo cada s € G ainda é uma transformagao linear do espago

vetorial A, dai temos que cada f; é uma transformacao linear do espaco vetorial A.

Dado s € G, fixemos ¢ com 1 < i < g. Lembrando que cada x; ¢ um homomor-

fismo visto que G é abeliano, temos em C[G] :

(Z >

z—sz

9 ec
Z ~1g-1g
= — XZ
teG
11y
= - E Xt Xi(s)st
9ea

=t (3wt )
=0 (i)

= xi(s) fi.

Portanto, para qualquer s € G, temos sf; = f;s = x;(s)f;. Tomando entdo f; e f;
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temos

fifi= (Z Xj<31)3> fi

seG

= > x(s7)(s0)

seG

_ZX] z

seG

— (Z Xj(s_l)Xi(S>> fi

seG
=<Xj,Xi > [i
= 0i5fi
onde d;; ¢ o delta de Kronecker, ou seja, f? = f; e f;f; = 0 para i # j. Podemos entao
deduzir que {f1, f2..., f,} é L.I. De fato, suponha que Ay, Ao, ..., \; € C sdo tais que

Mfi+Xefot -+ X fg =0
Fixando i e multiplicando por f; ambos os lados da igualdade, teremos A;f; = 0. Dai

Ai =0 e portando {f1, fo..., f,} € L.L

Ademais, sendo rg o caracter da representacao regular de GG, pela Proposigao
2.26 temos que 7¢(1) = g e rg(s) = 0 para s # 1, onde 1 € G C C[G] é o elemento
neutro. Ademais, r¢ = X1 + X2 + - + Xy, J& que todos os x; sdo representagoes de

grau n; = 1. Temos

(2 ) () e ()

= —Z X () xa(th) 4 ()
tEG

-y et
1

= —Tg(1>1
9

= 1.

Concluimos entao que fi,..., f; sao projecoes. Portanto h4 uma decomposicao em

soma direta do espaco vetorial A associada a essas aplicagoes.
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Para cada 7 definamos:
AN =g e A|a® = xi(s)a Vs € GY.

Primeiramente, note que 0 € AX:) = (). Tomando a,b € AX) e A € C, e sendo s € G

arbitrario, temos

(Aa+0b)° = (Aa)’ +b° = Aa’® +b° = Ayi(s)a + xi(s)b = xi(s)(Aa + b)
donde \a + b € AX) . Temos entdo que AX) ¢ um subespaco de A. Ademais, dado
a € A qualquer, entdo afi € AX), pois tomando s € G arbitrario, temos

(afi)s — o*fi = gxfi — Xi(s)afi

donde, de fato, temos a’* € AX) para todo a € A. Logo, a imagem da projecio f; esta
contida em A%, Tomemos agora b € AX), Pela definicio de AX) temos bt = x;(¢)b

para todo t € G, e dai

pfi — bé oxathe

_1 me(t*)t)
9 \lec

1

=- ZXz‘(t_l)bt>
9 \lec

1

== ZXi(t_l)Xi(t)b>
9 \lec

1

== in(flt)>b
9 \iec

1

g
=b.

Portanto b = b/ esta na imagem de f;, concluindo que A% & a imagem da projecao
fi, ou seja,
A — éA(Xi) - @A(X).
i=1 e
Mostremos que essa decomposi¢ao é uma @—gradua(;&o. De fato, dados a € AX e

bec A¥) entdo a® = x(s)a e b® = 1(s)b para todo s € G. Dai

(ab)* = a”b® = (x(s)a)((s)b) = (x(s)¥(s))(ab) = [(x¥)(s)](ab)
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donde ab € AXY)_ ou seja,

AW AW C A0y g € G.

Portanto, com a acao natural de G em A dada por s-a = s(a), temos uma

@—graduagéo em A. Como G ~ G, podemos considerar uma G-graduacao.

Para um caso mais geral, seja G um grupo abeliano finito qualquer agindo sobre a
algebra A. Como para cada s € G temos que a aplicacao a — s-a define um automor-
fismo da algebra A, podemos considerar que cada elemento de G é um automorfismo da
algebra A, relacionando s a a — s - a. Dessa forma, podemos considerar G C Aut(A)
e, de forma mais geral, para qualquer grupo abeliano finto G agindo sobre a algebra

A, temos uma graduacao de A por Ge consequentemente por G.

Por exemplo, caso G = {1, p} ~ Cy (grupo ciclico de ordem 2), temos 2 caracteres
irredutiveis, a saber, o caracter y, da representacao trivial e o caracter da representagao

sinal, o que satisfaz x;1(1) =1 e x1(¢) = —1. Temos entao
A= AN —fa e Al p(a) =a}, A':=AN) ={aec A|p(a)=—a}.

Entdo temos que A = A° @ A! é uma graduacio para A. Com essa graduacao temos

que A é uma superalgebra.

Tomemos agora A = @A(S) uma G-graduacao para A. Entao, para cada a € A,

seG
existem tnicos a, € A tais que a = Z as. Vamos definir uma acao de G em A pondo
seG
T e

seG
Isso determina de fato uma agao, pois dados a = » as,b=> b, € A, A€ C, x,¢ € G

e Xo € G o caracter trivial, temos:

XO'GIZXO(S)CLSIZas:a.

seG seG

Como v - a = Zw(s)as , note que 1)(s)a, € A®, e portanto 1)(s)as ¢ a componente
seG
de 1 - a referente a A®). Logo

X-(¥-a)=x- (Z w<s>a5> = X(s)0(s)as = (x¥) - a.

seG seG
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Como Aas + b, é a componente de Aa + b referente a A®), temos:

X-(Aa+0b)= Zx(s)()\as +bs) = )\Zx(s)as + Zx(s)bs =Ax-as+x-0b.
seG seG seG

Ademais, para a = > a, e b = > b, como ash, € A, temos x - (ash;) = x(st)asb;.
Também temos que x é um homomorfismo, ou seja, x(st)asb; = (x(s)as)(x(s)b:), donde
temos

X - (ash) = (x(s)as) (xe(s)be).

11

Portanto, usando a ja provada linearidade de “ -7, temos

oo ((5)(29)

concluindo que x - a = > x(s)as é de fato uma agao de G na élgebra A. Como G &

isomorfo G, podemos considerar que isso é uma acao de GG sobre A.

Tendo em vista essa reciprocidade, estamos prontos para anunciar o resultado

Teorema 3.8 Sejam G um grupo abeliano finito e A uma C-dlgebra. Entao, qual-
quer G-graduacao da dlgebra A define uma @—agdo na dlgebra A por automorfismos
e vice-versa. Nessa situacao, um subespaco V. C A € um subespaco graduado de A
se, e somente se, V € invariante pela (A;—agdo. Um elemento a € A é homogéneo na

graduacao se, e somente se, € autovetor para qualquer x € é

Prova. Nos resta apenas mostrar a segunda afirmacao e a terceira afirmagao. Para a

@—agéo definida anteriormente, se V = @ V) & um subespaco graduado de A, entao
seG
x - V® CV® paratodo y € Gese .
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Suponha agora que V' é um subespaco de A invariante pela a—agéo. Se V nao é
um subespaco graduado, entao existe v = vy, +v5,+- - -+v,, € V,com s1,592,...,5; € G
distintos, onde vg,, vs,,...,vs, & V. Tomando x € G tal que x(s1) = A e x(s2) = p,
com A # p (a prova da existéncia desse caracter pode ser encontrada em [2], pagina 7,

Corollary 3.4), entao
W= Xo—x o= (A= vy + e €V,

Aplicando o mesmo procedimento a u, e assim por diante,Com o procedimento, chega-
mos a um multiplo escalar nao nulo de algum v, que pertence a V, e dai v,; pertence a
V', uma contradicao. Esta contradi¢cao mostra que qualquer subespaco de A invariante
pela @—aqéo é graduado. Em particular, se dimV = 1, temos a propriedade mencionada

sobre os elementos homogéneos e os G-autovetores. Wl
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