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Resumo

Uma isometria num espaco métrico M ¢é uma aplicacao bijetora de M
em M que preserva distancias. Sabe-se que o conjunto das isometrias de um
espago métrico qualquer M, munido da composi¢ao de fungoes, é um grupo.
No presente trabalho sera feito um estudo sobre grupos de isometrias, onde
veremos algumas propriedades basicas e exemplos. Ademais, mostraremos
que no caso em que um grupo G é finito de ordem n, existe um subconjunto
finito W do R” tal que o grupo de isometrias de W é isomorfo a G. Por fim,
serd feito um estudo sobre isometrias de espacgos vetoriais reais normados,
no qual o principal resultado apresentado serd o Teorema de Mazur-Ulam, o
qual fornece uma condicao para que uma isometria seja uma transformacao
linear.



Abstract

An isometry on a metric space M is a bijection from M to M that pre-
serves distances. It is well-known that a set of isometries of any metric space
M, equipped with the composition of functions, is a group. In the present
work a study about isometries groups will be done, in which we will see some
basic properties and examples. Furthermore, we will prove that in the case
wherein a group G is finite of order n, there is a finite subset W of R" such
that the group of isometries of W is isomorphic to G. Ultimately, a study
about real normed vector spaces will be done in which the main result pre-
sented will be the Mazur-Ulam Theorem, which provides a condition in order
for a isometry to be a linear mapping.
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Introducao

Quando estudamos Algebra Abstrata e iniciamos o estudo sobre estruturas
algébricas, ou seja, iniciamos um estudo sobre conjuntos dotados de uma ou
mais operacoes bindrias, temos como uma das principais estruturas algébricas
a estrutura de Grupo. Um Grupo é um conjunto nao vazio munido de uma
operacao que € associativa, possui elemento neutro e todo elemento desse
conjunto possui um inverso.

Na Teoria de Grupos, nos deparamos com varios exemplos classicos como:
o conjunto dos nimeros inteiros munido da adi¢ao usual, assim como o con-
junto dos ntmeros reais munido da adicao usual e o conjunto das matrizes
quadradas, com entradas reais, que possuem determinante diferente de zero
munido da multiplicacao usual de matrizes. A medida que nos familiariza-
mos com estes e diversos outros exemplos de Grupos, fica evidente que os
elementos de um grupo podem ser de qualquer natureza, inclusive fungoes.
O que iremos enfocar neste trabalho é que, ainda mais do que funcgodes, os
elementos de um Grupo também podem ser isometrias.

Em todo o trabalho, estaremos utilizando conceitos e propriedades basicas
de Algebra Linear como por exemplo: espacgos vetoriais, produto interno,
transformacoes lineares, caso o leitor queira rever estes conceitos, assim como
ver resultados aqui ndo demonstrados, recomendamos as referéncias [4] e [9].

Inicialmente, faremos um capitulo com alguns conceitos prévios que serao
importantes para o entendimento dos capitulos subsequentes. Neste primeiro
capitulo, estudaremos as defini¢oes e propriedades basicas de Grupos, Sub-
grupos, Homomorfismos de Grupos, Produto Semidireto, Espagos Métricos
e Isometrias. Além disso, com o intuito de proporcionar um melhor enten-
dimento ao leitor, ainda no primeiro capitulo, discutiremos um pouco sobre
aplicacoes continuas, sequéncias em um espacgo métrico qualquer e enunciare-
mos o Teorema da Funcao Implicita, para esse momento, caso o leitor esteja
interessado em maiores detalhes, recomendamos as referéncias [3],[8] e [11].

Uma ¢sometria num espaco métrico M é uma aplicagao bijetora de M em
M que preserva distancias. Mostraremos no segundo capitulo que de fato o
conjunto Isom (M), conjunto das aplicagoes de M em M que sao isometrias,
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munido da composicao de fungoes, é um grupo: o grupo das isometrias do
espagco métrico M. O estudo sobre Grupos de Isometrias, motivo da escolha
do titulo deste trabalho, serd feito a partir deste capitulo, onde serao vistos a
definicao e varios exemplos interessantes de Grupos de Isometrias. Ademais,
serd mostrado que se G é um grupo finito de ordem n, entao G é isomorfo
a um subgrupo de I'som(R") e existe algum subconjunto finito W de R™ tal
que Isom(W) é isomorfo a G. Para isso, utilizaremos as ideias do artigo [1].
Recomendamos também ao leitor interessado, a leitura do artigo [2], o qual
também mostra a realizacao de grupos finitos como grupos de isometrias.

No terceiro e tltimo capitulo, mencionaremos as isometrias de Espacos
Vetoriais Reais Normados. Sendo assim, veremos o conjunto das translacoes
como um subgrupo do grupo das isometrias de um espago vetorial real E.
Falaremos um pouco também sobre as isometrias lineares da reta e sobre as
isometrias lineares do plano. No caso das isometrias lineares do plano, mos-
traremos que, com a norma euclidiana, o grupo das isometrias lineares do
plano é isomorfo ao grupo ortogonal de grau 2, mas se mudarmos a norma,
passando a considerar a norma da soma, o grupo das isometrias sera isomorfo
ao grupo Dy (o grupo diedral 4). Além disso, provaremos que se V' é um es-
paco vetorial com produto interno e 7' : V' — V é uma isometria tal que
T(0) = 0, entdao 7' é uma transformacao linear. Apresentaremos ainda uma
generalizacao desse resultado que é o Teorema de Mazur-Ulam, onde substi-
tuimos a hipdtese de espaco vetorial com produto interno, pela hipotese mais
fraca de espaco vetorial normado. A demonstracao desse resultado é belis-
sima, pois temos que utilizar outros artificios interessantes para contornar a
auséncia da hipétese de produto interno. Por fim, veremos que, através do
Teorema de Mazur-Ulam, podemos enxergar um grupo de isometrias como
um produto semidireto de grupos.
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Capitulo 1

Resultados Prévios

Neste primeiro capitulo serao apresentados alguns conceitos e resultados
de Algebra Abstrata. Para maiores detalhes dos resultados de Algebra Abs-
trata apresentados, assim como para acesso a mais exemplos, indicamos [5],
[6], [7] e [12].

Além das referéncias supracitadas, sugerimos as referéncias [4] e [9], uma
vez que utilizaremos nao somente neste capitulo, mas em todo o texto, os
conceitos e propriedades basicas de produto interno, de transformacao linear
e de espacos vetoriais.

Além disso, como também falaremos um pouco neste capitulo sobre dife-
renciabilidade, sobre o Teorema da Funcao Implicita e sobre topologia do R"
indicamos as referéncias [3] e [11].

Por fim, para os resultados e exemplos envolvendo espacos métricos e
isometrias, recomendamos [8].

1.1 Grupos e subgrupos

1.1.1 Grupos

Definigao 1.1. Sejam G um conjunto nao vazio e * : G x G — G uma
operagao bindria. Dizemos que o par (G, %) é um grupo se sao satisfeitas:

i) A associatividade da operagao *, isto é, x * (y % z) = (z x y) * 2z, para
quaisquer x,vy, z € G,

i1) Existe elemento neutro para *, ou seja, existe e € G tal que
r*e=exx=x, para todo z € G,

iii) Para todo = € G, existe um inverso (ou simétrico) y € G, ou seja,
TRY=1y*T =e.
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Denotaremos (G, *) simplesmente por G, quando nao houver divida
quanto a operacao considerada sobre G. Em um grupo G qualquer é pa-
drao verificar que o elemento neutro é tnico, assim como o inverso de cada
elemento de . Para maiores detalhes ver se¢do 3.4 da referéncia [12].

Definigao 1.2. Um grupo é comutativo ou abeliano quando
rxy=y*xx,Vr,y € G,
ou seja, quando a operagao em G é comutativa.

Definigao 1.3. Se GG é um grupo com uma quantidade finita n de elementos,
dizemos que G tem ordem n, e denotamos por |G| = n. Caso G seja infinito,
dizemos que G tem ordem infinita, e denotamos |G| = oo.

Usaremos as seguintes notacoes no decorrer do texto:

(I) Notagao aditiva: usando essa notagao, a operagao do grupo é denotada
por +, o elemento neutro é denotado por 0 e o inverso de x é denotado por
—x.

(1I) Notagao multiplicativa: nessa notagao, a operagao do grupo é deno-
tada pela justaposicao de termos, ou seja, = * y := xy. O elemento neutro é

denotado por 1 ou e, e o inverso de = é denotado por z~*.

Observagao 1.4. Seja G um grupo. Entao, valem as sequintes propriedades:
(i) Leis do corte, isto €, se a,x,y € G sao tais que xa = ya, entdo x = y;
e também, se ax = ay, entao xr =y.
(11) Sendo x,y € G, temos (xy)~' =y~ ta~t. Essa ideia pode ser genera-
lizada para mostrar que se x1,xa, ..., T, € G, entdo
(w129 2) =

n n—

As demonstracoes dessas propriedades estao feitas na secao 3.4 da refe-
réncia [12].
Exemplo 1.5. O conjunto unitdrio {e} é um grupo, munido da inica opera¢ao
bindria que pode ser definida nele.
Exemplo 1.6. Os conjuntos Z,Q,R,C, munidos das adigcoes usuais, $ao
exemplos cldssicos de grupos aditivos abelianos. Porém, nao sao grupos mu-
nidos da multiplicacao usual, pois O nao possui inverso multiplicativo. Os
conguntos Q*, R*, C*, que sao respectivamente os conjuntos Q,R e C sem o
zero, sao grupos, munidos da multiplicacao usual.

13



Exemplo 1.7. Seja G = {e,a,b,c} munido da operagao:

Kl [ <]

Mool
LIV O |
DIRR]O|| O

QIR D

O par (G, x) € um grupo, chamado grupo de Klein.

Exemplo 1.8. Seja X um conjunto nao vazio. Defina Sx como o conjunto de
todas as funcgoes f : X — X bijetoras. Esse conjunto, munido da opera¢ao
de composicao de funcoes, € um grupo, chamado grupo das permuta-
coes de X. Em tal grupo, o elemento neutro é a aplicacao Idx, tal que
Idx(x) = z, para todo x € X. Caso X = {1,2,...,n}, denotamos Sx por
S, e denominamos este grupo de grupo simétrico de grau n. Os grupos
Sn, para n > 3, sio nao abelianos. Mostra-se que |S,| = n!. Representamos
uma permutac¢do o € S, da sequinte forma:

B 1 2 ....on B 2 1 en
“= a(l) a(2) ... an) o\ a@) o) .oan) )

Exemplo 1.9. Sejam G| e Gy grupos. O conjunto G X Ga, munido da ope-
racao
(1, 22) (Y1, %2) = (211, T2y2),

¢ um grupo, chamado produto direto (externo) de G| por Gy. Se |G1| =n
e |Gyl =m, entao |Gy x Gy = mn.

O produto direto pode ser generalizado para n grupos. Dessa forma, se
tivermos G1,Gs, ..., G, grupos, o conjunto Gy X Gy X -+ X G, munido da
operacao

(.Th L2y eney xn)(yla Y2, .- yn) = (‘rlyl? T2Y2, -y xnyn)

€ um grupo, chamado produto direto externo de Gy, ..., G,.
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Exemplo 1.10. Sendo G wum grupo abeliano, considere o conjunto
DG =G x {1,—1} e a operagao x em DG definida por

(a,n)* (b,m) = (ab",nm).

Mostra-se que DG, munido desta operacao, é um grupo, cujo elemento neutro
é (e,1), onde e denota o elemento neutro de G. Observe que se (a,n) € DG,
entdo (a,n)™' = (a™",n).

Exemplo 1.11. Considere (E,+,-) um espago vetorial, onde “+” € a adigdo
de vetores e “ -7 é a multiplicacao por escalar. Observe que E., que € o
conjunto E munido apenas da operacao de adicao de vetores, é um exemplo
de grupo aditivo abeliano, pois pela propria defini¢ao de espago vetorial, a
operacgao adi¢ao € associativa, possui um tinico elemento neutro (vetor nulo),
para cada vetor v € E eziste um unico vetor —v € E (chamado o inverso
aditivo) tal que —v +v = Og, e além disso a operagao adi¢ao € comutativa.
Denotaremos O como sendo o elemento neutro do grupo aditivo E. .

Definigao 1.12. Sejam a,z € G, onde G é um grupo. Definimos o conjugado
de a por x, denotado por a®, como sendo o elemento zazx~! € G.

Definicao 1.13. Sejam G um grupo, x € G e n € Z. Definimos
e , se n = 0.

xx---x ,sen >0.

n __
€r = n vezes

(z~Hl" sen <0,

E em notacao aditiva:

0 ,sen = 0.
r+x+...+x ,sen>0.
L

nr = n vezes
In|(—z) ,sen < 0.

Observagao 1.14. Sejam G um grupo, v € G e n,m € Z. Sequem abairo
algumas propriedades que provém da definicdo acima. Sao elas:

(1) (&)™ = ™™

(i1) "t = "™

(1i1) (x7 )" = (z") =27

As demonstragoes dessas propriedades estdo na se¢ao 3.4 da referéncia

[12].
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1.1.2 Subgrupos

Definigao 1.15. Seja G um grupo. Um subconjunto H C G nao vazio é dito
um subgrupo de G, e denotado por H < G, se valem:

(i) xzy € H;

(ii) ' € H;
para quaisquer x,y € H.

Observagao 1.16. Podemos definir um subgrupo de G como um subconjunto
H C G nao vazio tal que vale
(i’) xy~t € H, para quaisquer x,y € H.
Essa defini¢cao € equivalente a dada anteriormente.
Observagao 1.17. Sejam G um grupo e H um subgrupo de G. Entao,
1)e € H e H é por si um grupo, cuja opera¢do é a mesma de G.
2) O elemento neutro de H € igual ao elemento neutro de G.
3) Dado h € H, o inverso de h em H coincide com o inverso de h em G.
A werificagao da Observacao 1.17 pode ser encontrada na secdo 3.8 da
referéncia [12].
Exemplo 1.18. Seja G um grupo. Os conjuntos {e} e G sdo subgrupos de G,
chamados subgrupos triviais.

Exemplo 1.19. Se G €é um grupo e € G, entio o conjunto
(x)y = {z";n € Z} (em notagao aditiva, (x) = {nx;n € Z}) é um subgrupo,
chamado subgrupo gerado por x. Dizemos que um grupo G € ciclico se
existe x € G tal que G = (x).

Definigao 1.20. Sejam G um grupo e x € GG. Se existe n € N tal que 2" = e,
dizemos que x tem ordem finita, e definimos a ordem de x, denotada por
o(x), como

o(z) = min{n € N; 2" = e}.

Caso nao exista n € N tal que 2" = e, dizemos que = tem ordem infinta, e
denotamos o(z) = oo.

Proposigao 1.21. Sejam G um grupo, x € G um elemento de ordem finita e
m € Z. Nessas condigoes, temos:
(i) ™ = e se, e somente se, o(x) divide m;

(1) [{x)] = ofz).

Demonstragao. (i) Sejam o(x) = n e m € Z. Pelo Algoritmo da Divisao,
existem ¢,r € Z, com 0 < r < n tais que m = nqg + r. Assim, temos:

xm — an—o—r — anx'r — (l,n)ql,r — xr
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de onde ™ = e se, e somente se, x" = e. Como r < n, pela definicao de
o(x), vale " = e se, e somente se, r = 0, ou seja, m = gn. Concluimos entao
que ™ = e se, e somente se, o(z) = n divide m.

(i1) Como z é um elemento de ordem finita, digamos o(z) = n, entao os
elementos e, z, 2%, ..., 2" ! sdo todos distintos. De fato, suponha que z* = 27
para 0 < i< j<n—1 entdao 27 " =ecom 0 < j —i <n, oque é um
absurdo, visto que o(z) = n. Observe também que para cada k € Z tem-se
k=nqg+r,comq,re€Ze0<r<n. Logo, como o(x) = n, temos

k nq+r

r=x =a"x" = 2",

Dai,
(x) = {z" k€ Z} = {2";r = 0,1,..,n— 1}

tem ordem n.

Suponhamos agora que {x) tem ordem finita. Logo, as poténcias z*, com
1 € Z, nao podem ser todas distintas. Assim, existem 7,7 € Z, com 7 < j,
de maneira que 27 = 2%, ou seja, 27~¢ = e. Portanto,  tem ordem finita,
digamos o(z) = n. Dali, os elementos e, x, 22, ..., 2" ! sao todos distintos.
Dessa forma,

<£E> = {xr;r = 07 17 sy 1} = {6,33,372, ""xn_l}

isto é, [(z)| = n = o(x).
[

Exemplo 1.22. Considere o grupo Z (o grupo aditivo dos inteiros). Fizado
n € Z, o subgrupo (n) de Z ¢é o conjunto dos multiplos de n em Z, que serd
denotado por nZ.

Exemplo 1.23. Seja C* o grupo multiplicativo dos complexos. Fizado
n € N, o conjunto C, = {z € C*; 2" = 1} € um subgrupo de C*. O sub-

2 2
grupo C,, € ciclico, pois sendo z = cos (1) + 7 sen (1) , temos C,, = (2).
n n

Observagao 1.24. Mostra-se que a intersecao de uma familia qualquer de
subgrupos € um subgrupo. A demonstracao desse fato pode ser feita repetindo
os procedimentos da Proposi¢cio 3.12 encontrada na Se¢ao 3.8 da referéncia

[12].

Definigao 1.25. Sendo G um grupo e S C G um subconjunto, denotamos
por (S) a intersecao de todos os subgrupos de G que contém S. Logo, pela
Observagao 1.24, (S) é um subgrupo, chamado de subgrupo gerado por S.

Se existe um conjunto S finito tal que G = (S), entao dizemos que G é
um grupo finitamente gerado.
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Exemplo 1.26. Sejam G um grupo, H < G e x € G. O conjunto
H* = {zha™'; h € H} é um subgrupo, chamado conjugado de H por
x.

Definigao 1.27. Sejam G um grupo e N um subgrupo de GG. Dizemos que N
¢ um subgrupo normal, e denotamos N < GG, se N* C N para todo x € G,
ou seja, N é um subgrupo normal quando o conjugado de N por x estiver
contido em N, para todo z € G.

Na realidade temos o seguinte resultado:

Proposicao 1.28. Seja N < G. Sao equivalentes:
(i) N € normal;
(ii) N* = N, para todo x € G;

Demonstracao. (ii) = (i)

Essa implicacao é imediata, visto que se N* = N, para todo x € GG, em
particular N* C N, para todo z € G. Logo, N é normal.

(i) = (i1)

Supondo (i), temos N* C N, para todo z € G. Mostremos agora que
N C N7, para todo z € G. De fato, seja n € N. Dai, como n® = € N* ' e
N*' C N, visto que N* C N para todo 2 € G, por hipdtese, entao n® ' e N.
Logo, n = (n* )* € N*, onde ' € G visto que « € G, e portanto N C N*,
para todo x € G. Assim, N* = N, para todo = € G.

m

Seguem alguns exemplos de subgrupos normais:

Exemplo 1.29. Sendo G um grupo arbitrdrio, os subgrupos {e} e G sao nor-
mais em G.

Exemplo 1.30. Em um grupo G abeliano, todo subgrupo N é normal. Com
efeito, temos

N*={znz™'; n€ N} ={nzz™"; n€ N} = {ne; n€ N} = N.
Exemplo 1.31. Dados Gy e Gy grupos, os subgrupos Hy = Gy x {es} e Hy =
{e1} x Gy de Gy x Gy sdo normais. Com efeito, dados (g1,e3) € Hy e

(1, 22) € G1 X Gy, temos

(z1,22) (g1, €2) (21, 22) " = (T1g127 ", 223 ") = (91, €2)

onde g, = xig127" € G1. Isto mostra que H¥ C Hy, para todo v € Gy x Gy,
e portanto Hy I G X G5. A demonstracao para Hy I Gy X G € andloga.
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Sejam G um grupo e H e N subgrupos de G. Definimos

HN ={hn|h € H,n € N}.

Observe que H e N sao subconjuntos de HN. Mostremos agora que HN é
subgrupo de G se, e somente se, HN = NH. De fato, supondo HN subgrupo
de G, temos HN = (HN)™ ' ={n"'h™'|h € H,n € N} = NH. Suponhamos
agora que HN = NH e sejam x,y € HN. Dai, x = hiny e y = hans, onde
hi,hy € H e ni,ny € N. Logo, 2y = hinihyng e 278 = ny'hyt. Como
27! € NH, temos ! € HN, visto que HN = NH. Ademais, nihy € NH
e como HN = NH, temos nihy = hsns, onde hy € H e ng € N. Portanto,
Ty = h1h3n3n2 € HN.

Sendo H e N subgrupos finitos de G, o subconjunto HN de G é também
finito e, sendo ou nao subgrupo, mostra-se que sua ordem é dada por

|H||N]|
|HNN|

A demonstracao da igualdade acima pode ser encontrada em [6].

HN| =

Definigao 1.32. Sejam H um subgrupo de G e x € G. Definimos a classe late-
ral a esquerda de H contendo x como sendo o conjunto
xH = {zh;h € H}. Analogamente, definimos a classe lateral a direita
de H contendo = como sendo o conjunto Hx = {hx;h € H}.

Sejam G um grupo e H um subgrupo de G. A relacao “~g” em G definida
da seguinte forma:

T~gy, sexy P €H

é chamada relacao de congruéncia modulo H a direita. Mostra-se que essa
relacao é uma relagao de equivaléncia. Além disso, denotando por g a classe
de equivaléncia do elemento g € G com respeito a essa relagao, temos g = Hg.
Dai,

i) G= UHg;

geG
i1) Se x,y € G e Hx # Hy, entao Hx N Hy = ();
iii) Para z,y € G, tem-se:

Hr=Hy<= a2y '€e H<<=xrc Hy+<=yc Hz.

Analogamente, definimos em G a relacdo de congruéncia modulo H a
esquerda, denotada por “y ~”, da seguinte forma:
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Tp~y,sex yeH.

Neste caso, também temos uma relacao de equivaléncia e denotando por
g a classe de equivaléncia do elemento g € GG com respeito a essa relagao,
temos g = gH. Logo,

iv) G = UgH;

geG
v) Sex,y € GexH #yH, entdao xH NyH = ;
vi) Para =,y € G, tem-se:

tH=yH <=2 'ye H<=rcyH <= yczH.

Sejam G um grupo e H um subgrupo de G. Denotamos por Dg.g 0
conjunto de todas as classes laterais a direita de H em G e por Eg.g o
conjunto de todas as classes laterais a esquerda de H em . Consideremos
a seguinte aplicacao:

f: EG:H — DG:H
rH +— f(xH)= Hz '

Mostra-se que esta aplicacao estd bem definida e que é uma bijecao. Dessa
forma, os conjuntos Fg.p € Dg.p tém a mesma cardinalidade, a qual deno-
minamos indice de H em G e denotamos por |G : H|.

Teorema 1.33. (Lagrange) Sejam G um grupo finito e H um subgrupo de G.
Entao, |G| = |G : H||H| e consequentemente |H| divide |G].

O leitor encontrard a demonstracao do Teorema 1.33 na Segcao 3.14 da
referéncia [12].

Corolario 1.34. Sejam G um grupo finito, x € G, e H e N subgrupos de G.
Entao

a) o(x) divide |G|
b) |HN N| divide |H| e |N]|.

Demonstracao. a) Segue da Proposigao 1.21 que o(z) = |(z)| e como (z) é
um subgrupo de G, utilizando o Teorema 1.33, concluimos que |(z)| divide

|G|, ou seja, o(x) divide |G|.
b) Segue da Observacao 1.24 que H N N é um subgrupo de H e de N.
Dessa forma, utilizando o Teorema 1.33, temos que |H N N| divide |H| e |N|.
[
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Outra definicao para um subgrupo normal de um grupo é a seguinte:

Definigao 1.35. Sejam G um grupo e N um subgrupo de G. Dizemos que N
¢ um subgrupo normal, e denotamos N < G, se tN = Nz, para todo x € G.

Observe que as Definicoes 1.27 e 1.35 sao equivalentes. De fato, supo-
nha N = Nz, para todo z € G e seja a € N*. Dai, a = zn,z~ !, onde
ny € N. Logo, como *N = Nz, temos xn; = nox para algum ny € N e dai
a = nexxr~ !, ouseja, a =ny € N.

Suponhamos agora que N* C N, para todo x € G. Ja foi visto na
Proposicao 1.28 que N* = N, para todo z € G. Logo, dados z € G e
ni € N, temos xnijz~! = ny € N, donde 2n; = nyx. Portanto, zN C Nz. A
inclusao contraria se mostra de forma anéloga.

Exemplo 1.36. Sejam G um grupo e suponha H um subgrupo de
|G : H| = 2. Dado g € G, temos que se g € H, entao gH = H = Hyg.
Se g ¢ H, entio Eg.y = {H,gH} ¢ Dg.g = {H,Hg}. Assim, devemos ter
gH =G — H = Hg e portanto concluimos que H 1 G.

Sejam G um grupo e N < G. Pela Definicao 1.35, N = Nz, para
todo x € G e portanto podemos mencionar, sob a hipdotese de normalidade,
simplesmente classes laterais de N em G, ao invés de especificarmos classes
laterais a direita ou a esquerda. Denotemos por G/N o conjunto de todas as
classes laterais de N em G, ou seja, G/N = {zN; x € G}.

Definamos a seguinte operacao:

G/N xG/IN — G/N
(xN,yN) +— (xN)-(yN) = xyN.

Utilizando o fato de que N é normal em G, mostra-se que esta operagao
estd bem definida e que o conjunto G/N, munido dela, é um grupo, chamado
de grupo quociente de GG por N. Note que o elemento neutro de G/N é a
classe eN = N e que se z € G, entao o inverso de zN em G/N é x'N. Por
simplicidade de notacao, as vezes denotaremos x/N por 7.

Exemplo 1.37. Sejan € N. Como 7Z € um grupo abeliano, entdo nZ. é normal
em Z. Dat, podemos falar do quociente Z/nZ, o qual denotaremos por Z,.
Pelo Algoritmo da Divisao de Euclides, dado m € Z, existem r,q € Z, com
0<r<n-—1tams que m =nqg—+r. Logo, m —r = nq € nZ e portanto
m=T7. Assim, temos Z, = {0,1,...n—1}, |Z,|=n e

THY=TTy=T,

onde r € {0,1,....,n — 1} € o resto da divisio euclidiana de x + y por n.
Tem-se que (1) = {k1; k € Z} = Z,.
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1.2 Homomorfismos de grupos

Defini¢ao 1.38. Sejam (G,x*) e (G1,-) grupos. Dizemos que uma aplicagao
¢ : G — G é um homomorfismo de grupos se p(z * y) = p(z) - p(y) para
quaisquer z,y € G.

Definicao 1.39. Definimos um isomorfismo entre dois grupos como sendo um
homomorfismo de grupos bijetivo.

Sejam G e G; grupos. Se existe um isomorfismo de ¢ : G — G, dizemos
que G ¢é isomorfo a Gy, e denotamos G ~ (G;. Note que, dados yq,y2 € Gy,
existem x1,xe € G tais que p(z1) = y1 e p(r2) = yo. Portanto,

o (yiye) = @ He(rr)p(xa) = @ (o(z122)) = 2125 = 0~ (Y1) (12).

Logo, ¢! : G; — G também é um isomorfismo, e assim G é isomorfo a G,
dai podemos dizer que G e G| sao grupos isomorfos.

Se dois grupos sao isomorfos, eles tém exatamente a mesma “estrutura’
e gozam das mesmas propriedades algébricas. Para maiores detalhes, indica-
mos as referéncias [12] e [6].

Exemplo 1.40. Sejam G e G1 grupos e ey o elemento neutro de Gi. A apli-
cacio vy : G — Gy, definida por po(x) = ey para todo v € G, é um
homomorfismo de grupos, chamado de homomorfismo nulo ou trivial.

Exemplo 1.41. Seja G um grupo arbitrario. Considere a aplicagao identidade
de G, definida por:

Ildg : G — G
g — Ida(g) =g
Esta aplicacao € um isomorfismo de G em G. De fato, a aplicacao identidade
€ uma bijecdao e, sendo x,y € G temos:

Idg(zy) = zy = Idg(x)Idg(y).

Em wvirtude deste exemplo, concluimos que todo grupo € isomorfo a si
pProprio.
Exemplo 1.42. Seja V' um espago vetorial sobre o corpo K. Os conjuntos
GL(V) ={T : V. — V; T é um isomorfismo linear}, munido da compo-
sicao de fungoes, e GL,(K) = {(aij)nxn; aij € K e (aij)nxn € invertivel},
munido do produto usual de matrizes, sao exemplos de grupos e, ainda mais,
mostra-se que esses grupos sao isomorfos no caso em que dimV = n, mais
especificamente, sendo = {vy,va, ..., 0, } uma base de VeT :V — V um
elemento de GL(V'), a aplicagdo
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¢: GL(V) — GL,(K)
T L 90<T) - (aij)nxna
€ um isomorfismo, com T'(v;) = a1;01 + agVa + ... + apjv, € 1 < j <, onde
o0s coeficientes a;j sao obtidos a partir desta ultima igualdade citada.

1.3 Produto semidireto

Definigao 1.43. Sejam GG um grupo e H e N subgrupos de G . Dizemos que
G é o produto semidireto (interno) de N por H se G = HN, HN N = {e}
e N <.

Notagoes: G =N x Hou G =H x N.

Agora apresentaremos alguns exemplos de produtos semidiretos.

Exemplo 1.44. Todo grupo G € o produto semidireto de G por {e} (produto
semidireto trivial). De fato, bastar notar que G = {e}G, GN{e} = {e} e
G4G.

_ 1 2 3 1 2 3
Exemplo 1.45. Considerando v = ,O = €
2 31 21 3

S3, H = (o) e N = (), temos que S3 = N x H. Com efeito, como
| = o(o) =2, IN| = |(7)| = o(y) =3 e |S3] = 3! =6 temos
|S3 : N| = ™ = 2. ou seja, N < Ss (veja Ezemplo 1.36). Ademais, como

[HIIN] _ [H[|N]

HN| = -
AN = TN 1

Assim, HN = S3.

Exemplo 1.46. Considere o grupo diedral infinito Do, = Z x {—1,1}, cuja
operacao € a sequinte:

(a,n) * (b,m) = (a + nb,nm).

Temos aqui um caso particular do Fxemplo 1.10, onde o grupo G € o grupo
aditivo dos inteiros. Tomando os sequintes subgrupos de D :

N:{(a,l);CLEZ} € H:{(Oal)v(oa_l)}v

temos que Dy, = N X H. De fato, sendo (a,n) € Dy, ou (a,n) = (a,1) ou
(a,n) = (a,—1), com a € Z. No primeiro caso, (a,1) = (0,1) % (a, 1), onde
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(0,1) € H e (a,1) €
onde (0,—1) € H e (—
Ademais, seja (a,n)
HNN={(0,1)}.
Por fim, queremos mostrar que N9 C N, para todo g € D,,. Neste caso,
g=(a,1) oug=(a,—1), coma € Z. Sendo (z,y) € N9 e g = (a,1), temos:

N. Jd no sequndo caso, (a,—1) = (0,—1) % (—a, 1),
a,1) € N, e portanto (a,n) € HN. Logo, Do, = HN.
€ HN N. Dessa forma, (a,n) = (0,1) e portanto

(2,y) = (a,1)7 * (b,1) * (a, 1)
= (z,y) = (—a,1) % (b,1) * (a, 1)
= (2, ) (b,1),

com b € Z. Logo, (x,y) € N. Sendo (xz,y) € N9 e g = (a,—1), temos:

(z,y) = (a,=1)7"* (b, 1) * (a, ~1)

= (z,y) = (a,—1) * (b,1) % (a, —1)

= (I,y) = (_b> 1)7

com b € Z. Portanto, (x,y) € N e N < Do,. Assim, Doy = N x H.

1.4 Espacgos métricos e isometrias

Nesta se¢ao, faremos uma discussao introdutoria sobre Espagos Métricos e
[sometrias que serd essencial para o entendimento dos principais resultados
deste trabalho.

1.4.1 Espacgos Métricos

Definigao 1.47. Uma métrica num conjunto M nao vazio é uma funcgao
d: M x M — R que associa a cada par ordenado de elementos x,y € M
um nudmero real d(z,y), chamado a distdncia de x a y, de modo que sejam
satisfeitas as seguintes condigoes para quaisquer x,y,z € M :

1. d(z,x) = 0;

2. Se x # y, entdo d(x,y) > 0;

- d(z,y) = d(y, v);

cd(x,2) <d(z,y) + d(y, z) (Desigualdade Triangular).

- W

Defini¢ao 1.48. Um FEspago Métrico é um par (M, d), onde M é um conjunto
nao vazio e d é uma métrica em M.
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Observacgao 1.49. Os elementos de um Espaco Métrico podem ser de natureza
bastante arbitraria: numeros, pontos, vetores, matrizes, funcgoes, entre outras
€01sas.

Sao exemplos de Espagos Métricos:

Exemplo 1.50. (A métrica “zero-um”). Qualquer conjunto M pode tornar-
se um espaco métrico de maneira muito simples. Basta definir a métrica

d: M xM — R pondo d(z,z) =0 e d(x,y) =1 se x # y. De fato, d é
uma métrica pois, sendo x,y,z € M, tem-se:

1. d(z,x) = 0;
2. Sex # vy, entdo d(z,y) =1 > 0;
8. d(x,y) =d(y,x) =1, sex #y, ed(x,y) =d(y,r) =0, se v = y;

4. Analisaremos dois casos:
- Sex =y, tem-se d(x,y) =0 e assim € imediato que

-Sex #vy, tem-se z £ x ou z # 1y, € assim

d(z,y) =1 e 1 <d(z,z)+d(z,vy).

Este ¢ um dos exemplos mais simples, porém wtil para contraexemplos.

Exemplo 1.51. Se (M,d) é um espago métrico, todo subconjunto ndao vazio
S C M pode ser considerado como espago métrico. Para isso, basta consi-
derarmos a restricao de d a S x S. Quando isto é feito, S chama-se um
subespaco de M e a métrica de S diz-se induzida pela de M.

Exemplo 1.52. O conjunto R dos nimeros reais é um dos erxemplos mais
importantes de espaco métrico. A distancia entre dois pontos x,y € R €
dada por d(z,y) = |z — y|(valor absoluto de x — y). Note que as con-
dicoes para termos uma métrica novamente sao satisfeitas. Com efeito,
sendo x,y,z € R, tem-se:

1. d(z,x) = |z — x| = 10| = 0;
Se x # y, entdo d(x,y) = |z —y| > 0;

Como |z — z| < |z —y|+ |y — 2|, (esta desigualdade pode ser verificada
em [10]) temos d(x, z) < d(z,y) + d(y, z).
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Essa é a chamada “métrica usual da reta”. De agora em diante, quando citar-
mos a “reta”, estaremos nos referindo ao conjunto R munido desta métrica.

Exemplo 1.53. (Espacos Vetoriais Normados). Seja E um espago vetorial
real. Uma norma em E é uma fungao real | - | : E — R4, que associa a
cada vetor x € E o nimero real nao negativo |z|, chamado a norma de x,

de modo a serem cumpridas as condi¢oes abairo para quaisquer v,y € E e
AeR:

1. Se x #0, entao |z| > 0
2. x| = |||
.z +yl < =+ [yl.

Considerando a condi¢ao 2 anterior, obtem-se |0g| = 0, tomando A = 0, e
| — x| = |z| para todo x € E, tomando \ = —1.

Um Espago Vetorial Normado é um par (E,|-|) onde E € um espago
vetorial real e |- | é uma norma em E. Todo espago vetorial normado (E, |-|)
torna-se um espago métrico por meio da definicio d(x,y) = |x —y|. De fato,
sendo x,y,z € E seque da defini¢cao de norma:

1. d(z,x) = |z — x| =1|0g| =0

2. Se x #y, entao x —y # O e portanto |x —y| > 0

3. d(w,y) =z —yl=|—(y—2)| =y — x| = d(y,z)

4o d(z,z) = |z —2|l = e —y+y—z| < |z —yl+ |y — 2] = d(z,y) +d(y, 2).

Exemplo 1.54. (Espacgos Vetoriais com Produto Interno).

Seja E um espaco vetorial real. Um produto interno em E ¢é uma
funcgao (,) : ExE — R que associa a cada par ordenado de vetores x,y € E
um numero real (x,y), chamado o produto interno de x por y , de modo a
serem cumpridas as condicoes abaizo, para x,x ,y € E e A € R arbitrdrios:

L (x4 y) = (z,y) + (@', y);
2. (Az,y) = A (z,y);

3. {@,y) = (y, x);

4. x#0= (r,z) > 0.

Usando a condi¢do 1, mostra-se facilmente que (Og,y) = (x,0gr) = 0.
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Definigao 1.55. Num espago com produto interno (F,(,)), define-se a
norma de um vetor x € E pondo |x| = \/(z, ), ou seja, |z|> = (x, ).

Sendo (F, {,)) um espago com produto interno, a aplicagao |-| : E — R,
dada pela definigao acima, é de fato uma norma (a demonstragao pode ser
encontrada em [8], na Segdo 1.1).

Exemplo 1.56. O exemplo mais natural de espaco vetorial com produto in-
terno € o R™ | com (x,y) = my1 + -+ + Tpyn, onde x = (xq1,...,2,),
y = (y1,.--,Yyn) € R". Nao € dificil verificar que esta aplicagio é de fato
um produto interno, o qual ¢ chamado de produto interno canonico do R™.
Observe que a norma proveniente deste produto interno € dada por

lz| = /22 + ... + 22,
onde v = (x1,...,%,). FEsta norma é chamada de norma usual ou norma

euclidiana do R™, e proveniente dela temos a métrica usual ou euclidiana do
R"™, a qual é dada por

d(z,y) = V(21 = 91)? + ... + (20 — yn)?
para v = (T1,...,Zn), Yy = (Y1,...,Yn) € R™.
Definicao 1.57. Um subconjunto X de um espaco métrico M chama-se

limitado quando existe uma constante ¢ > 0 tal que d(x,y) < ¢, para quais-
quer z,y € X.

Definigao 1.58. Definimos o diametro de um conjunto limitado X C M como
sendo o nimero real

diam(X) = sup{d(x,y); z,y € X}.

1.4.2 Aplicagoes continuas e sequéncias

O resultado a seguir nos da uma importante caracterizacao de continui-
dade do ponto de vista técnico.

Definigao 1.59. Sejam M e N espacgos métricos. Diz-se que a aplicagao f :
M — N é continua no ponto a € M quando, para todo € > 0 dado, é
possivel obter ¢ > 0 tal que d(x,a) < 0 implica d(f(z), f(a)) < €. Diz-se que
f: M — N é continua quando ela é continua em todos os pontos a € M.
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Exemplo 1.60. Seja E um espaco vetorial real normado. Fizado x € E, a
aplica¢ao
fo: R — F
a +— fola)=ax
€ continua. Primeiramente, se ¥ = Og, a aplicagcao f, é uma funcao cons-
tante, e portanto f, € continua.
No caso em que se v # 0, provaremos que f, é continua em a € R. De

fato, dado € > 0, considere § = W Logo,
x

0=t <8 = [1£ue) = L®) = i@ = b)all = (@ = D)l < llell s = e

Da arbitrariedade de a, seque que f, é continua.

Outra definicao importante que faremos uso no Capitulo 3 é a seguinte:

Defini¢ao 1.61. Seja (7,),en uma sequéncia num espago métrico M. Diz-se
que o ponto a € M é limite da sequéncia (z,),cn quando, para todo € > 0
dado, pode-se obter ng € N tal que:

n>ng = d(z,,a) <e.

Escreve-se entao a = limx,,. Diz-se também que z,, tende para a e escreve-se
r, — a. Quando existe a = limx,, € M, diz-se que a sequéncia de pontos
T, € M é convergente em M, e converge para a. Se nao existe limx, em M,
dizemos que a sequéncia é divergente em M.

Outro resultado quando estudamos a teoria de Espagos Métricos é o se-
guinte:

Proposicao 1.62. Sejam M e N espagos métricos. A fim de que a aplicagao
f M — N seja continua no ponto a € M € necessdrio e suficiente que
x, — a em M implique f(x,) — f(a) em N.

A demonstracao deste resultado pode ser encontrada na secao 4 do capi-
tulo 5 da referéncia [8].

1.4.3 Isometrias

Definigao 1.63. Sejam M e N espagos métricos. Entao f : M — N chama-
se uma imersao isométrica quando d(f(x), f(y)) = d(z,y), para quaisquer
x,y € M.

Intuitivamente, costumamos dizer que uma imersao isométrica é uma apli-
cacao que preserva distancias.
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Observagao 1.64. Uma imersao isométrica € sempre injetora. Com efeito,
sejam x,y € M tais que f(x) = f(y). Como f(z) = f(y), entdo

d(f(x), f(y)) = 0.

Mas d(f(z), f(y)) = d(z,y), pois temos wuma imersio isométrica,
logo d(z,y) = 0 e portanto x = y.

Ademais, toda imersao isométrica € continua. Mostremos que uma imer-
sao isométrica f qualquer é continua em a. De fato, dado € > 0, considere
0 = €. Logo,

d(a,y) <0 =d(f(a),f(y)) =d(a,y) <d=e
Defini¢ao 1.65. Uma isometria é uma imersao isométrica sobrejetiva.
Seguem abaixo alguns exemplos de imersoes isométricas e isometrias.

Exemplo 1.66. Seja R" com a métrica induzida por uma norma qualquer.
Tomemos a,u € R"™, com |u| = 1. A aplicagao f : R — R™, definida por
ft) = a+t-u, €uma imersao isométrica da reta em R™. De fato, para
s,t € R arbitrarios, temos:

d(f(s), f(£)) = |f(s) = f(D) = la+s5-u—(a+t-u)

=ls-u—t-ul=|(s—t)ul
= [(s = [ul = [(t = s)|ul
=|(t —s)| = d(s,1).

Exemplo 1.67. Seja M um espaco métrico. A aplicagao identidade

Id: M — M
x — Ild(z)==x

s

é uma 1sometria. De fato, para quaisquer xz,y € M temos
d(Id(x),Id(y)) = d(z,y), logo Id preserva distancias e consequentemente
¢ injetiva. Ademais, dado y € M, tem-se y = Id(y), ou seja, a aplica¢io Id
¢ sobrejetiva. Logo, a aplicacao Id é uma isometria.

Exemplo 1.68. Seja E um espaco vetorial real normado qualquer. Fizado
a € E, a aplicagio g : E — FE, dada por g(x) = = + a, € uma isome-
tria chamada translacao pelo vetor a. Com efeito, esta aplicacdo é uma
imersao isométrica pois sendo x,y € F tem-se:

d(g(z),9(y)) = d(x +a,y +a)=|z+a—y—al
= |z —yl=d(z,y).
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Ademais, g também € sobrejetiva, pois sendo y € E note que

y=y—ata=g(y—a)
comy—a € F, visto que a,y € E.

Exemplo 1.69. Considere M, N e S espacos métricos e sejam f: M — N
eg: N — S isometrias. FEntao a fungao composta go f : M — S e a
aplicacao inversa f=1: N — M também sdo isometrias.

Com efeito, dados x,y € M temos

d((go f)(x),(go f)y) =d(g(f(x)),9(f(y))) =d(f(z), f(y)) = d(z,y),

onde a sequnda iqualdade seque do fato que a aplicacdo g € uma isometria
(logo preserva distancias), e a iltima igualdade € vdlida pois f também é uma
isometria (e portanto também preserva distancias). Assim, g o [ preserva
distancias. Além disso, g o f € uma aplicacdo sobrejetiva, visto que € uma
composicao de aplicagoes sobrejetivas. Portanto, g o f € uma isometria.

Provemos agora que a aplicacdo f~' é uma isometria. De fato, dados
Y1,y2 € N, temos

d(f () £ (w2)) = d(f(F (), F (7 (2)) = dlyn, 92),

onde a primeira igualdade decorre do fato que f € uma isometria. Logo,
f=1 preserva distancias. Ademais, f~! € bijetiva. Sendo assim, f~' é uma
1sometria.

Exemplo 1.70. Considere o plano, ou seja, o R? munido da métrica euclidi-
ana (veja Exemplo 1.56). Identificando o R? como o conjunto do nimeros
complexos, temos que esta norma € exatamente a funcao modulo dos nime-
ros complezos. Fizemos um elemento u = a + b, com |u|* =a®> +0* =1. A
aplicacio f : R? — R2, definida por f(z) = u-z, onde - é a multiplicagio de
numeros complexos, € uma isometria. De fato, a aplicagao f € uma imersao
isométrica, pois sendo z,w € R? tem-se:

1f(z) = fw)] = Ju- 2 = u-w]| = Ju(z — w)

= |ul[z —w| = [z — w].
Além disso, f € sobrejetiva, pois sendo w € R?, note que
w=w-uv)w=u-(utw) = ful w),

com u~!-w € R2.
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1.4.4 Teorema da Funcao Implicita

Para demonstragao do principal resultado do Capitulo 2, precisaremos de
um Lema que garante a existéncia de uma base do R™ sobre certas condigoes,
e na demonstragao desse Lema, utilizaremos o Teorema da Funcao Implicita.

Para o entendimento do resultado que apresentaremos a seguir, Teorema
da Funcao Implicita, serd necessario que o leitor tenha um conhecimento pré-
vio sobre os conceitos e propriedades basicas de funcao diferenciavel, matriz
Jacobiana e topologia do R™. Para isso, recomendamos as referéncias [3] e
[11].

A seguir, apresentaremos este importante resultado de Anélise no R™. A
demonstracao do Teorema 1.71 pode ser encontrada na Secao 41 do Capitulo
VII, em [3].

Teorema 1.71. (Teorema da Funcao Implicita) Sejam 2 um aberto de RP xR?
e (a,b) € Q. Suponha que F: Q — R? € de classe C, F(a,b) =0 e que a
aplicacao linear definida por

Ly(v) = F'(a,)(0,v),

comv € R?, é uma bijecao de R? em RY.
a) Entao existe uma vizinhanca aberta W de a € RP e uma inica fun¢ao
0 : W — RY de classe C! tal que b= p(a) e

para todo x € W.
b) Eziste uma vizinhanca aberta U de (a,b) em RP x R? tal que o par
(x,y) € U, satisfaz F(x,y) =0 se, e somente se y = p(x), para todo x € W.
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Capitulo 2

Grupos de Isometrias

Neste capitulo serda apresentado o assunto que nos motivou a intitular
nosso trabalho, Grupos de Isometrias. A demonstracao que apresentaremos
aqui para este resultado foi baseada na referéncia [1]. Quando estuda-se
Teoria de Grupos, fica notério que os elementos de um grupo podem ser de
qualquer natureza, inclusive funcoes. Estamos interessados na situacao onde
essas funcoes sao isometrias.

Conforme veremos, o principal resultado deste capitulo diz que todo grupo
finito é isomorfo a um grupo de isometrias.

2.1 Grupos de isometrias
Seja M um espago métrico. O conjunto
Isom(M) ={f: M — M; f é uma isometria}

munido da composigao de fungoes (denotada por “o”), é um grupo. De fato,
Isom(M) # (), pois a aplicagao identidade pertence a Isom(M). Além disso,
a composigao de fungdes é associativa, ou seja, dadas f,g,h € Isom(M)
temos

folgoh)=(fog)oh.
Observe que todas essas composicoes estao bem definidas, pois todas essas
aplicagoes levam M em M e a composic¢ao de isometrias ainda ¢ uma isome-
tria. Tais resultados foram provados no Capitulo 1.
A operacgao “o” possui elemento neutro que é exatamente a aplicacao Id
mencionada anteriormente. De fato, como ja foi visto, Id € Isom(M) e

folg=10f=f,
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para toda f € Isom(M).
Por fim, para cada aplicacao f em Isom(M), existe g em [som(M) que
cumpre

fog=1la=gof.

Neste caso a funcao g é a inversa da funcao f, ou seja g = f~1, pois
foft=li=f"of

e f~' € Isom(M), conforme foi visto no Capitulo 1. Portanto, Isom (M) é
um grupo como haviamos afirmado anteriormente.

Sejam M um espago métrico e (Syy, 0) o grupo das permutagoes sobre M,
ou seja, Sy = {f : M — M; f é bijetora}. Observe que Isom(M) < Sy,
pois Isom(M) C Sy e Isom(M) é fechado a composicao e a inversos.

A seguir mostraremos alguns exemplos de grupos de isometrias.

Exemplo 2.1. Seja M um espaco métrico com apenas um elemento, digamos
M = {a}. O conjunto G = {Idy}, onde Idy é a aplicagcdo identidade de
M, ¢ o grupo das isometrias de M. De fato, sendo M wunitdrio, a identidade
€ a unica aplicacao de M em M.

Observemos que este é o grupo de isometrias mais trivial que podemos
CcoOnstruir.

O exemplo a seguir é um exemplo de grupo de isometrias com apenas um
elemento, como no exemplo 2.1. Porém, neste exemplo, temos um grupo de
isometrias de um espaco métrico com trés elementos.

Exemplo 2.2. Considere trés pontos distintos do plano, digamos A, B e C,
tais que d(A,B) = 2, d(A,C) = 5 e d(B,C) = 3, onde d é a distancia
entre dois pontos no plano, e seja M o espaco métrico formado por esses
trés pontos, munido da métrica d, ou seja, (M, d) é um subespaco métrico de
(R%,d). Observe que este espago M admite uma tinica isometria, a identidade.

Com o intuito de mostrarmos esta ultima afirmacdao, observemos que as
demais aplicagoes candidatas a serem isometrias (as cinco permutacies de
M = {A, B,C} além da identidade) serdo descritas nas possibilidades abaizo:

1* Possibilidade: Considere f : M — M dada por f(A) = A,
f(B)=C e f(C)= B. Temos:

2 = d(A, B) # d(f(A), (B)) = d(A,C) = 5.
Logo, a aplicacdo f nao € uma isometria.
2% Possibilidade: Considere f : M — M dada por f(A) = B,
f(B)=Ace f(C)=C. Temos:
5= d(A,C) # d(f(A), f(C)) = d(B,C) = 3.

33



Logo, a aplicacdo f nao € uma isometria.
3% Possibilidade: Considere f : M — M dada por f(A) = B,
f(B)=C e f(C)=A. Temos:

2= d(A, B) # d(f(A), f(B)) = d(B,C) = 3

Logo, a aplicacao f nao € uma isometria.
4% Possibilidade: Considere f : M — M dada por f(A) = C,
f(B)=Ace f(C)= B. Temos:

2= d(A, B) # d(f(A), f(B)) = d(C, A) = 5.

Logo, a aplicacao f nao é uma isometria.
5% Possibilidade: Considere [ : M — M dada por f(A) = C,
f(B)=Be f(C)=A. Temos:

2= d(A, B) # d(f(A), f(B)) = d(C. B) = 3

Logo, a aplicacao f nao € uma isometria.

Note que em todas essas possibilidades analisadas, a aplica¢ao f nao é
uma isometria. Assim, concluimos que a unica isometria neste caso € a
aplicacao identidade.

Exemplo 2.3. (Grupo de isometrias com dois elementos). Seja M = {a,b}
um espago métrico. O conjunto G = {Idy, f}, onde f € a aplicagdo
f i+ M — M dada por f(b) = a e f(a) = b, € o grupo das isometrias
de M. Verifiquemos este fato. Jd mencionamos que a aplicacao Idy, € uma
isometria. Observe que f também € uma isometria, pois f preserva distan-
cias visto que:

d(a,a) =0 = d(b,b) = d(f(a), f(a))

d(a,b) = d(f(b), f(a)) = d(f(a), f(b)).
As igualdades acima decorrem da definicio da aplicacao f e do fato que
d € uma métrica sobre M. De forma andloga, d(b,a) = d(f(b), f(a)) e
d(b,b) = d(f(b), f(b)). Logo, para quaisquer x,y € M tem-se
d(z,y) = d(f(x), f(y)), ou seja, [ preserva distincias. Ademais, f € so-
brejetiva.

Assim, temos G C Isom(M). Além disso, Idy; e f sao as unicas fungoes
bijetoras de M em M. Logo, nao existem outras isometrias além dessas.
Exemplo 2.4. No comegco deste capitulo foi mencionado que
Isom(M) < Sy, para todo espaco métrico M. Iremos mostrar neste exemplo
que dado um conjunto nao vazio qualquer, € possivel definir neste conjunto
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alguma métrica de modo que o grupo das isometrias do espaco métrico obtido
coincide com o grupo das permutacoes do conjunto. De fato, sendo M um
congunto qualquer, ficemos um niumero real positivo X e definamos

0 ,sex=y

A ,sexFy

De modo andlogo ao que foi feito no Exemplo 1.50, mostra-se que d) € uma
métrica.  Ademais, dada f € Sy, para x, y € M tem-se que
f(z) = f(y) se, e somente se, x = y, uma vez que [ € injetiva. Logo,
da(z,y) = d\(f(x), f(y)), para quaisquer x, y € M, e assim
f € Isom(M,dy). Logo, Isom(M,dy) = Sy.

Por outro lado, seja N um espago métrico, com pelo menos 2 elemen-

dy: MxM-—TR |, dA(a:,y):{

tos, tal que Isom(N) = Sy. Fizados xg, yo € N, distintos, tomemos
a = d(xo,y0). Dados x, y € N quaisquer e distintos, existe f € Sy
tal que f(xg) = = e f(yo) = y. Como f é uma isometria, devemos ter

d(z,y) = d(xo,y0) = a. Dai, concluimos que d = d,.

2.2 Isometrias de alguns subconjuntos da Reta

Nesta secao, estudaremos o grupo de isometrias da reta e o grupo de
isometrias dos inteiros. Estudaremos também um subconjunto da reta cujo
o grupo de isometrias é o grupo ciclico infinito. No estudo do grupo das
isometrias da reta e dos inteiros, aparecerao casos particulares do grupo DG,
sendo G um grupo abeliano, descrito no Exemplo 1.10.

Considere X um subespaco métrico da reta, com 0 € X, e f € Isom(X).
Temos f(z) = x + a, para todo = € X, ou f(x) = —x + a, para todo = € X
onde a € X é fixo e depende de f. Com efeito, sendo f € Isom(X), considere
f(0) =a, onde a € X. Dai,

[z =0l =|f(2) = FO) = [f(x) —al, (1)
para todo z € X. Por (I), concluimos que f(z) —a =z ou f(z) —a = —xz,

para cada x € X.
Vamos supor que existam z1, x5 € X — {0}, tais que

flz1) =21 +a e flzg) = —x2 + a.
Dai,

|z1 — 0| = [ f(z1) — f(22)| = |21 + @+ 29 — a] = |21 + x2). (IT)
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Para que valha a igualdade em (II), devemos ter z; + xo = x; — 23 ou
r1 4+ x9 = —x1 + X9, isto é, o = 0 ou x; = 0, o que é um absurdo, pois
fizemos a suposi¢ao que 1,z € X — {0}. Dessa forma, temos apenas duas
possibilidades: f(x) = =+ a, para todo x € X, ou f(z) = —z + a, para todo
re X.

E importante observar que nem toda aplicacao de uma dessas duas formas
é bem definida em X. Por exemplo, considere o conjunto X = {0,2}, a = 2
e a seguinte aplicacao

f: X — X
r — flx)=x+2.

Observe que f(2) =4 e 4 ¢ X. E mesmo sendo bem definida, nao precisa ser
sobrejetora. Por exemplo, considere a seguinte aplicagao

f: N — N
r — flx)=z+1.

Essa aplicacao estd bem definida mas nao ¢é sobrejetora. No entanto, sendo
h: X — X bem definida e sobrejetora, e sendo de uma dessas formas, nao
é dificil ver que h é uma isometria de X. De fato, se h(z) = z + a, entao

() = h(y)| = |z +a = (y +a)| = [z —y|
e se h(z) = —z + a, entdo
h(z) —hy)l =] -z +a—(-y+a) =]-z+y[=|z—yl|

Exemplo 2.5. (Isometrias da Reta). Considere a reta R. Dada f € Isom(R),
temos apenas duas possibilidades para f: f(x) = x + a, para todo x € R, ou
f(z) = —x + a, para todo x € R, onde a = f(0). Para ver isso, utilizamos o
que foi comentado anteriormente, pois R C R e 0 € R. Observe que nas duas
possibilidades temos funcoes bem definidas e bijecoes para qualquer valor de
a € R. Logo,

Isom(R) = {fon; a € R, n =41},

onde fon: R — R € definida por f,n(x) =nx+a. A aplicagio
¢: DR — Isom(R)
(a,n) — @(a,n) = fon

¢ um isomorfismo de grupos, onde R = (R, +), e ‘4”7 € a opera¢ao de adi¢ao
usual(O grupo DR é um caso particular do Exemplo 1.10, onde o grupo G €
o grupo (R,+)). Com efeito, sendo (a,ny),(b,ny) € DR, temos:
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¢((a,n1) * (b,n2)) = ¢((a + n1b,n112)) = farnb, nins-

Por outro lado,

fami (fons (7)) = n1(nox + b) + a = ninox + (n1b + a) = faynib,nin, (),

para todo x € R. Portanto,

Qp(aa nl) © Sp(ba 712) = fa,m o fb,n2 = fa+n1b,n1n2 = @((aanl) * (b7 n2))

Dessa forma, mostramos que a aplicacdo @ € um homomorfismo. Ademais,
suponhamos p(a,n1) = @(b,ny), isto €, fon, (x) = fon, (), para todo x € R.
Dai, nix+a = nox+b, para todo x € R. Em particular, esta dltima igualdade
vale para x = 0 e para x = 1, dai temos a = b e ny = ng, e portanto
(a,m1) = (b,n2), mostrando assim que a aplicacdo ¢ € injetiva.

Por fim, seja f € Isom(R). Como Isom(R) = {fun; a € R, n = 1},
eristemn € {—1,1} ea € R tal que f = fon, € assim [ = fon = (a,n),
onde (a,n) € DR, mostrando que a aplicagio ¢ é sobrejetiva. Portanto, os
grupos DR e Isom(R) sdo isomorfos.

Exemplo 2.6. (Isometrias dos inteiros). Considere o conjunto Z dos inteiros
como subespago métrico da reta. Dada f € Isom(Z), temos apenas duas
possibilidades para f: f(x) = x+a, para todo x € Z, ou f(x) = —x+a, para
todo x € Z, onde a = f(0). Para ver isso, utilizamos novamente o que foi
comentado no comeco dessa secao, pois Z C R e 0 € Z. Observe que, como
no exemplo anterior, nas duas possibilidades temos funcoes bem definidas e
bijecoes para qualquer valor de a € Z. Logo,

Isom(Z) = {fan; a € Z, n = %1},

onde fon : Z — Z é definida por fon(x) = nx+a. Considere o grupo diedral
infinito Do, (Veja Exzemplo 1.46). Mostra-se, analogamente ao isomorfismo
mostrado no Exemplo 2.5, que o grupo Isom(Z) € isomorfo ao grupo diedral
infinito.

Exemplo 2.7. Considere o sequinte conjunto:

11 1 1
A:Z+{0,§,§}:Zu{n+§, nEZ}U{n—i-g, nGZ}

e sobre este conjunto consideremos a métrica usual da reta (A € um subespago
métrico da reta). Dado a € Z, a aplicagdo

O A — A
T — ¢u(r)=x+a
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€ uma isometria do conjunto A. Ademais, toda isometria do conjunto A é
da forma de ¢,. De fato, dados x € A e a € Z, temos que r+a € A e assim
Oq : A —> A € bem definida. Além disso, dado y € A, temosy —a € A e
¢a(y—a) =y—a+a =1y, donde ¢, € sobrejetiva. Logo, pelo que comentamos
no comego dessa se¢do, temos que ¢, € Isom(A).

Por outro lado, como A C R e 0 € A, dada F € Isom(A), concluimos
que F(x) = x+a, para todo x € A, ou F(x) = —x +a, para todo x € A, com
a = F(0). Além disso, mostraremos que a € Z, e para isso, como a € A,

1 1
mostraremos que a ¢ {n + 3 € Z} ead {n + 3" € Z}, analisando 4

possibilidades:

12 Possibilidade(F(x) = x + a):

1
Suponha que a € {n + 5 n e Z}, ou seja,

1
a:n1+§; ny € 7.
Como neste caso, F'(z) =z + a, temos:

1
F(a:):x+n1+§.

Logo,

1 1 1 5
F g :§+n1+§=n1+6.

1
Absurdo, pois por um lado F (§) € A, visto que F' ¢ de A em A, e por outro
5 1
lado ny + 8 ¢ A. Portanto, a ¢ {n + 5 M€ Z} :

22 Possibilidade(F(x) = —x + a):

1
Suponha novamente que a € {n + 5; n e Z}, ou seja,

1
a:n1+§; ny € 2.

Como neste caso F(x) = —x + a, temos:

1
F(x):—x+n1+§.
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Dat,

p(WN\_ 11 1
3) " T3TmTyTmTg

1 1
Absurdo, pois novamente temos F(g) € Aen + 6 ¢ A. Assim,

1
a ¢ {n—i—; nEZ}.
3* Possibilidade(F(x) =z + a):

Neste caso, vamos supor que a € {n +

Como neste caso, F(x) =z + a, temos:

1

Assim,

ol = P
p) Tty TMmT L

Analogamente as andlises realizadas nas possibilidades anteriores, temos um

1
absurdo. Assim, a ¢ {n + 3" € Z} .

4% Possibilidade(F(x) = —x + a):

1
Suponha que a € {n + 5; n e Z}, ou seja,

1
&:nl—Fg; nleZ.

Como neste caso, F(x) = —x + a, temos
1
F(x) :—x+n1+§.
Logo,
1 1 1 5
F —5 :§+n1+—=n1+6



1
e novamente temos um absurdo. Sendo assim, a ¢ {n + §; n e Z}. Dessa

forma, concluimos que a € Z, como queriamos mostrar.

Sendo assim, suponhamos agora que F(x) = —x + a, com a € Z. Logo,
1 1
Fl-)=—x4+a, comacZ

1
um absurdo, pois —3 +a ¢ A Assim, F(x) = x + a para todo © € A, e

portanto toda isometria do conjunto A € da forma:

G A — A
r — ¢uz)=x+a

com a € 7.
Por fim, a aplica¢ao

¢: Z —> Isom(A)
a +— ¢(a) = ¢a

¢ um isomorfismo entre o grupo aditivo dos inteiros e o grupo Isom(A). De
fato, sendo a,b € Z, como

Garp(t) =x+a+b=x+b+a=d,(x+b) = d.(hp(x)),

para todo x € A, entio ¢p(a+b) = ¢(a)op(b), e dai concluimos que a aplicagao
¢ € um homomorfismo. Suponhamos agora ¢(a) = ¢(b), ou seja, ¢, = ¢y.
Logo, ¢o(x) = ¢p(x), para todo x € A. Sendo assim, x+a = x+b, para todo
x € A. Em particular, quando x = 0, temos a = b e portanto a aplicacdo ¢
€ injetiva. Para mostrar a sobrejetividade da aplicacao ¢, basta observar que
dado f € Isom(A), pelo que ja foi mostrado anteriormente, f = ¢,, onde
a € Z. Dai, f = ¢, = ¢(a), com a € Z, e concluimos assim que a aplicagdo
¢ € um isomorfismo.

2.3 Grupos finitos como grupos de isometrias

Conforme foi visto na Segao 2.1, o conjunto /som (M) munido da composi¢ao
de fungoes é um grupo. Diante disso, é natural surgir o seguinte questiona-
mento: Serd que dado um grupo G qualquer, existe algum espaco métrico M,
cujo grupo de isometrias de M ¢é isomorfo a G7 Nesta secao, mostraremos
que a resposta para essa pergunta é positiva para todos os grupos finitos.
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Definicao 2.8. Diz-se que um conjunto de pontos W em um espago euclidiano
realiza um grupo G se o grupo de isometrias de W ¢é isomorfo a G.

Mostraremos a seguir que todo grupo finito G além de ser isomorfo a um
grupo de isometrias, pode ser realizado por um subconjunto finito de algum
R". Antes disso, vejamos as seguintes observagoes:

Observagao 2.9. Sejan € N e considere
2
n
U= (T11, %12, -+ - Tlns T215, 022, -+ - s Tans -+ Tnly Tn2y - -+ 5 Tp) € R

Definimos det(v) como sendo o determinante da matriz (x;j)nxn . Com isso,
~ 2 , ,
temos uma funcao det : R™ — R, a qual € continua.
2
Sendo vy = (a11,a12, .. ., Q1n, G21, 022, - . -, 2py - - -, (nl, Ap2, - - - Gpp) € R?
tal que os vetores

(a117a127"'7a1n>7 (a217a227~”7a2n)7 cee (Gn1>an27-~>ann)

de R™ sdo LI, temos que det(vg) # 0. Observando que a fung¢do det é conti-
nua, concluimos que existe algum aberto A de R"Q, com vy € A, tal que para
todo

V= ('xllaxl%"'7$1nax21ax22a"'7$2na"'7$nlaxn27"'7xnn) € A

tem-se det(v) # 0 e portanto os vetores

(xlla Z12y - - - >$ln) ) (x217 X222y - - - ax2n> ) e (xnl>xn27 s 7xnn)
sao LI em R™ .
Observagao 2.10. Considere a € R, com a > 0, e ugp = (a,a,...,a) € R™.
Seja
DiUDyU...UD,, ={1,2,...,n}

uma particao, ou seja, D;,ND; = &, parai # j. Tomemos by, bs, ..., by, € R,
todos matores que a, tais que b; = b; se, e somente se, 1 e j pertencem ao
mesmo conjunto Dy da particao dada de {1,2,...,n}.

Considere agora A um subconjunto aberto de R™ tal que ug € A. Tomando
wg = (b1, ba,...,b,), considere v = wy —ug e A > 0 tal que a bola fechada

Blug, A estd contida em A. Tomando entdo

V1 = Ug + —V

[l

temos que v; € A. Ademais, sendo vy = (c1,¢a,...,¢,), temos que todos os
¢;’s sao positivos e ¢; = c; se, e somente se, i e j estdo no mesmo conjunto
Dy, da particao dada de {1,2,...,n}.
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Antes de apresentarmos o resultado principal, o Teorema 2.15, veremos
o Lema 2.11 e algumas observacgoes. Ressaltamos que as demonstragoes aqui
apresentadas, tanto do Teorema 2.15 quanto do Lema 2.11, sao baseadas nas
demonstragoes feitas na referéncia [1].

Lema 2.11. Considere o conjunto D = {(i,j) e NxN|1<i<j<n}e
uma particao D1U Dy U .. .UD,, = D do conjunto D. Entdo existe uma base
{X1, Xo, ..., X} do R" tal que:

1) A j-ésima coordenada de X; € zero para i < j.

2) Todos os X;’s tém norma 1, considerando a norma euclidiana.

3) d(X;, X;) = d(Xy, X)) se, e somente se, os pares (i,7) e (k,l) estio no
mesmo conjunto D da particao de D dada acima, onde d é a métrica eucli-
diana.

Demonstragao. Seja [ : R+ = R” x RY — R™, com ¢ = (n® —n)/2,
f = f(X,5), onde

X = ($11,$12, s LIn s X215, X922, o o oy L2y v oo 5 L1y L2y - - - ,.ann) e

5 = (6127 5137 cee 76177,7 5237 st 75n—1,n) (57,] ) 1 < j)
Considere f = (f1, fa, ..., fa2), tal que:

Para s <7: fls—1yntr = Tsr

Para s = r: fls—1yngr = 4.+ 2t -1

o Para s > 7 flo_tynir = (@1 — Tr1)? + .o+ (Ton — Tn)? — 02

onde s,r € {1,2,...,n}. Considere o ponto (A4,B) € R+ dado por
A = (e,e,...,e,) € R, onde {e1,es,...,e,} é a base candnica do R,
e B=(v2,v2,...,V/2) € Ri. Temos f(A,B) = (0,0,...,0). Com efeito,

observe que para s < r temos:
Fretmn (A, B) = Fotpmir (€1, €2, s 0), (Vo V) = 200 =0,
pois s # r. Para s = r, temos:
Jis—vn4r((e1, €2, .0 €0), (V2,..V2)=2% +...+22 —1=1-1=0.
Por fim, para s > r temos:

Jis—1msr((€1,€2, ... €0), (\/5, s \/5)) = (T — 21)* + o+ (T — )% — 02,
=2-(V2)’=0.
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Como cada f; é uma funcao polinomial, entao f é uma funcao de classe
Cl. Seja M = M(X,d) a matriz formada pelas n? primeiras colunas da
matriz jacobiana de f. Assim, M é uma matriz n X n que tem na k-ésima
linha as derivadas parciais de f; em relacao as variaveis:

y L2n, y Tnly Tn2y --- 5 Tpn

Z11, T12, y Lin, T21, T22,

e as colunas correspondem a essas variaveis nesta sequéncia. Podemos entao
ver essa matriz da seguinte forma:

Biw By -+ B,
By Byy -+ DBy,
M = . o .
Bnl Bn2 e Bnn
onde
af<871)n+1 8f(sfl)n#»l 8f(sfl)nle
0xi1 0x42 0xin
af(s—l)n+2 8f(s—1)n+2 8f(s—l)n-‘,—Q
BSZ. — 31?1'1 39?1‘2 Oxin
8fsn 8fSTL 8fsn
o0xi1 oo O0Tin
para s, i € {1,2,...,n}. Assim, em um bloco By;, as derivadas parciais estao

em relacao as varidveis z;;, com 1 < j < n. Considerando o caso s < 1
(blocos acima da diagonal), temos que as varidveis z;; ndo aparecem nas fun-
¢0es frs—1)n+1, J(s—1)n+2s - - -, fon, € dal todas as derivadas parciais sao nulas.
Logo, o bloco By; é nulo, para s < ¢, e portanto a matriz M ¢é triangular em
blocos.

Vejamos agora os blocos diagonais, fazendo z;; = 1, x;; = 0, para ¢ # j,
e 6;j = V2 (o ponto (A, B) mencionado anteriormente). Observemos que:

8f(sfl)n«b»l af(sfl)nJﬁl 6f(sfl)n+1
E)xsl 82332 OTsn
af(sfl)n+2 af(sfl)n«&»Z . 8f(571)n+2
BSS — 85’?91 8?32 . 8-73571
Ofsn Ofsn R Ofsn
0T s1 0T 52 OTsn

Fixado s arbitrario:
e Para r < s, temos que a linha r deste bloco é:
2(stn - mrn)

2(:551 - xrl) 2(3752 - xT?)
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Fazendo a avaliagdo no ponto (A, B), aparece -2 na coluna r, 2 na coluna s
e 0 nas demais.

e Para s = r, temos que a linha r = s deste bloco é:
251 2%y ... 2Tg,

Fazendo a avaliagdo no ponto (A, B), aparece 2 na coluna r = s e 0 nas
demais.

e Para r > s, temos que a linha r deste bloco é:
0O 0 ... 01 0... 0

onde o 1 aparece na coluna r.

Dessa forma, mostra-se que todos os blocos diagonais de M (A, B) sao
triangulares superiores com elementos diagonais nao nulos. Logo, sao inver-
siveis. Portanto, como o detM (A, B)=detBy, detBayy -+ detB,, e detBy,
detBss,...,det B, sao todos diferentes de zero, pois os blocos diagonais sao
inversiveis, temos detM (A, B) # 0, ou seja, M (A, B) é inversivel.

Como a matriz M (A, B) é inversivel, segue do Teorema 1.71 (Teorema da
Funcio Implicita) que existem abertos U C RYe V C R 19 com (A, B) € V
e B € U, e uma tinica funcéo & : U — R™ de classe C" tais que (£(9),0) € V.
e f(£(5),6) = (0,0,...,0) para todo 6 € U.

Temos £(B) = A e, como A = (ey,es,...,¢e,) (a base canénica do R"),
segue da Observacao 2.9 que existe um aberto Z C R™, com A € Z, tal
que para todo X = (X1, Xs,...,X,) € Z tem-se {X1, X»,..., X, } linear-
mente independente. Pela continuidade de &, existe um aberto W C R?, com
BeW CU, tal que {(W) C Z.

Dessa forma, sendo B = (\/§, V2., \/5) € W, segue da Observagao
2.10 que existe

Bl == (d127d137 .. 7d1nad237 L 7dn—1,n) S W

tal que d;; > 0 e d;; = dj; se, e somente se, (i,7) e (k,[) estdo no mesmo
conjunto D, da particao de D dada no enunciado.

Sendo Y = (Y1,Ys,...,Y,) = &(By), temos

f(7> Bl) = f(f(BﬂaBl) = (0707 s 70>~
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Logo, para Y1, Ys, ..., Y, valem as condigoes 1, 2 e 3 do enunciado. De fato,
seja y;; a j-¢ésima coordenada de Y;. Para i < j, segue

Yi; = fi—1yn; (Y, B1) = 0.

Ademais, quando s = 7, obtemos f(s_1ynr (Y, B1) = y4 + ... + y2, — 1 =0,
ou seja, ||Y;]|? = 1 e, portanto ||Y;|| = 1, com s € {1,2,...n}. Por fim, para
s > r, tem-se

f(s—l)n—‘rr(?y Bl) = (}/51 - Y;"I)Q + ...+ (Y;n - }/rn)Z - dzs =0
= dy=Ya —Ya) 4 ..+ (Yo — Vi) =d(Y,, Y,)2

Analogamente, di, = (Vi1 — Yi1)? + ... + (Vi — Yin)? = d(V},Y))?, onde
k < l. Supondo d(Y;,Ys) = d(Y%,Y)), temos d,.s = dy; e dai, pelo que foi visto
acima, concluimos que (r,s), (k,1) estdo no mesmo conjunto Dy da partigao
D. Reciprocamente, supondo que (r,s), (k,[) estdo no mesmo conjunto Dj
da particao D, segue que d,s = dy;, e dai d(Y,.,Ys) = d(Y3, V).

Dessa forma, ficam verificadas as trés condigées do enunciado para
Y1, Ys, ..., Y, Ademais, como Y = (Y1,Ys,...,Y,) € Z, temos Y7, Vs, ..., Y,
LI ]

Definigao 2.12. Sejam A e B pontos distintos do R". Definimos o segmento
[A, B] como sendo o conjunto:
[A,Bl={(1-t)A+tB; 0 <t <1}

Observagao 2.13. Denote por d a métrica usual do R™. Sendo A, B, C € R",
dois a dois distintos, sao equivalentes:

i) B e[AC]

ii) d(A,C) =d(A,B)+d(B,C)

iii) AB = ABC' para algum X real e positivo.

De fato, temos:
i) = i)
Suponha que B € [A,C]. Dessa forma, B = (1—ty)A+1t,C, comty € R,
tal que 0 <ty < 1. Logo,
d(A, B) = ||B = Al| = [|(1 = to)A + toC — Al| = [[to(C — A)|
e

d(B,C) = [|C = B[| = [|C = (1 = to) A+t C)|| = |[(1 = to)C + (=1 + o) Al|.
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Portanto,

d(A, B) +d(B,C) = [[to(C = A)[| + |[(1 = t0)C + (=1 + o) A]|
= [tol - IC = Al +[1 = to| - ||C — A
= (to+ (1 = 4))||C — A

=d(A, Q).

i) = i)

Suponhamos agora d(A,C) = d(A, B) + d(B, C). Dessa forma,
IAC|| = I|AB|| + |BC|

= ||AB + BCY| = ||4B|| + || BC|
= ||AB + BCI|[> = ||AB|> + 2||AB|| || BC|| + || BT %

Por outro lado,

AL + BC|? = (AB + BC, AB + BC) = ||AB|]2 + 2(AB, BC) + || BT,
Assim,
IAB||||BCI| = (4B, BC)

e daz’@//l%, ou seja, 1@ = )\B? para algum X € R (veja [4], secdo 6.1).

Mostremos agora que A € um numero positivo. De  fato, de
|AB||||BC|| = (AB, BC) temos |A|- || BC||? = MBC, BCY e assim A = |A.

Suponhamos z@ = /\B?, para algum X real positivo. Assim,

B—A=\C-B)
= B+AB=)C+A
= (1+\)B=A+AC

1 A
B = A
~ 1+ A +1+AC’
pois (1+X) # 0. Observe que HL)\ = 1—1%\ e < 1%\ < 1. Logo, B € [A,C].

Observagao 2.14. Sejam S C R™ e f € Isom(S). Se Xi, X5, X3 € S
sao tais que Xo €  [Xy,X3], seqgue da Observagio 2.13 que
d(Xl,ng) = d(Xl,XQ) + d(XQ,Xg), e dat

d(f(X1), f(Xs)) = d(f(X3), f(X2)) + d(f(X2), f(X3)).
Logo, f(X2) € [f(X1), f(X3)].
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Teorema 2.15. Seja G um grupo finito de ordem n. Entdo:
a) G ¢ isomorfo a um subgrupo de Isom(R™).
b) Existe algum subconjunto finito W de R™ tal que Isom (W) é isomorfo a G.

Demonstragao. a) Seja G = {g1 =€, g2, ...,9,} (onde e é o elemento neutro
de G). Tomemos a seguinte parti¢ao de G:

G=Q:1UQxU...UQp,

onde cada Q; é da forma {z,z~'}.
Considere o conjunto

D={(i,j)eNxN|1<i<j<n}

Para cada s € {1,2,...,m} defina D, = {(i,7) € D | g; 'g; € Qs}. Observe
que:
DiUDy,U---UD, =D e D,ND,=, para s #t.

De fato, consideremos (i,5) € D. Dessa forma, como g;' gi € G e
G = Q1UQyU...UQ, entdo g; 'g; € Q,, para algum s € {1,2,...,m}. Logo,
(4,7) € Dy, para algum s € {1,2,...,m}, e portanto D = |J;*; D;. Ademais,
para mostrar que Dy N Dy = &, para s # t, basta observar que Q, N Q; = &,
para s # t.

Considere uma base W7 = {Xi, Xy, ..., X,,} de R" que cumpre todas
as condicoes do Lema 2.11, considerando a particao acima do conjunto D.
Dessa forma,

d(X;, X;) =d(Xp, X)) <= g7'9;=09"90 ou g;'g; =9 "9

A equivaléncia acima decorre imediatamente da condigao (3) do Lema 2.11.
Para cada g € GG, defina

g

g w, — Wi

onde j ¢ tal que g; = gg;. Observe que o, ¢ uma permutacao de W;.
Para cada segmento [X;, X;] considere o conjunto

O[Xi, X;] = {l9Xi, 9X;] | g € G}
Vamos denominar esses conjuntos de drbitas.

Afirmagao 1) O[X;, X;] = O[Xy, Xi] ou O[X;, X;]NOX;, X)) = @.
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De fato, suponhamos que O[X;, X;]NO[X}, X;] # @, ou seja, que existem
a,b € G tais que:
[CLXZ', CLXj] = [ka7 le]

Dai,
agi =bgy e ag;=bg = (b 'a)g;i=gr e (b 'a)g; =g

ou

agi=bg e agi=bg, = (b 'a)g;=g e (b 'a)g; =g

Tomando entao g = b 'a, concluimos que [Xj, Xj] = [¢X;, 9X].
Agora, dado h € G, temos

[h Xk, hXi] = [(hg) Xi, (hg) X;] € O[X;, Xj]

e assim O[Xy, X;] € O[X;, X;]. De maneira andloga, mostra-se a inclusao
contraria.
Afirmagao 2) O[X;, X;] = O[ Xy, Xi]| <= d(X;, X;) = d(Xy, X)).
Suponha que O[X;, X;] = O[Xj, X;]. Dai, existe ¢ € G tal que
(Xi, X;] = [9Xk, 9Xi], ou seja, X; = gXp e X; = ¢gXj, ou X; = gXj e
Xj = gXy. Logo, gi = ggr € g; = ggi, ou gi = ggi € g; = ggx. Portanto,

97 g9, = (99x) 991 = 9. 9 99 = g: i

ou
9:9; = (99) " "99x = 9, "9 99k = 9 ‘g
Assim, d(X;, X;) = d(Xg, X).

Suponha agora que d(X;, X;) = d(Xy, X;). Logo, g;'g; = g;'aq ou
g{lgj = gflgk. Se g[lgj = gk’lgl, entao gkgi’1 = glgj’1 e, chamando este
Xk = aXZ-
Xl = CLX]'
mente, se g; 'g; = g; gk, entdo existe b € G tal que g = bg; e gr = bg;,
donde { §k :bb;((j . Portanto, O[X;, X;]NO[Xy, Xi| # @, e pelo que ja foi

1= 0X;
visto anteriormente, temos O[X;, X;] = O[Xj, X)].

elemento de a, temos g, = ag; e g = ag;j, donde { . Analoga-

Para cada g € G considere o operador linear 7, : R" — R" tal que
T,(X;) = gX;, para todo i =1, ..., n. Observe que 7, é um operador linear
bijetivo. Note que d(T,(X;),T,(X;)) = d(X;, X;) para i, j € {1,2,...,n}.

De fato,
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d(Ty(X:), Ty(X;)) = d(9Xi, 9X;) = d(Xi, Xj),
pois [gX;, 9X;] € O[X;, X;] e assim O[gX;, 9X;] = O[X;, Xj].
Logo,
d(Ty(X:), T, (X;))* = d(X;, X;)°
= [|Ty(Xs) = Ty (X)) = 1 X — X[
= <T9(Xi) - Tg(Xj>aTg<Xi) - Tg<Xj)> - <Xz — X, Xi — Xj>
= || T5(X)I]? = 2(T(X0), Ty(X))) + | Ty (X)) =

= |IXGl[* = 20X, X5) + |11,

Observe que |[Ty(X5)| = [|T,(X;)[| = |[Xi]| = ||X;]] = 1, pois Ty(X;) = Xy
e T,(X;) = Xi. Assim, (T,(X;),T,(X;)) = (X;,X;). (onde (,) é o produto
interno candnico do R™). Podemos estender essa ideia para todo o R™, isto
¢, podemos mostrar que Tj; ¢ uma isometria do R". De fato, sejam y, z € R".
Podemos escrever y e z, de forma tnica, da seguinte maneira:

Yy = Oéle -+ OéQXQ + ...+ Oéan
zZ = ﬂle + BQXQ + ...+ Ban

Logo,
Ty(y) = an(Ty(X1)) + - + an(T4(X5))
Ty(2) = Pi(Ty(X1)) + - + Bu(Ty(Xn))
Assim,

(Ty(y), Ty(2)) = (D aiTg(Xl>7ZﬁJTQ(XJ)>
= Z Z @i f3; <T9(X2)a T9<X])>
= ZZ%@'(X”X])
= (y,2)

49



Portanto,

Segue dai que d(T(y), T,(2)) = d(y, z), para quaisquer y, z € R™, e portanto
T, é uma isometria do R".
Considerando agora a aplicacao

Yv: G — Isom(R")
g — Y(g) =T,

temos que ¥ é um homomorfismo injetivo de grupos e assim G ~ I'm 1, ou
seja, G é isomorfo a um subgrupo de Isom(R"™). Com efeito, sendo g, h € G
e supondo ¥(g) = ¥(h), temos T,(X) = T,(X) para todo X € R", ou seja,
gX = hX, para todo X € R". Em particular, ¢X; = hX;. Logo, g = h
(lembrando que ¢g; = e) e assim fica provada a injetividade. Ademais, observe
que

Ton(Xi) = (gh) Xi = g(hX;) = Ty(hX;) = T,(Th(X:)) = (T, o Th)(Xi),

para todo X; € Wj. Dal, como Ty, e T, o T}, sao lineares, e W, é base de R",
concluimos que

Y(gh) =Tyn =Ty o Ty, = Y(g) o ¥(h)

e assim a aplicagao ¥ é um homomorfismo.

b) Para demonstrar o item (b), comegaremos construindo o conjunto Ws.
Fixada uma drbita O, escolha um segmento [X;, X;] € O (considere i < j).

Afirmagio 3) Se (g;'g;)* = e, considere o ponto médio do segmento
[Xi, Xj]l

1

Se o segmento [Xj,X;] (considere k < [) pertence a orbita O, entdo
O[X;, X;] = O[Xy, X)) e daf g,'g; = g;'g; ou g.'q = gj_lgi, e assim

(9, '91)%* = e e daf tome

1
Up = §(Xk + Xl)

Observe que [Xj, X;] = [¢X;, X;] para algum ¢g € G e daf

1
Upy = 5(9Xi + 9X;) = Ty(uij).
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Vamos denotar este elemento por gu;.
Afirmagao 4) Se (g;'g;)? # e, considere no segmento [X;, X;] o ponto:

1
Fixado ¢ € G, considere X; = ¢X; e X; = ¢X;. Temos entao

gk_lgl = gi_lgj # e e assim tomamos no segmento [Xj, X;] o ponto

1 1
Xk -+ g(Xl — Xk) = gXZ' -+ §<ng — ng‘)~

Observe que este ponto, que vamos denotar por gu;;, ¢ exatamente Tg(uij).
Este ponto seréd o elemento uy; (ou uy, dependendo se k <l oul < k).

Consideremos entao Wy = {w;;; (i,5) € D} e W = Wy U W, (obser-
vemos que W3 N Wy = &). Segue da independéncia linear do conjunto
Wi = {X1, Xs, ..., X,,} que dois seg