
Universidade Federal de Campina Grande
Centro de Ciências e Tecnologia

Unidade Acadêmica de Matemática
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Orientador: Prof. Dr. Antônio Pereira Brandão Júnior

Campina Grande - PB
2021

2



Grupos de Isometrias

Luis Filipe Ramos Campos da Silva

Trabalho de conclusão de curso defendido e aprovado em 12 de fevereiro
de 2021, pela Comissão Examinadora constitúıda pelos examinadores:
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Resumo
Uma isometria num espaço métrico M é uma aplicação bijetora de M

em M que preserva distâncias. Sabe-se que o conjunto das isometrias de um
espaço métrico qualquer M , munido da composição de funções, é um grupo.
No presente trabalho será feito um estudo sobre grupos de isometrias, onde
veremos algumas propriedades básicas e exemplos. Ademais, mostraremos
que no caso em que um grupo G é finito de ordem n, existe um subconjunto
finito W do Rn tal que o grupo de isometrias de W é isomorfo a G. Por fim,
será feito um estudo sobre isometrias de espaços vetoriais reais normados,
no qual o principal resultado apresentado será o Teorema de Mazur-Ulam, o
qual fornece uma condição para que uma isometria seja uma transformação
linear.



Abstract

An isometry on a metric space M is a bijection from M to M that pre-
serves distances. It is well-known that a set of isometries of any metric space
M , equipped with the composition of functions, is a group. In the present
work a study about isometries groups will be done, in which we will see some
basic properties and examples. Furthermore, we will prove that in the case
wherein a group G is finite of order n, there is a finite subset W of Rn such
that the group of isometries of W is isomorphic to G. Ultimately, a study
about real normed vector spaces will be done in which the main result pre-
sented will be the Mazur-Ulam Theorem, which provides a condition in order
for a isometry to be a linear mapping.



Sumário

1 Resultados Prévios 12
1.1 Grupos e subgrupos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

1.1.1 Grupos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
1.1.2 Subgrupos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

1.2 Homomorfismos de grupos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
1.3 Produto semidireto . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
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3 Isometrias de Espaços Vetoriais Reais Normados 54
3.1 Translações e Isometrias Lineares . . . . . . . . . . . . . . . . 54

3.1.1 Translações . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54
3.1.2 Isometrias Lineares . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56
3.1.3 Isometrias Lineares da Reta e do Plano . . . . . . . . . 57

3.2 Teorema de Mazur-Ulam . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60



Introdução

Quando estudamos Álgebra Abstrata e iniciamos o estudo sobre estruturas
algébricas, ou seja, iniciamos um estudo sobre conjuntos dotados de uma ou
mais operações binárias, temos como uma das principais estruturas algébricas
a estrutura de Grupo. Um Grupo é um conjunto não vazio munido de uma
operação que é associativa, possui elemento neutro e todo elemento desse
conjunto possui um inverso.

Na Teoria de Grupos, nos deparamos com vários exemplos clássicos como:
o conjunto dos números inteiros munido da adição usual, assim como o con-
junto dos números reais munido da adição usual e o conjunto das matrizes
quadradas, com entradas reais, que possuem determinante diferente de zero
munido da multiplicação usual de matrizes. A medida que nos familiariza-
mos com estes e diversos outros exemplos de Grupos, fica evidente que os
elementos de um grupo podem ser de qualquer natureza, inclusive funções.
O que iremos enfocar neste trabalho é que, ainda mais do que funções, os
elementos de um Grupo também podem ser isometrias.

Em todo o trabalho, estaremos utilizando conceitos e propriedades básicas
de Álgebra Linear como por exemplo: espaços vetoriais, produto interno,
transformações lineares, caso o leitor queira rever estes conceitos, assim como
ver resultados aqui não demonstrados, recomendamos as referências [4] e [9].

Inicialmente, faremos um caṕıtulo com alguns conceitos prévios que serão
importantes para o entendimento dos caṕıtulos subsequentes. Neste primeiro
caṕıtulo, estudaremos as definições e propriedades básicas de Grupos, Sub-
grupos, Homomorfismos de Grupos, Produto Semidireto, Espaços Métricos
e Isometrias. Além disso, com o intuito de proporcionar um melhor enten-
dimento ao leitor, ainda no primeiro caṕıtulo, discutiremos um pouco sobre
aplicações cont́ınuas, sequências em um espaço métrico qualquer e enunciare-
mos o Teorema da Função Impĺıcita, para esse momento, caso o leitor esteja
interessado em maiores detalhes, recomendamos as referências [3],[8] e [11].

Uma isometria num espaço métrico M é uma aplicação bijetora de M em
M que preserva distâncias. Mostraremos no segundo caṕıtulo que de fato o
conjunto Isom(M), conjunto das aplicações de M em M que são isometrias,
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munido da composição de funções, é um grupo: o grupo das isometrias do
espaço métrico M. O estudo sobre Grupos de Isometrias, motivo da escolha
do t́ıtulo deste trabalho, será feito a partir deste caṕıtulo, onde serão vistos a
definição e vários exemplos interessantes de Grupos de Isometrias. Ademais,
será mostrado que se G é um grupo finito de ordem n, então G é isomorfo
a um subgrupo de Isom(Rn) e existe algum subconjunto finito W de Rn tal
que Isom(W ) é isomorfo a G. Para isso, utilizaremos as ideias do artigo [1].
Recomendamos também ao leitor interessado, a leitura do artigo [2], o qual
também mostra a realização de grupos finitos como grupos de isometrias.

No terceiro e último caṕıtulo, mencionaremos as isometrias de Espaços
Vetoriais Reais Normados. Sendo assim, veremos o conjunto das translações
como um subgrupo do grupo das isometrias de um espaço vetorial real E.
Falaremos um pouco também sobre as isometrias lineares da reta e sobre as
isometrias lineares do plano. No caso das isometrias lineares do plano, mos-
traremos que, com a norma euclidiana, o grupo das isometrias lineares do
plano é isomorfo ao grupo ortogonal de grau 2, mas se mudarmos a norma,
passando a considerar a norma da soma, o grupo das isometrias será isomorfo
ao grupo D4 (o grupo diedral 4). Além disso, provaremos que se V é um es-
paço vetorial com produto interno e T : V −→ V é uma isometria tal que
T (0) = 0, então T é uma transformação linear. Apresentaremos ainda uma
generalização desse resultado que é o Teorema de Mazur-Ulam, onde substi-
túımos a hipótese de espaço vetorial com produto interno, pela hipótese mais
fraca de espaço vetorial normado. A demonstração desse resultado é beĺıs-
sima, pois temos que utilizar outros artif́ıcios interessantes para contornar a
ausência da hipótese de produto interno. Por fim, veremos que, através do
Teorema de Mazur-Ulam, podemos enxergar um grupo de isometrias como
um produto semidireto de grupos.
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Caṕıtulo 1

Resultados Prévios

Neste primeiro caṕıtulo serão apresentados alguns conceitos e resultados
de Álgebra Abstrata. Para maiores detalhes dos resultados de Álgebra Abs-
trata apresentados, assim como para acesso a mais exemplos, indicamos [5],
[6], [7] e [12].

Além das referências supracitadas, sugerimos as referências [4] e [9], uma
vez que utilizaremos não somente neste caṕıtulo, mas em todo o texto, os
conceitos e propriedades básicas de produto interno, de transformação linear
e de espaços vetoriais.

Além disso, como também falaremos um pouco neste caṕıtulo sobre dife-
renciabilidade, sobre o Teorema da Função Impĺıcita e sobre topologia do Rn

indicamos as referências [3] e [11].
Por fim, para os resultados e exemplos envolvendo espaços métricos e

isometrias, recomendamos [8].

1.1 Grupos e subgrupos

1.1.1 Grupos

Definição 1.1. Sejam G um conjunto não vazio e ∗ : G × G −→ G uma
operação binária. Dizemos que o par (G, ∗) é um grupo se são satisfeitas:

i) A associatividade da operação ∗, isto é, x ∗ (y ∗ z) = (x ∗ y) ∗ z, para
quaisquer x, y, z ∈ G;

ii) Existe elemento neutro para ∗, ou seja, existe e ∈ G tal que
x ∗ e = e ∗ x = x, para todo x ∈ G;

iii) Para todo x ∈ G, existe um inverso (ou simétrico) y ∈ G, ou seja,
x ∗ y = y ∗ x = e.
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Denotaremos (G, ∗) simplesmente por G, quando não houver dúvida
quanto à operação considerada sobre G. Em um grupo G qualquer é pa-
drão verificar que o elemento neutro é único, assim como o inverso de cada
elemento de G. Para maiores detalhes ver seção 3.4 da referência [12].

Definição 1.2. Um grupo é comutativo ou abeliano quando

x ∗ y = y ∗ x,∀x, y ∈ G,

ou seja, quando a operação em G é comutativa.

Definição 1.3. Se G é um grupo com uma quantidade finita n de elementos,
dizemos que G tem ordem n, e denotamos por |G| = n. Caso G seja infinito,
dizemos que G tem ordem infinita, e denotamos |G| =∞.

Usaremos as seguintes notações no decorrer do texto:
(I) Notação aditiva: usando essa notação, a operação do grupo é denotada

por +, o elemento neutro é denotado por 0 e o inverso de x é denotado por
−x.

(II) Notação multiplicativa: nessa notação, a operação do grupo é deno-
tada pela justaposição de termos, ou seja, x ∗ y := xy. O elemento neutro é
denotado por 1 ou e, e o inverso de x é denotado por x−1.

Observação 1.4. Seja G um grupo. Então, valem as seguintes propriedades:
(i) Leis do corte, isto é, se a, x, y ∈ G são tais que xa = ya, então x = y;

e também, se ax = ay, então x = y.
(ii) Sendo x, y ∈ G, temos (xy)−1 = y−1x−1. Essa ideia pode ser genera-

lizada para mostrar que se x1, x2, ..., xn ∈ G, então

(x1x2 · · ·xn)−1 = x−1n x−1n−1 · · ·x−11 .

As demonstrações dessas propriedades estão feitas na seção 3.4 da refe-
rência [12].

Exemplo 1.5. O conjunto unitário {e} é um grupo, munido da única operação
binária que pode ser definida nele.

Exemplo 1.6. Os conjuntos Z,Q,R,C, munidos das adições usuais, são
exemplos clássicos de grupos aditivos abelianos. Porém, não são grupos mu-
nidos da multiplicação usual, pois 0 não possui inverso multiplicativo. Os
conjuntos Q∗,R∗,C∗, que são respectivamente os conjuntos Q,R e C sem o
zero, são grupos, munidos da multiplicação usual.
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Exemplo 1.7. Seja G = {e, a, b, c} munido da operação:

∗ e a b c

e e a b c
a a e c b
b b c e a
c c b a e

O par (G, ∗) é um grupo, chamado grupo de Klein.

Exemplo 1.8. Seja X um conjunto não vazio. Defina SX como o conjunto de
todas as funções f : X −→ X bijetoras. Esse conjunto, munido da operação
de composição de funções, é um grupo, chamado grupo das permuta-
ções de X. Em tal grupo, o elemento neutro é a aplicação IdX , tal que
IdX(x) = x, para todo x ∈ X. Caso X = {1, 2, ..., n}, denotamos SX por
Sn e denominamos este grupo de grupo simétrico de grau n. Os grupos
Sn, para n ≥ 3, são não abelianos. Mostra-se que |Sn| = n!. Representamos
uma permutação α ∈ Sn da seguinte forma:

α =

(
1 2 ... n

α(1) α(2) ... α(n)

)
.

Nesta notação, não importa a ordem das colunas. Dessa forma,

α =

(
1 2 ... n

α(1) α(2) ... α(n)

)
=

(
2 1 ... n

α(2) α(1) ... α(n)

)
.

Exemplo 1.9. Sejam G1 e G2 grupos. O conjunto G1 ×G2, munido da ope-
ração

(x1, x2)(y1, y2) = (x1y1, x2y2),

é um grupo, chamado produto direto (externo) de G1 por G2. Se |G1| = n
e |G2| = m, então |G1 ×G2| = mn.

O produto direto pode ser generalizado para n grupos. Dessa forma, se
tivermos G1, G2, ..., Gn grupos, o conjunto G1 × G2 × · · · × Gn, munido da
operação

(x1, x2, ..., xn)(y1, y2, ..., yn) = (x1y1, x2y2, ..., xnyn)

é um grupo, chamado produto direto externo de G1, ..., Gn.
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Exemplo 1.10. Sendo G um grupo abeliano, considere o conjunto
DG = G× {1,−1} e a operação ∗ em DG definida por

(a, n) ∗ (b,m) = (abn, nm).

Mostra-se que DG, munido desta operação, é um grupo, cujo elemento neutro
é (e, 1), onde e denota o elemento neutro de G. Observe que se (a, n) ∈ DG,
então (a, n)−1 = (a−n, n).

Exemplo 1.11. Considere (E,+, ·) um espaço vetorial, onde “+” é a adição
de vetores e “ · ” é a multiplicação por escalar. Observe que E+, que é o
conjunto E munido apenas da operação de adição de vetores, é um exemplo
de grupo aditivo abeliano, pois pela própria definição de espaço vetorial, a
operação adição é associativa, possui um único elemento neutro (vetor nulo),
para cada vetor v ∈ E existe um único vetor −v ∈ E (chamado o inverso
aditivo) tal que −v + v = 0E, e além disso a operação adição é comutativa.
Denotaremos 0E como sendo o elemento neutro do grupo aditivo E+.

Definição 1.12. Sejam a, x ∈ G, onde G é um grupo. Definimos o conjugado
de a por x, denotado por ax, como sendo o elemento xax−1 ∈ G.

Definição 1.13. Sejam G um grupo, x ∈ G e n ∈ Z. Definimos

xn =


e , se n = 0.

xx · · · x︸ ︷︷ ︸
n vezes

, se n > 0.

(x−1)|n| , se n < 0.

E em notação aditiva:

nx =


0 , se n = 0.

x+ x+ ...+ x︸ ︷︷ ︸
n vezes

, se n > 0.

|n|(−x) , se n < 0.

Observação 1.14. Sejam G um grupo, x ∈ G e n,m ∈ Z. Seguem abaixo
algumas propriedades que provêm da definição acima. São elas:

(i) (xn)m = xnm;
(ii) xn+m = xnxm;
(iii) (x−1)n = (xn)−1 = x−n.
As demonstrações dessas propriedades estão na seção 3.4 da referência

[12].
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1.1.2 Subgrupos

Definição 1.15. Seja G um grupo. Um subconjunto H ⊆ G não vazio é dito
um subgrupo de G, e denotado por H ≤ G, se valem:

(i) xy ∈ H;
(ii) x−1 ∈ H;

para quaisquer x, y ∈ H.

Observação 1.16. Podemos definir um subgrupo de G como um subconjunto
H ⊆ G não vazio tal que vale

(i’) xy−1 ∈ H, para quaisquer x, y ∈ H.
Essa definição é equivalente à dada anteriormente.

Observação 1.17. Sejam G um grupo e H um subgrupo de G. Então,
1) e ∈ H e H é por si um grupo, cuja operação é a mesma de G.
2) O elemento neutro de H é igual ao elemento neutro de G.
3) Dado h ∈ H, o inverso de h em H coincide com o inverso de h em G.
A verificação da Observação 1.17 pode ser encontrada na seção 3.8 da

referência [12].

Exemplo 1.18. Seja G um grupo. Os conjuntos {e} e G são subgrupos de G,
chamados subgrupos triviais.

Exemplo 1.19. Se G é um grupo e x ∈ G, então o conjunto
〈x〉 = {xn;n ∈ Z} (em notação aditiva, 〈x〉 = {nx;n ∈ Z}) é um subgrupo,
chamado subgrupo gerado por x. Dizemos que um grupo G é ćıclico se
existe x ∈ G tal que G = 〈x〉.

Definição 1.20. Sejam G um grupo e x ∈ G. Se existe n ∈ N tal que xn = e,
dizemos que x tem ordem finita, e definimos a ordem de x, denotada por
◦(x), como

◦(x) = min{n ∈ N;xn = e}.

Caso não exista n ∈ N tal que xn = e, dizemos que x tem ordem infinta, e
denotamos ◦(x) =∞.

Proposição 1.21. Sejam G um grupo, x ∈ G um elemento de ordem finita e
m ∈ Z. Nessas condições, temos:

(i) xm = e se, e somente se, ◦(x) divide m;
(ii) |〈x〉| = ◦(x).

Demonstração. (i) Sejam ◦(x) = n e m ∈ Z. Pelo Algoŕıtmo da Divisão,
existem q, r ∈ Z, com 0 ≤ r < n tais que m = nq + r. Assim, temos:

xm = xnq+r = xnqxr = (xn)qxr = xr

16



de onde xm = e se, e somente se, xr = e. Como r < n, pela definição de
◦(x), vale xr = e se, e somente se, r = 0, ou seja, m = qn. Conclúımos então
que xm = e se, e somente se, ◦(x) = n divide m.

(ii) Como x é um elemento de ordem finita, digamos ◦(x) = n, então os
elementos e, x, x2, . . . , xn−1 são todos distintos. De fato, suponha que xi = xj

para 0 ≤ i < j ≤ n − 1, então xj−i = e com 0 < j − i < n, o que é um
absurdo, visto que ◦(x) = n. Observe também que para cada k ∈ Z tem-se
k = nq + r, com q, r ∈ Z e 0 ≤ r < n. Logo, como ◦(x) = n, temos

xk = xnq+r = xnqxr = xr.

Dáı,
〈x〉 = {xk; k ∈ Z} = {xr; r = 0, 1, ..., n− 1}

tem ordem n.
Suponhamos agora que 〈x〉 tem ordem finita. Logo, as potências xi, com

i ∈ Z, não podem ser todas distintas. Assim, existem i, j ∈ Z, com i < j,
de maneira que xj = xi, ou seja, xj−i = e. Portanto, x tem ordem finita,
digamos ◦(x) = n. Dáı, os elementos e, x, x2, . . . , xn−1 são todos distintos.
Dessa forma,

〈x〉 = {xr; r = 0, 1, ..., n− 1} = {e, x, x2, ..., xn−1}
isto é, |〈x〉| = n = ◦(x).

Exemplo 1.22. Considere o grupo Z (o grupo aditivo dos inteiros). Fixado
n ∈ Z, o subgrupo 〈n〉 de Z é o conjunto dos múltiplos de n em Z, que será
denotado por nZ.

Exemplo 1.23. Seja C∗ o grupo multiplicativo dos complexos. Fixado
n ∈ N, o conjunto Cn = {z ∈ C∗; zn = 1} é um subgrupo de C∗. O sub-

grupo Cn é ćıclico, pois sendo z = cos

(
2π

n

)
+ i sen

(
2π

n

)
, temos Cn = 〈z〉.

Observação 1.24. Mostra-se que a interseção de uma famı́lia qualquer de
subgrupos é um subgrupo. A demonstração desse fato pode ser feita repetindo
os procedimentos da Proposição 3.12 encontrada na Seção 3.8 da referência
[12].

Definição 1.25. Sendo G um grupo e S ⊆ G um subconjunto, denotamos
por 〈S〉 a interseção de todos os subgrupos de G que contém S. Logo, pela
Observação 1.24, 〈S〉 é um subgrupo, chamado de subgrupo gerado por S.

Se existe um conjunto S finito tal que G = 〈S〉, então dizemos que G é
um grupo finitamente gerado.
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Exemplo 1.26. Sejam G um grupo, H ≤ G e x ∈ G. O conjunto
Hx = {xhx−1; h ∈ H} é um subgrupo, chamado conjugado de H por
x.

Definição 1.27. Sejam G um grupo e N um subgrupo de G. Dizemos que N
é um subgrupo normal, e denotamos N E G, se Nx ⊆ N para todo x ∈ G,
ou seja, N é um subgrupo normal quando o conjugado de N por x estiver
contido em N , para todo x ∈ G.

Na realidade temos o seguinte resultado:

Proposição 1.28. Seja N ≤ G. São equivalentes:
(i) N é normal;
(ii) Nx = N , para todo x ∈ G;

Demonstração. (ii) ⇒ (i)
Essa implicação é imediata, visto que se Nx = N , para todo x ∈ G, em

particular Nx ⊆ N , para todo x ∈ G. Logo, N é normal.
(i) ⇒ (ii)
Supondo (i), temos Nx ⊆ N , para todo x ∈ G. Mostremos agora que

N ⊆ Nx, para todo x ∈ G. De fato, seja n ∈ N . Dáı, como nx
−1 ∈ Nx−1

e
Nx−1 ⊆ N , visto que Nx ⊆ N para todo x ∈ G, por hipótese, então nx

−1 ∈ N .
Logo, n = (nx

−1
)x ∈ Nx, onde x−1 ∈ G visto que x ∈ G, e portanto N ⊆ Nx,

para todo x ∈ G. Assim, Nx = N , para todo x ∈ G.

Seguem alguns exemplos de subgrupos normais:

Exemplo 1.29. Sendo G um grupo arbitrário, os subgrupos {e} e G são nor-
mais em G.

Exemplo 1.30. Em um grupo G abeliano, todo subgrupo N é normal. Com
efeito, temos

Nx = {xnx−1; n ∈ N} = {nxx−1; n ∈ N} = {ne; n ∈ N} = N.

Exemplo 1.31. Dados G1 e G2 grupos, os subgrupos H1 = G1×{e2} e H2 =
{e1} × G2 de G1 × G2 são normais. Com efeito, dados (g1, e2) ∈ H1 e
(x1, x2) ∈ G1 ×G2, temos

(x1, x2)(g1, e2)(x1, x2)
−1 = (x1g1x

−1
1 , x2x

−1
2 ) = (g′1, e2)

onde g′1 = x1g1x
−1
1 ∈ G1. Isto mostra que Hx

1 ⊆ H1, para todo x ∈ G1 ×G2,
e portanto H1 E G1 ×G2. A demonstração para H2 E G1 ×G2 é análoga.
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Sejam G um grupo e H e N subgrupos de G. Definimos

HN = {hn |h ∈ H,n ∈ N}.
Observe que H e N são subconjuntos de HN . Mostremos agora que HN é
subgrupo de G se, e somente se, HN = NH. De fato, supondo HN subgrupo
de G, temos HN = (HN)−1 = {n−1h−1 |h ∈ H,n ∈ N} = NH. Suponhamos
agora que HN = NH e sejam x, y ∈ HN . Dáı, x = h1n1 e y = h2n2, onde
h1, h2 ∈ H e n1, n2 ∈ N. Logo, xy = h1n1h2n2 e x−1 = n−11 h−11 . Como
x−1 ∈ NH, temos x−1 ∈ HN , visto que HN = NH. Ademais, n1h2 ∈ NH
e como HN = NH, temos n1h2 = h3n3, onde h3 ∈ H e n3 ∈ N . Portanto,
xy = h1h3n3n2 ∈ HN .

Sendo H e N subgrupos finitos de G, o subconjunto HN de G é também
finito e, sendo ou não subgrupo, mostra-se que sua ordem é dada por

|HN | = |H||N |
|H ∩N |

.

A demonstração da igualdade acima pode ser encontrada em [6].

Definição 1.32. Sejam H um subgrupo de G e x ∈ G. Definimos a classe late-
ral à esquerda de H contendo x como sendo o conjunto
xH = {xh;h ∈ H}. Analogamente, definimos a classe lateral à direita
de H contendo x como sendo o conjunto Hx = {hx;h ∈ H}.

Sejam G um grupo e H um subgrupo de G. A relação“∼H” em G definida
da seguinte forma:

x ∼H y, se xy−1 ∈ H
é chamada relação de congruência módulo H à direita. Mostra-se que essa
relação é uma relação de equivalência. Além disso, denotando por g a classe
de equivalência do elemento g ∈ G com respeito a essa relação, temos g = Hg.
Dáı,

i) G =
⋃
g∈G

Hg;

ii) Se x, y ∈ G e Hx 6= Hy, então Hx ∩Hy = ∅;
iii) Para x, y ∈ G, tem-se:

Hx = Hy ⇐⇒ xy−1 ∈ H ⇐⇒ x ∈ Hy ⇐⇒ y ∈ Hx.

Analogamente, definimos em G a relação de congruência módulo H à
esquerda, denotada por “H ∼”, da seguinte forma:
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x H ∼ y , se x−1y ∈ H.

Neste caso, também temos uma relação de equivalência e denotando por
g a classe de equivalência do elemento g ∈ G com respeito a essa relação,
temos g = gH. Logo,

iv) G =
⋃
g∈G

gH;

v) Se x, y ∈ G e xH 6= yH, então xH ∩ yH = ∅;
vi) Para x, y ∈ G, tem-se:

xH = yH ⇐⇒ x−1y ∈ H ⇐⇒ x ∈ yH ⇐⇒ y ∈ xH.

Sejam G um grupo e H um subgrupo de G. Denotamos por DG:H o
conjunto de todas as classes laterais à direita de H em G e por EG:H o
conjunto de todas as classes laterais à esquerda de H em G. Consideremos
a seguinte aplicação:

f : EG:H −→ DG:H

xH 7−→ f(xH) = Hx−1.

Mostra-se que esta aplicação está bem definida e que é uma bijeção. Dessa
forma, os conjuntos EG:H e DG:H têm a mesma cardinalidade, a qual deno-
minamos ı́ndice de H em G e denotamos por |G : H|.

Teorema 1.33. (Lagrange) Sejam G um grupo finito e H um subgrupo de G.
Então, |G| = |G : H||H| e consequentemente |H| divide |G|.

O leitor encontrará a demonstração do Teorema 1.33 na Seção 3.14 da
referência [12].

Corolário 1.34. Sejam G um grupo finito, x ∈ G, e H e N subgrupos de G.
Então

a) ◦(x) divide |G|
b) |H ∩N | divide |H| e |N |.

Demonstração. a) Segue da Proposição 1.21 que ◦(x) = |〈x〉| e como 〈x〉 é
um subgrupo de G, utilizando o Teorema 1.33, conclúımos que |〈x〉| divide
|G|, ou seja, ◦(x) divide |G|.

b) Segue da Observação 1.24 que H ∩ N é um subgrupo de H e de N .
Dessa forma, utilizando o Teorema 1.33, temos que |H ∩N | divide |H| e |N |.
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Outra definição para um subgrupo normal de um grupo é a seguinte:

Definição 1.35. Sejam G um grupo e N um subgrupo de G. Dizemos que N
é um subgrupo normal, e denotamos N E G, se xN = Nx, para todo x ∈ G.

Observe que as Definições 1.27 e 1.35 são equivalentes. De fato, supo-
nha xN = Nx, para todo x ∈ G e seja a ∈ Nx. Dáı, a = xn1x

−1, onde
n1 ∈ N . Logo, como xN = Nx, temos xn1 = n2x para algum n2 ∈ N e dáı
a = n2xx

−1, ou seja, a = n2 ∈ N .
Suponhamos agora que Nx ⊆ N , para todo x ∈ G. Já foi visto na

Proposição 1.28 que Nx = N , para todo x ∈ G. Logo, dados x ∈ G e
n1 ∈ N , temos xn1x

−1 = n2 ∈ N , donde xn1 = n2x. Portanto, xN ⊆ Nx. A
inclusão contrária se mostra de forma análoga.

Exemplo 1.36. Sejam G um grupo e suponha H um subgrupo de
|G : H| = 2. Dado g ∈ G, temos que se g ∈ H, então gH = H = Hg.
Se g /∈ H, então EG:H = {H, gH} e DG:H = {H,Hg}. Assim, devemos ter
gH = G−H = Hg e portanto conclúımos que H E G.

Sejam G um grupo e N E G. Pela Definição 1.35, xN = Nx, para
todo x ∈ G e portanto podemos mencionar, sob a hipótese de normalidade,
simplesmente classes laterais de N em G, ao invés de especificarmos classes
laterais à direita ou à esquerda. Denotemos por G/N o conjunto de todas as
classes laterais de N em G, ou seja, G/N = {xN ; x ∈ G}.

Definamos a seguinte operação:

· : G/N ×G/N −→ G/N
(xN, yN) 7−→ (xN) · (yN) = xyN.

Utilizando o fato de que N é normal em G, mostra-se que esta operação
está bem definida e que o conjunto G/N , munido dela, é um grupo, chamado
de grupo quociente de G por N . Note que o elemento neutro de G/N é a
classe eN = N e que se x ∈ G, então o inverso de xN em G/N é x−1N . Por
simplicidade de notação, às vezes denotaremos xN por x.

Exemplo 1.37. Seja n ∈ N. Como Z é um grupo abeliano, então nZ é normal
em Z. Dáı, podemos falar do quociente Z/nZ, o qual denotaremos por Zn.
Pelo Algoritmo da Divisão de Euclides, dado m ∈ Z, existem r, q ∈ Z, com
0 ≤ r ≤ n − 1 tais que m = nq + r. Logo, m − r = nq ∈ nZ e portanto
m = r. Assim, temos Zn = {0, 1, ..., n− 1}, |Zn| = n e

x+ y = x+ y = r,

onde r ∈ {0, 1, ..., n − 1} é o resto da divisão euclidiana de x + y por n.
Tem-se que 〈1〉 = {k1; k ∈ Z} = Zn.
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1.2 Homomorfismos de grupos

Definição 1.38. Sejam (G, ∗) e (G1, ·) grupos. Dizemos que uma aplicação
ϕ : G −→ G1 é um homomorfismo de grupos se ϕ(x ∗ y) = ϕ(x) · ϕ(y) para
quaisquer x, y ∈ G.

Definição 1.39. Definimos um isomorfismo entre dois grupos como sendo um
homomorfismo de grupos bijetivo.

Sejam G e G1 grupos. Se existe um isomorfismo de ϕ : G −→ G1, dizemos
que G é isomorfo a G1, e denotamos G ' G1. Note que, dados y1, y2 ∈ G1,
existem x1, x2 ∈ G tais que ϕ(x1) = y1 e ϕ(x2) = y2. Portanto,

ϕ−1(y1y2) = ϕ−1(ϕ(x1)ϕ(x2)) = ϕ−1(ϕ(x1x2)) = x1x2 = ϕ−1(y1)ϕ
−1(y2).

Logo, ϕ−1 : G1 −→ G também é um isomorfismo, e assim G1 é isomorfo a G,
dáı podemos dizer que G e G1 são grupos isomorfos.

Se dois grupos são isomorfos, eles têm exatamente a mesma “estrutura”
e gozam das mesmas propriedades algébricas. Para maiores detalhes, indica-
mos as referências [12] e [6].

Exemplo 1.40. Sejam G e G1 grupos e e1 o elemento neutro de G1. A apli-
cação ϕ0 : G −→ G1, definida por ϕ0(x) = e1 para todo x ∈ G, é um
homomorfismo de grupos, chamado de homomorfismo nulo ou trivial.

Exemplo 1.41. Seja G um grupo arbitrário. Considere a aplicação identidade
de G, definida por:

IdG : G −→ G
g 7−→ IdG(g) = g.

Esta aplicação é um isomorfismo de G em G. De fato, a aplicação identidade
é uma bijeção e, sendo x, y ∈ G temos:

IdG(xy) = xy = IdG(x)IdG(y).

Em virtude deste exemplo, conclúımos que todo grupo é isomorfo a si
próprio.

Exemplo 1.42. Seja V um espaço vetorial sobre o corpo K. Os conjuntos
GL(V ) = {T : V −→ V ; T é um isomorfismo linear}, munido da compo-
sição de funções, e GLn(K) = {(aij)n×n ; aij ∈ K e (aij)n×n é invert́ıvel},
munido do produto usual de matrizes, são exemplos de grupos e, ainda mais,
mostra-se que esses grupos são isomorfos no caso em que dimV = n, mais
especificamente, sendo β = {v1, v2, ..., vn} uma base de V e T : V −→ V um
elemento de GL(V ), a aplicação
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ϕ : GL(V ) −→ GLn(K)
T 7−→ ϕ(T ) = (aij)n×n,

é um isomorfismo, com T (vj) = a1jv1 + a2jv2 + ...+ anjvn e 1 ≤ j ≤ n, onde
os coeficientes aij são obtidos a partir desta última igualdade citada.

1.3 Produto semidireto

Definição 1.43. Sejam G um grupo e H e N subgrupos de G . Dizemos que
G é o produto semidireto (interno) de N por H se G = HN , H ∩N = {e}
e N E G.

Notações: G = N oH ou G = H oN .

Agora apresentaremos alguns exemplos de produtos semidiretos.

Exemplo 1.44. Todo grupo G é o produto semidireto de G por {e} (produto
semidireto trivial). De fato, bastar notar que G = {e}G, G ∩ {e} = {e} e
G E G.

Exemplo 1.45. Considerando γ =

(
1 2 3

2 3 1

)
, σ =

(
1 2 3

2 1 3

)
∈

S3, H = 〈σ〉 e N = 〈γ〉, temos que S3 = N o H. Com efeito, como
|H| = |〈σ〉| = ◦(σ) = 2, |N | = |〈γ〉| = ◦(γ) = 3 e |S3| = 3! = 6 temos

|S3 : N | = |S3|
|N | = 2, ou seja, N E S3 (veja Exemplo 1.36). Ademais, como

mdc(|H|, |N |) = 1, segue do Corolário 1.34 que |H ∩N | = 1 e dáı temos:

|HN | = |H||N |
|H ∩N |

=
|H||N |

1
= 6 = |S3|.

Assim, HN = S3.

Exemplo 1.46. Considere o grupo diedral infinito D∞ = Z × {−1, 1}, cuja
operação é a seguinte:

(a, n) ∗ (b,m) = (a+ nb, nm).

Temos aqui um caso particular do Exemplo 1.10, onde o grupo G é o grupo
aditivo dos inteiros. Tomando os seguintes subgrupos de D∞:

N = {(a, 1); a ∈ Z} e H = {(0, 1), (0,−1)},

temos que D∞ = N oH. De fato, sendo (a, n) ∈ D∞, ou (a, n) = (a, 1) ou
(a, n) = (a,−1), com a ∈ Z. No primeiro caso, (a, 1) = (0, 1) ∗ (a, 1), onde
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(0, 1) ∈ H e (a, 1) ∈ N . Já no segundo caso, (a,−1) = (0,−1) ∗ (−a, 1),
onde (0,−1) ∈ H e (−a, 1) ∈ N , e portanto (a, n) ∈ HN . Logo, D∞ = HN .
Ademais, seja (a, n) ∈ H ∩ N . Dessa forma, (a, n) = (0, 1) e portanto
H ∩N = {(0, 1)}.

Por fim, queremos mostrar que N g ⊆ N, para todo g ∈ D∞. Neste caso,
g = (a, 1) ou g = (a,−1), com a ∈ Z. Sendo (x, y) ∈ N g e g = (a, 1), temos:

(x, y) = (a, 1)−1 ∗ (b, 1) ∗ (a, 1)

⇒ (x, y) = (−a, 1) ∗ (b, 1) ∗ (a, 1)

⇒ (x, y) = (b, 1),

com b ∈ Z. Logo, (x, y) ∈ N . Sendo (x, y) ∈ N g e g = (a,−1), temos:

(x, y) = (a,−1)−1 ∗ (b, 1) ∗ (a,−1)

⇒ (x, y) = (a,−1) ∗ (b, 1) ∗ (a,−1)

⇒ (x, y) = (−b, 1),

com b ∈ Z. Portanto, (x, y) ∈ N e N E D∞. Assim, D∞ = N oH.

1.4 Espaços métricos e isometrias

Nesta seção, faremos uma discussão introdutória sobre Espaços Métricos e
Isometrias que será essencial para o entendimento dos principais resultados
deste trabalho.

1.4.1 Espaços Métricos

Definição 1.47. Uma métrica num conjunto M não vazio é uma função
d : M ×M −→ R que associa a cada par ordenado de elementos x, y ∈ M
um número real d(x, y), chamado a distância de x a y, de modo que sejam
satisfeitas as seguintes condições para quaisquer x, y, z ∈M :

1. d(x, x) = 0;

2. Se x 6= y, então d(x, y) > 0;

3. d(x, y) = d(y, x);

4. d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z) (Desigualdade Triangular).

Definição 1.48. Um Espaço Métrico é um par (M,d), onde M é um conjunto
não vazio e d é uma métrica em M .
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Observação 1.49. Os elementos de um Espaço Métrico podem ser de natureza
bastante arbitrária: números, pontos, vetores, matrizes, funções, entre outras
coisas.

São exemplos de Espaços Métricos:

Exemplo 1.50. (A métrica “zero-um”). Qualquer conjunto M pode tornar-
se um espaço métrico de maneira muito simples. Basta definir a métrica
d : M ×M −→ R pondo d(x, x) = 0 e d(x, y) = 1 se x 6= y. De fato, d é
uma métrica pois, sendo x, y, z ∈M , tem-se:

1. d(x, x) = 0;

2. Se x 6= y, então d(x, y) = 1 > 0;

3. d(x, y) = d(y, x) = 1, se x 6= y, e d(x, y) = d(y, x) = 0, se x = y;

4. Analisaremos dois casos:
- Se x = y, tem-se d(x, y) = 0 e assim é imediato que

d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y).

- Se x 6= y, tem-se z 6= x ou z 6= y, e assim

d(x, y) = 1 e 1 ≤ d(x, z) + d(z, y).

Este é um dos exemplos mais simples, porém útil para contraexemplos.

Exemplo 1.51. Se (M,d) é um espaço métrico, todo subconjunto não vazio
S ⊆ M pode ser considerado como espaço métrico. Para isso, basta consi-
derarmos a restrição de d a S × S. Quando isto é feito, S chama-se um
subespaço de M e a métrica de S diz-se induzida pela de M .

Exemplo 1.52. O conjunto R dos números reais é um dos exemplos mais
importantes de espaço métrico. A distância entre dois pontos x, y ∈ R é
dada por d(x, y) = |x − y|(valor absoluto de x − y). Note que as con-
dições para termos uma métrica novamente são satisfeitas. Com efeito,
sendo x, y, z ∈ R, tem-se:

1. d(x, x) = |x− x| = |0| = 0;

2. Se x 6= y, então d(x, y) = |x− y| > 0;

3. d(x, y) = |x− y| = |y − x| = d(y, x);

4. Como |x− z| ≤ |x− y|+ |y− z|, (esta desigualdade pode ser verificada
em [10]) temos d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z).
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Essa é a chamada “métrica usual da reta”. De agora em diante, quando citar-
mos a “reta”, estaremos nos referindo ao conjunto R munido desta métrica.

Exemplo 1.53. (Espaços Vetoriais Normados). Seja E um espaço vetorial
real. Uma norma em E é uma função real | · | : E −→ R+, que associa a
cada vetor x ∈ E o número real não negativo |x|, chamado a norma de x,
de modo a serem cumpridas as condições abaixo para quaisquer x, y ∈ E e
λ ∈ R:

1. Se x 6= 0, então |x| > 0

2. |λx| = |λ||x|

3. |x+ y| ≤ |x|+ |y|.

Considerando a condição 2 anterior, obtem-se |0E| = 0, tomando λ = 0, e
| − x| = |x| para todo x ∈ E, tomando λ = −1.

Um Espaço Vetorial Normado é um par (E, | · |) onde E é um espaço
vetorial real e | · | é uma norma em E. Todo espaço vetorial normado (E, | · |)
torna-se um espaço métrico por meio da definição d(x, y) = |x− y|. De fato,
sendo x, y, z ∈ E segue da definição de norma:

1. d(x, x) = |x− x| = |0E| = 0

2. Se x 6= y, então x− y 6= 0E e portanto |x− y| > 0

3. d(x, y) = |x− y| = | − (y − x)| = |y − x| = d(y, x)

4. d(x, z) = |x− z| = |x− y+ y− z| ≤ |x− y|+ |y− z| = d(x, y) + d(y, z).

Exemplo 1.54. (Espaços Vetoriais com Produto Interno).
Seja E um espaço vetorial real. Um produto interno em E é uma

função 〈, 〉 : E×E −→ R que associa a cada par ordenado de vetores x, y ∈ E
um número real 〈x, y〉, chamado o produto interno de x por y , de modo a
serem cumpridas as condições abaixo, para x, x

′
, y ∈ E e λ ∈ R arbitrários:

1. 〈x+ x
′
, y〉 = 〈x, y〉+ 〈x′ , y〉;

2. 〈λx, y〉 = λ · 〈x, y〉;

3. 〈x, y〉 = 〈y, x〉;

4. x 6= 0⇒ 〈x, x〉 > 0.

Usando a condição 1, mostra-se facilmente que 〈0E, y〉 = 〈x, 0E〉 = 0.

26



Definição 1.55. Num espaço com produto interno (E, 〈, 〉), define-se a
norma de um vetor x ∈ E pondo |x| =

√
〈x, x〉, ou seja, |x|2 = 〈x, x〉.

Sendo (E, 〈, 〉) um espaço com produto interno, a aplicação |·| : E −→ R+,
dada pela definição acima, é de fato uma norma (a demonstração pode ser
encontrada em [8], na Seção 1.1 ).

Exemplo 1.56. O exemplo mais natural de espaço vetorial com produto in-
terno é o Rn , com 〈x, y〉 = x1y1 + · · · + xnyn, onde x = (x1, . . . , xn),
y = (y1, . . . , yn) ∈ Rn. Não é dif́ıcil verificar que esta aplicação é de fato
um produto interno, o qual é chamado de produto interno canônico do Rn.

Observe que a norma proveniente deste produto interno é dada por

|x| =
√
x21 + . . .+ x2n,

onde x = (x1, . . . , xn). Esta norma é chamada de norma usual ou norma
euclidiana do Rn, e proveniente dela temos a métrica usual ou euclidiana do
Rn, a qual é dada por

d(x, y) =
√

(x1 − y1)2 + . . .+ (xn − yn)2

para x = (x1, . . . , xn), y = (y1, . . . , yn) ∈ Rn.

Definição 1.57. Um subconjunto X de um espaço métrico M chama-se
limitado quando existe uma constante c > 0 tal que d(x, y) ≤ c, para quais-
quer x, y ∈ X.

Definição 1.58. Definimos o diâmetro de um conjunto limitado X ⊆M como
sendo o número real

diam(X) = sup{d(x, y) ; x, y ∈ X}.

1.4.2 Aplicações cont́ınuas e sequências

O resultado a seguir nos dá uma importante caracterização de continui-
dade do ponto de vista técnico.

Definição 1.59. Sejam M e N espaços métricos. Diz-se que a aplicação f :
M −→ N é cont́ınua no ponto a ∈ M quando, para todo ε > 0 dado, é
posśıvel obter δ > 0 tal que d(x, a) < δ implica d(f(x), f(a)) < ε. Diz-se que
f : M −→ N é cont́ınua quando ela é cont́ınua em todos os pontos a ∈M.
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Exemplo 1.60. Seja E um espaço vetorial real normado. Fixado x ∈ E, a
aplicação

fx : R −→ E
a 7−→ fx(a) = ax

é cont́ınua. Primeiramente, se x = 0E, a aplicação fx é uma função cons-
tante, e portanto fx é cont́ınua.

No caso em que se x 6= 0E, provaremos que fx é cont́ınua em a ∈ R. De

fato, dado ε > 0, considere δ =
ε

||x||
. Logo,

|a− b| < δ ⇒ ||fx(a)− fx(b)|| = ||(a− b)x|| = |(a− b)|||x|| < ||x||
ε

||x||
= ε.

Da arbitrariedade de a, segue que fx é cont́ınua.

Outra definição importante que faremos uso no Caṕıtulo 3 é a seguinte:

Definição 1.61. Seja (xn)n∈N uma sequência num espaço métrico M . Diz-se
que o ponto a ∈ M é limite da sequência (xn)n∈N quando, para todo ε > 0
dado, pode-se obter n0 ∈ N tal que:

n > n0 ⇒ d(xn, a) < ε.

Escreve-se então a = limxn. Diz-se também que xn tende para a e escreve-se
xn −→ a. Quando existe a = limxn ∈ M, diz-se que a sequência de pontos
xn ∈M é convergente em M , e converge para a. Se não existe limxn em M ,
dizemos que a sequência é divergente em M .

Outro resultado quando estudamos a teoria de Espaços Métricos é o se-
guinte:

Proposição 1.62. Sejam M e N espaços métricos. A fim de que a aplicação
f : M −→ N seja cont́ınua no ponto a ∈ M é necessário e suficiente que
xn −→ a em M implique f(xn) −→ f(a) em N .

A demonstração deste resultado pode ser encontrada na seção 4 do caṕı-
tulo 5 da referência [8].

1.4.3 Isometrias

Definição 1.63. Sejam M e N espaços métricos. Então f : M −→ N chama-
se uma imersão isométrica quando d(f(x), f(y)) = d(x, y), para quaisquer
x, y ∈M.

Intuitivamente, costumamos dizer que uma imersão isométrica é uma apli-
cação que preserva distâncias.
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Observação 1.64. Uma imersão isométrica é sempre injetora. Com efeito,
sejam x, y ∈M tais que f(x) = f(y). Como f(x) = f(y), então

d(f(x), f(y)) = 0.

Mas d(f(x), f(y)) = d(x, y), pois temos uma imersão isométrica,
logo d(x, y) = 0 e portanto x = y.

Ademais, toda imersão isométrica é cont́ınua. Mostremos que uma imer-
são isométrica f qualquer é cont́ınua em a. De fato, dado ε > 0, considere
δ = ε. Logo,

d(a, y) < δ ⇒ d(f(a), f(y)) = d(a, y) < δ = ε.

Definição 1.65. Uma isometria é uma imersão isométrica sobrejetiva.

Seguem abaixo alguns exemplos de imersões isométricas e isometrias.

Exemplo 1.66. Seja Rn com a métrica induzida por uma norma qualquer.
Tomemos a, u ∈ Rn, com |u| = 1. A aplicação f : R −→ Rn, definida por
f(t) = a + t · u, é uma imersão isométrica da reta em Rn. De fato, para
s, t ∈ R arbitrários, temos:

d(f(s), f(t)) = |f(s)− f(t)| = |a+ s · u− (a+ t · u)|
= |s · u− t · u| = |(s− t)u|
= |(s− t)||u| = |(t− s)||u|
= |(t− s)| = d(s, t).

Exemplo 1.67. Seja M um espaço métrico. A aplicação identidade

Id : M −→ M
x 7−→ Id(x) = x

é uma isometria. De fato, para quaisquer x, y ∈ M temos
d(Id(x), Id(y)) = d(x, y), logo Id preserva distâncias e consequentemente
é injetiva. Ademais, dado y ∈M , tem-se y = Id(y), ou seja, a aplicação Id
é sobrejetiva. Logo, a aplicação Id é uma isometria.

Exemplo 1.68. Seja E um espaço vetorial real normado qualquer. Fixado
a ∈ E, a aplicação g : E −→ E, dada por g(x) = x + a, é uma isome-
tria chamada translação pelo vetor a. Com efeito, esta aplicação é uma
imersão isométrica pois sendo x, y ∈ E tem-se:

d(g(x), g(y)) = d(x+ a, y + a) = |x+ a− y − a|
= |x− y| = d(x, y).
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Ademais, g também é sobrejetiva, pois sendo y ∈ E note que

y = y − a+ a = g(y − a)

com y − a ∈ E, visto que a, y ∈ E.

Exemplo 1.69. Considere M,N e S espaços métricos e sejam f : M −→ N
e g : N −→ S isometrias. Então a função composta g ◦ f : M −→ S e a
aplicação inversa f−1 : N −→M também são isometrias.

Com efeito, dados x, y ∈M temos

d((g ◦ f)(x), (g ◦ f)(y)) = d(g(f(x)), g(f(y))) = d(f(x), f(y)) = d(x, y),

onde a segunda igualdade segue do fato que a aplicação g é uma isometria
(logo preserva distâncias), e a última igualdade é válida pois f também é uma
isometria (e portanto também preserva distâncias). Assim, g ◦ f preserva
distâncias. Além disso, g ◦ f é uma aplicação sobrejetiva, visto que é uma
composição de aplicações sobrejetivas. Portanto, g ◦ f é uma isometria.

Provemos agora que a aplicação f−1 é uma isometria. De fato, dados
y1, y2 ∈ N , temos

d(f−1(y1), f
−1(y2)) = d(f(f−1(y1)), f(f−1(y2))) = d(y1, y2),

onde a primeira igualdade decorre do fato que f é uma isometria. Logo,
f−1 preserva distâncias. Ademais, f−1 é bijetiva. Sendo assim, f−1 é uma
isometria.

Exemplo 1.70. Considere o plano, ou seja, o R2 munido da métrica euclidi-
ana (veja Exemplo 1.56). Identificando o R2 como o conjunto do números
complexos, temos que esta norma é exatamente a função módulo dos núme-
ros complexos. Fixemos um elemento u = a+ ib, com |u|2 = a2 + b2 = 1. A
aplicação f : R2 −→ R2, definida por f(z) = u ·z, onde · é a multiplicação de
números complexos, é uma isometria. De fato, a aplicação f é uma imersão
isométrica, pois sendo z, w ∈ R2 tem-se:

|f(z)− f(w)| = |u · z − u · w| = |u(z − w)|
= |u||z − w| = |z − w|.

Além disso, f é sobrejetiva, pois sendo w ∈ R2, note que

w = (u · u−1) · w = u · (u−1 · w) = f(u−1 · w),

com u−1 · w ∈ R2.
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1.4.4 Teorema da Função Impĺıcita

Para demonstração do principal resultado do Caṕıtulo 2, precisaremos de
um Lema que garante a existência de uma base do Rn sobre certas condições,
e na demonstração desse Lema, utilizaremos o Teorema da Função Impĺıcita.

Para o entendimento do resultado que apresentaremos a seguir, Teorema
da Função Impĺıcita, será necessário que o leitor tenha um conhecimento pré-
vio sobre os conceitos e propriedades básicas de função diferenciável, matriz
Jacobiana e topologia do Rn. Para isso, recomendamos as referências [3] e
[11].

A seguir, apresentaremos este importante resultado de Análise no Rn. A
demonstração do Teorema 1.71 pode ser encontrada na Seção 41 do Caṕıtulo
VII, em [3].

Teorema 1.71. (Teorema da Função Impĺıcita) Sejam Ω um aberto de Rp×Rq

e (a, b) ∈ Ω. Suponha que F : Ω −→ Rq é de classe C1, F (a, b) = 0 e que a
aplicação linear definida por

L2(v) = F ′(a, b)(0, v),

com v ∈ Rq, é uma bijeção de Rq em Rq.
a) Então existe uma vizinhança aberta W de a ∈ Rp e uma única função

ϕ : W −→ Rq de classe C1 tal que b = ϕ(a) e

F (x, ϕ(x)) = 0,

para todo x ∈ W.
b) Existe uma vizinhança aberta U de (a, b) em Rp × Rq tal que o par

(x, y) ∈ U , satisfaz F (x, y) = 0 se, e somente se y = ϕ(x), para todo x ∈ W.
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Caṕıtulo 2

Grupos de Isometrias

Neste caṕıtulo será apresentado o assunto que nos motivou a intitular
nosso trabalho, Grupos de Isometrias. A demonstração que apresentaremos
aqui para este resultado foi baseada na referência [1]. Quando estuda-se
Teoria de Grupos, fica notório que os elementos de um grupo podem ser de
qualquer natureza, inclusive funções. Estamos interessados na situação onde
essas funções são isometrias.

Conforme veremos, o principal resultado deste caṕıtulo diz que todo grupo
finito é isomorfo a um grupo de isometrias.

2.1 Grupos de isometrias

Seja M um espaço métrico. O conjunto

Isom(M) = {f : M −→M ; f é uma isometria}

munido da composição de funções (denotada por “◦”), é um grupo. De fato,
Isom(M) 6= ∅, pois a aplicação identidade pertence a Isom(M). Além disso,
a composição de funções é associativa, ou seja, dadas f, g, h ∈ Isom(M)
temos

f ◦ (g ◦ h) = (f ◦ g) ◦ h.

Observe que todas essas composições estão bem definidas, pois todas essas
aplicações levam M em M e a composição de isometrias ainda é uma isome-
tria. Tais resultados foram provados no Caṕıtulo 1.

A operação “◦” possui elemento neutro que é exatamente a aplicação Id
mencionada anteriormente. De fato, como já foi visto, Id ∈ Isom(M) e

f ◦ Id = Id ◦ f = f,
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para toda f ∈ Isom(M).
Por fim, para cada aplicação f em Isom(M), existe g em Isom(M) que

cumpre
f ◦ g = Id = g ◦ f.

Neste caso a função g é a inversa da função f , ou seja g = f−1, pois

f ◦ f−1 = Id = f−1 ◦ f

e f−1 ∈ Isom(M), conforme foi visto no Caṕıtulo 1. Portanto, Isom(M) é
um grupo como hav́ıamos afirmado anteriormente.

Sejam M um espaço métrico e (SM , ◦) o grupo das permutações sobre M ,
ou seja, SM = {f : M −→ M ; f é bijetora}. Observe que Isom(M) ≤ SM ,
pois Isom(M) ⊆ SM e Isom(M) é fechado à composição e a inversos.

A seguir mostraremos alguns exemplos de grupos de isometrias.

Exemplo 2.1. Seja M um espaço métrico com apenas um elemento, digamos
M = {a}. O conjunto G = {IdM}, onde IdM é a aplicação identidade de
M , é o grupo das isometrias de M . De fato, sendo M unitário, a identidade
é a única aplicação de M em M .

Observemos que este é o grupo de isometrias mais trivial que podemos
construir.

O exemplo a seguir é um exemplo de grupo de isometrias com apenas um
elemento, como no exemplo 2.1. Porém, neste exemplo, temos um grupo de
isometrias de um espaço métrico com três elementos.

Exemplo 2.2. Considere três pontos distintos do plano, digamos A,B e C,
tais que d(A,B) = 2, d(A,C) = 5 e d(B,C) = 3, onde d é a distância
entre dois pontos no plano, e seja M o espaço métrico formado por esses
três pontos, munido da métrica d, ou seja, (M,d) é um subespaço métrico de
(R2, d). Observe que este espaço M admite uma única isometria, a identidade.

Com o intuito de mostrarmos esta última afirmação, observemos que as
demais aplicações candidatas a serem isometrias (as cinco permutações de
M = {A,B,C} além da identidade) serão descritas nas possibilidades abaixo:

1ª Possibilidade: Considere f : M −→ M dada por f(A) = A,
f(B) = C e f(C) = B. Temos:

2 = d(A,B) 6= d(f(A), f(B)) = d(A,C) = 5.

Logo, a aplicação f não é uma isometria.
2ª Possibilidade: Considere f : M −→ M dada por f(A) = B,

f(B) = A e f(C) = C. Temos:

5 = d(A,C) 6= d(f(A), f(C)) = d(B,C) = 3.
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Logo, a aplicação f não é uma isometria.
3ª Possibilidade: Considere f : M −→ M dada por f(A) = B,

f(B) = C e f(C) = A. Temos:

2 = d(A,B) 6= d(f(A), f(B)) = d(B,C) = 3.

Logo, a aplicação f não é uma isometria.
4ª Possibilidade: Considere f : M −→ M dada por f(A) = C,

f(B) = A e f(C) = B. Temos:

2 = d(A,B) 6= d(f(A), f(B)) = d(C,A) = 5.

Logo, a aplicação f não é uma isometria.
5ª Possibilidade: Considere f : M −→ M dada por f(A) = C,

f(B) = B e f(C) = A. Temos:

2 = d(A,B) 6= d(f(A), f(B)) = d(C,B) = 3.

Logo, a aplicação f não é uma isometria.
Note que em todas essas possibilidades analisadas, a aplicação f não é

uma isometria. Assim, conclúımos que a única isometria neste caso é a
aplicação identidade.

Exemplo 2.3. (Grupo de isometrias com dois elementos). Seja M = {a, b}
um espaço métrico. O conjunto G = {IdM , f}, onde f é a aplicação
f : M −→ M dada por f(b) = a e f(a) = b, é o grupo das isometrias
de M . Verifiquemos este fato. Já mencionamos que a aplicação IdM é uma
isometria. Observe que f também é uma isometria, pois f preserva distân-
cias visto que:

d(a, a) = 0 = d(b, b) = d(f(a), f(a))

e
d(a, b) = d(f(b), f(a)) = d(f(a), f(b)).

As igualdades acima decorrem da definição da aplicação f e do fato que
d é uma métrica sobre M . De forma análoga, d(b, a) = d(f(b), f(a)) e
d(b, b) = d(f(b), f(b)). Logo, para quaisquer x, y ∈ M tem-se
d(x, y) = d(f(x), f(y)), ou seja, f preserva distâncias. Ademais, f é so-
brejetiva.

Assim, temos G ⊆ Isom(M). Além disso, IdM e f são as únicas funções
bijetoras de M em M . Logo, não existem outras isometrias além dessas.

Exemplo 2.4. No começo deste caṕıtulo foi mencionado que
Isom(M) ≤ SM , para todo espaço métrico M . Iremos mostrar neste exemplo
que dado um conjunto não vazio qualquer, é posśıvel definir neste conjunto
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alguma métrica de modo que o grupo das isometrias do espaço métrico obtido
coincide com o grupo das permutações do conjunto. De fato, sendo M um
conjunto qualquer, fixemos um número real positivo λ e definamos

dλ : M ×M −→ R , dλ(x, y) =

{
0 , se x = y
λ , se x 6= y

De modo análogo ao que foi feito no Exemplo 1.50, mostra-se que dλ é uma
métrica. Ademais, dada f ∈ SM , para x, y ∈ M tem-se que
f(x) = f(y) se, e somente se, x = y, uma vez que f é injetiva. Logo,
dλ(x, y) = dλ(f(x), f(y)), para quaisquer x, y ∈ M , e assim
f ∈ Isom(M,dλ). Logo, Isom(M,dλ) = SM .

Por outro lado, seja N um espaço métrico, com pelo menos 2 elemen-
tos, tal que Isom(N) = SN . Fixados x0, y0 ∈ N , distintos, tomemos
α = d(x0, y0). Dados x, y ∈ N quaisquer e distintos, existe f ∈ SN
tal que f(x0) = x e f(y0) = y. Como f é uma isometria, devemos ter
d(x, y) = d(x0, y0) = α. Dáı, conclúımos que d = dα.

2.2 Isometrias de alguns subconjuntos da Reta

Nesta seção, estudaremos o grupo de isometrias da reta e o grupo de
isometrias dos inteiros. Estudaremos também um subconjunto da reta cujo
o grupo de isometrias é o grupo ćıclico infinito. No estudo do grupo das
isometrias da reta e dos inteiros, aparecerão casos particulares do grupo DG,
sendo G um grupo abeliano, descrito no Exemplo 1.10.

Considere X um subespaço métrico da reta, com 0 ∈ X, e f ∈ Isom(X).
Temos f(x) = x+ a, para todo x ∈ X, ou f(x) = −x+ a, para todo x ∈ X,
onde a ∈ X é fixo e depende de f . Com efeito, sendo f ∈ Isom(X), considere
f(0) = a, onde a ∈ X. Dáı,

|x− 0| = |f(x)− f(0)| = |f(x)− a|, (I)

para todo x ∈ X. Por (I), conclúımos que f(x)− a = x ou f(x)− a = −x,
para cada x ∈ X.

Vamos supor que existam x1, x2 ∈ X − {0}, tais que

f(x1) = x1 + a e f(x2) = −x2 + a.

Dáı,

|x1 − x2| = |f(x1)− f(x2)| = |x1 + a+ x2 − a| = |x1 + x2|. (II)
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Para que valha a igualdade em (II), devemos ter x1 + x2 = x1 − x2 ou
x1 + x2 = −x1 + x2, isto é, x2 = 0 ou x1 = 0, o que é um absurdo, pois
fizemos a suposição que x1, x2 ∈ X − {0}. Dessa forma, temos apenas duas
possibilidades: f(x) = x+ a, para todo x ∈ X, ou f(x) = −x+ a, para todo
x ∈ X.

É importante observar que nem toda aplicação de uma dessas duas formas
é bem definida em X. Por exemplo, considere o conjunto X = {0, 2}, a = 2
e a seguinte aplicação

f : X −→ X
x 7−→ f(x) = x+ 2.

Observe que f(2) = 4 e 4 /∈ X. E mesmo sendo bem definida, não precisa ser
sobrejetora. Por exemplo, considere a seguinte aplicação

f : N −→ N
x 7−→ f(x) = x+ 1.

Essa aplicação está bem definida mas não é sobrejetora. No entanto, sendo
h : X −→ X bem definida e sobrejetora, e sendo de uma dessas formas, não
é dif́ıcil ver que h é uma isometria de X. De fato, se h(x) = x+ a, então

|h(x)− h(y)| = |x+ a− (y + a)| = |x− y|

e se h(x) = −x+ a, então

|h(x)− h(y)| = | − x+ a− (−y + a)| = | − x+ y| = |x− y|.

Exemplo 2.5. (Isometrias da Reta). Considere a reta R. Dada f ∈ Isom(R),
temos apenas duas possibilidades para f : f(x) = x+ a, para todo x ∈ R, ou
f(x) = −x+ a, para todo x ∈ R, onde a = f(0). Para ver isso, utilizamos o
que foi comentado anteriormente, pois R ⊆ R e 0 ∈ R. Observe que nas duas
possibilidades temos funções bem definidas e bijeções para qualquer valor de
a ∈ R. Logo,

Isom(R) = {fa,n; a ∈ R, n = ±1},

onde fa,n : R −→ R é definida por fa,n(x) = nx+ a. A aplicação

ϕ : DR −→ Isom(R)
(a, n) 7−→ ϕ(a, n) = fa,n

é um isomorfismo de grupos, onde R = (R,+), e “+” é a operação de adição
usual(O grupo DR é um caso particular do Exemplo 1.10, onde o grupo G é
o grupo (R,+)). Com efeito, sendo (a, n1), (b, n2) ∈ DR, temos:
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ϕ((a, n1) ∗ (b, n2)) = ϕ((a+ n1b, n1n2)) = fa+n1b, n1n2 .

Por outro lado,

fa,n1(fb,n2(x)) = n1(n2x+ b) + a = n1n2x+ (n1b+ a) = fa+n1b, n1n2(x),

para todo x ∈ R. Portanto,

ϕ(a, n1) ◦ ϕ(b, n2) = fa,n1 ◦ fb,n2 = fa+n1b, n1n2 = ϕ((a, n1) ∗ (b, n2)).

Dessa forma, mostramos que a aplicação ϕ é um homomorfismo. Ademais,
suponhamos ϕ(a, n1) = ϕ(b, n2), isto é, fa,n1(x) = fb,n2(x), para todo x ∈ R.
Dáı, n1x+a = n2x+b, para todo x ∈ R. Em particular, esta última igualdade
vale para x = 0 e para x = 1, dáı temos a = b e n1 = n2, e portanto
(a, n1) = (b, n2), mostrando assim que a aplicação ϕ é injetiva.

Por fim, seja f ∈ Isom(R). Como Isom(R) = {fa,n; a ∈ R, n = ±1},
existem n ∈ {−1, 1} e a ∈ R tal que f = fa,n, e assim f = fa,n = ϕ(a, n),
onde (a, n) ∈ DR, mostrando que a aplicação ϕ é sobrejetiva. Portanto, os
grupos DR e Isom(R) são isomorfos.

Exemplo 2.6. (Isometrias dos inteiros). Considere o conjunto Z dos inteiros
como subespaço métrico da reta. Dada f ∈ Isom(Z), temos apenas duas
possibilidades para f : f(x) = x+a, para todo x ∈ Z, ou f(x) = −x+a, para
todo x ∈ Z, onde a = f(0). Para ver isso, utilizamos novamente o que foi
comentado no começo dessa seção, pois Z ⊆ R e 0 ∈ Z. Observe que, como
no exemplo anterior, nas duas possibilidades temos funções bem definidas e
bijeções para qualquer valor de a ∈ Z. Logo,

Isom(Z) = {fa,n; a ∈ Z, n = ±1},

onde fa,n : Z −→ Z é definida por fa,n(x) = nx+a. Considere o grupo diedral
infinito D∞(Veja Exemplo 1.46). Mostra-se, analogamente ao isomorfismo
mostrado no Exemplo 2.5, que o grupo Isom(Z) é isomorfo ao grupo diedral
infinito.

Exemplo 2.7. Considere o seguinte conjunto:

A = Z +

{
0,

1

2
,
1

3

}
= Z ∪

{
n+

1

2
; n ∈ Z

}
∪
{
n+

1

3
; n ∈ Z

}
e sobre este conjunto consideremos a métrica usual da reta (A é um subespaço
métrico da reta). Dado a ∈ Z, a aplicação

φa : A −→ A
x 7−→ φa(x) = x+ a
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é uma isometria do conjunto A. Ademais, toda isometria do conjunto A é
da forma de φa. De fato, dados x ∈ A e a ∈ Z, temos que x+ a ∈ A e assim
φa : A −→ A é bem definida. Além disso, dado y ∈ A, temos y − a ∈ A e
φa(y−a) = y−a+a = y, donde φa é sobrejetiva. Logo, pelo que comentamos
no começo dessa seção, temos que φa ∈ Isom(A).

Por outro lado, como A ⊆ R e 0 ∈ A, dada F ∈ Isom(A), conclúımos
que F (x) = x+a, para todo x ∈ A, ou F (x) = −x+a, para todo x ∈ A, com
a = F (0). Além disso, mostraremos que a ∈ Z, e para isso, como a ∈ A,

mostraremos que a /∈
{
n+

1

2
; n ∈ Z

}
e a /∈

{
n+

1

3
; n ∈ Z

}
, analisando 4

possibilidades:

1ª Possibilidade(F (x) = x+ a):

Suponha que a ∈
{
n+

1

2
; n ∈ Z

}
, ou seja,

a = n1 +
1

2
; n1 ∈ Z.

Como neste caso, F (x) = x+ a, temos:

F (x) = x+ n1 +
1

2
.

Logo,

F

(
1

3

)
=

1

3
+ n1 +

1

2
= n1 +

5

6
.

Absurdo, pois por um lado F

(
1

3

)
∈ A, visto que F é de A em A, e por outro

lado n1 +
5

6
/∈ A. Portanto, a /∈

{
n+

1

2
; n ∈ Z

}
.

2ª Possibilidade(F (x) = −x+ a):

Suponha novamente que a ∈
{
n+

1

2
; n ∈ Z

}
, ou seja,

a = n1 +
1

2
; n1 ∈ Z.

Como neste caso F (x) = −x+ a, temos:

F (x) = −x+ n1 +
1

2
.
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Dáı,

F

(
1

3

)
= −1

3
+ n1 +

1

2
= n1 +

1

6
.

Absurdo, pois novamente temos F

(
1

3

)
∈ A e n1 +

1

6
/∈ A. Assim,

a /∈
{
n+

1

2
; n ∈ Z

}
.

3ª Possibilidade(F (x) = x+ a):

Neste caso, vamos supor que a ∈
{
n+

1

3
; n ∈ Z

}
, ou seja,

a = n1 +
1

3
; n1 ∈ Z.

Como neste caso, F (x) = x+ a, temos:

F (x) = x+ n1 +
1

3
.

Assim,

F

(
1

2

)
=

1

2
+ n1 +

1

3
= n1 +

5

6
.

Analogamente às análises realizadas nas possibilidades anteriores, temos um

absurdo. Assim, a /∈
{
n+

1

3
; n ∈ Z

}
.

4ª Possibilidade(F (x) = −x+ a):

Suponha que a ∈
{
n+

1

3
; n ∈ Z

}
, ou seja,

a = n1 +
1

3
; n1 ∈ Z.

Como neste caso, F (x) = −x+ a, temos

F (x) = −x+ n1 +
1

3
.

Logo,

F

(
−1

2

)
=

1

2
+ n1 +

1

3
= n1 +

5

6
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e novamente temos um absurdo. Sendo assim, a /∈
{
n+

1

3
; n ∈ Z

}
. Dessa

forma, conclúımos que a ∈ Z, como queŕıamos mostrar.
Sendo assim, suponhamos agora que F (x) = −x+ a, com a ∈ Z. Logo,

F

(
1

3

)
= −1

3
+ a, com a ∈ Z

um absurdo, pois −1

3
+ a /∈ A. Assim, F (x) = x + a para todo x ∈ A, e

portanto toda isometria do conjunto A é da forma:

φa : A −→ A
x 7−→ φa(x) = x+ a

com a ∈ Z.
Por fim, a aplicação

φ : Z −→ Isom(A)
a 7−→ φ(a) = φa

é um isomorfismo entre o grupo aditivo dos inteiros e o grupo Isom(A). De
fato, sendo a, b ∈ Z, como

φa+b(x) = x+ a+ b = x+ b+ a = φa(x+ b) = φa(φb(x)),

para todo x ∈ A, então φ(a+b) = φ(a)◦φ(b), e dáı conclúımos que a aplicação
φ é um homomorfismo. Suponhamos agora φ(a) = φ(b), ou seja, φa = φb.
Logo, φa(x) = φb(x), para todo x ∈ A. Sendo assim, x+ a = x+ b, para todo
x ∈ A. Em particular, quando x = 0, temos a = b e portanto a aplicação φ
é injetiva. Para mostrar a sobrejetividade da aplicação φ, basta observar que
dado f ∈ Isom(A), pelo que já foi mostrado anteriormente, f = φa, onde
a ∈ Z. Dáı, f = φa = φ(a), com a ∈ Z, e conclúımos assim que a aplicação
φ é um isomorfismo.

2.3 Grupos finitos como grupos de isometrias

Conforme foi visto na Seção 2.1, o conjunto Isom(M) munido da composição
de funções é um grupo. Diante disso, é natural surgir o seguinte questiona-
mento: Será que dado um grupo G qualquer, existe algum espaço métrico M ,
cujo grupo de isometrias de M é isomorfo a G? Nesta seção, mostraremos
que a resposta para essa pergunta é positiva para todos os grupos finitos.
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Definição 2.8. Diz-se que um conjunto de pontos W em um espaço euclidiano
realiza um grupo G se o grupo de isometrias de W é isomorfo a G.

Mostraremos a seguir que todo grupo finito G além de ser isomorfo a um
grupo de isometrias, pode ser realizado por um subconjunto finito de algum
Rn. Antes disso, vejamos as seguintes observações:

Observação 2.9. Seja n ∈ N e considere

v = (x11, x12, . . . , x1n, x21, x22, . . . , x2n, . . . , xn1, xn2, . . . , xnn) ∈ Rn2

.

Definimos det(v) como sendo o determinante da matriz (xij)n×n . Com isso,
temos uma função det : Rn2 −→ R, a qual é cont́ınua.

Sendo v0 = (a11, a12, . . . , a1n, a21, a22, . . . , a2n, . . . , an1, an2, . . . , ann) ∈ Rn2

tal que os vetores

(a11, a12, . . . , a1n) , (a21, a22, . . . , a2n) , . . . , (an1, an2, . . . , ann)

de Rn são LI, temos que det(v0) 6= 0. Observando que a função det é cont́ı-
nua, conclúımos que existe algum aberto A de Rn2

, com v0 ∈ A, tal que para
todo

v = (x11, x12, . . . , x1n, x21, x22, . . . , x2n, . . . , xn1, xn2, . . . , xnn) ∈ A

tem-se det(v) 6= 0 e portanto os vetores

(x11, x12, . . . , x1n) , (x21, x22, . . . , x2n) , . . . , (xn1, xn2, . . . , xnn)

são LI em Rn .

Observação 2.10. Considere a ∈ R, com a ≥ 0, e u0 = (a, a, . . . , a) ∈ Rn.
Seja

D1 ∪D2 ∪ . . . ∪Dm = {1, 2, . . . , n}
uma partição, ou seja, Di∩Dj = ∅, para i 6= j. Tomemos b1, b2, . . . , bm ∈ R,
todos maiores que a, tais que bi = bj se, e somente se, i e j pertencem ao
mesmo conjunto Dk da partição dada de {1, 2, . . . , n}.

Considere agora A um subconjunto aberto de Rn tal que u0 ∈ A. Tomando
w0 = (b1, b2, . . . , bn), considere v = w0 − u0 e λ > 0 tal que a bola fechada
B[u0, λ] está contida em A. Tomando então

v1 = u0 +
λ

|v|
v

temos que v1 ∈ A. Ademais, sendo v1 = (c1, c2, . . . , cn), temos que todos os
ci’s são positivos e ci = cj se, e somente se, i e j estão no mesmo conjunto
Dk da partição dada de {1, 2, . . . , n}.
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Antes de apresentarmos o resultado principal, o Teorema 2.15, veremos
o Lema 2.11 e algumas observações. Ressaltamos que as demonstrações aqui
apresentadas, tanto do Teorema 2.15 quanto do Lema 2.11, são baseadas nas
demonstrações feitas na referência [1].

Lema 2.11. Considere o conjunto D = {(i, j) ∈ N × N | 1 ≤ i < j ≤ n} e
uma partição D1∪D2∪ . . .∪Dm = D do conjunto D. Então existe uma base
{X1, X2, . . . , Xn} do Rn tal que:
1) A j-ésima coordenada de Xi é zero para i < j.
2) Todos os Xi’s têm norma 1, considerando a norma euclidiana.
3) d(Xi, Xj) = d(Xk, Xl) se, e somente se, os pares (i, j) e (k, l) estão no
mesmo conjunto Ds da partição de D dada acima, onde d é a métrica eucli-
diana.

Demonstração. Seja f : Rn2+q = Rn2 × Rq −→ Rn2
, com q = (n2 − n)/2,

f = f(X, δ), onde

X = (x11, x12, . . . , x1n, x21, x22, . . . , x2n, . . . , xn1, xn2, . . . , xnn) e

δ = (δ12, δ13, . . . , δ1n, δ23, . . . , δn−1,n) (δij , i < j).

Considere f = (f1, f2, . . . , fn2), tal que:

• Para s < r: f(s−1)n+r = xsr

• Para s = r: f(s−1)n+r = x2s1 + . . .+ x2sn − 1

• Para s > r: f(s−1)n+r = (xs1 − xr1)2 + . . .+ (xsn − xrn)2 − δ2rs,
onde s, r ∈ {1, 2, . . . , n}. Considere o ponto (A,B) ∈ Rn2+q dado por
A = (e1, e2, . . . , en) ∈ Rn2

, onde {e1, e2, . . . , en} é a base canônica do Rn,
e B = (

√
2,
√

2, . . . ,
√

2) ∈ Rq. Temos f(A,B) = (0, 0, . . . , 0). Com efeito,
observe que para s < r temos:

f(s−1)n+r(A,B) = f(s−1)n+r((e1, e2, ..., en), (
√

2, ...,
√

2)) = xsr = 0,

pois s 6= r. Para s = r, temos:

f(s−1)n+r((e1, e2, ..., en), (
√

2, ...,
√

2)) = x2s1 + ...+ x2sn − 1 = 1− 1 = 0.

Por fim, para s > r temos:

f(s−1)n+r((e1, e2, ..., en), (
√

2, ...,
√

2)) = (xs1 − xr1)2 + ...+ (xsn − xrn)2 − δ2sr
= 2− (

√
2)2 = 0.
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Como cada fi é uma função polinomial, então f é uma função de classe
C1. Seja M = M(X, δ) a matriz formada pelas n2 primeiras colunas da
matriz jacobiana de f . Assim, M é uma matriz n × n que tem na k-ésima
linha as derivadas parciais de fk em relação às variáveis:

x11, x12, . . . , x1n, x21, x22, . . . , x2n, . . . , xn1, xn2, . . . , xnn

e as colunas correspondem a essas variáveis nesta sequência. Podemos então
ver essa matriz da seguinte forma:

M =


B11 B12 · · · B1n

B21 B22 · · · B2n
...

...
. . .

...
Bn1 Bn2 · · · Bnn


onde

Bsi =


∂f(s−1)n+1

∂xi1

∂f(s−1)n+1

∂xi2
· · · ∂f(s−1)n+1

∂xin
∂f(s−1)n+2

∂xi1

∂f(s−1)n+2

∂xi2
· · · ∂f(s−1)n+2

∂xin
...

...
. . .

...
∂fsn
∂xi1

∂fsn
∂xi2

· · · ∂fsn
∂xin


para s, i ∈ {1, 2, . . . , n}. Assim, em um bloco Bsi, as derivadas parciais estão
em relação às variáveis xij, com 1 ≤ j ≤ n. Considerando o caso s < i
(blocos acima da diagonal), temos que as variáveis xij não aparecem nas fun-
ções f(s−1)n+1, f(s−1)n+2, . . . , fsn, e dáı todas as derivadas parciais são nulas.
Logo, o bloco Bsi é nulo, para s < i, e portanto a matriz M é triangular em
blocos.

Vejamos agora os blocos diagonais, fazendo xii = 1, xij = 0, para i 6= j,
e δij =

√
2 (o ponto (A,B) mencionado anteriormente). Observemos que:

Bss =


∂f(s−1)n+1

∂xs1

∂f(s−1)n+1

∂xs2
· · · ∂f(s−1)n+1

∂xsn
∂f(s−1)n+2

∂xs1

∂f(s−1)n+2

∂xs2
· · · ∂f(s−1)n+2

∂xsn
...

...
. . .

...
∂fsn
∂xs1

∂fsn
∂xs2

· · · ∂fsn
∂xsn


Fixado s arbitrário:

• Para r < s, temos que a linha r deste bloco é:

2(xs1 − xr1) 2(xs2 − xr2) . . . 2(xsn − xrn)
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Fazendo a avaliação no ponto (A,B), aparece -2 na coluna r, 2 na coluna s
e 0 nas demais.

• Para s = r, temos que a linha r = s deste bloco é:

2xs1 2xs2 . . . 2xsn

Fazendo a avaliação no ponto (A,B), aparece 2 na coluna r = s e 0 nas
demais.

• Para r > s, temos que a linha r deste bloco é:

0 0 . . . 0 1 0 . . . 0

onde o 1 aparece na coluna r.

Dessa forma, mostra-se que todos os blocos diagonais de M(A,B) são
triangulares superiores com elementos diagonais não nulos. Logo, são inver-
śıveis. Portanto, como o detM(A,B)=detB11 detB22 · · · detBnn e detB11,
detB22,...,detBnn são todos diferentes de zero, pois os blocos diagonais são
inverśıveis, temos detM(A,B) 6= 0, ou seja, M(A,B) é inverśıvel.

Como a matriz M(A,B) é inverśıvel, segue do Teorema 1.71 (Teorema da
Função Impĺıcita) que existem abertos U ⊆ Rq e V ⊆ Rn2+q, com (A,B) ∈ V
e B ∈ U , e uma única função ξ : U −→ Rn2

de classe C1 tais que (ξ(δ), δ) ∈ V
e f(ξ(δ), δ) = (0, 0, . . . , 0) para todo δ ∈ U .

Temos ξ(B) = A e, como A = (e1, e2, . . . , en) (a base canônica do Rn),
segue da Observação 2.9 que existe um aberto Z ⊆ Rn2

, com A ∈ Z, tal
que para todo X = (X1, X2, . . . , Xn) ∈ Z tem-se {X1, X2, . . . , Xn} linear-
mente independente. Pela continuidade de ξ, existe um aberto W ⊆ Rq, com
B ∈ W ⊆ U , tal que ξ(W ) ⊆ Z.

Dessa forma, sendo B = (
√

2,
√

2, . . . ,
√

2) ∈ W , segue da Observação
2.10 que existe

B1 = (d12, d13, . . . , d1n, d23, . . . , dn−1,n) ∈ W

tal que dij > 0 e dij = dkl se, e somente se, (i, j) e (k, l) estão no mesmo
conjunto Ds da partição de D dada no enunciado.

Sendo Y = (Y1, Y2, . . . , Yn) = ξ(B1), temos

f(Y ,B1) = f(ξ(B1), B1) = (0, 0, . . . , 0).
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Logo, para Y1, Y2, . . . , Yn valem as condições 1, 2 e 3 do enunciado. De fato,
seja yij a j-ésima coordenada de Yi. Para i < j, segue

yij = f(i−1)n+j(Y ,B1) = 0.

Ademais, quando s = r, obtemos f(s−1)n+r(Y ,B1) = y2s1 + ... + y2sn − 1 = 0,
ou seja, ||Ys||2 = 1 e, portanto ||Ys|| = 1, com s ∈ {1, 2, ...n}. Por fim, para
s > r, tem-se

f(s−1)n+r(Y ,B1) = (Ys1 − Yr1)2 + ...+ (Ysn − Yrn)2 − d2rs = 0

⇒ d2rs = (Ys1 − Yr1)2 + ...+ (Ysn − Yrn)2 = d(Yr, Ys)
2.

Analogamente, d2kl = (Yl1 − Yk1)
2 + ... + (Yln − Ykn)2 = d(Yk, Yl)

2, onde
k < l. Supondo d(Yr, Ys) = d(Yk, Yl), temos drs = dkl e dáı, pelo que foi visto
acima, conclúımos que (r, s), (k, l) estão no mesmo conjunto Ds da partição
D. Reciprocamente, supondo que (r, s), (k, l) estão no mesmo conjunto Ds

da partição D, segue que drs = dkl, e dáı d(Yr, Ys) = d(Yk, Yl).
Dessa forma, ficam verificadas as três condições do enunciado para

Y1, Y2, ..., Yn. Ademais, como Y = (Y1, Y2, . . . , Yn) ∈ Z, temos Y1, Y2, . . . , Yn
LI.

Definição 2.12. Sejam A e B pontos distintos do Rn. Definimos o segmento
[A,B] como sendo o conjunto:

[A,B] = {(1− t)A+ tB ; 0 ≤ t ≤ 1}.

Observação 2.13. Denote por d a métrica usual do Rn. Sendo A, B, C ∈ Rn,
dois a dois distintos, são equivalentes:
i) B ∈ [A,C]
ii) d(A,C) = d(A,B) + d(B,C)

iii)
−→
AB = λ

−−→
BC para algum λ real e positivo.

De fato, temos:
i) ⇒ ii)
Suponha que B ∈ [A,C]. Dessa forma, B = (1− t0)A+ t0C, com t0 ∈ R,

tal que 0 ≤ t0 ≤ 1. Logo,

d(A,B) = ||B − A|| = ||(1− t0)A+ t0C − A|| = ||t0(C − A)||

e

d(B,C) = ||C −B|| = ||C − ((1− t0)A+ t0C)|| = ||(1− t0)C + (−1 + t0)A||.
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Portanto,

d(A,B) + d(B,C) = ||t0(C − A)||+ ||(1− t0)C + (−1 + t0)A||
= |t0| · ||C − A||+ |1− t0| · ||C − A||
= (t0 + (1− t0))||C − A||
= d(A,C).

ii) ⇒ iii)
Suponhamos agora d(A,C) = d(A,B) + d(B,C). Dessa forma,

||
−→
AC|| = ||

−→
AB||+ ||

−−→
BC||

⇒ ||
−→
AB +

−−→
BC|| = ||

−→
AB||+ ||

−−→
BC||

⇒ ||
−→
AB +

−−→
BC||2 = ||

−→
AB||2 + 2||

−→
AB|| ||

−−→
BC||+ ||

−−→
BC||2.

Por outro lado,

||
−→
AB +

−−→
BC||2 = 〈

−→
AB +

−−→
BC,

−→
AB +

−−→
BC〉 = ||

−→
AB||2 + 2〈

−→
AB,
−−→
BC〉+ ||

−−→
BC||2.

Assim,

||
−→
AB|| ||

−−→
BC|| = 〈

−→
AB,
−−→
BC〉

e dáı
−→
AB//

−−→
BC, ou seja,

−→
AB = λ

−−→
BC para algum λ ∈ R (veja [4], seção 6.1).

Mostremos agora que λ é um número positivo. De fato, de

||
−→
AB|| ||

−−→
BC|| = 〈

−→
AB,
−−→
BC〉 temos |λ| · ||

−−→
BC||2 = λ〈

−−→
BC,

−−→
BC〉 e assim λ = |λ|.

iii) ⇒ i)

Suponhamos
−→
AB = λ

−−→
BC, para algum λ real positivo. Assim,

B − A = λ(C −B)

⇒ B + λB = λC + A

⇒ (1 + λ)B = A+ λC

⇒ B =
1

1 + λ
A+

λ

1 + λ
C,

pois (1+λ) 6= 0. Observe que 1
1+λ

= 1− λ
1+λ

e 0 ≤ λ
1+λ
≤ 1. Logo, B ∈ [A,C].

Observação 2.14. Sejam S ⊆ Rn e f ∈ Isom(S). Se X1, X2, X3 ∈ S
são tais que X2 ∈ [X1, X3], segue da Observação 2.13 que
d(X1, X3) = d(X1, X2) + d(X2, X3), e dáı

d(f(X1), f(X3)) = d(f(X1), f(X2)) + d(f(X2), f(X3)).

Logo, f(X2) ∈ [f(X1), f(X3)].
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Teorema 2.15. Seja G um grupo finito de ordem n. Então:
a) G é isomorfo a um subgrupo de Isom(Rn).
b) Existe algum subconjunto finito W de Rn tal que Isom(W ) é isomorfo a G.

Demonstração. a) Seja G = {g1 = e, g2, . . . , gn} (onde e é o elemento neutro
de G). Tomemos a seguinte partição de G:

G = Q1 ∪Q2 ∪ . . . ∪Qm,

onde cada Qi é da forma {x, x−1}.
Considere o conjunto

D = {(i, j) ∈ N× N | 1 ≤ i < j ≤ n}.

Para cada s ∈ {1, 2, . . . ,m} defina Ds = {(i, j) ∈ D | g−1i gj ∈ Qs}. Observe
que:

D1 ∪D2 ∪ · · · ∪Dm = D e Ds ∩Dt = ∅, para s 6= t.

De fato, consideremos (i, j) ∈ D. Dessa forma, como g−1i gj ∈ G e
G = Q1∪Q2∪. . .∪Qm, então g−1i gj ∈ Qs, para algum s ∈ {1, 2, ...,m}. Logo,
(i, j) ∈ Ds, para algum s ∈ {1, 2, ...,m}, e portanto D =

⋃m
i=1Di. Ademais,

para mostrar que Ds ∩Dt = ∅, para s 6= t, basta observar que Qs ∩Qt = ∅,
para s 6= t.

Considere uma base W1 = {X1, X2, . . . , Xn} de Rn que cumpre todas
as condições do Lema 2.11, considerando a partição acima do conjunto D.
Dessa forma,

d(Xi, Xj) = d(Xk, Xl) ⇐⇒ g−1i gj = g−1k gl ou g−1i gj = g−1l gk.

A equivalência acima decorre imediatamente da condição (3) do Lema 2.11.
Para cada g ∈ G, defina

σg : W1 −→ W1

Xi 7−→ σg(Xi) = gXi = Xj

onde j é tal que gj = ggi. Observe que σg é uma permutação de W1.
Para cada segmento [Xi, Xj] considere o conjunto

O[Xi, Xj] = {[gXi, gXj] | g ∈ G}.

Vamos denominar esses conjuntos de órbitas.
Afirmação 1) O[Xi, Xj] = O[Xk, Xl] ou O[Xi, Xj] ∩ O[Xk, Xl] = ∅.
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De fato, suponhamos que O[Xi, Xj]∩O[Xk, Xl] 6= ∅, ou seja, que existem
a, b ∈ G tais que:

[aXi, aXj] = [bXk, bXl].

Dáı,

agi = bgk e agj = bgl =⇒ (b−1a)gi = gk e (b−1a)gj = gl.

ou

agi = bgl e agj = bgk =⇒ (b−1a)gi = gl e (b−1a)gj = gk.

Tomando então g = b−1a, conclúımos que [Xk, Xl] = [gXi, gXj].
Agora, dado h ∈ G, temos

[hXk, hXl] = [(hg)Xi, (hg)Xj] ∈ O[Xi, Xj]

e assim O[Xk, Xl] ⊆ O[Xi, Xj]. De maneira análoga, mostra-se a inclusão
contrária.

Afirmação 2) O[Xi, Xj] = O[Xk, Xl] ⇐⇒ d(Xi, Xj) = d(Xk, Xl).

Suponha que O[Xi, Xj] = O[Xk, Xl]. Dáı, existe g ∈ G tal que
[Xi, Xj] = [gXk, gXl], ou seja, Xi = gXk e Xj = gXl, ou Xi = gXl e
Xj = gXk. Logo, gi = ggk e gj = ggl, ou gi = ggl e gj = ggk. Portanto,

g−1i gj = (ggk)
−1ggl = g−1k g−1ggl = g−1k gl

ou
g−1i gj = (ggl)

−1ggk = g−1l g−1ggk = g−1l gk.

Assim, d(Xi, Xj) = d(Xk, Xl).
Suponha agora que d(Xi, Xj) = d(Xk, Xl). Logo, g−1i gj = g−1k gl ou

g−1i gj = g−1l gk. Se g−1i gj = g−1k gl, então gkg
−1
i = glg

−1
j e, chamando este

elemento de a, temos gk = agi e gl = agj, donde

{
Xk = aXi

Xl = aXj
. Analoga-

mente, se g−1i gj = g−1l gk, então existe b ∈ G tal que gl = bgi e gk = bgj,

donde

{
Xk = bXj

Xl = bXi
. Portanto, O[Xi, Xj]∩O[Xk, Xl] 6= ∅, e pelo que já foi

visto anteriormente, temos O[Xi, Xj] = O[Xk, Xl].

Para cada g ∈ G considere o operador linear Tg : Rn −→ Rn tal que
Tg(Xi) = gXi, para todo i = 1, . . . , n. Observe que Tg é um operador linear
bijetivo. Note que d(Tg(Xi), Tg(Xj)) = d(Xi, Xj) para i, j ∈ {1, 2, . . . , n}.

De fato,
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d(Tg(Xi), Tg(Xj)) = d(gXi, gXj) = d(Xi, Xj),

pois [gXi, gXj] ∈ O[Xi, Xj] e assim O[gXi, gXj] = O[Xi, Xj].
Logo,

d(Tg(Xi), Tg(Xj))
2 = d(Xi, Xj)

2

⇒ ||Tg(Xi)− Tg(Xj)||2 = ||Xi −Xj||2

⇒ 〈Tg(Xi)− Tg(Xj), Tg(Xi)− Tg(Xj)〉 = 〈Xi −Xj, Xi −Xj〉

⇒ ||Tg(Xi)||2 − 2〈Tg(Xi), Tg(Xj)〉+ ||Tg(Xj)||2 =

= ||Xi||2 − 2〈Xi, Xj〉+ ||Xj||2.

Observe que ||Tg(Xi)|| = ||Tg(Xj)|| = ||Xi|| = ||Xj|| = 1, pois Tg(Xi) = Xk

e Tg(Xj) = Xl. Assim, 〈Tg(Xi), Tg(Xj)〉 = 〈Xi, Xj〉. (onde 〈 , 〉 é o produto
interno canônico do Rn). Podemos estender essa ideia para todo o Rn, isto
é, podemos mostrar que Tg é uma isometria do Rn. De fato, sejam y, z ∈ Rn.
Podemos escrever y e z, de forma única, da seguinte maneira:

y = α1X1 + α2X2 + ...+ αnXn

z = β1X1 + β2X2 + ...+ βnXn.

Logo,

Tg(y) = α1(Tg(X1)) + ...+ αn(Tg(Xn))

Tg(z) = β1(Tg(X1)) + ...+ βn(Tg(Xn)).

Assim,

〈Tg(y), Tg(z)〉 = 〈
n∑
i=1

αiTg(Xi),
n∑
j=1

βjTg(Xj)〉

=
n∑
i=1

n∑
j=1

αiβj〈Tg(Xi), Tg(Xj)〉

=
n∑
i=1

n∑
j=1

αiβj〈Xi, Xj〉

= 〈y, z〉.
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Portanto,

d(Tg(y), Tg(z))2 = 〈Tg(y)− Tg(z), Tg(y)− Tg(z)〉
= 〈Tg(y − z), Tg(y − z)〉
= 〈y − z, y − z〉
= (d(y, z))2.

Segue dáı que d(Tg(y), Tg(z)) = d(y, z), para quaisquer y, z ∈ Rn, e portanto
Tg é uma isometria do Rn.

Considerando agora a aplicação

ψ : G −→ Isom(Rn)
g 7−→ ψ(g) = Tg

temos que ψ é um homomorfismo injetivo de grupos e assim G ' Im ψ, ou
seja, G é isomorfo a um subgrupo de Isom(Rn). Com efeito, sendo g, h ∈ G
e supondo ψ(g) = ψ(h), temos Tg(X) = Th(X) para todo X ∈ Rn, ou seja,
gX = hX, para todo X ∈ Rn. Em particular, gX1 = hX1. Logo, g = h
(lembrando que g1 = e) e assim fica provada a injetividade. Ademais, observe
que

Tgh(Xi) = (gh)Xi = g(hXi) = Tg(hXi) = Tg(Th(Xi)) = (Tg ◦ Th)(Xi),

para todo Xi ∈ W1. Dáı, como Tgh e Tg ◦ Th são lineares, e W1 é base de Rn,
conclúımos que

ψ(gh) = Tgh = Tg ◦ Th = ψ(g) ◦ ψ(h)

e assim a aplicação ψ é um homomorfismo.

b) Para demonstrar o item (b), começaremos construindo o conjunto W2.
Fixada uma órbita O, escolha um segmento [Xi, Xj] ∈ O (considere i < j).

Afirmação 3) Se (g−1i gj)
2 = e, considere o ponto médio do segmento

[Xi, Xj]:

uij =
1

2
(Xi +Xj).

Se o segmento [Xk, Xl] (considere k < l) pertence à órbita O, então
O[Xi, Xj] = O[Xk, Xl] e dáı g−1k gl = g−1i gj ou g−1k gl = g−1j gi, e assim

(g−1k gl)
2 = e e dáı tome

ukl =
1

2
(Xk +Xl).

Observe que [Xk, Xl] = [gXi, gXj] para algum g ∈ G e dáı

ukl =
1

2
(gXi + gXj) = Tg(uij).
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Vamos denotar este elemento por guij.
Afirmação 4) Se (g−1i gj)

2 6= e, considere no segmento [Xi, Xj] o ponto:

uij = Xi +
1

3
(Xj −Xi).

Fixado g ∈ G, considere Xk = gXi e Xl = gXj. Temos então
g−1k gl = g−1i gj 6= e e assim tomamos no segmento [Xk, Xl] o ponto

Xk +
1

3
(Xl −Xk) = gXi +

1

3
(gXj − gXi).

Observe que este ponto, que vamos denotar por guij, é exatamente Tg(uij).
Este ponto será o elemento ukl (ou ulk, dependendo se k < l ou l < k).

Consideremos então W2 = {uij ; (i, j) ∈ D} e W = W1 ∪ W2 (obser-
vemos que W1 ∩ W2 = ∅). Segue da independência linear do conjunto
W1 = {X1, X2, . . . , Xn} que dois segmentos [Xi, Xj] e [Xk, Xl] não se inter-
sectam, a não ser por um dos extremos. Logo, uij 6= ukl para (i, j) 6= (k, l),
e assim W2 tem exatamente (n2 − n)/2 elementos.

Segue também da independência linear de W1 que não se pode ter
Xi ∈ [Xl, Xk] e nem Xi ∈ [ulk, ujt] (basta observar a definição de seg-
mento no Rn). Também não se pode ter Xi ∈ [Xj, ukl]. De fato, supondo
Xi = λ1Xj + λ2ukl, com λ1, λ2 ∈ [0, 1] e λ1 + λ2 = 1, como ukl é combinação
linear de Xk e Xl, devemos ter j = k e i = l (ou j = l ou i = k), donde
Xi ∈ [Xj, uij], um absurdo (já que uij ∈ [Xi, Xj]).

Para todo g ∈ G tem-se Tg(W1) = W1. Ademais, pela construção de
W2, tem-se que Tg(W2) ⊆ W2, e assim, como W2 é finito e Tg é injetora,
conclúımos que Tg(W2) = W2 e portanto

Tg(W ) = Tg(W1 ∪W2) = Tg(W1) ∪ Tg(W2) = W1 ∪W2 = W.

Assim, a restrição de Tg a W é uma isometria de W . Resta então mostrar
que toda isometria de W é desta forma.

Sendo ϕ ∈ Isom(W ), mostremos primeiramente que ϕ(W2) = W2. De
fato, se ϕ(uij) = Xk, como uij ∈ [Xi, Xj] e ϕ é uma isometria, pela Ob-
servação 2.14 teŕıamos Xk ∈ [ϕ(Xi), ϕ(Xj)], o que já vimos que não pode
acontecer. Logo, devemos ter de fato ϕ(W2) = W2 e dáı, como ϕ é bijetora
e W = W1 ∪W2, segue que ϕ(W1) = W1.

Seja ϕ(X1) = Xj0 . Dessa forma, ϕ(X1) = gj0X1 (lembrando que g1 =
e) e mostremos que ϕ(Xi) = gj0Xi para todo i ∈ {1, 2, . . . , n}. De fato,
fixemos então i ∈ {1, 2, . . . , n}, arbitrário. Como ϕ(X1), ϕ(Xi) ∈ W1 e
d(ϕ(X1), ϕ(Xi)) = d(X1, Xi), pois ϕ é uma isometria, segue da Afirmação
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2) que O[X1, Xi] = O[ϕ(X1), ϕ(Xi)]. Logo, [ϕ(X1), ϕ(Xi)] ∈ O[X1, Xi] e dáı
temos: {

ϕ(X1) = aX1

ϕ(Xi) = aXi
ou

{
ϕ(X1) = bXi

ϕ(Xi) = bX1

com a, b ∈ G.
• Se g2i = e, temos

g1 = gigi = e⇒ X1 = giXi.

Como Xi = giX1 e X1 = giXi, se vale a segunda alternativa acima, basta
tomar a = bgi e teremos{

ϕ(X1) = bXi = agiXi = aX1

ϕ(Xi) = bX1 = agiX1 = aXi

• Se g2i 6= e, então (g−11 gi)
2 6= e. Assim, segue da Afirmação 4) que

u1i não é o ponto médio do segmento [X1, Xi] e dáı d(X1, u1i) 6= d(Xi, u1i).
Suponhamos que {

ϕ(X1) = bXi

ϕ(Xi) = bX1

para algum b ∈ G. Como u1i ∈ [X1, Xi], segue da Observação 2.14 que
ϕ(u1i) ∈ [ϕ(X1), ϕ(Xi)] = [bXi, bX1]. Ademais, segue da Afirmação 4) que
bu1i ∈ [bX1, bXi]. Como ϕ(u1i) e bu1i são elementos de W2 e estão ambos em
[bXi, bX1], devemos ter ϕ(u1i) = bu1i = Tb(u1i). Dáı,

d(X1, u1i) = d(Tb(X1), Tb(u1i)) = d(ϕ(Xi), ϕ(u1i)) = d(Xi, u1i),

o que é um absurdo.

Assim, em qualquer situação (g2i = e ou g2i 6= e), temos

{
ϕ(X1) = aX1

ϕ(Xi) = aXi ,
para algum a ∈ G. Como aX1 = ϕ(X1) = Xj0 = gj0X1, devemos ter
a = gj0 . Logo, ϕ(Xi) = gj0Xi, para todo i ∈ {1, 2, . . . , n}. Ademais,
dados i, j ∈ {1, 2, . . . , n}, com i < j, temos

ϕ(uij) ∈ [ϕ(Xi), ϕ(Xj)] = [gj0Xi, gj0Xj]

e assim ϕ(uij) = gj0uij. Segue então que ϕ é a restrição de Tgj0 a W .

Para cada g ∈ G, seja Tg|W : W −→ W a restrição de Tg a W . Assim, a
aplicação

ζ : G −→ Isom(W )
g 7−→ ζ(g) = Tg|W
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é um isomorfismo de grupos. De fato, como visto no item (a), ψ é um
homomorfismo injetivo e dáı conclui-se que ζ também é. Pelo que foi discutido
anteriormente, temos que a aplicação ζ é sobrejetiva, pois toda isometria de
W tem a forma Tg|W , ou seja, é a restrição de uma aplicação Tg a W . Dessa
forma, temos de fato que ζ é um isomorfismo de grupos.
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Caṕıtulo 3

Isometrias de Espaços Vetoriais
Reais Normados

Já mencionamos anteriormente o grupo de isometrias de um espaço mé-
trico M qualquer. Como um espaço vetorial normado, em particular, é um
espaço métrico, podemos ser ainda mais espećıficos e mencionar os grupos de
isometrias de espaços vetoriais normados. Esses grupos de isometrias serão
os objetos de estudo deste caṕıtulo.

Em todo este caṕıtulo, todos os espaços vetoriais mencionados serão sobre
o corpo dos reais.

3.1 Translações e Isometrias Lineares

3.1.1 Translações

No Exemplo 1.68 definimos as translações num espaço vetorial normado E.
Vejamos agora que o conjunto das translações é um subgrupo do grupo das
isometrias de E.

Proposição 3.1. Sejam E um espaço vetorial normado e a ∈ E fixado. Con-
sidere a aplicação

Ta : E −→ E
x 7−→ Ta(x) = x+ a.

O conjunto H = {Ta ; a ∈ E} é um subgrupo abeliano de Isom(E).
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Demonstração. 1) H é um subgrupo de Isom(E):

De fato, H ⊆ Isom(E), pois as aplicações Ta : E −→ E são isometrias,
como já foi visto no Exemplo 1.68. Além disso, sejam Ta, Ta′ ∈ H com
a, a

′ ∈ E fixados, tais que

Ta : E −→ E
x 7−→ Ta(x) = x+ a.

e
Ta′ : E −→ E

x 7−→ Ta′ (x) = x+ a
′
.

Temos:

(Ta ◦ Ta′ )(z) = Ta(Ta′ (z)) = Ta(z + a
′
) = z + (a

′
+ a) = Ta′+a(z),

para todo z ∈ E, onde a
′

+ a ∈ E. Portanto, como Ta ◦ Ta′ = Ta′+a
e Ta′+a ∈ H, então Ta ◦ Ta′ ∈ H.

Seja Ta ∈ H. Como Ta ◦ T−1a = IdE, temos:

(Ta ◦ T−1a )(z) = z ⇒ Ta(T
−1
a (z)) = z ⇒ T−1a (z) + a = z ⇒ T−1a (z) = z − a,

para todo z ∈ E. Como T−1a (z) = z − a = z + (−a) = T−a(z), então
T−1a = T−a ∈ H.

Assim, conclúımos que H é um subgrupo de Isom(E).

2) H é abeliano:

Seja E+ o grupo aditivo do espaço vetorial E. Observe a seguinte aplica-
ção:

φ : E+ −→ H
a 7−→ φ(a) = Ta.

A aplicação φ é um isomorfismo. De fato, a sobrejetividade é imediata. Sendo
a, b ∈ E+, temos:

φ(a) = φ(b)⇒ Ta(x) = Tb(x), ∀x ∈ E ⇒ x+ a = x+ b, ∀x ∈ E ⇒ a = b.

Fica provado assim a injetividade. Por fim, sendo a, b ∈ E+, temos:

Ta+b(x) = x+ a+ b = x+ b+ a = Ta(x+ b) = Ta(Tb(x)),

para todo x ∈ E, e portanto φ(a + b) = Ta+b = Ta ◦ Tb = φ(a) ◦ φ(b). Dessa
forma, conclúımos que φ de fato é um isomorfismo. Portanto, como E+ é
abeliano (veja o Exemplo 1.11), então H é abeliano.
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3.1.2 Isometrias Lineares

Seja E um espaço vetorial normado.

Proposição 3.2. Considere o subgrupo H = {Ta ; a ∈ E} (mencionado na
Proposição 3.1) de Isom(E). O conjunto K = {g ∈ Isom(E) ; g é linear} é
um subgrupo de Isom(E) e Hg−1 ⊆ H, para todo g ∈ K.

Demonstração. 1) K é um subgrupo de Isom(E):

De fato, K ⊆ Isom(E). Sendo g1, g2 ∈ K note que a composição g1 ◦ g2
está bem definida e é uma isometria, visto que temos uma composição de
isometrias, como já foi mostrado anteriormente no Exemplo 1.69. Ademais,
g1 ◦ g2 é uma aplicação linear, pois g1 e g2 são aplicações lineares.

Além disso, para cada g1 ∈ K, temos g−11 ∈ K. Isto ocorre porque g−11

também é uma isometria, pois é inversa de uma isometria (veja o Exemplo
1.69), e g−11 é linear, visto que g1 é linear.

2) Hg−1 ⊆ H:

Seja g ∈ K. Logo, g ∈ Isom(E) e g é linear. Além disso, sendo a ∈ E,
queremos mostrar que g−1 ◦ Ta ◦ g = Tb, onde b ∈ E. Para isso, basta
considerar b = g−1(a) e observar que

b = g−1(a)

⇒ x+ b = x+ g−1(a)

⇒ g(x+ b) = g(x+ g−1(a))

⇒ g(x) + g(b) = g(x+ g−1(a))

⇒ g(x) + a = g(x+ g−1(a))

⇒ Ta(g(x)) = g(Tg−1(a)(x))

⇒ g−1(Ta(g(x))) = Tg−1(a)(x),

para todo x ∈ E. Logo, g−1 ◦ Ta ◦ g = Tb ∈ H.
Observe que nas implicações acima utilizamos a linearidade da aplicação

g e o fato de que b = g−1(a), ou seja, g(b) = a.

Denotaremos K, dado na proposição anterior, por IsomL(E), ou seja,

IsomL(E) = {g ∈ Isom(E); g é linear}.

Como todos os elementos de IsomL(E) são operadores lineares bijetores de
E (lembrando que isometrias são aplicações bijetoras), temos que IsomL(E)
é um subgrupo de GL(E) (veja o Exemplo 1.42).

56



3.1.3 Isometrias Lineares da Reta e do Plano

Nesta subseção, estudaremos as isometrias lineares da Reta e do Plano. No
caso da Reta, consideraremos apenas a norma euclidiana. No caso do Plano,
iremos considerar a norma euclidiana e outra norma, a saber, a norma da
soma.

Observação 3.3. Seja E um espaço vetorial normado e f : E −→ E um
operador linear sobrejetor. São equivalentes:
i) f é uma isometria.
ii) |f(v)| = |v| para todo v ∈ E.

De fato, supondo (i), temos

|v − 0E| = |f(v)− f(0E)| ⇒ |v| = |f(v)|,

para todo v ∈ E, pois 0E + f(0E) = f(0E) = f(0E + 0E) = f(0E) + f(0E), e
dáı f(0E) = 0E. Logo, temos (ii).

Reciprocamente, supondo (ii), como |f(v)| = |v| para todo v ∈ V , temos:

|f(u− v)| = |u− v| ⇒ |f(u)− f(v)| = |u− v|,

para quaisquer u, v ∈ V , ou seja, f é uma isometria.

Exemplo 3.4. (Isometrias Lineares da Reta) Já hav́ıamos mencionado no
Exemplo 2.5 que dada f ∈ Isom(R), temos apenas duas possibilidades para f :
f(x) = x + a, para todo x ∈ R, ou f(x) = −x + a, para todo
x ∈ R, onde a = f(0). Para que f seja uma isometria linear temos que ter
f(0) = 0 = a. Portanto, se f for uma isometria linear da reta, temos apenas
duas possibilidades para f : f(x) = x, para todo x ∈ R, ou f(x) = −x, para
todo x ∈ R.
Exemplo 3.5. (Isometrias Lineares do Plano) Consideremos o espaço vetorial
real R2 munido do seu produto interno canônico 〈 , 〉 : R2×R2 −→ R2, o qual
é definido por

〈(x1, y1), (x2, y2)〉 = x1x2 + y1y2.

Consideremos também a norma usual do R2: ‖(x, y)‖ =
√
x2 + y2. Esta

é exatamente a norma proveniente do produto interno usual. Observe que a
métrica induzida por esta norma é exatamente a métrica usual do plano.

Considere o R2 munido da norma usual (o plano) e seja f ∈ IsomL(R2).
Como f é linear, existem a, b, c, d ∈ R tais que f(x, y) = (ax+ by, cx+ dy).
Como f é uma isometria, segue da Observação 3.3 que ‖f(v)‖ = ‖v‖ e dáı
‖f(v)‖2 = ‖v‖2, para todo v ∈ R2. Logo,

(a2 + c2)x2 + 2(ab+ cd)xy + (b2 + d2)y2 = x2 + y2,
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para quaisquer x, y ∈ R. Esta última afirmação equivale a

a2 + c2 = b2 + d2 = 1 e ab+ cd = 0.

Dessa forma, existe θ ∈ R tal que a = Cos θ e c = Sen θ. Além disso,
a2b2 + c2b2 = b2 e dáı, como ab = −cd, vale c2 = c2(b2 + d2) = b2. Logo,
b = nc, com n = ±1, e d = −na. Assim, como

f(1, 0) = (a, c) = (Cos θ, Sen θ)

e f(0, 1) = (b, d) = (nSen θ,−nCos θ), a matriz de f em relação à base
canônica é

[f ] =

(
Cos θ nSen θ
Sen θ −nCos θ

)
, com θ ∈ R , n = ±1.

Agora, mostraremos que todos os operadores lineares desta forma são isome-
trias. Para isso, seja f um operador linear tal que:

[f ] =

(
Cos θ nSen θ
Sen θ −nCos θ

)
, com θ ∈ R , n = ±1.

Sendo (x, y) ∈ R2, temos f(x, y) = (ax + by, cx + dy) com a = Cos θ,
b = nSen θ, c = Sen θ e d = −nCos θ. Logo,

||f(x, y)||2 = (a2x2+2abxy+b2y2)+(c2x2+2cdxy+d2y2) = x2+y2 = ||(x, y)||2

e assim, pela Observação 3.3, f é uma isometria.
Como ϕ : GL(R2) −→ GL2(R), definida por ϕ(f) = [f ], é um isomor-

fismo (veja Exemplo 1.42) e mostramos que ϕ(IsomL(R2)) = O2(R), onde

O2(R) =

{(
Cos θ nSen θ
Sen θ −nCos θ

) ∣∣∣∣∣ θ ∈ R, n = ±1

}
temos que ϕ|IsomL(R2) : IsomL(R2) −→ O2(R) é um isomorfismo. O conjunto
O2(R) é um subgrupo de GL2(R), chamado de grupo ortogonal de grau 2 sobre
R.

Geometricamente, observemos que no grupo O2(R) temos dois tipos de
elementos. Para n = 1, temos reflexões enquanto para n = −1 temos rota-
ções.

Sabe-se que C∗ = C − {0}, munido da multiplicação usual de números
complexos, é um grupo (o grupo multiplicativo dos números complexos), e
que C = {z ∈ C ; |z| = 1} é um subgrupo de C∗. Mostra-se que

ψ : DC −→ O2(R)

(a+ bi, n) 7−→ ψ(a+ bi, n) =

(
a −nb
b na

)
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é um isomorfismo, onde DC é um caso particular do grupo DG, mencionado
no Exemplo 1.10, no qual o grupo G é o grupo C. Dáı, temos que IsomL(R2)
é isomorfo também ao grupo DC.

No próximo exemplo mostraremos que o grupo das isometrias lineares
do R2 pode ser isomorfo a outro grupo, diferente do grupo O2(R), quando
consideramos uma norma diferente da usual.

Exemplo 3.6. Considere agora no espaço vetorial real R2 a norma da soma:
‖(x, y)‖s = |x|+|y|. Vamos descrever o grupo IsomL(R2, ‖‖s) das isometrias
lineares do espaço vetorial normado (R2, ‖‖s). Considere

G =

{(
1 0
0 1

)
,

(
1 0
0 −1

)
,

(
−1 0
0 1

)
,

(
−1 0
0 −1

)
,(

0 1
1 0

)
,

(
0 1
−1 0

)
,

(
0 −1
1 0

)
,

(
0 −1
−1 0

)}
.

Mostra-se que G é um subgrupo de GL2(R) isomorfo ao grupo D4 (o grupo
diedral 4). Para ver este isomorfismo, basta observar a classificação dos
grupos de ordem 8, a qual pode ser encontrada em [6], na Seção V I.5. Se f é
um operador linear do R2 tal que [f ] (matriz de f em relação à base canônica)
pertence a G, então f ∈ IsomL(R2). Para verificarmos esta afirmação,
dividiremos em dois casos.

1º caso: Diagonal principal não nula, onde a matriz [f ] é da forma

[f ] =

(
n 0
0 m

)
∈ G,

com n,m ∈ {−1, 1}. Dáı, sendo v = (x, y), temos f(v) = (nx,my). Por-
tanto,

||f(v)|| = |nx|+ |my| = |n| · |x|+ |m| · |y| = |x|+ |y| = ||(x, y)|| = ||v||

e segue da Observação 3.3 que f é uma isometria.
2º caso: Diagonal secundária não nula, onde a matriz [f ] é da forma

[f ] =

(
0 n
m 0

)
∈ G,

com n,m ∈ {−1, 1}. Dáı, sendo v = (x, y), temos f(v) = (ny,mx). Por-
tanto,

||f(v)|| = |ny|+ |mx| = |n| · |y|+ |m| · |x| = |y|+ |x| = ||(x, y)|| = ||v||
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e segue da Observação 3.3 que f é uma isometria.
Supondo agora f ∈ IsomL(R2), tomemos a, b, c, d ∈ R tais que

f(x, y) = (ax+ by, cx+ dy).

Como ‖f(v)‖s = ‖v‖s para todo v ∈ R2, considerando particularmente
v1 = (1, 0), v2 = (0, 1), v3 = (1, 1) e v4 = (1,−1), temos as seguintes
igualdades:

|a|+ |c| = |b|+ |d| = 1 e |a+ b|+ |c+ d| = |a− b|+ |c− d| = 2.

Segue destas igualdades que |a + b| + |c + d| = |a| + |b| + |c| + |d|, e assim,
como |a+ b| ≤ |a|+ |b| e |c+ d| ≤ |c|+ |d|, devemos ter

|a+ b| = |a|+ |b| e |c+ d| = |c|+ |d|

e dáı |a − b| ≤ |a + b| e |c − d| ≤ |c + d|. Usando agora a igualdade
|a + b| + |c + d| = |a − b| + |c − d|, conclúımos que |a − b| = |a + b| e
|c− d| = |c+ d|, donde segue que a ou b é igual a 0 e c ou d é igual a 0. Se
a = 0, então c = ±1, d = 0 e b = ±1 e, portanto [f ] ∈ G. Se b = 0, então
d = ±1, c = 0 e a = ±1 e, dáı [f ] ∈ G.

Considerando novamente o isomorfismo ϕ : GL(R2) −→ GL2(R), menci-
onado no Exemplo 3.5, temos que ϕ(IsomL(R2), || ||s) = G, e dáı conclúımos
que IsomL(R2, || ||s) é isomorfo a G, e portanto ao grupo D4.

3.2 Teorema de Mazur-Ulam

Um questionamento que o leitor pode fazer é: Será que existe alguma
relação entre as isometrias e as transformações lineares? Primeiramente, note
que nem toda transformação linear é uma isometria, e nem toda isometria é
uma transformação linear, como veremos nos próximos exemplos.

Exemplo 3.7. Se considerarmos o plano (o espaço R2 munido da métrica
usual) e a aplicação T : R2 −→ R2, definida por T (x, y) = 2(x, y), mostra-se
que T é uma transformação linear, porém T não é uma isometria, visto que
se considerarmos (1, 0), (1, 2) ∈ R2 temos:

|T (1, 0)− T (1, 2)| = |(0,−4)| = 4 6= 2 = |(0,−2)| = |(1, 0)− (1, 2)|.

Exemplo 3.8. Não necessariamente uma isometria será uma transformação
linear como é o caso do Exemplo 1.68. Note que neste caso, g é uma
isometria como já foi mostrado. Porém, tomando a ∈ E − {0E}, temos
g(0E) = a 6= 0E e assim g não é uma transformação linear.
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Veremos agora que sob certas condições se pode garantir que uma isome-
tria é uma transformação linear.

Proposição 3.9. Seja E um espaço vetorial com produto interno. Se
T : E −→ E é uma isometria tal que T (0E) = 0E, então T é uma transfor-
mação linear.

Demonstração. Inicialmente iremos mostrar que T preserva produto interno,
isto é, 〈T (u), T (v)〉 = 〈u, v〉 para quaisquer u, v ∈ E. De fato, sendo
u, v ∈ E, tem-se:

|T (u)− T (v)|2 = |T (u− v)|2 = 〈T (u− v), T (u− v)〉
= 〈T (u)− T (v), T (u)− T (v)〉
= |T (u)|2 − 2〈T (u), T (v)〉+ |T (v)|2,

onde estamos considerando a norma proveniente do produto interno em ques-
tão. Logo,

|T (u)− T (v)|2 + 2〈T (u), T (v)〉 = |T (u)|2 + |T (v)|2

⇒〈T (u), T (v)〉 =
1

2
(|T (u)|2 + |T (v)|2 − |T (u− v)|2).

Como T é uma isometria e T (0E) = 0E, temos |T (w)| = |w| para todo w ∈ E
e assim

〈T (u), T (v)〉 =
1

2
(|u|2 + |v|2 − |u− v|2).

Portanto,
〈T (u), T (v)〉 = 〈u, v〉.

Agora, mostraremos que T (au + bv) = aT (u) + bT (v) para quaisquer
a, b ∈ R e u, v ∈ E, ou seja, que T é linear. De fato, como

|T (au+ bv)− aT (u)− bT (v)|2 = |T (au+ bv)|2 + a2|T (u)|2 + b2|T (v)|2

− 2a〈T (au+ bv), T (u)〉
− 2b〈T (au+ bv), T (v)〉+ 2ab〈T (u), T (v)〉
= |au+ bv|2 + a2|u|2 + b2|v|2

− 2a〈au+ bv, u〉 − 2b〈au+ bv, v〉+ 2ab〈u, v〉
= |au+ bv − au− bv|2 = 0,

onde na terceira igualdade usamos o fato de que T preserva produto interno,
segue que T (au+ bv)− aT (u)− bT (v) = 0E.
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Veremos no próximo exemplo que sem a hipótese de isometria, não con-
seguiŕıamos necessariamente concluir que a transformação é linear.

Exemplo 3.10. Considere a aplicação T : R −→ R, definida por T (x) = x2.
De fato, nesta aplicação temos T (0) = 0, porém se considerarmos α = 2 e
x = 3, temos:

T (αx) = T (2 · 3) = (2 · 3)2 = 36 6= 18 = 2 · 32 = αx2 = αT (x).

Portanto, T não é linear e não é dif́ıcil de verificar que T não é uma isome-
tria.

O próximo passo será dá uma demonstração de um teorema que generaliza
a Proposição 3.9, visto que neste teorema retiramos a hipótese de produto
interno. Mas antes de demonstrá-lo, precisaremos dos seguintes lemas.

Lema 3.11. Sejam X e X ′ dois espaços vetoriais normados sobre os reais e
T : X −→ X ′ uma isometria tal que T (x+ y) = T (x) + T (y) para quaisquer
x, y ∈ X. Então T (αx) = αT (x) para quaisquer α ∈ R e x ∈ X.

Demonstração. Dividiremos essa demonstração em quatro passos:
1 Passo: T (nx) = nT (x), ∀n ∈ N ∪ {0}.
Esse passo será demonstrado por indução. Como

T (0X) = T (0X + 0X) = T (0X) + T (0X),

temos T (0X) = 0X e assim temos o caso n = 0. O caso n = 1 é imediato.
Suponha que T (nx) = nT (x), para algum n ∈ N. Queremos mostrar que
T ((n+ 1)x) = (n+ 1)T (x). Com efeito,

T ((n+ 1)x) = T (nx+ x) = T (nx) + T (x),

visto que por hipótese T (x+y) = T (x) +T (y), para quaisquer x, y ∈ X. Por
hipótese de indução T (nx) = nT (x), então

T (nx) + T (x) = nT (x) + T (x) = (n+ 1)T (x).

Assim, T ((n + 1)x) = (n + 1)T (x) e portanto T (nx) = nT (x), para todo
n ∈ N.

2 Passo: T (px) = pT (x), ∀p ∈ Z.
Mostremos agora o caso p = −1. Como T (0X) = 0X , temos:

T (x+ (−x)) = 0

⇒T (x) + T (−x) = 0

⇒T (−x) = −T (x),
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para todo x ∈ X. Se p for um número inteiro negativo diferente de −1, note
que p = −|p| e assim

T (px) = T (−|p|x) = −T (|p|x),

onde essa última igualdade segue do fato que T (−x) = −T (x), para todo
x ∈ X. Mas segue do 1 Passo que −T (|p|x) = −|p|T (x). Dáı,

T (px) = T (−|p|x) = −T (|p|x) = −|p|T (x) = pT (x).

Logo, unindo o 1 e o 2 Passo temos T (px) = pT (x), para todo p ∈ Z.

3 Passo: T (rx) = rT (x), ∀r ∈ Q.
De fato, considere r =

p

q
, com p, q ∈ Z e q > 0. Logo,

T (rx) = T

(
p

q
x

)
= pT

(
1

q
x

)
,

onde a última igualdade segue do 2 Passo. Mas

pT

(
1

q
x

)
=
p

q
qT

(
1

q
x

)
=
p

q
T (x) = rT (x).

Assim, T (rx) = rT (x) para todo r ∈ Q.

4 Passo: T (αx) = αT (x), ∀α ∈ R.
Fixado α ∈ R, seja (rn)n∈N um sequência de números racionais conver-

gindo para α. Segue do Exemplo 1.60 e da Proposição 1.62 que αx = lim rnx,
e dáı

T (αx) = T (lim rnx) = limT (rnx),

pois T é cont́ınua, já que é isometria (aqui novamente usamos a Proposição
1.62). Segue do 3 Passo que limT (rnx) = lim rnT (x) e portanto

T (αx) = limT (rnx) = lim rnT (x) = αT (x),

sendo a última igualdade consequência do Exemplo 1.60 e da Proposição 1.62.

Lema 3.12. Seja o diâmetro de An o número real:

diam(An) = sup{d(x, y) ; x, y ∈ An}.

Sejam M um espaço métrico e A1 ⊇ A2 ⊇ A3 ⊇ . . . subconjuntos limitados
tais que

⋂∞
n=1An é não vazia e limn→∞diam(An) = 0. Então,

⋂∞
n=1An é um

conjunto unitário.
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Demonstração. Sejam a, b ∈
⋂∞
n=1An. Dessa forma, a, b ∈ An, para todo

n ∈ N. Logo, d(a, b) ≤ diam(An), para todo n ∈ N, e assim

0 ≤ d(a, b) ≤ limn→∞diam(An) = 0.

Dáı d(a, b) = 0, e portanto a = b.

Observação 3.13. Observe que o Lema 3.12 é um resultado muito similar
ao Teorema dos Intervalos Encaixantes. Enquanto que no Lema 3.12,
não temos a hipótese de subconjuntos fechados e temos as hipóteses que a⋂∞
n=1An é não vazia e limn→∞diam(An) = 0, no Teorema dos Intervalos

Encaixantes temos as hipóteses de subconjuntos fechados e limitados.

Teorema 3.14. (Mazur-Ulam) Sejam X e X ′ dois espaços vetoriais normados
sobre os reais e T : X −→ X ′ uma isometria tal que T (0X) = 0X′. Então T
é linear.

Demonstração. Fixemos x, y ∈ X um par de pontos e consideremos z o ponto
médio:

z =
x+ y

2
.

O ponto z satisfaz

|x− z| =
∣∣∣∣x− x+ y

2

∣∣∣∣ =
|x− y|

2
=

∣∣∣∣y − x+ y

2

∣∣∣∣ = |y − z|.

Denotemos por A o conjunto de todos os pontos u ∈ X que satisfaçam

|x− u| = |y − u| = |x− y|
2

(I)

Afirmamos que o conjunto A é simétrico com relação ao ponto z, isto é, se
u ∈ A, então 2z − u ∈ A. De fato, note que 2z = x+ y e assim

(2z − u)− x = x+ y − u− x = y − u
e

(2z − u)− y = x+ y − u− y = x− u.
Como u ∈ A, segue de (I) que

|(2z − u)− x| = |y − u| = |x− y|
2

= |x− u| = |(2z − u)− y|.

Logo, 2z − u ∈ A e portanto A é simétrico com relação ao ponto z.
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Segue de (I) que A é limitado. Como A é simétrico com relação a z, então
u, 2z − u ∈ A para todo u ∈ A. Portanto, pela definição de diâmetro, temos
2|z − u| = |2z − u− u| ≤ diam(A) para todo u ∈ A, e dáı

|z − u| ≤ 1

2
diam(A) , ∀ u ∈ A.

Denotemos por A1 o conjunto de todos os pontos p ∈ A que satisfaçam

|p− u| ≤ 1

2
diam(A) , ∀ u ∈ A. (II)

Afirmamos que o conjunto A1 também é simétrico com relação ao ponto z,
ou seja, se p ∈ A1, então 2z − p ∈ A1. De fato, para todo u ∈ A temos

(2z − p)− u = (2z − u)− p

e dáı |(2z − p) − u| = |(2z − u) − p|. Como 2z − u ∈ A, desde que u ∈ A,
segue de (II) que

|(2z − p)− u| = |(2z − u)− p| ≤ 1

2
diam(A).

Segue de (II) que o diâmetro de A1 não excede a metade do diâmetro
de A, pois |u1 − p| ≤ (1/2)diam(A) para quaisquer u1, p ∈ A1, uma vez que
(por construção) todo elemento de A1 está em A.

Partindo agora de A1, podemos construir

A2 = {p ∈ A1; |p− u| ≤ (1/2)diam(A1), ∀ u ∈ A1} (III)

e usar o que foi feito anteriormente para mostrar que z ∈ A2, A2 é simétrico
com relação a z e diam(A2) ≤ (1/2)diam(A1).

Podemos repetir essa construção e obter uma sequência de conjuntos en-
caixados A ⊇ A1 ⊇ A2 ⊇ ... , todos contendo o ponto z, todos simétricos
com relação a z e com os diâmetros satisfazendo:

diam(An+1) ≤
1

2
diam(An). (IV )

Como diam(An) ≥ 0 (por definição) e diam(An) ≤ 1

2n
diam(A) para todo

n ∈ N (o que prova-se por indução, utilizando (IV )), temos

0 ≤ dAn ≤
1

2n
dA. (V )
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Como lim
1

2n
dA = 0, utilizando o Teorema do Confronto em (V ), conclúı-

mos que diam(An) tende para zero. Mas, se diam(An) tende para zero, pelo
Lema 3.12 conclúımos que a interseção de todos os conjuntos An é apenas o
ponto z.

Tomando agora em X ′ os elementos

x′ = T (x) , y′ = T (y) e z′ = (x′ + y′)/2

denotemos por A′, A′1, . . . , A′n, . . . os conjuntos definidos a partir de x′ e
y′, análogos àqueles definidos em X. De modo análogo, mostramos que a
interseção de todos os conjuntos A′n é apenas o ponto z′.

Observando a condição (I), que define o conjunto A, e a condição análoga
envolvendo x′ e y′, que define o conjunto A′, conclúımos que
T (A) ⊆ A′ e T−1(A′) ⊆ A, já que T e T−1 são isometrias. Logo, T (A) = A′ e
diam(A) = diam(A′). Ademais, observando a condição (II), que define o
conjunto A1, e a condição análoga envolvendo x′ e y′, que define o conjunto
A′1, conclúımos que T (A1) = A′1 e dáı diam(A1) = diam(A′1). Indutiva-
mente, temos T (An) = A′n para todo n ∈ N. Como T é bijetora, segue que
T leva a interseção dos An na interseção dos A′n. Como estas interseções são,

respectivamente,
x+ y

2
e
x′ + y′

2
, tem-se

T

(
x+ y

2

)
=
x′ + y′

2
=
T (x)

2
+
T (y)

2
. (V I)

Considerando y = 0X e usando a hipótese que T (0X) = 0X′ , conclúımos

que T
(x

2

)
=
T (x)

2
. Tomando então u, v ∈ X, x = 2u e y = 2v, e aplicando

(V I), temos:

T (u+ v) = T

(
x+ y

2

)
= T

(x
2

)
+ T

(y
2

)
= T (u) + T (v).

Isto mostra a primeira condição da linearidade. A segunda condição da
linearidade segue do Lema 3.11.

Uma das consequências do Teorema de Mazur-Ulam é o corolário que
apresentaremos a seguir. O resultado que será apresentado neste corolário é
muito importante, pois descreve a estrutura algébrica do grupo das isometrias
de um espaço vetorial real normado, em termos das translações e isometrias
lineares.
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Corolário 3.15. Considere o subgrupo H = {Ta ; a ∈ E} de Isom(E) (men-
cionado na Proposição 3.1) e o seguinte conjunto

N = {f ∈ Isom(E) ; f(0E) = 0E}.

Temos N = IsomL(E) e Isom(E) = HN .

Demonstração. Como toda transformação linear tem o vetor nulo como ponto
fixo, tem-se IsomL(E) ⊆ N . A inclusão contrária é consequência imediata
do Teorema de Mazur-Ulam.

Suponha agora que g ∈ Isom(E) e definamos as seguintes aplicações:

f : E −→ E
x 7−→ f(x) = g(x)− g(0E)

e
Tg(0E) : E −→ E

x 7−→ Tg(0E)(x) = x+ g(0E).

Observe que a aplicação f pertence a N e a aplicação Tg(0E) pertence a H.
Para ver que f ∈ N , basta observar que é uma isometria (uma vez que g é)
e f(0E) = 0E. Como

f(x) = g(x)− g(0E)

⇒ g(x) = f(x) + g(0E)

⇒ g(x) = (Tg(0E) ◦ f)(x),

para todo x ∈ E. Assim, g ∈ HN e portanto Isom(E) = HN.

Para encerrar, vamos ver o grupo de isometrias Isom(E) como um pro-
duto semidireto de N por H. De fato, temos:

i) Isom(E) = HN = NH
Sejam G um grupo e H e N subgrupos de G. Quando falamos no

Caṕıtulo 1 sobre o produto de subgrupos HN , mencionamos que:

HN é subgrupo de G⇐⇒ HN = NH.

Como pelo Corolário anterior temos Isom(E) = HN , conclúımos que HN é
um subgrupo, e portanto HN = NH.

ii) H ∩N = {IdE}
Para ver isso, considere h ∈ H ∩N . Dessa forma,

h = Ta : E −→ E
x 7−→ Ta(x) = x+ a
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para algum a ∈ E, e h(0E) = 0E. Logo, h(0E) = 0E + a = 0E, e portanto
a = 0E. Então,

h = T0E : E −→ E
x 7−→ T0E(x) = x+ 0E = x,

e assim h = T0E = IdE.

iii) H E Isom(E)

Como Isom(E) = HN , então, sendo g ∈ Isom(E), temos g = φ◦Tc, onde
φ ∈ N e Tc ∈ H. Queremos mostrar que Hg ⊆ H, para toda g ∈ Isom(E).
Sendo assim, para a ∈ E, arbitrário, considere a seguinte aplicação

Tφ(a) : E −→ E
x 7−→ Tφ(a)(x) = x+ φ(a).

Observe que Tφ(a) ∈ H. Ademais, temos:

(g ◦ Ta ◦ g−1)(x) = (φ ◦ Tc ◦ Ta ◦ (φ ◦ Tc)−1)(x)

= (φ ◦ Tc ◦ Ta ◦ T−1c ◦ φ−1)(x)

= (φ ◦ Ta ◦ Tc ◦ T−1c ◦ φ−1)(x)

= φ(Ta(φ
−1(x)))

= φ(φ−1(x) + a)

= φ(φ−1(x)) + φ(a)

= x+ φ(a)

= Tφ(a)(x),

para todo x ∈ E. Na terceira igualdade acima, utilizamos o fato que os
elementos de H comutam. Posteriormente, utilizamos o fato da aplicação φ
ser linear, pois φ ∈ N .
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[12] VIEIRA, V. L. Álgebra Abstrata para Licenciatura. 2ª Edição. Campina
Grande: EDUEPB, 2015.

69


