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Resumo

Nosso trabalho € dedicado ao estudo de Sistemas de Equagdes Diferenciais Lineares e nao
Lineares. A priori, revisamos alguns conceitos e resultados da Algebra Linear que de alguma
maneira estdo relacionados as solucdes dos sistemas de equagdes diferenciais ordindrias. A
posteriori, usamos exponenciais de matrizes para encontrar solugdes de sistemas de equacdes
diferenciais lineares com coeficientes constantes, bem como estudamos algumas aplicacoes
classicas, a saber: Lei do Resfriamento de Newton, O Oscilador Harmonico € O Problema da
Mistura. Estudamos também um Modelo Epidemiolégico Aplicado a Evolugao da COVID-19

no Brasil, uma aplicacdo referente a Sistemas de Equacdes Diferenciais ndo Lineares.



Abstrat

Our work is dedicated to the study of Systems of Linear and Nonlinear Differential Equati-
ons. A priori, we review some concepts and results of Linear Algebra that are somehow related
to the solutions of systems of ordinary differential equations. A posteriori, we use matrix expo-
nentials to find solutions of systems of linear differential equations with constant coefficients, as
well as studying some classical applications, namely: Newton’s Law of Cooling, The Harmonic
Oscillator and The Mixture Problem. We also studied an Epidemiological Model Applied to the
Evolution of COVID-19 in Brazil, an application referring to Systems of Nonlinear Differential

Equations.
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Introducao

As equagdes diferenciais modelam vérios fendmenos fisicos, quimicos e biolégicos. Muitas
vezes, na modelagem desses fendmenos, sdo necessarias mais de uma equacgdo diferencial, ou
seja, € necessario um sistema de equagdes diferenciais. Instigados na interpretacdo de tais
fendmenos, formulados por essas equagdes, € que se iniciou o seu estudo a partir dos métodos do
Cdlculo Diferencial e Integral, por seus percursores Newton e Leibniz, durante o século XVII.
Com a consolidacdo gradual desses métodos, nascera um novo ramo da Matematica intitulada
Teoria das Equagdes Diferenciais, que no século XVIII, tornou-se uma disciplina independente
de suma importancia e como método mais efetivo para pesquisa cientifica. As contribui¢des
de Euler, Lagrange, Laplace, entre outros, expandiram notavelmente o conhecimento dentro
do Célculo de Variagdes, Mecanica Celeste, Teoria das Oscilacdes, Elasticidade, Dinamica dos
Fluidos, etc (ver [I18]]).

A principio, o processo de expressar as solugdes iniciou em representd-las em termos de
funcdes elementares: polinomiais, racionais, trigonométricas, exponenciais. A posteriori, quan-
do a relagdo inversa entre diferenciacdo e integracao tinha sido percebida, passou-se a também
expressar tais solucdes em termos de uma integral (quadratura). No entanto, foi se verifi-
cando que apenas um nimero pequeno de equagdes diferenciais podiam ser resolvidas em ter-
mos de funcdes elementares, necessitando de engenhosas substituicdes ou algoritmos para sua
resolucgao (ver [4]).

O objetivo deste trabalho consiste em estudar os sistemas de equagdes diferenciais lineares e
ndo lineares, no que tange a existéncia e caracterizacao das solucdes e fazer algumas aplicacoes
a problemas do cotidiano como, por exemplo, para encontrarmos a quantidade de sal em cada
tanque no instante de tempo ¢, dados que eles se encontram interligados (ver na[5.1.3), para
sistemas lineares e 0 modelo compartimental usado para estudar a dinamica da COVID-19 (ver
nal5.2.1)).

Nosso trabalho estd organizado da seguinte maneira: no Capitulo 1, revisamos alguns con-
ceitos e resultados da Algebra Linear que de alguma forma estio relacionados as solu¢des dos
sistemas de equacgdes diferenciais ordinarias. No Capitulo 2, apresentamos o conceito de expo-
nencial de uma matriz no espago M (n) das matrizes quadradas de ordem n com coeficientes
reais. No Capitulo 3, apresentamos alguns conceitos e resultados da Teoria das Equagdes Dife-
renciais Ordindrias, mais especificamente no que diz respeito ao estudo de solucdes de sistemas

de equacdes diferenciais, bem como alguns exemplos e aplicacOes desta teoria. No Capitulo



4, estudamos a resolucdo de sistemas de equacdes diferenciais por meio de exponencial de
matrizes. No Capitulo 5, veremos algumas aplicagdes importantes referentes a sistemas de
equagoes diferenciais lineares e ao sistema de equagdes nao linear que modela o comporta-
mento da evolu¢do da COVID-19. Finalmente, no Apéndice, apresentamos alguns resultados

que sao utilizados, em algum momento, no nosso trabalho.



Capitulo 1

Alguns Conceitos da Algebra Linear

Neste capitulo revisamos alguns conceitos e resultados da Algebra Linear os quais estdo,
de alguma forma, relacionados com o estudo de Sistemas de Equacdes Diferenciais Ordindrias.

Para isso, utilizamos as referéncias [5] e [11].

1.1 Definicoes Preliminares

Nesta secao introduzimos alguns conceitos preliminares para o estudo das matrizes aborda-
dos em [5]].

Definicao 1.1. Denotamos um vetor

para a sequéncia de nimeros x, xs, . . ., T,. Os nimeros x1, To, . . ., x, sdo chamados as coor-
denadas de x. Se 1 = x1(t), o = x2(t), ..., 2, = x,(t), onde x; : I C R — R é uma fungédo

continua, para todo j = 1,2, ..., n, entdo

€ chamada uma fung¢do com valores vetoriais. Se cada z; € diferencidvel, a derivada de x(t),
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¢ a funcdo cujos valores vetoriais sdo

[ daq(t) ]
Cdt
dxs(t)
Cdt

dx,(t)
L dt

Definicao 1.2. Denotamos uma matriz

aix Q2 - Qip

Q21 Q22 -+ d2p

Am1l Am2 *°° Gmn

como um quadro de nimeros a;; dispostos em m linhas e n colunas. O elemento que estd na
i-ésima linha e na j-ésima coluna € indicado por a;;, o primeiro indice identificando sua linha e

o segundo, sua coluna. Dizemos que A € uma matriz quadrada se m = n.

Defini¢ao 1.3. Seja A uma matriz quadrada de ordem 7 com elementos a;; € seja x um vetor
com coordenadas xq, xs, ..., x,. Definimos o produto de A por z, o qual indicamos por Az,

como o vetor cuja i-ésima componente é
a;1T1 + Q0T + - - - —|—ainxn, 1= 1,2, e, N

Em outras palavras, a i-ésima coordenada de Az é a soma dos produtos dos termos corres-

pondentes da i-ésima linha de A pelo vetor x. Ademais,

ann a2 - A x
Q21 Q22 -+ Q2p T2
Ax =

| Gn1 Qn2 " Qnp Tn
a1121 + Q1229 + *+ + + A1pTh
2171 + Q2% + - -+ + A2, Ty

| Gn1T1 + Ap2T2 + - A ApnTp

Definicao 1.4. Seja ¢ um nimero real e x um vetor com n coordenadas 1, xs, . . . , x,. Defini-

mos multiplicacdo por escalar, denotado por cx, como o vetor cujas coordenadas sdo cry, cra,

11



.., CTy, 1StO &,

T CTq
) CTo
cx=c| | =
Tn Cxy
Por exemplo, se
-1 -1 -3
c=3 ex= 2 | ,entdo 3x =3 2 | = 6
7 7 21
Definicao 1.5. Sejam x e y vetores com coordenadas =1, s, ..., T, € Y1, Y2, - - - , Tp, TESPECti-

vamente. Definimos adi¢do vetorial, denotada por x + y, como o vetor cujas coordenadas sdao

1+ Y1, T2+ Yo, ..., Ty + Yn, 1StO €,

Ty (1 1+
T2 Y2 To + Y2
rty=| . | T| . | = :
In Yn Tn + Yn
Por exemplo, se
-1 -1
3 2 t~ n 3 n 2
r = e y= , entdo = =
-5 Y Y -5 7
0 4 0 —4 —4

Lema 1.1. Seja A uma matriz quadrada de ordem n. Para quaisquer dois vetores x e y e
qualquer constante c,
(a)A(cx) = cAx;
(b)A(x +y) = Az + Ay.
Demonstrag¢do. (a) Mostramos a igualdade de dois vetores quando as coordenadas correspon-
dentes de ambos sdo iguais. Agora, podemos observar que a i-ésima coordenada do vetor cAx
é

CaiTy + CappTin + -+ F CApTin = (T + T + -+ QnTin),

e a i-ésima componente de A(cx) é
ai(czi) + an(cri) + -+ + @in(crin) = c(anmi + @i + ... + GinTin).-
Conclusdo: A(cx) = cAx.
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(b) Podemos observar que a i-ésima coordenada do vetor A(x + y) é
ai (1 + Y1) + -+ Qin(Tn + Yn) = (@aT1 + -+ nTn) + (@Y o+ i)

O que implica na igualdade da i-ésima coordenada do vetor Ax + Ay; pelo fato de a i-ésima
coordenada de Ax ser a;1x1 + - - - + a;, T, € a i-ésima coordenada de Ay ser a;1y1 + -+ - + GinYn.
Portanto, A(z +y) = Az + Ay. O

1.2 Espacos Vetoriais

Dizemos que um conjunto V' é um espacgo vetorial, cujos elementos sdo denominados
vetores, quando pudermos definir duas operacdes: a adicao, que a cada par de vetores z,y € V
faz corresponder um novo vetor x + y € V, chamado a soma de z e y, e a multiplicacao por
um numero real, que a cada a real e a cada vetor y € V' faz corresponder o vetor ay, chamado
o produto de a por y. Essas operagdes devem satisfazer para quaisquer a, b € Rez,y, 2z € V

as condi¢des abaixo, chamadas os axiomas de espago vetorial:
(1) lei comutativa:
rTH+yY=y+x;
(i1) lei associativa:
(z+y)+z=ax+(y+2)

(ab)x = a(bx);
(iii) vetor nulo: existe um vetor 0 € V', chamado vetor nulo, ou vetor zero, tal que

v+0=0+7v=u;

(iv) inverso aditivo: para cada = € V existe um vetor —x € V/, chamado o inverso aditivo, ou
simétrico, de x tal que
—zr+zx=z+(—x)=0;

(v) multiplicagdo por 1:

l.x =z

(vi) distributividade:
a(x +y) = ax + ay,

(a+b)x = ax + bu.

Observagdo 1.1. Esta implicito nos axiomas acima o fato de que se x e y estdo em V/, entdo a

combinacdo linear ax + by estd em V' para quaisquer a e b constantes reais.
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Observagdo 1.2. Os nimeros a e b sdo usualmente nimeros reais, exceto em certos casos espe-

ciais onde serdo nimeros complexos.

Exemplo 1.1. Seja V' o conjunto de vetores

L1
4
xr =
T
taisque x; € R;2 =1,2,...,n. Definimos = 4+ y e cx como a adi¢do vetorial e a multiplicacdo

por escalar vistas na Definicdo Entdo V' é um espaco vetorial com essas operagdes. De

fato, podemos observar que o vetor zero € a sequéncia

0
0
Tr =
0
e o vetor —z € o vetor
X U1
. . X2 Y2
Para quaisquer a e b reais e v = _ e y= _ pertencentes a 1/, temos que
T Yn
T Y1 axry by axy + by,
To Yo axs by axs + by
ar+by=a| | +b| | | = . + ) = )
Ty Yn axy, by, ax, + by,

Este espaco € usualmente chamado o espago euclidiano n — dimensional e é denotado por

R™.
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Exemplo 1.2. Seja V' o conjunto de vetores

L1
L2
xr =
Tn
tais que z; € C,7 = 1,2,...,n. Definimos z + y e cx, para qualquer nimero complexo c,

como a adigdo vetorial e a multiplicacdo por escalar vistas na Defini¢do [I.5] Verifica-se, sem
dificuldades, que estas operacdes fazem de V' um espacgo vetorial. Este espaco € usualmente

chamado o espago complexo n — dimensional e é indicado por C".

Exemplo 1.3. Seja V' o conjunto de todas as matrizes quadradas de ordem n. Definimos a soma
de duas matrizes A e B como a matriz obtida somando os elementos correspondentes de A e

B, e a matriz cA como a matriz obtida multiplicando por ¢ cada elemento de A. Em outras

palavras,
11 a2 - Qip bii bz -+ bip
Q21 Q22 -+ QA2p bar bay - boy
A+B= ] ] . + ]
| Gn1 Ap2 " Qpp bnl bn2 o bnn
a1 +bn aip+bi2 - ap, + by,
agr +ba1  aga +bay - agy + bay
| Qn1 =+ bnl (p2 + bn2 R Y bnn
e
ay; aiz - Qip ca;; Cayz -+ Caip
Q21 Qg2 -+ Q2pn Cag1 Ca22 -+ Cdap
cA=c ] . ] =
p1 QAp2 - App Chp1 CApz -+ Clpp

O conjunto V' € um espaco vetorial com essas operacoes de adi¢ao de matrizes e multiplicagdo
por escalar. De fato, os axiomas (i), (i7), (v) e (vi) sdo automaticamente verificados, pois tudo
que estamos fazendo ao adicionar duas matrizes ou multiplicar por um nimero real € adicionar

ou multiplicar nimeros reais. O vetor zero, ou a matriz nula, é a matriz cujos elementos sdao
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todos iguais a 0, e a matriz simétrica de qualquer matriz A é a matriz

—a11 —Q12 - —Aip
—Q21 —QA22 -+ —A2p
—Qp1 —Qp2 cc —App

Comumente, denotamos este espago vetorial por M (n).

1.3 Dimensao de um Espaco Vetorial

Nesta secdo estudamos alguns conceitos e resultados relacionados a dimensao de um espago

vetorial. Para isso, seguimos [3]].

2

Defini¢iio 1.6. Dizemos que um conjunto de vetores x!, 2%, ..., 2" gera V se todo elemento de

V for escrito como uma combinacdo linear de z*, 22, ..., 2™

Exemplo 1.4. Seja VV = R" e suponhamos que ¢’ indique o vetor com 1 na j-ésima posi¢ao e

zeros em todas as outras posicoes, isto €,

0
0
1 _ 2 n o __
€ = ) € = I ) € =
0
O conjunto de vetores e!, €2, ..., e" gera R™, pois qualquer vetor
L1
L2
r =
Tn
pode ser escrito sob a forma
T 0
0 L2 1 2 n
T = ) + . + -+ . =216 + X26" + -+ xp€".
0 0 Tn
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Definicao 1.7. Dizemos que um conjunto de vetores x!, 2%, ..., 2" em V é linearmente depen-
dente se um desses vetores € uma combinacdo linear dos demais. Equivalentemente, dizemos
que um conjunto de vetores x!, 2%, ..., 2" é linearmente dependente se existem constantes

c1,Ca, . . ., Cy, NA0 todas nulas, tais que
1 2 n __
ar +cox®+ -+ e =0.
De fato, se 2/ é uma combinacdo linear de z*, ..., 2771, 271 . . 2" isto é,
R R e e S ST n
=car+ -+ ar T o e
entdo a combinagdo linear
j—il j j+1 n_
cxy + -+ -+ et =0
e nem todas as constantes sdo zero. Reciprocamente, se
1+ x4+ 4 e =0

e ¢; # 0 para algum 7, entdo podemos dividir por ¢; e escrever 27 como combinagio linear de

ol 297 29t 2™, Podemos considerar, por exemplo, ¢; # 0. Com isso,
Co C3 Cn
ot = - - gt - D
C1 C1 C1

2

Defini¢ao 1.8. Dizemos que os vetores ', 22, ..., 2" sdo linearmente independentes se ne-

nhum deles pode ser escrito como combinagdo linear dos demais. A maneira mais precisa de

2

izer 1 S xh,x, ..., z" sdo li i a
dizer isso é que os vetores ', 2, ..., 2" sdo linearmente independentes se a equacio

1y + cox? 4+ -+ ™ =0

implica, necessariamente, em que todas as constantes cq, ¢, . . . , ¢, sa0 nulas.
Exemplo 1.5. Seja V = R" e sejam ¢!, ¢2, ..., e" os vetores
0
0
61 = ’62 = ) ’en -
0
Para determinarmos se e!, €2, ..., e" sdo linearmente dependentes ou linearmente indepen-
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dentes, escrevemos a equacao

1 2
cre” + coe” + -4 e =0,

isto &,

C1 O +02 0 —|—+Cn 0 =

0 0 1 0

O primeiro membro dessa equagdo € o vetor

Cn

Portanto, ¢; = 0,¢c5 = 0,...,¢, = 0. Conclusdo: e, e?, ..., e" sdo vetores linearmente
) ) ) ) ) )

independentes em R".

Definicao 1.9. Seja V um espago vetorial. Definimos a dimensao de V', e denotamos por dimV/,
como sendo o menor nimero de vetores linearmente independentes que geram V. Quando a
dimensao de V' for finita, dizemos que V' € um espaco de dimensao finita. Consequentemente,
dizemos que V' € um espaco de dimensao infinita se nenhum conjunto com um ndmero finito de

vetores gera V.

Lema 1.2. Um conjunto de m equagdes lineares homogéneas com n incognitas 1, s, ..., Ty

admite sempre uma solucdo ndo trivial se m < n. Isto é, um conjunto com m equacdes em n

incognitas
a11T1 + A12T9 + - + ATy = 0
A21T1 + A22xo + *++ + ATy, = 0
..................................................... (1.1)
Am1T1 + AQpaXe + - - - + App Ty = 0
sempre tem uma solucdo v, xs, . .., x,, diferentede xt1 =19 = --- =2, =0, se m < n.

Demonstragdo. Demonstraremos por inducao em m. Se m = 1, o Lema é certamente verda-
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deiro, pois, nesse caso, temos uma unica equacao da forma
a;1xry + a1 + -+ - + 1Ty = 0,

com n > 2. Podemos encontrar uma solucdo nio trivial dessa equacgdo, se a;; = 0, conside-

rando z; = 1,29 = 0,...,x, = 0. Podemos também considerar a;; # 0,20 = 1,...,z, = 1
(@12 + -+ + a1n) .. ~
er; = — , que teremos uma solu¢do ndo trivial dessa equagcdo. Agora, por
an
hipétese de inducdo, vamos supor que o Lema seja verdadeiro para algum m = k. Consequen-

temente, param =k + 1le k + 1 < n, sejam as k + 1 equagdes em n incognitas x1, T, ..., Ty

a11T1 + 129 + * -+ + ATy = 0

A21T1 + Q22X + +++ + ATy = 0

.............................................................. (1.2)
41101 + Agg1,2T2 + * - + Q1,0 = 0.

Se ay1,a91, ..., a1, S0 todos coeficientes nulos, entdo 1 = 1,20 = 0,..., 2, = 0¢€
evidentemente uma solu¢@o ndo trivial. Podemos, assim, considerar que pelo menos um desses

coeficientes nao € zero. Sem perda de generalidade, podemos admitir que a;; # 0. Entéo,

12 a13 A1n
€T = ——TLg— —XLg— "+ — —Tp.

a1 a1 a1

Substituindo este valor de z; nas restantes das equagdes a partir da segunda, obtemos as

equacdes equivalentes

a1y + a2y + a13T3 + - - + a1, =0

522$2 + 5231'3 + -+ bgn.il?n =0
............................................................. (1.3)

bkgl‘g + bkgxg + -t bknxn =0

bit1,202 + bpgr1373 + -+ + by pn, =0

;1015

onde b;; = a;;— . Ora, as ultimas k equagdes de (|1.3)) sdo k£ equacdes lineares homogéneas

aii
nas (n — 1) incognitas s, . .., x,. Ademais, k é menor que n — 1, pois k& + 1 € menor que n.
Assim, pela hipétese de indugdo, estas equagdes t€ém uma solugdo nao trivial x,, ..., z,. Uma

Vvez que To, . . . , X, sdo conhecidas, obtemos, como antes,

a11T2 + -+ + 1Ty,

I =
a11
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da primeira equacgao de (1.3). Isto estabelece o Lema para m = k + 1 e, portanto, para todo m,

por indugdo. 0

Lema 1.3. Num espaco m-dimensional, qualquer conjunto de n > m vetores deve ser linear-
mente dependente. Em outras palavras, o niimero mdximo de vetores linearmente independen-

tes num espago de dimensdo finita é a dimensdo do espago.

Demonstragdo. Uma vez que dimV = m, existem m vetores linearmente independentes x!, 22,

...,x™ que geram V. Sejam y', 4%, ..., y" um conjunto de n vetores em V', com n > m. Pelo

2

fato de que x', 2, ..., 2™ geram V/, todos os ¢/ podem ser escritos como combinagdes lineares

desses vetores. Mais precisamente, existem a;;, 1 <i < n, 1 < j < m, tais que

1 2
Yy =anr + apr’+ -+ ap,r™

1 2
Y= anT + axpr’ + -+ ag,r™

..................................................... (1.4)
Y= apat + apea® + - 4 apma™
Para verificarmos se y*, 3%, ..., y" sdo linearmente dependentes ou linearmente indepen-
dentes, consideremos a equagao
Clyl —+ C2y2 + .-+ Cnyn = 0 (1.5)
Usando (1.4) podemos reescrever (1.5]) sob a forma
0=cy' +ey® +- +cy”
= (c1a11 + 4 1)1 + (Cra19 + - -+ + Cpng) 7
+oe 4+ (Clalm + -+ cnanm)xm'
Esta equagio estabelece que uma combinagio linear de z', 2%, ..., 2" é zero. Pelo fato

2

de que z', 22, ..., 2" sdo linearmente independentes, todos esses coeficientes devem ser todos

nulos. Assim,

C1G11 + C2Q91 + -+ + Cpln1 = 0

C1Q12 + C2Q92 + * ** + CrQpo = 0
................................................... (1.6)
C1A1m + C2Q2m + + + + Cplpy = 0.

Ora, podemos observar que o sistema de equagdes (1.6)) € um conjunto de m equagdes line-

ares homogéneas nas n incognitas ¢y, ca, . . ., ¢, com n > m. Pelo Lema[l.2] essas equacdes
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admitem uma solugdo nao trivial. Existem, portanto, constantes ¢y, cs, . . . , ¢, nd0 todas nulas,
tais que
1 2
Gy + oy 4 Aoy = 0.

Isso nos diz que y', y?, ..., y" sdo linearmente dependentes. [
Teorema 1.4. Se n vetores linearmente independentes geram V', entdo dimV = n.

Demonstracdo. Sejam n vetores independentes que geram V', entdo, por definicao de dimensao
de um espago, dimV" < n. Pelo Lema[l.3] n < dimV. Conclusdo: dimV = n. O

Exemplo 1.6. Seja V' = R". Entdo dimV = n. De fato, vimos no Exemplos [I.4] e [I.5que os

vetores el, €2, ... e" sdo linearmente independentes e geram V' = R".

Exemplo 1.7. Seja V' = M (3) o conjunto de todas as matrizes quadradas de ordem 3.

a1; Q12 Qi3
A= 21 Q22 Q23 |,

ag1 asz as3

e indiquemos por F;; a matriz com 1 na i-ésima linha e j-ésima coluna e zeros em todas as

demais posi¢oes. Por exemplo,

Eas =

o O O
o O O
oS = O

Para verificarmos se essas matrizes sdao linearmente dependentes ou linearmente independentes,

consideremos a equagao

3

Z CijEij = 0 =

ij=1

(1.7)

o O O
o O O
o O O

Ora, podemos observar que o primeiro membro de (1.7]) € a matriz

1 00 010 0 0O Ci1 C12 Ci13
c1110 0 0| +c2| 0 00| +--+c3| 00 0f=1|coa ¢ 03
0 0 O 0 0 O 0 0 1 C31 C32 C33

Igualando essa matriz a matriz zero, concluimos que ¢;; = 0,7,5 = 1,2,3. Conclusdo: As
9 matrizes E;; sdo linearmente independentes. Além disso, essas 9 matrizes também geram
V' = M(3), pois toda matriz
apx Qi2 aig
A= ayn axn az;

az1 azz 33
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pode ser escrita sob a forma
3
A= Z Cz‘jEij-
ij=1
Portanto, dimV = 9.

Definicao 1.10. Uma base para um espaco V' € um conjunto de vetores linearmente indepen-
dentes que geram V.

Os nimeros a e b sdo usualmente nimeros reais, exceto em certos casos especiais onde

serdo nimeros complexos. Uma base pode também ser chamada um sistema de coordenadas.

Exemplo 1.8. Seja V' = R*%. Entdo os vetores

1 0 0 0
0 1
el = e 3= 0 e et = 0
0 0 1 0
0 0 0 1
s30 uma base para R*. De fato, se
T
T2
T = ,
T3
Ty

entao

T = xlel + :c262 + :L'363 + :1:464,

e, relativamente a esta base, os x; sio chamados coordenadas.

Corolario 1.1. Num espaco de dimensdo finita, quaisquer duas bases tém o mesmo niimero de

vetores e este niimero é a dimensdo do espaco.

O teorema a seguir € importante para determinar se um conjunto de vetores € uma base para
V.

Teorema 1.5. Qualquer conjunto de n vetores linearmente independentes num espaco V de
dimensdo n também deverd gerar V. Mais precisamente, quaisquer n vetores linearmente

independentes em um espago n-dimensional V' formam uma base para V.

Demonstragdo. Sejam x', x2,... 2™ n vetores linearmente independentes em um espaco n-di-

mensional V. Devemos mostrar que qualquer vetor x em V' € escrito como uma combinagao li-

2 1,2

nearde !, 22, ..., 2" Paraisso, sejax € V, e consideramos o conjunto de vetores x, z', 2%, . . .,
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x™. Este conjunto possui (n + 1) vetores no espago n-dimensional V' e, pelo Lema eles de-

vem ser linearmente dependentes. Com isso, existem constantes, c,cq, Co, ..., ¢, ndo todas
nulas, tais que

cr+ ezt + e + -+ ™ = 0. (1.8)

Ora, ¢ # 0, pois, do contrério, o conjunto de vetores z', 22, . .., 2" seria linearmente depen-

dente. Portanto, podemos dividir ambos os membros de (1.8)) por ¢ para obtermos

C1 Co Cn
r=——a'— g% — ... — g,
c c c

Conclusao: Quaisquer n vetores linearmente independentes num espaco n-dimensional V' de-

vem também gerar V. [l

Exemplo 1.9. Mostre que os vetores

formam uma base para R?.

1

Demonstragdo. De fato, para determinarmos se x! e 22 sdo linearmente dependentes ou linear-

mente independentes, consideremos a seguinte equacao

't + e = L + ¢y L = 0 . (1.9)
1 -1 0

A equagao (1.9) implica que ¢; + ¢ = 0 e ¢; — c2 = 0. Somando as duas equagdes encontramos
¢, = 0, e subtraindo-as encontramos ¢, = 0. Conclusdo: z! e 22 sdo dois vetores linearmente

independentes no espaco R?, e, portanto, pelo Teorema eles geram o R 0

1.4 Autovalores com Autovetores

Nesta se¢do, seguindo [S]], estudamos alguns conceitos e resultados relacionados aos auto-

valores e autovetores de uma matriz.

Defini¢do 1.11. Dados uma matriz real A € M (n) e um nimero real A € R. Dizemos que \ é

um autovalor de A se existe um vetor v € R", v # 0, tal que
Av = \v.

Nesse caso, dizemos que v € um autovetor associado a .
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Seja uma matriz C' € M (n). Definimos o nicleo de C' por
Nuc(C) = {z € R";Cx = 0}.
Podemos notar que v € um autovetor de A associado a \ se, e somente se,
Av = v,
ou equivalentemente,
(M —A)v =0,

isto &,
v € Nuc(Al — A).

Se A € um autovalor de A € M (n), dizemos que
Vi = Nuc(AM — A) = {v € R"; Av = \v}

€ um autoespago associado ao autovalor \.

Lema 1.6. Sejam A € M (n) uma matriz real e A € R um niimero real. As seguintes afirmagdoes

sdo equivalentes:

(1) X\ éum autovalor de A;

(2) existe um autovetor associado de A com autovalor associado \;
(3) Nuc(A — A) # {0},

(4) a matriz \I — A ndo é inversivel;

(5) det(A\] — A) =0.

Demonstragdo. (1) = (2) Seja A\ um autovalor de A. Por defini¢do, 3 v € R", v # 0, tal que
Av = A\v. Logo, v é um autovetor associado a \.

(2) = (3) seja v um autovetor de A com autovalor associado A\. Com isso, para

Av = A,
temos
Av— v =0.
Logo,
(A — A)v =0,
e, portanto,

v € Nuc(Al — A).
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Donde, Nuc(AI — A) # {0}, pelo fato de v ser um autovetor de A.
(3) = (4) Suponhamos que Nuc(A — A) # {0}, entdo a matriz A\l — A é ndo inversivel.
(4) = (5) Seja AI — A uma matriz ndo inversivel, entdo

det(A] — A) =0.

(5) = (1) Se det(A — A) =0, entdo v € R™, v # 0, tal que

(M — A)v =0,
isto é,
v = Av.
Conclusio: v € um autovetor de A associado ao autovalor \. O]

Em virtude do Lema|[I.6] podemos encontrar os autovalores de A encontrando as raizes do
polindmio
p(A) = pa(A) = det(A — A),

o qual é denominado polinémio caracteristico da matriz A € M (n).

Observagdo 1.3. Seja v um autovetor de A € M (n) com autovalor A. Podemos observar que
A(cv) = cAv = chv = A\(cew)

para qualquer constante real c. Assim, qualquer multiplo constante (¢ # 0) de um autovetor de

A é também um autovetor de A, com o mesmo autovalor associado.

Teorema 1.7 (Teorema de Cayley-Hamilton). Uma matriz A € M (n) anula seu polindmio
caracteristico, isto é,

pa(A) =0¢€ M(n).

Demonstracdo. Seja A € M (n) arbitréria e p(t) o seu polindmio caracteristico, digamos,

p(t) = det(t] — A)
=t" + a, 1 t" '+ +agt + ag.

Agora, seja B(t) a adjunta cldssica da matriz ¢t/ — A. Os elementos de B(t) sdo os cofatores

da matriz tI — A, e, portanto, representam polindmios em ¢ de grau no maximo n — 1. Assim,
B(t) = Byat" " 4+ + Bit + By,

onde os B;,7 = 1,...,n — 1, sdo matrizes quadradas de ordem n com entradas reais as quais
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sdo independentes de t. Pela propriedade fundamental da adjunta cldssica
(tI — A)B(t) = det(tI — A)I,
isto &,
(tI — A)(Bp 1 t" ™ -+ Byt + By) = (t" + ap_1t" '+ +art +ag)l.
Desenvolvendo os parénteses, obtemos

t"By_1+t" B, o4 +t’?By +tBy —t"'AB, , —t" 2AB, 4 — --- —tAB; — AB,
=t"+a, 1 t" "+ art + ag.

Logo, agrupando os coeficientes de ¢ de poténcias correspondentes, segue que

B,y = 1
B o — ABn—l = ap1l
Bn—3 - ABn—Q = an—2-[
BQ - ABl = CLll
—ABO = CL()].
Multiplicando a equagdo matricial acima por A", A"~! ... A, I, respectivamente, obtemos
A"B,, = A"
An_anfQ - Aan,1 = anflAn_l
An—2Bn_3 _ An—an_2 — CLn_QAn_2
ABO — A231 = CL1A
—ABO = GOI.

Somando as equagdes matriciais acima, segue que
O:A”+an_1An_1+---—|—a1A—l—a0[.

Mais especificamente, p(A) = 0 e, portanto, A é um zero de seu polindmio caracteristico. [
Lema 1.8. Autovetores associados a autovalores distintos sdo linearmente independentes.

Demonstragdo. De fato, sejam v', v2, ... v* os k autovetores de A, com Ai, Ao, ..., \ seus
autovalores associados, respectivamente. Provaremos o Lema por indugdo sobre k. Pelo
fato de qualquer autovetor ser ndo nulo, entdo nenhum autovetor é linearmente dependente,

portanto o resultado segue para £ = 1. A seguir, admitiremos que seja valido para k£ = 7,

26



isto €, admitiremos que o conjunto com j autovetores de A seja linearmente independente.
Devemos mostrar que qualquer conjunto de j + 1 autovetores de A com autovalores distintos
seja também linearmente independente. Para isso, sejam v',v2, ... v/t 0s j 4 1 autovetores
de A com autovalores distintos Aj, Ao, ..., Aj11, respectivamente. Para determinarmos se esses
vetores sdo linearmente dependentes ou linearmente independentes, consideremos a seguinte

equacao
vt + et 4+ -+ cj+1vj+1 = 0. (1.10)
Aplicando A a ambos os membros de @), obtemos
Alervt) + Aegv®) + -+ + Acjv' ™) = 0. (1.11)
Logo,
Mot + Xgcgv® + -+ Ajiejv T = 0. (1.12)

Assim, se multiplicarmos em ambos os membros de (1.10)) por \; e subtrairmos a equagio
resultante de (1.12)), obtemos

()\2 — )\1)011}1 + ()\3 — )\1)021}2 + -4 <)‘j+1 — )\1)Cj+1l)j+1 = 0. (113)

Ora, v?,...,v7*! sdo j autovetores de A com autovalores distintos Ao, . . ., Aj11, respectiva-

mente. Por hipétese de indugdo, eles sdo linearmente independentes. Consequentemente,
()\2 - )\1)02 = 0, ()\3 - )\1)03 = 0, ceey € <)‘j+1 - )\1)Cj+1 =0.
Pelo fato de A, Az, ..., \j1; serem todos distintos, temos

A= M)#£0,i=2,3,...,j+1,

e, portanto, concluimos que ¢y, c3, . .., ¢j41 sdo todos nulos. Da equagdo (1.10) também con-
cluimos que ¢; = 0. Conclusdo: v!,v?, ..., v/ sdo linearmente independentes e, entdo, o
resultado segue demonstrado. [

1.5 Forma Canonica de Jordan

Vamos estudar agora, utilizando [7], uma maneira mais simples para representarmos uma

matriz A € M (n) associada a um operador linear 7. Se A, Ay, - -+ , Aj, s30 matrizes quadra-
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das, entdo

A, 0 - 0
0 Ay --- 0
A:di&g<A1,A2,...,Ak) = X . . .
0 0 --- A
denota a matriz quadrada que tem as matrizes quadradas A, As, - - - , Ay dispostas ao longo da

diagonal, com todos os elementos fora dessas matrizes iguais a zero. Dizemos que A é uma

matriz diagonal em blocos, onde cada A; um bloco de A.

Definicao 1.12. Definimos, para A € Re [ > 1, o bloco de Jordan real de autovalor \ e
tamanho [ a matriz J,(I) € M (l) que tem A na diagonal principal, 1 na diagonal imediatamente

abaixo da diagonal principal e os demais elementos iguais a 0, isto €, a matriz da forma

A0

LO=]0 1A

000 -~ 1 X
Definicao 1.13. Definimos, para a,b € R,com b # 0 el > 1, o bloco de Jordan complexo de
autovalor v = a + ib e tamanho 2/ a matriz .J, ;(!) € M(2l) que tem .J, , na diagonal principal,

I na diagonal imediatamente abaixo da diagonal principal e os demais elementos iguais a 0, isto

¢, a matriz da forma

Ju» 00
I Joy O
Ja b(l) - 0 I Ja,b 0 b
0 0 0 S A S

onde as matrizes 0, [, J,, € M (2) sdo dadas por

1 b
o (00 . 0. sa=( ° |
00 01 —b a

Diz-se que uma matriz estd na forma canonica de Jordan quando ao longo da sua diagonal
principal tiver blocos de Jordan, tais blocos como nas Defini¢des [1.12] e [I.I3] e os demais

elementos iguais a zero.

Teorema 1.9 (Forma Candnica de Jordan 2 x 2). Seja A € M(2) uma matriz real e A\, e \s as
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raizes do polinémio caracteristico pa(\). Entdo ocorre exatamente um dos seguintes casos de

classes de equivaléncia de semelhanca de matrizes:

1. se A\ e \g sd@o reais e \y # Ny, entdo

A
A~ 0,
0 A

sendo as colunas da matriz de conjugagdo linear dadas por quaisquer autovetores asso-

ciados aos autovalores \i e \y;
2. 5e \g =\ = Ny éreal e

a) dimNuc(Al — A) = 2, entdo

Ao 0
~ = Nol;
0 Ao
b) dimNuc(Al — A) = 1, entdo
A X O 7
1 X

sendo as colunas da matriz de conjugacgdo linear dadas por qualquer vetor u fora
do autoespaco Nuc(Aol — A) e o autovetor v = Au — \gu de A associado ao

autovalor \y;

3. se \y =a+1ibedy =a—1ib coma,bec Reb#0, sdo mimeros complexos conjugados,
entdo
a b
A~ ,
—b a
sendo as colunas da matriz de conjugagdo linear dadas pelas partes real e imagindria de

qualquer autovetor complexo de A associado ao autovalor \;.

Demonstragdo. Para o caso 1, vamos considerar que A\;, Ay € R sejam as raizes distintas do
polindmio caracteristico de A, com seus respectivos autovetores associados vy, vs € R2. Pelo
Lema|[I.§] temos que v; e v sdo 2 vetores linearmente independentes. Pelo Teorema [1.5]eles
formam uma base para R?. Com isso, seja Av; = \;v; para cada vetor v; da base {vy,v2} de

IR2, entdo a matriz D do operador T' = T'4 nessa base é simplesmente a matriz diagonal

A1 O
0 A
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Com isso, se () € a matriz de colunas vy, v9, entdo

AQ@j = AUj
= A
= AjQe;
= QAje;
= QDej

para j € {1,2}. Assim,
AQu = QDuv,Y v € R%
Logo,
AQ = QD,

isto é, A e D sdo conjugadas por (.
Para o caso 2, vamos supor que as raizes do polindmio caracteristico de A sejam reais e

iguais a \; = Ay = )\g, de modo que
pa(A) = (A — Xo)%

a) se dim Nuc(A\gl — A) = 2, entdo, pelo Teorema do Nicleo e da Imagem (ver [11]),
dim Im(A\ol — A) = 0, isto é,

Nl —A=0= A= \I;

b) se dim Nuc(Agl — A) = 1, entdo dim Im (Aol — A) = 1, mas, pelo Teorema de Cayley-

-Hamilton, temos

(Mol — A) (N — A) = (NI — A)* = pa(A) =0 € M(2).

Assim,
dim Nuc(AoI — A)* =2 e (Aol — A)[(MoI — A)u] = 0 € R? para cadau € R?,
isto quer dizer que

Im(XI — A) C Nuc(AoI — A).
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Como esses dois espacos vetoriais tém a mesma dimensao, decorre que
Im(MI — A) = Nuc(AoI — A).

Consideremos um vetor qualquer uv € R?*\Nuc(A\I — A), entdo u # 0 e (A — A)u # 0.
Definindo
v=—(A\ol — A,

concluimos que v # 0 e Au = A\yu + v, e, pelo que vimos acima,

Assim, v é um autovetor de A associado ao autovalor \g e {u, v} é uma base de R2. Ademais,

amatriz Q € M (2) de colunas Qe; = u e Qey = v, € inversivel. Escrevendo
Mo 0
J="" ,
1 X

J61 = )\061 + é9 c J€2 = )\062

temos

e, portanto,

Y

AQe; = Au = Mu + v = NQey + Qex = Q(Nger + e2) = QJey
AQ@Q = A?) == /\[)U == /\()QGQ == Q)\Oeg == QJ@Q

de modo que AQ) = QJ, ouseja, A ~ J.

Para o caso 3, suponhamos que as raizes do polindmio caracteristico de A sejam complexas
conjugadas \; = a+ib = ye Ay = a—ib =7, coma,breaise b # 0. Sejaw € C? um autovetor
complexo de A com autovalor complexo v e seja w = u + v a decomposicao de w dada em
(3.13), com u,v € R™. Provaremos na Proposi¢dao que {u,v} é linearmente independente

em R?, portanto a matriz real Q € M (2) de colunas Qe; = u e Qey = v € inversivel e

Au = au — bv e Av = bu + av.

J = :
-b a

Escrevendo
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temos

Jey = ae; — bes e Jey = bey + aesy

e, portanto,
AQe; = Au = au — bv = aQey — bQey = Q(ae; — bey) = QJey
AQey = Av = bu + av = bQe; + aQes = Q(bey + aey) = QJes ’
de modo que AQ = Q, isto é, A ~ J. O

O caso mais geral do Teorema da Decomposi¢c@o de Jordan é dado no teorema abaixo, cuja
demonstracdo pode ser encontrada no Apéndice de [11] para matrizes complexas; e a versao

que utilizaremos aqui, para matrizes reais, pode ser encontrada em [9]].

Teorema 1.10 (Forma Candnica de Jordan). Se A € M (n), entdo A é linearmente conjugada

a uma matriz real
J =diag(Jy, Jo, ..., J.) € M(n),

onde cada J; é um bloco de Jordan, real ou complexo. A matriz J é tinica, a menos da ordem

dos blocos na diagonal.

Exemplo 1.10. Seja a matriz identidade de M (n)

Seu polindmio caracteristico € da forma
pr(A) = (A=1)",

entdo, A = 1 é um autovalor de / com multiplicidade algébrica n. Com isso,

(M—-1)=0,
implica em que
10 T
0 1 T2
0 0 1 Tn 0
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donde temos que os autovetores de [ sdo da forma (1, xs, ..., x,), x; # 0. Logo,
Nuc(1l —I) = [(e',€*,...,€e")] .

Portanto, a matriz identidade I € M (n) coincide com sua forma candnica de Jordan, isto é,

1 0 . 0

0 1 . 0
I=J= _

0 0 1

Exemplo 1.11. Consideremos a matriz

3 —1
A= .
1 1
Seu polindmio caracteristico é da forma
pa(A) = A2 — 4N+ 4= (A —2)%

entdo A\ = 2 é um autovalor de A de multiplicidade algébrica 2. Dai,

(A — A)v =0,

(S)G)-(0)

donde x = y. Com isso, os autovetores de A sdo da forma (x, x), = # 0. Logo,

()]

Portanto, a forma candnica de Jordan de A € dada por

J = diag(Jy(2)) = ( o )

e a matriz () de conjugagdo linear tem como colunas w e v, com v sendo um autovetor de A e

o que implica em que

Nuc(2l — A) =

w um vetor fora do subespaco Nuc(2/ — A). Ademais,

(21 — A)*w =0, (21 — A)w # 0.
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Como

, (-1 1) (00
(2[_A)_<—1 1>_<0 0)’
(2]—A)2w20<:><00><w1>:<0).

00 )\ w 0

Por simplicidade, podemos escolher

(1) - ()

Por conseguinte, a matriz de conjugagao () € dada por

(1)

temos

Exemplo 1.12. Seja a matriz

1 0 =2
A=1 -5 6 11 [,
5 —5 —10

temos que seu polindmio caracteristico p4(A) é dado por

A—1 0 2
pa(N) =det(A — A) = 5 A—6 —11
-5 5 A+10
=N 4+3N+ N5
=A=1)(\+41+5)
=A=-1A+2=0)A+2+1).

Com isso, os autovalores de Asdao \; = le )y = —2+7e A3 = —2 — 1. E facil verificar

que os autovetores de A associados a A = 1 sdo da forma (z, z,0), z # 0. Logo,

1
Nuc(1ll — A) = 1
0

Para obtermos um autovetor complexo de A, consideramos um vetor w = (21, 29, z3) € C?
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qualquer e, escolhendo Ay = —2 + ¢, calculamos

0 -3+1 0 2 21
0 | =((-2+)—-Aw= 5  —8+i —11 z |,
0 ) 5 8+1 23
isto é,
<—3+Z)Zl +223 0
521+ (=8 +1i)zg— 1123 | = | O
—521 + 522 + (8 + 2)23 0
Considerando z; = 2, obtemos z3 = 3 — 7 e, entdo, zo = —3 + ¢, de modo que

w=(2,-3+1i,3—14)=(2,-3,3)+i(0,1,-1) =u +iv € C*

¢ um autovetor complexo de A de autovalor complexo associado —2 + i. Em vista disso, a

forma candnica de Jordan de A € dada por

1 0 0
J = dzag(‘]l(l)7 J—2,1<1)) = 0 =2 1 )
0 -1 -2

sendo as colunas da matriz de conjugacao linear () dadas pelo autovetor de A associadoa \; = 1

e as partes real e imagindria do autovetor complexo de A associado ao autovalor Ay = —2 + 1,
isto €,
12 0
Q= -3 1
0o 3 -1
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Capitulo 2
Exponencial de Matrizes

Vimos acima que o espago M (n) das matrizes quadradas de ordem n, munido das operagdes
de adicdo e multiplicagdo por escalar usuais é um espacgo vetorial real. Nesta se¢do, com base

em [5]], introduzimos o conceito de exponencial no espago vetorial M (n).

Definicao 2.1. Dada uma matriz A € M (n), definimos a norma de A por

|Al| = sup |Az| = sup |Ax|.
l2l<1 ja|=1

Aqui, a norma | . | corresponde a norma euclidiana de R".
Nio é dificil de verificar que || . || define uma norma no espaco das matrizes M (n).
Teorema 2.1. Dados A, B € M(n) en € N, entdo:
(i) |Ax| < ||A|||x|, para cada © € R™;
(ii) [[AB|| < |A[l.||B;
(iii) ||[A™|| < ||A||™, para cada m € N.

Demonstra¢do. (i) Dado z € R", com = # 0, temos

e, portanto,

de modo que segue o primeiro item.

(i7) Sejam A, B € M (n). Do item anterior, temos
((AB)z| = [A(Bz)| < [|[All|Bz| < [[Al[||Bll[=] < [[A[l.| B]],
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vale para cada x € R", com |z| < 1. Dali, considerando o supremo, obtemos

IAB]| < | A]l-[| Bl

(737) Em particular, do item anterior, se B = A, obtemos
1A% < AL Al = (AT
Escrevendo

AP=1, A=A e A" =A4AmA

Y

para as poténcias de A™ € M (n), por recorréncia, concluimos que

[A™ ] < [lAf™.

Definicao 2.2. Definimos a matriz exponencial de uma matriz A € M (n) por

1 1 .
eA=T+A+—A2+. ...+ A +...
2! g!
=G
=0 "

onde convencionamos ¢? = T.

Também podemos denotar por exp(A4) = exp A = e,

Visto isso, agora nossa meta € sabermos se esse conceito de exponencial de uma matriz esta
bem definido, isto é, se a série que define a exponencial de uma matriz A € M (n) converge ou
diverge no espaco de matrizes M (n). No caso j = 1, temos e(® = (%) que é a série de Taylor
da exponencial escalar, a qual é convergente. No caso geral, sendo a norma || . || no espaco
M (n), obtemos

[e.9] o0

1 . 1 -
>o[ha] =30 i
=1 j=1

< ZﬁHAH
j=1
_ el

utilizando de maneira primordial o item (4ii) do Teorema[2.1] A série que define a exponencial

¢, portanto, absolutamente convergente, e, consequentemente, convergente. Isso comprova que
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a exponencial de uma matriz estd bem definida.

Exemplo 2.1. Seja D a matriz diagonal

D = dmg()\l, )\2, N /\n)

A1 0
0 X
0 0 ... \

E ficil verificar que
AT = diag(N, N, ..., N)

vale para cada j € N. Com isso,

€D = —‘DJ
=0 /"
- 1 J o\ J
= f‘d@ag(z\l, Ay ooy ML)
=0
= 1.1 1
: j! ! !
7=0
g P | =1
= dmg (Z ﬁ/\{v |)‘j2a ’ TA%>
5=0 5=0 5=0
= diag(e™, e, ... eM).
Em particular, obtemos ¢! = diag(e, e, . ...e) = el.
0
Exemplo 2.2. SejaamatrizA=| ¢ 0 0 |,comc € R. Podemos notar que
c
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e que, dessaforma, | ¢ 0 0 =0 € M(3), para cada j > 3, de modo que
c
=1 . 1 1 1
A=) —A=_A"p — Al A2
! 0! 1! 2!
7=0
100 0 0 0 00
=lo10 |+ 0 +] 0 00
00 1 ¢ 500
1 00
_ c 1 0
2
c
5 C 1
0 0 0
0 0 0
Mais geralmente, para toda matriz real N.(n) = | 0 ¢ 0 0 | € M(n) desse

000 ... ¢O
tipo “subdiagonal”, podemos sempre calcular a sua exponencial. Matrizes dessa natureza sao

denominadas Matrizes Nilpotentes, pois N.(n)" = 0. Por exemplo, seja N, € M (4). Assim,

00 0O 0O 0 0O
0 00 0O 0 00
N =| ¢ L N2 = ,
0 ¢ 0O A2 0 00
00 ¢ O 0 ¢ 0 0
0O 0 0 O 0O 0 0 O
0O 0 0 O 0 0 0 O
N6(4>3 - ) N6(4)4 =
0O 0 0 O 0O 0 0 O
A 000 0O 0 0 O

Logo, pela definicao de exponencial de uma matriz, concluimos que
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3¢ 4!
=1+ N.(4) + %Nc(zl)2 - %Nc(z;)?’
1 0 00
c 1 00
B ;—2, c 10
g—f 3—2, c 1

Por inducao finita, prova-se, sem dificuldades, que

1 0 0 0 0
c 1 0 0 0
c2
No(n) 5 c 1 0 0
€ 3 2
e 1 Cn72 cn73 6.2
D! (20 w3y o €

—C

2
0 ¢ B 0 ¢ 0 ¢ B —c?
—c 0 B —c —c 0] 0

e}

Por inducao, prova-se que

para poténcias pares e

] ] 0 2+l
2j+1 _ [
AY _( 1>j<_c2j+1 0 >’
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para poténcias impares. Lembrando que as séries de Taylor para cos e sen sd@o dadas por

IR S S VRN I RS G
cosc—l—ﬁc +Ec _EC —|—--~—Z <2j>!c ’
7=0
_ Ly 15 14 _Oo (_1)j 2j+1
senc—c—gc +a€ —ﬁC +—]ZOWC )
temos que
0 ¢ Ci1 Ci2
exp = ,
—c 0 Co1  C22
com
_ Ly 1, 1y _ .
011—1—50 +Ic —ac + -+ =cosg;
C :c—lc3+lc5——c7+~--:senc
2 3 sl Tl ’
_ Ly 15 14 _ )
021——c+§c _QC +ﬁc — .= —8eng;
c 1—1624—104——064-' = cosc
T TR B

Com isso, concluimos que

( 0 ¢ > < cosc senc )

exp = .

—c 0 —senc cosc

Teorema 2.2. Se A, B,Q € M(n) sdo tais que AQ = QB, entdo e*Q = Qe®. Em particular,

A

se as matrizes A e B de M (n) sdo conjugadas, entio as matrizes e e e® também sdo conju-

gadas e, além disso, podemos usar a mesma matriz de conjugacdo; ou seja, se () € M(n) é
invertivel e A = QBQ™1, entdo

e — (@BQ _ 0eBO,
Demonstragdo. Pelo fato de AQ = () B, segue que

A2Q = AAQ
= AQB
— QBB
= QB>
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e, por recorréncia,

A'Q =QB’, paraj € N.

Assim,

1
=2 740
=0 7’
= 1
_ —~QB
=0 7"
(E)
=0 7’
= QeB.
Exemplo 2.4. Seja a equagdo 2’ = Ax, com
0 1
A= —2 1
0o 0 —1
Seu polindmio caracteristico ¢ da forma
A—1 0 —1
pa(A) = det(A — A) = 0 Xx+2 -1

=N 4+222-)1—-2
=A=1DA+1H(A+2)

e, portanto, os autovalores de A sdo 1, —1 e —2. Agora, considerando

1 10 10 0
Q=10 -2 1 e D=]10 -1 0
0 -2 0 0 0 -2
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verificamos que

1 0 1 1 10
AQ=10 -2 1 0 -2 1
0 0 -1 0 -2 0
1 -1 0
=10 -2
0o 2 0
1 10 10 0
=10 =21 0 -1 0 |=@D,
0 -2 0 0 0 =2

de modo que satisfazem A = QDQ!. Assim, calculando a exponencial da matriz diagonal D,

obtemos
e 0 0
eP=10 et 0
0 0 e2
Pelo Teorema [2.2] concluimos que
e 0
eA=Q| 0 et 0 Q!
0 0 e2

Nosso objetivo agora € calcular a exponencial de uma matriz qualquer na forma canonica de
Jordan, apresentada na Secdo [I.5] Para isso, precisamos calcular a exponencial de uma matriz
em blocos como também calcular a exponencial de uma matriz nilpotente.

Para uma matriz de Jordan cujos blocos sdo de ordem 1 x 1, temos que

J

AL 0 ... 0 A0 ... 0
0 Ay ... 0 0 A, ... 0
0 0 Ay, 0 0 Al

cada bloco de Jordan € de ordem 1, entdo a matriz de Jordan € uma matriz diagonal. Assim, a
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sua exponencial é

ediag(Al,Ag ..... Ak) — diag(€A1,€A2, . ,eAk>,

ou seja, a exponencial de uma matriz diagonal em blocos € obtida considerando a exponencial de
cada bloco individualmente ao longo da diagonal. Podemos observar que sempre conseguimos
decompor o bloco de Jordan real .J, (/) de autovalor A na soma de uma matriz diagonal com o

autovalor na diagonal, isto é, A/ € M (l), com uma matriz “subdiagonal” nilpotente:
Ja(l) = M + N.(1).

Foi demonstrado no Exemplo [2.1| como calcular a exponencial de uma matriz diagonal e
no Exemplo [2.2] como calcular a exponencial de uma matriz nilpotente. Podemos observar que

essas duas matrizes comutam, isto €,

0 0 0
A 1
0 A 0 = 0 A
000 0 A 000 ... 10 0 00 A0
e
000 0 0 A0 O 0 0 000
1 00 0 0 0 0 0 0 0
010 0 0 0 A 00 |=|0 A\
000 ...10 000 ... 0 A 000 ... A0
Como consequéncia disso, veremos no Corolario 4.1|que
oD — AN — A NI — AN
e, assim,
1 0 0 0 00
1 1 0 0 00
5 1 1 000
Il _ A 2!
e =e € M(l).
11 00 0 ©
(151)! (152)! (153)! a1
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Agora consideraremos os blocos associados a autovalores complexos. Escrevemos, como

foi visto acima, na seguinte soma
Jap(l) = T3 (1) + N s (1),

com J7 (1) = diag(Jap, Jap, - - -, Jap) € M(20) €

0 0 0 0 0
eI 0 0 0 0

NaO=] 0 ¢l 0 0 0 [eM(@i.
0 00 ...0¢c 0

Nao é dificil verificar que Ny ;(1)" = 0, portanto essa matriz € nilpotente. Pelo Exemplo

temos

I 0 0 0 0
g I 0 0 0
Ner(l) _ 2! c .
’ g & cl 0o o o | €MD
ct-1 cl—2 cl—3 c2
(lfl)!l (172)!1 (173)!1 t 7[ cl I

Agora, pelo Exemplo sabemos que e’+b = e*R;, € M(2), onde
b b
R, — cosb sen ’
—senb cosb
concluimos assim,

0 .
eZapl) = diag(e’= e

= (e“Rb, €aRb, oo ,e“Rb)
= e“(Rb, Rb, ey Rb)

Jap ,eJ“vb)

Pelo fato de J; (1) ser diagonal em blocos, ¢ facil verificar que as matrizes .J{ (1) e Ny /(1)

comutam, de modo que obtemos
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e, assim,

Ry 0 0 0 0
Ry, Ry 0 0 0
1
5 Iy Ry Ry 0O 0 0
Jap() _ _a 2!
e e e M(20).
5ilt 31 B Ry 0O 0 0 (20)
(ljl)!Rb (ZEQ)!Rb (ljg)gRb to %Rb Rb Rb

Explicitamos acima a exponencial de cada um dos dois tipos de blocos que podem aparecer
na forma candnica de Jordan. Sabendo que qualquer matriz A € linearmente conjugada a uma
matriz J em forma de Jordan, o Teoremal[2.2]afirma que a exponencial de uma matriz A € M (n)
qualquer é dada pela exponencial de J conjugada pela mesma matriz que conjuga A e .J, ou

seja,
et =QelQ 7L

Exemplo 2.5. O polindmio caracteristico de

()

é dado por P4(\) = (A + 1)? e o dnico autovalor —1 fornece apenas um autovetor linearmente

independente associado (—1,1). Com isso, dim Nuc(—I — A) = 1. Portanto, a forma candnica
de Jordan de A € dada por
-1 0
J = =J (2
( 1 -1 ) 1(2)

e, de maneira andloga ao Exemplo[[.T1] a matriz () de conjugagéo linear é dada por

(1)
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Com isso, a exponencial de A é dada por

A = Qe’ Q!
1 -1
“lo 1
1 -1
“lo 1
1 -1
“lo 1
1 1
“lo 1

.
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Capitulo 3

Sistema de Equacoes Diferenciais

Ordinarias

Neste capitulo, baseados em [3]], [[7] e [17], vamos considerar equagdes diferenciais de

primeira ordem em vdrias varidveis, isto €, equagdes da forma

dx

— = At o2, 7).

dx

d_tQ = fa(t, 1,29, ..., Tp), ©-1)
dx,,

_dt :fn(t7$1,x27"'7‘1'n)'

Referimo-nos usualmente as equagdes (3.1) como a um sistema de n equagdes diferenciais
de primeira ordem.

Uma solucdo de (3.1)) sdo n funcdes reais derivdveis

x1(t), xa(t), ..., T, ()

tais que z; : [ — R, estd definida num intervalo [ de R, (¢, (), z2(t), ..., x,(t)) pertence ao

dominiode f;,j = 1,2,...,n,e,paracadat € I,

dz;(t)

5 = [i(t, @1 (t), xa(t), ooy zn(t)), 7 = 1,2, ...,n.

Exemplo 3.1. z,(t) =t € x5(t) = t* é uma solugdo do sistema

dl‘l

et |
dt

dx
it

48



dz dx
De fato, podemos notar que —1l_1 e d_tQ = 2t = 2.
Além das equagdes (3.1)), frequentemente consideraremos condi¢des iniciais sobre as fungdes

x1(t), x2(t), ..., z,(t). Estas serdo da forma
— 0 _ 0 _ 0
x1(to) = o7, xa(to) = x5, ..., x,(to) = x,,. (3.2)

Referimo-nos as equacdes (3.1, junto com as condi¢des (3.2)), como um problema de

valor inicial. Uma solu¢@o desse problema de valor inicial sdo n fungdes reais derivaveis
x1(t), x2(t), ..., x,(t) que satisfazem (3.1)) e as condi¢des iniciais (3.2).

2t

Exemplo 3.2. z,(t) =¢' e x3(t) =1+ % ¢ uma solug@o do problema de valor inicial
dx
d_tl:xh IEl(O):l,
dZEQ 3
o w0 =3,
pois
dzq(t
c}t( ) =c' = (1),
d[EQ(lf)
it
3
1’1(0) =1ce $2(0) = 5

Observagdo 3.1. Equagdes diferenciais de ordem superior numa tnica varidvel y(t) também
originam sistemas de equagdes diferenciais de primeira ordem. Por exemplo, para convertermos
a equacdo diferencial

dn dnf 1

an(t)ﬁ + an_l(t)w_? + -+ agy = 0

num sistema de n equacdes de primeira ordem basta considerarmos

dy dn—ly
t) = )=, . ) = —2.
.1'1( ) yaxQ( ) dt’ y L ( ) din—1
Com isso0,
dl’l dIQ dﬂ?n,1
— =y, — =23, ... = X,
dt 25 dt 3 ) dt
e

dxn _an,l(t)xn + an,g(t)xn,l + -+ apry

dt an (%)
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3.1 Sistemas de Equacoes Diferenciais Lineares

Dizemos que o sistema de equagdes é linear quando cada uma das fungdes fi, fo,..., fn
em (3.1) é linear em zq, xo, ..., x,. O sistema mais geral de n equagdes lineares de primeira

ordem tem a forma

dx

d_t1 = a1 (D)1 + arz(t) 2 + - + an(t)zn + 91(1)

d(I)Q

—- = an()ry + an(t)vs + -+ az(t)zn + gat)
.............................................................................. (3.3)
dx,,
— = an (071 + 4 ()72 + -+ G ()0 + ga(8),

onde a;; : R — R sdo fungdes continuas. Se cada uma das fungdes g1, . . ., g,, € identicamente

nula, entdo dizemos que o sistema @) € homogéneo; caso contrario, ¢ ndo-homogéneo. Nosso
estudo, neste capitulo, sera feito no caso em que os coeficientes a;; ndo dependam de ¢ e, neste
caso, dizemos que o sistema de equacdes diferenciais € autdonomo.

Podemos observar que mesmo um sistema linear homogéneo com coeficientes constantes

dIl
— = aA11T1 + 199 + -+ A1pTn
dt
dl’g
— = Q911 + A22%9 + - -+ + AopTy
dt
...................................................... (3.4
dz,
ﬁ = Ap1T1 + ApaT2 + - - + App Ty

requer muito tempo para manusear. Principalmente quando n for suficientemente grande. Por
1SS0, procuramos escrever essas equacdes de uma maneira mais concisa possivel. Pensando

assim, e utilizando os conceitos da Algebra Linear vistos no Capitulo |1, podemos observar que

o - T
os primeiros membros de (3.4) sdo as coordenadas do vetor e enquanto que os segundos

membros de (3.4) sdo as coordenadas do vetor Az. Mais precisamente, podemos escrever (3.4)

sob a forma
T air Q2 - Qip
T N il B
T Ap1 QAp2 ' QApp
Se z1(t), z2(t), . .., x,(t) satisfazem as condi¢des iniciais
x1(to) = 23, 2o(te) = 29, ..., 1, (ty) = 22,
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entdo x(t) satisfaz o problema de valor inicial

Xy
dx 0 0 .’L’g
i Az, x(tp) =2°, onde =" = | ~ |. (3.6)
20
Exemplo 3.3. O sistema de equagdes
dz
d_tl = 35171 — 7%2 + 9%3
iz ST
— =101+ x—2
It 1 2 3
dx
d_tg = 71‘1 + 61‘3
pode ser escrito sob a forma matricial
3 =7 9 X1
=115 1 —1 |z,ondex= | a,
7 0 6 T3

Exemplo 3.4. O problema de valor inicial

dx

d—;:$1—1‘2+$3, ZEl(O) =1
dx

d_t2 = 3wy — 3, 22(0) =0
dx

d_t3 =T —+ 71’3, Ll'g(O) = -1

pode ser escrito sob a forma matricial

1 -1 1 1
=10 3 -1 |z z(0)= 0
1 0o 7 —1

Facilitamos nosso trabalho ao escrever (3.4) sob a forma mais manejdvel (3.5). A partir de
agora, nosso objetivo € determinar as solucdes desse sistema linear homogéneo de equagdes
diferenciais a coeficientes constantes, ou autobnomas. Mais especificamente, trata-se do estudo

dos campos lineares
f(z) =Ta(z) = Az,
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onde o operador linear f = T4 : R® — R" ¢ dado pela acdo A.x = Ax da matriz real
A = (aij)nxn sobre o vetor z, isto é, pelo produto da matriz A com o vetor coluna n x 1
formado pelas coordenadas candnicas de x € R". Seguimos nossos estudos para resolvermos o

sistema linear homogéneo de equagdes diferenciais

45 aix Qa2 - Aip
dx T Q21 Qg2 -+ Qop
¥'=— =Az,ondex = | e A=| R (3.7)
dt : : . :
Ty, Ap1 Ap2 - Qpp

Teorema 3.1. Sejam x(t) e y(t) duas solugées de (3.7). Entéo
(a) cx(t) é uma solugdo de (3.7), para qualquer constante c;
(b) z(t) + y(t) é também uma solugdo de (3.7).

Demonstragdo. (a) Seja x(t) uma solugéo de (3.7)), entdo

d dx(t)
E(cx(t)) = = cAzx(t) = A(ex(t)).

Conclusdo: cz(t) é também uma solucdo de (3.5).
(b) Sejam z(t) e y(t) solugdes de (3.7)), entdo

d dx(t)  dy(t)

—(x(t t)) = ——= = Ax(t Ay(t) = A(x(t t)).
S(alt) +y(0) = S+ L = Aa(e) + Ay(0) = Al (1) + y()
Conclusdo: z(t) + y(t) é também solugdo de (3.7). O
Coroldrio 3.1. Qualquer combinagdo linear cyx1(t)+- - -+c;x;(t), onde x1(t), xo(t), ..., x;(t)
sdo solugoes de e qualquer escolha de constantes ci, cs, . . ., ¢, é também uma solugdo de

BG.

Veremos a frente que cada solucdo de (3.7) pode ser expressa como uma combinagdo linear
de um nimero finito de solu¢des. Equivalentemente, nosso intuito serd o de determinar quantas

solu¢des devemos encontrar a fim de obtermos todas as solucdes de (3.7)).

Observagdo 3.2. E facil verificar que o conjunto V' de todos os vetores

que sdo solucdes da equacio vetorial diferencial (3.7)), temos que o mesmo € um espago vetorial

com as operagdes usuais de adi¢do vetorial e multiplicagio por escalar.
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Teorema 3.2. A dimensdo do espaco V de todas as solugcoes do sistema linear homogéneo de

equagaoes diferenciais én.

Demonstragdo. De fato, para determinarmos que dimV = n temos que exibir uma base para
V' que contenha exatamente n elementos. Para isso, seja ¢/(t),7 = 1,2,...,n a solugdo do

problema de valor inicial

o
i 0
d—f = Az, 2(0) =€/ = | 1 | —j-ésima coluna da matriz identidade. (3.8)
0
- 0 -

Por exemplo, ¢! () € a solugdo da equagdo diferencial (3.8)) que satisfaz a condig¢do inicial

Podemos observar que, pelo Teorema de Existéncia e Unicidade (ver Apéndice), ¢'(t) existe
para todo ¢ e é tinica. Para determinarmos se ¢!, ¢?, . .., ¢" sdo vetores linearmente dependentes

ou linearmente independentes em V', consideremos a equagao

onde o zero do segundo membro de (3.9) representa o vetor nulo em V. Calculando ambos os
membros de (3.9) para ¢t = 0, obtemos

0
1 2 n 0
19 (0) + c207(0) +--- +¢"(0) = | | =0
0
ou
0161 + C2€2 + -+ cne" =0.
Pelo fato de e!, €2, .. ., e" serem linearmente independentes em R”, tém-se

cp=cp=--=c¢,=0.
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Portanto, ¢!, ¢?, ..., ¢" sdo vetores linearmente independentes em V.
Afirmagio: ¢!, ¢?, ..., ¢" também geram V. Para verificarmos isso, devemos mostrar que
qualquer solugdo x(t) de (3.7) pode ser escrita como uma combinagdo linear de ¢!, ¢?, ..., ¢™.

Para isso, seja = um vetor qualquer em V' e seja

&1

C2

Cn

o valor de z em ¢t = 0, isto é, 2(0) = ¢. Com essas constantes ¢y, Ca, . . ., ¢, CONStruamos a

funcdo com valores vetoriais

D(t) = c10M(t) + 20 + - - + cpdp"(1).

Sabemos que ¢(t) é uma solugdo de (3.7), pois € uma combinacdo linear de solugdes. Ade-

mais,

M)—aé( 2(0) + -+ + a9 (0)
&1
Co
1 Cn
= z(0).

Ora, concluimos que z(t) e ¢(t) satisfazem ao mesmo sistema linear homogéneo de equagdes
diferenciais, e que ambas tém o mesmo valor em ¢t = (. Pelo Teorema de Existéncia e Unici-

dade, z(t) e ¢(t) devem ser idénticas, ou seja,

z(t) = o(t) = 16 (t) + c20(t) + -+ + cad" (1),

Portanto, ¢!, ¢?, ..., ¢" também geram V. Pelo Teorema dimV = n. [
Teorema 3.3 (Teste para Independéncia Linear). Sejam z', 22, ..., 2" k solugées de ' = Ax.
Escolhamos um conveniente t,. Entdo, x*, 22, ... 2% sdo solugées linearmente independentes
se, e somente se, x'(ty),x*(ty), ..., x"(ty) sdo vetores linearmente independentes em R™.
Demonstragdo. Suponhamos, por contradicdo, que z', 22, ..., z¥ sejam solucdes linearmente
dependentes. Com isso, existem constantes ¢y, ¢, . . . , ¢, ndo todas nulas, tais que

cxt 4 cox? —|—---—|—ckxk =0.
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Para t = t;, obtemos

0
1 2 k 0
a1z (to) + cox®(to) + -+ - + cxx™(ty) =
0
Conclusdo: x'(tg),22(ty),. .., 2"(ty) sdo vetores linearmente dependentes em R™. Reci-
procamente, suponhamos que os valores de x!', 22, ..., 2" em algum instante ¢, sdo vetores
linearmente dependentes em R"™. Com isso,
0
1 2 k 0
C1x (to) + Ccox (to) + -+ (to) = X =0
0
para c1, ¢, . . ., ¢ constantes ndo todas nulas. Com essa escolha de constantes ¢y, co, . . ., Ck,

escrevemos a fun¢do com valores vetoriais
o(t) = crx (t) + calt) + - - + cra® (1)

Essa fungdo satisfaz (3.7), pois é uma combinagéo linear de solugdes. Ademais, ¢(ty) =
0. Portanto, pelo Teorema de Existéncia e Unicidade, ¢(t) = 0 para todo ¢. Conclusio:

T1,Ts, ..., 2" sdo solugdes linearmente dependentes. [

0 1
A= ( s ) (3.10)

e tentemos resolver a equacdo linear 2 = Ax. Para o sistema linear

r_ d 0 1
1= ou X _ e, r=| " G.11)
Ty = —x1 — 219 dt -1 -2 T9

. N -~ 1: ) . ~
associado a equagdo linear, fazemos 1 = y e x9 = oI Esse sistema de equagdes procede da

Exemplo 3.5. Consideremos

Unica equacao de segunda ordem

Py . dy
S L — 3.12
a ar Y (3.12)

Para resolvermos uma equacao dessa natureza, aprendemos em livros de Calculo, ou o leitor

pode ver [5]], a utilizar a equagdo caracteristica e o método de redugdo da ordem. Isso significa
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que a equacdo caracteristica %+ 2r 4+ 1 = 0 tem 2 raizes reais iguais r; = r, = —1. Portanto,

Assim,

. te™t
() = ( (1—t)e )

s30 duas solugdes de (3.11)). Para verificarmos se z'(t) e 22(¢) s3o linearmente dependentes ou

linearmente independentes, verificamos se seus valores iniciais

sdo vetores linearmente dependentes ou linearmente independentes em R2. Portanto, conside-

c12'(0) + cu1?(0) = ( —clc:— ., ) = ( 8 > :

Esta equagdo implica em que ambos 0s ¢; € ¢y sdo nulos. Por conseguinte, z'(0) e 22(0)

ramos a equagao

sdo vetores linearmente independentes em R?. Pelo Teorema 2'(t) e 2%(t) sdo solugdes
linearmente independentes de (3.11). Consequentemente, toda solucdo xz(t) de (3.11]) pode ser
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escrita sob a forma
EACRY . et . te!
olt) = (xg(t) ) - ( et ) e ( (1—t)e! )
_ ( (c1 + cot)e™ )
(cg —c1 — cot)e™ .
3.2 O Meétodo dos Autovalores e dos Autovetores para De-

terminar Solucoes

Dando continuidade aos nossos estudos referentes as solu¢des da equagao diferencial linear
x’ = Awz, utilizaremos os conceitos de autovalores e autovetores vistos no Capitulo |1l Vimos
que dados uma matriz real A € M (n) e um nimero real A € R; A serd um autovalor de A se

existir um vetor v € R™ v # 0, o qual denominamos por autovetor, tal que Av = \wv.

Proposicao 3.1. Seja v € R" um autovetor de A € M(n) com autovalor A € R. Entdo,
x(t) = eMv,t € R, é a solugdo de v’ = Ax, 2(0) = v.

Demonstracdo. Seja v um autovetor de A com autovalor associado A € R . Com isso,
Av = .
Considerando z(t) = e*v, temos

2/ (t) = XeMu
= M
= MAp
= AeMy

= Ax(t).

Conclusdo: x(t) = e v é a solugdo de 2'(t) = Az(t). Além disso, z(0) = v. O

Exemplo 3.6. Determine todas as solu¢gdes da equacao

1 -1 4
x = 3 2 -1 T
2 1 -1
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Solucdo: O polindmio caracteristico da matriz

1 -1 4
A=1 3 2 —1
2 1 -1
¢ dado por
A—1 1 —4
pa(N) = det(A — A) = -3 A=2 1
-2 -1 A+1
=A=-1A=-2)A+1)—2—-12—-8A=2)+(A—=1)+3A+1)
=X —2)X2 -5\ +6
=A=-1DA-3)(A+2)
e, portanto, os autovalores de A sdo A\; = 1, \s = 3 e \3 = —2. Agora, podemos encontrar 0s

autovetores de A com seus respectivos autovalores associados Aq, As € As.

(i) Ay = 1 : Procuramos um vetor nao nulo v tal que

0 1 —4 U1 0
([ — A)U = —3 —1 1 V2 - O 3
-2 -1 2 U3 0
0 que implica em que
’U2—4U3:O, —3U1—U2+U3:O € —2U1—U2+2’U3:O.

Fazendo os célculos necessdrios e tirando o valor de v; e v, em funcao de vs a partir das

duas primeiras equagdes acima, obtemos v; = —v3 € vy = 4vs3. Portanto, cada vetor
-1
v=c 4
1

€ uma solugdo da equacao diferencial para qualquer constante c¢. Consideramos por sim-
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(i)

(iii)

plicidade

ot (t) = ¢ 4 1;

Ao = 3: Procuramos um vetor nao nulo v tal que
2 1 —4 U1
BI—Av=| -3 1 1 vo | =101,
-2 -1 4 U3
o que implica em que
2’01+’U2—4’03:0, —3U1+U2+’03:O € —2@1—U2+47}3:0.

Fazendo os célculos necessérios e tirando o valor de v; € v em funcdo de v3 por meio das
duas primeiras equacdes acima, obtemos v; = vz € vo = 2v3. Consequentemente, cada

vetor da forma
1

c| 2 | ,com cconstante
1

€ um autovetor de A com autovalor associado A\, = 3. Assim,

() =€ | 2
1

¢ uma segunda solucdo da equacao diferencial;

A3 = —2: Procuramos um vetor nao nulo v tal que
-3 1 —4 (%1 0

(=2 —Aw=| -3 -4 1 vu | =101,

-2 -1 -1 U3 0

o que implica em que

—3U1+U2—4U3:O, —3U1+—402+U3:0 [ —2U1—U2—U3:0.

Fazendo os célculos necessérios e tirando o valor de v; e v em funcdo de v3 por meio das
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duas primeiras equagdes acima, obtemos v; = —v3 € v2 = vs. Portanto, cada vetor

-1
c 1
1
€ um autovetor de A com autovalor associado A\3 = —2. Consequentemente,
-1
() = e 1
1

€ uma terceira solu¢do da equagdo diferencial. Essas solucdes devem ser linearmente

independentes, pois A tem autovalores distintos. Ademais, toda solucdo x(t) deve ser da

forma
—1 1 —1
x(t) = ¢ 4 | +ced| 2 | +e3e7® 1
1

—ciet + cpedt — cqe™

= | 4ciet + 2c9e3t + cge?
2

crel + coe®t + cze”

3.3 O Método dos Autovalores Complexos e Autovetores Com-

plexos para Determinar Solucoes

Nesta sec@o vamos estudar solugdes de equacdes diferenciais lineares por meio do método

de autovalores complexos associados a matriz do sistema x’ = Ax.

Definicao 3.1. Um vetor ndo nulo w € C" é um autovetor complexo de uma matriz real
A € M(n) se existe v = « + ¢ um autovalor complexo nio real de A que € associado a w, isto
é, se Aw = ~yw € C".

Observagdo 3.3. Seja A € M(n). Um autovalor complexo ndo real A = a + ib, com b # 0, de

A é uma raiz do polindmio caracteristico p4 () de A.

Proposicao 3.2. Dados uma matriz A € M (n), com entradas reais, um niimero complexo ndo

real vy e um vetor ndo nulo w € C", temos:
* v é um autovalor complexo de A se, e somente se, 7 € um autovalor complexo de A;

e w é um autovetor complexo de A com autovalor vy se, e somente se, W é um autovetor

complexo de A com autovalor 7;
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* se w é um autovetor complexo de A, entdo {w,w} é linearmente independente em C".

Demonstragdo. Seja A uma matriz real. Seu polindmio caracteristico p4(z) tem coeficientes

reais e, portanto,

Se v € um autovalor complexo de A, resulta que

pa(@) =paly) =0=0.

Isso nos diz que 7 também é um autovalor complexo de A. Suponhamos agora w € C™ um

autovetor complexo de A com autovalor v associado, isto &,
aw = yw,
entdo, usando o fato de A ser uma matriz real, temos
Aw = Aw =50 =7,

pelo fato de A ser uma matriz real e, portanto, w € um autovetor complexo de A com 7 autova-
lor complexo associado. Ademais, seja {w,w}. Queremos mostrar que w e W sdo linearmente
independentes em C”. De fato, suponhamos, por contradi¢cdo, que w e w sejam vetores line-
armente dependentes em C”, associados aos seus respectivos autovalores 7y e 7. Assim, existe
a € R, a # 0, tal que

Dai,

%
3]

Donde,

yw —Fw = 0,
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e, como w # 0, temos que

)
|
=2
|
o

isto &,

Y=

Contradicao, pois se v ¢ um nimero complexo ndo real, entdo v # 7. Conclusdo: {w,w} é

linearmente independente em C”.

Observagado 3.4. Dado w € C", podemos escrever

w=u+iv,com u,v € R".

Em particular, pelo fato de u, v serem vetores reais, € imediato que

wW=u—+1v=u—1v.
Com isso, para w + w, obtemos

w4+ = (u+iv) + (u—iv)

= 2u,
isto €,
L (w+m)
U= —\w w).
2
Agora, para w — w, obtemos

w—w= (u+iv) — (u—iv)
=u+w—u+w

= 210,
isto é,

1

v ==
21

(w —w)

Podemos concluir, assim, que dado w € C",
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s@0 os Unicos vetores em R” tais que w = u + 7v.

Proposicao 3.3. Sejam A € M(n) uma matriz real e w € C" um autovetor complexo de A

associado ao autovalor complexo ndo real a + ib € C. Escrevendo w = u + iv com u,v € R"

tais que u = 3(w+W) e v = o (w — W), temos que {u, v} é linearmente independente em R™ e

Au = au — bv

Av = bu + av.

Demonstracdo. Seja w um autovetor complexo de A e sejam u,v € R” tais que w = u + iv,

comu = 3(w+W) e v = 5-(w—w). Vamos supor que {u, v} seja lincarmente dependente em

R™, isto é, que exista o € R tal que

V= Qu

De
1 _
v Z(w - w)7
temos que
wW— W = 2tV

= 2iou

= 2ia=(w + W)

=io(w + W),
ou seja,

W — 10w = W + 10W.

Donde,

w(l —ia) =w(1l + ia).

Pelo fato de 1 —iav # 0 e 14ia # 0; isso significa que {w, w} € linearmente dependente em
C", contrariando a Proposicao Segue assim, que {u, v} € linearmente independente em R".

Seja agora, A = a + ib, com b # 0, o autovalor associado a w. Pela unicidade da decomposicio
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(3.13)), a segunda afirmacdo da proposi¢ao decorre da igualdade

Au+iAv = A(u + iv)
= Aw
= \w
= (a+ib)(u + iv)
= (au — bv) +i(bu + av),

pelo fato de a matriz A ser real, temos Au, Av € R". O

Corolario 3.2. Seja w € C" um autovetor complexo de A com autovalor complexo associado

A = a+ib, com b # 0. Seja w = u + iv a decomposi¢do de w dada pela Observagdo com
u,v € R". Entdo

2(t) = e*|[(cos bt)u — (sen bt)v]
y(t) = e™[(sen bt)u + (cos bt)v]

definem as tinicas solugédes reais de ¥’ = Az, com x(0) = u e y(0) = v, respectivamente.

Demonstragdo. De fato, seja w € C™ um autovetor complexo de A € M (n) com autovalor

complexo associado A, temos

Aw = \w.

A

Escrevendo z = e*w, obtemos

2 (t) = AeMw
= eMw
= M Aw
= AeMw

= Az(t),

de modo que z(t) é uma solucdo complexa de ©' = Az. Fazendo w = u + v, com u,v € R", e

A =a+tb, com b # 0 a férmula de Euler garante que

Z(?f) _ e(a+ib)tw
= e™(cos bt + isen bt)(u + iv)
= e™[(cos bt)u — (sen bt)v] + ie®[(cos bt)v + (sen bt)u],
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de modo que, escrevendo z(t) = z(t) + iy(t), resulta

x(t) = e™[(cos bt)u — (sen bt)v]
y(t) = e™[(sen bt)u + (cos bt)v).

Essas partes real e imagindria da solu¢do complexa z(t) de ' = Az sdo, de fato, solug¢des
de 2’ = Ax. Para provarmos isso, basta observarmos que Au = au — bv e Av = bu + awv, pela
Proposi¢éo e desenvolver:

7' (t) = ae™[(cos bt)u — (sen bt)v] — e®[(bsen bt)u + (bcos bt)v)]
= ™ cos bt(au — bv) — e™ sen bt (bu + av)
= e™(cos bt) Au — e™(sen bt) Av
= Ale™(cos bt)u — e (sen bt)v]
= Ax(t).

Analogamente, para y(t) = e |[(sen bt)u + (cos bt)v], obtemos

Y (t) = ae™|[(sen bt)u + (cos bt)v] + e™[(bcos bt)u — (bsen bt)v]
= e cos bt(av + bu) + e sen bt(au — bv)
= e™(cos bt) Av + e (sen bt) Au
= Ale™(cos bt)v + (sen bt)u
= Ay(t).

Exemplo 3.7. Seja a equagao diferencial ' = Az, com

1 0 =2
A= -5 6 11
5 —5 —10

Vimos no Exemplo [1.12]que seu polindmio caracteristico p4 () é dado por
paA) = A=DA+2—=0)(A+2+1).

Com isso, os autovalores de A sdo 1 e —2 4-47. Associado ao autovalor 1, obtemos um autovetor
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v = (1,1,0). Portanto, pela Proposi¢do [3.1] temos que

1
st=e | 1
0
1
é a solugdo da equacdo diferencial 2’ = Az, 2'(0) = v = | 1 |. Agora, também pelo
0

Exemplo [I.12] obtemos um autovetor complexo de A de autovalor complexo associado —2 + ¢

da forma
w=(2,-3+1,3—1i)=(2,-3,3) +i(0,1,—1) = u +iv € C*.

Com isso, pelo Coroldrio[3.2]

2 0
z(t)=e *cost | —3 | —e *sent
3 —1
e
2 0
y(t) =e *sent [ —3 | +e *cost
3 —1

definem as solugoes reais de ' = Ax, com condi¢des iniciais

z(0) =u = (2,-3,3) e y(0) =v=(0,1,-1).

(50)

temos que a =+ b sdo autovalores complexos associados a w = (1,7) e w = (1, —i), respectiva-

Exemplo 3.8. Seja a matriz

mente. Pelo Coroldrio[3.2] temos que

1 0
z(t) = e cos bt ( 0 ) — e sen bt ( . )

= e™(cos bt, — sen bt)
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1 0
y(t) = e sen bt ( 0 ) +€atcosbt< ) )

= ¢™(sen bt, cos bt)

sao as solugdes de =’ = Az, com 2(0) = (1,0) e y(0) = (0,1). Ademais, se s1(t) e sa(t) sdo
solugdes de »’ = Ax, entdo s, (t) + c¢so(t), para qualquer constante real ¢, é também solucio de
x’ = Ax. De fato, sejam s (t) = As;i(t) e s5(t) = Ass(t), e derivando

Sl(t) + CSQ(t),
obtemos

s1(t) + csy(t) = Asi(t) + cAso(t)
= A(81<t) + CSQ(t)),

na qual concluimos que s1(t) + ¢sa(t) é solugdo de 2’ = Az, para qualquer ¢ € R. Assim,

segue que k1 z(t) + koy(t) é solugdo de 2’ = Ax, mais especificamente, que

e™ (ki cos bt + ko sen bt, —k; sen bt + ky cos bt) =

at cosbt senbt k1
= € s
—senbt cosbt ko

corresponde a tnica solugdo de 2’ = Ax, x(0) = (ky, ko).

3.4 Sistemas Lineares Conjugados
Nesta secdo obtemos a solu¢do de um sistema linear a partir de um sistema linearmente
conjugado, cuja matriz encontra-se de uma forma mais simples.

Defini¢ao 3.2. Dizemos que duas matrizes A, B € M (n) sdo linearmente conjugadas, ou

semelhantes, se existe uma matriz () € M (n) inversivel tal que AQ = @B, isto é,

A=QBQ.
Neste caso, dizemos que () conjuga A e B e podemos escrever A ~ B para indicar a existéncia
de uma conjugacdo.

Proposicao 3.4. Se () conjuga as matrizes reais A, B € M (n), entdo Q) transforma as solugcées
y' = By nas solugdes de v’ = Ax. Mais precisamente, se A = QBQ ™!, entdo sdo equivalentes

as afirmagoes:
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* y(t) é uma solugdo de y = By;
* Qy(t) é uma solugdo de x' = Ax.

Demonstragcdo. De fato, seja y(t) uma solucéo de y' = By. Podemos observar que a matriz )

independe de ¢, portanto derivando z(t) = Qy(t), obtemos

2'(t) = Qy'(t)
= QBy(t)
= AQy(t)
= Ax(t).

Logo, z(t) = Qy(t) é uma solucdo de ' = Ax. Reciprocamente, seja x(t) = Qy(t) uma

solugdo de 2/ = Az. Como Q € invertivel, podemos considerar y(t) = Q'z(t), e, portanto,

Logo, y(t) € solucao de v/ = By. O

Lembrando que uma matriz quadrada de ordem n é diagonal se ela é da forma

A 0 0 ... 0
0 X 0 ... 0
0 0 0 An
ou seja, a matriz D = (d;;) é diagonal se d;; = 0 para quaisquer i # j,comi,j € {1,2,...,n}.

Nesse caso, escrevemos
D = dz’ag()\l, /\2, ey /\n)

sed;; = N\, parat € 1,2,....n

Exemplo 3.9. Seja D = diag(\, Ag, ..., \,) uma matriz diagonal, com A1, \a, ..., A, cons-

tantes reais. Considerando coordenada, observemos que para cada 1 < j < n, a equagao

2’;(t) = Ajz;(t) do sistema linear associado a equagdo diferencial vetorial 2’ = Dx determina

a solugdo x; = k; etit e, portanto, a solugio geral da equacdo diferencial
' (t) = diag(M, Mg, -, M), x(0) = (ki ko, ..o k)
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¢ dada por

Defini¢ao 3.3. Uma matriz A € M (n) é dita diagonalizavel se A é conjugada a uma matriz

diagonal.

Exemplo 3.10. Seja a equagdo 2’ = Az, com

0 1
A= -2 1
0 0 -1
Seu polindmio caracteristico € da forma
A—-1 0 -1
pa(A) = det(A — A) = 0 MX+2 -1

=M 4+222-)1-2
=A=1A+1)(A+2)

e, portanto, os autovalores de A sdo 1, —1 e —2. Agora, considerando

1 10 1 0
Q=10 -2 1 e D=0 -1 0],
0 -2 0 0 0 -2
verificamos que
1 0 1 1 10
AQ=10 -2 1 0 -2 1
0 0 -1 0 -2 0
1 -1 0
=10 -2
0 2 0
1 10 10 0
=10 -2 1 0 -1 0 |=@D,
0 -2 0 0 0 -2

de modo que A € M (3) é diagonalizavel, por ser conjugada a uma matriz diagonal D. Pelo
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visto no Exemplo a solugdo geral da equagdo y' = Qy, com y(0) = (I, s, l3) é dada por

y(t) = diag(e, eV ) y(0)
= (lye", lre™", Ise™ ). (3.14)

Pela Proposicéo a solucdo geral de 2’ = Az é dada por z(t) = Qy(t), isto é,

z(t) = Qy(t)
1 10 liet
=10 -2 1 lyet
0 -2 0 [ge2
liet + lyet
= | —2he !+ e

—212€_t

Podemos obter as coordenadas cartesianas da condigao inicial z(0) = Qy(0), resolvendo o

sistema linear

k1 1 10 Iy Iy + 1o
JI(O) = k’g = Qy(O) = 0 -2 1 lg = l3 — 2[2

ks 0 -2 0 I3 —2ly

1 ) . )
De modo que [; = k; + 51{:3, Iy = —§k3 e I3 = ko — k3. Assim, conseguimos concluir
que
llet + lge_t
l’(t) = —2[2€_t + l3€_2t
—212€_t

1 1
= ((kl + §k3)€t — ikgeit, kgeit + (kz — k3)672t, k3€2t>

¢ a solucdo explicita de ' = Ax, x(0) = (ky, ko, k3).

Proposicao 3.5. Sejam A € M(n) uma matriz diagonalizdvel, com Q, D € M (n) tais que Q
é inversivel e Q7' AQ = D = diag(\i, N, ..., \n). Entdo, dado 1 < i < n e escrevendo
Qe; = v;, o caminho s; : R — R" definido por

si(t) = itQe; = ettt € R,

é a solugcdo de ' = Ax com valor inicial x(0) = v;. Além disso, qualquer solu¢do x : R — R"
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de x' = Ax é uma combinacdo linear de sy, ss, . . . , Sy, a saber,

w(t) =Y lis;(t) =Y ety
j=1 j=1

define a tinica solucdo de v’ = Ax, ©(0) = > Liv; = Q(l, la, .. ., ).

Demonstracdo. Seja a equagdo diferencial y' = Dy. Pelo fato de D ser uma matriz diagonal,
vimos no Exemplo 3.9 que a solucdo geral é dada por

y(t) = diag(e™t, e, ... ) y(0).
Com isso,

y(t) = diag(lie™t, e, ... l,e™")
0

0 1
= [t ) + lye??! ) N

0 0 1
= Z lje/\jtej,
7j=1

com y(0) = >7_, lje;. Pela Proposigdo a solucdo geral de 2/ = Az é dada por z(t) =
Qy(t), ou seja,
z(t) = Qy(t)

=Q

n
oAits
lje™7e;

j=1

n
_ eNitO)e .
= E ;e Qe;
=1

n
- ity
_E lje™ v,
=1
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com
2(0) = Qy(0)
= Q Z lje’\jovj
j=1

= Z ljvj
j=1

= Z le@j
j=1

= Qlle;)
=1
=Qly,ls, ..., 1,).

Em particular, considerando y(0) = e;, a solugdo bésica y(t) = e*ie; de 4 = Dy fornece a

solugdo bésica s;(t) = etitv; de 2/ = Ax. O

Proposicao 3.6. Uma matriz A € M(n) € diagonalizdvel se, e somente se, existe uma base
de R" constituida de autovetores de A. Mais precisamente, dadas matrizes A,Q) € M(n),
temos: as colunas de () formam uma base de autovetores de A se, e somente se, () é invertivel

e Q1 AQ é uma matriz diagonal.

Demonstragdo. Se Av; = \jv; para cada vetor v; de uma base de R”, entdo a matriz D do

operador 7' = T'4 nessa base é simplesmente a matriz diagonal
D= diag(/\l, /\27 ey )\n)
Com isso, se () é a matriz de colunas vy, vs, . .., v,, entdo

AQ@j = AUj
= A
= A;Qe;
= QAje;
= QDej

paraj € {1,2,...,n}. Assim,

AQu = QDv,Vv eR".
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Logo,

AQ = QD,

isto é, A e D sdo conjugadas por (). Reciprocamente, pelo fato de De; = \je; para cada vetor
e; da base canonica de R", resulta que

Av; = AQe;
= QDe;
= QAje;
= AjQe;

= Ajj,
isto €, cada vetor coluna v; da matriz de conjugacdo () de A com a matriz diagonal D é neces-
sariamente um autovetor de A. [
Teorema 3.4. Se a matriz A € M (n) tem n autovetores distintos, entdo A é diagonalizdvel.

Demonstracdo. Sejam \i, Ao, ..., \, € R os n autovalores de A, com seus respectivos auto-
vetores associados vy, va, . .., v, € R". Pelo Lema[I.8] temos que vy, va, . .., v, sd0 n vetores
linearmente independentes. Pelo Teoremal[I.5]eles formam uma base para R" e, pela Proposi¢ao
3.6l A ¢ diagonalizavel. O

Exemplo 3.11. Seja a matriz

1 0 1
A=10 -2 1
0 0 -1

Vimos no Exemplo que seu polindmio caracteristico é
pat) = A=A+ 1)(A+2)

e, portanto, as raizes \; = 1, A, = —1 e A3 = —2 sdo todas distintas. Pelo teorema acima,

concluimos que A ¢ diagonalizdvel, e, pela Proposi¢do[3.6] A é conjugada a matriz diagonal

10 0
D=0 -1 0
0 0 -2

Agora, em consondncia com a Proposicdo [3.6] os elementos da matriz de conjugagio () sdo
justamente os vetores colunas vy, vy € v3 dados pelos autovetores de A com seus respectivos
autovalores associados A, A3 e As.
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(i) Para A; = 1: Procuramos um vetor ndo nulo v = (a, b, ¢) tal que

Av = Av.
Diante disso,
0 1
b = -2 1 b
c 0 0 -1 c
a-+c
= —2b+c
—c

Igualando as coordenadas correspondentes e fazendo os calculos necessarios, obtemos
¢ =0 = bealivre. Considerando a = 1, segue que v = (1,0,0) é um autovetor de A

associado ao autovalor \; = 1;

(ii) Ay = —1: procuramos um vetor ndo nulo v = (a, b, ¢) tal que
)\2?} = Av.

Diante disso,

—a 0 1 a
—b | = -2 1 b
—c 0O 0 -1 c
a—+c
=\| —-2b+c
—c

Novamente, igualando as coordenadas correspondentes e fazendo os calculos necessarios,

obtemos a livre, b = —2a e ¢ = —2a. Considerando a = 1, segue que v = (1, -2, —2) é
um autovetor de A associado ao autovalor A\, = —1;
(iii) A3 = —2: procuramos um vetor nao nulo v = (a, b, ¢) tal que
A3v = Aw.
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Diante disso,

—2a 1 0 1 a
—-2b | = -2 1 b
—2c 0 0 -1 c
a+c
=1 —2b+c
—c

Agora, igualando as coordenadas correspondentes e fazendo os calculos necessarios, ob-
temos ¢ = 0, a = 0 e b livre. Considerando b = 1, segue que v = (0, 1,0) é um autovetor

de A associado ao autovalor A3 = —2.

Pelo fato de vy, vy e v3 serem os vetores colunas da matriz de conjugacdo (), temos

1 10
Q=10 -2 1 [,
0 -2 0

ou seja, AQ = D, como ja explicitamos no Exemplo [3.10)

Exemplo 3.12. Se A € M (2) tem dois autovalores complexos conjugados, digamos a +ib, b #

0, entdo, pela forma candnica de Jordan, existe uma matriz real () € M (2) tal que

1 B a b
v (52)

De fato, decorre da Proposicao que a solugdo de x’ = Ax é dada por

o) = Q) ( cos bt sen bt ) < k1 ) com 2(0) = Qlky. k).

—senbt cosbt ko

Se quisermos ser mais explicitos, podemos considerar Q = (u,v) € (R*)? = M(2); tais
que u,v € R? sdo as partes real e imaginaria do autovetor complexo w = u + v dado por

Aw = (a + ib)w. Em particular, obtemos as soluc¢des explicitas

x(t) = e™[(cos bt)u — (sen bt)v],
y(t) = e™[(senbt)u + (cos bt)v]

de 2’ = Az, com z(0) = u,y(0) = v, ja verificadas, mesmo no caso n — dimensional R™ (ver

B.2).
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Capitulo 4

Resolvendo Sistemas por meio de

Exponencial de Matrizes

Nosso intuito agora € estudarmos o conceito central da teoria de equagdes lineares, o de
exponencial de uma matriz. Vimos que z(¢f) = e*c é uma solugdo da equagdo diferencial
escalar ' = ax, para qualquer constante c¢. Pensando dessa forma, gostarfamos de que z(t) =

et4v fosse uma solugio da equacio diferencial vetorial
¥ = Ax 4.1)

para todo vetor constante v. Para confirmarmos a veracidade da extensdo da exponencial escalar

para a exponencial de uma matriz, podemos observar que, usando a expansdo em série de Taylor

o
e = E
Jj=0

| —

J
.!(1

<

da exponencial escalar, é necessdrio trabalharmos com o conceito de norma no espago de ma-
trizes, visto na Defini¢do para a convergéncia de séries de matrizes. Consequentemente,

temos o seguinte resultado:

Proposicio 4.1. Dados uma matriz A € M(n) e o € R", os caminhos t + e'* em M(n) e

t — ettay em R” sdo derivdveis e

d d
%em = Ae't € M(n), Eemxo = Ae'zy € R™
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Demonstracdo. De fato, dados A € M (n) et € R, temos ||tAl| = |t||A||, de modo que

(ett — 1) —tAH
t

1
Zmll(e“‘—f)—tflll

1 12A%2 A3 AL
= |[([I+tA o) =T —tA
!H<+ TR TR ) H

t2A2 A3 At
w‘ *mH

TR
Pela desigualdade triangular, obtemos

1 ia LAz A% ([t AY
H¥(€ _I)_AHSH( ST TR TR

Usando ||A™|| < ||A||™, resulta que

1 1 tA|? tA|]? tA|*
m@tn_wgmc|u+nn+nn+”>

2! 3! 4!
Al Al
tA 2 tA 3 || ..
< o (teae + peape + 2 4 12
A JeA)?
Al (14 Jeaf + !
|t|||||(+||||+2 A
= lAfel
0
2
_ 1By gperia
0
= [t A
< [ Al

para |t| < 1. Escrevendo X (t) =
por defini¢do, que X'(0) =
temos

t4 temos X (0) = I e, da desigualdade acima, segue que,
A. Fixemos t,u € R. Dado j € N, pela lei do Bindmio de Newton,
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donde,

1 ' 1
el —— JAd
j!(tA—FuA) = j!(t—l—u) A
— Z ru Ad
vt r! sl
'S rus s
= = FA gA
Com isso, para cadan € N,
"1 . - L A
j=0 " J=0 r4s=j ’
n 1 . n 1 )
- (o) ().

tA+uA _ etAeuA

Passando ao limite com n — +o00, resulta e e, portanto,

X(t+u) =elttua
— etA+uA

_ A
= X)X (u),
isto &,
X(t+u)=X(t)X(u) € M(n),
para qualquer ¢, u € R. Disso decorre que X (¢) é derivavel em R, valendo
X'(t)=X"(0)X(t) = AX(t)

para cada t € R. Ademais, dado xy € R", podemos aplicar todas essas matrizes em z para

concluirmos que o caminho z(t) = X (t) zg = e"4xg, com 2/(t) = Ax(t), é derivdvel para cada

teR. ]
Corolario 4.1. Dadas as matrizes A, B € M(n), valem as seguintes propriedades:
(1) se AB = BA, entdo e’el = P = eBe?;

A)—l — e A

(2) a matriz e* sempre é invertivel, com (e

Demonstragdo. Sejam A, B € M(n) tais que BA = AB, entdo B(tA) = (tA)B e, pelo

Teorema 2.2} temos Be'4 = ¢ B. Fixemos 7o € R™. Definindo z(t) = e"e'Pxg e
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derivando, concluimos que

2/ (t) = AeePag + e BetPay
= Ae'eBry + Be'te'P
= (A + B)eMe'Pa
= (A+ B)a(t);

isso nos mostra que x(t) € solugdo de 2’ = (A+ B)x com condigio inicial z(0) = z,. No
entanto, pela Proposi¢io t = e B gy é também solugdo de 2’ = (A + B)x com

tA tB t(A+B

condigdo inicial z(0) = xg. Assim, """y =€ ) 5. Considerando ¢ = 1, obtemos

e Brg = edePuy.

A+B A_B

Ademais, como isso vale para todo z, € R", temos que as matrizes e e e’e” sdo
iguais.
Em particular, pelo fatode A — A = 0 e ¢’ = I, concluimos que
o ApA — pmAA 0 [ 0 A-A L AA
]

Exemplo 4.1. Consideremos as matrizes comutativas

() (2e)-(2a)-(2a) ()

Podemos observar que, pelos Corolério 4.1]e Exemplos 2.1]e temos que

w00 ) e (50)+ (2 0)]
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Exemplo 4.2. Sejam as matrizes comutativas
0 b a 0\ 0 ab) (a0 0 b
~b 0 0a) \—=ab 0) \0a b 0 )
Novamente, os Coroldrio [4.1)e Exemplos [2.1]e[2.3] garantem que
a b a 0 n 0 b
ex = ex
P —b a P 0 a —b 0
a 0 0 o
= ex ex
P 0 a P —b 0
(e 0 cosb senb
L0 e —senb cosb
u cosb senb
=e .
—senb cosb
Corolario 4.2. Se A € M(n) e zy € R", entdo o caminho
z(t) = ey

define a vinica solugdo de ' = Ax com condigdo inicial x(0) = xo.

Para calcularmos a exponencial ' de tA basta sabermos calcular a exponencial e'Z para

alguma matriz B linearmente conjugada a A.

Lema 4.1. Se B, € M(n) e Q) invertivel, entdo

6t(QBQ*I) _ Q@tBQ_l.

Demonstragdo. A afirmagio decorre imediatamente do Teorema [2.2] a partir do momento em
que temos t(QBQ ™) = Q(tB)Q . O

Explicitando a exponencial ¢!/ das matrizes em forma canonica de Jordan apresentadas na
Secdo vemos que t.Jy(l) = A\tI +tN;(l) e que qualquer matriz comuta com a identidade, o

item 1 do Coroldrio d.1]assegura que

eI — AN — M Ne(l) o M(1),

sendo a matriz NV; (1) apresentada no Capitulo 2l Passamos agora aos blocos associados a auto-

valores complexos. Podemos observar que t.J, , = Ji, 1 €, portanto,

tdap(l) = tJo (1) + Ny (1) = tJ2 (1) + Ny (1)
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e como a matriz em blocos N ;(1) comuta com a matriz t.JJ (1), o Coroldrio (item 1) garante

que

etar®) = tapMeNerl) = e®diag(Ry, Ry, . . ., Ry )e™e1®
Ry 0 0 0 0 0
t Ry Ry 0 0 0 0
— ot %_szt ;Rbt Ry 0 0 0
51 R 51 Rt t Ry 0 0 0
%Rbt %Rbt %Rbt e %Rbt tRy Ry

A matriz Ny ; pode ser conferida no Capitulo 2|

A= Alo.
0 A

Seja a equagdo 2’ = Az, com z(0) = z,. Como ji sabemos calcular a exponencial de uma

Exemplo 4.3. Dada a matriz

matriz diagonal, entdo

z(t) = e

- 0

- ( 0 th ) o
e™M 0

= ( O et/\2 >330.

Portanto, pelo Coroldrio[4.2} z(t) = €', é a solugdo de 2’ = Az, com z(0) = .

Exemplo 4.4. Considere o problema de valor inicial

0 1
— x, z(0) =x
(5 4) ww-n

definida pela matriz A do Exemplo a partir da forma candnica de Jordan J = J_(2) dessa
matriz, obtemos

etA — QetJQ_l
0 -1
= eit s
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e explicitando a solugdo de ' = Ax, com z(0) = xy, temos, pelo Corolario que

z(t) = g

0 -1
1 27"

Exemplo 4.5. Vejamos a exponencial ¢! que fornece a solugdo geral z(t) = ez(0) da
equacdo diferencial linear ' = Az com a condigdo inicial 2(0) = zy, definida pela matriz
A do Exemplo[I.12]tal que

1 0 =2
A= -5 6 11
5 —5 —10

Ja vimos que a forma candnica de Jordan de A é

10 0
J = diag(Ji(1), J21(1) = QT AQ = 0 -2 1
0 -1 —2

Separando J em dois blocos, obtemos

Ji(1) = (1) e Jﬁﬂn:<_2 1).

-1 =2

Pelo Exemplo [2.1] temos

e pelo Exemplo segue que

o2 () — -1 -2
5 cosl senl
= e .
—senl cosl
Com isso,

e? 0 0
7 -2 0 cosl senl

0 —senl cosl
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Pelo Teorema [2.2] obtemos
et = Qe’Q7L.

Consequentemente, pelo Lema a exponencial e*“ é dada por

etA — QetJQ—l
1 2 0 et 0 0 0 1 1
=11 -3 1 0 e ?cost e ?sent e
0 3 -1 0 —e?sent e ?cost 3 8 3

e 2 cost +3e 2 sent et —e Hcost —3e % sent et —e 2 cost — He 2tsent

= —be ?tsent et +5e2sent et —e 2t cost+ 8e*tsent

Se 2 sent —be2sent e 2t cost — e tsent

Exemplo 4.6. Dada a matriz

Az( “ b), com a,b € R.
—b a

De maneira andloga ao Exemplo 4.2] temos

at cosbt senbt
=e )
—senbt cosbt

at cosbt sen bt
=€ Zo
—senbt cosbt

¢ a solucdo da equacdo diferencial ' = Ax, com valor inicial 2(0) = .
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4.1 Solucoes Matrizes Fundamentais

Se z1(t), ..., z,(t) sdo n solugdes linearmente independentes da equagao diferencial
¥ = Az, 4.2)
entdo toda solucdo x(t) pode ser escrita sob a forma
z(t) = crz1(t) + - - - + cpwn(t), (4.3)

para constantes ¢y, . . ., ¢, € R. Seja X (t) a matriz cujas colunas coincidem com 1 (t), . . ., z, ().
Entdo, a Equagdo (4.3) pode ser reescrita de maneira concisa como z(t) = X (¢)c, onde

&

Cn

Definicdo 4.1. Uma matriz X (¢) é denominada uma Solu¢do Matriz Fundamental de (4.2) se

suas colunas formam um conjunto de n solugdes linearmente independentes de (4.2)).

Exemplo 4.7. Para determinarmos uma solu¢io matriz fundamental do problema de valor ini-

cial
' = diag(ay,as, ..., a,)x, £(0) = e,

temos que a solug@o é dada por x(t) = (z1(¢), ..., z,(t)),t € R, isto é, seja

) ap 0 ... 0 1
xh 0 as ... 0 T

fd . ,
x 0 0 ay, T

temos que
z; = e i e {1,2,...,n}.

Ademais, para z(0) = e;, obtemos
(Cla Coy v 7Cn> = €,

e, portanto, analogamente ao Exemplo4.3]
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¢ a solucdo de 2’ = diag(ay, as, .. .,a,)x, (0) = e;, donde,

et 0 0
0 e 0
Xy=| 0 o 0
0 0 ... et
¢ uma solugdo matriz fundamental de 2’ = diag(ay, as, . .., an)z, (0) = e;.

Lema 4.2. Uma matriz X (t) é uma solugcdo matriz fundamental de se, e somente se,
X'(t) = AX(t) e det X (t) # 0. (A derivada de uma fun¢do com valores matriciais X (t) é a

matriz cujas coordenadas sdo as derivadas das coordenadas correspondentes de X (t).

Demonstracdo. De fato, sejam x(t), ..., x,(t) as n colunas de X (¢). Podemos observar que

X'(t) = (1 (1), .- 2, (1))

AX(t) = (Azi(b), . .., Az, (1)),

Portanto, as n equacdes vetoriais 2 (t) = Ax(t),...,z,(t) = Ax,(t) sio equivalentes a
tinica equagdo matricial X'(t) = AX(t). Ademais, as solugdes x1(t),...,x,(t) de (4.2) sdo
linearmente independentes se, e somente se, x1(0), . .., z,(0) sdo vetores linearmente indepen-

dentes de R". Esses vetores, por sua vez, sdo linearmente independentes se, € somente se,

det X (0) # 0. Conclusdo: X (¢) é uma solugao matriz fundamental de (4.2) se, e somente se,
X'(t) = AX(t) e det X (t) # 0. O

Lema 4.3. A funcdo com valores matriciais

1
e =T+ At + = A+ - -

2!
é uma solugdo matriz fundamental de ({.2)).
Demonstrag¢do. Vimos na Proposicio .1 que
d
%em = Aet,
Entdo, e é uma solugio da equagio matricial diferencial X'(t) = AX(t). Além disso, seu

determinante, calculado em ¢ = 0 € igual a 1, pois 4 = ¢% = J. Pelo Lema , et4 é uma

solugdo matriz fundamental de (4.2)). O
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Lema 4.4. Sejam X (t) e Y (t) duas solugdes matrizes fundamentais de (4.2)). Entdo, existe uma
matriz constante C' € M (n) tal que Y (t) = X (t)C.

Demonstragdo. De fato, por defini¢do, as colunas x4 (t), ..., x,(t) de X () e y1 (), ..., yn(t) de
Y (t) sdo linearmente independentes de (4.2). Em particular, dessa forma, cada coluna de Y'(¢)

pode ser escrita como uma combinacéo linear das colunas de X (); isto é, existem constantes

c,...,c tais que
() =da(t) + Gaa(t) + -+ dan(t), j=1,2,...,n. (4.4)
Seja C'a matriz (c',c?, ..., c"), de modo que
A
d=:
c

Y(t) = X(¢)C. (4.5)

]

Teorema 4.5. Seja X (t) uma solucdo matriz fundamental da equagdo diferencial ¥’ = Ax.

Entdo
e = X () X(0).

Demonstracdo. De fato, seja X (t) uma solugdo matriz fundamental da equagdo diferencial
@' = Az. Assim, pelos Lemas[4.3|e [4.4] existe uma matriz constante C' tal que

e = X(1)C. (4.6)

Considerando ¢ = 0 em (4.6), obtemos I = X (0)C, o que implica em que C' = X~1(0).
Conclusdo: et = X ()X 1(0). O
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Capitulo 5
Alguns Modelos Matematicos

Nosso objetivo, neste capitulo, consiste em estudar algumas aplicagdes importantes das
Equacdes Diferenciais em problemas do cotidiano. Uma equagdo diferencial que descreve al-
gum processo fisico é chamada, muitas vezes, de modelo matematico do processo. Vale a
pena observar que mesmo as equacdes diferenciais mais simples muitas vezes modelam proces-

sos fisicos importantes.

5.1 Aplicacoes Referentes a Sistemas Lineares

Nesta se¢ao abordaremos apenas aplica¢des que podem ser modeladas por meio de Equagao

Diferencial Linear ou de um Sistema de Equacdes Diferenciais Lineares.

5.1.1 Lei do Resfriamento de Newton

O processo da conducao do calor tem um modelo simples. Trata-se da troca de calor de
um corpo com 0 meio ao seu redor. Pela lei de resfriamento de Newton, a temperatura de um
objeto varia a uma taxa proporcional a taxa do meio em que estd inserido (a temperatura do ar

ambiente, na maior parte dos casos). Esse processo satisfaz as seguintes hipéteses:

1. A temperatura 7' = T'(t) depende apenas do tempo ¢;
2. A temperatura do meio 7’4 € constante;
3. A temperatura 7'(¢) de um corpo satisfaz a equagdo diferencial

ar
—=—k(T-T 5.1
o ( A); (5.1
onde k£ > 0 € a constante positiva que depende da propriedade fisica do corpo.

O sinal — em (5.1)) se explica pelo fato que o calor flui da fonte quente para fonte fria.

Assim, se 1" > T'4, entdo o corpo esté resfriando. Se T' < T'4, entdo I cresce € 0 corpo estd

se aquecendo (ver [[15]) .
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Para resolver a Equagao Diferencial Linear (5.1)), podemos reescrevé-la na forma

dr

dt
= — . .2
T-T, k (5.2)

Pela regra da cadeia, a expressao a esquerda da igualdade na Equacao (5.2) € a derivada com

relagdo a t do In |7 — T4|. Com isso, obtemos

d
—In|T — T4l = —k. 5.3
o n | Al (5.3)

Integrando as expressdes na Equagao (5.3)), temos que

In|T —Ty| = —kt + C, (5.4)

onde C' € uma constante de integracdo arbitraria. Portanto, aplicando a exponencial a Equacio

(5.4), vemos que

T — Ty| = 70 = Ceht, (5.5)
ou
T —Ty = +eCe ™, (5.6)
e, finalmente,
T ="Ty+ ce ™, (5.7)

onde ¢ = +€% é, também, uma constante ndo nula arbitraria.

Exemplo 5.1. Suponha que uma xicara de café obedece a lei de resfriamento de Newton. Se o
café estava a uma temperatura de 200° F' (cerca de 93°C') ao ser colocado na xicara e, 1 minuto
depois, esfriou para 190°F' em uma sala a 70° F', determine quando o café atinge a temperatura
de 150°F'.

Resolucao:

Considerando T4 o valor da temperatura da sala e 7" o valor da temperatura do café no
instante ¢, temos, pela lei de resfriamento de Newton, que a equagdo que representa esse modelo
¢ dada por

drT

Y KT-T
dt ( A)7
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a qual a solucgdo € dada por

T =Ty + ce ™.

Mais especificamente, utilizando as hip6teses dadas acima, no instante ¢ = 0, a temperatura do

café é T' = 200°F'. Assim,
200 =70 + ce *0
200 — 70 =¢
130 =c.

No instante ¢ = 1, a temperatura do café ¢ T = 190° F’, entdo, obtemos

190 =70 + 130e 1

190 — 70 = 130e~*
120 =130e~"

120,

— =c
130

12
In— =Ine*

13

12
In—=—-k%

13

1
ln—3:k.

12
12
In33t Para

A equacgao da temperatura do café na xicara é dada, portanto, por 7' = 70 + 130e
obtermos o instante em que o café atinge uma temperatura de 150° F', calculamos

150 = 70 + 130e™ 3¢
80 = 130¢!m 15t

E :eln %t
13
In % =Ine™ Tt
8 12
In — =In—¢
13 13
8
t hl E
hl E

t ~ 6,07 minutos,

isto é, em aproximadamente 6,07 minutos o café atinge uma temperatura de 150° F'.
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5.1.2 O Oscilador Harmonico

O estudo de oscilagdes, fenomeno de suma importancia na fisica, diz respeito a estudar
vibragdes localizadas. Para tal estudo, vamos agora considerar, por exemplo, um corpo com
massa m > 0 preso a uma mola vertical (ver Figura[5.1). Aqui, trata-se de um sistema mecanico
vibratério do qual ndo é submetido a forgas externas oscilatdrias, isto €, 0 mesmo estabelece
seu proprio periodo de oscilagdo, determinado pelos parametros que o caracterizam (ver [13]).
Representaremos por z o deslocamento do corpo a partir da posi¢do de repouso da mola em
x=0.

Figura 5.1: Massa e Mola

r,

Fonte:
<https://s1.static.brasilescola.uol.com.br/be/
2020/02/movimento-harmonico-simples.jpg>.
Acesso em: 05 jan. 2022.

Pela Lei de Hooke (ver [14]), ao esticar ou comprimir uma mola, a for¢a restauradora €
proporcional ao deslocamento da posicao de equilibrio. Descrevemos esse sistema dindmico
a partir da Segunda Lei de Newton (massa vezes aceleracdo € igual a forga), pela equacdo de

movimento
mz" = F(x) = —kz, (5.8)
onde k € a constante da mola, isto é,

—— 4+ =0, (5.9)



k
comw = 4/ —.
. m . . ~ . . A
Denominamos o sistema descrito pela equag¢do de movimento por oscilador harménico

. ., /
simples. Fazendo a mudanga de varidvel y = £, obtemos

r = wy
y/ — lxll
w
w2
=——x
w
= —WT

Dessa forma, reescrevermos (5.9) como um sistema de duas equagdes de primeira ordem tal
que

T 01 T
— W . (5.10)

Y -1 0 y

Procedendo como no Exemplo [3.8] a solucdo do sistema (5.10) que satisfaz as condigdes

iniciais 2(0) = ¢ e y(0) = yo é dada por

x coswt senwt o

Y —senwt coswt Yo

5.1.3 O problema da Mistura

Vamos considerar agora dois tanques que se encontram interligados como ilustra a Figura
[5.2] No instante de tempo ¢ = 0, o Tanque 1 contém 10 litros de 4gua pura e o Tanque 2 contém
20 litros de uma mistura de d4gua com 12kg de sal. A 4gua pura estd sendo constantemente
bombeada para dentro de Tanque 1 a uma taxa de 10 litros por minuto, as misturas salinas sao
trocadas entre os dois tanques como na figura abaixo, e a mistura escoa do Tanque 2 a uma
taxa de 10 litros por minuto. Para encontrarmos a quantidade de sal em cada tanque no instante
de tempo ¢, podemos perceber que a quantidade de liquido que entra no tanque é a mesma
quantidade que sai, e assim, o volume de mistura em cada tanque permanece constante. Entdo,

o Tanque 1 contém sempre 10 litros de mistura e o Tanque 2 contém sempre 20 litros de mistura.

Agora, sejam

x1(t) = quantidade de sal no Tanque 1 no instante ¢,

x9(t) = quantidade de sal no Tanque 2 no instante .
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Figura 5.2: Dois tanques interligados

10 £/min

16 £ /min
Mistura

Fonte:
<https:https://www.dm.ufscar.br/profs/waldeck/sourceforge/pngtest.php>.
Acesso em: 18 mar. 2022.

Temos que as taxas de variagdo instantanea da quantidade de sal em cada tanque sdo, respec-
tivamente,

o dl‘z

. dl’l /(t) _ E

zy(t) = — e T
1 ( ) dt 2
Cada uma dessas taxas deve ser igual a diferenca entre a taxa a qual o sal estd entrando menos

a taxa a qual o sal estd saindo do seu respectivo tanque. Assim, para o Tanque 1, a taxa a qual o

sal estd entrando € dada por

I my(t)kg 3 ,
im0 1 1o72(t) ke/man,

enquanto que a taxa a qual o sal esté saindo € igual a

I xi(t)kg 8 ,
16% T gml(t) kg/min.

Portanto,

() = <%x2(t) - %xﬂt)) kg/min.

No Tanque 2, a taxa a qual o sal estd entrando € igual a

16L‘.x1(t)kg
min 10

=
ot 00
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enquanto que a taxa a qual o sal esté saindo € igual a

I xo(t)kg 4 ,
(10 + G)min 50 1 5:102(15) kg/min.

Portanto,

8 4
xh(t) = <5$1(t) — gxg(t)> kg/min.

Considerando que os dados iniciais sdo x1(0) = 0 e z5(0) = 12kg, segue que as quantidades
desejadas de sal 1 (t) e x2(¢) no instante ¢ podem ser obtidas resolvendo-se o seguinte problema

de valor inicial

(i 8 3
()= —zn)+ Hra)
wy(t) = gxl(t) —%xg(t) : (5.11)
[ 21(0) =0, 25(0) = 12

de tal forma que é facil perceber que os autovalores dessa matriz s3o0 \; = —— e Ay = —2,

dos quais seus respectivos autovetores associados sdo v; = (1,4) e vo = (—3,4). Vimos no

tA

Coroldrio |4.2{que z(t) = e define a unica solug@o para o nosso problema de valor

inicial. Além disso, pelo fato de A possuir dois autovalores independentes, segue que A é

linearmente conjugada a matriz diagonal D. Logo,

-2 0 1 -3
— 5 —
() e ()

4 a matriz de conjugagdo. Dai, e pelo Lema|4.1| obtemos
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Finalmente, fazendo os calculos necessarios, encontramos

At 0 _ [ =) ) _ e’ft — e .
12 xo(t) 9e~ 5" 4 e

5.2 Aplicacao Referente a Sistema Nao Linear

= O

Nesta se¢do abordaremos uma aplicacao referente a sistema de Equagdes Diferenciais nao
Lineares.

5.2.1 Um Modelo Epidemiolégico Aplicado a Evolucao da COVID-19

Seguimos [1]] e [2] para estudarmos um modelo epidemiolégico que generaliza o cldssico
modelo SIR, introduzido na literatura em 1927 por Kermack e McKendrick [[10]. O SIR € um
modelo compartimental usado para estudar a evolugao de algumas doengas infecciosas. Con-
forme [[10], a sigla SIR dar-se-a pelo fato de os individuos serem divididos em trés populagdes

(ou classes), a saber:
* Suscetiveis (S): pessoas que podem ser contaminadas pela doenga;

* Infectados (I): pessoas que foram contaminadas pela doenga e podem contagiar outros
individuos;

* Recuperados/Removidos (R): pessoas recuperadas da doenca ou que morreram decor-

rentes a mesma.
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O modelo SIR original, [10]], € descrito pelo seguinte sistema de equacdes diferenciais or-

dinarias nao linear:

(dS
E:—R-S(t)l(t)
dI I(t
= S(t) - I(t) — ¥ (5.12)
dR  I(t)
dt T

\

com S(t), (t), R(t) representando, respectivamente, os individuos suscetiveis, infectados e os
individuos removidos (recuperados ou mortos), « representando a taxa de contdgio e 7 o tempo
médio de infeccao (periodo em que uma pessoa que foi infectada pode infectar outras pessoas).

Modelos epidemioldgicos do tipo SIR t€m sido aplicados em vdrias situagdes epidemioldgi-
cas que acometem a sociedade. Como exemplos podemos citar: a evolucio de uma gripe numa
escola (ver [[19]]), a incidéncia de infectados por dengue numa cidade (ver [16]) e a evolucdo
da COVID-19 (ver [l1], [2] e [8]). Esses estudos sdo muito importantes no que diz respeito a
tomada de decisdes para controlar as doencas em foco.

A COVID-19 é uma doenga causada pelo virus SARS-CoV-2 que surgiu em 2019 na China,
disseminando-se por meio do contato entre pessoas; o que acabou provocando uma pandemia
que perdura até os dias atuais.

O modelo da evolucgao epidemioldgica que vamos estudar foi deduzido em [1]] e € determi-

nado pelo sistema de equagdes diferenciais ordindrias

' % — U(S+T+R)—uS — w(t)SI
dI
5 = —(u+ I+ w(t)SI
iR (5.13)
b I —
o =PI —pR
M
il — I

onde S(t),I(t) e R(t) sdo, respectivamente, as populagdes normalizadas de suscetiveis, infec-
tados e recuperados em um dado tempo ¢. M (t) corresponde ao nimero normalizado de mortes
acumuladas devido a COVID-19. O parametro v € a taxa de natalidade da populacdo, p € a taxa
de mortalidade endémica da populacdo, x(t) é a fun¢do que determina a taxa de contagio, p(t)
¢ a taxa de recuperagdo, e A(¢) € a taxa de letalidade da epidemia. A normalizagdo das variaveis
dar-se-a dividindo-as pelo total inicial da populacdo F, que, no nosso caso, serd referente ao
total da populagdo do Brasil. Dessa forma, k(t) deve ser multiplicado por Py, o que se verifica

a sua independéncia em relacdo a F,. Ressalta-se também que ndo obstante p(t) e A\(¢) sejam
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mudados ao longo do tempo, 77! = p(t) + A(¢) é mantido constante.

A importancia de trabalharmos com o modelo (5.13)) ao invés do modelo original estd
no fato de a COVID-19 ja perdurar por mais de um ano. Entdo, faz-se necessario acrescentar
algumas variaveis, para que o modelo tedrico fique o mais proximo de refletir a realidade quando
comparado com os dados reais.

As diferengas entre o modelo original (5.12) e o modelo (5.13)) sdo que héd variagdes na
populacdo total, aceitando as contribuicdes das taxas de natalidade e de mortalidade para a
evolugdo populacional e que € analisado de forma explicita a evolu¢dao do nimero de mortos em
consequéncia da pandemia.

No modelo proposto (5.13) é considerado que todos os individuos t€ém a mesma probabi-
lidade de serem infectados, como também todos t€ém a mesma probabilidade de virem a 6bito
em consequéncia da enfermidade. Supde-se também que a populacdo evolua de maneira que os
novos nascidos sao todos suscetiveis e que os recuperados sdo todos imunes.

E importante também observarmos a variagio da taxa de contgio k(t) conforme o tempo, 0
que reflete o comportamento da populagdo com relagdo ao distanciamento social e a utilizagdo

de equipamentos de protecao individual.

5.2.2 Existéncia e Unicidade de Solucao

Nesta subsecao, seguindo [1]], vamos provar que, para um determinado tempo 7' > 0, para
cada valor inicial (Sy, Iy, Ry, My), com (t), p(t) e A(t) variando continuamente no intervalo
limitado [0, 7' e com os demais pardmetros fixos, pode-se mostrar que o sistema de Equagdes
Diferenciais Ordindrias (5.13)) admite existéncia e unicidade de solu¢do no intervalo de tempo
[0, T]. Além disso, provamos que as solu¢des sdo continuamente dependente dos dados iniciais
e dos parametros k, p e \.

Para provar a existéncia e unicidade de solugdo de , no espaco euclidiano R*, é su-
ficiente verificar que as func¢des dadas pelo lado direito de sao Lipschitz continuas em
relacdo a varidvel espacial (ver Teorema |A.3).

Para isso, seja £(t) = (S(¢), I(t), R(t), M(t)) e definamos ¢ : R x R* — R* como

g(ta f) = (gl <t7 5)7 92(t> 5)? 93(t7 5)? 94(t7 5))? (514)

onde 0s g; : R x R* — R sfo as fungdes coordenadas de g dadas por

i(t,6) =v(S+ 1+ R) — uS — x(t)SI,

9(t,§) = — (u + %) I+ k(t)SI,

93(t,€) = p(t)] — R,
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94(t7 f) = )‘(t)L

com k, p, A:[0,T] — R, fungdes continuas.

Portanto, a existéncia e unicidade de solugdo de (5.13)) segue da proposicdo abaixo.
Proposicao 5.1. A fungdo dada por é Lipschitz continua com relagdo a segunda varidvel.

Demonstragdo. Inicialmente vamos denotar

Kmaz = SUpP "i(t) € Pmag = SUp P(t)
¢€[0,T] te[o, T

e considerarmos em R* a norma da soma, ou seja, para £ = (S, I, R, M), fazemos
€11 = [ST+ [+ [R| + [M],
onde [S| < Spaws | I| < Lnaas |R| < Rinaz € | M| < M,ya,. Denotamos

Stmaz = Sup Si(t), lopmae = sup Io(t).
tefo, T tefo, T

Com isso, podemos ver que

91(t, &) — (b, &) < v = pl[S1 = Sa| + vy — L + v[Ry — Ra| + k(t)|S1 1y — Sl
< v —upl||S1 = So| +v|1 — L] + v|Ry — Ra| + k(t)|S1||1 — L]
+ k()| L[]Sz — 51
< v =St = So| + |l — L] + v[Ry — Ro| + KmazSmaz| 11 — 12|
+  Kmaz Imaz|S1 — Sa|
< (lv = p] + Emazlmaz) |S1 — S2| + (V + EmazSmaz) |11 — 2]
+ V|Ry — Ryl

Assim, escrevendo L; = sup{|v — u| + KmazImazs ¥V + EmazSmaz }» Obtemos

l91(t, &1) —a1(t, &2)| < Ly (ISt — Sof + [l — L] + [Ry — Ryl)
< Lil|& — &l

N
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De maneira andloga,

0t &) = an(t. @1 < (7)1~ B+ wl0ISE - SuE
< (,u + %) |I, — L] + 6(t)|S1|[1a — I1| + k(t)|15]S1 — Sa

S omas a1~ 52| + e Saal 1y = Bl + (u+ )|y — I
assim, escrevendo Lo = max{Kmazlmazs FKmaz Smaz + 1+ %}, temos

ga(t, §&1) — g2(t, &) < Lo (|S1 — Saf + |11 — L))
< Loll& — &ff;

lg3(t, §&1) —g3(t, &) < p(O)|L1 — L] + p|Re — Ry
< Pmacllt = I| + p|Ri — Ryl
< Ly([Ih = L + |R1 — Ref)
< Li||& — &l

com L3 = max{pmaz, i}, e,

l9a(t, 1) — ga(t, &) S A(O)| — L.

1
Desde que — = p(t) + A(t), segue que A(t) =  — p(t). Portanto,
T

1
Amaz = SUp (— - p(t)) <7 L

telo, 7] \T

Por conseguinte,
1 1
|94(t, &1) — ga(t, &)| < ;|]1 — b < ;||51 — &l

Finalmente,

l9(t, &) — g(t, &)|| < Lf|& — &l

onde L = max{Ly, Lo, Ls, %} Ficando concluida a demonstracao. ]

Observacdo 5.1. Pela Proposi¢cao e Teorema de Picard (ver Apéndice), segue que,
para cada valor inicial {, = (5o, Iy, Ry, My), com «(t), p(t) e A(t) variando continuamente no
intervalo [0, T, o sistema de Equacdes Diferenciais admite a existéncia e unicidade de
solug@o no intervalo de tempo [0, 7], que é dada, para ¢t € [0, T, por

s@=@+Ag@amw. (5.15)
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Ademais, usando (5.15) e a desigualdade de Gronwall (ver [6]), obtemos a sensibilidade com
respeito aos dados iniciais.
Com efeito, seja £(t, &) a solucdo do sistema (5.13]), onde ¢ = 0 é &,. Entao,

1€(1,&) = &I < ||€é—§§||+/0 l9(s,&(s,&5)) — g(s,£(s, &) lds
< 16 -+ [ Ll ) € s
Com isso, da desigualdade de Gronwall

le(t &) — et 2)| < lés — Bl b

< e'l& — & — 0, quando [|& — &l — 0.

A préxima proposi¢do faz mengdo ao fato da continuidade da solugdo (S(t), I(t), R(t),
M (t)) de (5.13) em relagdo aos parAmetros «(t), p(t) e A\(t), e sua demonstra¢do pode ser vista

em [1]].

Proposiciio 5.2. Sob as mesmas suposigdes e notagdo da Proposi¢ao (5.1), a solugao (S(t), I(t),
R(t), M (t)) é continua em relagdo aos pardmetros r(t), p(t) e \(t) presentes no sistema ([5.13).

5.2.3 Estimando os Parametros Utilizados no Modelo

Em consonancia com [[1] e [2]], faremos agora as estimativas para os parametros presentes

no sistema dinamico do modelo (5.13).

5.2.3.1 Numero de Reproducao

Quando um virus se propaga em uma populagao, estudos e modelos matematicos sao con-
siderados para a tomada de decisdes, no que diz respeito ao controle da doenga. Projecdes sobre
a evolucao da doenga sdo sempre bem vindas, pois podem ajudar para que o sistema de saide
ndo entre em colapso.

No surgimento de uma doenca é sempre importante saber se tal doenca vai ganhar forca a

ponto de sair do controle ou se a doenga serd facilmente controlada. Isto pode ser verificado

dl
analisando o termo o em (5.13). Note que

dl 1
7t 0= <u+7_> +krS(t) <0=

kS(t
oot s

~—

< 1. (5.16)

No inicio da epidemia € considerado o valor da razao

I{SO




o qual € denominado como o nimero de reproducdo basico (apud MURRAY, 2007). Esta razdo
indica se iremos ter ou ndo uma epidemia. Quando Ry > 1, teremos que a doenga se espalhard,
enquanto que quando Ry, < 1, a doenca perde forcas e, entdo, conseguimos o controle da
disseminacdo do virus. A partir da normalizagdo considerada, temos Sy = 1 e S(¢) < 1. Com

1ss0, a qualquer momento apds o inicio da epidemia, a doenga nao se espalharé se tivermos

E suficiente termos R, < 1 para o recuo da epidemia, no entanto, o necessario mesmo é que
tenhamos Ry(t) < 1. Levando em consideragdo [1]], no inicio da epidemia ainda ndo se tinha
tratamento eficaz contra a COVID-19, tinha-se M () << 1 e S(t) ~ 1, a condigdo critica ainda
era aproximadamente Ry = 1 e o valor critico de x(t) é K* = u + % . E mais, percebe-se ainda
que ndo foi possivel alterar facilmente o tempo médio de infec¢ao 7. Pelo fato de 1/7 >> pu,
portanto a Ginica maneira possivel de diminuir Ry(¢) =~ (t)7 era reduzindo o valor de x(t). Por

isso, era recomendado o distanciamento social e o uso de equipamentos de protecao.

5.2.3.2 Taxas de Recuperacio e Letalidade

Vamos considerar o modelo probabilistico apresentado em [1], do qual encontram-se boas
estimativas para as taxas de recuperagdo e de letalidade. Nesse modelo, consideram-se que
esses parametros se mantenham constantes ao longo dessa epidemia. Assim, supondo que uma
pessoa esteja infectada num dado momento n (pode ser considerado dia, hora ou minuto, por
exemplo). Assim, no momento seguinte n 4 1, ¢ representa a probabilidade de ela ainda estar
doente, p € a probabilidade de ela se recuperar no momento seguinte e de vir a ébito s, de forma

que p + q + s = 1. Dessa maneira, temos a seguinte tabela de probabilidade:

Tabela 5.1: Modelo probabilistico

Situagio \ Instante [0 1 2 ... =n
Recuperado p qp ¢*p ... ¢"p
Obito s qs q¢*s ... q"s

Note que

anp+zqnsz]13+521’
n=0 n=0 -4

implicando na boa definicdo desse modelo probabilistico.
Para n suficientemente grande, temos que ou o individuo se recupera ou vai a 6bito. Entao,
em vista da Tabela obtemos a probabilidade de recuperacdo de um individuo infectado

P,=>  pq" = 1 P ca probabilidade de obito Py = >~/ sq¢" = l 5
—4q —q
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Por meio dessas probabilidade encontramos que o nimero médio de dias de infecc¢ao € dado

por
n=> (p+s)ng" = (p+s)Flq)=(1-q)> ng",

em que a somatdria F'(¢) = >~ ng" é tal que

[e’e] . o0 N q
o T A S R —an —Zq =F@) =) ¢" = Flo) - .
n=1 n=2 n=2
Com isso, obtemos que
q
Fla)= (1—9q)?

pPq _
F P
enquanto ao numero de dias até o 6bito, encontramos
_ 54 —
ny = sk(q) = e = Pn

Podemos notar assim, que n = 7, + m). Esses processos resultam a seguinte equacio de

diferencas para o nimero de infectados

1
1+n

I(n+1) =1I(n) = (p+s)l(n) =I(n) - (1 -q)l(n) = I(n) - I(n).

Vamos considerar n sendo um pequeno intervalo de tempo, tal como 1 hora, de tal forma que

as quantidades S, I, R e M tenham pouca variag@o, para obter a aproximacao

dI AT 1 1)
a = At (L+n)At "

com t,, = nAt. Ademais, considerando At = 1 hora = 1 dia/24, o tempo médio de infeccao é
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obtido da seguinte equagao

1

S
AP A )ar

T

Pensado assim, encontramos as seguintes expressoes para as taxas de letalidade e recuperacao

A= @ - ﬂ7

= T

n, P, (5.17)
p: — = —.

n, T

5.2.3.3 Taxa de Natalidade e de Mortalidade

Os dados utilizados para a taxa de natalidade anual (TNA) e a taxa de mortalidade anual
(TMA) foram obtidos dos mais recentes dados publicados pelo IBGE em 2018. No caso da
natalidade foi dividido o nimero de nascidos vivos pela estimativa de populagdao do ano de
2018, para o da mortalidade foi dividido o nimero de 6bitos pela estimativa de populagdo
de 2018. Os nimeros de nascidos vivos foram considerados do site https://sidra.
ibge.gov.br/tabela/2609, os de obito do site https://sidra.ibge.gov.br/
tabela/2654, enquanto as estimativas populacionais do site ht tps: //www.ibge.gov.
br/estatisticas/sociais/populacao/9103-estimativas—de—-populacao.
html?edicao=22367&t=resultados.

Considerando esses dados e as equacdes de progressoes geométricas(equivalentes a compo-

si¢do de juros compostos), obtemos

(14+v)*® =14+ TNA,
(1 —p)*® =1—-TMA;

nas quais as taxas da natalidade e mortalidade sdo, respectivamente,

v=(1+ TNA)1/365 1 = easln(+TNA) 4

5.18
p=1—(1- TMA)1/365 — 1 — esesln(1-TMA) ( )

No Brasil temos TNA = 0.0139/ano e TMA = 6.1560 x 1073 /ano. Com isso, v =
3.7844 x 1075 /dia e u = 1.6918 x 10~ /dia.

5.2.4 Evolucao Temporal da COVID-19 no Brasil

Em consonancia com [1], utilizamos a biblioteca Odeint do pacote cientifico SciPy do
Python (apud VIRTANEN et al., 2020) para integrarmos o sistema de Equagdes Diferenci-
ais Ordindrias (5.13) com o passo de integra¢do de dt = 1.0/24, correspondente a uma hora,

ja que a unidade de tempo € um dia. Os codigos utilizados para a constru¢do dos graficos
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foram os mesmos utilizados em [1]] e estdo disponibilizados em https://github.com/
Jeffhenri/codigos_e_graficos/blob/main/gr$C3%Alficos.ipynbl Utili-
zamos também a taxa 7 = 14 dias como o tempo médio de infeccdo. Supondo que este
parametro ndo muda sensivelmente durante o periodo de tempo do surto da pandemia até
agora. A populagio inicial serd de Py = 211.049.527. Os valores iniciais sdo: S(0) = 1 —
Co/Po, 1(0) = Ao/ Py, R(0) = %o/ Py e M(0) = Dy/ Py, onde Cy é o niimero inicial de casos
confirmados, Ay é o nimero inicial de casos ativos, %, é o nimero inicial de casos recuperados,
e Dy € o namero inicial de mortes, que usualmente serd 0 ou 1. Os dados referentes ao nimero
de casos confirmados, recuperados e mortes do Brasil foram obtidos do site https://data.
humdata.org/dataset/novel-coronavirus—-2019-ncov—-cases (acessado em
17/03/2022, com dados coletados até o dia 10/03).

Na Fig. sdo feitas as comparacgdes entre os dados oficiais (linha tracejada em verde)
de casos confirmados e as previsdes apresentadas pelo modelo proposto (linha continua em
vermelho). E bem perceptivel o 6timo ajuste do modelo teérico proposto em [1]].

Na Fig. mostramos uma comparacao entre o niimero de casos de obito devido a COVID-
-19 (em preto) e o nimero de dbitos previstos pelo modelo tedrico.

E importante ressaltar que nos casos acima as fungdes #(t), A(t) e p(t) variam no tempo de
acordo com as Figuras[5.5][5.6]e

Na Fig. mostramos a evolugdo temporal da taxa de contdgio x(t). A queda acentuada
desta taxa no inicio da pandemia possivelmente dar-se-4 pelo processo de conscientizacdo da
populagdo para as medidas de higiene pessoal (lavagem de mdos), como também de isolamento,
distanciamento social e o uso de equipamentos de protecdo individual. A implantacdo de cam-
panha de vacina contra a COVID-19 no Brasil se deu a partir de 17 de janeiro de 2021, que
inicialmente foram contempladas pessoas da satde, a posteriori as demais pessoas. A partir dai,
apesar de algumas variacOes semanais, também pode-se perceber uma queda acentuada dessa
taxa, mas sempre reforcou-se as medidas de protecao contra o virus, ndo dependendo somente
da protecdo da vacina.

Na Fig. é apresentado o nimero de reproducio em fungio do tempo. E basicamente uma
versdo em escala de x(t). Aqui, percebemos que desde o inicio de julho de 2020, Ry(t) vem
oscilando em torno de 1; com excecdo do periodo de dezembro de 2021 a meados de fevereiro
de 2022, onde ocorreu um pico, provavelmente devido ao surgimento de uma nova variante e
ao relaxamento das medidas de distanciamento social e utilizacdo de equipamentos de protecdo
individual.

Na Fig. apresentamos a evolugdo temporal das probabilidades de letalidade P, (t) (linha
continua em preto) e recuperagdo P,(t) (linha tracejada em azul), obtidas conforme o modelo
descrito. Podemos perceber que no inicio da pandemia a probabilidade de letalidade devida a
COVID-19 era muito alta. Possivelmente devia estar relacionada a pequena quantidade de testes
laboratoriais para diagndstico da COVID-19, especialmente nos estdgios iniciais da pandemia.

Em marco de 2021, houve um aumento da letalidade, isso pode ser devido as variantes gama
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que se espalharam da cidade de Manaus pelo Brasil nesse periodo.

17 Evolucdo temporal da Epidemia
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Figura 5.3: Numero de casos confirmados oficiais em comparacao a previsao do modelo tedrico.
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Figura 5.4: Numero de mortes oficiais em comparacao com a previsao do modelo tedrico.
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Variacdo temporal da taxa de contagio no Brasil
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Figura 5.6: Variacdo do numero de reproducdo.
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Taxas de letalidade e recuperacio no Brasil
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Figura 5.7: Taxas de letalidade e recuperacao obtidas com o método descrito.
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Apéndice A

Serdo apresentados agora alguns conceitos necessarios para a demonstracdo do Teorema
de Existéncia e Unicidade de solu¢do para o problema de valor inicial, proposto em [3]], como
também solu¢des de sistemas de equacdes diferenciais lineares a coeficientes constantes. Para

isto,

A.1 Teorema do Ponto Fixo de Banach

Definimos uma métrica num conjunto X como sendo uma fungdo d : X x X — R,
que associa a cada par ordenado de elementos =,y € X um ndmero real d(zx,y), chamado a
distancia de = a y, de tal forma que para quaisquer x,y,z € X sao satisfeitas as seguintes

condicoes:
dl. d(z,z) =0;
d2. Se x # y, entdo d(z,y) > 0;
d3. d(x,y) = d(y, x); (simetria)
d4. d(z,z) < d(x,y) + d(y, z). (desigualdade triangular)

Definicao A.1. Um espago métrico é um par (X, d), tal que X é um conjunto ndo vazio e d é

uma meétrica sobre X.

Exemplo A.1. Seja X um espago vetorial munido de uma norma | . |. Assimd : X x X — R,
dada por d(x,y) = |xr — y| € uma métrica sobre X. A mesma é denominada métrica induzida

pela norma | . |. De fato, dados =, y, z € X, temos

d(z,z) = |z —z| = 0.
Se x # y, entdo

d(z,y) = |z —y[ > 0.

Ademais,
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Finalmente, pela desigualdade triangular de nimeros reais, obtemos

d(xz,z) = |z — 2|
<o —yl+ly — 2|
= d(z,y) +d(y, 2).
Conclusdo: d(z,z) < d(z,y) + d(y, z), e, por conseguinte, d é uma métrica sobre X.
Exemplo A.2. Seja B, abolade R"™ de centro na origem e raiobe I = [a, b] C R. Consideremos
X = %€ (I, By) o espago das fungdes continuas ¢ : I — By,. Definimos d : X x X — R por
d( 1, p2) = sup |@1(t) — pa(t)].
tel
Desse modo, d define uma métrica sobre X. De fato, sejam dados ¢1, p2, o3 € X, temos
d(ir, 1) = suppi(t) — @a(H)] = 0.
S
Se 1 # 9, entdo
(1, p2) = sup [p1(t) — ¢2(t)] > 0.
S

Além disso,

d(p1, p2) = sup |1 (t) — pa(t)]

tel

= sup |p2(t) — @1 (t)]
tel

= d<<1027 ¢1)

Finalmente, temos que, pela desigualdade triangular de nimeros reais, para todo t € X

p1(t) — wa(®)] < p1(t) — wa(t)] + |p2(t) — wa(t)],

donde, calculando o supremo, obtemos

Sup 1 (t) — w3(t)] < igy(m(t) —@a(t)| + |2(t) — @s3(t)])

< sup [1(t) = pa(t)] +sup [a(t) — ps(t)]-
tel tel

Conclus@o: d(¢1,p3) < d(p1, v2) + d(p2, p3), €, portanto, d é uma métrica sobre X.

Definicao A.2. Um ponto fixo de uma aplicacdo f : X — X é um ponto x € X tal que

flz) = .

Exemplo A.3. Toda fungdo continua f : [0,1] — [0, 1] possui um ponto fixo. De fato, seja a
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fun¢do continua ¢ : [0, 1] — R, dada por

Sendo 0 < f(x) < 1 para qualquer x € [0, 1], obtemos

p(0) = f(0) 20ep(l) = f(1) -1 <0.
Pelo Teorema do Valor Intermedidrio (ver [12]]), existe z € [0, 1] tal que p(z) = 0, ou seja,
f(@) = .

Definicao A.3. Sejam X, Y espagos métricos. Uma aplicagdo f : X — Y chama-se uma

contracao quando existe uma constante ¢, com 0 < ¢ < 1, tal que

d(f(z), f(y)) < cd(z,y)

para quaisquer x,y € X.

Exemplo A.4. Seja U C R" aberto e convexo. Se f : U — R" é uma aplicacdo diferencidvel
tal que |f'(z)] < ¢ < 1 paratodo x € U e algum ¢ € R, temos, pela Desigualdade do Valor
Médio (ver [12]),

() = F)l < [ (@)l|z — vl

< clr —y|.

Conclusao : f € uma contragao.

Definicao A.4. Uma sequéncia (x,,) num espago métrico M chama-se uma sequéncia de Cauchy

quando, para cada € > 0 dado, existe ny € N tal que
m,n > ng = d(Ty,,x,) <€

Definicao A.S. Um espaco métrico X é dito completo quando toda sequéncia de Cauchy em X
converge para um elemento de X. Um espacgo vetorial normado que € completo, cuja métrica é

induzida pela norma, chama-se uma espaco de Banach.

Exemplo A.S. Um subespaco fechado de um espaco métrico completo é completo. Com efeito,
seja I' C M um subespaco fechado do espaco métrico completo M. Dada uma sequéncia de
Cauchy (x,) em F, existe limz,, = a € M. Pelo fato de F' ser fechado em M, entdo tem-se

que a € F'. Com isso, concluimos que F' é completo.

Exemplo A.6. O espaco X = ¢(I, By) das fungdes continuas definidas no Exemplo[A.2]é um

espaco métrico completo. De fato, seja (,, uma sequéncia de Cauchy em X. Assim, dado € > 0,

109



existe ng € N tal que para todo m,n > ng, tem-se

d(pm(t), on(t)) <,

isto &,

sup (o (t) — pn(t)] <€
tel

Dai,
P (t) — pu(t)] < e,V t €I
Logo, (¢1(t), pa(t),...) é uma sequéncia de Cauchy em B;,. Sendo B; um subespago métrico

fechado do espaco métrico completo R", concluimos que B, é um espagco completo. Assim,

existe o' € By tal que p,,(t) — ¢', quando ¢t — oo. Consideremos a fungio ¢ — B, dada por

p(t) = ¢' = lim o ().
Afirmacao:
@) peX;
1) @, = .

De fato, sendo as ¢,, funcdes continuas de I em B, é facil perceber que ¢ : I — Bj, também ¢é

uma func¢do continua. Ademais, dado ¢ € I, temos

|on(t) = (&) = len(t) — ¢ <e.

Dai,

sup [ (1) — ¢alt)] < &,
tel

ou seja,
d(em(t), eu(t)) <e.
Portanto, X € um espaco métrico completo.

Teorema A.1 (Teorema do Ponto Fixo de Banach). Sejam (X, d) um espaco métrico completo
e f: X — X uma contragao, isto é, d(f(x), f(y)) < Kd(z,y),0 < K < 1. Existe um tinico

ponto fixo em X, ou mais precisamente, dado xy € X, a sequéncia

x1 = f(x0), xo = f(x1),..., Tnr1 = f(zn),. ..

converge em X e a = limx,, € o uinico ponto fixo de f.

Demonstrag¢do. Unicidade: sejam a; e ay dois pontos fixos, isto &, f(a1) = a; e f(az) = as.
Assim
d(ala CL?) - d(f<a1)7 f(a2)) <c- d(ala a2>7
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isto é,
(1—c)-d(ay,az) <0.
Como 1 — ¢ > 0, resulta que d(ay, as) = 0 e, portanto, a; = as.

Existéncia: para provarmos a existéncia, provaremos primeiro que (z,,) ¢ uma sequéncia de

Cauchy em X. Ora,

d(x1,22) = d(f(w0o), f(z1)) < ¢ d(wo, 1),
d(xa, 23) = d(f (1), f(22)) < - d(m1,22) < - d(z0, 71)

e, por recorréncia, concluimos que
d(xp, Tpy1) < - d(xg,z1),Vn €N. (A.1)
Logo, para n, p € N quaisquer, segue que

d(zn, xn—&-p) < d(Tn, Tny1) + d(Tog1, Tpgo) + -0+ d(xn—m xn—&-p)

<["(1+c+ A4+ cp_l)] - d(xo, 1)

Cn

1—c

- d(zg, x1).

Calculando o limite quando n — oo, obtemos

n

: d(.fo, xl).

lim d(z,, zp41) < lim
n—00 n—oo | — C

Pelo fato de

lim ¢" =0,
n—o0o

segue que

nh—>nolo d(l‘nu In—&—p) = 0;

o que implica que (z,,) ¢ uma sequéncia de Cauchy em X . Logo existe a € X tal que lim z,, =
n—oo

a. Provemos agora que a € ponto fixo. De fato, sendo f continua, temos que

fla) = f(limz,)
= hm ZUx+1
g a)
concluindo a demonstragao. O]

Lema A.2 (Lema da Contragdo). Seja X um espaco métrico completo. Se F' : X — X é

continua e, para algum m, F™ é uma contracdo, entdo existe um vinico ponto p fixo para F.
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Mais ainda, p é atrator de F, isto é, F""(x) — p, quando n — oo. Onde F™(x) é definido por
F(Fm=H(z)).

Demonstragdo. Suponhamos que p seja o ponto fixo atrator de F* dado pelo Teorema do Ponto
Fixo de Banach. Sejan = mk +[,com 0 <[ < m. Dado x € X, como p ¢ atrator de '™, e

também pelo fato de F'(5),0 < [ < m ser finito, temos
[F™*(F'(z)) = p, k — oo.

Da relacdo
F"(x) = [F™]*(F(x))

e do fato que quando n — oo, tem-se que k — oo, segue que F"(z) — p, quando n — oo,

mostrando que p € atrator de F'. Além disso,

p = lim F"(F(p)) = lim F""(p) = lim F(F"(p)) = F(lim F"(p)) = F(p).

n—o0 n—oo n—0o0 n—oo

O]

Teorema A.3 (Teorema de Picard). Seja f continua e lipschitziana em ) = I, X By, onde
I, = {t;|t — to] < a}e By, = {z;|x — x| < b}. Se|f| < M em ), entdo existe uma tnica

solucdo de

¥ = f(t,x), x(ty) = xo
em 1, onde o« = min {a, %

Demonstracdo. Seja X = €(I,, B,) o espago métrico das fungdes continuas ¢ : I, — By,

com a métrica da convergéncia uniforme
d(ep1, p2) = sup p1(t) — @2()]. (A.2)
tely
Para p € X, seja F'(p) : I, — R" definida por
t
PO =20+ [ f(s6(s))ds, t € L (A3)
to

Podemos notar que F’ satisfaz as seguintes propriedades:
1) F(X)cCX;

(i) F™ € uma contragdo, para n suficientemente grande.
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De fato, para todo ¢t € [, temos

F(&)(1) = w0l = | [{ (s, 0(s))ds
< [ 1t stoplas

< Mds
to

= M(t —to)

< M«

<b

Com isso, F'(X) C X, provando (i). Quanto a (ii), para todo par ¢1,ps € X e todon > 0,

temos

n|l4 n
<K|7f to|

[E™ (1) (1) = F™(pa(1))] < ~d(p1,¢2), t € o, (A.4)

n!

onde K ¢ a constante de Lipschitz de f. Verificamos esta igualdade por indu¢do em n. Para

n = 0 a verificagdo € imediata, pois

lp1(t) — w2(t)] < d(p1,02), t € Lo
Suponhamos que seja vélida para n = k, ou seja,

kip g [k
< KF[t =t

[FH(p)(t) — F*(p2) (1)] < A ee), tE Lo

Entao,

[FE (1) () = FE 2 (2) (1)) = [F(FM(e1))(1) = F(F(02)) (1)

< / (s, F¥(01)(s)) — f(s, F*(5, 0als))|ds

< /t K|F*(p1)(s) = F*(02)(s)ds

t Kk s—1 k
<K %d(gpl, o)ds

to
B Kk:—i—l‘t _ tO’k—‘rl
k1 1)

d(<ﬂ1,802)-

Portanto, a desigualdade (A.4)) é valida para todo n € N. Calculando o supremo em (A.4), segue
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que

K™a™
n!

d(F" (1), F"(ip2)) < ~d(p1,p2).

Mais ainda, para n suficientemente grande,

K™a™
n!

<1,

pois este é o termo geral de uma série cuja soma é eX®. Conclusdo: F™ é uma contra¢io em
X. Pelo Lema da Contraggo, existe uma tnica ¢ € X tal que F'(¢) = ¢, ficando provado o

teorema de Picard. ]

Corolario A.1. Seja ) aberto em R x R" e seja f : Q2 — R" continua com Dy f também
continua. Para todo ponto (to, o) € ) existe uma vizinhanca V = T'(ty) X B(xo) tal que
¥ = f(t,x), z(tg) = o, tem uma vnica solucdo em I(ty). Ademais, o grdfico desta solu¢do

estd contido em V.

Demonstragdo. Seja U uma vizinhanga de (¢, x¢) tal que f|y € Lipschitziana e |f| < M em
U. Seja a > 0 suficientemente pequeno para que V' = [,(tg) x B(zg) € U, onde b = aM.

Conclui-se o argumento aplicando o Teorema de Picard em V. [l

Proposicao A.1. Seja f continua e Lipschitziana em ) = [a,b] x R". Entdo, para todo

(to, o) € ) existe uma tinica solucdo de

= f(t,x), x(to) = xo,

em I = |a,b.

Demonstragdo. Consideremos X = € (I,R") e F': X — X definida por

F(p)(t) = zo +/t f(s,0(s))ds.

Conforme os passos da demonstracdo do Teorema de Picard, concluimos que F' tem um
unico ponto fixo, para n grande, F" € uma contragdo. Basta observar que a desigualdade (A.4)

vale substituindo |t — o] por (b — a). O

Corolario A.2 (Equagdes Lineares). Sejam A(t) e b(t) matrizes n x n e n X 1, respectivamente,
de fungdes continuas num intervalo 1. Para todo (ty,xo) € I x R™ existe uma tinica solugdo de
' = A(t)x + b(t), x(ty) = o definida em 1.

Demonstragdo. De fato, seja [ = U, I,,, onde I,, C I, sdo intervalos compactos que contém
to. f(t,x) = A(t)x 4 b(t) satisfaz as hipdteses da Proposicao em cada intervalo /,,. Seja

¢, a Unica solugd@o neste intervalo passando por (%o, x). E claro que ©Oni1l, = @n. Logo,
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©(t) = @n(t), t € I, estd bem definida em I. E claro também que ¢ é a tinica solugdo em J

passando por (%o, o). O
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