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Resumo

Um elemento a = a+bi € C é dito um inteiro quadrético se o é um inteiro algébrico de Q[v/m],
ou equivalentemente, se T'(«) = 2a e N(a) = a@ sdo numeros inteiros. Ao conjunto dos inteiros
quadraticos chamamos de anel dos inteiros quadraticos e denotamos por O(m). Este trabalho
tem como objetivo estudar o anel O(m), procurando caracterizar os seus elementos. Além disso,
iremos estudar as unidades e ideais do anel O(m), e para quais valores de m o anel é euclidiano.
O estudo, em grande parte, serd separado nos casos real (m > 0) e complexo (m < 0).

Palavras-chave: Inteiros; Quadraticos; Anel.
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Abstract

An element o € C is a quadratic integer if « is an algebraic integer of Q[y/m], or equivalently,
if T'(a) = 2a and N(«a) = aa@ are integer numbers. The set of quadratic integers is called ring of
quadratic integers and we wil denotate O(m). This paper has as an objective to study the ring
O(m), searching to characterize its elements. Besides that, we will study the units and ideals of
the ring O(m) and for which values of m the ring is euclidean. The study, on its majority, is
divided on two cases: real (m > 0) and complex (m < 0).

Keywords: Integers; Quadratic; Ring.
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Introducao

A teoria dos nimeros algébricos surgiu como uma ferramenta para a solucao de problemas que
envolvem niimeros inteiros e solugoes inteiras de equacoes conhecidas como Equacoes Diofantinas.
Um exemplo desse tipo de problema é o famoso teorema enunciado pelo matemaético francés Pierre
de Fermat (1601 — 1665), conhecido como o Ultimo Teorema de Fermat, que afirma que nao existem
inteiros positivos z,y, z e n, com n > 2, tais que z" + y" = 2".

Outro exemplo de grande importancia nessa teoria sao as chamada equacoes de Pell, que sao
equacoes da forma 22 —my? = 1, com m € Z. As solucoes dessas equacoes podem ser encontradas
fazendo a fatoragao (z + d/m)(xz — dy/m) = 1. Como isso, observa-se a necessidade de considerar
uma extensao dos nimeros inteiros, e racionais, onde esteja inserido o \/m. Tais extensoes sao
conhecidas como corpos quadraticos Q[/m], onde m é um inteiro livre de quadrado.

Neste trabalho vamos estudar o anel O(m) formados pelos inteiros algébricos do corpo quadrético
Q[v/m]. Um elemento a € C é um inteiro algébrico se é raiz de um polinémico monico com coefici-
entes em Z. O conjunto O(m) é um subanel de Q[y/m] chamado de anel dos inteiros quadréticos.
O objetivo principal desse trabalho é descrever o conjunto O(m) dos inteiros algébricos de Q[/m].

No Capitulo 1, caracterizaremos esses anéis através da sua norma e trago. Vamos também
mostrar que os elemento de O(m) sao da forma a + b¢, com a,b € Z e

1
€= %m, se m = 1(mod 4)

vm,  sem Z 1(mod 4)
Assim, temos que O(m) = Z[\/m| = {a + b\/m, a,b € Z}, apenas quando m % 1(mod 4).

No Capitulo 2, vamos estudar os anéis quadraticos euclidianos. Um anel dominio de integridade
A ¢ dito euclidiano se existe uma fungao ¢ : A — {0} — N tal que e(af) > (), para todo
a,f € A— {0} e existe um algoritmo da divisdo em A, isto é, dados a, 8 € A, 8 # 0, existem
q,r € A tais que @ = g8+ r com r = 0 ou &(r) < £(f). No caso complexo, O(m) é euclidiano
para m = —1,—2,—3,—7 e —11 e sdao os Unicos valores complexos para os quais isso acontece.
No caso real, O(m) é euclidiano para m = 2,3,8,6,7,11,13,17,19,21,29, 33,37,41,57 e 73. No
entanto, para o caso real, nao garantimos que os valores escritos sao os inicos, apenas conseguimos
a finitude do conjuntos de tais valores. Este tltimo fato foi provado em trabalhos de outros tais
como H. Chatland [1], Barnes e Swinnerton-Dyer [2] e Samuel [3]. E bem conhecido que todo anel
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euclidiano é um anel principal (ver Teorema 2.1.6). Na Secao 3.3 usaremos os anéis dos inteiros
quadraticos para mostrar que a reciproca nao é verdadeira. Mais especificamente, mostraremos

14++v/—19
que o anel O(—19) =7Z {JFT} ¢ um anel principal que nao ¢ euclidiano.

No Capitulo 3, estudaremos o conjunto O(m)*, que é um subgrupo do grupo multiplicativo
de Q[y/m], chamado de grupo das unidades de O(m). As unidades de O(m) sao os elementos
p € O(m) tais que existe ' € O(m) com pp' = 1. No caso complexo, mostraremos que as
unidades sao

+1,+vV—-1,+£6 e +&2

onde p = %ﬁ No caso real, existe o € O(m)*, chamado de unidade fundamental, tal que
O(m)* = {xui,n € Z},

0 que é um pouco mais complexo do que o caso real.

Finalmente, no Capitulo 4, iremos concluir nosso trabalho estudando os ideais de O(m), mos-
trando que sdo representados na forma (vk,v(u + £)) onde u,v,k > 0 sdo inteiros. Ou seja,
mostraremos que todo ideal I de O(m) é da forma

I=7®Zv(u+¢).



Capitulo 1

Anel dos Inteiros Quadraticos

Neste capitulo vamos introduzir os anéis dos inteiros quadraticos e caracterizar os seus ele-
mentos. Iniciaremos o estudo com os corpos quadraticos e os inteiros algébricos. O anel dos
inteiros quadréticos, denota por O(m), é formado pelos inteiros algébricos dos corpos quadréticos.
Apresentaremos algumas propriedades dos inteiros algébricos e uma caracterizagao dos elementos
de O(m) que sera usada nos préximos capitulos. Recomenda-se, para quem nao estd familiarizado
com a teoria de nimeros inteiros e anéis, a leitura de César e Sonia (][9], Capitulos 1, 2 e 3) e
Vandernberg ([10], Parte III).

1.1 Corpos Quadraticos

Definicao 1.1.1. Um nidmero complexo o é algébrico se existe um polinéimio nao nulo f(X) €
Q[X] tal que f(a) =0, onde Q[X] € o anel dos polinémios sobre Q.

Exemplo 1.1.2. Todo o € Q € algébrico, pois € raiz do polinomio
P,(x) =z —ac Q[X].

Exemplo 1.1.3. Os nimeros m e e (nimero de euler) sio nao algébricos. Estes nimeros sao
chamados de transcendentes (veja [6, Capitulo 6, pdginas 41-45] e [6, Capitulo 7, pdagina 52]).

Seja o € C algébrico, o polindmio moénico de menor grau em Q[X] que a anula é chamado de
polindmio minimal de aw. Como veremos a seguir, o polindmio minimal é tnico.

Proposicao 1.1.4. Seja o € C algébrico, entao o polinomio minimal de o € unico.

Demonstracao. Sejam f(X) e g(X) polindmios monicos distintos em Q[X] e de mesmo e menor
grau que anulam «, sendo assim o polinomio (f —¢)(X) é nao nulo, anula « e tem grau menor que
o de f(X) e g(X). Dividindo (f — ¢g)(X) pelo seu coeficiente do termo de maior grau, temos um
polinémio moénico que anula o de grau menor que f(X) e g(X), contradizendo a minimalidade do
grau dos mesmos. [ ]
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Definicao 1.1.5. Seja o € C algébrico, o conjunto Qo] = {f(a); f(X) € Q[X]} é chamado de
corpo algébrico. Dizemos que o corpo algébrico Q[a] é um corpo quadrdtico se o € Q e o anula
um polinémio em Q[X] de grau 2.

Exemplo 1.1.6. Se m € um inteiro livre de quadrados, ou seja, m nao € divisivel por nenhum

quadrado diferente de 1, entao Q[\/m] é um corpo quadrdtico. De fato, vejamos que:

i) Se m é um inteiro livre de quadrados, entao \/m & Q: supondo que /m € Q, entao existem

inteiros p e g com mdc(p,q) = 1 tais que /m = }—?, dai
q

m:p—:>p2:mq2. (1.1)

De (1.1), seque que plmgq?. Como mdc(p,q) = 1, entao p|m. Escreva m = ppy, com p; € Z.
Substituindo em (1.1), temos

P’ = (pp)¢* = p =g’ (1.2)
Seque de (1.2) que p|p,. Escrevendo p; = pps, temos
m = p(pp2) = p’ps
donde p*|m, o que é um absurdo pois m € um inteiro livre de quadrados. Logo, \/m & Q.
ii) a =+/m € raiz do polinémio
p(X) = X* —m € Q[X]
Logo, Q[\/m] é um corpo quadratico.
Proposigao 1.1.7. Todo corpo quadrdtico é da forma Q[v/m], onde m € um inteiro livre de

quadrados. Além disso, temos Q[/m] = {a + b\/m;a,b € Q}.

Demonstracao. Seja Q[a] um corpo quadrético. Como o € Q e é raiz de um polinémio em
Q[X] de grau 2, entao podemos escrever

a+bym

Cc

onde a,b,c € Q e m é um inteiro livre de quadrados. Logo,

Qla] = Q {M} — Qv

C

e veremos a prova dessa igualdade mais a frente.

Vejamos que Q[/m] = {a+by/m;a,b € Q}. Por defini¢ao, temos que Q[v/m] = {f(v/m); f(X) €
Q[X])}. Se a = a + by/m, com a,b € Q, considerando f(X) = a + bX € Q[X], temos que
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a = f(y/m) € Q[y/m]. Reciprocamente, seja a € Q[/m], entdo existe f(X) € Q[X] tal que
a = f(y/m). Sendo p(X) = X? —m € Q[X], pelo algoritmo da divisao (ver [11, Teorema 23.1])
existem ¢(X),r(X) € Q[X], com r(X) nulo ou grau de r(X) menor ou igual 1, tais que

f(X) = p(X)g(X) +r(X)
Daf sendo r(X) = a+ bX, a,b € Q, e observando que p(/m) = 0, temos

o = F(v/m) = p(v/m)a(v/m) + r(vm) = a+ by/m.
Portanto, temos a igualdade

0 {M] — Qlvm)

C

As operagdes de soma e multiplicagdo em Q[y/m] sdo definidas por: sendo o« = a + by/m, 5 =

¢+ dy/m € Q[v/m], temos
a+B=(a+c)+(b+dvm

a- B = (ac+ bdm) + (ad + bc)y/m.
Além disso, se @ = a + by/m € Q[/m] e a # 0, entdo

al=—_"2 b Jm. (1.3)

a?—bm a?—b%m

Observa-se que Q[y/m] é um subcorpo de C.

Proposigao 1.1.8. Todo elemento de um corpo quadrdtico Qo] = Q[v/m]| satisfaz um polinémio
de grau 2 em Z|X]

Demonstragao. Seja 5 € Q[a] = Q[y/m/], entao 8 = M, onde a,b,c € Z, mde(a,b,c) =1
c

e m é livre de quadrados. Temos, by/m = fBc — a e assim b*m = [(%c* — 2acf3 + a* e portanto
B2c? — 2ac + a® — b*m = 0. Dessa ultima igualdade podemos concluir que 3 é raiz do polinémio
f(X) =X — 2acX + a® — b?m € Z[X]. Portanto, todo elemento de Q[a] satisfaz um polindmio
de grau 2 em Z[X]. n

Observagao 1.1.9. Dados a,b,c,d € Q e a+bym = c+dym = a =c e b =d, ou seja,
Q[v/m] € determina de forma tnica seus elementos. Esse fato seque de /m & Q.

Dado um elemento a = a + by/m € Q[y/m] chamamos de conjugado de «, denotado por @, o
elemento @ = a — by/m. Definimos também o traco e norma de « por

T(a)=a+a=2a e N(a)=aa=ad>—mb
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respectivamente. Observe que T'(«) e N(«) pertecem a Q.

No préximo resultado vamos mostrar algumas propriedades do trago e da norma que serao
usadas ao longo do trabalho.

Proposigao 1.1.10. Dados «, 5 € Q[\/m] temos:

() a+f=a+pfeaf=ap

(b) @ =« se, e somente se, a € Q.

(c) T(a+ B) = T(a) + T(8) e N(af) = N(a)N(5).

(d) N(a) =0 se, e somente se, a = 0.

(e) Sea #0, entio a~! = a[N(a)]"".

(F) Sem >0, entio |N(a + by/m)| = |a® — mb?| < maz{a?, mb*}.

Demonstragao. Sejam a = a + by/m e f = ¢+ dy/m, entao

a+B=(a+c)+(b+dvm e af=(ac+bdm)+ (ad+ bc)v/m.

(a) Temos

at+B=a—-bym+c—dym=(a+c)—(b+dvm=a-+
ap = (a — bym)(c — dy'm) = ac + bdm + (ad — be)y/m = af3

(b) E imediato que se a € Q, entio o = @. Por outro lado, se @ = a entéo 2by/m = 0 o que
implica em b = 0. Assim, @« =a € Q.

=@

(c) Pelo item (a), temos:
Ta+B)=a+B+a+f=a+a+p+B=T(a)+T(B)
N(aB) = aBaB = afaB = aaBB = N(a)N(B)

(d) E imediato que se o = 0, entdo N(a) = 0. Se N(a) = 0, entdo a@ = 0 o que implica em
a =0 oua=0. Se o primeiro acontecer esta provado; ja se @ = 0, entao a = by/m, e assim
a=20€Qea=a=0.

(e) Primeiramente, observe que pelo item (c), com a # 0, entdo N(a) # 0 e assim existe
[N(a)]™' = (a@)™ = (@ ')a~!. Logo,

at=a (@ ta)=alca ) =alN()] .
(f) Se m > 0, temos —mb? < a? — mb? < a?. Logo, como sabemos que N(a + by/m) = a*> — mb?,

entao |N(a + by/m)| = |a®> — mb?|. Dai, como consequéncia da desigualdade, |a® — mb?| <
maz{a®, mb*}.



1.2. INTEIROS QUADRATICOS 7

n

Proposigao 1.1.11. Seja o € Q[v/m]. Entao « € raiz do polinomio.
fa(z) = 2® = T(a)z + N(a) € QLX].
Demonstragao. Seja a = a + by/m, entéo:
a® = (a + by/m)(a + bym) = a® + 2aby/m + b*m.
Assim,
fala) = a®+ 2aby/m + b*m — 2a(a + by/m) + a* — b*m
= 2a* + 2aby/m — 2a* — 2aby/m = 0.
[

1.2 Inteiros Quadraticos

Definicao 1.2.1. Seja o € C. Dizemos que o € um inteiro algébrico se o anula um polinomio
monico f(X) = X"+ a, 1 X" '+ -+ ag € Z[X]. Nestas condi¢oes, chamamos « de inteiro
ou integral sobre Z. Definimos entao os inteiros de Q[\/m] como sendo o conjunto dos inteiros
algébricos que estao em Q[\/m]. Denotaremos por O(m).

Exemplo 1.2.2. Todo inteiro € um inteiro algébrico. De fato, seja o € Z, note que o € raiz do
sequinte polinomio
f(X)=X—aecZX]
Logo o € um inteiro algébrico.
Exemplo 1.2.3. \/m é um inteiro algébrico. De fato, \/m € raiz de
g(X) = X?*—m e Z[X].

Observagao 1.2.4. Por [7, Coroldrio 1.3] o conjunto O(m) dos inteiros de Q[\/m] é um anel.
Mais precisamente, é um subanel de Q[v/m)].

Podemos caracterizar os elementos de O(m) através do trago e da norma. Para isso, vamos
precisar dos seguintes resultados:

Observagao 1.2.5. Se a € O(m), entio @ € O(m). De fato, seja « = a + by/m € O(m) e
considere p(X) = X" + a, 1 X" ' + -+ + ag € Z[X] o polinémio méonico que anula o, ou seja,
p(a) = 0. Vamos verificar @ também € raiz de p(X). Primeiramente, observe que

0=pla)=a"+a, 1" '+ +ag (1.4)
Assim, aplicando o conjugado em (1.4)

0=a"+ap_ 1@ '+ - +ay = p@
Portanto, @ € O(m).
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Lema 1.2.6. Seja a € Q tal que existe um polindmio ménico g(x) € Z[X], satisfazendo g(a) = 0.
Entao o € 7.

Demonstragao. Seja a = % com b > 1 (a e b primos entre si) e g(X) = ag+ a1 X +as X*+- -+

p1 X" '+ X" com ag,ai,...,a,—1 €Z. Entao
0=g(a) +are + « ot " v
=gla)=ap+ a1~ +ay—5+ -+ ap_ 17—+ —
9 0 17 272 11 T

Multiplicando ambos os lado por b, temos

0 = b'g(a) ="0b"ag + V" laja + 0" 2aya® + - - + ba, a4+ a®
= b(bn71a0 + bn72a1a + bn73a2a2 ot Clnflanfl) +an

Segue da ultima igualdade que b divide a". Consequentemente, como mdc(a,b) = 1, devemos ter
b=1. Logo, a =a € Z.

Teorema 1.2.7. Seja a € Q[v/m]. Entao o € O(m) se, e somente se, T(a) e N(«) sao inteiros.

Demonstracao. Suponha que N(«),T(a) € Z. Entao, pela Proposigao 1.1.11, temos que « é
raiz do polindbmio monico

f(X)=X?-T(a)X + N(a) € Z[X].
Logo, a é um inteiro quadrdtico e portanto o € O(m).

Reciprocamente, seja a € O(m). Pela Observagao 1.2.5 temos que @ € O(m). Além disso,
como O(m) ¢ um anel, segue que

T(a)=a+a, N(a)=aaeO(m).
Logo, existem polinomios monicos f(X), g(X) € Z[X] tais que
f(T(2)) =0 e g(N(a)) = 0.

Portanto, pelo Lema 1.2.6, temos que T'(a) e N (o) sdo inteiros.

Corolario 1.2.8. Todo inteiro de Q[/m| anula um polinémio ménico de grau 2 em Z[X].

Demonstragao. E imediato pelo Teorema 1.2.7 e pela Proposicao 1.1.11. ]

Com essa caracterizagdo podemos mostrar as seguintes propriedades de O(m).

Corolario 1.2.9. Z = O(m) N Q.
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Demonstracgao. E imediato pelo Lema 1.2.6 e pelo fato de que todo inteiro pertence a O(m). m

Observagao 1.2.10. Seja a = a + by/m, com a,b € Z, entio T(a) = 2a e N(a) = a* — mb?
s@o inteiros e, pelo Teorema 1.2.7, temos que a € O(m). Assim, vale a inclusao Z[/m] C O(m).
Porém, a inclusao contraria nem sempre é verdadeira. De fato, para m = —3, considere £ =

“ltves € Q[v/-3]. Temos

>
T(E) = 2. (%) — 1 e N = <_71)2—3(%)2:1.

Assim, T(€), N(&) € Z e portanto £ € O(=3). Porém, & & Z[\/—3].

No préximo resultado apresentaremos uma caracterizagao dos elementos de O(m) e veremos

que a igualdade O(m) = Z[y/m] s6 é vélida se m # 1(mod 4).

Teorema 1.2.11. Sejam m um inteiro livre de quadrados e o« = a+by/m € Q[\/m|. Temos entdio
dots casos a considerar:

(a) Sem = 1(mod 4), entio o € O(m) se, e somente se, 2a,2b € Z e ambos tem mesma paridade.

(b) Sem # 1(mod 4), entao o € O(m) se, e somente se, a,b € Z.

Demonstragao.

(a) (=) Se a € O(m), entao T(a) = 2a € Z e 4N (a) = (2a)?> — m(20)? € Z. Como 2a é inteiro,
logo m(2b)? = 4N (a) — (2a)? € Z, pois é a diferenga de dois inteiros. Suponha que 2b ¢ Z,
entao 2b = p/q, com p,q € Z, ¢ > 1 e mdc(p,q) = 1. Assim,

P

— €L
7

m(2b)* =m
donde segue que ¢* divide mp?. Como mdc(p,q) = 1, entao ¢* deve dividir m, o que é um
absurdo, j& que m é livre de quadrados. Logo, 20 € Z. Por fim, como 4 divide (2a)? —m(2b)?
e 4 nao divide m, segue que 2a é par se, e somente se , 2b é par.

(<) Vamos verificar agora que se m = 1(mod 4) e a,b € Q sdo tais que 2a,2b € Z e
tem mesma paridade, entdo o € O(m). Inicialmente T(a)) = 2a € Z. Resta mostrar que
N(«) € Z. Observe que

(20 = m(20)°]

N — 2 62:
() =a*—m 1

Como 2a e 2b tem mesma paridade, entao (2a)?> = (20)%(mod 4). Por outro lado, por
m = 1(mod 4), entao m(2b)? = (2a)*(mod 4). Logo,

(2a)? — m(2b)* = 0(mod 4)
ou seja, 4 divide (2a)? — m(2b)? e portanto N(«a) € Z.
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(b) (<) Se a,b € Z, entdo o = a + by/m € Z[\/m] C O(m).

(=) Seja o = a+ by/m € O(m) e suponha que a ¢ Z. Como T'(«) = 2a € Z entdo 2a é um
inteiro impar. Por N(«) € Z, temos que

4N (a) = (2a)? — m(2b)? € 4Z

e assim 20 deve ser impar também. Logo, de (2a)? = (2b)*(mod 4) e (2a)* = m(2b)*(mod 4).
Como b fmpar, temos mdc(4, (2b)?) = 1 e devemos ter m = 1(mod 4), o que é um absurdo.
Dai, a € Z. O caso em que b € Z é analogo.

Concluimos pela demonstracao do Teorema 1.2.11 que
b
O(m):{w | a,beZ e azb(mon)}

se m = 1(mod 4), e que
O(m) = {a+bvm; a,b € Z} = Z[y/m],

se m # 1(mod 4). Portanto, a inclusdo da Observacao 1.2.10 é prépria se, e somente se, m =
1(mod 4).

No préximo resultado apresentaremos outra maneira de escrever os elementos de O(m), quando
m = 1(mod 4), que sera usada nos préximos capitulos.

1
Teorema 1.2.12. Se m = 1(mod 4), entao O(m) = {a—l— b | a,beZ e &= —1—;/%}'
Demonstracao. Basta provarmos que a € O(m) se, e somente se, existem a e b € Z tais

que @« = a+b. Se a = ¢+ dym € O(m), entdao 2¢,2d € Z e tém mesma paridade. Logo
c+d=(2c+2d)/2 € Z. Considerando a = ¢ — d e b = 2d, temos que

1
a+b§:c—d+2d( +2\/ﬁ) =c—d+d+dym=c+dym=a.

Reciprocamente, dado a = a + b§, com a, b € Z, temos

1 2
a:a+b( +W>:a+é+ém:( a+b)+g\/ﬁ

2 2 2 2

Sendo a e b inteiros, temos que

2(2a;b>:2a+b€Z e 2§:b€Z.

Além disso, como 2a é par, entao 2a + b e b tém mesma paridade. Portanto, pelo Teorema 1.2.11,
temos que o € O(m).
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Pelos Teoremas 1.2.11 e 1.2.12, concluimos que O(m) = Z[¢] = {a + b&;a,b € Z} onde

1
= +2\/E, se m = 1(mod 4)

vVm,  sem Z 1(mod 4)

Chamaremos os anéis quadréticos O(m) com m < 0 de anéis quadrdticos complezos e, para
m > 0, chamaremos de anéis quadrdticos reais. Por exemplo, se m = 6 = 2(mod 4), o anel

0(6) = Z[V6] = {a + bV6; a,b e Z}

¢ um anel quadratico real. Para m = —3 = 1(mod 4), o anel
1+v-3
O(-3) = {a—l—b(%) pabe Z}

¢ um anel quadratico complexo.
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CAPITULO 1. ANEL DOS INTEIROS QUADRATICOS



Capitulo 2

Anéis Quadraticos Euclidianos

Neste Capitulo vamos estudar os anéis quadraticos euclidianos. Um anel é dito Euclidiano
quando possui um algoritmo de divisao. Veremos que existem apenas 28 valores de m para os
quais o anel O(m) é euclidiano. O estudo sera divido no caso real e imaginario. No caso real, as
demonstragoes sao bastante complexas e podem ser encontradas em [1], [2] e [3], e por isso faremos
apenas as demonstracoes de alguns resultados parciais. Apresentaremos alguns exemplos de como
funciona o algoritmo da divisao nesses anéis. Usaremos também os anéis dos inteiros quadrético
para fornecer um exemplo de um anel principal que nao é euclidiano, exemplo classico da Teoria
de Anéis.

2.1 Anéis Euclidianos

Definigao 2.1.1. Um dominio A € um anel euclidiano se existe uma aplicagio e : A—{0} — Z*
tal que:
1. e(apf) > e(a), para todo o, f € A— {0}.

2. FExiste um algoritmo da divisio em A, isto €, dados o, 3 € A, B # 0, existem q,r € A tais
que o = qB +1 comr =0 oue(r) < e(f).

Observacao 2.1.2. Note que na definicao anterior nao exigirmos a unicidade de q e r no algo-
ritmo da divisao.

Observagao 2.1.3. Chamaremos a fun¢ao € de norma euclidiana ou valorizacdo euclidiana.

Exemplo 2.1.4. O anel dos inteiros Z atribuindo-se a norma, isto €, dado n € Z temos que a
aplicagao n v |n| satisfaz a defini¢do para que Z seja euclidiano.

Exemplo 2.1.5. Se A € um corpo, entao o anel dos polinomios A[X]| é um anel euclidiano, onde
a fungdo € € dada pelo grau do polinomio, ou seja, dados f(X),g(X) € A[X], com g(X) # 0,

13
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existem q(X),r(X) € A[X] tais que
F(X) = ¢(X)g(X) +r(X),
onde r(X) =0 ou d(r(z)) < d(g(X)) (ver [11, Teorema 23.1]).

Seja A um dominio e a € A. O conjunto
<a>={axr; v € A}

é um ideal de A, chamado de ideal principal gerado por a. E facil ver que < a > ¢ o menor ideal
de A que contém a, ou seja, se I é um ideal de A e a € I, entdo < a >C I. Um dominio A é
chamado de anel principal quando todo ideal I de A é principal, isto é, para cada ideal I existe
a € Atal que I =<a >.

Dados a, f € O(m) — {0} dizemos que « divide 8 em O(m), e denotamos « | 3, se existe
v € O(m) tal que f = ay. Assim, temos que « divide 3 se, e somente se, f €< a >.

O proéximo resultado relaciona os anéis euclidianos com os anéis principais.

Teorema 2.1.6. Todo anel euclidiano € um anel principal.

Demonstracao. Seja A um anel euclidiano e £ uma valorizagao euclidiana de A. Consideremos
I um ideal de A, com I # {0}, e tomemos b € I — {0} tal que €(b) = min{e(x)|x € I — {0}}.
Mostremos que I =< b >. De fato, como b € I, entao < b >C [. Tomando agora a € I,
como b # 0, devem existir ¢, r € A, com r = 0 ou £(r) < £(b), tais que a = bg + r. Como
a,bq € I, concluimos que r € I e portanto r = 0, pois se r # 0 entao £(r) < £(b), o que seria uma
contradicao. Assim, a = bg €< b > e portanto [ =< b >.

Observacao 2.1.7. A reciproca do Teorema 2.1.6 nao € sempre valida. Na Secao 2.3 vamos
usar os anéis dos inteiros quadrdticos para apresentar um exemplo de um anel principal que nao
¢ euclidiano.

2.2 Anéis Quadraticos Euclidianos

Agora, tendo em vista o que estudamos, vamos usar a fungado norma N, mais precisamente
o médulo da norma |N|, como norma euclidiana em O(m) (anel dos inteiros quadraticos). Vale
observar que a primeira condi¢cao da norma euclidiana é sempre satisfeita para o médulo da norma,
isto é,
|IN(af3)| > |N(«)| para todo a, 8 € O(m) — {0}.
De fato, da Proposi¢do 1.1.10 |[N(af)| = |N(a)N(5)]|, pelo Teorema 1.2.7 N(a), N(5) € Z, dai
IN(a)N(B)| = |N(a)||N(B)]. Pelo estudo dos inteiros,

[N(a)[IN(B)] = [N(a)]
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obtendo o que queriamos.

Para a segunda condicao da norma euclidiana vamos usar o seguinte resultado:
Lema 2.2.1. A func¢io e(«) = |N(«)| € uma norma euclidiana para O(m) se, e somente se, dado
v € Q[v/m], existe 6 € O(m) tal que |[N(y — )| < 1.
Demonstracao. (=) Suponha que (o) = |N(a)| é uma norma euclidiana para O(m). Seja
v € Q[y/m]. Se v € O(m), considerando § = v € O(m), temos

IN(y=9)[ = [N(O)=0<1
e a condigao é satisfeita. Suponha v ¢ O(m), entdao v = %, com «, 5 € O(m), e assim podemos
escrever 3 = a7y~ € O(m). Como O(m) é euclidiano, existem 4,7 € O(m) tais que
a=p5+r e |N(r) <|N(B)|

Escrevendo r = a — 36, temos |N(a — £0)| < |N(5)|. Por outro lado, pela Proposigao 1.1.10 item
(c), temos

[N(a— B3)| = IN(B(ap™ = 0))| = [N(B)|N(af™" = 8)| < [N(B)],
o que implica que |[N(a8~! — §)| < 1, ou equivalentemente |N(y — 8)| < 1.

(<) Dados 3, € O(m), 8 # 0, sejay = af~!. Por hipétese, existe § € O(m) tal que [N(y—0)| <
1. Observe que
a =36+ (a— B6)

[N(a—B68)| = [N(B(af™ = 0))| = IN@B)IN(ab™" - d)
= [INOIIN(y = 9)[ < [N(B)]

Portanto, O(m) é um anel euclidiano com ¢(a)) = |N(a)].
|

Observagao 2.2.2. Pela demonstragio do Lema 2.2.1 seque que se O(m) é um anel euclidiano,
entdo o quociente da divisao de « por € dado por § € O(m) que satisfaz

(59

Utilizando o Lema 2.2.1 exibiremos uma lista de valores de m para os quais O(m) tem norma
euclidiana.

Teorema 2.2.3. A funcao |N| é uma norma euclidiana para O(m) nos casos em que m =
~11,-7,-3,-2.-1,2,3.5,13.
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Demonstracao. Considere m = —2,—1,2, 3, neste caso temos m # 1(mod 4) e assim O(m) =
Z[\/m]. Dado v = u + vy/m, com u,v € Q, tome s,t € Z tais que |[u—s| < 1/2 e v —1t] < 1/2.
Para § = s+ ty/m € O(m) tem-se que v —§ = (u — s) + (v — t)y/m. Logo

1+ |m|

IN(y =) = [(u=5)* =m(v =)’ < (u=9)"+|m|(v = 1)* < —

<1

sem = —2,—1,0u 2. Se m = 3 temos que na primeira desigualdade acima s6 ocorre igualdade
se u = souwv ="=te nesse caso a expressao tem valor menor que 1. Se u # s e v # t a primeira
desigualdade é estrita e assim a expressao tem valor menor que 1. Logo |N(v —d)| < 1 em todos
0S €asos.

Para m = —11,—7,—-3,5 e 13, temos m = 1(mod 4) e assim
b
O(m) = {%;a,b €Z e a=b(mod 2)} :

Seja v = u + vy/m, com u,v € Q e considere t, s € Z de mesma paridade tais que [t/2 —v| < 1/4

t
els/2 —u| <1/2. Tome § = % € O(m), entao se m < 0, temos

1
NG = )] = (= 5/2)° (o — 1/2] < [u— s/2 + Imllo — #/2P < 1 + 2 <1
para m = —11, =7, =3.

Se m > 0, segue da Proposicao 1.1.10 que

IN(y = 0)| = |(u—5/2)* —m(v —1/2)*| < méx{— —} <1

para m = 5, 13.
[ ]

A seguir vamos apresentar alguns exemplos para mostrar como o algoritmo da divisao funciona
nos anéis euclidianos O(m). Para isso, vamos usar a Observacao 2.2.2 e a demonstragao do
Teorema 2.2.3.

Exemplo 2.2.4. Sejam m = 2 = 2(mod 4) e a = 12 +3v/2,8 =5 € O(2). Queremos encontrar
q=s+1tV2,r =x+yv2 € O(2), tais que a = Bg+71 e |[N(r)| < |N(B)|. Pela Observacio 2.2.2,

temos que q satisfaz a condi¢ao
«
N (— — q) ‘ < 1.
‘ g
12

3
Escreva % =5 + 5\/5 = u 4 vV/2. Pela demonstracio do Teorema 2.2.3, vamos tomart,s € 7.

tais que lu — s| < 1/2 e |[v —t| < 1/2. Considerando entio s =2 et =1, temos
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2| _1 3|2 1
512 ¢ R

S
5

12 |
- -

Assim, podemos considerar ¢ = 2 + /2. Para determinar r vamos usar a relacio r = a — ¢f,
assim

r=12+3vV2 - (24+V2)-5=2-2V2.

Temos portanto que

1243V2=5-(2+V2) + (2 -2V2),

onde
IN(2—2V2)| =22 =2 (=2)*| =4 < 25 = |[N(5)].

Exemplo 2.2.5. Sejam m = —11 = 1(mod 4), o = 19+ 10v/—11 e 8 = 6. Vamos encontrar
14++/-11
g=z+yv/—11,r € O(—-11) =2 [%

}, tais que o« = qB +1r com |N(r)| < |N(6)|. Escreva
19 10
%:u—i—v\/—_ll:E—i-g\/—_ll'

t
Sequindo a demonstragao do Teorema 2.2.3, vamos tomar inicialmente y = 3 comt € Z tal que

1 3
lv—y| < 7 Considere y = 3" Entao,

| | 5 3 1 < 1
v — = |- — —| = — —_
=137 2761
S e 7 1 . 7
Vamos tomar agora x = 5 com s € Z nuamero impar tal que |u — x| < 3" Considere x = 7
Assim,
SR R B -l U
YT T2l T 6| 372
Pela Observacao 2.2.2, temos
7 3
q=§+§\/—11 e r=a—qf=-2+v-11
onde
IN(r)| = |4+ 11| = 15 < 36 = | N(6)|.
2.2.1 Anéis Quadraticos Euclidianos Complexos
No Teorema 2.2.3, obtemos que |N| é uma norma euclidiana para O(m) quandom = —1, -2, -3, =7

e —11. Vamos mostrar a seguir que esses sao os Unicos valores negativos de m para os quais isso
ocorre em rela¢do a norma |N]|.
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Teorema 2.2.6. Se m <0 e O(m) € euclidiano em relagio a |N|, entdo m = —1,—2,—3,—7 ou
—11.

Demonstracao. Se O(m) é euclidiano, conforme Lema 2.2.1, para cada 0 # a = a + by/m €

Q[v/m], existe 8 € O(m),

r+sym, r,s €Z, se m % 1(mod 4)
=1 r+sy/m

5 , s E€Z e r=s(mod?2), sem=1(mod 4)

tal que |[N(a — f)| < 1. Explicitando o valor da norma temos
(a—7r)> —m(b—2s)?| <1, se m# 1(mod 4) (2.1)

(@ —7/2)* —m(b—s/2)* <1 se m = 1(mod 4) (2.2)

Consideremos primeiro o caso m # 1(mod 4). Fazendo a = 1/2 e b = 1/2, reescrevemos (2.1)
da seguinte forma
(14 |m|)/4+ [(r* —r) + |m|(s* — 5)]| < 1. (2.3)

Como para todo inteiro z vale x> —z > 0, temos que [(r? —7) + |m|(s* — s)] > 0. Combinando
a ultima desigualdade com a (2.3) obtemos (1 + |m|)/4 < 1, o que implica em |m| < 3, isto é,
m=—1oum= —2.

No caso m = 1(mod 4) tomamos a =1/4 e b=1/4 em (2.2):
(L4 [m[)/16 + [(r*/4 = r/4) + [m|(s*/4 = s/4)]| < 1

Novamente, por (1/4)[(r* — r) + |m|(s* — s)] > 0 devemos ter (1 + |m|)/16 < 1. Dessa forma
|m| < 15 e como m = 1(mod 4), obtemos m = —3, -7 e —11.

Pelos Teoremas 2.2.3 e 2.2.6 temos que se m < 0, entdo |N| é uma norma euclidiana para
O(m) se, e somente se, m = —1,—2,—3,—7 e —11. Segundo Samuel ([3], Proposigao 14), para
m < 0, O(m) é euclidiano para alguma norma euclidiana ¢ se, e somente se, é euclidiano para
|N|. Consequentemente, temos que esses sdo os unicos valores de m < 0 para os quais O(m) é
euclidiano para alguma norma euclidiana.

2.2.2 Anéis Quadraticos Euclidianos Reais

Pelo Teorema 2.2.3 temos que O(m) é euclidiano para m = 2,3,5 e 13. Em geral, O(m)
é euclidiano com a norma |N| apenas para m = 2,3,8,6,7,11,13,17,19,21,29,33,37,41,57 e
73. Esse resultado foi provado em uma série de trabalhos tais como H. Chatland [1], Barnes e
Swinnerton-Dyer [2] e Samuel [3].
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As demonstracoes desses resultados sao bastante complicadas. Nessa secao, vamos apresentar
alguns resultados parciais. No préximo resultado apresentaremos a demonstracao de que O(m) é
euclidiano para m = 6,7,17,21 e 29.

Teorema 2.2.7. A fun¢do |N| € uma norma euclidiana para O(m) nos casos m = 6,7,17,21 e

29.

Demonstragao. Como no Teorema 2.2.3, basta mostrar que dado v = a + by/m € Q[\/m] existe
d € O(m) tal que |[N(y — d)| < 1. Observe que se m = 2,3(mod 4), entao § = x + yy/m, com
x,y € Z, e assim queremos

IN(y =) =(a—z)* =m(b—y)*| <1 (2.4)
: 1 1 :
Sendo xg, Yo € Z tais que |a — | < 5 © |b—yo| < 3 podemos reescrever (2.4) da seguinte forma

(@ — 20+ 20— 2)> —m(b—1yo+vo—¥)* < 1.
Fazendo @' = |a — xo|,V/ = |b— yol, 2’ = 20 — x e Yy = yo — y, temos

((a' —2)* —m(b —9/)?| < 1.

N —

Omitindo as linhas para simplicidade de notagao, podemos supor que em (2.4) temos 0 < a <
1
0<b<—.
cT="=3

Agora, se m = 1(mod 4), podemos escrever o elemento 6 = = + y& € O(m), com z,y € Z, da
seguinte forma

a:—i—yf:x—i—y(%m):x—l—nggm. (2.5)

Assim, queremos encontrar ¢ = x + % + %\/ﬁ € O(m) tal que

IN(y —0)| = (a—x—%)z—m@—%)z <1
ou ainda
NG =) = [(a =2 = 2)? = T2 —y)?| <1 (2.6)

Considerando

o |

1
Vamos agora considerar zg,yp € Z tais que |a — xo| < 5 e b — yo| <
a =la—xo|,b =|2b—2yo|, 2" =2 —x0+yo ¢ ¥ = 2yy — y e reescrevendo (2.6) temos:
Yy M
a+To—xg—T— =) ——
‘( oo 2 "3

/

m
(d + 20— 2 — % —y0)? = (' —y)?

(20— 2yo +2y0 — y)?| < 1

<1
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<1

Yy m
(al —l'/ . 5)2 _ Z(b/ _y/)2

Omitindo as linhas, pra simplificar a notagao, (2.6) pode ser escrita da forma

)m—x—%f—%w—wﬂ<L (2.7)

1
com0§a§§eO§b§

N | —

As desigualdades (2.4) e (2.7) podem ser escritas como

(=2 — M) —n(b—)?| < 1, (25)
1 1 1 m
Com0§a§ieOSbS5,ondeAzOen:m,param52,3(mod4),e)\:5enzzse

m = 1(mod 4).

Vamos mostrar que para n < 8 a desigualdade (2.8) tem solugdo em termos de z e y. A
condigao de n < 8 vale para m = 6,7 se m = 2,3(mod 4), e para m = 17,21,29 se m = 1(mod 4).

Vamos provar que tomado y = 0, um dos trés valores de z, x = 1, = 0 ou z = —1, vai
satisfazer a desigualdade (2.8), isto é,

~l<(a—z—-Ay)?—nb-y?*<l1
De fato, essas desigualdades podem ser escritas da seguinte forma
P(z,y): (a—2— M y)* <1+n(b—y)?

Qz,y) (b —y)* <1+ (a—z—Ay)*
Se a = b = 0,vamos ter x = y = 0. Caso contrario, sejam a e b ambos nao nulos. Vamos mostrar

que as desigualdades de pelo menos um dos seguintes pares P(—1,0) e P(—1,0), P(0,0) e Q(0,0)
ou P(1,0) e Q(1,0) sdo validas e assim encontramos z,y que satisfaz (2.8). Dai, temos

P(—=1,0): (14+a)* < 1+ nb?
P(0,0) : a* < 1 + nb?
P(1,0) : (1 —a)* < 1+ nb?
Q(—1,0) : nb® < 1+ (1+ a)?
Q(0,0) : nb* < 1 +a?
Q(1,0) :nb* < 1+ (1 —a)?
Como 0 < a < 3 " > 0 e a e b sdo ndo ambos nulos, resultando que P(0,0) e P(1,0) sao

verdadeiros, vamos supor que Q(0,0) e Q(1,0) sejam falsos e vamos concluir que P(—1,0) e
Q(—1,0) sao verdadeiras.
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Suponha que P(—1,0) é falso. Como Q(1,0), por hipétese, é falso , temos

(1+a)?>1+nb* e 14+nb*>1+14+(1-a)*=2+(1-a) (2.9)

. Como

N | —

Juntando as desigualdades (2.9), obtemos (1 +a)? > 2+ (1 — a)? o que implica em a >

1 1
estamos supondo 0 < a < 2 segue que a = 7 Substituindo a em (2.9), obtemos

> 14 nb® >

o
S ©

5 5 , :
e portanto nb? = T Mas, pelo lema que provaremos a seguir, nb* = 4 1ao é possivel. Assim,

P(—1,0) é verdadeira.

1 1
Além disso, Q(—1,0) é nb* < 1+(1+a)? Comon < 8eb? < 7 temos nb? < 81 <1+(14a)?

e portanto Q(—1,0) é verdadeira, concluindo a demonstragao.

5
Lema 2.2.8. nb? = 1 nao pode acontecer.

Demonstragao. Suponha que a igualdade vale. Supondo inicialmente que m = 2,3(mod 4).

Neste caso, como n = m e escrevendo b = ]—9, com mdc(p,q) = 1, temos 4mp? = 5¢* e portando
p?|5¢%. Como p e ¢ sdo primos entre si, entdo p?|5 e consequentemente p = £1. Assim, 4m = 5¢?
e portanto ¢*[4m. Como m é livre de quadrados, resulta ¢ = +2. Segue que 4m = 5.4 e assim
m =5 = 1(mod 4), o que é uma contradigao.
Suponha agora que m = 1(mod 4). Neste caso, m = 4n, logo mb* = 5. Como acima, escrevendo
b= com p e ¢ primos entre si, temos mp—2 = 5, o0 que implica em mp? = 5¢° e assim p?|5g>.
q q
Como p e ¢ sao primos entre si, segue que p?|5 e assim p = +1. Temos entao 5g> = m e portanto

1
q*|m, e como m ¢ livre quadrados, temos ¢ = +1. Logo, b = +1, contradizendo 0 < b < 3

Observagao 2.2.9. Ao contrdrio do Teorema 2.2.3 que determina um quociente e o resto da
divisao euclidiana, na demonstracao do Teorema 2.2.7 encontramos o valor de y = yo e trés
possiveis valores de x, denotados por: xg = xg, t_1 = x9— 1 e x1 = xo+1, tais que pelo menos um
dos pares q; = x; +y/m er; = a — q;3, com i = —1,0,1, vai satisfazer a condigao do algoritmo
da divisao.

A seguir vamos mostrar exemplos que ilustram a aplicacao do algoritmo.
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Exemplo 2.2.10. Sejam m =7, a = 114 + 200V/7 e 8 = 45. Neste caso, m = 3(mod 4) e assim
O(7) = Z[\V7]. Vamos encontmr q=1+yJT,r=s+t/7 € O(7) tais que « = qB +r com

114 200
IN(r)| < |N(B)|. Escrevendo B —a+b/T =" " L2 =

1 1
la — xq| < 3¢ b—y| < 3" FEscolhendo xo = 3 e y = 4, temos

/7, e vamos tomar xo,y € 7 tais que

114 —21 1
’a—ﬂfo\—‘——?)‘ = |53
e
45 45 2

Assim, ja temos o valor de y = yo = 4 e trés candidatos para xr que $ao
ra=20—1=2, 29=3 ou z1=20+1=4.

Pelo menos um dos valores vai verificar o algoritmo da divisdo. Sejam q; = :I:Z-—{—y\/? er; =a—q;f,
= —1,0,1. Vamos verificar qual dos ris satisfaz a condi¢do |N(r;)| < |N(45)].

r_1 = 144 + 200V/7 — (2 + 4V/7) - 45 = 54 + 20v/7 = N(r_;) = 116.
7o = 144 + 20077 — (3 4+ 4V/7) - 45 = 9 4 20v/7 = N(ro) = —2719.
rp = 144 + 200V/7 — (4 4 4V/7) - 45 = =36 + 20v/7 = N(ry) = —1504.

Como N(45) = 2025, os dnicos ris que satisfazem a condi¢ao do algoritmo da divisao sio r_;
e r1. Logo os valores procurados para q e v sao: ¢ = q_1 = 2 + T er =r_; =544+207;
g=q =4+4/T er=r =-36+20V7.

Exemplo 2.2.11. Sejam m = 29, a = 42 4+ 66v29 ¢ § = 5. Como 29 = 1(mod 4), entdio

1++v29
0(29) =2 +T . Vamos encontrar ¢ = x+yv/29,7 = s+1tv/29 € O(29) tais que « = qB+7r
« 42 66
com ||N(r)|| < |IN(5)||. Escrevendo — = a + b\v/29 = T + — e 29, vamos tomar inicialmente

1 26
y:% com v € Z tal que ||b —y|| < 1 Seja y = 5 = 13. Neste caso,

1 1

byl == —13||=2 <=

lo=all = || - 13 = 3 < ]

1
Com y € Z, vamos tomar agora xy € Z tal que||a—m0||§§. FEscolhendo x¢ = 8, temos

2 1

_ |22 _gll=2<=

o - aall = |2 - 8| =2 < 5

Assim, ja temos o valor de y e trés candidatos para x que sao:

r4=x0—1=7, x9=8 e x1=20+1=09.
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Pelo menos um deles vai atender as condigcoes do algoritmo da divisao. Sejam q; = x; + yv29 e
ri =a—qB,i=—1,0,1. Testando entdo:

roy =42 4+ 66729 — (7 +13v/29) -5 =7+ V29 = N(r_,) = 20.

ro = 42 4+ 6629 — (8 + 13v/29) - 5 = 2+ v/29 = N(r_;) = 25.
=42+ 66v/29 — (9+13v29) - 5 = =3+ V29 = N(r_,) = 20.

Como N(5) = 25, entdo r_1 e 1 satisfazem as condi¢des do algoritmo da divisdo. Logo, en-
contramos dois possiveis valores para q e r: ¢ = q-1 = 7+ 13v29,r = r_1 = 7T+ v29 ¢
q=q =9+ 1v29,r=r = -3+ Vv29.

Exemplo 2.2.12. O(23) nao é um anel euclidiano com a norma |N|. Vamos supor que O(23)
seja um anel euclidiano com a norma |N|. Sejam o = 7 e f = \/23. Temos que encontrar
q,r € O(23) tais que o = g +r com |N(r)| < |[N(v/23)| = 23. Mas, como vimos no Lema 2.2.1,
isto € equivalente a encontrar ¢ = x + yv/23 tal que

(5ol
JCHIEE

7
Como % =5 23 e q =x+yVv23, temos que encontrar x,y € Z tais que
7
e (o))

12327 — (7 — 23y)?| < 23.

ou ainda,

isto €,

Seja t = 23z% — (7T — 23y)? = 232% — 22, onde z = 7 — 23y. Entdio t = —49 = —3(mod 23). Como
|t| < 23 temos que tert = —3 ou t = 20.

Set = —3, temos 23x% — (7 — 23y)? = —3. Segue que nem x nem z podem ser divisiveis por 3.
Tomando congruéncia mddulo 3, temos t = —3 = 0(mod 3). Como z* = z? = 1(mod 3), jd que x

e z nao sao divisiveis por 3, seque que t = 23x? — 2?> =23 — 1 = 22 = 1(mod 3). Contradigao.

Analogamente, se t = 20, temos 2322 — 2% = 20. Seque que nem x nem z podem ser divisiveis
por 5. Tomando congruéncia mddulo 5, temos t = 20 = 0(mod 5). Como z* = +1(mod 5) e
2?2 = +1(mod 5), em qualquer caso, temos t = 23z* — 2% = 32% — 2* # 0(mod 5). Contradigdo.

Assim, como nao foi possivel encontrar q,r € O(23) tais que o = gf + r com |N(r)| <
|IN(v23)| = 23, entdo O(m) nao é um anel euclidiano com a norma |N|.
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A prova de que s existem os 16 valores positivos de m mencionados anteriormente para os
quais O(m) é euclidiano com a norma euclidiana |N| foi dada depois que H. Denvenport mostrou
em [12] que O(m) nio pode ser euclidiano para a norma ||N|| se m > 2. Para finalizar a segdo,
vamos apresentar a seguir uma demonstracao parcial desse fato.

Teorema 2.2.13. Eziste somente um numero finito de valores de m > 0 e m # 1(mod 4) para
0s quais O(m) € euclidiano para ||N||.

Demonstracao. Seja m > 0 e m # 1(mod 4) tal que O(m) seja euclidiano para ||N||. Na
desigualdade (2.1) do Teorema 2.2.6 vamos fazer a = 0 e b = t/m, onde t € Z serd determinado
oportunamente. Logo devem existir r, s € Z tais que ||[r? —m(t/m — s)?|| < 1. Reescrevemos essa
desigualdade como ||(ms —t)? —mr?|| < m. Como (ms —t)* —mr? = t*(mod m), concluimos que
existem inteiros = e z tais que

2?2 — ma* = t*(mod m) (2.10)

2 —mz?|| < m. (2.11)

Se m = 3(mod 4), vamos escolher ¢ que seja fmpar e 5m < t> < 6m. Mostraremos mais a frente
que existe uma quota M tal que para todo m > M existe t verificando as condigoes acima.

|E

Por (2.11), —m < 2% — mz?* < m. Logo

2

—Tm < —m —t* < (2> —ma?) —t* <m —t* < —4m.

Tome e = (2% —ma?) —t2. Temos entdo que —7Tm < e < —4m e e é miltiplo de m. Logo os tinicos

valores possiveis para e sio —6m ou —bm, isto é, 22 — ma? = t2 — 5m ou z*> — ma® = t* — 6m.
Podemos deduzir das duas alternativas que

t?—2=m(B -2 ou t*—22=m(6-2%).

Vamos a seguir tomar residuos médulo 8. Como ¢ é fmpar, t> = 1(mod 8). Para os outros
valores temos 2%, 22 = 0,1,4(mod 8) e, como m = 3(mod 4), entao m = 3,7(mod 8). Portanto
t? — 22 = 0,1,5(mod 8). Por outro lado, 5 — 22 = 1,4, 5(mod 8). Logo m(5 — x?) = 3,4, 7(mod 8)
(nos dois casos possiveis, m = 3(mod 8) ou m = 7(mod 8)). Comparando os possiveis valores de
2?2 —t% e m(5 — %) médulo 8, vemos que 2% — 2 = m(5 — ?) nao pode ocorrer. Procedendo da
mesma maneira com m (6 — x?), obtemos que médulo 8 assumird um dos valores 2,3,6 ou 7. Como
nenhum desses valores pode ser assumido por t? — z2, obtemos que t2 — 22 = m(6 — %) também
nao pode ocorrer.

Para finalizar a demonstrac¢ao no caso m = 3(mod 4) s6 nos falta mostrar existéncia da quota
M, conforme afirmamos acima. Vamos fazer t = 2¢ + 1. Para obter 5m < t2 < 6m devemos ter

5m < (2c+ 1) < 6m.

Como podemos considerar somente valores positivos de ¢ obtemos como solugao (—1+v5m)/2 <
¢ < (—14+/6m)/2. Vemos assim que s6 precisamos que exista um nimero inteiro ¢ neste intervalo.
Para que isso ocorra basta que a diferenca entre os extremos do intervalo seja maior que 1, isto é,

(=1 +V6m)/2 — (=1 +V5m)/2 > 1,
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o que nos da v6m — +/5m > 2. Resolvendo-se essa ultima desigualdade obtemos como solucao
m > 44 + 8v/80 = M.

No caso m = 2(mod 4), escolhemos t fmpar tal que 2m < t* < 3m. Como no caso anterior,
obteremos t? — 22 = m(2 — z%) ou t* — 22 = m(3 — 2?). Novamente tomamos os valores acima
modulo 8 e, como no caso anterior, chegamos a impossibilidade, para m suficientemente grande.

2.3 Exemplo de anel principal que nao é euclidiano

Nessa secao vamos mostrar um contra-exemplo para a reciproca do Teorema 2.1.6, ou seja,
apresentaremos um exemplo de um anel principal que nao é euclidiano. Pelo visto na Secao 2.2.1,
o anel O(—19) nao é euclidiano. Vamos mostrar que O(—19) é um anel principal. Para isso,
precisamos definir o que é um anel quase euclidiano.

Definigao 2.3.1. Um anel A € dito anel quase euclidiano se existe uma aplicagaom : A—{0} - N
com a sequinte propriedade: para quaisquer o, 8 € A—{0} tais que m(a) > m(B), temos que B|a
ou existem z,y € A tais que 0 < m(za — yf) < m(5).

Observagao 2.3.2. Segue da defini¢ao que xa — yf3 # 0.

O proéximo resultado nos fornece a relacao entre anéis quase euclidianos e anéis principais.

Teorema 2.3.3. Todo anel quase euclidiano é principal.

Demonstracao. Seja [ um ideal nao nulo de A. Considere § € [ um elemento nao nulo tal
que m(f) seja minimo entre todos os elementos nao nulos de I. Vamos mostrar que  gera I,
isto é, [ =< [ >. Légico, < f >C I. Seja a € I e suponha que o ¢< [ >. Temos que
m(B) < m(a) e como a ¢< >, tem-se f 1 a. Como A é quase euclidiano, existem z,y € A tais
que 0 < m(za — ypB) < m(B), mas za — yf € I — {0}, o que contraria a minimalidade de m(f).
Assim,] C< 3 > e portanto I =< [ >, isto é, A é um anel principal. [ ]

Teorema 2.3.4. O(—19) é um anel quase euclidiano e portanto principal.

Demonstracao. Vamos mostrar que O(—19) é quase euclidiano com a funcao m(a) = ||N(«)||.
Como —19 = 1(mod 4), entao

O(~19) = {

Dados «, 5 € O(—19) — {0} tais que N(«a) > N(f), suponha que 8 t a. Queremos encontrar
z,y € O(—19) tais que 0 < ||N(za — yp)|| < ||N(B)||. De modo andlogo ao Lema 2.2.1, isso é
equivalente a encontrar x,y € O(—19) tais que

0<’N<x%—y)’<1.

v—1
#, com a,beZ e azb(mon)}.



26 CAPITULO 2. ANEIS QUADRATICOS EUCLIDIANOS

bv—1
Observe que % € Qv—19] e % ¢ O(—19). Podemos escrever % _atovold
c

mdc(a,b,¢) =1 e ¢ > 1. Vamo considerar 4 casos para c:

,onde a,b,c € Z,

l.c=2: como = ¢ O(—19), entdo a e b tém paridades distintas. Considere z = 1 e
—14b6/-19
Yy = ¢ +2 € O(—19), temos
a a+by-19 a—-1+0y/-19 1
xB —Yy= 5 - 5 = 5 #0

e temos

2. ¢ = 3 : como mdc(a,b,c) = 1, entdo a e b nao podem ser ambos divisiveis por 3, e entao
a’? 4+ bv* = 1(mod 3) ou a®> +b*> = 2 (mod 3). Como 19 = 1 (mod 3), entdo a? + 19v* =
a’>+ 0 =1 (mod 3) ou a® + 190* = a®> + 1* = 2 (mod 3). Daf existem ¢, € Z tais que
a’>+ 190> = 3¢+ 7, comr = 1 our = 2. Tomando x = a — by/—19 e y = ¢ em O(—19),

temos
bv—1
x% —y = (a—bv—-19) (CH_TQ> —q
B a? 4+ 19b? B
1

= g(a2 +19b* — 3q)

- I

-3

# 0
e

4
-1 <1
9

<o) -l

3. ¢ =4: como mdc(a,b,c) = 1, entdo a e b ndo podem ser ambos pares. Suponha que a e b
tém paridades diferentes. Se a é par e b é fmpar, entdao a> = 0 (mod 4) e b> = 1 (mod 4),
e como 19 = 3(mod 4), temos que a® + 19b*> = 3 (mod 4). Analogamente, se a é impar e b
é par, entao a? + 1906 = 1 (mod 4). Portanto existem ¢,r € Z tais que a® + 196> = 4q + r,
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onde r = 1 ou r = 3. Assim, tomando z = a — by/—19 e y = ¢ em O(—19), temos

W3-y = o) ()

a’® + 19b2
- Ty 1

(a® + 19b* — 4q)

ORI

<1

o< ()Gl

Suponha agora que a e b sejam ambos fmpares. Como a? = b*> = 1(mod 8), entio a®+19b* =

— byv/—19
a’+3b* = 4(mod 8) e assim existe q € Z tal que a*+19b* = 8¢+4. Tomando z = CLT
ey =qem O(—19), temos

a _ [(a—=0by—19 a+ byv—19 B
il 5 1 q
a4 19 B
1
— gm?+ww—8@
1
2
#+ 0
e
« 1 1
Nl|z— — =INI=)| < |- <1
o<|v (5 -0)| - ()| <
4. ¢ > 5: Como mdc(a,b,c) =1, existem d, e, f € Z tais que
ad + be 4 cf = 1. (2.12)

Dividindo ae — 19bd por c existem q,r € Z tais que

ae —19bd = qc+r (2.13)
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com |r| < g Tomando z = e+ dy/—19 e y = ¢ — fv/—19 em O(—19), temos:

xB—y = (e+dv-19) (M)—(q—f\/—_m)
ae—19bd+(ad+be)\/—_19_(q_f\/_—19)

C

= %(ae—19bd—qc+(ad+be+0f)v—19)
= %(r—i—\/—_lg))
# 0

onde a ultima igualdade vem de (2.12) e (2.13). Assim |N(x% —y)| > 0.

Por fim, vejamos que |]V(xg —y)] < 1. Sec=5,entdo |r| <2e

E
(5 -)

Se ¢ > 6, entao |r| <

I
=
VRS
ol
=)
+
ﬁ
[u—
L
N——
I
ik
3
[\
+
[u—
Nej
=
I
| —
N
+
[u—
L
I
A\
—



Capitulo 3

Unidades do Anel dos Inteiros
Quadraticos

Neste capitulo vamos estudar as unidades do anel dos inteiros quadraticos. O estudo esta
divido nos casos real e imaginario. No caso imaginario veremos que o grupo multiplicativo das
unidades de O(m) é finito. J4 no caso real, o o grupo multiplicativo das unidades é infinito e
”gerado” por uma unidade uy € @(m), chamada de unidade fundamental.

3.1 Unidades em O(m)

Dados a, f € O(m) — {0} diremos « e (3 serao associados se a | f e f | a. Os elementos que
sao associados a 1 sdo chamados unidades de O(m). Vemos que u € O(m) é associada 1 quando
existe u' € O(m) tal que uv’ = 1, isto é, u™' = v’ € O(m). Vamos denotar por O(m)* o conjunto
das unidades de O(m). Note que o produto de duas unidades é ainda uma unidade e O(m)* é um
subgrupo do grupo multiplicativo de Q[y/m)].

Observagao 3.1.1. Note que se u € O(m)*, entdo N(u) = £1. De fato, se u € O(m)*, entao
existe ' € O(m) tal que uwu' = 1. Assim, N(uw') = N(1) = 1. Pela Proposicao 1.1.10 - (c),
temos

Com N(u),N(u') € Z, entio N(u) = N(u') =1 ou N(u) = N(u') = —1. Logo, N(u) = =£1.

Vamos classificar as unidades de O(m) conforme o valor de sua norma. Dizemos que u € O(m)*
é propria se N(u) =1 e que é imprdpria se N(u) = —1. Como N(—1) = N(1) =1, entdao 1 e —1
sao unidades préprias e assim unidades préprias sempre existem. Ja unidades impréprias podem
nao ocorrer. Observe que se m < 0 e « = a+ by/m € O(m), entéo

N(a) = a* + b*||m|| > 0.

29
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Assim, N(a) = —1 nao pode ocorrer. Logo, O(m) nao possui unidades impréprias se m < 0.
A seguir vamos ver algumas propriedades que envolvem unidades.

Lema 3.1.2. Sejam o, 3 € O(m) — {0}.

(a) ue O(m)* se, e somente se, |[N(u)| = 1.
(b) « e B sao associados se, e somente se, existe u € O(m)* tal que o = uf.

(c) Sea|B e |N(«a)| =|N(B)|, entao a e 8 sao associados.
Demonstragao.

(a) Se u € O(m)*, pela Observagao 3.1.1, temos que N(u) = £1, assim |N(u)| = 1. Recipro-
camente, se |[N(u)| = 1, entdo |uu| = 1 o que implica em wu = +1, ou u(+u) = 1. Logo
u € O(m)*, pois £u € O(m).

(b) Suponha que «, 8 sdo associados. Entao existem u,u; € O(m) tais que o = uff e f = uya.
Assim a = u(uja), o que implica em uu; = 1 e u é unidade de O(m) e temos o = up.
Por outro lado, supondo que o = uf3, com u € O(m)*, entdao fBla. Seja v’ € O(m) tal que
w'u = 1. Assim,

wa = /(uf) = (u)8 = 18 = 6.

Logo, | e portanto « e 5 sdo associados.
(c) Se «|f, entao existe u € O(m) tal que f = wa. Dai, |[N(8)| = |N(u)||N(a)|, e como
|IN ()| = |N(B)], segue que |N(u)| = 1. De (a) e (b) concluimos que « e § s@o associados.
u

Exemplo 3.1.3. Tomando m = 2, temos que N(1 ++/2) =12 —2 = —1, ¢ assim 1 + /2 € uma
unidade impropria de O(2). Por outro lado, tomando m = 3 vemos que O(3) ndo tem unidades

imprdprias, isto porque a = a + b\/3 € uma unidade imprépria se, e somente se, N(a) = —1,
e assim deveriamos ter a®> — 3b> = —1, o que resultaria em a* = —1(mod 3), o que ndo poderia
acontecer.

3.2 As Unidades do Anel dos Inteiros Quadraticos no caso
complexo

A seguir vamos caracterizar as unidades de O(m) com m < 0.

Teorema 3.2.1. (a) Se m = —1, as unidades de O(m) sdo £1 e £/ —1.
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1
(b) Se m = —3, as unidades de O(m) sio +1, +& e ££2, onde £ = —1—2\/%.

(c) Sem <0 em# —1,-3, as unicas unidades de O(m) sdo +1.
Demonstragao. Seja u = a+ b € O(m)*

(a) Como —1 # 1(mod 4), entdao u = a + bv/—1 e N(u) = a® + b* = 1. Portanto temos a = +1 e
b=0oua=0eb= =1, ouseja, u==+1 ouu==+y—1.

(b) Observe que +1,+¢ e £ tém norma 1 e portanto sao inversiveis. Como —3 = 1(mod 4),
entao
1 -3 2 b b
R ESE RERTTINYEY

com a,b € Z, e assim

(2a 4 b)* +3b*
0 =

Logo, devemos ter (2a + b)? + 3b*> = 4. Se b # 0, entdao b = £1. Para b = 1, temos

1.

N(u) =

(20 +1°+3=4= (2a+1)*=1=2a+1= =1

Se2a+1=1,entao a =0ese 2a +1 = —1, entao a = —1. Logo, temos duas opcoes:
Para b =1 e a =0, temos
1+v-3
u=———=~¢.
2
eparab=1ea=—1,
—1++v-3 9

Se b = —1, temos

(20 -1 +3=4= (2a—-1)*=1=2a—1=+1.

Se2a—1=1,entao a =1 ese 2a —1 = —1, entao a = 0. Assim, temos duas opgoes:
Para b= —1¢e a =1, temos
1—+v-3
2
Para b= —1 e a =0, temos
—1—-v-3

Por fim, se b = 0, temos
(2a)* =4 = a = +1.

Neste caso, vamos ter u = £1.
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(c) Andlogo aos itens (a) e (b), se m Z 1(mod 4), entao u = a + by/m, com a,b € Z, e assim
N(u) = a® + |m|b* = 1.

Se m < —2, entao b =0 e assim a = +1. Logo, devemos ter u = +1.

Se m = 1(mod 4), entdao u = a +b (#) = (2a + b)2+ bym e

(2a + b)* + |m|b*

N(u) = 1

=1= (2a+b)* + |m|p* = 4.

Para m < —7, devemos ter b > 0 e assim a = £1, o que implica novamente em u = +1.

3.3 As Unidades do Anel dos Inteiros Quadraticos no caso
real

O estudo das unidades para m > 0 é um pouco mais complicado e serd tratado a partir de
agora. Neste caso, vamos mostrar que se m > 1, entdo o conjunto O(m)* é infinito e existe
uy € O(m)*, chamada de unidade fundamental, tal que

O(m)* = {Fuj,n € Z}

Seja u = a + by/m € O(m)*. Como
N(u) = uu = £1
entao u, —u, u, —u sao unidades de O(m). Observe que se u # +1, entdo os elementos u, —u, u, —u

sao todos distintos. A seguir vamos apresentar alguns resultados que irao nos auxiliar a caracterizar
a unidade fundamental.

Lema 3.3.1. Se u = c+ dy/m € Q[\/m| é uma unidade de O(m) diferente de £1, entao:

(a) O conjunto {xpu, £} tem interseccao nao vazia com cada um dos sequintes intervalos (—oo, —1),
<_170)? (07 1) € (17 OO)

(b) ©>1 se, e somente se, c >0 ed > 0.

(c) O intervalo (1, M] contém apenas um nimero finito de unidades de O(m), onde M > 1 é um
nimero real.
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(d) Se p1 = a+ by/m € Q[v/m] é uma outra unidade de O(m) e 1 < u, entao 1 < 1 < u se, e

1++5
(&
2

somente se, 0 <a <cel<b<d, sendo que b=d sé acontece se m =5 e pi1 =

3+5

5

Demonstracgao.

a) Suponha, sem perda de generalidade, que p > 1, entao
p=c+dym>1 e —p=—c—dym<-—1 (3.1)
ou seja, i € (1,00) e —p € (—o0, —1). Suponha que N(u) = 1, entédo
(c+dym)(c —dvm) =1
e como ¢ + dy/m > 1, segue que
O<t=c—dym<1l e —1<-u=—-c+dym<D0. (3.2)
Logo, z € (0,1) e = € (—1,0).
Analogamente, se N () = —1, entao
(¢ + dy/m)(c — dy/m) = —1
como ¢ + dy/m > 1, segue que
—1l<c—dym<0 e 0<—c+dym<1.
Assim, 1 € (—1,0) e — € (0,1).
b) Suponha p > 1. Do item (a) temos que
c—dym<c+dym= —d<d
—c+dym <c+dym=—c<c
o que implica em ¢ > 0 e d > 0. A reciproca é imediata, ¢, d > % eyvm>1.

¢) Se pu = c+dy/m € (1, M], temos pelo item (b) que ¢ > 0 e d > 0. Por outro lado, c+dy/m < M
implica ¢ < M e d < M, e consequentemente

2e < 2M e 2d < 2M.

Logo a cada unidade p € (1, M] corresponde um par de nimeros inteiros (2¢,2d) € [1,2M) x
[1,2M). Como o nimero de pares inteiros nesse conjunto é finito, também o nimero de
unidades no intervalo sera finito.
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d) (<) Claramente 0 < a < ¢ e 0 < b < d implica em
O<a<c e 0<bym<dym.

Consequentemente, 1 < p; < p.

(=) Como 1 < py < p, temos 0 < p~' < p;'. Sobre os conjugados temos que discutir duas
possibilidades
>0 ou qpp <O0.

12 caso Se iy > 0, entdo N(u1) = pifi; = 1 e, pela Proposicao 1.1.10 - (e), fif = p . Assim
2/i(d — b) = (s — ) + (7 — 1) > 0

tanto para @ > 0 quanto para ;r < 0. Logo d > b.
Por outro lado, de N(p;) = a®> — mb? = 1, temos

a’ =1+ mb®. (3.3)
Como N () = ¢ — md? = +1, temos
& =41+ md*. (3.4)
Se (3.4) ¢ dada por ¢ = 1 4+ md?, como d > b > 0, segue de (3.3) que
A =1+md >1+mb* =d?
Logo, ¢ > a, uma vez que a e ¢ sao inteiros positivos.
Se (3.4) é dado por ¢ = —1 + md?, subtraindo (3.3) de (3.4) ficamos com
A —a*=—-1+md>—1—-mb* = -2+ m(d* —b*).

Comom > 2ed > b, temos m(d®>—b?) > 2, pois se m = 2 entao d,b € Z e dai d* —b* > 1,
e se m > 3 obtemos d? — b* > %. Temos ainda ¢ —a? > 0 e assim ¢ > a. Logo, se 7i; > 0,
entao a < ce b < d.

22 caso Consideraremos agora o caso fi; < 0. Logo, N(u;) = —1 e u;* = —fiy . Temos de
novo para qualquer sinal de 7z que

2(c—a)=(p—m)+(@—1m) >0
e dai ¢ > a. Assim como caso anterior, do calculo das normas, obtemos
+14+md?> = > a? = -1+ mb°.

Para o sinal —, obtemos md? > mb? do que resulta d > b. No caso +, temos 2+md? > mb?,
que podemos reescrever 2 > m(b+d)(b—d). Como m > 2 devemos ter que (b+d)(b—d) < 1.

Observemos que se (b + d)(b — d) < 0, entao b < d, como queriamos, pois b e d sdo
positivos. Temos entao que mostrar que

(b+d)(b—d) >0 (3.5)
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nao pode ocorrer. Suponhamos por absurdo que essa desigualdade seja verdadeira. Dela
resulta que b > d. Consideremos as duas possibilidades para m. Se m # 1(mod 4), b e
d sao inteiros positivos. Logo b —d > 1 e b+ d > 1, sendo uma contradicao. No caso
m = 1(mod 4), temos que, pelo Teorema 1.2.11, 2b e 2d s@o inteiros. Multiplicando a
desigualdade (3.5) por 4 obtemos (2b+ 2d)(2b — 2d) > 0. Agora, os termos envolvidos sao
inteiros e de mesma paridade. Logo 2b—2d > 2 e 2b+2d > 2, pois 2b > 2d > 0. Portanto

(b+d)(b— d) = [(2b+ 2d)(2b — 2d)] /4 > 1

e chegamos novamente a uma contradi¢ao. Portanto b < d, como queriamos.

Para completar a demonstracao, observemos que b < d s6 nao ocorreu no ultimo caso
analisado, onde as condicoes eram: a? = —1+mb? e ¢ = 1 +md?. Novamente, utilizando
o Teorema 1.2.11 multiplicamos as igualdades por 4, e levando em conta que d = b,

obtemos
(2a)> = —4+m(2b)* e (2¢)* =4+ m(2b)? (3.6)

onde 2a, 2b e 2c¢ sao inteiros de mesma paridade. Deduzimos de (3.6) que
(2¢ + 2a)(2c — 2a) = (2¢)* — (2a)* = 8. (3.7)

Como 2c¢ e 2a tem mesma paridade, 2¢ 4+ 2a e 2¢ — 2a sao pares. Como ¢ > a > 0, entao
2c +2a # 2. Logo em (3.7) sé pode ocorrer 2¢ — 2a = 2 e 2c + 2a = 4. Resolvendo
esse sistema obtemos 2¢c = 3 e 2a = 1. Usando agora (3.6), chegamos a m(2b)* = 5.
Finalmente, como m # 1 obtemos m = 5 e 2b = 1. Portanto

1+5 3+5
M1 = 5 e U= 5 .

Seja u > 1 um numero real, temos que u" — 0o se n — 0o. Assim pelo item (a) do Lema
3.3.1 para concluir que O(m)* ¢ infinito basta mostrar que O(m)* # {£1}. A prova que daremos
deste resultado é devido a Dirichlet e seu principal argumento depende de uma boa aproximacao,
por racionais, do nimero irracional \/m.

Lema 3.3.2. Sejam o > 0 um ndmero irracional e M um inteiro positivo. Ezistem inteiros x,y

tais que 0 <y < M,z >0¢ ||z —ay|| <1/M.

Demonstracao. Dado ¢t € R, definimos [t] como sendo o maior inteiro menor ou igual a t. Assim
é claro que
0<t—[t] <1.

Agora dividimos o intervalo [0,1) em M subintervalos
cada um com comprimento 1/M. Considere os seguintes M + 1 ntimeros:

B =a—a], 2 = 20— [2a],...., By = Ma — [Ma], Bys1 = (M + ) — [(M + 1)a].
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Como « é irracional, temos que cada (; satisfaz 0 < [3; < 1 e assim existem inteiros 0 < u < v <
M + 1 tais que 3, e 3, pertencem a um mesmo subintervalo, isto é,

|([va] = va) = ([ua] = ua)| = |(fva] = [ua]) = (v —w)af < 1/M.
Chamando = = [va| — [ua] e y = v — u, temos que ||z —ay|| < 1/M,comz>0e0<y <M. m

Lema 3.3.3. Seja o > 0 um nimero irracional. Existem infinitos pares de inteiros (z,y) tais que
y#0elz/y—al <1/y.

Demonstragao. Primeiramente vemos que x = [a] e y = 1 satisfazem as condi¢oes do Lema.
Suponhamos agora que j& encontramos n pares distintos de inteiros (z;,v;), ¢ = 1,...,n que
satisfazem as condi¢oes do Lema. Tomemos

0 = min{|z; — ay;|, i =1,...,n}.

Como « é irracional, |z; — ay;| > 0 para todo i, e assim § > 0. Seja M um ndmero natural tal
que 1/M < 4. Pelo Lema 3.3.2, temos que existem z,y € Z com z > 0e 0 < y < M tais que
|z —ay| < 1/M < 6. Assim, (z,y) ¢é distinto de qualquer (z;,y;) e

|/y — ol <1/My < 1/y*.
Concluimos entao que o conjunto de tais pares é infinito. [ ]

Teorema 3.3.4. Ezistem inteiros x ey, com y # 0, tais que x°> —my? = 1. Ou equivalentemente

O(m)* N Z[y/m] # {+1}.

Demonstragao. Vamos comegar por encontrar k € Z tal que N(«) = k para um ntimero infinito
de elementos « € Z[\/m]. Sejam z,y € Z, com y # 0, e

|z/y — Vm| < 1/y*. (3.8)

Temos entao

IN(z +yvm)| = |2* —my’|

|z — yv/ml|z +yv/m|

yle/y — Vmllz/y +Vml

lw/y + vm| = |x/y — vVm +2v/m|

|z/y — Vm| +2y/m

1/y* +2v/m

1+2vm

Portanto N(x + yy/m) é um inteiro entre —1 — 2y/m e 14 2y/m. Como, pelo Lema 3.3.3, existem

infinitos pares (x,y) que satisfazem (3.8) acima, temos que existe k € Z, k # 0, com |k| < 1+2y/m
e tal que N, = {a € Z[/m]|N(a) = k} é um conjunto infinito.

IN A CIN A
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Sejam «, 3 € Nj tais que o # +3. Entdao af™' # +1 e N(af™!) = N(a)/N(B) = k/k = 1.
Assim, para concluir o resultado, basta encontrar o e 3 nestas condigoes e tais que a3~ € Z[\/m)].
Pela Proposigao 1.1.10, temos que

o af
NG
Estamos portanto procurando «, 3 € Ny, tais que a3 € kZ[y/m] e a # £3. Seja

Se =A{(Z.Y) € Ziy) X Ziyyla =z + y/m € Ny},

af! =

onde Zj é o conjunto das classes dos inteiros médulo |k|. Como S, ¢é finito e N, ¢é infinito, existem
a=x+yymef=2a+y/mem Ny tais que a # £0 e (Z,y) = (2/,y'), isto é, k divide z — 2’ e
y — 3. Denotando x — 2’ = ka e y — ¢y = kb, com a,b € Z, temos

a—pF=@—-2a)+ y—y)Vm=ka+ kby/m = k(a+ by/m) = ky € kZ[\/m]
onde v = a + by/m € Z[/m]. Assim
kvB = (a—B)B =aB k.
Logo, aff = k(yB + 1) € kZ[\/m] e ainda a # £, como queriamos.
]

Tendo em vista o Teorema 3.3.4 que para m > 1, O(m)* é infinito, vamos agora caracterizé-lo.
O préximo resultado garante a existéncia da unidade fundamental.

Teorema 3.3.5. Existe uma unica unidade jio > 1 em O(m) tal que toda unidade de O(m) € da
forma pg com n € Z.

Demonstracao. Usando o Lema 3.3.1 - (a) e Teorema 3.3.4 podemos obter uma unidade w =
z+yy/m € Z[y/m|, com w > 1. Além disso, pelo Lema 3.3.1 - (c), existe apenas um ntmero finito
de unidades no intervalo (1,w]. Tome entao py = min{ulp € O(m)* e p > 1} (a existéncia do
minimo segue da afirmacao anterior) e seja v uma unidade de O(m) com v > 1. Como pk — oo
com k € Nek — oo, temos que existe n, com n > 1, tal que 0 < pf~' < v < pl. Assim
0<1<ous™< pp e, pela minimalidade de jiy, temos vuy ™™ = pp e assim v = pf. Seja agora
v # +1 uma unidade qualquer de O(m). Como um dos elementos de {+v, £v~1} é maior do que

1, entao v = £pu(, com n € Z. A unicidade de p decorre de sua escolha.

A unidade gy do Teorema 3.3.5 é chamada de unidade fundamental de O(m).

Observagao 3.3.6. Seque do Lema 3.3.1 - (d) e do Teorema 3.3.5 que pg = x + yy/m € O(m)*,
com g > 1, serd a unidade fundamental de O(m) se, e somente se, para qualquer outra unidade
p=a+byme O(m) com pu> 1, tivermos x < a ey < b. A igualdade x = a vai ocorrer se, e
somente se, |1 = g, € se x # a, a igualdade y = b ocorre se, e somente se, m = 5, e nesse caso

1+v5 , 3+45

B €=ty 9

Ho =
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Observacao 3.3.7. Decorre do Teorema 3.3.5 que existe unidade p tal que N(u) = —1 se,
e somente se, N(ug) = —1, isto €, existe unidade imprdpria se, e somente se, o € unidade
TMpropria.

Observacgao 3.3.8. Sempre é possivel encontrar a unidade fundamental. Quando m # 1(mod 4),
entao O(m) = Z[\/m]. Assim, os elementos p € O(m)*, com p > 1 sdo da forma
p=x+yym, x,ye€Z x,y>0

e tais que N(u) = £1, ou seja,
2 —my? = +1.

Assim, pela Observacdao 3.3.6, para encontrar a unidade fundamental basta encontrar o menor vy,
y > 0, tal que
+1 + my? (3.9)

seja um quadrado perfeito. Neste caso, temos que g = x + y/m € a unidade fundamental.

Se m = 1(mod 4), entao

o) - {207

5 / z,y€Z exzy(modZ)}.

T+ yym

5 , comx,y €L, x,y >0,

Assim, as unidades de O(m) maiores que 1, sao da forma p =

x =y(mod 2) e N(u) = +£1, ou seja,

% — my?
— = +41.
4

Andlogo ao caso anterior, basta encontrar o menor y > 0 para o qual
+4 + my?

¢ um quadrado perfeito.

Exemplo 3.3.9. Para m =2 = 2(mod 4), temos

y | 1+29% | =1+ 2y
1| 3| 1

Assim, a unidade fundamental de O(2) € o = 1+ /2.

Analogamente, para m = 3 = 3(mod 4), temos

y | 1+3y% | =1+ 3y
1| 4| 2

Assim, a unidade fundamental de O(3) € o = 2 + /3.
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Exemplo 3.3.10. Considere m =7 = 3(mod 4), alguns valores (3.9) sao dadas por:

y |1+ 79 | -1+ 7y
1 8 6
2 29 27
3 64 62

Logo, o menor valor de y para que £1 + Ty* seja um quadrado perfeito é y = 3 e obtemos
2% = 64, ou seja, x = 8. Portanto, a unidade fundamental de O(7) € g = 8 + 3v/7.

O procedimento para encontrar a unidade fundamental descrito na Observagao 3.3.8 nao ¢
muito efetivo, ja que nem sempre é possivel encontrar o valor de y rapidamente. Por exemplo,
para m = 31, o menor valor de y que satisfaz (3.9) é y = 273. Fizemos uso de um cédigo
desenvolvido no Python, ver Apéndice A, para calcular a unidade fundamental de alguns anéis
quadraticos. O resultado encontra-se na tabela abaixo:

m | Unidade Fundamental de O(m)
11 10 + 3v/11

15 4++/15

23 24 + 5v/23

37 6 + /37

42 13 + 2v/42

51 50 + 7+/51

52 649 + 90v/52

72 17 +24/72
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Capitulo 4

Ideais dos Anéis dos Inteiros
Quadraticos

Neste capitulo vamos estudar os ideais do anel dos inteiros quadraticos. O objetivo é mostrar
que os ideais de O(m) se escrevem como (vk,v(u + £)) unicamente determinados por elementos
k,v € Z, com k,v > 0. Por fim, definimos a norma de um ideal e mostramos que essa norma
satisfaz algumas propriedade semelhantes & norma em Q[y/m] definida no capitulo 1.

4.1 Os Ideais de O(m)

Vamos agora caracterizar os ideais de O(m). Para isso recordemos que
O(m) = Z& Z¢,

14+ +/m

onde £ = \/m, se m # 1(mod 4), e £ =
que & é raiz do polindomio fe(X) = X? —T( )X + N(§),onde T(§) =0se E = /me T(§) =1 se

L++/m
=3

, se m = 1(mod 4). Pela Proposigao 1.1.11, temos

. Logo

£ =—N(&) +T(). (4.1)
Além disso, se u € Z, entao u = u e dal
Nu+§&) = u+&u+§) =u*+ul +uf + &€ =u>+T(E)u+ N(&). (4.2)

Teorema 4.1.1. Seja I # {0} um subconjunto de O(m). Entdao I é um ideal de O(m) se, e
somente se, existem inteiros k,v e u, comv >0 ek > 0, tais que k|N(u+§) e I = Zvk®Zv(u+E).
Mais ainda, k e v satisfazendo tais condi¢oes sao unicos.

Demonstragao.

41
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(=) Seja I # {0} um ideal de O(m) e k' € Z tal que K'Z = I NZ, com k' > 0. Seja agora o

subconjunto
V={y€Zly>0 e Iz €Z com z+yecl}

nao-vazio dos naturais. Portanto existe v > 0 que é o menor elemento de V.

Seja u' € Z tal que v’ + v€ € I. Afirmamos que para todo o = a+bf € I, a,b € Z, tem-se
que v|b e a —u'q € I, se b =wvq. De fato, seja b = vqg+r com q,r € Z, 0 < r < v, entdo

(a—u'q)+ré=a— (v +véqel

Como r < v, temos r € V e assim r = 0. Logo, v|b e a—u'q € I. Como a—u'q € Z também,
resulta
a—uqelINZ=KZ e a—uqg=FkKc

com ¢ € Z. Concluimos assim que
a+b=Fkc+uqg+ve€=Fkc+qu +0vf).

Por outro lado, como k' € I, temos k'§ € I e assim k' = vk para k € Z. Verifiquemos agora
que v|u'. Seja u'é + v€? = (v +v€)E € I, mas

W€ +v€ = u€ —uN(€) +vT(§)€ = —uN(§) + (v + vT(€))¢

e assim v|(u' + 0T (§)) pelo que vimos acima. Logo, v|u’, ou seja, v’ = vu com u € Z. Assim,
w +v€ =v(u+€) e um genérico a € I, a = a + b€, serd da forma

vke+ qu(u + &) € Zok @ Zv(u + ).

Resta mostrar que k|N(u + €). De fato, como N(u + &) = (u+ &)(u + &), vemos que
vN(u+¢&) € INZ = kK7 = vkZ. Assim vk|oN(u+ &) e entao k|N(u+ &), como queriamos
demonstrar.

(<) Seja I = Zvk @ Zv(u+ &), com k,v e u verificando as hipéteses iniciais. Para verificar que 1

¢ um ideal de O(m), basta verificar que kv, Ev(u + &) € I. De fato, temos que
Ekv = kv€ + kvu — kvu = (—u)vk + kv(u+ &) € Zvk @ Zo(u+ &) =1
Além disso, por (4.1) e (4.2), temos

Eo(u+§) = vug +vE® = vu +vT(€)E —vN(€)
= vué +uT(6)€ —vN(€) — vu? + vu® — vuT(€) + vuT(€)
= —vu? —ouT(€) —vN(€) +vu? + vuT(€) + vué +vT ()€
= —v(u® +uT(§) + N(§)) +v(uw? +ué +uT(€) + T(£)§)
= —oN(u+&) +o(u+T(E))(u+E)
= —vkc+v(u+T(€))(u+ &) € Zvk & Zv(u + &)

pois N(u+ &) = ke, com ¢ € Z, por hip6tese.
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Quanto a unicidade de k e v, sejam k', v" € Z positivos e u' € Z tais que
I =7Z0K @ Z (v +€).

Existem a, b € Z, unicos, tais que v’ (v 4+&) = akv+bv(u+¢), pois v'(u'+§) € I. Comparando
os coeficientes de & obtemos v' = bv. Dessa forma, v|v’. Invertendo as posi¢oes dos elementos
V' k' u' com v, k, u, obteremos que v'|v. Logo v = v. Por outro lado,

kvZ =1NZ=KJZ.

Como k, v, k' e v' sdo positivos, kv = k'v" e, pela igualdade anterior, & = k, como querfamos.

Conforme a notacao que introduzimos nesse capitulo, o ideal I é representado por (vk,v(u+¢))

Proposigao 4.1.2. (a) Sejam (vk,v(u+€&)) um ideal ndo nulo de O(m) e v’ um inteiro tal que

u' =wu (mod k). Entao, (vk,v(u+&)) = (vk,v(u +§)).

(b) Dado o ideal I = (vk,v(u+&)), com k|N(u+ &), sempre € possivel escolher um unico u tal

que 0 < u < k.

Demonstragao.

(a) Lembra-se que

f(X)=X?+T(€)X + N(&).
Seja u = v’ + kq, com ¢q € Z, entao

flw) = w*+T(€u+ N(§) = (¢ +kq)* + T(€)(u' + kg) + N(§)

= () +2u'kq + K> + T( ' + T( kg + N(&)

= () +2u'kq + k*¢* + T(§)kq
Como 2u'kq + k*q* + T(§)kq = 0(mod k), segue que f(u) = f(u')(mod k). Logo k|N(u' + &)
também e assim (vk,v(u’ + &)) é ideal de O(m). Verifiquemos a igualdade dos ideais. Seja
u=u'+ kq. Entao

v(u+ &) =vkqg+o(u +§) € (vk,v(u +¢))
e assim
(vk, v(u+§)) € (vk,v(u' + ).

Igualmente v’ = u + k(—¢q) e assim
v(u' + &) = vk(—q) + v(u+ &) € (vk,v(u+§))
e também (vk,v(u' +&)) C (vk,v(u +£)), resultando a igualdade.

(b) Consequéncia imediata de (a).
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4.2 A Norma de um Ideal

Veremos agora que, assim como Z, O(m) tem um nimero finito de classes de congruéncia
modulo um ideal. Recordemos que, como usualmente, Z, representa o conjunto das classes de
equivaléncia de Z modulo n, ou ainda, o anel quociente de Z pelo ideal nZ.

Proposigao 4.2.1. Para todo ideal I = (vk,v(u+ €)) o anel quociente O(m)/I € finito com v*k
elementos, com v e k positivos.

Demonstracao. Primeiramente, observe que O(m) = Z&Z(u+§), pois dado x = a+b& € O(m),
podemos escrever
r=a+bl=(a—bu)+bu+§) €Z®Z(u+¢)

Defina
0 :0(m) — Ly X Ly

por ~
o(a+blu+§)) = (a,b).

E f4cil verificar que ¢ é um homomorfismo sobrejetor de grupos aditivos. Dado © = a+ b(u+¢) €
O(m), temos

€ Kerp < (a,b) =(0,0) € Zy, x Z,
& a=vkq e b=v¢, com q,¢ €Z
& x=vkq+qdvu+§) el

Logo, Ker(y) = I. Segue do Teorema Fundamental dos Homomorfismos para grupos ([10, Teo-

rema 3.22],) que

O
¥ Zka XZ,U.

Como Zyx X Z, é finito, segue que O(m)/I é finito, com cardinalidade igual a Z.,; X Z,, que é
vk.v = v%k.

Definicao 4.2.2. Dado um ideal nao nulo I = (vk,v(u+ &)) de O(m), chama-se de norma de I
o nimero vk que € igual a cardinalidade do anel quociente O(m)/I.

Denotaremos a norma de I por N(I). Nos préximos resultados verificaremos que N(I) tem
propriedades bem semelhantes a norma de um elemento definida na Secao 1.1. Para isso vamos
definir I = {@la € I} como o conjugado do ideal I. Claramente I = (vk,v(u + &)), se [ =
(vk,v(u+ €)). Além disso, é facil ver que N(I) = N(I).

Proposicao 4.2.3. Seja I = (vk,v(u+¢§)), com 0 < u <k e k|N(u+ &), um ideal ndo nulo de
O(m). Entdao IT = N(I)O(m).
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Demonstragao. Seja N(u + ) = kt, com t € Z. Por defini¢do temos que N(I) = v*k. Sejam
= vkq +v(u+ &g e Y =vkq' +v(u+ &g, com q1,q,q, ¢, € Z. Entao,

vy = (vka +v(u+&)a)(vka' +v(u+&)e)
= VEqq’ + 0%k (u+ &g + v k(u+ &) qpa’ + v (u + &) (u + €)qadh
= VPRqq’ +0%kq(u+ g + 0k(u+ &)qq’ + 0PN (u+ €0
= VEqq’ +0%kq(u+ &g + v k(u+ &)gaqi’ + v3ktgaq
= Vk(kqq' + (u+qae' + (u+ea’ +tee).
Assim, IT = vk?J, onde B
J=kZ+ (u+&EZ+ (u+E)Z+1Z (4.3)
¢ um ideal de O(m). Vamos mostrar que J = O(m).
Sem # 1(mod 4), entdo & = /m, £ = —/me N(u+§) = u>—m = kt. Seja g = mdc(k, 2u,t) e
suponhamos que existe primo p tal que p|g. Logo p|k e p|t, e assim p?| N (u+£). Se p é impar, entdo
plu e portanto p?|m, contra hipétese de m ser livre de quadrados. Se p = 2, entao u? = m(mod 4).

Como m = 2(mod 4) ou m = 3(mod 4) temos um absurdo pois u?> = 0 ou 1 (mod 4). Logo g =1
e existem z,y, z € Z tais que 1 = xk + 2uy + zt. Por (4.3). Assim

l=xk+ylu+& +ylu+&) +2tel

e J = O(m), por [10] Capitulo 5 p. 376.

Se m = 1(mod 4), entao & = ! —1—2\/%’ &= ! _2\/E e
Nu+¢ =v*+u+(1—m)/4=[2u+1)>—m]/4 (4.4)

Assim, 4kt = (2u + 1)? — m. Seja agora g = mdc(k, (2u + 1),t) e suponha p primo tal que p|g.
Logo, p?|4kt e p*|(2u + 1)%. Segue de (4.4), p?|m, o que é um absurdo. Portanto g = 1 e existem
x,y,z € Z tais que 1 = zk + y(2u + 1) + zt. Assim,

l=xk+ylu+& +ylu+l) +ztel
e novamente J = O(m). n

Vamos agora mostrar que a norma de ideais tem propriedades semelhantes as da norma de
nimeros.

Teorema 4.2.4. Sejam I e J ideais nao nulos de O(m) e a € O(m), a # 0.

(a) Se a € Z, entao N(aO(m)) = a®> = N(«).
(b) N(IJ)= N(I)N(J).
(c) N(aO(m)) = [IN(a)]].
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(d) SelI CJeN(I)=N(J), entao I = J.
Demonstracgao.

(a) Observe que aO(m) = aZ & aZ. Pela demonstracao da Proposigao 4.2.1 temos que
©:0(m) — Zg X L,

definida por ¢(a+b¢) = (@, b) 6 um homomorfismo sobrejetor de grupos com Kerp = aO(m).
O(m)

aO(m)

Logo, ~ Zo X Ly € portanto N(aO(m)) = o’

(b) Pela Proposicao 4.2.3 temos IJIJ = N(IJ)O(m) e assim, pelo item (a),
N(IJIJ)= N(IJ)% (4.5)
Por outro lado, I.J =1 J e assim
IJIJ =11JJ = N(I)O(m)N(J)O(m) = N(I)N(J)O(m).

Resulta entao que o
IN(IJIJ) = (N(I)N(J))>. (4.6)
Como normas de ideais sdo nimeros positivos, segue de (4.5) e (4.6) que N(IJ) = N(I)N(J).
(¢) Tomando I = aO(m) e J =a@O(m) no item anterior e usando (a), obtemos
N(a)®> = N(aaO(m)) = N(I1J)
= N(I)N(J) = N(aO(m))N(@O(m))
= N(aO(m))*
pois N(I) = N(I). Assim, como no item (b), temos que N(aO(m)) = [|N(a)]].
(d) Sejam I = (kv,v(u+§)) e J = (kyvy, v1(u1+&)), como no Teorema 4.1.1. Como N (I) = N(J),
temos por definicao
kv = kvl (4.7)

Por outro lado, I NZ C J N Z implica que kyv, divide kv. Seja kv = kv t para algum
t € Z. Multiplicando essa igualdade por v e levando em conta (4.7), obtemos kyv? = vkjv;t.
Cancelando os fatores comuns, chegamos em v; = vt, ou seja, v divide vy.

Consideramos agora que v(u + &) € J. Logo, existem a,b € Z tais que
v(u+ &) = akyvy + buy(ug + ).

Comparando os coeficiente de £ vemos que v = bvy, ou seja, v, divide v. Logo temos que
v =y, e por (4.7) que k = ky. Finalmente observamos que

v(ug + &) —v(u+&) =v(ug —u) € JNZ = vkZ.

Dessa forma, u; = u (mod k) e, pela Proposigao 4.1.2, concluimos que [ = J.



Apeéendice A

Apresentamos abaixo o cédigo desenvolvido no Python usado para encontrar as unidades fun-
damental do anel O(m), seguindo os passos da Observagao 3.3.8:

def fu(c,m,b):
return c+m*b**2
def fl(c,m,b):
return -c+m*b**2
m = int(input("Digite o valor de m"))
b=1
ifm¥% 4 == 1:
c =4
else:
c=1
while True:
al = f1(c,m,b)**(@.5)
au = fu(c,m,b)*=(8.5)
if al.is_integer():
print(f'-{c}+{m}*{b}*2 é um gquadrado perfeito e o valor de b & {b}")
ifm% 4 !I=1:
print(f'{al} + {b} * sgrt{m}")
else:
print(f'{al}/2 + {b}/2 * sgqrt{m}")
if au.is_integer():
print(f'teste {c}+{m}*{b}"2 & um quadrado perfeito e o valor de b & {b}")
ifm% 4 1= 1:
print(f'{au}+{b} * sgrt{m}")
else:
print(f'{au}/2+{b}/2 * sgqrt{m}")
if al.is_integer() or au.is_integer():
break

else:
b += 1|

47
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