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Resumo

Um elemento α = a+bi ∈ C é dito um inteiro quadrático se α é um inteiro algébrico de Q[
√
m],

ou equivalentemente, se T (α) = 2a e N(α) = αα são números inteiros. Ao conjunto dos inteiros
quadráticos chamamos de anel dos inteiros quadráticos e denotamos por O(m). Este trabalho
tem como objetivo estudar o anel O(m), procurando caracterizar os seus elementos. Além disso,
iremos estudar as unidades e ideais do anel O(m), e para quais valores de m o anel é euclidiano.
O estudo, em grande parte, será separado nos casos real (m > 0) e complexo (m < 0).

Palavras-chave: Inteiros; Quadráticos; Anel.
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Abstract

An element α ∈ C is a quadratic integer if α is an algebraic integer of Q[
√
m], or equivalently,

if T (α) = 2a and N(α) = αα are integer numbers. The set of quadratic integers is called ring of
quadratic integers and we wil denotate O(m). This paper has as an objective to study the ring
O(m), searching to characterize its elements. Besides that, we will study the units and ideals of
the ring O(m) and for which values of m the ring is euclidean. The study, on its majority, is
divided on two cases: real (m > 0) and complex (m < 0).

Keywords: Integers; Quadratic; Ring.
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Introdução

A teoria dos números algébricos surgiu como uma ferramenta para a solução de problemas que
envolvem números inteiros e soluções inteiras de equações conhecidas como Equações Diofantinas.
Um exemplo desse tipo de problema é o famoso teorema enunciado pelo matemático francês Pierre
de Fermat (1601 – 1665), conhecido como o Ultimo Teorema de Fermat, que afirma que não existem
inteiros positivos x, y, z e n, com n > 2, tais que xn + yn = zn.

Outro exemplo de grande importância nessa teoria são as chamada equações de Pell, que são
equações da forma x2−my2 = 1, com m ∈ Z. As soluções dessas equações podem ser encontradas
fazendo a fatoração (x+ d

√
m)(x− d

√
m) = 1. Como isso, observa-se a necessidade de considerar

uma extensão dos números inteiros, e racionais, onde esteja inserido o
√
m. Tais extensões são

conhecidas como corpos quadráticos Q[
√
m], onde m é um inteiro livre de quadrado.

Neste trabalho vamos estudar o anelO(m) formados pelos inteiros algébricos do corpo quadrático
Q[
√
m]. Um elemento α ∈ C é um inteiro algébrico se é raiz de um polinômico mônico com coefici-

entes em Z. O conjunto O(m) é um subanel de Q[
√
m] chamado de anel dos inteiros quadráticos.

O objetivo principal desse trabalho é descrever o conjunto O(m) dos inteiros algébricos de Q[
√
m].

No Caṕıtulo 1, caracterizaremos esses anéis através da sua norma e traço. Vamos também
mostrar que os elemento de O(m) são da forma a+ bξ, com a, b ∈ Z e

ξ =

1 +
√
m

2
, se m ≡ 1(mod 4)

√
m, se m 6≡ 1(mod 4)

.

Assim, temos que O(m) = Z[
√
m] = {a+ b

√
m, a, b ∈ Z}, apenas quando m 6≡ 1(mod 4).

No Caṕıtulo 2, vamos estudar os anéis quadráticos euclidianos. Um anel domı́nio de integridade
A é dito euclidiano se existe uma função ε : A − {0} −→ N tal que ε(αβ) ≥ ε(α), para todo
α, β ∈ A − {0} e existe um algoritmo da divisão em A, isto é, dados α, β ∈ A, β 6= 0, existem
q, r ∈ A tais que α = qβ + r com r = 0 ou ε(r) < ε(β). No caso complexo, O(m) é euclidiano
para m = −1,−2,−3,−7 e −11 e são os únicos valores complexos para os quais isso acontece.
No caso real, O(m) é euclidiano para m = 2, 3, 8, 6, 7, 11, 13, 17, 19, 21, 29, 33, 37, 41, 57 e 73. No
entanto, para o caso real, não garantimos que os valores escritos são os únicos, apenas conseguimos
a finitude do conjuntos de tais valores. Este último fato foi provado em trabalhos de outros tais
como H. Chatland [1], Barnes e Swinnerton-Dyer [2] e Samuel [3]. É bem conhecido que todo anel

1



2 SUMÁRIO

euclidiano é um anel principal (ver Teorema 2.1.6). Na Seção 3.3 usaremos os anéis dos inteiros
quadráticos para mostrar que a rećıproca não é verdadeira. Mais especificamente, mostraremos

que o anel O(−19) = Z
[

1 +
√
−19

2

]
é um anel principal que não é euclidiano.

No Caṕıtulo 3, estudaremos o conjunto O(m)∗, que é um subgrupo do grupo multiplicativo
de Q[

√
m], chamado de grupo das unidades de O(m). As unidades de O(m) são os elementos

µ ∈ O(m) tais que existe µ′ ∈ O(m) com µµ′ = 1. No caso complexo, mostraremos que as
unidades são

±1,±
√
−1,±ξ e ± ξ2,

onde µ = 1+
√
m

2
. No caso real, existe µ0 ∈ O(m)∗, chamado de unidade fundamental, tal que

O(m)∗ = {±µn0 , n ∈ Z},

o que é um pouco mais complexo do que o caso real.

Finalmente, no Caṕıtulo 4, iremos concluir nosso trabalho estudando os ideais de O(m), mos-
trando que são representados na forma (vk, v(u + ξ)) onde u, v, k > 0 são inteiros. Ou seja,
mostraremos que todo ideal I de O(m) é da forma

I = Z⊕ Zv(u+ ξ).



Caṕıtulo 1

Anel dos Inteiros Quadráticos

Neste caṕıtulo vamos introduzir os anéis dos inteiros quadráticos e caracterizar os seus ele-
mentos. Iniciaremos o estudo com os corpos quadráticos e os inteiros algébricos. O anel dos
inteiros quadráticos, denota por O(m), é formado pelos inteiros algébricos dos corpos quadráticos.
Apresentaremos algumas propriedades dos inteiros algébricos e uma caracterização dos elementos
de O(m) que será usada nos próximos caṕıtulos. Recomenda-se, para quem não está familiarizado
com a teoria de números inteiros e anéis, a leitura de César e Sônia ([9], Caṕıtulos 1, 2 e 3) e
Vandernberg ([10], Parte III).

1.1 Corpos Quadráticos

Definição 1.1.1. Um número complexo α é algébrico se existe um polinôimio não nulo f(X) ∈
Q[X] tal que f(α) = 0, onde Q[X] é o anel dos polinômios sobre Q.

Exemplo 1.1.2. Todo α ∈ Q é algébrico, pois é raiz do polinômio

Pα(x) = x− α ∈ Q[X].

Exemplo 1.1.3. Os números π e e (número de euler) são não algébricos. Estes números são
chamados de transcendentes (veja [6, Caṕıtulo 6, páginas 41-45] e [6, Caṕıtulo 7, página 52]).

Seja α ∈ C algébrico, o polinômio mônico de menor grau em Q[X] que α anula é chamado de
polinômio minimal de α. Como veremos a seguir, o polinômio minimal é único.

Proposição 1.1.4. Seja α ∈ C algébrico, então o polinômio minimal de α é único.

Demonstração. Sejam f(X) e g(X) polinômios mônicos distintos em Q[X] e de mesmo e menor
grau que anulam α, sendo assim o polinômio (f−g)(X) é não nulo, anula α e tem grau menor que
o de f(X) e g(X). Dividindo (f − g)(X) pelo seu coeficiente do termo de maior grau, temos um
polinômio mônico que anula α de grau menor que f(X) e g(X), contradizendo a minimalidade do
grau dos mesmos.

3



4 CAPÍTULO 1. ANEL DOS INTEIROS QUADRÁTICOS

Definição 1.1.5. Seja α ∈ C algébrico, o conjunto Q[α] = {f(α); f(X) ∈ Q[X]} é chamado de
corpo algébrico. Dizemos que o corpo algébrico Q[α] é um corpo quadrático se α 6∈ Q e α anula
um polinômio em Q[X] de grau 2.

Exemplo 1.1.6. Se m é um inteiro livre de quadrados, ou seja, m não é diviśıvel por nenhum
quadrado diferente de 1, então Q[

√
m] é um corpo quadrático. De fato, vejamos que:

i) Se m é um inteiro livre de quadrados, então
√
m 6∈ Q: supondo que

√
m ∈ Q, então existem

inteiros p e q com mdc(p, q) = 1 tais que
√
m =

p

q
, dáı

m =
p2

q2
⇒ p2 = mq2. (1.1)

De (1.1), segue que p|mq2. Como mdc(p, q) = 1, então p|m. Escreva m = pp1, com p1 ∈ Z.
Substituindo em (1.1), temos

p2 = (pp1)q
2 ⇒ p = p1q

2 (1.2)

Segue de (1.2) que p|p1. Escrevendo p1 = pp2, temos

m = p(pp2) = p2p2

donde p2|m, o que é um absurdo pois m é um inteiro livre de quadrados. Logo,
√
m 6∈ Q.

ii) α =
√
m é raiz do polinômio

p(X) = X2 −m ∈ Q[X]

Logo, Q[
√
m] é um corpo quadrático.

Proposição 1.1.7. Todo corpo quadrático é da forma Q[
√
m], onde m é um inteiro livre de

quadrados. Além disso, temos Q[
√
m] = {a+ b

√
m; a, b ∈ Q}.

Demonstração. Seja Q[α] um corpo quadrático. Como α ∈ Q e é raiz de um polinômio em
Q[X] de grau 2, então podemos escrever

α =
a+ b

√
m

c
,

onde a, b, c ∈ Q e m é um inteiro livre de quadrados. Logo,

Q[α] = Q
[
a+ b

√
m

c

]
= Q[

√
m].

e veremos a prova dessa igualdade mais a frente.

Vejamos que Q[
√
m] = {a+b

√
m; a, b ∈ Q}. Por definição, temos que Q[

√
m] = {f(

√
m); f(X) ∈

Q[X])}. Se α = a + b
√
m, com a, b ∈ Q, considerando f(X) = a + bX ∈ Q[X], temos que
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α = f(
√
m) ∈ Q[

√
m]. Reciprocamente, seja α ∈ Q[

√
m], então existe f(X) ∈ Q[X] tal que

α = f(
√
m). Sendo p(X) = X2 −m ∈ Q[X], pelo algoritmo da divisão (ver [11, Teorema 23.1])

existem q(X), r(X) ∈ Q[X], com r(X) nulo ou grau de r(X) menor ou igual 1, tais que

f(X) = p(X)q(X) + r(X)

Dáı sendo r(X) = a+ bX, a, b ∈ Q, e observando que p(
√
m) = 0, temos

α = f(
√
m) = p(

√
m)q(

√
m) + r(

√
m) = a+ b

√
m.

Portanto, temos a igualdade

Q
[
a+ b

√
m

c

]
= Q[

√
m].

As operações de soma e multiplicação em Q[
√
m] são definidas por: sendo α = a+ b

√
m,β =

c+ d
√
m ∈ Q[

√
m], temos

α + β = (a+ c) + (b+ d)
√
m

α · β = (ac+ bdm) + (ad+ bc)
√
m.

Além disso, se α = a+ b
√
m ∈ Q[

√
m] e α 6= 0, então

α−1 =
a

a2 − b2m
− b

a2 − b2m
√
m. (1.3)

Observa-se que Q[
√
m] é um subcorpo de C.

Proposição 1.1.8. Todo elemento de um corpo quadrático Q[α] = Q[
√
m] satisfaz um polinômio

de grau 2 em Z[X]

Demonstração. Seja β ∈ Q[α] = Q[
√
m], então β =

a+ b
√
m

c
, onde a, b, c ∈ Z, mdc(a, b, c) = 1

e m é livre de quadrados. Temos, b
√
m = βc − a e assim b2m = β2c2 − 2acβ + a2 e portanto

β2c2 − 2acβ + a2 − b2m = 0. Dessa última igualdade podemos concluir que β é raiz do polinômio
f(X) = c2X − 2acX + a2 − b2m ∈ Z[X]. Portanto, todo elemento de Q[α] satisfaz um polinômio
de grau 2 em Z[X].

Observação 1.1.9. Dados a, b, c, d ∈ Q e a + b
√
m = c + d

√
m ⇒ a = c e b = d, ou seja,

Q[
√
m] é determina de forma única seus elementos. Esse fato segue de

√
m 6∈ Q.

Dado um elemento α = a + b
√
m ∈ Q[

√
m] chamamos de conjugado de α, denotado por α, o

elemento α = a− b
√
m. Definimos também o traço e norma de α por

T (α) = α + α = 2a e N(α) = αα = a2 −mb2
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respectivamente. Observe que T (α) e N(α) pertecem a Q.

No próximo resultado vamos mostrar algumas propriedades do traço e da norma que serão
usadas ao longo do trabalho.

Proposição 1.1.10. Dados α, β ∈ Q[
√
m] temos:

(a) α + β = α + β e αβ = αβ.

(b) α = α se, e somente se, α ∈ Q.

(c) T (α + β) = T (α) + T (β) e N(αβ) = N(α)N(β).

(d) N(α) = 0 se, e somente se, α = 0.

(e) Se α 6= 0, então α−1 = α[N(α)]−1.

(f) Se m > 0, então |N(a+ b
√
m)| = |a2 −mb2| ≤ max{a2,mb2}.

Demonstração. Sejam α = a+ b
√
m e β = c+ d

√
m, então

α + β = (a+ c) + (b+ d)
√
m e αβ = (ac+ bdm) + (ad+ bc)

√
m.

(a) Temos
α + β = a− b

√
m+ c− d

√
m = (a+ c)− (b+ d)

√
m = α + β

αβ = (a− b
√
m)(c− d

√
m) = ac+ bdm+ (ad− bc)

√
m = αβ

(b) É imediato que se α ∈ Q, então α = α. Por outro lado, se α = α então 2b
√
m = 0 o que

implica em b = 0. Assim, α = a ∈ Q.

(c) Pelo item (a), temos:

T (α + β) = α + β + α + β = α + α + β + β = T (α) + T (β)

N(αβ) = αβαβ = αβαβ = ααββ = N(α)N(β)

(d) É imediato que se α = 0, então N(α) = 0. Se N(α) = 0, então αα = 0 o que implica em
α = 0 ou α = 0. Se o primeiro acontecer está provado; já se α = 0, então a = b

√
m, e assim

α = 2a ∈ Q e α = α = 0.

(e) Primeiramente, observe que pelo item (c), com α 6= 0, então N(α) 6= 0 e assim existe
[N(α)]−1 = (αα)−1 = (α−1)α−1. Logo,

α−1 = α−1((α)−1α) = α(α−1α−1) = α[N(α)]−1.

(f) Se m > 0, temos −mb2 ≤ a2 −mb2 ≤ a2. Logo, como sabemos que N(a+ b
√
m) = a2 −mb2,

então |N(a + b
√
m)| = |a2 −mb2|. Dáı, como consequência da desigualdade, |a2 −mb2| ≤

max{a2,mb2}.
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Proposição 1.1.11. Seja α ∈ Q[
√
m]. Então α é ráız do polinômio.

fα(x) = x2 − T (α)x+N(α) ∈ Q[X].

Demonstração. Seja α = a+ b
√
m, então:

α2 = (a+ b
√
m)(a+ b

√
m) = a2 + 2ab

√
m+ b2m.

Assim,

fα(α) = a2 + 2ab
√
m+ b2m− 2a(a+ b

√
m) + a2 − b2m

= 2a2 + 2ab
√
m− 2a2 − 2ab

√
m = 0.

1.2 Inteiros Quadráticos

Definição 1.2.1. Seja α ∈ C. Dizemos que α é um inteiro algébrico se α anula um polinômio
mônico f(X) = Xn + an−1X

n−1 + · · · + a0 ∈ Z[X]. Nestas condições, chamamos α de inteiro
ou integral sobre Z. Definimos então os inteiros de Q[

√
m] como sendo o conjunto dos inteiros

algébricos que estão em Q[
√
m]. Denotaremos por O(m).

Exemplo 1.2.2. Todo inteiro é um inteiro algébrico. De fato, seja α ∈ Z, note que α é raiz do
seguinte polinômio

f(X) = X − α ∈ Z[X].

Logo α é um inteiro algébrico.

Exemplo 1.2.3.
√
m é um inteiro algébrico. De fato,

√
m é raiz de

g(X) = X2 −m ∈ Z[X].

Observação 1.2.4. Por [7, Corolário 1.3] o conjunto O(m) dos inteiros de Q[
√
m] é um anel.

Mais precisamente, é um subanel de Q[
√
m].

Podemos caracterizar os elementos de O(m) através do traço e da norma. Para isso, vamos
precisar dos seguintes resultados:

Observação 1.2.5. Se α ∈ O(m), então α ∈ O(m). De fato, seja α = a + b
√
m ∈ O(m) e

considere p(X) = Xn + an−1X
n−1 + · · · + a0 ∈ Z[X] o polinômio mônico que anula α, ou seja,

p(α) = 0. Vamos verificar α também é raiz de p(X). Primeiramente, observe que

0 = p(α) = αn + an−1α
n−1 + · · ·+ a0 (1.4)

Assim, aplicando o conjugado em (1.4)

0 = αn + an−1α
n−1 + · · ·+ a0 = p(α)

Portanto, α ∈ O(m).
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Lema 1.2.6. Seja α ∈ Q tal que existe um polinômio mônico g(x) ∈ Z[X], satisfazendo g(α) = 0.
Então α ∈ Z.

Demonstração. Seja α =
a

b
com b ≥ 1 (a e b primos entre si) e g(X) = a0 + a1X + a2X

2 + · · ·+
an−1X

n−1 +Xn com a0, a1, . . . , an−1 ∈ Z. Então

0 = g(α) = a0 + a1
a

b
+ a2

a2

b2
+ · · ·+ an−1

an−1

bn−1
+
an

bn

Multiplicando ambos os lado por bn, temos

0 = bng(α) = bna0 + bn−1a1a+ bn−2a2a
2 + · · ·+ ban−1a

n−1 + an

= b(bn−1a0 + bn−2a1a+ bn−3a2a
2 + · · ·+ an−1a

n−1) + an.

Segue da ultima igualdade que b divide an. Consequentemente, como mdc(a, b) = 1, devemos ter
b = 1. Logo, α = a ∈ Z.

Teorema 1.2.7. Seja α ∈ Q[
√
m]. Então α ∈ O(m) se, e somente se, T (α) e N(α) são inteiros.

Demonstração. Suponha que N(α), T (α) ∈ Z. Então, pela Proposição 1.1.11, temos que α é
raiz do polinômio mônico

f(X) = X2 − T (α)X +N(α) ∈ Z[X].

Logo, α é um inteiro quadrático e portanto α ∈ O(m).

Reciprocamente, seja α ∈ O(m). Pela Observação 1.2.5 temos que α ∈ O(m). Além disso,
como O(m) é um anel, segue que

T (α) = α + α, N(α) = αα ∈ O(m).

Logo, existem polinômios mônicos f(X), g(X) ∈ Z[X] tais que

f(T (α)) = 0 e g(N(α)) = 0.

Portanto, pelo Lema 1.2.6, temos que T (α) e N(α) são inteiros.

Corolário 1.2.8. Todo inteiro de Q[
√
m] anula um polinômio mônico de grau 2 em Z[X].

Demonstração. É imediato pelo Teorema 1.2.7 e pela Proposição 1.1.11.

Com essa caracterização podemos mostrar as seguintes propriedades de O(m).

Corolário 1.2.9. Z = O(m) ∩Q.
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Demonstração. É imediato pelo Lema 1.2.6 e pelo fato de que todo inteiro pertence a O(m).

Observação 1.2.10. Seja α = a + b
√
m, com a, b ∈ Z, então T (α) = 2a e N(α) = a2 − mb2

são inteiros e, pelo Teorema 1.2.7, temos que α ∈ O(m). Assim, vale a inclusão Z[
√
m] ⊆ O(m).

Porém, a inclusão contrária nem sempre é verdadeira. De fato, para m = −3, considere ξ =
−1 +

√
−3

2
∈ Q[
√
−3]. Temos

T (ξ) = 2.

(
−1

2

)
= −1 e N(ξ) =

(
−1

2

)2

− 3

(
1

2

)2

= 1.

Assim, T (ξ), N(ξ) ∈ Z e portanto ξ ∈ O(−3). Porém, ξ 6∈ Z[
√
−3].

No próximo resultado apresentaremos uma caracterização dos elementos de O(m) e veremos
que a igualdade O(m) = Z[

√
m] só é válida se m 6≡ 1(mod 4).

Teorema 1.2.11. Sejam m um inteiro livre de quadrados e α = a+b
√
m ∈ Q[

√
m]. Temos então

dois casos a considerar:

(a) Se m ≡ 1(mod 4), então α ∈ O(m) se, e somente se, 2a, 2b ∈ Z e ambos tem mesma paridade.

(b) Se m 6≡ 1(mod 4), então α ∈ O(m) se, e somente se, a, b ∈ Z.

Demonstração.

(a) (⇒) Se α ∈ O(m), então T (α) = 2a ∈ Z e 4N(α) = (2a)2 −m(2b)2 ∈ Z. Como 2a é inteiro,
logo m(2b)2 = 4N(α)− (2a)2 ∈ Z, pois é a diferença de dois inteiros. Suponha que 2b 6∈ Z,
então 2b = p/q, com p, q ∈ Z, q > 1 e mdc(p, q) = 1. Assim,

m(2b)2 = m
p2

q2
∈ Z

donde segue que q2 divide mp2. Como mdc(p, q) = 1, então q2 deve dividir m, o que é um
absurdo, já que m é livre de quadrados. Logo, 2b ∈ Z. Por fim, como 4 divide (2a)2−m(2b)2

e 4 não divide m, segue que 2a é par se, e somente se , 2b é par.

(⇐) Vamos verificar agora que se m ≡ 1(mod 4) e a, b ∈ Q são tais que 2a, 2b ∈ Z e
tem mesma paridade, então α ∈ O(m). Inicialmente T (α) = 2a ∈ Z. Resta mostrar que
N(α) ∈ Z. Observe que

N(α) = a2 −mb2 =
|(2a)2 −m(2b)2|

4
.

Como 2a e 2b tem mesma paridade, então (2a)2 ≡ (2b)2(mod 4). Por outro lado, por
m ≡ 1(mod 4), então m(2b)2 ≡ (2a)2(mod 4). Logo,

(2a)2 −m(2b)2 ≡ 0(mod 4)

ou seja, 4 divide (2a)2 −m(2b)2 e portanto N(α) ∈ Z.
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(b) (⇐) Se a, b ∈ Z, então α = a+ b
√
m ∈ Z[

√
m] ⊆ O(m).

(⇒) Seja α = a+ b
√
m ∈ O(m) e suponha que a 6∈ Z. Como T (α) = 2a ∈ Z então 2a é um

inteiro ı́mpar. Por N(α) ∈ Z, temos que

4N(α) = (2a)2 −m(2b)2 ∈ 4Z

e assim 2b deve ser ı́mpar também. Logo, de (2a)2 ≡ (2b)2(mod 4) e (2a)2 ≡ m(2b)2(mod 4).
Como b ı́mpar, temos mdc(4, (2b)2) = 1 e devemos ter m ≡ 1(mod 4), o que é um absurdo.
Dáı, a ∈ Z. O caso em que b 6∈ Z é análogo.

Conclúımos pela demonstração do Teorema 1.2.11 que

O(m) =

{
a+ b

√
m

2
| a, b ∈ Z e a ≡ b(mod 2)

}
se m ≡ 1(mod 4), e que

O(m) = {a+ b
√
m; a, b ∈ Z} = Z[

√
m],

se m 6≡ 1(mod 4). Portanto, a inclusão da Observação 1.2.10 é própria se, e somente se, m ≡
1(mod 4).

No próximo resultado apresentaremos outra maneira de escrever os elementos de O(m), quando
m ≡ 1(mod 4), que será usada nos próximos caṕıtulos.

Teorema 1.2.12. Se m ≡ 1(mod 4), então O(m) =

{
a+ bξ | a, b ∈ Z e ξ =

1 +
√
m

2

}
.

Demonstração. Basta provarmos que α ∈ O(m) se, e somente se, existem a e b ∈ Z tais
que α = a + bξ. Se α = c + d

√
m ∈ O(m), então 2c, 2d ∈ Z e têm mesma paridade. Logo

c+ d = (2c+ 2d)/2 ∈ Z. Considerando a = c− d e b = 2d, temos que

a+ bξ = c− d+ 2d

(
1 +
√
m

2

)
= c− d+ d+ d

√
m = c+ d

√
m = α.

Reciprocamente, dado α = a+ bξ, com a, b ∈ Z, temos

α = a+ b

(
1 +
√
m

2

)
= a+

b

2
+
b

2

√
m =

(
2a+ b

2

)
+
b

2

√
m

Sendo a e b inteiros, temos que

2

(
2a+ b

2

)
= 2a+ b ∈ Z e 2

b

2
= b ∈ Z.

Além disso, como 2a é par, então 2a+ b e b têm mesma paridade. Portanto, pelo Teorema 1.2.11,
temos que α ∈ O(m).
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Pelos Teoremas 1.2.11 e 1.2.12, conclúımos que O(m) = Z[ξ] = {a+ bξ; a, b ∈ Z} onde

ξ =

1 +
√
m

2
, se m ≡ 1(mod 4)

√
m, se m 6≡ 1(mod 4)

.

Chamaremos os anéis quadráticos O(m) com m < 0 de anéis quadráticos complexos e, para
m > 0, chamaremos de anéis quadráticos reais. Por exemplo, se m = 6 ≡ 2(mod 4), o anel

O(6) = Z[
√

6] = {a+ b
√

6; a, b ∈ Z}

é um anel quadrático real. Para m = −3 ≡ 1(mod 4), o anel

O(−3) =

{
a+ b

(
1 +
√
−3

2

)
; a, b ∈ Z

}
é um anel quadrático complexo.
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Caṕıtulo 2

Anéis Quadráticos Euclidianos

Neste Caṕıtulo vamos estudar os anéis quadráticos euclidianos. Um anel é dito Euclidiano
quando possui um algoritmo de divisão. Veremos que existem apenas 28 valores de m para os
quais o anel O(m) é euclidiano. O estudo será divido no caso real e imaginário. No caso real, as
demonstrações são bastante complexas e podem ser encontradas em [1], [2] e [3], e por isso faremos
apenas as demonstrações de alguns resultados parciais. Apresentaremos alguns exemplos de como
funciona o algoritmo da divisão nesses anéis. Usaremos também os anéis dos inteiros quadrático
para fornecer um exemplo de um anel principal que não é euclidiano, exemplo clássico da Teoria
de Anéis.

2.1 Anéis Euclidianos

Definição 2.1.1. Um domı́nio A é um anel euclidiano se existe uma aplicação ε : A−{0} → Z+

tal que:

1. ε(αβ) ≥ ε(α), para todo α, β ∈ A− {0}.

2. Existe um algoritmo da divisão em A, isto é, dados α, β ∈ A, β 6= 0, existem q, r ∈ A tais
que α = qβ + r com r = 0 ou ε(r) < ε(β).

Observação 2.1.2. Note que na definição anterior não exigirmos a unicidade de q e r no algo-
ritmo da divisão.

Observação 2.1.3. Chamaremos a função ε de norma euclidiana ou valorização euclidiana.

Exemplo 2.1.4. O anel dos inteiros Z atribuindo-se a norma, isto é, dado n ∈ Z temos que a
aplicação n 7→ |n| satisfaz a definição para que Z seja euclidiano.

Exemplo 2.1.5. Se A é um corpo, então o anel dos polinômios A[X] é um anel euclidiano, onde
a função ε é dada pelo grau do polinômio, ou seja, dados f(X), g(X) ∈ A[X], com g(X) 6= 0,

13
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existem q(X), r(X) ∈ A[X] tais que

f(X) = q(X)g(X) + r(X),

onde r(X) = 0 ou ∂(r(x)) < ∂(g(X)) (ver [11, Teorema 23.1]).

Seja A um domı́nio e a ∈ A. O conjunto

< a >= {ax; x ∈ A}

é um ideal de A, chamado de ideal principal gerado por a. É fácil ver que < a > é o menor ideal
de A que contém a, ou seja, se I é um ideal de A e a ∈ I, então < a >⊆ I. Um domı́nio A é
chamado de anel principal quando todo ideal I de A é principal, isto é, para cada ideal I existe
a ∈ A tal que I =< a >.

Dados α, β ∈ O(m) − {0} dizemos que α divide β em O(m), e denotamos α | β, se existe
γ ∈ O(m) tal que β = αγ. Assim, temos que α divide β se, e somente se, β ∈< α >.

O próximo resultado relaciona os anéis euclidianos com os anéis principais.

Teorema 2.1.6. Todo anel euclidiano é um anel principal.

Demonstração. Seja A um anel euclidiano e ε uma valorização euclidiana de A. Consideremos
I um ideal de A, com I 6= {0}, e tomemos b ∈ I − {0} tal que ε(b) = min{ε(x)|x ∈ I − {0}}.
Mostremos que I =< b >. De fato, como b ∈ I, então < b >⊆ I. Tomando agora a ∈ I,
como b 6= 0, devem existir q, r ∈ A, com r = 0 ou ε(r) < ε(b), tais que a = bq + r. Como
a, bq ∈ I, conclúımos que r ∈ I e portanto r = 0, pois se r 6= 0 então ε(r) < ε(b), o que seria uma
contradição. Assim, a = bq ∈< b > e portanto I =< b >.

Observação 2.1.7. A rećıproca do Teorema 2.1.6 não é sempre válida. Na Seção 2.3 vamos
usar os anéis dos inteiros quadráticos para apresentar um exemplo de um anel principal que não
é euclidiano.

2.2 Anéis Quadráticos Euclidianos

Agora, tendo em vista o que estudamos, vamos usar a função norma N , mais precisamente
o módulo da norma |N |, como norma euclidiana em O(m) (anel dos inteiros quadráticos). Vale
observar que a primeira condição da norma euclidiana é sempre satisfeita para o módulo da norma,
isto é,

|N(αβ)| ≥ |N(α)| para todo α, β ∈ O(m)− {0}.
De fato, da Proposição 1.1.10 |N(αβ)| = |N(α)N(β)|, pelo Teorema 1.2.7 N(α), N(β) ∈ Z, dáı
|N(α)N(β)| = |N(α)||N(β)|. Pelo estudo dos inteiros,

|N(α)||N(β)| ≥ |N(α)|
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obtendo o que queŕıamos.

Para a segunda condição da norma euclidiana vamos usar o seguinte resultado:

Lema 2.2.1. A função ε(α) = |N(α)| é uma norma euclidiana para O(m) se, e somente se, dado
γ ∈ Q[

√
m], existe δ ∈ O(m) tal que |N(γ − δ)| < 1.

Demonstração. (⇒) Suponha que ε(α) = |N(α)| é uma norma euclidiana para O(m). Seja
γ ∈ Q[

√
m]. Se γ ∈ O(m), considerando δ = γ ∈ O(m), temos

|N(γ − δ)| = |N(0)| = 0 < 1

e a condição é satisfeita. Suponha γ /∈ O(m), então γ =
α

β
, com α, β ∈ O(m), e assim podemos

escrever β = αγ−1 ∈ O(m). Como O(m) é euclidiano, existem δ, r ∈ O(m) tais que

α = βδ + r e |N(r)| < |N(β)|.

Escrevendo r = α− βδ, temos |N(α− βδ)| < |N(β)|. Por outro lado, pela Proposição 1.1.10 item
(c), temos

|N(α− βδ)| = |N(β(αβ−1 − δ))| = |N(β)||N(αβ−1 − δ)| < |N(β)|,

o que implica que |N(αβ−1 − δ)| < 1, ou equivalentemente |N(γ − δ)| < 1.

(⇐) Dados β, α ∈ O(m), β 6= 0, seja γ = αβ−1. Por hipótese, existe δ ∈ O(m) tal que |N(γ−δ)| <
1. Observe que

α = βδ + (α− βδ)

e

|N(α− βδ)| = |N(β(αβ−1 − δ))| = |N(β)||N(αβ−1 − δ)|
= |N(β)||N(γ − δ)| < |N(β)|.

Portanto, O(m) é um anel euclidiano com ε(α) = |N(α)|.

Observação 2.2.2. Pela demonstração do Lema 2.2.1 segue que se O(m) é um anel euclidiano,
então o quociente da divisão de α por β é dado por δ ∈ O(m) que satisfaz∣∣∣∣N (αβ − δ

)∣∣∣∣ < 1.

Utilizando o Lema 2.2.1 exibiremos uma lista de valores de m para os quais O(m) tem norma
euclidiana.

Teorema 2.2.3. A função |N | é uma norma euclidiana para O(m) nos casos em que m =
−11,−7,−3,−2,−1, 2, 3, 5, 13.
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Demonstração. Considere m = −2,−1, 2, 3, neste caso temos m 6≡ 1(mod 4) e assim O(m) =
Z[
√
m]. Dado γ = u + v

√
m, com u, v ∈ Q, tome s, t ∈ Z tais que |u − s| ≤ 1/2 e |v − t| ≤ 1/2.

Para δ = s+ t
√
m ∈ O(m) tem-se que γ − δ = (u− s) + (v − t)

√
m. Logo

|N(γ − δ)| = |(u− s)2 −m(v − t)2| ≤ (u− s)2 + |m|(v − t)2 ≤ 1 + |m|
4

< 1

se m = −2,−1, ou 2. Se m = 3 temos que na primeira desigualdade acima só ocorre igualdade
se u = s ou v = t e nesse caso a expressão tem valor menor que 1. Se u 6= s e v 6= t a primeira
desigualdade é estrita e assim a expressão tem valor menor que 1. Logo |N(γ − δ)| < 1 em todos
os casos.

Para m = −11,−7,−3, 5 e 13, temos m ≡ 1(mod 4) e assim

O(m) =

{
a+ b

√
m

2
; a, b ∈ Z e a ≡ b(mod 2)

}
.

Seja γ = u+ v
√
m, com u, v ∈ Q e considere t, s ∈ Z de mesma paridade tais que |t/2− v| ≤ 1/4

e |s/2− u| ≤ 1/2. Tome δ =
s+ t

√
m

2
∈ O(m), então se m < 0, temos

|N(γ − δ)| = |(u− s/2)2 −m(v − t/2)2| ≤ |u− s/2|2 + |m||v − t/2|2 ≤ 1

4
+
|m|
16

< 1

para m = −11,−7,−3.

Se m > 0, segue da Proposição 1.1.10 que

|N(γ − δ)| = |(u− s/2)2 −m(v − t/2)2| ≤ máx

{
1

4
,
m

16

}
< 1

para m = 5, 13.

A seguir vamos apresentar alguns exemplos para mostrar como o algoritmo da divisão funciona
nos anéis euclidianos O(m). Para isso, vamos usar a Observação 2.2.2 e a demonstração do
Teorema 2.2.3.

Exemplo 2.2.4. Sejam m = 2 ≡ 2(mod 4) e α = 12 + 3
√

2, β = 5 ∈ O(2). Queremos encontrar
q = s+ t

√
2, r = x+ y

√
2 ∈ O(2), tais que α = βq + r e |N(r)| < |N(β)|. Pela Observação 2.2.2,

temos que q satisfaz a condição ∣∣∣∣N (αβ − q
)∣∣∣∣ < 1.

Escreva
α

β
=

12

5
+

3

5

√
2 = u + v

√
2. Pela demonstração do Teorema 2.2.3, vamos tomar t, s ∈ Z

tais que |u− s| < 1/2 e |v − t| < 1/2. Considerando então s = 2 e t = 1, temos
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∣∣∣∣12

5
− 2

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣25
∣∣∣∣ < 1

2
e

∣∣∣∣35 − 1

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣−2

5

∣∣∣∣ < 1

2
.

Assim, podemos considerar q = 2 +
√

2. Para determinar r vamos usar a relação r = α − qβ,
assim

r = 12 + 3
√

2− (2 +
√

2) · 5 = 2− 2
√

2.

Temos portanto que
12 + 3

√
2 = 5 · (2 +

√
2) + (2− 2

√
2),

onde
|N(2− 2

√
2)| = |22 − 2 · (−2)2| = 4 < 25 = |N(5)|.

Exemplo 2.2.5. Sejam m = −11 ≡ 1(mod 4), α = 19 + 10
√
−11 e β = 6. Vamos encontrar

q = x+ y
√
−11, r ∈ O(−11) = Z

[
1 +
√
−11

2

]
, tais que α = qβ+ r com |N(r)| < |N(6)|. Escreva

α

β
= u+ v

√
−11 =

19

6
+

10

6

√
−11.

Seguindo a demonstração do Teorema 2.2.3, vamos tomar inicialmente y =
t

2
com t ∈ Z tal que

|v − y| ≤ 1

4
. Considere y =

3

2
. Então,

|v − y| =
∣∣∣∣53 − 3

2

∣∣∣∣ =
1

6
≤ 1

4

Vamos tomar agora x =
s

2
com s ∈ Z número ı́mpar tal que |u − x| ≤ 1

2
. Considere x =

7

2
.

Assim,

|u− x| =
∣∣∣∣19

6
− 7

2

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣−2

6

∣∣∣∣ =
1

3
≤ 1

2

Pela Observação 2.2.2, temos

q =
7

2
+

3

2

√
−11 e r = α− qβ = −2 +

√
−11

onde
|N(r)| = |4 + 11| = 15 < 36 = |N(6)|.

2.2.1 Anéis Quadráticos Euclidianos Complexos

No Teorema 2.2.3, obtemos que |N | é uma norma euclidiana paraO(m) quandom = −1,−2,−3,−7
e −11. Vamos mostrar a seguir que esses são os únicos valores negativos de m para os quais isso
ocorre em relação à norma |N |.
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Teorema 2.2.6. Se m < 0 e O(m) é euclidiano em relação a |N |, então m = −1,−2,−3,−7 ou
−11.

Demonstração. Se O(m) é euclidiano, conforme Lema 2.2.1, para cada 0 6= α = a + b
√
m ∈

Q[
√
m], existe β ∈ O(m),

β =

 r + s
√
m, r, s ∈ Z, se m 6≡ 1(mod 4)

r + s
√
m

2
, r, s ∈ Z e r ≡ s(mod 2), se m ≡ 1(mod 4)

tal que |N(α− β)| < 1. Explicitando o valor da norma temos

|(a− r)2 −m(b− s)2| < 1, se m 6≡ 1(mod 4) (2.1)

|(a− r/2)2 −m(b− s/2)2| < 1 se m ≡ 1(mod 4) (2.2)

Consideremos primeiro o caso m 6≡ 1(mod 4). Fazendo a = 1/2 e b = 1/2, reescrevemos (2.1)
da seguinte forma

|(1 + |m|)/4 + [(r2 − r) + |m|(s2 − s)]| < 1. (2.3)

Como para todo inteiro x vale x2 − x ≥ 0, temos que [(r2 − r) + |m|(s2 − s)] ≥ 0. Combinando
a última desigualdade com a (2.3) obtemos (1 + |m|)/4 < 1, o que implica em |m| < 3, isto é,
m = −1 ou m = −2.

No caso m ≡ 1(mod 4) tomamos a = 1/4 e b = 1/4 em (2.2):

|(1 + |m|)/16 + [(r2/4− r/4) + |m|(s2/4− s/4)]| < 1

Novamente, por (1/4)[(r2 − r) + |m|(s2 − s)] ≥ 0 devemos ter (1 + |m|)/16 < 1. Dessa forma
|m| < 15 e como m ≡ 1(mod 4), obtemos m = −3,−7 e −11.

Pelos Teoremas 2.2.3 e 2.2.6 temos que se m < 0, então |N | é uma norma euclidiana para
O(m) se, e somente se, m = −1,−2,−3,−7 e −11. Segundo Samuel ([3], Proposição 14), para
m < 0, O(m) é euclidiano para alguma norma euclidiana ε se, e somente se, é euclidiano para
|N |. Consequentemente, temos que esses são os únicos valores de m < 0 para os quais O(m) é
euclidiano para alguma norma euclidiana.

2.2.2 Anéis Quadráticos Euclidianos Reais

Pelo Teorema 2.2.3 temos que O(m) é euclidiano para m = 2, 3, 5 e 13. Em geral, O(m)
é euclidiano com a norma |N | apenas para m = 2, 3, 8, 6, 7, 11, 13, 17, 19, 21, 29, 33, 37, 41, 57 e
73. Esse resultado foi provado em uma série de trabalhos tais como H. Chatland [1], Barnes e
Swinnerton-Dyer [2] e Samuel [3].
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As demonstrações desses resultados são bastante complicadas. Nessa seção, vamos apresentar
alguns resultados parciais. No próximo resultado apresentaremos a demonstração de que O(m) é
euclidiano para m = 6, 7, 17, 21 e 29.

Teorema 2.2.7. A função |N | é uma norma euclidiana para O(m) nos casos m = 6, 7, 17, 21 e
29.

Demonstração. Como no Teorema 2.2.3, basta mostrar que dado γ = a+ b
√
m ∈ Q[

√
m] existe

δ ∈ O(m) tal que |N(γ − δ)| < 1. Observe que se m ≡ 2, 3(mod 4), então δ = x + y
√
m, com

x, y ∈ Z, e assim queremos

|N(γ − δ)| = |(a− x)2 −m(b− y)2| < 1. (2.4)

Sendo x0, y0 ∈ Z tais que |a− x0| ≤
1

2
e |b− y0| ≤

1

2
, podemos reescrever (2.4) da seguinte forma

|(a− x0 + x0 − x)2 −m(b− y0 + y0 − y)2| < 1.

Fazendo a′ = |a− x0|, b′ = |b− y0|, x′ = x0 − x e y′ = y0 − y, temos

|(a′ − x′)2 −m(b′ − y′)2| < 1.

Omitindo as linhas para simplicidade de notação, podemos supor que em (2.4) temos 0 ≤ a ≤ 1

2

e 0 ≤ b ≤ 1

2
.

Agora, se m ≡ 1(mod 4), podemos escrever o elemento δ = x + yξ ∈ O(m), com x, y ∈ Z, da
seguinte forma

x+ yξ = x+ y

(
1 +
√
m

2

)
= x+

y

2
+
y

2

√
m. (2.5)

Assim, queremos encontrar q = x+
y

2
+
y

2

√
m ∈ O(m) tal que

|N(γ − δ)| =
∣∣∣∣(a− x− y

2

)2
−m

(
b− y

2

)2∣∣∣∣ < 1

ou ainda
|N(γ − δ)| =

∣∣∣(a− x− y

2
)2 − m

4
(2b− y)2

∣∣∣ < 1 (2.6)

Vamos agora considerar x0, y0 ∈ Z tais que |a − x0| ≤
1

2
e |b − y0| ≤

1

4
. Considerando

a′ = |a− x0|, b′ = |2b− 2y0|, x′ = x− x0 + y0 e y′ = 2y0 − y e reescrevendo (2.6) temos:∣∣∣(a+ x0 − x0 − x−
y

2
)2 − m

4
(2b− 2y0 + 2y0 − y)2

∣∣∣ < 1∣∣∣∣(a′ + x0 − x−
y′

2
− y0)2 −

m

4
(b′ − y′)2

∣∣∣∣ < 1
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∣∣∣∣(a′ − x′ − y′

2
)2 − m

4
(b′ − y′)2

∣∣∣∣ < 1

Omitindo as linhas, pra simplificar a notação, (2.6) pode ser escrita da forma∣∣∣(a− x− y

2
)2 − m

4
(b− y)2

∣∣∣ < 1, (2.7)

com 0 ≤ a ≤ 1

2
e 0 ≤ b ≤ 1

2
.

As desigualdades (2.4) e (2.7) podem ser escritas como

|(a− x− λy)2 − n(b− y)2| < 1, (2.8)

com 0 ≤ a ≤ 1

2
e 0 ≤ b ≤ 1

2
, onde λ = 0 e n = m, para m ≡ 2, 3(mod 4), e λ =

1

2
e n =

m

4
se

m ≡ 1(mod 4).

Vamos mostrar que para n < 8 a desigualdade (2.8) tem solução em termos de x e y. A
condição de n < 8 vale para m = 6, 7 se m ≡ 2, 3(mod 4), e para m = 17, 21, 29 se m ≡ 1(mod 4).

Vamos provar que tomado y = 0, um dos três valores de x, x = 1, x = 0 ou x = −1, vai
satisfazer a desigualdade (2.8), isto é,

−1 < (a− x− λy)2 − n(b− y)2 < 1

De fato, essas desigualdades podem ser escritas da seguinte forma

P (x, y) : (a− x− λy)2 < 1 + n(b− y)2

Q(x, y) : n(b− y)2 < 1 + (a− x− λy)2

Se a = b = 0,vamos ter x = y = 0. Caso contrário, sejam a e b ambos não nulos. Vamos mostrar
que as desigualdades de pelo menos um dos seguintes pares P (−1, 0) e P (−1, 0), P (0, 0) e Q(0, 0)
ou P (1, 0) e Q(1, 0) são válidas e assim encontramos x, y que satisfaz (2.8). Dáı, temos

P (−1, 0) : (1 + a)2 < 1 + nb2

P (0, 0) : a2 < 1 + nb2

P (1, 0) : (1− a)2 < 1 + nb2

Q(−1, 0) : nb2 < 1 + (1 + a)2

Q(0, 0) : nb2 < 1 + a2

Q(1, 0) : nb2 < 1 + (1− a)2

Como 0 ≤ a ≤ 1

2
, n > 0 e a e b são não ambos nulos, resultando que P (0, 0) e P (1, 0) são

verdadeiros, vamos supor que Q(0, 0) e Q(1, 0) sejam falsos e vamos concluir que P (−1, 0) e
Q(−1, 0) são verdadeiras.
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Suponha que P (−1, 0) é falso. Como Q(1, 0), por hipótese, é falso , temos

(1 + a)2 ≥ 1 + nb2 e 1 + nb2 ≥ 1 + 1 + (1− a)2 = 2 + (1− a)2. (2.9)

Juntando as desigualdades (2.9), obtemos (1 + a)2 ≥ 2 + (1− a)2 o que implica em a ≥ 1

2
. Como

estamos supondo 0 ≤ a ≤ 1

2
, segue que a =

1

2
. Substituindo a em (2.9), obtemos

9

4
≥ 1 + nb2 ≥ 9

4

e portanto nb2 =
5

4
. Mas, pelo lema que provaremos a seguir, nb2 =

5

4
não é posśıvel. Assim,

P (−1, 0) é verdadeira.

Além disso, Q(−1, 0) é nb2 < 1+(1+a)2. Como n < 8 e b2 ≤ 1

4
, temos nb2 < 8

1

4
≤ 1+(1+a)2

e portanto Q(−1, 0) é verdadeira, concluindo a demonstração.

Lema 2.2.8. nb2 =
5

4
não pode acontecer.

Demonstração. Suponha que a igualdade vale. Supondo inicialmente que m ≡ 2, 3(mod 4).

Neste caso, como n = m e escrevendo b =
p

q
, com mdc(p, q) = 1, temos 4mp2 = 5q2 e portando

p2|5q2. Como p e q são primos entre si, então p2|5 e consequentemente p = ±1. Assim, 4m = 5q2

e portanto q2|4m. Como m é livre de quadrados, resulta q = ±2. Segue que 4m = 5.4 e assim
m = 5 ≡ 1(mod 4), o que é uma contradição.

Suponha agora quem ≡ 1(mod 4). Neste caso, m = 4n, logomb2 = 5. Como acima, escrevendo

b =
p

q
com p e q primos entre si, temos m

p2

q2
= 5, o que implica em mp2 = 5q2 e assim p2|5q2.

Como p e q são primos entre si, segue que p2|5 e assim p = ±1. Temos então 5q2 = m e portanto

q2|m, e como m é livre quadrados, temos q = ±1. Logo, b = ±1, contradizendo 0 ≤ b ≤ 1

2
.

Observação 2.2.9. Ao contrário do Teorema 2.2.3 que determina um quociente e o resto da
divisão euclidiana, na demonstração do Teorema 2.2.7 encontramos o valor de y = y0 e três
posśıveis valores de x, denotados por: x0 = x0, x−1 = x0−1 e x1 = x0 +1, tais que pelo menos um
dos pares qi = xi + y

√
m e ri = α − qiβ, com i = −1, 0, 1, vai satisfazer a condição do algoritmo

da divisão.

A seguir vamos mostrar exemplos que ilustram a aplicação do algoritmo.
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Exemplo 2.2.10. Sejam m = 7, α = 114 + 200
√

7 e β = 45. Neste caso, m ≡ 3(mod 4) e assim
O(7) = Z[

√
7]. Vamos encontrar q = x + y

√
7, r = s + t

√
7 ∈ O(7) tais que α = qβ + r com

|N(r)| < |N(β)|. Escrevendo
α

β
= a + b

√
7 =

114

45
+

200

45

√
7, e vamos tomar x0, y ∈ Z tais que

|a− x0| ≤
1

2
e |b− y| ≤ 1

2
. Escolhendo x0 = 3 e y = 4, temos

|a− x0| =
∣∣∣∣114

45
− 3

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣−21

45

∣∣∣∣ ≤ 1

2

e

|b− y| =
∣∣∣∣200

45
− 4

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣20

45

∣∣∣∣ ≤ 1

2

Assim, já temos o valor de y = y0 = 4 e três candidatos para x que são

x−1 = x0 − 1 = 2, x0 = 3 ou x1 = x0 + 1 = 4.

Pelo menos um dos valores vai verificar o algoritmo da divisão. Sejam qi = xi+y
√

7 e ri = α−qiβ,
i = −1, 0, 1. Vamos verificar qual dos r′is satisfaz a condição |N(ri)| < |N(45)|.

r−1 = 144 + 200
√

7− (2 + 4
√

7) · 45 = 54 + 20
√

7⇒ N(r−1) = 116.

r0 = 144 + 200
√

7− (3 + 4
√

7) · 45 = 9 + 20
√

7⇒ N(r0) = −2719.

r1 = 144 + 200
√

7− (4 + 4
√

7) · 45 = −36 + 20
√

7⇒ N(r1) = −1504.

Como N(45) = 2025, os únicos r′is que satisfazem a condição do algoritmo da divisão são r−1
e r1. Logo os valores procurados para q e r são: q = q−1 = 2 + 4

√
7 e r = r−1 = 54 + 20

√
7;

q = q1 = 4 + 4
√

7 e r = r1 = −36 + 20
√

7.

Exemplo 2.2.11. Sejam m = 29, α = 42 + 66
√

29 e β = 5. Como 29 ≡ 1(mod 4), então

O(29) = Z

[
1 +
√

29

2

]
. Vamos encontrar q = x+y

√
29, r = s+ t

√
29 ∈ O(29) tais que α = qβ+r

com ||N(r)|| < ||N(5)||. Escrevendo
α

β
= a + b

√
29 =

42

5
+

66

5

√
29, vamos tomar inicialmente

y =
v

2
com v ∈ Z tal que ||b− y|| ≤ 1

4
. Seja y =

26

2
= 13. Neste caso,

||b− y|| =
∣∣∣∣∣∣∣∣66

5
− 13

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
1

5
≤ 1

4

Com y ∈ Z, vamos tomar agora x0 ∈ Z tal que ||a− x0|| ≤
1

2
. Escolhendo x0 = 8, temos

||a− x0|| =
∣∣∣∣∣∣∣∣42

5
− 8

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
2

5
≤ 1

2

Assim, já temos o valor de y e três candidatos para x que são:

x−1 = x0 − 1 = 7, x0 = 8 e x1 = x0 + 1 = 9.
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Pelo menos um deles vai atender às condições do algoritmo da divisão. Sejam qi = xi + y
√

29 e
ri = α− qiβ, i = −1, 0, 1. Testando então:

r−1 = 42 + 66
√

29− (7 + 13
√

29) · 5 = 7 +
√

29⇒ N(r−1) = 20.

r0 = 42 + 66
√

29− (8 + 13
√

29) · 5 = 2 +
√

29⇒ N(r−1) = 25.

r1 = 42 + 66
√

29− (9 + 13
√

29) · 5 = −3 +
√

29⇒ N(r−1) = 20.

Como N(5) = 25, então r−1 e r1 satisfazem as condições do algoritmo da divisão. Logo, en-
contramos dois posśıveis valores para q e r: q = q−1 = 7 + 13

√
29, r = r−1 = 7 +

√
29 e

q = q1 = 9 + 1
√

29, r = r1 = −3 +
√

29.

Exemplo 2.2.12. O(23) não é um anel euclidiano com a norma |N |. Vamos supor que O(23)
seja um anel euclidiano com a norma |N |. Sejam α = 7 e β =

√
23. Temos que encontrar

q, r ∈ O(23) tais que α = qβ + r com |N(r)| < |N(
√

23)| = 23. Mas, como vimos no Lema 2.2.1,
isto é equivalente a encontrar q = x+ y

√
23 tal que∣∣∣∣N (αβ − q

)∣∣∣∣ < 1,

ou ainda, ∣∣∣∣N (q − α

β

)∣∣∣∣ < 1,

Como
α

β
=

7

23

√
23 e q = x+ y

√
23, temos que encontrar x, y ∈ Z tais que

∣∣∣∣N (x− ( 7

23
− y
)√

23

)∣∣∣∣ < 1,

isto é,

|23x2 − (7− 23y)2| < 23.

Seja t = 23x2 − (7− 23y)2 = 23x2 − z2, onde z = 7− 23y. Então t ≡ −49 ≡ −3(mod 23). Como
|t| < 23 temos que ter t = −3 ou t = 20.

Se t = −3, temos 23x2− (7− 23y)2 = −3. Segue que nem x nem z podem ser diviśıveis por 3.
Tomando congruência módulo 3, temos t = −3 ≡ 0(mod 3). Como x2 ≡ z2 ≡ 1(mod 3), já que x
e z não são diviśıveis por 3, segue que t = 23x2 − z2 ≡ 23− 1 ≡ 22 ≡ 1(mod 3). Contradição.

Analogamente, se t = 20, temos 23x2 − z2 = 20. Segue que nem x nem z podem ser diviśıveis
por 5. Tomando congruência módulo 5, temos t = 20 ≡ 0(mod 5). Como x2 ≡ ±1(mod 5) e
z2 ≡ ±1(mod 5), em qualquer caso, temos t = 23x2 − z2 ≡ 3x2 − z2 6≡ 0(mod 5). Contradição.

Assim, como não foi posśıvel encontrar q, r ∈ O(23) tais que α = qβ + r com |N(r)| <
|N(
√

23)| = 23, então O(m) não é um anel euclidiano com a norma |N |.
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A prova de que só existem os 16 valores positivos de m mencionados anteriormente para os
quais O(m) é euclidiano com a norma euclidiana |N | foi dada depois que H. Denvenport mostrou
em [12] que O(m) não pode ser euclidiano para a norma ||N || se m > 214. Para finalizar a seção,
vamos apresentar a seguir uma demonstração parcial desse fato.

Teorema 2.2.13. Existe somente um número finito de valores de m > 0 e m 6≡ 1(mod 4) para
os quais O(m) é euclidiano para ||N ||.

Demonstração. Seja m > 0 e m 6≡ 1(mod 4) tal que O(m) seja euclidiano para ||N ||. Na
desigualdade (2.1) do Teorema 2.2.6 vamos fazer a = 0 e b = t/m, onde t ∈ Z será determinado
oportunamente. Logo devem existir r, s ∈ Z tais que ||r2−m(t/m− s)2|| < 1. Reescrevemos essa
desigualdade como ||(ms− t)2−mr2|| < m. Como (ms− t)2−mr2 ≡ t2(mod m), conclúımos que
existem inteiros x e z tais que

z2 −mx2 ≡ t2(mod m) (2.10)

e
||z2 −mx2|| < m. (2.11)

Se m ≡ 3(mod 4), vamos escolher t que seja ı́mpar e 5m < t2 < 6m. Mostraremos mais a frente
que existe uma quota M tal que para todo m > M existe t verificando as condições acima.

Por (2.11), −m < z2 −mx2 < m. Logo

−7m < −m− t2 < (z2 −mx2)− t2 < m− t2 < −4m.

Tome e = (z2−mx2)− t2. Temos então que −7m < e < −4m e e é múltiplo de m. Logo os únicos
valores posśıveis para e são −6m ou −5m, isto é, z2 −mx2 = t2 − 5m ou z2 −mx2 = t2 − 6m.
Podemos deduzir das duas alternativas que

t2 − z2 = m(5− x2) ou t2 − z2 = m(6− x2).

Vamos a seguir tomar reśıduos módulo 8. Como t é ı́mpar, t2 ≡ 1(mod 8). Para os outros
valores temos z2, x2 ≡ 0, 1, 4(mod 8) e, como m ≡ 3(mod 4), então m ≡ 3, 7(mod 8). Portanto
t2 − z2 ≡ 0, 1, 5(mod 8). Por outro lado, 5− x2 ≡ 1, 4, 5(mod 8). Logo m(5− x2) ≡ 3, 4, 7(mod 8)
(nos dois casos posśıveis, m ≡ 3(mod 8) ou m ≡ 7(mod 8)). Comparando os posśıveis valores de
z2 − t2 e m(5 − x2) módulo 8, vemos que z2 − t2 = m(5 − x2) não pode ocorrer. Procedendo da
mesma maneira com m(6−x2), obtemos que módulo 8 assumirá um dos valores 2, 3, 6 ou 7. Como
nenhum desses valores pode ser assumido por t2 − z2, obtemos que t2 − z2 = m(6− x2) também
não pode ocorrer.

Para finalizar a demonstração no caso m ≡ 3(mod 4) só nos falta mostrar existência da quota
M , conforme afirmamos acima. Vamos fazer t = 2c+ 1. Para obter 5m < t2 < 6m devemos ter

5m < (2c+ 1)2 < 6m.

Como podemos considerar somente valores positivos de c obtemos como solução (−1 +
√

5m)/2 <
c < (−1+

√
6m)/2. Vemos assim que só precisamos que exista um número inteiro c neste intervalo.

Para que isso ocorra basta que a diferença entre os extremos do intervalo seja maior que 1, isto é,

(−1 +
√

6m)/2− (−1 +
√

5m)/2 > 1,
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o que nos dá
√

6m −
√

5m > 2. Resolvendo-se essa última desigualdade obtemos como solução
m > 44 + 8

√
80 = M .

No caso m ≡ 2(mod 4), escolhemos t ı́mpar tal que 2m < t2 < 3m. Como no caso anterior,
obteremos t2 − z2 = m(2 − x2) ou t2 − z2 = m(3 − x2). Novamente tomamos os valores acima
módulo 8 e, como no caso anterior, chegamos à impossibilidade, para m suficientemente grande.

2.3 Exemplo de anel principal que não é euclidiano

Nessa seção vamos mostrar um contra-exemplo para a rećıproca do Teorema 2.1.6, ou seja,
apresentaremos um exemplo de um anel principal que não é euclidiano. Pelo visto na Seção 2.2.1,
o anel O(−19) não é euclidiano. Vamos mostrar que O(−19) é um anel principal. Para isso,
precisamos definir o que é um anel quase euclidiano.

Definição 2.3.1. Um anel A é dito anel quase euclidiano se existe uma aplicação m : A−{0} → N
com a seguinte propriedade: para quaisquer α, β ∈ A−{0} tais que m(α) ≥ m(β), temos que β|α
ou existem x, y ∈ A tais que 0 < m(xα− yβ) < m(β).

Observação 2.3.2. Segue da definição que xα− yβ 6= 0.

O próximo resultado nos fornece a relação entre anéis quase euclidianos e anéis principais.

Teorema 2.3.3. Todo anel quase euclidiano é principal.

Demonstração. Seja I um ideal não nulo de A. Considere β ∈ I um elemento não nulo tal
que m(β) seja mı́nimo entre todos os elementos não nulos de I. Vamos mostrar que β gera I,
isto é, I =< β >. Lógico, < β >⊂ I. Seja α ∈ I e suponha que α /∈< β >. Temos que
m(β) ≤ m(α) e como α /∈< β >, tem-se β - α. Como A é quase euclidiano, existem x, y ∈ A tais
que 0 < m(xα − yβ) < m(β), mas xα − yβ ∈ I − {0}, o que contraria a minimalidade de m(β).
Assim,I ⊆< β > e portanto I =< β >, isto é, A é um anel principal.

Teorema 2.3.4. O(−19) é um anel quase euclidiano e portanto principal.

Demonstração. Vamos mostrar que O(−19) é quase euclidiano com a função m(α) = ||N(α)||.
Como −19 ≡ 1(mod 4), então

O(−19) =

{
a+ b

√
−19

2
, com a, b ∈ Z e a ≡ b (mod 2)

}
.

Dados α, β ∈ O(−19) − {0} tais que N(α) ≥ N(β), suponha que β - α. Queremos encontrar
x, y ∈ O(−19) tais que 0 < ||N(xα − yβ)|| < ||N(β)||. De modo análogo ao Lema 2.2.1, isso é
equivalente a encontrar x, y ∈ O(−19) tais que

0 <

∣∣∣∣N (xαβ − y
)∣∣∣∣ < 1.
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Observe que
α

β
∈ Q[

√
−19] e

α

β
6∈ O(−19). Podemos escrever

α

β
=
a+ b

√
−19

c
, onde a, b, c ∈ Z,

mdc(a, b, c) = 1 e c > 1. Vamo considerar 4 casos para c:

1. c = 2 : como
α

β
/∈ O(−19), então a e b têm paridades distintas. Considere x = 1 e

y =
a− 1 + b

√
−19

2
∈ O(−19), temos

x
α

β
− y =

a+ b
√
−19

2
− a− 1 + b

√
−19

2
=

1

2
6= 0

e temos

0 <

∣∣∣∣N (xαβ − y
)∣∣∣∣ =

∣∣∣∣N (1

2

)∣∣∣∣ =

∣∣∣∣14
∣∣∣∣ < 1

2. c = 3 : como mdc(a, b, c) = 1, então a e b não podem ser ambos diviśıveis por 3, e então
a2 + b2 ≡ 1(mod 3) ou a2 + b2 ≡ 2 (mod 3). Como 19 ≡ 1 (mod 3), então a2 + 19b2 ≡
a2 + b2 ≡ 1 (mod 3) ou a2 + 19b2 ≡ a2 + b2 ≡ 2 (mod 3). Dáı existem q, r ∈ Z tais que
a2 + 19b2 = 3q + r, com r = 1 ou r = 2. Tomando x = a − b

√
−19 e y = q em O(−19),

temos

x
α

β
− y = (a− b

√
−19)

(
a+ b

√
−19

3

)
− q

=
a2 + 19b2

3
− q

=
1

3
(a2 + 19b2 − 3q)

=
r

3
6= 0

e

0 <

∣∣∣∣N (xαβ − y
)∣∣∣∣ =

∣∣∣N (r
3

)∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣49
∣∣∣∣ < 1

3. c = 4 : como mdc(a, b, c) = 1, então a e b não podem ser ambos pares. Suponha que a e b
têm paridades diferentes. Se a é par e b é ı́mpar, então a2 ≡ 0 (mod 4) e b2 ≡ 1 (mod 4),
e como 19 ≡ 3(mod 4), temos que a2 + 19b2 ≡ 3 (mod 4). Analogamente, se a é ı́mpar e b
é par, então a2 + 19b2 ≡ 1 (mod 4). Portanto existem q, r ∈ Z tais que a2 + 19b2 = 4q + r,
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onde r = 1 ou r = 3. Assim, tomando x = a− b
√
−19 e y = q em O(−19), temos

x
α

β
− y = (a− b

√
−19)

(
a+ b

√
−19

4

)
− q

=
a2 + 19b2

4
− q

=
1

4
(a2 + 19b2 − 4q)

=
r

4
6= 0

e

0 <

∣∣∣∣N (xαβ − y
)∣∣∣∣ =

∣∣∣N (r
4

)∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣ 9

16

∣∣∣∣ < 1

Suponha agora que a e b sejam ambos ı́mpares. Como a2 ≡ b2 ≡ 1(mod 8), então a2+19b2 ≡

a2+3b2 ≡ 4(mod 8) e assim existe q ∈ Z tal que a2+19b2 = 8q+4. Tomando x =
a− b

√
−19

2
e y = q em O(−19), temos

x
α

β
− y =

(
a− b

√
−19

2

)(
a+ b

√
−19

4

)
− q

=
a2 + 19b2

8
− q

=
1

8
(a2 + 19b2 − 8q)

=
1

2
6= 0

e

0 <

∣∣∣∣N (xαβ − y
)∣∣∣∣ =

∣∣∣∣N (1

2

)∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣14
∣∣∣∣ < 1

4. c ≥ 5: Como mdc(a, b, c) = 1, existem d, e, f ∈ Z tais que

ad+ be+ cf = 1. (2.12)

Dividindo ae− 19bd por c existem q, r ∈ Z tais que

ae− 19bd = qc+ r (2.13)
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com |r| ≤ c

2
. Tomando x = e+ d

√
−19 e y = q − f

√
−19 em O(−19), temos:

x
α

β
− y =

(
e+ d

√
−19

)(a+ b
√
−19

c

)
− (q − f

√
−19)

=
ae− 19bd+ (ad+ be)

√
−19

c
− (q − f

√
−19)

=
1

c
(ae− 19bd− qc+ (ad+ be+ cf)

√
−19)

=
1

c
(r +

√
−19)

6= 0

onde a última igualdade vem de (2.12) e (2.13). Assim |N(x
α

β
− y)| > 0.

Por fim, vejamos que |N(x
α

β
− y)| < 1. Se c = 5, então |r| ≤ 2 e

∣∣∣∣N (xαβ − y
)∣∣∣∣ =

∣∣∣∣N (1

c
(r +

√
−19)

)∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ 1

25
(r2 + 19)

∣∣∣∣ ≤ 1

25
(4 + 19) =

23

25
< 1

Se c ≥ 6, então |r| ≤ c

2
e∣∣∣∣N (xαβ − y

)∣∣∣∣ =

∣∣∣∣N (1

c
(r +

√
−19)

)∣∣∣∣ ≤ 1

4
+

19

c2
≤ 1

4
+

19

36
=

28

36
=

7

9
< 1.



Caṕıtulo 3

Unidades do Anel dos Inteiros
Quadráticos

Neste caṕıtulo vamos estudar as unidades do anel dos inteiros quadráticos. O estudo está
divido nos casos real e imaginário. No caso imaginário veremos que o grupo multiplicativo das
unidades de O(m) é finito. Já no caso real, o o grupo multiplicativo das unidades é infinito e
”gerado”por uma unidade u0 ∈ Ø(m), chamada de unidade fundamental.

3.1 Unidades em O(m)

Dados α, β ∈ O(m) − {0} diremos α e β serão associados se α | β e β | α. Os elementos que
são associados a 1 são chamados unidades de O(m). Vemos que u ∈ O(m) é associada 1 quando
existe u′ ∈ O(m) tal que uu′ = 1, isto é, u−1 = u′ ∈ O(m). Vamos denotar por O(m)∗ o conjunto
das unidades de O(m). Note que o produto de duas unidades é ainda uma unidade e O(m)∗ é um
subgrupo do grupo multiplicativo de Q[

√
m].

Observação 3.1.1. Note que se u ∈ O(m)∗, então N(u) = ±1. De fato, se u ∈ O(m)∗, então
existe u′ ∈ O(m) tal que uu′ = 1. Assim, N(uu′) = N(1) = 1. Pela Proposição 1.1.10 - (c),
temos

N(u)N(u′) = 1.

Com N(u), N(u′) ∈ Z, então N(u) = N(u′) = 1 ou N(u) = N(u′) = −1. Logo, N(u) = ±1.

Vamos classificar as unidades de O(m) conforme o valor de sua norma. Dizemos que u ∈ O(m)∗

é própria se N(u) = 1 e que é imprópria se N(u) = −1. Como N(−1) = N(1) = 1, então 1 e −1
são unidades próprias e assim unidades próprias sempre existem. Já unidades impróprias podem
não ocorrer. Observe que se m < 0 e α = a+ b

√
m ∈ O(m), então

N(α) = a2 + b2||m|| > 0.

29
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Assim, N(α) = −1 não pode ocorrer. Logo, O(m) não possui unidades impróprias se m < 0.

A seguir vamos ver algumas propriedades que envolvem unidades.

Lema 3.1.2. Sejam α, β ∈ O(m)− {0}.

(a) u ∈ O(m)∗ se, e somente se, |N(u)| = 1.

(b) α e β são associados se, e somente se, existe u ∈ O(m)∗ tal que α = uβ.

(c) Se α|β e |N(α)| = |N(β)|, então α e β são associados.

Demonstração.

(a) Se u ∈ O(m)∗, pela Observação 3.1.1, temos que N(u) = ±1, assim |N(u)| = 1. Recipro-
camente, se |N(u)| = 1, então |uu| = 1 o que implica em uu = ±1, ou u(±u) = 1. Logo
u ∈ O(m)∗, pois ±u ∈ O(m).

(b) Suponha que α, β são associados. Então existem u, u1 ∈ O(m) tais que α = uβ e β = u1α.
Assim α = u(u1α), o que implica em uu1 = 1 e u é unidade de O(m) e temos α = uβ.
Por outro lado, supondo que α = uβ, com u ∈ O(m)∗, então β|α. Seja u′ ∈ O(m) tal que
u′u = 1. Assim,

u′α = u′(uβ) = (u′u)β = 1β = β.

Logo, α|β e portanto α e β são associados.

(c) Se α|β, então existe u ∈ O(m) tal que β = uα. Dáı, |N(β)| = |N(u)||N(α)|, e como
|N(α)| = |N(β)|, segue que |N(u)| = 1. De (a) e (b) conclúımos que α e β são associados.

Exemplo 3.1.3. Tomando m = 2, temos que N(1 +
√

2) = 12 − 2 = −1, e assim 1 +
√

2 é uma
unidade imprópria de O(2). Por outro lado, tomando m = 3 vemos que O(3) não tem unidades
impróprias, isto porque α = a + b

√
3 é uma unidade imprópria se, e somente se, N(α) = −1,

e assim deveŕıamos ter a2 − 3b2 = −1, o que resultaria em a2 ≡ −1(mod 3), o que não poderia
acontecer.

3.2 As Unidades do Anel dos Inteiros Quadráticos no caso

complexo

A seguir vamos caracterizar as unidades de O(m) com m < 0.

Teorema 3.2.1. (a) Se m = −1, as unidades de O(m) são ±1 e ±
√
−1.
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(b) Se m = −3, as unidades de O(m) são ±1, ±ξ e ±ξ2, onde ξ =
1 +
√
m

2
.

(c) Se m < 0 e m 6= −1,−3, as únicas unidades de O(m) são ±1.

Demonstração. Seja u = a+ bξ ∈ O(m)∗

(a) Como −1 6≡ 1(mod 4), então u = a+ b
√
−1 e N(u) = a2 + b2 = 1. Portanto temos a = ±1 e

b = 0 ou a = 0 e b = ±1, ou seja, u = ±1 ou u = ±
√
−1.

(b) Observe que ±1,±ξ e ξ2 têm norma 1 e portanto são inverśıveis. Como −3 ≡ 1(mod 4),
então

u = a+ b

(
1 +
√
−3

2

)
=

(2a+ b)

2
+
b

2

√
−3,

com a, b ∈ Z, e assim

N(u) =
(2a+ b)2 + 3b2

4
= 1.

Logo, devemos ter (2a+ b)2 + 3b2 = 4. Se b 6= 0, então b = ±1. Para b = 1, temos

(2a+ 1)2 + 3 = 4⇒ (2a+ 1)2 = 1⇒ 2a+ 1 = ±1.

Se 2a+ 1 = 1, então a = 0 e se 2a+ 1 = −1, então a = −1. Logo, temos duas opções:

Para b = 1 e a = 0, temos

u =
1 +
√
−3

2
= ξ.

e para b = 1 e a = −1, :

u =
−1 +

√
−3

2
= ξ2.

Se b = −1, temos

(2a− 1)2 + 3 = 4⇒ (2a− 1)2 = 1⇒ 2a− 1 = ±1.

Se 2a− 1 = 1, então a = 1 e se 2a− 1 = −1, então a = 0. Assim, temos duas opções:

Para b = −1 e a = 1, temos

u =
1−
√
−3

2
= −ξ2

Para b = −1 e a = 0, temos

u =
−1−

√
−3

2
= −ξ.

Por fim, se b = 0, temos
(2a)2 = 4⇒ a = ±1.

Neste caso, vamos ter u = ±1.
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(c) Análogo aos itens (a) e (b), se m 6≡ 1(mod 4), então u = a+ b
√
m, com a, b ∈ Z, e assim

N(u) = a2 + |m|b2 = 1.

Se m ≤ −2, então b = 0 e assim a = ±1. Logo, devemos ter u = ±1.

Se m ≡ 1(mod 4), então u = a+ b

(
1 +
√
m

2

)
=

(2a+ b) + b
√
m

2
e

N(u) =
(2a+ b)2 + |m|b2

4
= 1⇒ (2a+ b)2 + |m|b2 = 4.

Para m ≤ −7, devemos ter b > 0 e assim a = ±1, o que implica novamente em u = ±1.

3.3 As Unidades do Anel dos Inteiros Quadráticos no caso

real

O estudo das unidades para m > 0 é um pouco mais complicado e será tratado a partir de
agora. Neste caso, vamos mostrar que se m > 1, então o conjunto O(m)∗ é infinito e existe
u0 ∈ O(m)∗, chamada de unidade fundamental, tal que

O(m)∗ = {±un0 , n ∈ Z}

Seja u = a+ b
√
m ∈ O(m)∗. Como

N(u) = uu = ±1

então u,−u, u,−u são unidades de O(m). Observe que se u 6= ±1, então os elementos u,−u, u,−u
são todos distintos. A seguir vamos apresentar alguns resultados que irão nos auxiliar a caracterizar
a unidade fundamental.

Lema 3.3.1. Se µ = c+ d
√
m ∈ Q[

√
m] é uma unidade de O(m) diferente de ±1, então:

(a) O conjunto {±µ,±µ} tem intersecção não vazia com cada um dos seguintes intervalos (−∞,−1),
(−1, 0), (0, 1) e (1,∞).

(b) µ > 1 se, e somente se, c > 0 e d > 0.

(c) O intervalo (1,M ] contém apenas um número finito de unidades de O(m), onde M > 1 é um
número real.
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(d) Se µ1 = a + b
√
m ∈ Q[

√
m] é uma outra unidade de O(m) e 1 < µ, então 1 < µ1 < µ se, e

somente se, 0 < a < c e 0 < b ≤ d, sendo que b = d só acontece se m = 5 e µ1 =
1 +
√

5

2
e

µ =
3 +
√

5

2
.

Demonstração.

a) Suponha, sem perda de generalidade, que µ > 1, então

µ = c+ d
√
m > 1 e − µ = −c− d

√
m < −1 (3.1)

ou seja, µ ∈ (1,∞) e −µ ∈ (−∞,−1). Suponha que N(µ) = 1, então

(c+ d
√
m)(c− d

√
m) = 1

e como c+ d
√
m > 1, segue que

0 < u = c− d
√
m < 1 e − 1 < −u = −c+ d

√
m < 0. (3.2)

Logo, µ ∈ (0, 1) e −µ ∈ (−1, 0).

Analogamente, se N(µ) = −1, então

(c+ d
√
m)(c− d

√
m) = −1

como c+ d
√
m > 1, segue que

−1 < c− d
√
m < 0 e 0 < −c+ d

√
m < 1.

Assim, µ ∈ (−1, 0) e −µ ∈ (0, 1).

b) Suponha µ > 1. Do item (a) temos que

c− d
√
m < c+ d

√
m⇒ −d < d

−c+ d
√
m < c+ d

√
m⇒ −c < c

o que implica em c > 0 e d > 0. A rećıproca é imediata, c, d > 1
2

e
√
m > 1 .

c) Se µ = c+d
√
m ∈ (1,M ], temos pelo item (b) que c > 0 e d > 0. Por outro lado, c+d

√
m ≤M

implica c < M e d < M , e consequentemente

2c < 2M e 2d < 2M.

Logo a cada unidade µ ∈ (1,M ] corresponde um par de números inteiros (2c, 2d) ∈ [1, 2M)×
[1, 2M). Como o número de pares inteiros nesse conjunto é finito, também o número de
unidades no intervalo será finito.
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d) (⇐) Claramente 0 < a < c e 0 < b ≤ d implica em

0 < a < c e 0 < b
√
m ≤ d

√
m.

Consequentemente, 1 < µ1 < µ.

(⇒) Como 1 < µ1 < µ, temos 0 < µ−1 < µ−11 . Sobre os conjugados temos que discutir duas
possibilidades

µ1 > 0 ou µ1 < 0.

1º caso Se µ1 > 0, então N(µ1) = µ1µ1 = 1 e, pela Proposição 1.1.10 - (e), µ1 = µ−11 . Assim

2
√
m(d− b) = (µ− µ1) + (µ1 − µ) > 0

tanto para µ > 0 quanto para µ < 0. Logo d > b.

Por outro lado, de N(µ1) = a2 −mb2 = 1, temos

a2 = 1 +mb2. (3.3)

Como N(µ) = c2 −md2 = ±1, temos

c2 = ±1 +md2. (3.4)

Se (3.4) é dada por c2 = 1 +md2, como d > b > 0, segue de (3.3) que

c2 = 1 +md2 > 1 +mb2 = a2

Logo, c > a, uma vez que a e c são inteiros positivos.

Se (3.4) é dado por c2 = −1 +md2, subtraindo (3.3) de (3.4) ficamos com

c2 − a2 = −1 +md2 − 1−mb2 = −2 +m(d2 − b2).

Como m ≥ 2 e d > b, temos m(d2−b2) > 2, pois se m = 2 então d, b ∈ Z e dáı d2−b2 > 1,
e se m ≥ 3 obtemos d2− b2 ≥ 5

4
. Temos ainda c2− a2 > 0 e assim c > a. Logo, se µ1 > 0,

então a < c e b < d.

2º caso Consideraremos agora o caso µ1 < 0. Logo, N(µ1) = −1 e µ−11 = −µ1 . Temos de
novo para qualquer sinal de µ que

2(c− a) = (µ− µ1) + (µ− µ1) > 0

e dai c > a. Assim como caso anterior, do cálculo das normas, obtemos

±1 +md2 = c2 > a2 = −1 +mb2.

Para o sinal−, obtemosmd2 > mb2 do que resulta d > b. No caso +, temos 2+md2 > mb2,
que podemos reescrever 2 > m(b+d)(b−d). Comom ≥ 2 devemos ter que (b+d)(b−d) < 1.

Observemos que se (b + d)(b − d) ≤ 0, então b ≤ d, como queŕıamos, pois b e d são
positivos. Temos então que mostrar que

(b+ d)(b− d) > 0 (3.5)
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não pode ocorrer. Suponhamos por absurdo que essa desigualdade seja verdadeira. Dela
resulta que b > d. Consideremos as duas possibilidades para m. Se m 6≡ 1(mod 4), b e
d são inteiros positivos. Logo b − d ≥ 1 e b + d > 1, sendo uma contradição. No caso
m ≡ 1(mod 4), temos que, pelo Teorema 1.2.11, 2b e 2d são inteiros. Multiplicando a
desigualdade (3.5) por 4 obtemos (2b+ 2d)(2b− 2d) > 0. Agora, os termos envolvidos são
inteiros e de mesma paridade. Logo 2b−2d ≥ 2 e 2b+2d ≥ 2, pois 2b > 2d > 0. Portanto

(b+ d)(b− d) = [(2b+ 2d)(2b− 2d)]/4 ≥ 1

e chegamos novamente a uma contradição. Portanto b ≤ d, como queŕıamos.

Para completar a demonstração, observemos que b < d só não ocorreu no último caso
analisado, onde as condições eram: a2 = −1+mb2 e c2 = 1+md2. Novamente, utilizando
o Teorema 1.2.11 multiplicamos as igualdades por 4, e levando em conta que d = b,
obtemos

(2a)2 = −4 +m(2b)2 e (2c)2 = 4 +m(2b)2, (3.6)

onde 2a, 2b e 2c são inteiros de mesma paridade. Deduzimos de (3.6) que

(2c+ 2a)(2c− 2a) = (2c)2 − (2a)2 = 8. (3.7)

Como 2c e 2a tem mesma paridade, 2c+ 2a e 2c− 2a são pares. Como c > a > 0, então
2c + 2a 6= 2. Logo em (3.7) só pode ocorrer 2c − 2a = 2 e 2c + 2a = 4. Resolvendo
esse sistema obtemos 2c = 3 e 2a = 1. Usando agora (3.6), chegamos a m(2b)2 = 5.
Finalmente, como m 6= 1 obtemos m = 5 e 2b = 1. Portanto

µ1 =
1 +
√

5

2
e µ =

3 +
√

5

2
.

Seja u > 1 um número real, temos que un −→ ∞ se n → ∞. Assim pelo item (a) do Lema
3.3.1 para concluir que O(m)∗ é infinito basta mostrar que O(m)∗ 6= {±1}. A prova que daremos
deste resultado é devido a Dirichlet e seu principal argumento depende de uma boa aproximação,
por racionais, do número irracional

√
m.

Lema 3.3.2. Sejam α > 0 um número irracional e M um inteiro positivo. Existem inteiros x, y
tais que 0 < y ≤M , x ≥ 0 e ||x− αy|| < 1/M .

Demonstração. Dado t ∈ R, definimos [t] como sendo o maior inteiro menor ou igual a t. Assim
é claro que

0 ≤ t− [t] < 1.

Agora dividimos o intervalo [0, 1) em M subintervalos

[0, 1/M), [1/M, 2/M), . . . , [(M − 1)/M, 1)

cada um com comprimento 1/M . Considere os seguintes M + 1 números:

β1 = α− [α], β2 = 2α− [2α], . . . , βM = Mα− [Mα], βM+1 = (M + 1)α− [(M + 1)α].
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Como α é irracional, temos que cada βi satisfaz 0 < βi < 1 e assim existem inteiros 0 < u < v ≤
M + 1 tais que βu e βv pertencem a um mesmo subintervalo, isto é,

|([vα]− vα)− ([uα]− uα)| = |([vα]− [uα])− (v − u)α| < 1/M.

Chamando x = [vα]− [uα] e y = v − u, temos que ||x− αy|| < 1/M , com x ≥ 0 e 0 < y ≤M .

Lema 3.3.3. Seja α > 0 um número irracional. Existem infinitos pares de inteiros (x, y) tais que
y 6= 0 e |x/y − α| < 1/y2.

Demonstração. Primeiramente vemos que x = [α] e y = 1 satisfazem as condições do Lema.
Suponhamos agora que já encontramos n pares distintos de inteiros (xi, yi), i = 1, . . . , n que
satisfazem as condições do Lema. Tomemos

δ = min{|xi − αyi|, i = 1, . . . , n}.

Como α é irracional, |xi − αyi| > 0 para todo i, e assim δ > 0. Seja M um número natural tal
que 1/M < δ. Pelo Lema 3.3.2, temos que existem x, y ∈ Z com x ≥ 0 e 0 < y ≤ M tais que
|x− αy| < 1/M < δ. Assim, (x, y) é distinto de qualquer (xi, yi) e

|x/y − α| < 1/My ≤ 1/y2.

Conclúımos então que o conjunto de tais pares é infinito.

Teorema 3.3.4. Existem inteiros x e y, com y 6= 0, tais que x2−my2 = 1. Ou equivalentemente
O(m)∗ ∩ Z[

√
m] 6= {±1}.

Demonstração. Vamos começar por encontrar k ∈ Z tal que N(α) = k para um número infinito
de elementos α ∈ Z[

√
m]. Sejam x, y ∈ Z, com y 6= 0, e

|x/y −
√
m| < 1/y2. (3.8)

Temos então

|N(x+ y
√
m)| = |x2 −my2|

= |x− y
√
m||x+ y

√
m|

= y2|x/y −
√
m||x/y +

√
m|

< |x/y +
√
m| = |x/y −

√
m+ 2

√
m|

≤ |x/y −
√
m|+ 2

√
m

< 1/y2 + 2
√
m

≤ 1 + 2
√
m

Portanto N(x+ y
√
m) é um inteiro entre −1− 2

√
m e 1 + 2

√
m. Como, pelo Lema 3.3.3, existem

infinitos pares (x, y) que satisfazem (3.8) acima, temos que existe k ∈ Z, k 6= 0, com |k| < 1+2
√
m

e tal que Nk = {α ∈ Z[
√
m]|N(α) = k} é um conjunto infinito.
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Sejam α, β ∈ Nk tais que α 6= ±β. Então αβ−1 6= ±1 e N(αβ−1) = N(α)/N(β) = k/k = 1.
Assim, para concluir o resultado, basta encontrar α e β nestas condições e tais que αβ−1 ∈ Z[

√
m].

Pela Proposição 1.1.10, temos que

αβ−1 =
αβ

N(β)
=
αβ

k
.

Estamos portanto procurando α, β ∈ Nk tais que αβ ∈ kZ[
√
m] e α 6= ±β. Seja

Sk = {(x, y) ∈ Z|k| × Z|k||α = x+ y
√
m ∈ Nk},

onde Z|k| é o conjunto das classes dos inteiros módulo |k|. Como Sk é finito e Nk é infinito, existem
α = x+ y

√
m e β = x′ + y′

√
m em Nk tais que α 6= ±β e (x, y) = (x′, y′), isto é, k divide x− x′ e

y − y′. Denotando x− x′ = ka e y − y′ = kb, com a, b ∈ Z, temos

α− β = (x− x′) + (y − y′)
√
m = ka+ kb

√
m = k(a+ b

√
m) = kγ ∈ kZ[

√
m]

onde γ = a+ b
√
m ∈ Z[

√
m]. Assim

kγβ = (α− β)β = αβ − k.

Logo, αβ = k(γβ + 1) ∈ kZ[
√
m] e ainda α 6= ±β, como queŕıamos.

Tendo em vista o Teorema 3.3.4 que para m > 1, O(m)∗ é infinito, vamos agora caracterizá-lo.
O próximo resultado garante a existência da unidade fundamental.

Teorema 3.3.5. Existe uma única unidade µ0 > 1 em O(m) tal que toda unidade de O(m) é da
forma ±µn0 com n ∈ Z.

Demonstração. Usando o Lema 3.3.1 - (a) e Teorema 3.3.4 podemos obter uma unidade w =
x+y

√
m ∈ Z[

√
m], com w > 1. Além disso, pelo Lema 3.3.1 - (c), existe apenas um número finito

de unidades no intervalo (1, w]. Tome então µ0 = min{µ|µ ∈ O(m)∗ e µ > 1} (a existência do
mı́nimo segue da afirmação anterior) e seja v uma unidade de O(m) com v > 1. Como µk0 → ∞
com k ∈ N e k → ∞, temos que existe n, com n ≥ 1, tal que 0 < µn−10 < v ≤ µn0 . Assim
0 < 1 < vµ1−n

0 ≤ µ0 e, pela minimalidade de µ0, temos vµ1−n
0 = µ0 e assim v = µn0 . Seja agora

v 6= ±1 uma unidade qualquer de O(m). Como um dos elementos de {±v,±v−1} é maior do que
1, então v = ±µn0 , com n ∈ Z. A unicidade de µ0 decorre de sua escolha.

A unidade µ0 do Teorema 3.3.5 é chamada de unidade fundamental de O(m).

Observação 3.3.6. Segue do Lema 3.3.1 - (d) e do Teorema 3.3.5 que µ0 = x+ y
√
m ∈ O(m)∗,

com µ0 > 1, será a unidade fundamental de O(m) se, e somente se, para qualquer outra unidade
µ = a + b

√
m ∈ O(m) com µ > 1, tivermos x ≤ a e y ≤ b. A igualdade x = a vai ocorrer se, e

somente se, µ = µ0, e se x 6= a, a igualdade y = b ocorre se, e somente se, m = 5, e nesse caso

µ0 =
1 +
√

5

2
e µ = µ2

0 =
3 +
√

5

2
.
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Observação 3.3.7. Decorre do Teorema 3.3.5 que existe unidade µ tal que N(µ) = −1 se,
e somente se, N(µ0) = −1, isto é, existe unidade imprópria se, e somente se, µ0 é unidade
imprópria.

Observação 3.3.8. Sempre é posśıvel encontrar a unidade fundamental. Quando m 6≡ 1(mod 4),
então O(m) = Z[

√
m]. Assim, os elementos µ ∈ O(m)∗, com µ > 1 são da forma

µ = x+ y
√
m, x, y ∈ Z x, y > 0

e tais que N(µ) = ±1, ou seja,
x2 −my2 = ±1.

Assim, pela Observação 3.3.6, para encontrar a unidade fundamental basta encontrar o menor y,
y > 0, tal que

±1 +my2 (3.9)

seja um quadrado perfeito. Neste caso, temos que µ0 = x+ y
√
m é a unidade fundamental.

Se m ≡ 1(mod 4), então

O(m) =

{
x+ y

√
m

2
/ x, y ∈ Z e x ≡ y(mod 2)

}
.

Assim, as unidades de O(m) maiores que 1, são da forma µ =
x+ y

√
m

2
, com x, y ∈ Z, x, y > 0,

x ≡ y(mod 2) e N(µ) = ±1, ou seja,

x2 −my2

4
= ±1.

Análogo ao caso anterior, basta encontrar o menor y > 0 para o qual

±4 +my2

é um quadrado perfeito.

Exemplo 3.3.9. Para m = 2 ≡ 2(mod 4), temos

y 1 + 2y2 −1 + 2y2

1 3 1

Assim, a unidade fundamental de O(2) é µ0 = 1 +
√

2.

Analogamente, para m = 3 ≡ 3(mod 4), temos

y 1 + 3y2 −1 + 3y2

1 4 2

Assim, a unidade fundamental de O(3) é µ0 = 2 +
√

3.
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Exemplo 3.3.10. Considere m = 7 ≡ 3(mod 4), alguns valores (3.9) são dadas por:

y 1 + 7y2 −1 + 7y2

1 8 6
2 29 27
3 64 62

Logo, o menor valor de y para que ±1 + 7y2 seja um quadrado perfeito é y = 3 e obtemos
x2 = 64, ou seja, x = 8. Portanto, a unidade fundamental de O(7) é µ0 = 8 + 3

√
7.

O procedimento para encontrar a unidade fundamental descrito na Observação 3.3.8 não é
muito efetivo, já que nem sempre é posśıvel encontrar o valor de y rapidamente. Por exemplo,
para m = 31, o menor valor de y que satisfaz (3.9) é y = 273. Fizemos uso de um código
desenvolvido no Python, ver Apêndice A, para calcular a unidade fundamental de alguns anéis
quadráticos. O resultado encontra-se na tabela abaixo:

m Unidade Fundamental de O(m)

11 10 + 3
√

11

15 4 +
√

15

23 24 + 5
√

23

37 6 +
√

37

42 13 + 2
√

42

51 50 + 7
√

51

52 649 + 90
√

52

72 17 + 2
√

72
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Caṕıtulo 4

Ideais dos Anéis dos Inteiros
Quadráticos

Neste caṕıtulo vamos estudar os ideais do anel dos inteiros quadráticos. O objetivo é mostrar
que os ideais de O(m) se escrevem como (vk, v(u + ξ)) unicamente determinados por elementos
k, v ∈ Z, com k, v > 0. Por fim, definimos a norma de um ideal e mostramos que essa norma
satisfaz algumas propriedade semelhantes à norma em Q[

√
m] definida no caṕıtulo 1.

4.1 Os Ideais de O(m)

Vamos agora caracterizar os ideais de O(m). Para isso recordemos que

O(m) = Z⊕ Zξ,

onde ξ =
√
m, se m 6≡ 1(mod 4), e ξ =

1 +
√
m

2
, se m ≡ 1(mod 4). Pela Proposição 1.1.11, temos

que ξ é raiz do polinômio fξ(X) = X2 − T (ξ)X +N(ξ), onde T (ξ) = 0 se ξ =
√
m e T (ξ) = 1 se

ξ =
1 +
√
m

2
. Logo

ξ2 = −N(ξ) + T (ξ)ξ. (4.1)

Além disso, se u ∈ Z, então u = u e dáı

N(u+ ξ) = (u+ ξ)(u+ ξ) = u2 + uξ + uξ + ξξ = u2 + T (ξ)u+N(ξ). (4.2)

Teorema 4.1.1. Seja I 6= {0} um subconjunto de O(m). Então I é um ideal de O(m) se, e
somente se, existem inteiros k, v e u, com v > 0 e k > 0, tais que k|N(u+ξ) e I = Zvk⊕Zv(u+ξ).
Mais ainda, k e v satisfazendo tais condições são únicos.

Demonstração.

41
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(⇒) Seja I 6= {0} um ideal de O(m) e k′ ∈ Z tal que k′Z = I ∩ Z, com k′ > 0. Seja agora o
subconjunto

V = {y ∈ Z|y > 0 e ∃x ∈ Z com x+ yξ ∈ I}

não-vazio dos naturais. Portanto existe v > 0 que é o menor elemento de V .

Seja u′ ∈ Z tal que u′ + vξ ∈ I. Afirmamos que para todo α = a + bξ ∈ I, a, b ∈ Z, tem-se
que v|b e a− u′q ∈ I, se b = vq. De fato, seja b = vq + r com q, r ∈ Z, 0 ≤ r < v, então

(a− u′q) + rξ = α− (u′ + vξ)q ∈ I.

Como r < v, temos r 6∈ V e assim r = 0. Logo, v|b e a−u′q ∈ I. Como a−u′q ∈ Z também,
resulta

a− u′q ∈ I ∩ Z = k′Z e a− u′q = k′c

com c ∈ Z. Conclúımos assim que

a+ bξ = k′c+ u′q + vqξ = k′c+ q(u′ + vξ).

Por outro lado, como k′ ∈ I, temos k′ξ ∈ I e assim k′ = vk para k ∈ Z. Verifiquemos agora
que v|u′. Seja u′ξ + vξ2 = (u′ + vξ)ξ ∈ I, mas

u′ξ + vξ2 = u′ξ − vN(ξ) + vT (ξ)ξ = −vN(ξ) + (u′ + vT (ξ))ξ

e assim v|(u′+vT (ξ)) pelo que vimos acima. Logo, v|u′, ou seja, u′ = vu com u ∈ Z. Assim,
u′ + vξ = v(u+ ξ) e um genérico α ∈ I, α = a+ bξ, será da forma

vkc+ qv(u+ ξ) ∈ Zvk ⊕ Zv(u+ ξ).

Resta mostrar que k|N(u + ξ). De fato, como N(u + ξ) = (u + ξ)(u + ξ), vemos que
vN(u+ ξ) ∈ I ∩ Z = k′Z = vkZ. Assim vk|vN(u+ ξ) e então k|N(u+ ξ), como queŕıamos
demonstrar.

(⇐) Seja I = Zvk⊕Zv(u+ ξ), com k, v e u verificando as hipóteses iniciais. Para verificar que I
é um ideal de O(m), basta verificar que ξkv, ξv(u+ ξ) ∈ I. De fato, temos que

ξkv = kvξ + kvu− kvu = (−u)vk + kv(u+ ξ) ∈ Zvk ⊕ Zv(u+ ξ) = I

Além disso, por (4.1) e (4.2), temos

ξv(u+ ξ) = vuξ + vξ2 = vuξ + vT (ξ)ξ − vN(ξ)

= vuξ + vT (ξ)ξ − vN(ξ)− vu2 + vu2 − vuT (ξ) + vuT (ξ)

= −vu2 − vuT (ξ)− vN(ξ) + vu2 + vuT (ξ) + vuξ + vT (ξ)ξ

= −v(u2 + uT (ξ) +N(ξ)) + v(u2 + uξ + uT (ξ) + T (ξ)ξ)

= −vN(u+ ξ) + v(u+ T (ξ))(u+ ξ)

= −vkc+ v(u+ T (ξ))(u+ ξ) ∈ Zvk ⊕ Zv(u+ ξ)

pois N(u+ ξ) = kc, com c ∈ Z, por hipótese.
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Quanto à unicidade de k e v, sejam k′, v′ ∈ Z positivos e u′ ∈ Z tais que

I = Zv′k′ ⊕ Zv′(u′ + ξ).

Existem a, b ∈ Z, únicos, tais que v′(u′+ξ) = akv+bv(u+ξ), pois v′(u′+ξ) ∈ I. Comparando
os coeficientes de ξ obtemos v′ = bv. Dessa forma, v|v′. Invertendo as posições dos elementos
v′, k′, u′ com v, k, u, obteremos que v′|v. Logo v′ = v. Por outro lado,

kvZ = I ∩ Z = k′v′Z.

Como k, v, k′ e v′ são positivos, kv = k′v′ e, pela igualdade anterior, k′ = k, como queŕıamos.

Conforme a notação que introduzimos nesse caṕıtulo, o ideal I é representado por (vk, v(u+ξ))

Proposição 4.1.2. (a) Sejam (vk, v(u+ ξ)) um ideal não nulo de O(m) e u′ um inteiro tal que
u′ ≡ u (mod k). Então, (vk, v(u+ ξ)) = (vk, v(u′ + ξ)).

(b) Dado o ideal I = (vk, v(u + ξ)), com k|N(u + ξ), sempre é posśıvel escolher um único u tal
que 0 ≤ u < k.

Demonstração.

(a) Lembra-se que
f(X) = X2 + T (ξ)X +N(ξ).

Seja u = u′ + kq, com q ∈ Z, então

f(u) = u2 + T (ξ)u+N(ξ) = (u′ + kq)2 + T (ξ)(u′ + kq) +N(ξ)

= (u′)
2

+ 2u′kq + k2q2 + T (ξ)u′ + T (ξ)kq +N(ξ)

= f(u′) + 2u′kq + k2q2 + T (ξ)kq

Como 2u′kq+ k2q2 +T (ξ)kq ≡ 0(mod k), segue que f(u) ≡ f(u′)(mod k). Logo k|N(u′+ ξ)
também e assim (vk, v(u′ + ξ)) é ideal de O(m). Verifiquemos a igualdade dos ideais. Seja
u = u′ + kq. Então

v(u+ ξ) = vkq + v(u′ + ξ) ∈ (vk, v(u′ + ξ))

e assim
(vk, v(u+ ξ)) ⊆ (vk, v(u′ + ξ)).

Igualmente u′ = u+ k(−q) e assim

v(u′ + ξ) = vk(−q) + v(u+ ξ) ∈ (vk, v(u+ ξ))

e também (vk, v(u′ + ξ)) ⊆ (vk, v(u+ ξ)), resultando a igualdade.

(b) Consequência imediata de (a).
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4.2 A Norma de um Ideal

Veremos agora que, assim como Z, O(m) tem um número finito de classes de congruência
módulo um ideal. Recordemos que, como usualmente, Zn representa o conjunto das classes de
equivalência de Z módulo n, ou ainda, o anel quociente de Z pelo ideal nZ.

Proposição 4.2.1. Para todo ideal I = (vk, v(u+ ξ)) o anel quociente O(m)/I é finito com v2k
elementos, com v e k positivos.

Demonstração. Primeiramente, observe que O(m) = Z⊕Z(u+ξ), pois dado x = a+bξ ∈ O(m),
podemos escrever

x = a+ bξ = (a− bu) + b(u+ ξ) ∈ Z⊕ Z(u+ ξ)

Defina

ϕ : O(m) −→ Zvk × Zv
por

ϕ(a+ b(u+ ξ)) = (a, b).

É fácil verificar que ϕ é um homomorfismo sobrejetor de grupos aditivos. Dado x = a+ b(u+ ξ) ∈
O(m), temos

x ∈ Kerϕ ⇔ (a, b) = (0, 0) ∈ Zvk × Zv
⇔ a = vkq e b = vq′, com q, q′ ∈ Z
⇔ x = vkq + q′v(u+ ξ) ∈ I.

Logo, Ker(ϕ) = I. Segue do Teorema Fundamental dos Homomorfismos para grupos ([10, Teo-
rema 3.22],) que

O(m)

I
' Zvk × Zv.

Como Zvk × Zv é finito, segue que O(m)/I é finito, com cardinalidade igual a Zvk × Zv, que é
vk.v = v2k.

Definição 4.2.2. Dado um ideal não nulo I = (vk, v(u+ ξ)) de O(m), chama-se de norma de I
o número v2k que é igual à cardinalidade do anel quociente O(m)/I.

Denotaremos a norma de I por N(I). Nos próximos resultados verificaremos que N(I) tem
propriedades bem semelhantes à norma de um elemento definida na Seção 1.1. Para isso vamos
definir I = {α|α ∈ I} como o conjugado do ideal I. Claramente I = (vk, v(u + ξ)), se I =
(vk, v(u+ ξ)). Além disso, é fácil ver que N(I) = N(I).

Proposição 4.2.3. Seja I = (vk, v(u + ξ)), com 0 ≤ u < k e k|N(u + ξ), um ideal não nulo de
O(m). Então II = N(I)O(m).
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Demonstração. Seja N(u + ξ) = kt, com t ∈ Z. Por definição temos que N(I) = v2k. Sejam
x = vkq1 + v(u+ ξ)q2 e y = vkq1

′ + v(u+ ξ)q2
′, com q1, q2, q

′
1, q
′
2 ∈ Z. Então,

xy = (vkq1 + v(u+ ξ)q2)(vkq1
′ + v(u+ ξ)q2

′)

= v2k2q1q1
′ + v2kq1(u+ ξ)q2

′ + v2k(u+ ξ)q2q1
′ + v2(u+ ξ)(u+ ξ)q2q

′
2

= v2k2q1q1
′ + v2kq1(u+ ξ)q2

′ + v2k(u+ ξ)q2q1
′ + v2N(u+ ξ)q2q2

′

= v2k2q1q1
′ + v2kq1(u+ ξ)q2

′ + v2k(u+ ξ)q2q1
′ + v2ktq2q2

′

= v2k(kq1q1
′ + (u+ ξ)q1q2

′ + (u+ ξ)q2q1
′ + tq2q2

′).

Assim, II = vk2J , onde
J = kZ + (u+ ξ)Z + (u+ ξ)Z + tZ (4.3)

é um ideal de O(m). Vamos mostrar que J = O(m).

Se m 6≡ 1(mod 4), então ξ =
√
m, ξ = −

√
m e N(u+ξ) = u2−m = kt. Seja g = mdc(k, 2u, t) e

suponhamos que existe primo p tal que p|g. Logo p|k e p|t, e assim p2|N(u+ξ). Se p é ı́mpar, então
p|u e portanto p2|m, contra hipótese de m ser livre de quadrados. Se p = 2, então u2 ≡ m(mod 4).
Como m ≡ 2(mod 4) ou m ≡ 3(mod 4) temos um absurdo pois u2 ≡ 0 ou 1 (mod 4). Logo g = 1
e existem x, y, z ∈ Z tais que 1 = xk + 2uy + zt. Por (4.3). Assim

1 = xk + y(u+ ξ) + y(u+ ξ) + zt ∈ J

e J = O(m), por [10] Caṕıtulo 5 p. 376.

Se m ≡ 1(mod 4), então ξ =
1 +
√
m

2
, ξ =

1−
√
m

2
e

N(u+ ξ) = u2 + u+ (1−m)/4 = [(2u+ 1)2 −m]/4. (4.4)

Assim, 4kt = (2u + 1)2 −m. Seja agora g = mdc(k, (2u + 1), t) e suponha p primo tal que p|g.
Logo, p2|4kt e p2|(2u + 1)2. Segue de (4.4), p2|m, o que é um absurdo. Portanto g = 1 e existem
x, y, z ∈ Z tais que 1 = xk + y(2u+ 1) + zt. Assim,

1 = xk + y(u+ ξ) + y(u+ ξ) + zt ∈ J

e novamente J = O(m).

Vamos agora mostrar que a norma de ideais tem propriedades semelhantes às da norma de
números.

Teorema 4.2.4. Sejam I e J ideais não nulos de O(m) e α ∈ O(m), α 6= 0.

(a) Se α ∈ Z, então N(αO(m)) = α2 = N(α).

(b) N(IJ) = N(I)N(J).

(c) N(αO(m)) = ||N(α)||.
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(d) Se I ⊆ J e N(I) = N(J), então I = J .

Demonstração.

(a) Observe que αO(m) = αZ⊕ αξZ. Pela demonstração da Proposição 4.2.1 temos que

ϕ : O(m) −→ Zα × Zα
definida por ϕ(a+bξ) = (a, b) é um homomorfismo sobrejetor de grupos comKerϕ = αO(m).

Logo,
O(m)

αO(m)
' Zα × Zα e portanto N(αO(m)) = α2.

(b) Pela Proposição 4.2.3 temos IJIJ = N(IJ)O(m) e assim, pelo item (a),

N(IJIJ) = N(IJ)2. (4.5)

Por outro lado, IJ = I J e assim

IJIJ = IIJJ = N(I)O(m)N(J)O(m) = N(I)N(J)O(m).

Resulta então que
lN(IJIJ) = (N(I)N(J))2. (4.6)

Como normas de ideais são números positivos, segue de (4.5) e (4.6) que N(IJ) = N(I)N(J).

(c) Tomando I = αO(m) e J = αO(m) no item anterior e usando (a), obtemos

N(α)2 = N(ααO(m)) = N(IJ)

= N(I)N(J) = N(αO(m))N(αO(m))

= N(αO(m))2

pois N(I) = N(I). Assim, como no item (b), temos que N(αO(m)) = ||N(α)||.

(d) Sejam I = (kv, v(u+ξ)) e J = (k1v1, v1(u1+ξ)), como no Teorema 4.1.1. Como N(I) = N(J),
temos por definição

kv2 = k1v
2
1. (4.7)

Por outro lado, I ∩ Z ⊆ J ∩ Z implica que k1v1 divide kv. Seja kv = k1v1t para algum
t ∈ Z. Multiplicando essa igualdade por v e levando em conta (4.7), obtemos k1v

2
1 = vk1v1t.

Cancelando os fatores comuns, chegamos em v1 = vt, ou seja, v divide v1.

Consideramos agora que v(u+ ξ) ∈ J . Logo, existem a, b ∈ Z tais que

v(u+ ξ) = ak1v1 + bv1(u1 + ξ).

Comparando os coeficiente de ξ vemos que v = bv1, ou seja, v1 divide v. Logo temos que
v = v1, e por (4.7) que k = k1. Finalmente observamos que

v(u1 + ξ)− v(u+ ξ) = v(u1 − u) ∈ J ∩ Z = vkZ.

Dessa forma, u1 ≡ u (mod k) e, pela Proposição 4.1.2, conclúımos que I = J .



Apêndice A

Apresentamos abaixo o código desenvolvido no Python usado para encontrar as unidades fun-
damental do anel O(m), seguindo os passos da Observação 3.3.8:
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