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Identidades e Polinômios Centrais Zn-graduados para a
álgebra Mn(K)

Por

Andreza Katyusya Gomes de Moraes

Sob Orientação

Prof. Dr. Leomaques Francisco Silva Bernardo

CAMPINA GRANDE - PB
Agosto, 2022



UNIVERSIDADE FEDERAL DE CAMPINA GRANDE
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Resumo

Neste trabalho apresentamos um estudo sobre identidades e polinômios centrais para a
álgebra das matrizes Mn(K). Mais precisamente, apresentamos as descrições das identidades
e polinômios centrais Zn-graduados para a álgebra Mn(K) (matrizes n × n sobre um corpo
K), quando a caracteŕıstica de K é zero.
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Abstract

In this work we study polynomial identities and central polynomials for matrix algebras.
More precisely, we present the description of the identities and Zn-graded central polynomials
for the algebra Mn(K) (the n× n matrices over the field K) when the characteristic of K is
zero.
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Introdução

Uma identidade polinomial de uma álgebra A é um polinômio f(x1, x2, . . . , xn) em variáveis
não comutativas que se anula quando avaliado em quaisquer elementos de A. Dizemos que
A é uma PI-álgebra quando existe um polinômio não nulo nestas condições. Podemos citar
como exemplos de PI-álgebras as álgebras comutativas, as de dimensão finita e as nilpotentes.
Uma vez que as identidades polinomiais dizem muito sobre a estrutura de uma álgebra, seu
estudo passa a ser de grande relevância.

A teoria das álgebras com identidades polinomiais, ou PI-teoria, teve ińıcio com trabalhos
de matemáticos como Jacobson, Kaplansky, Levitzki, Dubnov e Ivanov (podemos citar como
exemplos [32], [33], [42], [18]), que tratavam da estrutura de anéis (ou álgebras) que satisfazem
uma identidade polinomial, e começou a se desenvolver mais intensamente por volta de 1950
quando foi provado o Teorema de Amitsur-Levitzki [16], o qual afirma que a álgebra Mn(K)
das matrizes n×n sobre um corpo K satisfaz a identidade “standard” de grau 2n. Ao longo
dos anos, a PI-teoria tem sido desenvolvida e exposta através de excelentes trabalhos (artigos
e livros) de matemáticos como Nagata, Higman, Posner, Amitsur, Herstein, Procesi, Rowen,
Shirshov, Drensky (podemos citar como exemplos [44], [31], [46], [2], [28], [29], [47], [52], [53],
[54], [17]) entre outros.

Uma das questões centrais na PI-teoria está relacionada à descrição das identidades
polinomiais de uma álgebra, isto é, a determinação de uma base para o T-ideal (ideal das
identidades) desta álgebra. Em 1950, Specht levantou o seguinte questionamento: “Toda
álgebra associativa possui uma base finita para suas identidades polinomiais?”. Esta
pergunta ficou conhecida como Problema de Specht. Em 1987, Kemer, em seu importante
trabalho ([35],[36]) sobre a estrutura dos T-ideiais em caracteŕıstica zero, deu uma resposta
afirmativa para este problema. Contudo, Kemer não mostra como determinar uma tal base
finita e portanto não resolve o problema da descrição das identidades de uma álgebra,
problema este que continua em aberto até hoje, tendo sido resolvido apenas para algumas
álgebras em particular.

As identidades da álgebra de Grassmann E foram descritas em caracteŕıstica zero por
Latyshev [41] e por Krakowski e Regev [39] (veja também o artigo [26] para as identidades
de E sobre corpos infinitos de caracteŕıstica diferente de 2). A descrição das identidades de
Mn(K) é conhecida apenas no caso n = 2 e foi dada por Razmyslov [50] e Drensky [16], em
caracteŕıstica zero, e por Koshlukov [6], para corpos infinitos de caracteŕıstica diferente de
2. No caso de K ser um corpo finito as identidades de Mn(K) foram descritas por Maltsev
e Kuzmin [40] no caso n = 2 e por Genov e Siderov quando n = 3 ou 4 ([24] e [25]).

Uma das maiores ferramentas no trabalho de Kemer foi o uso de identidades
graduadas. Este tipo de identidade é uma generalização das identidades ordinárias e tem uma
estreita relação com elas. As álgebras E, M2(K), M1,1(E) e E ⊗ E possuem Z2-graduações
naturais e os geradores de suas identidades Z2-graduadas já são conhecidos. As identidades
Z2-graduadas de M2(K) e de M1,1(E) foram descritas por Di Vincenzo [15], em caracteŕıstica
zero, e por Koshlukov e Azevedo [6], para corpos infinitos de caracteŕıstica diferente de 2.
No caso das álgebras Mn(K), as identidades Z-graduadas e as Zn-graduadas foram descritas
para n qualquer por Vasilovsky ([57] e [58]), em caracteŕıstica zero, e por Azevedo ([5] e [4]),
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para corpos infinitos.
Um outro conceito também de grande importância na PI-teoria é o de polinômio

central. Um polinômio f(x1, x2, . . . , xn) é dito central para uma álgebra A se resulta em um
elemento do centro de A quando avaliado em quaisquer elementos desta álgebra. As
identidade polinomiais são exemplos naturais de polinômios centrais, conhecidas por
polinômios centrais triviais. Os polinômios constantes também são considerados polinômios
centrais triviais. Em 1956, Kaplansky [34] propôs um problema sobre a existência de
polinômio central não-trivial (isto é, não identidade e sem termo constante) para a álgebra
das matrizes Mn(K), onde n > 2, sendo que no caso n = 2 já se conhecia o polinômio de
Hall [x1, x2][x3, x4] + [x3, x4][x1, x2]. Este problema foi solucionado de maneira independente
por Formanek (veja [19]) e por Razmyslov (veja [49]).

No caso das álgebras Mn(K), geradores dos polinômios centrais são conhecidos apenas
no caso n = 2, e foram determinados por Okhitin [45], quando charK = 0, e por Colombo
e Koshlukov [14], quando K é infinito e de caracteŕıstica diferente de 2. Uma descrição
detalhada da estrutura de módulo dos polinômios centrais para M2(K), quando charK = 0,
pode ser vista em Formanek [20]. No caso da álgebra exterior, um estudo dos polinômios
centrais é feito em [1].

A importância dos conceitos de identidades polinomiais e polinômios centrais graduados,
e o fato de se saber pouco sobre as descrições das identidades e dos polinômios centrais
da álgebra das matrizes sobre um corpo são motivações importantes para o estudo de tais
polinômios. Neste trabalho, apresentaremos um estudo sobre a descrição das identidades
e polinômios centrais Zn-graduados para a álgebra Mn(K), no caso de K ser um corpo de
caracteŕıstica zero. No caso das álgebrasMn(K), as identidades Zn-graduadas foram descritas
para n qualquer por Vasilovsky ([57] e [58]), em caracteŕıstica zero, e por Azevedo ([5] e [4]),
para corpos infinitos. Já os polinômios centrais Zn-graduados foram descritos por Brandão
[10].

Esse trabalho está organizado em dois caṕıtulos. No primeiro caṕıtulo são apresentados
conceitos e resultados básicos necessários para o desenvolvimento do trabalho.
No segundo, apresentamos as descrições das identidades e polinômios centrais Zn-graduados
para a álgebra Mn(K), onde K é um corpo de caracteŕıstica zero. Nestas descrições
consideramos a graduação natural de Mn(K) pelo grupo Zn.
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1 Caṕıtulo 1

1.1 Álgebras

Neste caṕıtulo apresentaremos os conceitos e resultados necessários para o desenvolvimento
deste trabalho (podemos citar [11], [13], [21], [30], [22], [23], [27], [43]). No texto K denotará
um corpo e, a menos de alguma menção em contrário, todas as álgebras e espaços vetoriais
serão definidos sobre K.

Definição 1.1.1. Uma K-álgebra (álgebra sobre K ou álgebra) é um par (A, ∗), onde A é
um espaço vetorial e ∗ é uma operação binária em A que é uma aplicação bilinear, ou seja,
∗ : A× A −→ A satisfaz
I) (a+ b) ∗ c = a ∗ c+ b ∗ c
II) a ∗ (b+ c) = a ∗ b+ a ∗ c
III) (λa) ∗ b = a ∗ (λb) = λ(a ∗ b)
para quaisquer a, b, c ∈ A e λ ∈ K.

Na definição acima, ∗ é chamado de produto ou multiplicação. Para simplicidade de
notação, denotaremos uma K-álgebra (A, ∗) por A e escreveremos ab ao invés de a ∗ b, para
a, b,∈ A. Definimos a1a2 . . . anan+1 por (a1a2 . . . an)an+1 para ai ∈ A. Um subconjunto β
será dita uma base da álgebra A se β for uma base de A como espaço vetorial. Neste caso,
definimos a dimensão de A como sendo a dimensão do espaço vetorial A.

Definição 1.1.2. Uma álgebra é dita ser:

� Associativa se (ab)c = a(bc), para quaisquer a, b, c ∈ A;

� Comutativa se ab = ba, para quaisquer a, b ∈ A;

� Unitária se o produto possui elemento neutro, isto é, se existe um elemento 1A ∈ A
chamado de unidade de A tal que 1Aa = a1A = a, para todo a ∈ A;

� Álgebra de Lie se para quaisquer a, b, c ∈ A valem a2 = aa = 0 e (ab)c+(bc)a+(ca)b = 0
(identidade de Jacobi);

� Nilpotente se existir n ∈ N tal que o produto de quaisquer n + 1 elementos de A com
qualquer disposição de parenteses é igual a zero (se A é de Lie ou associativa, isto
equivale a dizer que a1a2 . . . anan+1 = 0 ∈ A). Neste caso, definimos o ı́ndice (ou
classe) de nilpotência de A como sendo o menor n que satisfaz essa condição.

� Nil se para cada a ∈ A, existe n ∈ N tal que an = 0. O elemento a é chamado de
nilpotente e o menor natural n com tal propriedade é denominado ı́ndice de Nilpotência
de a. quando existe n ∈ N tal que an = 0 para todo a ∈ A, dizemos que A é nil de
ı́ndice limitado.

Ao longo desse trabalhoA denotará uma álgebra associativa, a menos de menção contrária.
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Definição 1.1.3. O comutador de dois elementos a, b ∈ A é definido por [a, b] = ab− ba.

Observação 1.1.4. Na identidade de Jacobi para todo a, b, c ∈ A, temos
[a, [b, c]] + [c, [a, b]] + [b, [c, a]] = 0, onde [ , ] é chamado comutador.

Observação 1.1.5. Se A é uma álgebra nilpotente, então é nil de ı́ndice limitado.
Claramente uma álgebra nil não pode ter unidade.

De fato, suponha que possui unidade, então existe n ∈ N tal que 1n = 0. Note que
1 = 1 · 1 · 1 . . . 1︸ ︷︷ ︸

n−vezes

= 0⇒ 1 = 0, um absurdo!

Observação 1.1.6. Se A e B são espaços vetoriais, β uma base de A e f : β −→ B é uma
aplicação qualquer, então existe uma única aplicação linear F : A −→ B estendendo f . Além
disso, se g : β × β −→ A é uma aplicação bilinear G : A × A −→ A estendendo g. Assim,
para definir uma estrutura de álgebra em A, basta definir o produto para os elementos de uma
base. Uma vez definido o produto, verifica-se que A é uma álgebra associativa se, e somente
se, (v1v2)v3 = v1(v2v3) para quaisquer v1, v2, v3 ∈ β. Isto deve-se ao fato de que a aplicação
h : A × A × A −→ A, definida por h(a, b, c) = (ab)c − a(bc), sendo trilinear, é nula se, e
somente se, é nula em β × β × β.

Exemplo 1.1.7. O espaço vetorial Mn(K) das matrizes n×n com entradas em K, munido da
multiplicação usual de matrizes, é uma álgebra associativa com unidade a qual é exatamente
a matriz identidade In.

Verificando para n = 2. Sejam A,B,C ∈ M2(K) onde A =

(
a b
c d

)
, B =

(
e f
g h

)
e

C =

(
i j
k l

)
. Note que

(AB)C =

[(
a b
c d

)(
e f
g h

)](
i j
k l

)
=

(
ae+ bg af + bh
ce+ dg cf + dh

)(
i j
k l

)
=

(
(ae+ bg)i+ (af + bh)k (ae+ bg)j + (af + bh)l
(ce+ dg)i+ (cf + dh)k (ce+ dg)j + (cf + dh)l

)
Por outro lado,

A(BC) =

(
a b
c d

)(
ei+ fk ej + fl
gi+ hk gj + hl

)
=

(
a(ei+ fk) + b(gi+ hk) a(ej + fl) + b(gj + hl)
c(ei+ fk) + d(gi+ hk) c(ej + fl) + d(gj + hl)

)
Como a soma e a multiplicação usual são associativas, obtemos que (AB)C = A(BC).

Observe ainda que, sendo I2 =

(
1 0
0 1

)
a matriz identidade, temos
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AI2 =

(
a b
c d

)(
1 0
0 1

)
=

(
a b
c d

)
e I2A =

(
1 0
0 1

)(
a b
c d

)
=

(
a b
c d

)
Portanto, I2 é a unidade de M2(K).
Nesta álgebra é importante destacar as matrizes elementares Eij, para 1 ≤ i, j ≤ n, onde

Eij é a matriz cuja única entrada não nula é 1 na i-ésima linha e j-ésima coluna. É fácil
ver que elas formam uma base para Mn(K) e portanto a dimensão desta álgebra é n2. Mais
geralmente, se A é uma álgebra, consideremos o espaço vetorial Mn(A) de todas as matrizes
n × n com entradas em A. O produto em Mn(A) é análogo ao produto em Mn(K). Temos
que Mn(A), munido deste produto, é uma álgebra.

Exemplo 1.1.8. Seja V um espaço vetorial com base {e1, e2, e3, . . . }. Definimos a álgebra
de Grassmann (ou álgebra exterior) de V , denotada por E, como sendo a álgebra com base

{1E, ei1ei2 . . . eik| i1 < i2 < . . . ik, k ≥ 1}

e cujo produto é definido pelas relações e2
i = 0 e eiej = −ejei para quaisquer i, j ∈ N.

Destacamos em E os seguintes subespaços vetoriais:

� E0, gerado pelo conjunto {1E, ei1ei2 . . . eim|m é par}

� E1, gerado pelo conjunto {ei1ei2 . . . eik | k é ı́mpar}.

Claramente, E = E0⊕E1 como espaço vetorial. Desde que eiej = −ejei, observe que trocando
a posição de ej1 tem-se

(ei1ei2 . . . eim)(ej1ej2 . . . ejk) = (−1)mej1(ei1ei2 . . . eim)(ej2 . . . ejk)

agora, trocando a posição de ej2 tem-se

(ei1ei2 . . . eim)(ej1ej2 . . . ejk) = (−1)m(−1)mej1ej2(ei1ei2 . . . eim)(ej3 . . . ejk)

continuando com esse processo obtemos que

(ei1ei2 . . . eim)(ej1ej2 . . . ejk) = (−1)mk(ej1ej2 . . . ejk)(ei1ei2 . . . eim)

para quaisquer m, k ∈ N. Assim, podemos concluir que para quaisquer a ∈ E0 e x ∈ E temos
que ax = xa, e para quaisquer b, c ∈ E1 temos que bc = −cb. É fácil ver que se charK = 2,
então E é uma álgebra comutativa.
Considerando E ′ a álgebra com base {ei1ei2 . . . eik| i1 < i2 < . . . ik, k ≥ 1} temos que E ′ não
tem unidade e é chamada de álgebra exterior sem unidade.

Se A é uma álgebra associativa e a, b ∈ A, definimos o comutador [a, b] = ab − ba e
a ◦ b = ab + ba. Mais geralmente definimos o comutador de comprimento n como sendo
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[a1, . . . , an−1, an] = [[a1, . . . , an−1], an], onde ai ∈ A. A partir de um cálculo direto, podemos
mostrar que

[ab, c] = a[b, c] + [a, c]b para quaisquer a, b, c ∈ A (1)

De fato, veja que [ab, c] = abc− cab. Por outro lado temos que

a[b, c] + [a, c]b = a(bc− cb) + (ac− ca)b

= abc− acb+ acb− cab
= abc− cab

Portanto, [ab, c] = a[b, c] + [a, c]b.

Se a ∈ A e Ta : A −→ A é tal que Ta(x) = [x, a], então por (1) segue que Ta é uma
derivação. Logo, usando indução sobre n pode-se mostrar que

[a1a2 . . . an, c] =
n∑
i=1

a1 . . . ai−1[ai, c]ai+1 . . . an (2)

Se A é uma álgebra , V e W subespaços vetoriais de A, definimos o produto VW como
sendo o subespaço vetorial de A gerado pelo conjunto {xy|x ∈ V, y ∈ W}.

Definição 1.1.9. Um espaço vetorial B de uma álgebra A será denominado de subálgebra
de A se BB ⊆ B e 1 ∈ B. Um subespaço vetorial I de A será denominado de ideal de A se
AI ⊆ I e IA ⊆ I, ou seja, se ax, xa ∈ I para quaisquer a ∈ A e x ∈ I.

Definição 1.1.10 (Subálgebra gerada). A subálgebra de A gerada por S, geralmente
denotada por K 〈S〉, como sendo a interseção de todas as álgebras de A que contém S ∪{1}.
Caso a álgebra não tenha unidade tira-se o 1 dessa definição.

Exemplo 1.1.11. Considere a álgebra exterior E. Dado n ∈ N consideremos o subespaço
En de E gerado pelo conjunto

{1, ei1ei2 . . . eik| i1 < i2 < . . . ik ≤ n} .

O subespaço En é uma subálgebra de E de dimensão 2n e é a álgebra exterior do espaço veto-
rial com base {e1, e2, . . . , en}. É posśıvel verificar esse fato através de uma relação biuńıvoca
com o conjunto das partes P (A).

Exemplo 1.1.12 (Centro de uma álgebra). Seja A uma álgebra. O conjunto
Z(A) = {a ∈ A| ax = xa,∀x ∈ A} é uma subálgebra de A denominada centro de A. Um fato
conhecido da Álgebra Linear elementar é que dado n ∈ N tem-se Z(Mn(K)) = {λIn×n|λ ∈ K}
(matrizes escalares). Se A = E (álgebra exterior), então Z(E) = E0 (charK 6= 2).
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Verificaremos para o caso de n = 2. Seja λ ∈ K, temos que λI2×2 =

(
λ 0
0 λ

)
. Considere

X ∈M2(K), onde X =

(
x1 x2

x3 x4

)
. Note que

λI2×2 ·X =

(
λ 0
0 λ

)(
x1 x2

x3 x4

)
=

(
λx1 λx2

λx3 λx4

)
.

Por outro lado,

X · λI2×2 =

(
x1 x2

x3 x4

)(
λ 0
0 λ

)
=

(
x1λ x2λ
x3λ x4λ

)
.

Como a multiplicação usual é comutativa temos que λI2×2 · X = X · λI2×2, para quaisquer
X ∈M2(K) e λ ∈ K.

Reciprocamente, tome

(
x y
z w

)
∈ Z(M2(K)). Note que(

x y
z w

)(
1 0
0 1

)
=

(
1 0
0 1

)(
x y
z w

)
⇒
(
x 0
z 0

)
=

(
x y
0 0

)
.

Dáı, temos que y = z = 0. Logo,

(
x 0
0 w

)
, se x = w teremos(

x 0
0 x

)(
1 0
0 1

)
=

(
x 0
0 x

)
= xI2×2 e

(
1 0
0 1

)(
x 0
0 x

)
=

(
x 0
0 x

)
= xI2×2.

Segue que Z(M2(K)) ⊆ {λI2×2|λ ∈ K}. E portanto, temos a igualdade
Z(M2(K)) = {λI2×2|λ ∈ K}.

Agora, suponha charK 6= 2. Considere a ∈ Z(E), então ax = xa, ∀x ∈ E. Assim, a ∈ E0

e consequentemente Z(E) ⊂ E0. Considere agora b ∈ E1, note que bc = −cb,∀c ∈ E1, sendo
charK 6= 2 ⇒ b /∈ Z(E) ⇒ E1 * Z(E). Porém, se b ∈ E0, então bc = cb para qualquer
c ∈ E0. Segue que b ∈ Z(E) implicando que E0 ⊂ Z(E). Portanto, Z(E) = E0.

Exemplo 1.1.13. Sejam A uma álgebra e ∅ 6= S ⊆ A. Consideremos o subespaço BS de
A gerado por {1, s1s2 . . . sk| k ∈ N, si ∈ S}. Temos que BS é multiplicativamente fechado e
1 ∈ BS. Portanto, BS é uma subálgebra de A, chamada de subálgebra gerada por S. Além
disso, toda subálgebra de A que contém S deve conter BS e assim BS é a menor subálgebra
de A contendo S.

Definição 1.1.14. Sejam A e B duas álgebras. Uma transformação linear
ϕ : A −→ B é um homomorfismo de álgebras se ϕ(x, y) = ϕ(x)ϕ(y) para quaisquer
x, y ∈ A e ϕ(1A) = 1B. Dizemos que ϕ é um mergulho (ou monomorfismo) se ϕ é
um homomorfismo injetivo, isomorfismo se ϕ é bijetivo, endomorfismo se ϕ é um
homomorfismo e A = B e automorfismo se ϕ é um endomorfismo bijetivo (endomorfismo
e isomorfismo ao mesmo tempo).
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Denotamos por EndA e AutA os conjuntos dos endomorfismos e automorfismos,
respectivamente, da álgebra A. Se existir um isomorfismo ψ : A −→ B, dizemos que as
álgebras A e B são isomorfas e denotamos por A ' B.

Dado ϕ : A −→ B um homomorfismo de álgebras, o conjunto Kerϕ = {a ∈ A|ϕ(a) = 0}
é um ideal de A, chamado de núcleo de ϕ, e o conjunto Imϕ = {ϕ(a)| a ∈ A}, chamado de
imagem de ϕ, é uma subálgebra de B.

Sejam A uma álgebra e I um ideal de A. Consideremos no espaço vetorial quociente
A/I o produto (a + I)(b + I) = ab + I para a, b,∈ A. Tal produto está bem definido, pois,
independe da escolha dos representantes das classes laterais e torna o espaço vetorial A/I
uma álgebra. A álgebra A/I é conhecida por álgebra quociente de A por I. Denotaremos
a + I por ā. Seja ϕ : A −→ B um homomorfismo de álgebras. Se I é um ideal de A e
I ⊆ Kerϕ, então a aplicação

ϕ̄ : A/I −→ B

ā 7−→ ϕ̄(ā) = ϕ(a)

é bem definida e é um homomorfismo de álgebras. Se I = Kerϕ, então ϕ̄ é injetora e
consequentemente A/Kerϕ ' Imϕ.

A seguir mostraremos alguns exemplos de homomorfismos.

Exemplo 1.1.15. Sejam A uma álgebra e I um ideal de A. A aplicação π : A −→ A/I,
definida por π(a) = ā, é um homomorfismo de álgebras chamados de projeção canônica.

De fato, sejam a, b ∈ A. Observe que

π(ab) = ab = ab+ I = (a+ I)(b+ I) = ā · b̄ = π(a)π(b).

Além disso,
π(1A) = 1A = 1A + I

onde 1A + I é a unidade de A/I. Portanto, π é um homomorfismo de álgebras.

Exemplo 1.1.16. Seja A uma álgebra. dizemos que um elemento a ∈ A é invert́ıvel se
existe a−1 ∈ A tal que aa−1 = a−1a = 1. Vamos denotar por U(A) o conjunto dos elementos
invert́ıveis de A. Se r ∈ U(A), a aplicação ξr : A −→ A, definida por ξr(x) = r−1xr, é um
automorfismo de A, chamado de automorfismo interno determinado por r.

Considere a, b ∈ A, note que

ξr(a)ξr(b) = r−1ar · r−1br = r−1a · 1 · br = r−1abr = ξr(ab)

Além disso,
ξr(1) = r−1 · 1 · r = r−1r = 1.
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Logo, ξr é um homomorfismo.
Agora, observe que

Kerξr = {a ∈ A| ξr(a) = 0} =
{
a ∈ A| r−1ar = 0

}
= {0} .

Assim, ξr é injetiva e como ξr é definida A −→ A tem-se a sobrejetividade. Portanto, ξr é
um automorfismo.

Exemplo 1.1.17. Seja A′ uma álgebra sem unidade. Consideremos o espaço vetorial

A = K ⊕ A′ = {(λ, a)|λ ∈ K, a ∈ A′} .

Definimos em A o seguinte produto

(λ1, a1)(λ2, a2) = (λ1λ2, λ1a2 + λ2a1 + a1a2).

O conjunto A munido desse produto é uma álgebra associativa com unidade (o elemento
(1, 0)). A aplicação Φ : A′ −→ A definida por Φ(a) = (0, a) é um mergulho. Dizemos que A
é obtida de A′ por adjunção da unidade.

Verificaremos primeiramente que A é uma álgebra. Sejam (λ1, a1), (λ2, a2), (λ3, a3) ∈ A e
λ ∈ K, observe que:
Distributividade:

[(λ1, a1) + (λ2, a2)](λ3, a3) = (λ1 + λ2, a1 + a2)(λ3, a3)

= ((λ1 + λ2)λ3, (λ1 + λ2)a3 + λ3(a1 + a2) + (a1 + a2)a3)

= (λ1λ3 + λ2λ3, λ1a3 + λ2a3 + λ3a1 + λ3a2 + a1a3 + a2a3)

= (λ1λ3, λ1a3 + λ3a1 + a1a3) + (λ2λ3, λ2a3 + λ3a2 + a2a3)

= (λ1, a1)(λ3, a3) + (λ2, a2)(λ3, a3)

Por outro lado temos,

(λ1, a1)[(λ2, a2) + (λ3, a3)] = (λ1, a1)(λ2 + λ3, a2 + a3)

= (λ1(λ2 + λ3), λ1(a2 + a3) + (λ2 + λ3)a1 + a1(a2 + a3))

= (λ1λ2 + λ1λ3, λ1a2 + λ1a3 + λ2a1 + λ3a1 + a1a2 + a1a3)

= (λ1λ2, λ1a2 + λ2a1 + a1a2) + (λ1λ3, λ1a3 + λ3a1 + a1a3)

= (λ1, a1)(λ2, a2) + (λ1, a1)(λ3, a3)

Comutatividade com um escalar:

[λ(λ1, a1)](λ2, a2) = (λλ1, λa1)(λ2, a2)

= (λλ1λ2, λλ1a2 + λ2λa1 + λa1a2)

Como λ comuta com qualquer elemento na multiplicação usual podemos concluir que

[λ(λ1, a1)](λ2, a2) = (λ1, a1)[λ(λ2, a2)] = λ(λ1, a1)(λ2, a2)
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Associatividade:

[(λ1, a1)(λ2, a2)](λ3, a3) =(λ1λ2, λ1a2 + λ2a1 + a1a2)(λ3, a3)

=(λ1λ2λ3, λ1λ2a3 + λ3(λ1a2 + λ2a1 + a1a2)+

+ (λ1a2 + λ2a1 + a1a2)a3)

=(λ1λ2λ3, λ1λ2a3 + λ3λ1a2 + λ3λ2a1 + λ3a1a2 + λ1a2a3 + λ2a1a3+

+ a1a2a3)

=(λ1λ2λ3, λ1λ2a3 + λ1λ3a2 + λ1a2a3 + λ2λ3a1 + a1λ2a3 + a1λ3a2+

+ a1a2a3)

=(λ1, a1)[(λ2, a2)(λ3, a3)]

Verificando a unidade, tome (λ, a), (λ1, a1) ∈ A. Note que

(λ, a)(λ1, a1) = (λλ1, λa1 + λ1a+ aa1) = (λ1, a1)⇔ λ = 1 e a = 0.

Por outro lado,

(λ1, a1)(λ, a) = (λ1λ, λ1a+ λa1 + a1a) = (λ1, a1)⇔ λ = 1 e a = 0

Portanto, (1, 0) é a unidade da álgebra A.
Agora, sejam a, b ∈ A′, observe que

Φ(a) · Φ(b) = (0, a)(0, b) = (0 · 0, 0 · b+ 0 · a+ ab) = (0, ab) = Φ(ab).

Note também que,

KerΦ = {a ∈ A′|Φ(a) = (0, 0)} = {a ∈ A′| (0, a) = (0, 0)} = {(0, 0)} .

Portanto, Φ é de fato um mergulho.

Exemplo 1.1.18. As álgebras E (álgebra exterior) e K ⊕ E ′ são isomorfas, pois,
ψ : K ⊕ E ′ −→ E, definida por ψ(λ, x) = λ+ x é um isomorfismo.

De fato, sejam (λ, x), (β, y) ∈ K ⊕ E ′, temos que

(λ, x)(β, y) = (λβ, λy + βx+ xy).

Note que

ψ(λβ, λy + βx+ xy) = λβ + λy + βx+ xy = (λ+ x)(β + y) = ψ(λ, x)ψ(β, y).

Além disso, ψ(1, 0) = 1 + 0 = 1. Portanto, ψ é um homomorfismo.
Agora observe que,

Kerψ = {(λ, x) ∈ K ⊕ E ′|ψ(λ, x) = 0} = {(λ, x) ∈ K ⊕ E ′|λ+ x = 0} = {(0, 0)} .

Logo, ψ é injetiva.
Se e ∈ E, tem-se e = λ+ ei1ei2 . . . eik , k ≥ 1. Note que

ψ(λ, ei1ei2 . . . eik) = λ+ ei1ei2 . . . eik , k ≥ 1.

Logo, ψ é sobrejetiva e portanto, K ⊕ E ′ ' E.
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Definição 1.1.19. Dados A e B espaços vetoriais, definimos o produto tensorial de A e B,
e denotamos por A⊗B, como sendo o espaço vetorial gerado pelo conjunto {a⊗ b| a ∈ A, b ∈ B}
onde os elementos a⊗ b são chamados de tensores e satisfazem

(a1 + a2)⊗ b = (a1 ⊗ b) + (a2 ⊗ b)
a⊗ (b1 + b2) = (a⊗ b1) + (a⊗ b2)

(λa)⊗ b = λ(a⊗ b)
a⊗ (λb) = λ(a⊗ b)

para quaisquer a1, a2, a ∈ A, b1, b2, b ∈ B e λ ∈ K. Portanto, os elementos de A⊗ B são da
forma

∑n
i=1 ai ⊗ bi, onde ai ∈ A e bi ∈ B.

Não é dif́ıcil ver que se β1 e β2 são bases de A e B, respectivamente, então o conjunto
β = {a⊗ b| a ∈ β1, b ∈ β2} é uma base de A ⊗ B. Sabe-se também que se V é um espaço
vetorial e f : A × B −→ V é uma aplicação bilinear, então existe uma única transformação
linear ψ : A ⊗ B −→ V satisfazendo ψ(a ⊗ b) = f(a, b). Tal propriedade é a conhecida
Propriedade Universal do Produto Tensorial.

Demonstração. Dados A, B e V espaços vetoriais sobre um mesmo corpo K e uma aplicação
bilinear f : A× B −→ V , devemos então provar a existência de um espaço A⊗ B e de uma
aplicação h : A×B −→ A⊗B, depois a existência, unicidade e linearidade da transformação
L : A⊗B −→ V , tal que f(a, b) = L(a⊗ b).
Existência e unicidade:

Sejam A∗ e B∗ os espaços vetoriais duais de A e B, ou seja, os espaços dos funcionais
lineares A −→ K e B −→ K, respectivamente. Dados a ∈ A e b ∈ B, definimos um funcional
bilinear a⊗ b em A∗ ×B∗ como sendo:

a⊗ b : A∗ ×B∗ −→ K (3)

(φ, ϕ) 7−→ φ(a)ϕ(b)

Sendo L(A∗, B∗, K) o espaço de todos os funcionais bilineares em A∗ × B∗, seja A ⊗ B
o subespaço desse conjunto, gerado por todos os a ⊗ b. Sabemos que seus elementos são da
forma

α =
n∑
i=1

αiai ⊗ bi, (4)

onde assumimos que αi 6= 0,∀i.
Considerando uma aplicação f : A×B −→ V bilinear, afirmamos que, se existe uma aplicação
linear L : A⊗B −→ V tal que f(a, b) = L(a⊗ b), então, utilizando a linearidade de f , temos
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que L deve ser dada por

L(α) =
n∑
i=1

L(αiai ⊗ bi) =
n∑
i=1

f(αiai, bi) =
n∑
i=1

αif(ai, bi) (5)

A unicidade de L segue da sua existência.

Agora mostraremos que L está bem definida. Tome α = 0, ou seja, verificaremos que∑n
i=1 αif(ai, bi) = 0. Note que

n∑
i=1

αiai ⊗ bi =
n∑
i=1

(αiai)⊗ bi =
n∑
i=1

ai ⊗ (αibi), (6)

n∑
i=1

αif(ai, bi) =
n∑
i=1

f(αiai, bi) =
n∑
i=1

f(ai, αibi). (7)

Assim, podemos considerar que αi = 1, ∀i.

Utilizaremos indução em n. Ao considerarmos n = 1, de (4) teremos que α = a⊗ b. Por
hipótese α = 0, ou seja, a⊗ b = 0. Com isso temos dois casos:

� Se a = 0 ou b = 0, então L(α) = f(a, b) = 0.

� Se a 6= 0 e b 6= 0, então existem elementos φ ∈ A∗ e ϕ ∈ B∗ tais que φ(a) 6= 0 e ϕ 6= 0.
Entretanto,

0 = (a⊗ b)(φ, ϕ) = φ(a)ϕ(b) 6= 0

o que é um absurdo!

Logo, a prova é válida para n = 1.

A hipótese de indução é que se α =
∑n−1

i=1 ai⊗bi = 0, então
∑n−1

i=1 f(ai, bi) = 0. O objetivo
é mostrar que L(α) =

∑n
i=1 f(ai, bi) = 0 considerando que α =

∑n−1
i=1 ai ⊗ bi = 0.

Observe que se algum ai ou algum bi forem iguais a zero, podemos eliminar os termos
correspondentes das duas equações e assim supor que ai 6= 0 e bi 6= 0,∀i. Em particular,
podemos afirmar que existe um funcional ϕ0 ∈ B∗ tal que ϕ0(bn) 6= 0. Agora de (3) temos
que,

0 = α(φ, ϕ0) =
n∑
i=1

φ(ai)ϕ0(bi) = φ

(
n∑
i=1

ϕ0(bi)ai

)
(8)

Como (8) vale para todo φ ∈ A∗, teremos que

n∑
i=1

ϕ0(bi)ai = 0. (9)
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Além disso, como ϕ0(bn) 6= 0 podemos considerar

γi =
ϕ0(bi)

ϕ0(bn)
. (10)

Dáı, obtemos

ϕ0(bn)an +
n−1∑
i=1

ϕ0(bi)ai = 0⇒ an +
n−1∑
i=1

ϕ0(bi)ai
ϕ0(bn)

= 0

⇒ an +
n−1∑
i=1

γiai = 0

⇒ an = −
n−1∑
i=1

γiai (11)

Logo, utilizando (11) temos,

0 = α =
n∑
i=1

ai ⊗ bi =
n−1∑
i=1

ai ⊗ bi + an ⊗ bn

=
n−1∑
i=1

ai ⊗ bi +

(
−

n−1∑
i=1

γiai

)
⊗ bn

=
n−1∑
i=1

ai ⊗ (bi − γibn).

Utilizando (11) novamente podemos escrever:

L(α) =
n∑
i=1

f(ai, bi) =
n−1∑
i=1

f(ai, bi) + f(an, bn)

=
n−1∑
i=1

f(ai, bi) + f

(
−

n−1∑
i=1

γiai, bn

)

=
n−1∑
i=1

f(ai, bi − γibn),

como a aplicação ⊗ é bilinear. f também é bilinear. Pelo hipótese de indução,

n−1∑
i=1

f(ai, bi − γibn) = 0.

Logo, L(α) = 0. E da construção, claramente L é linear.
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Usando a propriedade Universal do Produto Tensorial podemos definir uma estrutura de
álgebra em A⊗B. Considere duas bases β1 e β2 de A e B, respectivamente. Definimos

(a1 ⊗ b1)(a2 ⊗ b2) = a1a2 ⊗ b1b2

temos que A ⊗ B, munido deste produto, é uma álgebra associativa, chamada de produto
tensorial das álgebras A e B. O elemento 1A ⊗ 1B é a unidade desta álgebra. De fato,
considere a1 ⊗ b1, a2 ⊗ b2, a3 ⊗ b3 ∈ A⊗B e λ ∈ K, observe que:

� Condição (I):

[(a1 ⊗ b1) + (a2 ⊗ b2)](a3 ⊗ b3) = [(a1 + a2)⊗ (b1 + b2)](a3 ⊗ b3)

= (a1 + a2)a3 ⊗ (b1 + b2)b3

= (a1a3 + a2a3)⊗ (b1b3 + b2b3)

= (a1a3 ⊗ b1b3) + (a2a3 ⊗ b2b3)

= (a1 ⊗ b1)(3⊗b3) + (a2 ⊗ b2)(3⊗b3)

� Condição (II):

(a1 ⊗ b1)[(a2 ⊗ b2) + (a3 ⊗ b3)] = (a1 ⊗ b1)[(a2 + a3)⊗ (b2 + b3)]

= a1(a2 + a3)⊗ b1(b2 + b3)

= (a1a2 + a1a3)⊗ (b1b2 + b1b3)

= (a1a2 ⊗ b1b2) + (a1a3 ⊗ b1b3)

= (a1 ⊗ b1)(a2 ⊗ b2) + (a1 ⊗ b1)(a3 ⊗ b3)

� Condição (III):

[λ(a1 ⊗ b1)](a2 ⊗ b2) = (λa1 ⊗ b1)(a2 ⊗ b2)

= λa1a2 ⊗ b1b2

= a1λa2 ⊗ b1b2

= (a1 ⊗ b1)(λa2 ⊗ b2)

= (a1 ⊗ b1)[λ(a2 ⊗ b2)]

λ[(a1 ⊗ b1)(a2 ⊗ b2)] = λ(a1a2 ⊗ b1b2)

= λa1a2 ⊗ b1b2

= a1a2 ⊗ λb1b2

Portanto, A⊗B é uma álgebra.
Agora verificando a associatividade:

[(a1 ⊗ b1)(a2 ⊗ b2)](a3 ⊗ b3) = (a1a2 ⊗ b1b2)(a3 ⊗ b3)

= a1a2a3 ⊗ b1b2b3

= (a1 ⊗ b1)(a2a3 ⊗ b2b3)

= (a1 ⊗ b1)[(a2 ⊗ b2)(a3 ⊗ b3)]

Conclúımos que A⊗B é uma álgebra associativa.
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Exemplo 1.1.20. Seja A uma álgebra. Tem-se que Mn(K)⊗ A 'Mn(A).

De fato, considere a transformação linear ϕ : Mn(K) ⊗ A −→ Mn(A) tal que
ϕ(Eij ⊗ a) = aEij, onde aEij é a matriz de Mn(A) que tem a na entrada (i, j) e zero nas
demais. ϕ é um isomorfismo de álgebras.
Primeiramente, observe que {aEij| 1 ≤ i, j ≤ n, a ∈ β} onde β é uma base de A, é uma base
de Mn(A) como espaço vetorial. Note que,

(aEij)(bEkl) =

{
0 , se j 6= k
(ab)Eil , se j = k

Se j 6= k e aEij, bEkl ∈Mn(A) temos que

ϕ((Eij ⊗ a)(Ekl ⊗ b)) = ϕ((Eij ⊗ a)ϕ(Ekl ⊗ b)) = (aEij)(bEkl) = 0.

Se j = k, tem-se

ϕ((Eij ⊗ a)(Ekl ⊗ b)) = ϕ(EijEkl ⊗ ab)
= ϕ(Eil ⊗ ab) = abEil

= (aEij)(bEkl)

= ϕ((Eij ⊗ a)ϕ(Ekl ⊗ b).

Assim, ϕ é um homomorfismo de álgebras.
Agora, considere a transformação linear

ψ : Mn(A) −→Mn(K)⊗ A
aEij 7−→ ψ(aEij) = Eij ⊗ a

Veja que
(ψ ◦ ϕ)(Eij ⊗ a) = ψ(ϕ(Eij ⊗ a)) = ψ(aEij) = Eij ⊗ a

e
(ϕ ◦ ψ)(aEij) = ϕ(ψ(aEij)) = ϕ(Eij ⊗ a) = aEij.

Logo, ψ = ϕ−1 e portanto ϕ é biuńıvoca. Conclúımos que Mn(K)⊗ A 'Mn(A).

1.2 Identidades Polinomiais

Definição 1.2.1. Seja V uma classe de álgebras. Dizemos que uma álgebra F ∈ V é uma
álgebra livre de V se existe um subconjunto Y gerador de F tal que para toda álgebra
A ∈ V e toda aplicação h : Y −→ A existe um único homomorfismo de álgebras ϕ : F −→ A
estendendo h. F é então dita ser livremente gerada por Y e a cardinalidade |Y | do conjunto
Y é chamada de posto de F .
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A seguir construiremos uma álgebra livre na classe de todas as álgebras associativas
unitárias. Seja X = {x1, x2, . . . } um conjunto não-vazio e enumerável de variáveis não
comutativas. Uma palavra em X é uma sequência xi1xi2 · · ·xin onde n ∈ N e diz-se que
duas palavras xj1xj2 · · · xjn e xj1xj2 · · ·xjm são iguais se n = m e i1 = j1, i2 = j2, . . . in = jn.
Consideremos K 〈X〉 o espaço vetorial que tem como base o conjunto de todas as palavras em
X. Dessa forma, os elementos de K 〈X〉, que chamaremos de polinômios, são somas (formais)
de termos (ou monômios) que são produtos (formais) de um escalar por uma palavra em X.
Consideremos em K 〈X〉 a seguinte multiplicação

(xi1 · · ·xin)(xj1 · · · xjn) = xi1xi2 · · · xinxj1xj2 · · ·xjm , onde xit , xjs ∈ X.

O espaço vetorial K 〈X〉 munido deste produto é uma álgebra associativa (Obs. 1.1.6) com
unidade, que é a palavra vazia a qual denota-se por 1. Observe que X gera K 〈X〉 como
álgebra.

Proposição 1.2.2. A álgebra K 〈X〉 é livre na classe das álgebras associativas com unidade.

Demonstração. Seja A uma álgebra e h : X −→ A uma aplicação qualquer tal que h(xi) = ai
para i ∈ N. Da observação 1.1.6, existe uma única aplicação linear ϕh : K 〈X〉 −→ A tal que
ϕh(1) = 1A e ϕh(xi1xi2 · · ·xin) = ai1ai2 · · · ain . Dáı, tem-se que ϕh é um homomorfismo de
álgebras que satisfaz ϕh|X = h.

Definição 1.2.3. Seja A uma álgebra. Um polinômio f(x1 · · ·xn) ∈ K 〈X〉 (ou a expressão
f(x1 · · ·xn) = 0) é dito ser uma identidade polinomial da álgebra A, se f(x1 · · · xn) = 0
para quaisquer a1, . . . , an ∈ A.

Observemos que f = f(x1 · · · xn) é uma identidade polinomial de A se, e somente,
f pertence aos núcleos de todos os homomorfismos de K 〈X〉 em A. Denotando por T (A)
o conjunto de todas as identidades polinomiais de A, dizemos que A é uma álgebra com
identidade polinomial ou PI-álgebra se T (A) 6= {0}. Se A1 e A2 são álgebras tais que
T (A1) = T (A2), dizemos que A1 e A2 são PI-equivalentes.

A seguir alguns exemplos:

Exemplo 1.2.4. Se A é uma álgebra comutativa, então o polinômio comutador
f(x1, x2) = [x1, x2] = x1x2 − x2x1 é uma identidade polinomial de A.

Sejam a1, a2 ∈ A. Note que

f(a1, a2) = [a1, a2] = a1a2 − a2a1.

Como A é uma álgebra comutativa temos que

f(a1, a2) = a1a2 − a1a2 = 0.

Portanto, o polinômio comutador é uma identidade polinomial de A.
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Exemplo 1.2.5. A álgebra de Grassmann E é uma PI-álgebra, pois, o polinômio [x1, x2, x3]
é uma identidade polinomial de E.

Basta observar que, dados a, b ∈ E, tem-se [a, b] ∈ E0 = Z(E). E portanto,

[a, b, c] = [[a, b], c] = [0, c] = 0

para quaisquer a, b, c ∈ E.

Exemplo 1.2.6. A álgebra M2(K) satisfaz a identidade f(x1, x2, x3) = [[x1, x2]2, x3]
conhecida como a identidade de Hall.

De fato, seja

a =

(
a11 a12

a21 a22

)
.

Temos que, p(x) = det(xId2 − a). Dáı,

p(x) = det

∣∣∣∣ x− a11 −a12

−a21 x− a22

∣∣∣∣ = (x− a11)(x− a22)− a11a12

= x2 − x(a22 + a11) + (a11a22 − a21a12).

Assim, o polinômio caracteŕıstico de a é

p(a) = a2 − a · Tr(a) + det(a)Id2 = 0

Se b2, b2 ∈ M2(K) matrizes quaisquer e a = [b1, b2] então Tr(a) = 0 e também
[b1, b2]2 = det([b1, b2])Id2 ∈ Z(M2(K)). Logo, para b3 ∈M2(K) temos [[b1, b2]2, b3] = 0.

Definição 1.2.7. Fixado n denote por

Sn(x1, . . . , xn) =
∑
σ∈Sn

(−1)σxσ(1) · · ·xσ(n),

o polinômio standard de grau n, onde Sn é o grupo simétrico de grau n e (−1)σ é o
sinal da permutação σ.

Exemplo 1.2.8. Toda álgebra de dimensão finita é uma PI-álgebra.

De fato, Seja A uma álgebra de dimensão finita e β = {v1, · · · , vm} uma base para A.
Suponha m < n e tome a1, · · · , an ∈ β, tome

ai =
m∑
j=1

αijvj.

Temos que

Sn(a1, · · · , an) =
m∑
j1=1

· · ·
m∑

jn=1

(α1j1 · · ·αnjn)Sn(vj1 , · · · , vjn) = 0,
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ou seja, se uma álgebra tem dimensão finita, temos que o polinômio standard de grau n é uma
identidade polinomial para esta álgebra. Em [3] foi provado que
s2n(x1, . . . , x2n) ∈ T (Mn(K)), fato conhecido por Teorema de Amitsur-Levitzki.
Posteriormente, foram apresentadas outras demonstrações deste teorema (veja [38], [56], [50]
e [51]).

Definição 1.2.9. Um ideal I de K 〈X〉 é dito seu um T-ideal se φ(I) ⊆ I para todo
φ ∈ EndK 〈X〉, ou equivalentemente, se f(g1, . . . , gn) ∈ I para quaisquer f(x1, . . . , xn) ∈ I
e g1, . . . , gn ∈ K 〈X〉.

Proposição 1.2.10. O conjunto T (A) das identidades de uma álgebra A é um T-ideal de
K 〈X〉. Reciprocamente, se I é um T-ideal de K 〈X〉, então existe alguma álgebra B tal que
T (B) = I.

Demonstração. É fácil ver que T (A) é um ideal de K 〈X〉. Sejam f(x1, . . . , xn) ∈ T (A) e
ϕ ∈ End(K 〈X〉), se ψ : K 〈X〉 −→ A é um homomorfismo qualquer, então

ψ(ϕ(f)) = (ψ ◦ ϕ)(f) = 0,

pois, ψ ◦ ϕ : K 〈X〉 −→ A é um homomorfismo de álgebras e f ∈ T (A). Logo,
ϕ(f) ∈ Kerf(ψ) e portanto, ϕ(f) ∈ T (A).

Reciprocamente, seja I um T-ideal de K 〈X〉. Consideremos a álgebra quociente B =
K 〈X〉
I

e a projeção canônica π : K 〈X〉 −→ K 〈X〉
I

. Se f ∈ T (B), então f ∈ Ker(π) = I, as-

sim temos, T (B) ⊆ I. por outro lado, se f(x1, . . . , xn) ∈ I e g1, . . . , gn ∈ K 〈X〉, então,
f(g1, . . . , gn) ∈ I e dáı f(g1, . . . , gn) = f(g1, . . . , gn) = 0. Segue que f ∈ T (B).

Definição 1.2.11. Seja S um subconjunto de K 〈X〉. Definimos o T-ideal gerado por S,
denotado por 〈S〉T , como sendo a interseção de todos os T-ideais de K 〈X〉 que contém S.
Dessa forma, 〈S〉T é o menor T-ideal contendo S.

Do ponto de vista prático, o T-ideal gerado por S coincide com o subespaço vetorial de
K 〈X〉 gerado pelo conjunto

{h1f(g1, . . . , gn)h2| f ∈ S, h1, h2, g1, . . . , gn ∈ K 〈X〉} .

Se A é uma álgebra e S ⊆ T (A) é tal que T (A) = 〈S〉T dizemos que S é uma base das
identidades de A. Se um polinômio f(x1, . . . , xn) ∈ 〈S〉T dizemos que f segue de S, ou
que f é uma consequência de S. Se existe S finito nessas condições, dizemos que A possui a
propriedade da base finita ou propriedade de Specht (W. Specht). A questão da
existência da base finita para as identidades das álgebras associativas é conhecida como
problema de Specht.

Vejamos agora alguns exemplos, dos quais verificaremos mais a frente, de bases de
identidades de algumas álgebras importantes.
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Exemplo 1.2.12. Se A é uma álgebra comutativa com unidade e K é um corpo infinito,
então T (A) = 〈[x1, x2]〉T . Dizemos então que todas as identidades de A seguem (ou são
consequências) do polinômio [x1, x2].

Exemplo 1.2.13. Se K é um corpo infinito de caracteŕıstica diferente de 2, então
T (E) = 〈[x1, x2, x3]〉T . No caso de K ser finito Stojanova-Venkova [55] descreveu as
identidades da álgebra exterior não-unitária e de dimensão finita e Siderov [12] descreveu
as identidades quando a dimensão é infinita. (Veja [26] e [42].)

Exemplo 1.2.14. Em 1973, Razmyslov [48] provou que T (M2(K)) é finitamente gerado
para charK = 0, determinando uma base com 9 identidades. Posteriormente, Drensky [16]

mostrou que T (M2(K)) = 〈s4(x1, x2, x3, x4), [[x1, x2]2, x3]〉T , também quando charK = 0.
Em 2001, Koshlukov [37] generalizou este resultado de Drensky para K infinito de
caracteŕıstica diferente de 2 e 3. Quando charK = 3, uma terceira identidade é necessária
para gerar o T-ideal (veja [14]). Para charK = 2, o problema da descrição de T (M2(K))
ainda está em aberto.

1.3 Variedades e Álgebras Relativamente Livres

Definição 1.3.1. Seja S um subconjunto de K 〈X〉. A classe B de todas as álgebras que
têm todos os polinômios de S como identidades é chamada de variedade (de álgebras
associativas) definida por S. A variedade trivial é a classe de álgebras que contém apenas
a álgebra nula (isto é, é a variedade cujo conjunto de identidades que a definem é K 〈X〉).

Se B é uma classe de álgebras, seja T (B) a interseção de todos os T-ideais T (A) com
A ∈ B. A variedade de álgebras definida por T (B) é chamada de variedade de álgebras
definida por B e denotada por varB. Se B = {R}, então denotamos varB simplesmente
por varR. Observe que a variedade definida por S é igual a variedade definida por 〈S〉T .

Teorema 1.3.2 (Birkhoff). Uma classe não-vazia de álgebras B é uma variedade se, e
somente se, é fechada a produtos diretos e álgebras quocientes.

Demonstração. Veja [17], página 24.

Definição 1.3.3. Seja V uma variedade de álgebras para um conjunto fixo Y , a álgebra
F ∈ V é uma álgebra relativamente livre de V, se F é livre na classe V (livremente
gerada por Y , definição 1.2.1) . A cardinalidade de Y é chamada o posto de F .

Teorema 1.3.4. Toda variedade V (não-trivial) possui alguma álgebra relativamente livre.
Além disso, duas álgebras relativamente livres de mesmo posto em V são isomorfas.

Demonstração. Seja T (V) =
⋂
R∈V T (R) e considere π : K 〈X〉 −→ K 〈X〉

T (V)
a projeção

canônica. Sejam x1, x2 ∈ X distintos, tais que π(x1) = π(x2). Consideremos uma álgebra
não-nula A de V e um elemento não nulo a ∈ A. Então existe um homomorfismo

26



ψ : K 〈X〉 −→ A tal que ψ(x1) = a e ψ(x2) = 0. Como T (V) ⊆ Kerψ, existe um

homomorfismo φ :
K 〈X〉
T (V)

−→ A tal que φ ◦ π = ψ. Mas,

a = ψ(x1) = (φ ◦ π)(x1) = (φ ◦ π)(x2) = ψ(x2) = 0,

o que é uma contradição. Logo, π|X é injetora e portanto, π(X) é enumerável.

A álgebra
K 〈X〉
T (V)

é gerado pelo conjunto π(X) e pertence a V , pois, satisfaz todas as

identidades de T (V). Vamos mostrar que esta álgebra é livre em V , com conjunto gerador
livre π(X). Sejam A ∈ V e σ uma aplicação de π(X) em A. Como K 〈X〉 é a álgebra
livre com conjunto gerador X, a aplicação σ ◦ π : X −→ A estende-se a um homomorfismo

θ : K 〈X〉 −→ A. Existe um homomorfismo ρ :
K 〈X〉
T (V)

−→ A para o qual ρ ◦ π = θ, pois,

T (V) ⊆ Ker(θ). Se x ∈ X, temos que

ρ(π(x)) = (ρ ◦ π)(x) = θ(x) = (σ ◦ π)(x) = σ(π(x)),

ou seja, ρ estende σ. Portanto,
K 〈X〉
T (V)

é uma álgebra livre na variedade V .

Suponhamos agora F1 e F2 álgebras relativamente livres de mesmo posto em V . Sendo
F1 e F2 livremente geradas por Y1 e Y2, respectivamente, tomemos uma bijeção g : Y1 −→ Y2.
Temos que existem homomorfismos de álgebras ϕ1 : F1 −→ F2 e ϕ2 : F2 −→ F1 estendendo
g e g−1, respectivamente. Logo, (ϕ2 ◦ ϕ1)(y) = y e (ϕ1 ◦ ϕ2)(z) = z para quaisquer y ∈ Y1 e
z ∈ Y2. Segue que ϕ2 ◦ ϕ1 = IdF1 e ϕ1 ◦ ϕ2 = IdF2 , e portanto ϕ1 e ϕ2 são isomorfismos.

1.4 Álgebras Envolventes

Seja A uma álgebra associativa e considere em A o novo produto [a, b] = ab − ba para
a, b ∈ A. Com este produto temos em A uma nova estrutura de álgebra, que denotaremos
por A(−). Como [a, a] = 0 e [a, b, c] + [b, c, a] + [c, a, b] = 0 (identidade de Jacobi) para
quaisquer a, b, c ∈ A, segue que A(−) é uma álgebra de Lie. Se uma álgebra de Lie L é
isomorfa a uma subálgebra de A(−), dizemos que A é uma álgebra envolvente de L.

Exemplo 1.4.1. Seja L uma álgebra de Lie com base {u, v} tal que u ∗ v = v. A álgebra
M2(K) é uma álgebra envolvente de L, pois, o subespaço vetorial V de M2(K) gerado por
{E11, E12} é uma subálgebra de M2(K)(−) e a aplicação linear ϕ : L −→ V que satisfaz
ϕ(u) = E11 e ϕ(v) = E12 é um isomorfismo de álgebras.

Tome a, b ∈ V tais que a =

(
a1 a2

0 0

)
e b =

(
b1 b2

0 0

)
. Note que

[a, b] = ab− ba =

(
a1b1 a1b2

0 0

)
−
(
b1a1 b1a2

0 0

)
=

(
a1b1 − b1a1 a1b2 − b1a2

0 0

)
∈ V.
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Logo, V é uma subálgebra de M2(K)(−). Agora observe que,

ϕ(u)ϕ(v) = E11E12 =

(
1 0
0 0

)(
0 1
0 0

)
=

(
0 1
0 0

)
= E12 = ϕ(v) = ϕ(u ∗ v).

Dáı, ϕ é um homomorfismo. Considere o homomorfismo ψ : V −→ L tal que ψ(E11) = u e
ψ(E12) = v. Veja que

(ϕ ◦ ψ)(E11) = ϕ(ψ(E11)) = ϕ(u) = E11

e
(ψ ◦ ϕ)(v) = ψ(ϕ(v)) = ψ(E12) = v.

Segue então que ϕ ◦ ψ = IdV e ψ ◦ ϕ = IdL, e portanto ϕ é isomorfismo de álgebras.

Definição 1.4.2. Seja L uma álgebra de Lie. Diz-se que uma álgebra associativa U é uma
álgebra universal envolvente de L, e denotamos por U = U(L), se L é uma subálgebra
de U (−) e U satisfaz a seguinte propriedade universal: para qualquer álgebra associativa R e
qualquer homomorfismo de álgebras de Lie ϕ : L −→ R(−) existe um único homomorfismo de
álgebras associativas ψ : U −→ R que estende ϕ, ou seja, tal que ψ|L = ϕ.

Os teoremas a seguir ajudarão a determinar uma base de K 〈X〉.

Teorema 1.4.3 (Poincaré, Birkoff, Witt). Toda álgebra de Lie L possui uma única (a menos
de isomorfismo) álgebra universal envolvente U(L). Se L tem uma base {ei, i ∈ I} onde o
conjunto de ı́ndices I é ordenado, então U(L) tem uma base dada por

ei1 · · · eip , i1 ≤ · · · ≤ ip, ik ∈ I, p = 0, 1, 2, . . .

onde p = 0 nos dá a unidade de U(L).

Demonstração. Veja [17], página 11.

Sendo X = {x1, x2, . . . } consideremos

ComX =
{

[xi1 , xi2 , . . . , xik ]| k ≥ 2, xij ∈ X
}
.

Sejam B(X) a subálgebra (com unidade) de K 〈X〉 gerada por ComX e L(X) o subespaço
vetorial de K 〈X〉 gerado por X ∪ ComX. Os polinômios de B(X) são chamados de

polinômios próprios. Consideremos agora a álgebra de Lie K 〈X〉(−). Mostra-se que
se u, v ∈ X ∪ ComX, então [u, v] ∈ L(X). Portanto, L(X) é uma subálgebra de Lie de

K 〈X〉(−).

Teorema 1.4.4 (Witt). U(L(X)) = K 〈X〉.

Demonstração. Seja R uma álgebra associativa e ϕ : L(X) −→ R(−) um homomorfismo. A
aplicação ϕ0 : X −→ R definida por ϕ0(x) = ϕ(x), x ∈ X, induz um único homomorfismo
ψ : K 〈X〉 −→ R. Observe que ψ|L(X) = ϕ. Logo, U(L(X)) = K 〈X〉. Se G é uma álgebra
de Lie e R uma álgebra envolvente, então qualquer aplicação X −→ G ⊂ R induz um
homomorfismo K 〈X〉 −→ R, a sua restrição em L(X) é um homomorfismo de L(X) para
R(−) que leva os geradores de L(X) para G. Portanto, a imagem de L(X) está em G, e assim
L(X) é uma subálgebra de Lie.
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Pode ser demonstrado que a álgebra L(X) é livre na classe das álgebras de Lie. Como
segue, sejam L uma álgebra de Lie e h : X −→ L uma aplicação qualquer. Por K 〈X〉 ser
livremente gerada por X, existe um homomorfismo ϕ : K 〈X〉 −→ U(L(X)) estendendo h.
Temos que ϕ([xi1 , xi2 , . . . , xik ]) = [ϕ(xi1), ϕ(xi2), . . . , ϕ(xik)] para k ≥ 2, e assim,
ϕ(L(X)) ⊆ L. Além disso, é imediato ver que se f1, f2 ∈ L(X) então ϕ([f1, f2]) = [ϕ(f1), ϕ(f2)].
Logo, ϕ|L(X) : L(X) −→ L é um homomorfismo de álgebras de Lie que estende h. Dizemos
então que L(X) é uma álgebra de Lie livre, livremente gerada por X.

Consideremos agora uma base ordenada de L(X) consistindo dos elementos

xn1
i1
xn2
i2
· · ·xnkik µj1µj2 · · ·µjq , k, q, ni ≥ 0, (12)

onde i1 < i2 · · · < ik, j1 ≤ j2 ≤ · · · ≤ jk. Note que os elementos com k = 0 formam uma
base para B(X) e que se f(x1, x2, . . . , xn) ∈ K 〈X〉, então

f(x1, x2, . . . , xn) =
∑
a

αax
a1
1 x

a2
2 · · ·xann ga, (13)

onde a = (a1, a2, . . . , an), ai ≥ 0, αa ∈ K e ga ∈ B(X). Além disso, pela independência dos
elementos em (12), temos esta maneira de se expressar f única.

1.5 Polinômios multi-homogêneos e multilineares

Definição 1.5.1. Sejam m ∈ K 〈X〉 um monômio e xi ∈ X. Definimos o grau de xi em
m, denotado por degxim, como sendo o número de ocorrências de xi em m. Um polinômio
f ∈ K 〈X〉 é dito homogêneo em xi se todos os seus monômios têm o mesmo grau em xi.
f é dito multi-homogêneo quando é homogêneo em todas as variáveis e é multilinear se
é multi-homogêneo e cada variável tem grau exatamente 1.

Se m = m(x1, x2, . . . , xk) é um monômio de K 〈X〉, o multigrau de m é a k-upla
(a1, a2, . . . , ak) onde ai = degxim. A soma de todos os monômios de f ∈ K 〈X〉 com
um dado multigrau, é dito ser uma componente multi-homogênea de f . Notemos
ainda que f ∈ K 〈X〉 é multi-homogêneo se, e somente se, possui uma única componente
multi-homogênea. Além disso, f(x1, x2, . . . , xn) ∈ K 〈X〉 é multilinear se é
multi-homogêneo com multigrau (1, 1, . . . , 1). Neste caso, f tem a forma∑

σ∈Sk

aσxσ(1)xσ(2) · · ·xσ(k), aσ ∈ K.

Os próximos resultados nos darão ferramentas para determinar geradores para T-ideais
sobre determinados tipos de corpos.

Proposição 1.5.2. Sejam I um T-ideal de K 〈X〉 e f(x1, x2, . . . , xn) ∈ I. Se K é infinito
então cada componente multi-homogênea de f pertence a I. Consequentemente, I é gerado
por seus polinômios multi-homogêneos.
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Demonstração. Seja, m o maior grau em x1 de algum monômio de f . Para cada
i = 0, 1, . . . ,m consideremos fi(x1, . . . , xk) como sendo a soma de todos os monômios que têm
grau i em x1 (a componente de grau i em x1). Temos claramente que
f = f0 + f1 + f2 + · · · + fm. Como K é infinito, podemos escolher α0, α1, . . . , αm ∈ K
todos distintos. Para cada j = 0, 1, . . . ,m. Temos

gj = f(αjx1, . . . , xk) = f0 + αjf1 + α2
jf2 + · · ·+ αmj fm

e assim 
1 α0 α2

0 · · · αm0
1 α1 α2

1 · · · αm1
...

...
...

. . .
...

1 αm α2
m · · · αmm




f0

f1
...
fm

 =


g0

g1
...
gm


Note que g0, g1, · · · , gm ∈ I, pois, I é T-ideal. Além disso a primeira matriz da igualdade
acima é uma matriz de Vandermonde que é invert́ıvel. Logo,

f0

f1
...
fm

 =


1 α0 α2

0 · · · αm0
1 α1 α2

1 · · · αm1
...

...
...

. . .
...

1 αm α2
m · · · αmm


−1

g0

g1
...
gm


e assim cada fj pode ser obtido como combinação linear dos g′is então devemos ter
f0, f1, f2, . . . , fm ∈ I.

Agora, para cada i = 0, 1, . . . ,m e cada t = 0, 1, 2, . . . , consideremos fit como sendo a com-
ponente homogênea em fi de grau t em x2. Usando os mesmos argumentos
anteriores, conclúımos que fit ∈ I e assim, repetindo o mesmo processo para cada variável
temos a primeira afirmação. Observando agora que f é a soma de duas componentes
multi-homogêneas, conclúımos que I é gerado por seus polinômios multi-homogêneos.

Proposição 1.5.3. Se I é um T-ideal de K 〈X〉 e charK = 0, então I é gerado por seus
polinômios multilineares.

Demonstração. Como charK = 0, temos que K é infinito e portanto, pela proposição 1.5.2,
podemos assumir que f(x1, x2, . . . , xn) ∈ I é um polinômio multi-homogêneo.
Seja n = degx1f . Tome y1, y2 ∈ X distintos de x1, x2, . . . , xn consideremos o polinômio
h(y1, y2, x2, . . . , xn) = f(y1 + y2, x2, . . . , xn). Sendo h1(y1, y2, x2, . . . , xk) a componente
homogênea de h(y1, y2, x2, . . . , xk) de grau 1 em y1, temos que degy2h1 = n − 1 e que
h1(x1, x1, x2, . . . , xk) = nf(x1, x2, . . . , xk). Como charK = 0, segue que f é consequência
de h1(y1, y2, x2, . . . , xk). Note que degy2h1 = n− 1, se necessário, continuamos esse processo
para as variáveis y2, x2, . . . , xk em h1. Continuando esse processo (chamado de processo de
linearização), conclúımos que f é consequência de algum polinômio multilinear de I e assim
segue o resultado.
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Proposição 1.5.4. Se A é uma álgebra unitária sobre um corpo infinito, então todas as
identidades polinomiais de A seguem das suas identidades próprias (ou seja, daquelas em
T (A) ∩B(X)). Se A é uma álgebra unitária sobre um corpo de caracteŕıstica 0, então todas
as identidades polinomiais de A seguem das suas identidades próprias multilineares.

Demonstração. Veja [7], página 18.

Visto isso podemos agora retornar ao exemplo 1.2.12:
Seja I = 〈[x1, x2]〉T . Considere A uma K-álgebra comutativa, onde K é um corpo infinito,
e f(x1, x2, . . . , xn) ∈ T (A) um polinômio multi-homogêneo com multigrau (a1, a2, · · · , an).
Claramente, I ⊆ T (A). Além disso, existe λ ∈ K tal que

f(x1, x2, . . . , xn) ≡ λxa11 x
a2
2 · · · xann (modI)

e assim λxa11 x
a2
2 · · ·xann ∈ T (A). Se A possui unidade, então devemos ter λ = 0 e

consequentemente f ∈ I, donde conclúımos que T (A) = I.

1.6 T-espaços e polinômios centrais

Definição 1.6.1. Sejam A uma álgebra e f(x1, x2, . . . , xn) ∈ K 〈X〉. Dizemos que f é um
polinômio central para A se f tem termo constante nulo e f(a1, . . . , an) ∈ Z(A) para
quaisquer a1, . . . , an ∈ A.

Conforme essa definição, dizer que f é um polinômio central para A significa dizer que
[f, g] é uma identidade de A para todo polinômio g ∈ K 〈X〉. Logo, se duas álgebras são
PI-equivalentes, então elas têm os mesmos polinômios centrais.

Exemplo 1.6.2. Sendo A uma álgebra, toda identidade de A é um polinômio central para
A. As identidades são ditas polinômios centrais triviais.

Exemplo 1.6.3. O polinômio f(x1, x2, x3, x4) = [x1, x2] ◦ [x3, x4] (polinômio de Hall) é um
polinômio central para a álgebra M2(K). Okhitin [45] descreveu os polinômios centrais para
a álgebra M2(K), no caso de charK = 0, e Colombo e Koshlukov [14] generalizaram esta
descrição para o caso de K ser um corpo infinito de caracteŕıstica diferente de 2.

Para verificar que f(x1, x2, x3, x4) = [x1, x2]◦ [x3, x4] é um polinômio central para M2(K),
do exemplo 1.1.12, basta tomarmos x1, x2, x3, x4 ∈ Z(M2(K)) que são matrizes escalares em
M2(K). Assim, teremos que [x1, x2] e [x3, x4] são matrizes nula. Logo,

[x1, x2] ◦ [x3, x4] = [x1, x2][x3, x4] + [x3, x4][x1, x2] = 0

e portanto um polinômio central.

Exemplo 1.6.4. Seja E a álgebra exterior sobre K. Temos que f(x1, x2) = [x1, x2] é um
polinômio central para E. Caso charK = p, segue que g(x) = xp é um polinômio central
para E.
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Basta observar que, do exemplo 1.2.5, a álgebra exterior E é uma PI-álgebra e, pelo
exemplo 1.6.2, f é um polinômio central trivial.

Definição 1.6.5. Um subespaço V de K 〈X〉 é um T-espaço se ϕ(V ) ⊆ V para todo
ϕ ∈ EndK 〈X〉.

Proposição 1.6.6. Um subespaço V de K 〈X〉 é um T-espaço se, e somente se,
f(g1, · · · , gn) ∈ V para quaisquer f(x1, . . . , xn) ∈ V e g1, . . . , gn ∈ K 〈X〉.

Demonstração. Sabemos que dados um subconjunto {fi|i ∈ N}, existe um único
endomorfismo ϕ de K 〈X〉 tal que ϕ(xi) = fi para todo i ∈ N. Suponha V um T-espaço de
K 〈X〉. Dados g1, . . . , gn ∈ K 〈X〉, existe um endomorfismo ϕ de K 〈X〉 tal que ϕ(xi) = gi,
com i = 1, . . . , n, e ϕ(xi) = 0 caso contrário. Logo, como V é um T-espaço, temos

ϕ(f(x1, . . . , xn)) = f(ϕ(x1), . . . , ϕ(xn)) = f(g1, . . . , gn) ∈ V,

para quaisquer f(x1, . . . , xn) ∈ V . Reciprocamente, suponha que f(g1, . . . , gn) ∈ V para
quaisquer f(x1, . . . , xn) ∈ V e g1, . . . , gn ∈ K 〈X〉. Se ϕ ∈ EndK 〈X〉 então

ϕ(f(x1, . . . , xn)) = f(ϕ(x1), . . . , ϕ(xn)) ∈ V

pois ϕ(x1), . . . , ϕ(xn) ∈ K 〈X〉.

A seguir veremos alguns exemplos de T-espaço.

Exemplo 1.6.7. Todo T-ideal de K 〈X〉 é um T-espaço.

Pela definição 1.2.9 um T-ideal I de K 〈X〉 é fechado por todos os endomorfismos de
K 〈X〉. Logo, é um T-espaço.

Exemplo 1.6.8. Sejam A uma álgebra e W um subespaço de A. O conjunto

L = {f(x1, . . . , xn) ∈ K 〈X〉 |f(a1, . . . , an) ∈ W e a1, . . . , an ∈ A}

é um T-espaço de K 〈X〉.

De fato, seja f(x1, . . . , xn) ∈ K 〈X〉 e g1, . . . , gn ∈ K 〈X〉 quaisquer tal que
f(g1, . . . , gn) ∈ W . Definimos a aplicação h : X −→ K 〈X〉 tal que h(xi) = gi para
i = 1, . . . , n e considere o homomorfismo φh : K 〈X〉 −→ K 〈X〉 que estende h, temos
que φh ∈ EndK 〈X〉 e

φh(f(x1, . . . , xn)) = f(φh(x1), . . . , φh(xn)) = f(g1, . . . , gn).

Portanto, L é um T-espaço.

Neste último exemplo destacamos o caso quando W = Z(A). Dáı, temos o T-espaço

{f(x1, . . . , xn) ∈ K 〈X〉 |f(a1, . . . , an) ∈ Z(A) e a1, . . . , an ∈ A}
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que é conhecido por espaço dos polinômios centrais de A e denotado por C(A). Por
Z(A) ser uma subálgebra de A, temos que C(A) é multiplicativamente fechado, condição que
nem todo T-espaço satisfaz como veremos em um exemplo mais adiante.

É importante observar que os elementos de C(A) são da forma h+c onde h é um polinômio
central (de acordo coma a definição 1.6.1), e c é uma constante. Além disso, o conjunto dos
polinômios centrais de uma álgebra pode não ser um T-espaço. De acordo com o exemplo
1.6.4, no caso charK = p, vimos que g(x) = xp é um polinômio central para E. Entretanto,
g(x+ 1) = xp + 1 tem termo constante não nulo e não é um polinômio central.

De modo análogo à soma e interseção de subespaços é posśıvel ver que a interseção e a
soma de uma famı́lia de T-espaços ainda são T-espaços. De maneira análoga à definição de
T-ideal gerado por um conjunto, temos o de T-espaço gerado. Dado um subconjunto, S de
K 〈X〉, definimos o T-espaço gerado por S como sendo a interseção de todos os T-espaços
que contêm S, ou seja, o menor T-espaço de K 〈X〉 que contêm S. O próximo resultado
nos dá uma importante caracterização do T-espaço gerado por um conjunto.

Proposição 1.6.9. Se S ⊆ K 〈X〉 e V é o T-espaço de K 〈X〉 gerado por S, então V é o
subespaço de K 〈X〉 gerado por

{f(g1, . . . , gn)|f ∈ S, g1, . . . , gn ∈ K 〈X〉} .

Demonstração. Observe primeiramente que

{f(g1, . . . , gn)|f ∈ S, g1, . . . , gn ∈ K 〈X〉} = (EndK 〈X〉)(S) = {ϕ(f)|f ∈ S, ϕ ∈ EndK 〈X〉} .

Tome V1 como sendo o subespaço de K 〈X〉 gerado por (EndK 〈X〉)(S). Como S ⊆ V e
V é um T-espaço, temos que ϕ(f) ∈ V para quaisquer f ∈ S e ϕ ∈ EndK 〈X〉, ou seja,
(EndK 〈X〉)(S) ⊆ V . Logo, V1 ⊆ V .

Observe agora que ψ(g) ∈ (EndK 〈X〉)(S) para quaisquer ψ ∈ EndK 〈X〉 e
g ∈ (EndK 〈X〉)(S), conclúımos que V1 é um T-espaço de K 〈X〉. Além disso, S ⊆ V1 e
por V ser o T-espaço gerado por S, segue que V ⊆ V1. Portanto, V = V1.

Observação 1.6.10. De acordo com as proposições 1.5.2 e 1.5.3 todo T-ideal é gerado
por seus polinômios multi-homogêneos caso o corpo base seja infinito e por seus polinômios
multilineares quando o corpo base tem caracteŕıstica zero. Analogamente, mostra-se que todo
T-espaço é gerado por seus polinômios multilineares no caso do corpo base ter caracteŕıstica
zero e por seus polinômios multi-homogêneos no caso do corpo base ser infinito.

A seguir veremos alguns exemplos importantes.

Exemplo 1.6.11. Consideremos M2(K) a álgebra das matrizes de ordem 2 sobre K, onde
K denota um corpo de caracteŕıstica diferente de 2. Seja

V = {f(x1, . . . , xk) ∈ K 〈X〉 |Tr(f(A1, · · · , Ak)) = 0 para A1, . . . , Ak ∈M2(K)} .

Notemos que V é um T-espaço de K 〈X〉 e que V ∩ C(M2(K)) = T (M2(K)).
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De fato, recorde que T (M2(K)) é o conjunto de todas as identidades polinomiais de
M2(K), que por sua vez é um T-ideal de K 〈X〉 e todo T-ideal de K 〈X〉 é um T-espaço.
Assim, temos que T (M2(K)) ⊂ V e T (M2(K)) ⊂ C(M2(K)). Logo,
T (M2(K)) ⊂ V ∩ C(M2(K)). Agora sejam f(x1, . . . , xk) ∈ V ∩ C(M2(K) e
A1, . . . , Ak ∈M2(K). Logo, f(x1, . . . , xk) ∈ V ∩ C(M2(K)), temos

f(A1, . . . , Ak) =

(
λ 0
0 λ

)
, ondeλ ∈ K.

Por outro lado, f(x1, . . . , xk) ∈ V , isto é,

Tr(f(A1, . . . , Ak)) = 2λ = 0.

Mas, charK 6= 2, então λ = 0. Portanto, f(x1, . . . , xk) ∈ T (M2(K)). Dáı,
V ∩ C(M2(K)) ⊂ T (M2(K)) o que segue a igualdade.

E observe que V não é multiplicativamente fechado, pois, [x1, x2]2 /∈ V . De fato, tome
x1 = E12 − E21 e x2 = E22. Assim, temos

x1 =

(
0 1
−1 0

)
, x2 =

(
0 0
0 1

)
, [x1, x2] =

(
0 1
1 0

)
e [x1, x2]2 =

(
1 0
0 1

)
Dáı, T ([x1, x2]2) = 2. Logo, [x1, x2]2 /∈ V .

Exemplo 1.6.12. Seja V o T-espaço de K 〈X〉 gerado por [x1, x2] e [x1, x2][x3, x4]. Da
igualdade (1) temos

[[x1, x2]x4, x3] = [x1, x2][x3, x4] + [[x1, x2], x3]x4

= [x1, x2][x3, x4] + [x1, x2, x3]x4 (14)

e

[x1, x2, x3x4] = x3[x1, x2, x4] + [x1, x2, x3]x4 (15)

De (14) segue que [x1, x2, x3]x4 ∈ V e a partir de (15) obtemos

x3[x1, x2, x4]x5 = [x1, x2, x3x4]x5 − [x1, x2, x3]x4x5.

Assim, x3[x1, x2, x4]x5 ∈ V e portanto o T-ideal 〈[x1, x2, x3]〉T ⊆ V . Usando a igualdade
(2) podemos concluir que [[x3, x4] · · · [x2n−1, x2n], x2] ∈ 〈[x1, x2, x3]〉T para todo n ≥ 3. Dessa
forma, usando novamente a igualdade (1), como

[x1[x3, x4] · · · [x2n−1, x2n], x2] = x1[[x3, x4] · · · [x2n−1, x2n], x2] + [x1, x2][x3, x4] · · · [x2n−1, x2n]

temos que [x1, x2][x3, x4] · · · [x2n−1, x2n] ∈ V e portanto V é multiplicativamente fechado.
Mostraremos agora que, caso CharK = 0, C(E) = V , onde E é a álgebra de
Grasmann. Como [x1, x2] e [x1, x2][x3, x4] são polinômios centrais para E, temos que

34



V ⊆ C(E). Além disso, temos que T (E) ⊆ V , pois, T (E) = 〈[x1, x2, x3]〉T . Considere agora
f(x1, · · · , xk) ∈ C(E) multilinear. Logo,

f(x1, . . . , xk) =
∑
σ∈Sk

aσxσ(1) · · ·xσ(k), aσ ∈ K

para todo σ ∈ Sk, temos

xσ(1) · · ·xσ(k) = x1xσ(j+1) · · ·xσ(k)xσ(1) · · ·xσ(i−1) + [xσ(1) · · ·xσ(i−1), x1xσ(j+1) · · ·xσ(k)],

onde σ(i) = 1. Dessa forma, f(x1, . . . , xk) ≡ x1g(x2, · · · , xk) (modV ), onde g é um
polinômio multilinear. Logo, x1g(x2, . . . , xk) ∈ C(E), consequentemente
g(x2, . . . , xk) ∈ C(E), quando x1 = 1. Entretanto, para g e x1g pertencer a C(E) é
necessário que g seja uma identidade para E. Assim, teŕıamos x1g ∈ T (E) e portanto,
f(x1, · · · , xk) ∈ V .

Observação 1.6.13. No caso de charK = p > 0 temos V 6= C(E).

De fato, consideremos a álgebra U2(K) (matrizes triangulares superiores) e o T-espaço

W = {f(x1, . . . , xk) ∈ K 〈X〉 |f(A1, . . . , Ak) tem diagonal nula e osA′is ∈ U2(K)} .

Observe que [x1, x2] e [x1, x2][x3, x4] pertencem a W , pois, sendo x1, x2 ∈ U2(K) teremos que
[x1, x2] é uma matriz nula e consequentemente [x1, x2][x3, x4] também será uma matriz nula.
Assim, V ⊆ W . Considerando o polinômio h(x) = xp de C(E), verificamos que h /∈ W , pois,
tomando x1 = E11, teremos que xp = E11 para qualquer p > 0. Portanto, h(x) ∈ C(E)− V .

No que foi tratado até agora sobre T-espaço e polinômios centrais , vimos que o
conjunto C(A) é sempre um T-espaço de K 〈X〉 qualquer que seja a álgebra A. Quando se
fala em descrever os polinômios centrais de A, entende-se por determinar um subconjunto de
C(A) que possa gerá-lo como T-espaço. Existem T-espaços que não são multiplicativamente
fechado (como visto no exemplo 1.6.11) e também T-espaços multiplicativamente fechados
que não são espaços de polinômios centrais para nenhuma álgebra, conforme veremos a seguir.

Proposição 1.6.14. Se charK = p > 2, então não existe álgebra tal que C(A) = V .

Demonstração. Suponhamos que C(A) = V para alguma álgebra associativa A. Então,
[x1, x2] ∈ C(A) e consequentemente [x1, x2, x3] ∈ T (A). Usando indução é posśıvel mostrar
que

[y, x, . . . , x︸ ︷︷ ︸
n

] =
n∑
j=0

(−1)j
(
n

j

)
xjyxn−j, para n ≥ 1, (16)

em toda álgebra associativa. Logo, para n = p, temos [y, x, . . . , x] = yxp−xpy = [y, xp]. Dáı,
conclúımos que
[x2, x

p
1] ∈ T (A) e portanto xp1 ∈ C(A), o que contradiz a hipótese de que C(A) = V (veja a

observação 1.6.13).
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1.7 Identidades e Polinômios centrais graduados

Nesta seção será apresentado os conceitos de identidades e polinômios centrais para álgebras
graduadas. Estas ideias serão fundamentais para o próximo caṕıtulo. Em toda esta seção, G
denotará um grupo abeliano com notação aditiva.

Definição 1.7.1. Seja A uma álgebra. Uma G-graduação em A é uma famı́lia {Ag|g ∈ G}
de subespaços de A tais que

A =
⊕
g∈G

Ag e AgAh ⊆ Ag+h

para quaisquer g, h ∈ G. Definimos uma álgebra G-graduada como sendo uma álgebra
munida de uma G-graduação.

Na definição acima, o subespaço Ag é chamado de componente homogênea de grau
g e os seus elementos de elementos homogêneos de grau g.

A seguir apresentaremos alguns exemplos sobre álgebras graduadas:

Exemplo 1.7.2. Toda álgebra A admite uma G-graduação.

Basta considerar A0 = A e Ag = {0} para todo g ∈ G− {0}. Esta graduação é chamada
graduação trivial.

Exemplo 1.7.3. A álgebra exterior E possui uma Z2-graduação natural dada por
E = E0 ⊕ E1 onde E0 e E1 são os subespaços no exemplo 1.1.8.

Exemplo 1.7.4. Considere n um número inteiro positivo e A = Mn(K). Para cada γ ∈ Zn,
tomemos o subespaço Mγ =

〈
Eij| j − i = γ

〉
. Para cada k ∈ Z consideremos

Mk =

{
{0} , se |k| ≥ n
〈Eij| j − i = k〉 , se |k| < n

observe que M0 = M0 é exatamente o conjunto das matrizes diagonais. Do fato do conjunto
{Eij| 1 ≤ i, j ≤ n} ser uma base de A segue que

A =
⊕
γ∈Zn

Mγ e A =
⊕
k∈Z

Mk.

Agora para ver que estas decomposições definem uma Zn-graduação e uma Z-graduação,
respectivamente, em Mn(K), basta notarmos que

EijEkl =

{
0 , se j 6= k
Eil , se j = k

com Eij ∈Mγ1 e Ekl ∈Mγ2. Assim, j − i = γ1 e l − k = γ2. Se j = k teremos

γ1 + γ2 = j − i+ l − k = l − i.

Logo, Eil ∈Mγ1+γ2. Donde segue que Mγ1Mγ2 ⊆Mγ1+γ2 para γ1, γ2 ∈ Zn e Mk1Mk2 ⊆Mk1+k2

para k1, k2 ∈ Z.
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Proposição 1.7.5. Se A é uma álgebra G-graduada, então 1 ∈ A0.

Demonstração. Temos que existe g1, . . . , gn ∈ G− {0} tais que

1 = a0 + ag1 + · · ·+ agn

com a0 ∈ A0 e agi ∈ Agi , para i = 1, . . . , n. Tomando agora h ∈ G e ah ∈ Ah, arbitrários,
temos

ah = aha0 + ahag1 + · · ·+ ahagn .

Notando que aha0 ∈ Agh, ahagi ∈ Ah+gi e h, h + g1, . . . , h + gn são dois a dois distintos,
conclúımos que ahagi = 0 para i = 1, . . . , n e portanto ah = aha0. Multiplicando a primeira
igualdade por a0 obtemos

a0 = a0a0 + a0ag1 + · · ·+ a0agn .

Usando o fato de que ah = aha0 temos

aha0 = aha0 + ahag1 + · · ·+ ahagn ⇒ a0 = a0 + ag1 + · · ·+ agn

isto é, ag1 + · · ·+ agn = 0. Portanto, a0 = 1.

Definição 1.7.6. Uma aplicação ψ : A −→ B entre álgebras G-graduadas é chamada
homomorfismo G-graduado, se ψ é um homomorfismo de álgebras que satisfaz
ψ(Ag) ⊆ Bg para todo g ∈ G.

Agora iremos tratar de identidades e polinômios centrais G-graduados. Para esse estudo
é necessário o conceito de álgebra associativa livre G-graduada. Para defini-lo, consideremos
uma famı́lia {Xg| g ∈ G} de conjuntos enumeráveis e dois a dois disjuntos. Tomemos então
X =

⋃
g∈GXg e consideremos a álgebra associativa livre unitária K 〈X〉. Definimos agora

ω(1) = 0 e ω(x1x2 · · ·xn) = ω(x1) + ω(x2) + · · ·+ ω(xn)

onde ω(xi) = g se xi ∈ Xg. Sendo então m um monômio de K 〈X〉, dizemos que ω(m) é o
G-grau de m. Tomando para cada g ∈ G

K 〈X〉g = 〈m|m é monômio de K 〈X〉 , ω(m) = g〉

temos
K 〈X〉 =

⊕
g∈G

K 〈X〉g e K 〈X〉gK 〈X〉h ⊆ K 〈X〉g+h

para quaisquer g, h ∈ G, e assim K 〈X〉 é chamada álgebra associativa livre G-graduada.
Se f ∈ K 〈X〉g, dizemos que f é homogêneo de G-grau g e usamos a notação ωG(f) = g.

Definição 1.7.7. Seja A =
⊕

g∈GAg uma álgebra G-graduada. Dizemos que um polinômio
f = f(x1, · · · , xn) ∈ K 〈X〉 é

� Uma identidade polinomial G-graduada para A, se f(a1, . . . , an) = 0 para
quaisquer ai ∈ Aω(xi) com i = 1, . . . , n.
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� Um polinômio central G-graduado para A, se f(a1, . . . , an) ∈ Z(A) para quaisquer
ai ∈ Aω(xi) com i = 1, . . . , n.

Exemplo 1.7.8. Consideremos a álgebra exterior E com sua Z2-graduação natural. Como
ab = −ba para quaisquer a, b ∈ E1, temos que f(x1, x2) = x1 ◦ x2 é uma identidade
Z2-graduada de E, onde K 〈X〉 é a álgebra livre Z2-graduada, e ω(x1) = ω(x2) = 1. Por
E0 = Z(E), temos que todo polinômio f ∈ K 〈X〉0 é um polinômio central Z2-graduado para
E.

No caso das identidades e polinômios centrais, os conceitos de T-ideal e T-espaço são de
extrema importância. Para o caso de identidades e polinômios centrais G-graduados temos
conceitos análogos, a saber, TG-ideal e TG-espaço.

Definição 1.7.9. Seja K 〈X〉 a álgebra associativa livre G-graduada. Um ideal I de K 〈X〉
é dito ser um TG-ideal se ϕ(I) ⊆ I para todo endomorfismo G-graduado ϕ de K 〈X〉. Um
subespaço V de K 〈X〉 é dito ser um TG-espaço se ϕ(V ) ⊆ V para todo endomorfismo
G-graduado ϕ de K 〈X〉.

De acordo com esta definição, dizer que I é um TG-ideal equivale a dizer que
f(g1, . . . , gn) ∈ I para quaisquer f(x1, . . . , xn) ∈ I e gi ∈ K 〈X〉ω(xi)

. Analogamente para
TG-espaço.

As ideias de TG-ideal e TG-espaço gerados por um subconjunto S de K 〈X〉 são análogas
as ideias de T-ideal e T-espaço gerados. Denotamos por 〈S〉TG o TG-ideal gerado por S.

Se A é uma álgebra G-graduada, então o conjunto TG(A) das identidades G-graduadas
de A é um TG-ideal de K 〈X〉 e o conjunto CG(A) dos polinômios centrais G-graduados de
A é um TG-espaço de K 〈X〉. As proposições 1.5.2 e 1.5.3 também são válidas no caso de
TG-ideal e TG-espaço.

O próximo resultado mostra uma importante relação entre os conceitos de identidades
ordinárias e graduadas.

Proposição 1.7.10. Sejam A e B duas álgebras. Se A e B possuem G-graduações tais que
TG(A) ⊆ TG(B), então T (A) ⊆ T (B). Ademais, se TG(A) = TG(B), então T (A) = T (B).

Demonstração. Consideremos a álgebra associativa livre K 〈Y 〉, onde Y = {y1, y2, . . . } e
seja f(y1, . . . , yn) ∈ T (A). Dados b1, . . . , bn ∈ B, tomemos b1g , . . . , bng ∈ Bg e g ∈ G,
tais que bi =

∑
g∈G big para i = 1, . . . , n e cada big 6= 0, tomemos x1g , . . . , xng ∈ Xg e

consideremos o polinômio f1 = f
(∑

g∈G x1g , . . . ,
∑

g∈G xng

)
∈ K 〈X〉. Como f ∈ T (A),

temos que f1 ∈ TG(A) e assim f1 ∈ TG(B). Substituindo xig = big , para i = 1, . . . , n temos

f(b1, . . . , bn) = f

(∑
g∈G

b1g , . . . ,
∑
g∈G

bng

)
= 0.

Logo, f ∈ T (B).
Se TG(A) = TG(B), tem-se que TG(A) ⊆ TG(B) o que implica T (A) ⊆ T (B) e

TG(B) ⊆ TG(A) e assim teremos T (B) ⊆ T (A), o que segue a última afirmação.
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É importante observar que não vale a rećıproca do resultado acima. Considere na álgebra
exterior E a Z2-graduação natural E = E0⊕E1 e a Z2-graduação trivial E = E⊕{0}. Temos
que f(y1, y2) = [y1, y2], com ω(y1) = ω(y2) = 0, é identidade Z2-graduada de E com respeito
a primeira graduação, mas não é identidade graduada com respeito a graduação trivial.
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2 Caṕıtulo 2

2.1 Identidades e Polinômios Centrais Graduados para a Álgebra
Mn(K)

Neste caṕıtulo vamos apresentar as descrições das identidades e polinômios centrais
Zn-graduados para a álgebra Mn(K), onde K é um corpo de caracteŕıstica zero. Nestas
descrições estaremos considerando a graduação natural de Mn(K) pelo grupo Zn, conforme
definido na seção 1.7.

Vasilovsky ([58] e [57]) foi o primeiro a descrever as identidades Zn-graduadas e
Z-graduadas de Mn(K) em caracteŕıstica zero. posteriormente, Azevedo([4] e [5])
generalizou esta descrição para corpos infinitos quaisquer.

Algumas ideias usadas na descrição dos polinômios centrais Zn-graduados encontra-se em
[10], onde a descrição foi feita para corpos infinitos e com uso de matrizes genéricas. Aqui
apresentaremos a descrição apenas no caso de K ser um corpo de caracteŕıstica zero, onde
utilizamos ideias sobre monômios multilineares contidas em [58] e [57].

Os conceitos básicos necessários sobre álgebras graduadas podem ser encontradas na seção
1.7.

Em todo este caṕıtulo K denotará um corpo de caracteŕıstica zero.

2.2 Identidades Polinomiais Zn-graduadas

Em toda esta seção K 〈X〉 denotará a álgebra associativa livre Zn-graduada, onde
X =

⋃
γ∈Zn Xγ e Mn(K) a álgebra das matrizes com a Zn-graduação dada no exemplo

1.7.4. Vamos considerar as notações introduzidas na seção 1.7 e denotar TZn simplesmente
por Tn.

A seguir apresentaremos os resultados necessários para a demonstração de teorema que
descreve as identidades Zn-graduadas para a álgebra Mn(K) (veja [58]).

Lema 2.2.1. A álgebra Mn(K) satisfaz as seguintes identidades Zn-graduadas

x1x2 − x2x1 = 0, ω(x1) = ω(x2) = 0̄ (17)

x1x2x3 − x3x2x1 = 0, ω(x1) = ω(x3) = −ω(x2). (18)

Demonstração. Primeiramente observe que seA ∈M0̄, entãoA é uma matriz diagonal. Desde
que duas matrizes diagonais comutam, temos que Mn(K) satisfaz as identidades graduadas
(17). Por outro lado, as identidades graduadas (18) são multilineares. Logo, precisamos
mostrar que as identidades em (18) são satisfeitas para

x1 = Ei1j1 , x2 = Ei2j2 , x3 = Ei3j3 ,

onde, Ei1j1 , Ei3j3 ∈ Mt̄ e Ei2j2 ∈ Mn−t com 0 < t ≤ n − 1. Note que quando t = 0 as
matrizes Ei1j1 , Ei2j2 , Ei3j3 são diagonais e portanto comutam entre si. Por Ei1j1 , Ei3j3 ∈Mt̄ e
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Ei2j2 ∈Mn−t segue que

j1 =

{
i1 + t, se i1 + t ≤ n
i1 + t− n, se i1 + t > n

;

i2 =

{
j2 + t, se j2 + t ≤ n
j2 + t− n, se j2 + t > n

;

i3 =

{
j3 − t, se j3 − t ≥ 1
j3 − t+ n, se j3 − t < 1

.

Notemos que Ei1j1Ei2j2Ei3j3 6= 0 se, e somente se, j1 = i2 e j2 = i3. Mostraremos nesse caso,

i1 = j2 = i3 e j1 = i2 = j3.

Observemos que se j1 = i1 + t e i2 = j2 + t− n, então por j1 = i2, segue que

i1 + t = j2 + t− n⇒ i1 = j2 − n⇒ j2 − i1 = n,

o que é um absurdo. Então as igualdades j1 = i1 + t e i2 = j2 + t−n não ocorrem ao mesmo
tempo. Da mesma forma, as equações j2 = i2 − t e i3 = j3 − t + n não podem ocorrer ao
mesmo tempo. Então quando j1 = i1 + t, devemos ter i2 = j2 + t e i3 = j3 − t, o que nos dá

i3 = j2 = i2 − t = j1 − t = i1 (19)

Usando (19) obtemos que
i2 = j1 = i1 + t = i3 + t = j3.

Analogamente, quando j1 = i1 + t− n, teremos i2 = j2 + t− n e i3 = j3 − t+ n, onde

i3 = j2 = i2 − t+ n = j1 − t+ n = i1 (20)

Usando (20) obtemos que

i2 = j1 = i1 + t− n = i3 + t− n = j3.

Desse modo, Ei1j1Ei2j2Ei3j3 6= 0 se, e somente se, Ei3j3Ei2j2Ei1j1 6= 0. Neste caso, i1 = j2 = i3
e j1 = i2 = j3. Assim,

Ei1j1Ei2j2Ei3j3 = Ei1j2Ei3j3 = Ei1j3 .

por outro lado,
Ei3j3Ei2j2Ei1j1 = Ei3j2Ei1j1 = Ei3j1

e dáı
Ei1j3 = Ei3j1 .

Caso contrário,
Ei1j1Ei2j2Ei3j3 = 0 = Ei3j3Ei2j2Ei1j1

o que conclui a demonstração.
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Vamos denotar por In ◦ Tn ideal gerado pelas identidades graduadas (17) e (18). Pelo
lema 2.2.1 temos In ⊆ Tn(Mn(K)). Para x1, x2, . . . , xk ∈ X e σ ∈ Sk, considere

mσ = mσ(x1, x2, . . . , xk) = xσ(1)xσ(2) · · ·xσ(k).

O monômio multilinear em x1, x2, . . . , xk correspondente a permutação identidade será
denotado por

m = m(x1, x2, . . . , xk) = x1x2 . . . xk.

E teremos, ω(m) = ω(mσ) = ω(x1) + ω(x2) + · · · + ω(xk). Sabe-se que cada polinômio
graduado multilinear f(x1, x2, . . . , xk) pode ser escrito na forma

f =
∑
σ∈Sk

aσmσ,

onde aσ ∈ K.

Uma substituição S do tipo

x1 = Ei1j1 , x2 = Ei2j2 , . . . , xk = Eikjk , (21)

onde

js − is = ω(xs), s = 1, 2, . . . , k (22)

é conhecida como substituição Standard. Note que Eisjs ∈ Mω(xs), s = 1, 2, . . . k. Para
um polinômio graduado f(x1, x2, . . . , xk) e uma substituição S, denotaremos por f |S o
valor de f correspondente a substituição S. Claramente, se um polinômio graduado
multilinear f é tal que f |S = 0 para cada substituição Standard S, então f é uma identidade
graduada de Mn(K). Notemos que quando uma substituição S é feita, o valor do monômio
mσ(x1, x2, . . . , xk) é diferente de zero, somente se

jσ(1) = iσ(2), jσ(2) = iσ(3), . . . , jσ(k−1) = iσ(k). (23)

Neste caso, mσ|S = Eiσ(1)jσ(k) .

Para um monômio mσ(x1, x2, . . . , xk), σ ∈ Sk, e dois inteiros 1 ≤ p ≤ q ≤ k, denotaremos

por m
[p,q]
σ a subpalavra obtida de mσ descartando os p−1 primeiros e os últimos k−q fatores,

ou seja,
m[p,q]
σ = xσ(p)xσ(p+1) · · ·xσ(q).

Lema 2.2.2. Para cada σ ∈ Sk, existe uma substituição Standard S tal que

mσ(x1, x2, . . . , xk)|S 6= 0.
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Demonstração. A demonstração será feita por indução sobre k. Para k = 1, temos

mσ(x1) = xσ(1) = x1.

Assim basta tomar S tal que x1 = Eij, com j − i = ω(x1). Logo, teremos

mσ(x1) = Eij 6= 0.

Suponhamos que para qualquer monômio de comprimento k,
m1(x1, x2, . . . , xk) = xl1xl2 · · · xlk , onde l1, l2, . . . , lk ∈ {1, 2, . . . , k}, existe uma substituição
Standard S tal que

m1(x1, x2, . . . , xk)|S 6= 0.

Seja m2(x1, x2, . . . , xk, xk+1) = xt1xt2 · · ·xtkxtk+1
, onde

{t1, t2, . . . , tk, tk+1} = {1, 2, . . . , k, k + 1} .

Suponhamos que ω(xtk+1
) = t̄, para algum 0 ≤ t < n. Para xt1xt2 · · · xtk , existe uma

substituição Standard S ′

xt1 = Ei1j1 , xt2 = Ei2j2 , . . . , xtk = Eikjk (24)

tal que

xt1xt2 · · ·xtk |S′ = Ei1j1Ei2j2 · · ·Eikjk (25)

Consideremos agora a substituição Standard S formada pelos elementos de (24) e
xtk+1

= Eik+1jk+1
, por (23), xtk+1

= Eik+1jk+1
, onde

jk+1 =

{
jk + t, se jk + t ≤ n
jk + t− n, se jk + t > n

.

Logo, por (25)

m2(x1, x2, . . . , xk, xk+1)|S = Ei1jkEjkjk+1
= Ei1jk+1

6= 0.

Nos resultados a seguir S denotará uma substituição Standard (conforme (21)).

Lema 2.2.3. Se mσ|S 6= 0, então para 1 ≤ p ≤ q ≤ k

ω(m[p,q]
σ ) = jσ(q) − iσ(p)
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Demonstração. Por definição, temos

ω(m[p,q]
σ ) = ω(xσ(q)) + ω(xσ(q−1)) + · · ·+ ω(xσ(p)).

Por (22), teremos

ω(m[p,q]
σ ) = jσ(q) − iσ(q) + jσ(q−1) − iσ(q−1) + · · ·+ jσ(p) − iσ(p).

Por (23) os termos intermediários irão se anular, assim obtemos

ω(m[p,q]
σ ) = jσ(q) − iσ(p).

Lema 2.2.4. Se para uma permutação σ ∈ Sk, existir uma substituição Standard S tal que

mσ(x1, x2, . . . , xk)|S = m(x1, x2, . . . , xk)|S 6= 0,

então
mσ(x1, x2, . . . , xk) ≡ x1n(x2, . . . , xk) (mod In),

para algum monômio n(x2, . . . , xk) = xl2xl3 · · ·xlk multilinear.

Demonstração. Caso σ(1) = 1, temos o resultado. Suponhamos σ(1) 6= 1. Logo, 1 6= σ−1(1),
e assim 1 = σ−1(σ(1)) < σ−1(1). Além disso, existe um inteiro positivo u tal que σ(1) = 1+u.
Dáı,

1 = σ−1(σ(1)) = σ−1(1 + u) < σ−1(1).

Seja u0 o menor inteiro positivo tal que σ−1(1 + u0) < σ−1(1). Temos,

1 ≤ σ−1(1 + u0) < σ−1(1) ≤ σ−1(u0). (26)

Uma vez que mσ|S = m|S 6= 0, temos

Ei1j1Ei2j2 · · ·Eikjk = Eiσ(1)jσ(1)Eiσ(2)jσ(2) · · ·Eiσ(k)jσ(k) 6= 0,

Segue que, i1 = iσ(1), jt = it+1, t = 1, . . . , k − 1 e, para s > 1, js+1 = is. Considerando
p = σ−1(1 + u0), q = σ−1(1) e r = σ−1(u0), por (26) teremos que 1 ≤ p < q ≤ r com
jσ(q−1) = iσ(q) = i1 = iσ(1), jσ(r) = iσ(p) e, quando p > 1, jσ(p−1) = iσ(p). Primeiramente
vamos considerar o caso quando p > 1, e neste caso teremos

iσ(r) = iσ(p) = jσ(p−1) e jσ(q−1) = iσ(q) = iσ(1)

o que implica que

jσ(p−1) − iσ(1) = iσ(p) − jσ(q−1) = iσ(r) − iσ(q) = t0
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para algum t0 ∈ Z. Pelo lema 2.2.3, temos

ω(m[1,p−1]
σ ) = jσ(p−1) − iσ(1) = t0;

ω(m[p,q−1]
σ ) = jσ(q−1) − iσ(p) = −t0;

ω(m[q,r]
σ ) = jσ(r) − iσ(q) = t0.

Consequentemente, usando (18) segue que

mσ = m[1,p−1]
σ ·m[p,q−1]

σ ·m[q,k]
σ

= m[1,p−1]
σ ·m[p,q−1]

σ ·m[q,r]
σ ·m[r+1,k]

σ

≡ m[q,r]
σ ·m[p,q−1]

σ ·m[1,p−1]
σ ·m[r+1,k]

σ

= xσ(q) ·m[q+1,r]
σ ·m[p,q−1]

σ ·m[1,p−1]
σ ·m[r+1,k]

σ

= xσ(q)xl2xl3 · · ·xlk
= x1xl2xl3 · · ·xlk (mod In).

Agora considerando o caso p = 1. Neste caso jσ(q−1) = iσ(q) = iσ(1) = jσ(r), e pelo lema 2.2.3

ω(m[1,q−1]
σ ) = jσ(q−1) − iσ(1) = 0;

ω(m[q,r]
σ ) = jσ(r) − iσ(q) = 0.

Portanto, de (17) segue que

mσ = m[1,q−1]
σ ·m[q,r]

σ ·m[r+1,k]
σ

≡ m[q,r]
σ ·m[1,q−1]

σ ·m[r+1,k]
σ

= xσ(q)xl2xl3 · · ·xlk
= x1xl2xl3 · · · xlk (mod In).

Lema 2.2.5. Se para uma permutação σ ∈ Sk, existir uma substituição Standard S tal que

mσ(x1, x2, . . . , xk)|S = m(x1, x2, . . . , xk)|S 6= 0,

então mσ(x1, x2, . . . , xk)|S ≡ m(x1, x2, . . . , xk)|S (mod In).

Demonstração. Pelo lema 2.2.4 temos que

mσ(x1, x2, . . . , xk) ≡ x1n(x2, . . . , xk) (mod In).

Seja r o maior inteiro positivo tal que

mσ(x1, x2, . . . , xk) ≡ x1x2, . . . , xrn(xr+1, . . . , xk) (mod In), (27)
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para algum monômio n(xr+1, . . . , xk) multilinear. Precisamos mostrar que r = k para que
possamos ter

mσ(x1, x2, . . . , xk) ≡ x1x2, . . . , xk (mod In).

Suponhamos por contradição que r < k. Então, r ≤ k − 2. Desde que In ⊆ Tn(Mn(K)), por
(27) temos

x1x2, . . . , xrn(xr+1, . . . , xk)|S = mσ(x1, x2, . . . , xk)|S = m(x1, x2, . . . , xk) 6= 0.

Combinando a igualdade com

x1x2, . . . , xrn|S = Ei1j1Ei2j2 · · ·Eirjr · n|S = Ei1jr · n|S

e
m|S = Ei1j1Ei2j2 · · ·Eirjr {xr+1xr+2 · · ·xk} |S ,

temos que
n(xr+1, xr+2, . . . , xk)|S = xr+1xr+2 · · ·xk|S = Eir+1jk

como ir+1 = jr, então

n(xr+1, xr+2, . . . , xk)|S = xr+1xr+2 · · ·xk|S = Ejrjk 6= 0.

Pelo lema 2.2.4, existe um monômio n′(xr+2, . . . , xk) multilinear tal que

n(xr+1, xr+2, . . . , xk) ≡ xr+1n
′(xr+2, . . . , xk) (mod In).

Logo,

mσ ≡ x1, x2, . . . , xrn(xr+1, xr+2, . . . , xk) ≡ x1, x2, . . . , xrn
′(xr+2, . . . , xk) (mod In)

o que contradiz a escolha do número r. Portanto r = k.

Corolário 2.2.6. Se para duas permutações σ, τ ∈ Sk, existir uma substituição Standard S
tal que

mσ(x1, x2, . . . , xk)|S = mτ (x1, x2, . . . , xk)|S 6= 0,

então mσ(x1, x2, . . . , xk) ≡ mτ (x1, x2, . . . , xk) (mod In).

Demonstração. Consideremos x′1 = xτ(1), x
′
2 = xτ(2), . . . , x

′
k = xτ(k). Sendo assim,

mτ (x1, x2, . . . , xk) = m(x′1, x
′
2, . . . , x

′
k).

Consideremos agora µ = τ−1 ◦ σ. Dáı,

mµ(x′1, x
′
2, . . . , x

′
k) = x′µ(1)x

′
µ(2) · · ·x′µ(k)

= xτ(µ(1))xτ(µ(2)) · · ·xτ(µ(k))

= xσ(1)xσ(2) · · ·xσ(k)

= mσ(x1, x2, . . . , xk).
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Por mσ|S = mτ |S 6= 0, temos que

mµ(x′1, x
′
2, . . . , x

′
k) = m(x′1, x

′
2, . . . , x

′
k) 6= 0.

Pelo lema 2.2.5, segue que

mµ(x′1, x
′
2, . . . , x

′
k) ≡ m(x′1, x

′
2, . . . , x

′
k) (mod In).

Portanto,
mσ(x1, x2, . . . , xk) ≡ mτ (x1, x2, . . . , xk) (mod In).

A seguir apresentaremos o resultado principal desta seção.

Teorema 2.2.7. Todas as identidades polinomiais da álgebra Mn(K) seguem de

x1x2 − x2x1 = 0, ω(x1) = ω(x2) = 0;

x1x2x3 − x3x2x1, ω(x1) = ω(x3) = −ω(x2);

ou seja, Tn(Mn(K)) = In.

Demonstração. A demonstração desse teorema segue por anti simetria. A partir do lema
2.2.1 verificamos que In ⊆ Tn(Mn(K)). Precisamos mostrar que Tn(Mn(K)) ⊆ In. Como a
caracteŕıstica do corpo base é zero, podemos supor f(x1, x2, . . . , xn) uma identidade
polinomial Zn-graduada e multilinear arbitrária. Seja r o menor inteiro não-negativo tal que f
pode ser escrito, módulo In, como uma combinação linear de r monômios
multilineares, isto é,

f ≡
r∑
q=1

aσqmσq (mod In) (28)

onde 0 6= aσq ∈ K e σ1, σ2, . . . , σk ∈ Sk. Mostraremos que r = 0, para termos f ≡ 0 (mod In).
Suponhamos, por contradição, que r > 0. Então pelo lema 2.2.2 existe uma substituição
Standard S tal que mσ1|S 6= 0. Por In ⊆ Tn(Mn(K)), temos que

f |S −

(
r∑
q=1

aσqmσq

)∣∣∣∣∣
S

=

(
f −

r∑
q=1

aσqmσq

)∣∣∣∣∣
S

= 0.

Como f |S = 0, então (
r∑
q=1

aσqmσq

)∣∣∣∣∣
S

= 0.

Dáı,

aσ1mσ1|S =
r∑
q=2

(−aσq)mσq

∣∣∣
S
.
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Combinando esta última igualdade com o fato que

mσq |S ∈ {Eij| i, j = 1, 2, . . . , k} ∪ {0} , q = 1, 2, . . . , r,

conclúımos que existe um menor inteiro p ∈ {2, 3, . . . , r} tal que mσp |S = mσ1|S 6= 0.
Portanto, pelo corolário 2.2.6 mσp ≡ mσ1 (mod In). Logo, por (28)

f ≡
r∑
q=1

aσqmσq ≡ aσ1mσ1 + aσpmσp +

p−1∑
q=2

aσqmσq +
r∑

q=p+1

aσqmσq

≡ (aσ1 + aσp)mσ1 +

p−1∑
q=2

aσqmσq +
r∑

q=p+1

aσqmσq (mod In),

ou seja, f pode ser escrito, módulo In, como uma combinação de menos que r monômios
multilineares, o que contradiz a escolha do r > 0. Segue que f ≡ 0 (mod In) e assim
Tn(Mn(K)) = In.

2.3 Polinômios Centrais Zn-graduados

Nesta seção apresentaremos a descrição do espaço dos polinômios centrais Zn-graduados
para a álgebra Mn(K).

Vamos considerar K 〈X〉 a álgebra associativa livre Zn-graduada, onde X =
⋃
α∈Zn Xα.

Denotaremos TZn e CZn simplesmente por Tn e Cn, respectivamente.
Consideremos, para cada inteiro positivo m, o m-ciclo θm = (1 2 . . . m) do grupo

simétrico Sm e o subgrupo ćıclico Hm = 〈θm〉 de Sm.
Apresentaremos a seguir um tipo importante de polinômios centrais não-triviais para a

álgebra Mn(K). Para isso, precisaremos do conceito de sequência completa em Zn.

Definição 2.3.1. Sejam α1, α2, . . . , αn ∈ Zn. Dizemos que a n-upla (α1, α2, . . . , αn) é uma
sequência completa se {α1, α1 + α2, . . . , α1 + α2 + · · ·+ αn} = Zn e α1 + α2 + · · ·+ αn = 0̄.

Exemplo 2.3.2. A sequência (1̄, 2̄, 3̄, 2̄) é uma sequência completa em Z4. Dado γ ∈ Zn,
temos que (γ, γ, . . . , γ) é uma sequência completa se, e somente se, é um gerador do grupo
Zn.

Note que 1̄ + 2̄ + 3̄ + 2̄ = 0̄ em Z4 e ainda,

{1̄, 1̄ + 2̄, 1̄ + 2̄ + 3̄, 1̄ + 2̄ + 3̄ + 2̄} = {1̄, 2̄, 3̄, 0̄}
= {0̄, 1̄, 2̄, 3̄}
= Z4

Logo, (1̄, 2̄, 3̄, 2̄) é uma sequência completa em Z4.
Suponha que (γ, γ, . . . , γ) é uma sequência completa, temos queγ, γ + γ, γ + γ + γ, . . . , γ + · · ·+ γ︸ ︷︷ ︸

n−vezes

 =
{
γ, γ2, γ3, . . . , γn

}
= 〈γ〉 .
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Como γ ∈ Zn então γn = γ + · · ·+ γ︸ ︷︷ ︸
n−vezes

= 0̄. Portanto, γ é um gerador de Zn.

Supondo agora que γ ∈ Zn é um gerador de Zn, então

Zn = 〈γ〉 =
{
γ, γ2, γ3, . . . , γn

}
=

γ, γ + γ, γ + γ + γ, . . . , γ + · · ·+ γ︸ ︷︷ ︸
n−vezes


e ainda γ + · · ·+ γ︸ ︷︷ ︸

n−vezes

= 0̄. Portanto, (γ, γ, . . . , γ) é uma sequência completa em Zn.

Lema 2.3.3. Seja m(x1, x2, . . . , xk) = x1x2 · · · xk um monômio multilinear de k 〈X〉 com
ω(m) = 0̄. Se uma substituição Standard S (conforme (21))

x1 = Ei1j1 , x2 = Ei2j2 , . . . , xk = Eikjk

é tal que m|S 6= 0, então mσ|S 6= 0 para todo σ ∈ Hk.

Demonstração. Sendo m|S 6= 0, temos que j1 = i2, j2 = i3, . . . , jk−1 = ik. Como m|S = Ei1jk
e ω(m) = 0̄ então jk = i1. Observe que

mθk |S = Eiθ(1)jθ(1)Eiθ(2)jθ(2) · · ·Eiθ(k−1)jθ(k−1)
Eiθ(k)jθ(k)

= Ei2j2Ei3j3 · · ·EikjkEi1j1
= Ei2jkEi1j1
= Ei2j1 ,

como j1 = i2, logo, mθk |S = Ei2i2 6= 0.
Note ainda que

mθ2k
|S = Eiθ(1)jθ(1)Eiθ(2)jθ(2) · · ·Eiθ(k−1)jθ(k−1)

Eiθ(k)jθ(k)

= Ei3j3Ei4j4 · · ·EikjkEi1j1Ei2j2
= Ei3j1Ei2j2
= Ei3j2 ,

como j2 = i3 então mθ2k
|S = Ei3i3 6= 0.

O resultado segue indutivamente para cada d ∈ {1, 2, . . . k} em mθdk
|S .

Proposição 2.3.4. O polinômio multilinear

f(x1, x2, . . . , xn) =
∑
σ∈Hn

xσ(1)xσ(2) · · ·xσ(n)

onde (ω(x1), ω(x2), . . . , ω(xn)) é uma sequência completa em Zn, é um polinômio central
Zn-graduado, que não é identidade para a álgebra Mn(K).
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Demonstração. Como f é multilinear, basta mostrar que f |S ∈ Z(Mn(K)). Observemos
primeiramente que ω(x1x2 · · ·xn) = ω(x1) + ω(x2) + · · · + ω(xn) = 0̄. Consideremos
m(x1, x2, . . . , xn) = x1x2 · · ·xn. Pelo lema 2.3.3, se m|S = 0 então mσ|S = 0 para todo
σ ∈ Hk, assim f |S = 0, onde teŕıamos f uma identidade.

Suponhamos então S uma substituição Standard

x1 = Ei1j1 , x2 = Ei2j2 , . . . , xn = Einjn

tal que m|S 6= 0. Logo, devemos ter j1 = i2, j2 = i3, . . . , jn−1 = in e também jn = i1, pois,
ω(m) = ω(x1) + · · ·+ ω(xn) = 0̄. Dáı,

f |S = x1x2 · · ·xn + x2x3 · · · xnx1 + x3x4 · · ·xnx1x2 + · · ·+ xn · · ·x1|S
= Ei1jn + Ei2j1 + Ei3j2 + · · ·+ Einj1
= Ei1i1 + Ei2i2 + Ei3i3 + · · ·+ Einin .

Note que

ω(x1) = j1 − i1 = i2 − i1,
ω(x2) = j2 − i2 = i3 − i2,

...

ω(xn−1) = jn−1 − in−1 = in − in−1,

ω(xn) = jn − in = i1 − in.

Teremos assim,

ω(x1) + ω(x2) = i2 − i1 + i3 − i2 = i3 − i1,
ω(x1) + ω(x2) + ω(x3) = i3 − i1 + i4 − i3 = i4 − i1,

...

ω(x1) + · · ·+ ω(xn−1) = in − i1.

Como (ω(x1), ω(x2), . . . , ω(xn)) é uma sequência completa devemos ter
i2 − i1, i3 − i1, . . . , in − i1 não nulos e dois a dois distintos, assim, segue que i1, i2, . . . , in
são incôngruos módulo n. Mas, {i1, i2, . . . , in} ⊆ {1, 2, . . . , n}. Logo, temos a igualdade
desses dois conjuntos e portanto f |S = In ∈ Z(Mn(K)).

Sejam In o Tn-ideal das identidades Zn-graduadas de Mn(K) e Cn(Mn(K)) o Tn-espaço
dos polinômios centrais Zn-graduados de Mn(K). Claramente, temos que In ⊆ Cn(Mn(K)).
Consideremos agora V como sendo o Tn-espaço gerado pelos polinômios

z1[x1, x2]z2, ω(x1) = ω(x2) = 0̄;

z1(x1x2x3 − x3x2x1), ω(x1) = ω(x3) = −ω(x2); (29)∑
σ∈Hn

xσ(1)xσ(2) · · ·xσ(n), (ω(x1), ω(x2), . . . , ω(xn)) sequência completa
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onde z1 e z2 são variáveis em X.
Do fato de todos os polinômios em (29) serem centrais segue que Vn ⊆ Cn(Mn(K)). E

observando que o Tn-espaço gerado pelos dois primeiros polinômios em (29) é exatamente In,
conclúımos que In ⊆ V .

Lema 2.3.5. Se o polinômio multilinear

f(x1, x2, . . . , xk) = λ1m1(x1, x2, . . . , xk) + · · ·+ λnmn(x1, x2, . . . , xk) (k ≥ n)

é tal que existe uma substituição Standard S tal que f |S = λIn, para algum 0 6= λ ∈ K, então
f ∈ V .

Demonstração. Como f |S = λIn devemos ter λ1 = λ2 = · · · = λn = λ e ω(mi) = 0̄ para
cada i = 1, 2, . . . , n. Suponhamos m1(x1, x2, . . . , xk) = x1x2 · · ·xk. Seja S uma substituição
Standard

x1 = Ei1j1 , x2 = Ei2j2 , . . . , xk = Eikjk

satisfazendo as hipóteses do lema. Por f |S = λIn, para cada i = 1, 2, . . . , n existe
j = {1, 2, . . . , n} tal que mj|S = Eii. Logo existem 1 = l1 < l2 < · · · < ln de modo que
{il1 , il2 , . . . , iln} = {1, 2, . . . , n}. Assim,

m1(x1, x2, . . . , xk) =

t1︷ ︸︸ ︷
xl1 · · ·xl2−1

t2︷ ︸︸ ︷
xl2 · · ·xl3−1 · · ·

tn︷ ︸︸ ︷
xln · · ·xlk .

Logo,

ω(t1) = jl2−1 − il1 = il2 − il1 ,
ω(t2) = jl3−1 − il2 = il3 − il2 ,

...

ω(tn−1) = jln−1 − iln−1 = iln − iln−1,

ω(tn) = jlk − iln = il1 − iln .

Afirmamos que (ω(t1), ω(t2), . . . , ω(tn)) é uma sequência completa em Zn. De fato,

ω(t1) + ω(t2) + · · ·+ ω(tn) = il2 − il1 + il3 − il2 + · · ·+ il1 − iln = 0̄.

Além disso

ω(t1) = il2 − il1 ,
ω(t1) + ω(t2) = il2 − il1 + il3 − il2 = il3 − il1 ,

...

ω(t1) + ω(t2) + · · ·+ ω(tn−1) = iln − il1 .
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Dáı, sendo {il1 , il2 , . . . , iln} = {1, 2, . . . , n} devemos ter il2 − il1 , il3 − il1 , . . . , iln − il1 não
nulos e dois a dois distintos. Consideremos agora o monômio

t1︷ ︸︸ ︷
xl1 · · ·xl2−1

t2︷ ︸︸ ︷
xl2 · · ·xl3−1 · · ·

tn︷ ︸︸ ︷
xln · · ·xlk

e observemos que
t2 · · · tnt1|S = Eil2jl2−1

= Eil2 il2 .

Por f |S = λIn, existe algum q ∈ {1, 2, . . . , n} tal que mq|S = t2 · · · tnt1|S = Eil2 il2 e pelo
corolário 2.2.6 conclúımos que

mq ≡ t2 · · · tnt1 (mod In).

Como
{
tσ(1)tσ(2) · · · tσ(n)|S ; σ ∈ Hn

}
= {E11, E22, . . . , Enn} continuamos com este racioćınio,

usando novamente o corolário 2.2.6 e conclúımos que

f(x1, x2, . . . , xk) = λ(m1 +m2 + · · ·+mk)

≡ λ
∑
σ∈Hn

tσ(1)tσ(2) · · · tσ(n) (mod In),

e dáı
f(x1, x2, . . . , xk) ≡ λ

∑
σ∈Hn

tσ(1)tσ(2) · · · tσ(n) (modV ),

pois, In ⊆ V . Além disso
∑

σ∈Hn tσ(1)tσ(2) · · · tσ(n) ∈ V e portanto, f(x1, x2, . . . , xk) ∈ V .

Teorema 2.3.6. Seja K um corpo de caracteŕıstica zero. Então Cn(Mn(K)) = V .

Demonstração. Seja f(x1, x2, . . . , xk) ∈ Cn(Mn(K)). Podemos supor f multilinear.
Suponhamos ainda que f não é identidade polinomial Zn-graduada para Mn(K). Assim,
podemos escrever f na forma

f = λ1m1 + λ2m2 + · · ·+ λlml

onde m1, . . . ,ml são monômios multilineares em x1, x2, . . . , xk. Por f não ser identidade
Zn-graduada para Mn(K), existe uma substituição Standard S tal que f |S = λIn, para
algum 0 6= λ ∈ K. Logo, l ≥ n. Note ainda que para cada i = 1, . . . , l, temos mi|S = 0 ou
mi|S 6= Ejj. Temos ainda que para cada i = 1, . . . , n vai existir um ji ∈ {1, 2, . . . , l} tal que
mji |S = Eii. Dáı, juntando os termos m′jis tais que mji |S = Eii e usando o corolário 2.2.6,
conclúımos que

f(x1, x2, . . . , xk) ≡ α1mj1 + α2mj2 + · · ·+ αnmjn + β1mt1 + β2mt2 + · · ·+ βrmtr (modV )

onde r < l, α1, α2, . . . , αn, β1, β2, . . . , βr ∈ K. Pelo lema 2.3.5 temos que

α1mj1 + α2mj2 + · · ·+ αnmjn ∈ V.
Assim, segue que

f(x1, x2, . . . , xk) ≡ β1mt1 + β2mt2 + · · ·+ βrmtr (modV ).

Por f ∈ Cn(Mn(K)), temos que β1mt1 + β2mt2 + · · ·+ βrmtr ∈ Cn(Mn(K)). Se r < n, então
β1mt1 + β2mt2 + · · · + βrmtr ∈ In ⊆ V . Caso contrário, repetimos os mesmos argumentos
iniciais.
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