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Resumo

Neste trabalho apresentamos um estudo sobre identidades e polinomios centrais para a
algebra das matrizes M, (K). Mais precisamente, apresentamos as descrigoes das identidades
e polinémios centrais Z,-graduados para a élgebra M, (K) (matrizes n X n sobre um corpo
K), quando a caracteristica de K é zero.



Abstract

In this work we study polynomial identities and central polynomials for matrix algebras.
More precisely, we present the description of the identities and Z,,-graded central polynomials
for the algebra M, (K') (the n x n matrices over the field K) when the characteristic of K is
zZero.
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Introducao

Uma identidade polinomial de uma &lgebra A é um polinomio f(xy, zs, ..., x,) em varidveis
nao comutativas que se anula quando avaliado em quaisquer elementos de A. Dizemos que
A é uma Pl-algebra quando existe um polindomio nao nulo nestas condigoes. Podemos citar
como exemplos de Pl-algebras as algebras comutativas, as de dimensao finita e as nilpotentes.
Uma vez que as identidades polinomiais dizem muito sobre a estrutura de uma algebra, seu
estudo passa a ser de grande relevancia.

A teoria das algebras com identidades polinomiais, ou PI-teoria, teve inicio com trabalhos
de matematicos como Jacobson, Kaplansky, Levitzki, Dubnov e Ivanov (podemos citar como
exemplos [32], [33], [42], [18]), que tratavam da estrutura de anéis (ou algebras) que satisfazem
uma identidade polinomial, e comecou a se desenvolver mais intensamente por volta de 1950
quando foi provado o Teorema de Amitsur-Levitzki [16], o qual afirma que a dlgebra M,,(K)
das matrizes n X n sobre um corpo K satisfaz a identidade “standard” de grau 2n. Ao longo
dos anos, a Pl-teoria tem sido desenvolvida e exposta através de excelentes trabalhos (artigos
e livros) de matemédticos como Nagata, Higman, Posner, Amitsur, Herstein, Procesi, Rowen,
Shirshov, Drensky (podemos citar como exemplos [44], [31], [46], [2], [28], [29], [47], [52], [53],
[54], [17]) entre outros.

Uma das questoes centrais na Pl-teoria estd relacionada a descricao das identidades
polinomiais de uma algebra, isto é, a determinacdo de uma base para o T-ideal (ideal das
identidades) desta dlgebra. Em 1950, Specht levantou o seguinte questionamento: “Toda
dlgebra associativa possui uma base finita para suas identidades polinomiais?”.  Fsta
pergunta ficou conhecida como Problema de Specht. Em 1987, Kemer, em seu importante
trabalho ([35],[36]) sobre a estrutura dos T-ideiais em caracteristica zero, deu uma resposta
afirmativa para este problema. Contudo, Kemer nao mostra como determinar uma tal base
finita e portanto nao resolve o problema da descricao das identidades de uma algebra,
problema este que continua em aberto até hoje, tendo sido resolvido apenas para algumas
algebras em particular.

As identidades da &lgebra de Grassmann F foram descritas em caracteristica zero por
Latyshev [41] e por Krakowski e Regev [39] (veja também o artigo [26] para as identidades
de FE sobre corpos infinitos de caracteristica diferente de 2). A descrigdo das identidades de
M, (K) é conhecida apenas no caso n = 2 e foi dada por Razmyslov [50] e Drensky [16], em
caracteristica zero, e por Koshlukov [6], para corpos infinitos de caracteristica diferente de
2. No caso de K ser um corpo finito as identidades de M,,(K) foram descritas por Maltsev
e Kuzmin [40] no caso n = 2 e por Genov e Siderov quando n = 3 ou 4 ([24] e [25]).

Uma das maiores ferramentas no trabalho de Kemer foi o uso de identidades
graduadas. Este tipo de identidade é uma generalizacao das identidades ordinérias e tem uma
estreita relagdo com elas. As dlgebras E, My(K), M;,1(F) e E ® E possuem Zs-graduagoes
naturais e os geradores de suas identidades Zs-graduadas ja sao conhecidos. As identidades
Zo-graduadas de My (K) e de M 1(E) foram descritas por Di Vincenzo [15], em caracteristica
zero, e por Koshlukov e Azevedo [6], para corpos infinitos de caracteristica diferente de 2.
No caso das algebras M, (K), as identidades Z-graduadas e as Z,-graduadas foram descritas
para n qualquer por Vasilovsky ([57] e [58]), em caracteristica zero, e por Azevedo ([5] e [4]),



para corpos infinitos.

Um outro conceito também de grande importancia na Pl-teoria é o de polindmio
central. Um polinémio f(xy,zs,...,x,) é dito central para uma &dlgebra A se resulta em um
elemento do centro de A quando avaliado em quaisquer elementos desta algebra. As
identidade polinomiais sao exemplos naturais de polinomios centrais, conhecidas por
polinomios centrais triviais. Os polinomios constantes também sao considerados polinomios
centrais triviais. Em 1956, Kaplansky [34] propos um problema sobre a existéncia de
polinémio central nao-trivial (isto é, ndo identidade e sem termo constante) para a élgebra
das matrizes M,,(K), onde n > 2, sendo que no caso n = 2 ja se conhecia o polindémio de
Hall [x1, 29][xs, x4] + [73, 24][21, 2]. Este problema foi solucionado de maneira independente
por Formanek (veja [19]) e por Razmyslov (veja [49]).

No caso das algebras M, (K), geradores dos polinomios centrais sdo conhecidos apenas
no caso n = 2, e foram determinados por Okhitin [45], quando char K = 0, e por Colombo
e Koshlukov [14], quando K ¢ infinito e de caracteristica diferente de 2. Uma descrigao
detalhada da estrutura de médulo dos polinomios centrais para My (K), quando char K = 0,
pode ser vista em Formanek [20]. No caso da algebra exterior, um estudo dos polinémios
centrais ¢é feito em [1].

A importancia dos conceitos de identidades polinomiais e polindomios centrais graduados,
e o fato de se saber pouco sobre as descricoes das identidades e dos polindomios centrais
da algebra das matrizes sobre um corpo sao motivagoes importantes para o estudo de tais
polindmios. Neste trabalho, apresentaremos um estudo sobre a descricao das identidades
e polinomios centrais Z,-graduados para a algebra M, (K’), no caso de K ser um corpo de
caracteristica zero. No caso das dlgebras M, (K), as identidades Z,-graduadas foram descritas
para n qualquer por Vasilovsky ([57] e [58]), em caracteristica zero, e por Azevedo ([5] e [4]),
para corpos infinitos. Ja os polinémios centrais Z,-graduados foram descritos por Brandao
[10].

Esse trabalho esta organizado em dois capitulos. No primeiro capitulo sao apresentados
conceitos e resultados basicos necessarios para o desenvolvimento do trabalho.
No segundo, apresentamos as descricoes das identidades e polinomios centrais Z,,-graduados
para a algebra M,(K), onde K é um corpo de caracteristica zero. Nestas descrigdes
consideramos a graduagao natural de M, (K) pelo grupo Z,.



1 Capitulo 1

1.1 Algebras

Neste capitulo apresentaremos os conceitos e resultados necessarios para o desenvolvimento
deste trabalho (podemos citar [11], [13], [21], [30], [22], [23], [27], [43]). No texto K denotard
um corpo e, a menos de alguma mencao em contrario, todas as algebras e espagos vetoriais
serao definidos sobre K.

Definicao 1.1.1. Uma K-dlgebra (dlgebra sobre K ou dlgebra) é um par (A,*), onde A €
um espaco vetorial e x € uma operacao bindria em A que € uma aplicacao bilinear, ou seja,
x: Ax A— A satisfaz

I)(a+b)xc=a*xc+bxc

IN)ax(b+c)=axb+axc

IIT) (Aa) *b=ax (\b) = A(a*b)

para quaisquer a,b,c € A e A € K.

Na definicao acima, * é chamado de produto ou multiplicacao. Para simplicidade de
notagao, denotaremos uma K-algebra (A, x) por A e escreveremos ab ao invés de a * b, para
a,b,€ A. Definimos ajas...a,a,41 por (ajas...a,)a,+1 para a; € A. Um subconjunto
serd dita uma base da dlgebra A se § for uma base de A como espago vetorial. Neste caso,
definimos a dimensao de A como sendo a dimensao do espago vetorial A.

Definicao 1.1.2. Uma dlgebra € dita ser:
o Associativa se (ab)c = a(bc), para quaisquer a,b,c € A;
e Comutativa se ab = ba, para quaisquer a,b € A;

e Unitaria se o produto possui elemento neutro, isto €, se existe um elemento 14 € A
chamado de unidade de A tal que 14a = aly = a, para todo a € A;

o Algebra de Lie se para quaisquer a,b, ¢ € A valem a®> = aa = 0 e (ab)c+(be)a+(ca)b = 0
(identidade de Jacobi);

e Nilpotente se existir n € N tal que o produto de quaisquer n + 1 elementos de A com
qualquer disposi¢ao de parenteses € igual a zero (se A é de Lie ou associativa, isto
equivale a dizer que ajasg...anany1 = 0 € A). Neste caso, definimos o indice (ou
classe) de nilpoténcia de A como sendo o menor n que satisfaz essa condi¢ao.

e Nil se para cada a € A, existe n € N tal que a™ = 0. O elemento a é chamado de
nilpotente e o menor natural n com tal propriedade € denominado indice de Nilpoténcia
de a. quando eziste n € N tal que a™ = 0 para todo a € A, dizemos que A € nil de
indice limitado.

Ao longo desse trabalho A denotara uma algebra associativa, a menos de mencao contraria.
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Definicao 1.1.3. O comutador de dois elementos a,b € A € definido por |a,b] = ab — ba.

Observacao 1.1.4. Na identidade de Jacobi para todo a,b,c € A, temos
[a, [b, c]] + [, [a,b]] + [b, [c,a]] =0, onde [, | € chamado comutador.

Observagao 1.1.5. Se A ¢é uma dlgebra nilpotente, entao €é nil de indice limitado.
Claramente uma dlgebra nil nao pode ter unidade.

De fato, suponha que possui unidade, entao existe n € N tal que 1" = 0. Note que
1=1-1-1...1=0=1=0, um absurdo!
—_—

n—vezes

Observacao 1.1.6. Se A e B sao espacos vetoriais, 5 uma base de A e f: 3 — B € uma
aplicagao qualquer, entao existe uma unica aplicagao linear F: A — B estendendo f. Além
disso, se g : B X 8 — A € uma aplicagao bilinear G : A x A — A estendendo g. Assim,
para definir uma estrutura de dlgebra em A, basta definir o produto para os elementos de uma
base. Uma vez definido o produto, verifica-se que A é uma dlgebra associativa se, e somente
se, (v1v2)vg = v1(vev3) para quaisquer vy, vy, v3 € B. Isto deve-se ao fato de que a aplicagao
h:AxAxA— A, definida por h(a,b,c) = (ab)c — a(bc), sendo trilinear, é nula se, e
somente se, € nula em 8 x 3 x [3.

Exemplo 1.1.7. O espaco vetorial M,,(K) das matrizes nxn com entradas em K, munido da
multiplicagcao usual de matrizes, é uma dlgebra associativa com unidade a qual é exatamente
a matriz identidade I,,.

Verificando para n = 2. Sejam A, B,C € My(K) onde A = ( CCL b ), B = ( ¢/ )

d g h
_ ([t
C_(k l).Noteque

~[(2 )G OIG)
i) (et

i

( k

( (ae + bg)i + (af + bh)k (ae~|—bg)j+(af+bh)l>
k

(ce +dg)i + (cf +dh)k (ce +dg)j+ (cf + dh)l

Por outro lado,

)(ez—l—fk: €j+fl)
gi+ hk g7+ hl

( alei+ fk) 4 b(gi + hk) a(ej + f1) +b(gj + hl) )
\ clei+ fk)+d(gi+ hk) clej + fl) +d(gj + hl)

Como a soma ¢ a multiplicagdo usual s@o associativas, obtemos que (AB)C' = A(BC).
1

Observe ainda que, sendo I = ( 01

> a matriz identidade, temos
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a b 10 a b 10 a b a b
an=(0 ) (o) =(0a) e pa=(o ) (ra)=(0)

Portanto, I é a unidade de M, (K).

Nesta dlgebra ¢ importante destacar as matrizes elementares E;;, para 1 <4,j5 < n, onde
FE;; ¢ a matriz cuja tnica entrada nao nula é 1 na i-ésima linha e j-ésima coluna. E fAcil
ver que elas formam uma base para M, (K) e portanto a dimensao desta dlgebra é n?. Mais
geralmente, se A é uma &lgebra, consideremos o espago vetorial M, (A) de todas as matrizes

n x n com entradas em A. O produto em M, (A) é andlogo ao produto em M, (K). Temos
que M, (A), munido deste produto, é uma &lgebra.

Exemplo 1.1.8. Seja V' um espago vetorial com base {eq, ez, es,...}. Definimos a dlgebra
de Grassmann (ou dlgebra exterior) de V, denotada por E, como sendo a dlgebra com base

{1E;ei1€i2~--eik|i1 < < Zk,k > 1}

e cujo produto € definido pelas relagoes ez = 0 e e;e; = —eje; para quaisquer i,j € N.

Destacamos em E os seguintes subespacos vetoriais:
e Fjy, gerado pelo conjunto {1g,e€; €, ...¢;, |m é par}
e Fy, gerado pelo conjunto {e; e, ... e; |k é impar}.

Claramente, F = Ey@® E; como espaco vetorial. Desde que e;e; = —eje;, observe que trocando
a posicao de e;, tem-se

m
i1Cig + + - Cipy )€1 Cjig - - - €5 ) = \— Ji\%i1Cig - - G J\Cgp - - - Cg
(€ €5y - - €5, )(€5,€5, ... €)= (—=1)"e; (e, € e, (e ej)
agora, trocando a posicao de e;, tem-se
m m
i1Cig + -+ Cipy J\Cj1 €y - - - Cj ) = (— - J1%g2\®i1 g - - - Cip J\Cyg3 - - - Ey
(i €5y - €1 )(€,€4, .. €5.) = (—=1)"(=1)"ej e, (e e, )(e e;)
continuando com esse processo obtemos que
<6i16i2 s eim)(ejlejz s ejk) = (_1)mk(ej16j2 T 6jk)(ei16i2 s eim)

para quaisquer m, k € N. Assim, podemos concluir que para quaisquer a € Ey e x € E temos
que ax = xa, e para quaisquer b, c € F; temos que bc = —cb. E fécil ver que se charK = 2,
entao E é uma algebra comutativa.

Considerando E’ a élgebra com base {e; €, ...k 11 < is < ...ix, k > 1} temos que E' nao
tem unidade e é chamada de algebra exterior sem unidade.

Se A é uma é&lgebra associativa e a,b € A, definimos o comutador [a,b] = ab — ba e
aob = ab+ ba. Mais geralmente definimos o comutador de comprimento n como sendo
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lai, ... an_1,a,) = [la1,...,an_1],an], onde a; € A. A partir de um célculo direto, podemos
mostrar que

lab, c] = alb,c] + [a,c]b para quaisquer a,b,c € A (1)
De fato, veja que [ab, c] = abc — cab. Por outro lado temos que

afb, ] + [a, c]b = a(bc — ¢b) + (ac — ca)b
= abc — acb + acb — cab

= abc — cab
Portanto, [ab, ¢] = a[b, ] + [a, c]b.

Seaec AeT,: A — Aétal que T,(z) = [z,al], entdo por (1) segue que 7T, é uma
derivacao. Logo, usando indugao sobre n pode-se mostrar que

n
[alag...an,c] = Zal...ai,l[ai,c]aiﬂ...an (2)
i=1

Se A é uma algebra , V e W subespacos vetoriais de A, definimos o produto VW como
sendo o subespaco vetorial de A gerado pelo conjunto {zy|x € V,y € W}.

Definicao 1.1.9. Um espaco vetorial B de uma dlgebra A serd denominado de subdlgebra
de A se BB C B el e B. Un subespaco vetorial I de A serd denominado de ideal de A se
AI C 1T elAC 1, ou seja, se ax,xa € I para quaisquer a € A ex € 1.

Definigao 1.1.10 (Subélgebra gerada). A subdlgebra de A gerada por S, geralmente
denotada por K (S), como sendo a interse¢ao de todas as dlgebras de A que contém SU{1}.
Caso a dlgebra nao tenha unidade tira-se o 1 dessa definigao.

Exemplo 1.1.11. Considere a dlgebra exterior E. Dado n € N consideremos o subespaco
E, de E gerado pelo conjunto

{1,6i16i2...6ik|i1<i2<...ik§n}.

O subespaco E,, € uma subdlgebra de E de dimensao 2" e é a dlgebra exterior do espago veto-
rial com base {e1, eq,...,e,}. E possivel verificar esse fato através de uma rela¢ao biunivoca
com o conjunto das partes P(A).

Exemplo 1.1.12 (Centro de uma 4&lgebra). Seja A wma dlgebra. O conjunto
Z(A) ={a € Alax = xa,Vr € A} é uma subdlgebra de A denominada centro de A. Um fato
conhecido da Algebra Linear elementar é que dadon € N tem-se Z(M,(K)) = {Mxn| A € K}
(matrizes escalares). Se A = E (dlgebra exterior), entao Z(E) = Ey (charK # 2).
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Verificaremos para o caso de n = 2. Seja A € K, temos que \loyo = ( A0 ) . Considere

0 A

Ty T2

X € My(K), onde X = ( ) Note que

T3 T4

(A0 T T2\ [ A Az
)\IQXTX_(O )\><x3 :c4)_<)\x3 )\x4)‘

. r1 To A0 o .fL'l)\ i['g)\
X /\]2X2 - ( T3 T4 > ( 0 A ) - ( I‘g)\ 134)\ ) '

Como a multiplicagao usual é comutativa temos que Alyo - X = X - Aoyo, para quaisquer
X eM(K)ele K.

Reciprocamente, tome ( i g] ) € Z(My(K)). Note que

COED-GDE D)

Dai, temos que y = z = 0. Logo, ( x

Por outro lado,

0

(50 (05)=(5 0 ) =t e (G 0) (5 2)= (5 0) ot

Segue que Z(My(K)) C  {Ahx| A€ K}. E portanto, temos a igualdade
Z(MQ(K)) = {)\IQX2| AE K}

0
w | se r = w teremos

Agora, suponha char K # 2. Considere a € Z(F), entao ax = xa,Vx € E. Assim, a € Ej
e consequentemente Z(E) C Ey. Considere agora b € Fy, note que bc = —cb, Ve € Ej, sendo
charK #2 = b ¢ Z(E) = E, ¢ Z(E). Porém, se b € Ey, entdo bc = cb para qualquer
¢ € Ey. Segue que b € Z(F) implicando que Fy C Z(FE). Portanto, Z(E) = Ey.

Exemplo 1.1.13. Sejam A uma dlgebra e ) # S C A. Consideremos o subespaco Bs de
A gerado por {1,s18y...8x| k € N;s; € S}. Temos que Bs é multiplicativamente fechado e
1 € Bg. Portanto, Bs € uma subdlgebra de A, chamada de subdlgebra gerada por S. Além

disso, toda subdlgebra de A que contém S deve conter Bs e assim Bg € a menor subdlgebra
de A contendo S.

Definicao 1.1.14. Sejam A e B duas dlgebras. Uma transformacgao linear
¢ : A — B é um homomorfismo de dlgebras se p(z,y) = p(x)p(y) para quaisquer
z,y € A e o(la) = 1. Dizemos que ¢ é um mergulho (ou monomorfismo) se ¢ €

um homomorfismo injetivo, tsomorfismo se ¢ € bijetivo, endomorfismo se ¢ é um
homomorfismo e A = B e automorfismo se ¢ é um endomorfismo bijetivo (endomorfismo
e isomorfismo ao mesmo tempo).
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Denotamos por EndA e AutA os conjuntos dos endomorfismos e automorfismos,
respectivamente, da algebra A. Se existir um isomorfismo ¢ : A — B, dizemos que as
algebras A e B sao isomorfas e denotamos por A ~ B.

Dado ¢ : A — B um homomorfismo de dlgebras, o conjunto Kerp = {a € A| p(a) =0}
é um ideal de A, chamado de nmicleo de ¢, e o conjunto Imp = {¢(a)|a € A}, chamado de
imagem de @, é uma subalgebra de B.

Sejam A uma &lgebra e I um ideal de A. Consideremos no espaco vetorial quociente
A/I o produto (a+ I)(b+ I) = ab+ I para a,b, € A. Tal produto estd bem definido, pois,
independe da escolha dos representantes das classes laterais e torna o espago vetorial A/
uma algebra. A dlgebra A/I é conhecida por dlgebra quociente de A por I. Denotaremos
a+ I por a. Seja ¢ : A — B um homomorfismo de algebras. Se I é um ideal de A e
I C Keryp, entao a aplicacao

p: A/l — B
a— ¢(a) = ¢(a)

¢ bem definida e ¢ um homomorfismo de &dlgebras. Se I = Kery, entao ¢ ¢ injetora e
consequentemente A/ Kery ~ I'mgp.

A seguir mostraremos alguns exemplos de homomorfismos.

Exemplo 1.1.15. Sejam A uma dlgebra e I um ideal de A. A aplicagio 7 : A — A/I,
definida por m(a) = a, é um homomorfismo de dlgebras chamados de projegcao candnica.

De fato, sejam a,b € A. Observe que

m(ab) =ab=ab+1=(a+I1)(b+1)=a-b=r(a)r(b).

Além disso,
7T(1A) =14=14+1

onde 14 + I é a unidade de A/I. Portanto, 7 é um homomorfismo de algebras.

Exemplo 1.1.16. Seja A uma dlgebra. dizemos que um elemento a € A € invertivel se
eziste a=' € A tal que aa™' = a'a = 1. Vamos denotar por U(A) o conjunto dos elementos
invertiveis de A. Se r € U(A), a aplicagao & : A — A, definida por &.(x) = r~tzr, é um
automorfismo de A, chamado de automorfismo interno determinado por r.

Considere a,b € A, note que
()6 (b) =rtar -rtbr =177 ta - 1 br = r~tabr = &,.(ab)
Além disso,

EM)=rt1l-r=rtr=1
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Logo, &, ¢ um homomorfismo.
Agora, observe que

Ker&, = {a € Al&(a) =0} = {a € Alr~'ar =0} = {0}.

Assim, &, é injetiva e como &, é definida A — A tem-se a sobrejetividade. Portanto, &, é
um automorfismo.

Exemplo 1.1.17. Seja A’ uma dlgebra sem unidade. Consideremos o espago vetorial
A=Kao A ={\a)| e K,ae A’}.
Definimos em A o sequinte produto
(A1, a1) (A2, a2) = (A A2, Aas + Aaay + ajas).

O conjunto A munido desse produto é uma dlgebra associativa com unidade (o elemento
(1,0)). A aplicagio ® : A* — A definida por ®(a) = (0,a) € um mergulho. Dizemos que A
¢ obtida de A’ por adjuncao da unidade.

Verificaremos primeiramente que A é uma algebra. Sejam (A1, ay), (A2, a2), (A3,a3) € A e
A € K, observe que:
Distributividade:

[(A1,a1) + (A2, a2)](A3,a3) = (A1 + A2, a1 + a2) (A3, as)

= (A + A2)As, (A1 + Aa)ag + As(ay + a2) + (a1 + ag)as)
= (M3 4+ Aods, Aras + Agag + Azar + Asaz + aras + azas)
= (M3, Araz + Azar + aras) + (A2, Aeas + Azas + azas)
= (

A1y a1)(Ag, a3) + (A2, az) (A3, as)

Por outro lado temos,

()\1, CL1>[()\2, ag) + (/\3, a3)] )\1, al)()\z + /\3, as + Clg)

= (

= (MM + A3), A(ag + az) + (A2 + A3)ag + ag(az + as))
= (M2 + MiAs, Aag + Aras + Aaaq + Asaq + aras + aras)
= (A1 Ao, Adras + Aoy + aras) + (A As, Aias + Aszaq + ara3)
= (A, a1)(Ag, a2) + (A1, a1) (A3, a3)

Comutatividade com um escalar:

[/\()\17611)]()\27%) = (>\)\1, )\al)()\%@)
= ()\)\1)\2, )\)\1&2 + )\2)\661 + )\alag)

Como A comuta com qualquer elemento na multiplicacao usual podemos concluir que

A1, a1)](Ag, a2) = (A1, a1)[A(Ag, az)] = A1, a1) (A2, az)
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Associatividade:

(A1, a1)(Ag, a2)](As, as) =(A1 A2, Arag + Aaay + aras)(As, as)
:()\1>\2)\3, )\1)\2&3 + /\3()\1&2 + )\2@1 + a1a2)+
+ (/\1&2 + )\gal + alag)CLg)
:()\1)\2)\3, )\1)\2&3 + )\3)\1&2 + )\3)\2@1 + )\3&1&2 + )\1@2613 + )\2&1@3"‘
+ a1a2a3)
:(/\1>\2)\3, )\1)\26L3 + )\1)\3@2 + )\10,2@3 + )\2)\30,1 + al)\gag + CL1)\36L2+
-+ a1a2a3)
:(/\17 al) K)\Qv a?)(A37 a3)]
Verificando a unidade, tome (A, a), (A,a1) € A. Note que
(A, a)(A1,a1) = (AN, Aay + Aa+aay) = (A, a) & A=1ea=0.
Por outro lado,
(A, a1)(N\a) = (M Aa + Aay + ara) = (M,a1) @ A=1ea=0

Portanto, (1,0) é a unidade da algebra A.
Agora, sejam a,b € A’, observe que

®(a) - P(b) = (0,a)(0,b) =(0-0,0-b+0-a+ ab) = (0,ab) = ®(ab).
Note também que,

Ker® = {a € A'|®(a) =(0,0)} = {a € A'|(0,a) = (0,0)} = {(0,0)}.
Portanto, ® é de fato um mergulho.

Exemplo 1.1.18. As dlgebras E (dlgebra exterior) e K @& E' sdo isomorfas, pois,
Vv K@ E — E, definida por (A, x) = A+ x € um isomorfismo.

De fato, sejam (A, z), (8,y) € K & E', temos que
(A 2)(B,y) = (AB, Ay + Bz + zy).
Note que
V(AB, Ay + Br +xy) = A8+ Ay + Br +xy = (A +2)(B +y) = (A, 2)¥(8,y).

Além disso, ¥(1,0) = 14 0 = 1. Portanto, 1) é um homomorfismo.
Agora observe que,

Kery={(\z) e K@ E'|Yv(\z)=0}={(\,z) e K& E'|\+2=0}={(0,0)}.

Logo, v é injetiva.
Seec E, tem-se e = X\ +e;,€,...¢,, k> 1. Note que

1/1()\,61‘161‘2 .. .eik) = A + €i,€iq - ..€ik,l€ Z 1.

Logo, 1 é sobrejetiva e portanto, K & E' ~ E.
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Definicao 1.1.19. Dados A e B espacos vetoriais, definimos o produto tensorial de A e B,
e denotamos por AQ B, como sendo o espago vetorial gerado pelo conjunto {a ® bja € A,b € B}
onde os elementos a ® b sdo chamados de tensores e satisfazem

(a1 4+ a2) @b = (a1 @b) + (a2 @ b)
a® (by+b) =(a®by)+ (a® by)
(Aa) @b = Aa®0D)
a® (Ab) = Aa ® b)

para quaisquer ay,as,a € A, by,ba,b € B e A € K. Portanto, os elementos de A ® B sao da
forma Y77 a; ®b;, onde a; € A e b; € B.

Nao ¢ dificil ver que se 81 e [y sao bases de A e B, respectivamente, entao o conjunto
f={a®bla€ p1,b€ P} é uma base de A ® B. Sabe-se também que se V' é um espagco
vetorial e f : A x B — V é uma aplicacao bilinear, entao existe uma tnica transformagao
linear ¢ : A ® B — V satisfazendo ¥(a ® b) = f(a,b). Tal propriedade é a conhecida
Propriedade Universal do Produto Tensorial.

Demonstracao. Dados A, B e V' espacos vetoriais sobre um mesmo corpo K e uma aplicacao
bilinear f: A x B — V, devemos entao provar a existéncia de um espaco A ® B e de uma
aplicagao h : Ax B — A® B, depois a existéncia, unicidade e linearidade da transformagao
L:A® B —V, tal que f(a,b) = L(a ®b).

Existéncia e unicidade:

Sejam A* e B* os espagos vetoriais duais de A e B, ou seja, os espacos dos funcionais
lineares A — K e B — K, respectivamente. Dados a € A e b € B, definimos um funcional
bilinear a ® b em A* x B* como sendo:

a®b:A*x B* — K (3)
(¢, 0) — ¢(a)p(b)

Sendo L(A*, B*, K) o espaco de todos os funcionais bilineares em A* x B*, seja A ® B
o subespaco desse conjunto, gerado por todos os a ® b. Sabemos que seus elementos sao da
forma

o = Z a;a; X bi, (4)
=1

onde assumimos que «; # 0, Vi.
Considerando uma aplicacao f : Ax B — V bilinear, afirmamos que, se existe uma aplicacao
linear L : A® B — V tal que f(a,b) = L(a®0b), entao, utilizando a linearidade de f, temos
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que L deve ser dada por

n n n

L(a) = Z L(osa; ® b;) = Z flasag, b;) = Z a; f(ai, b;) (5)

i=1 =1 i=1

A unicidade de L segue da sua existéncia.

Agora mostraremos que L estd bem definida. Tome « = 0, ou seja, verificaremos que
Yor i f(ai,b;) = 0. Note que

iaiai(@bi—ZO@az ®b —Zaz zz (6)
=1

Zaif(aiu i Zf O‘zaw z Zf a;, ;b z (7>
=1

Assim, podemos considerar que o; = 1, Vi.

Utilizaremos indugdo em n. Ao considerarmos n = 1, de (4) teremos que o = a ® b. Por
hipdtese a = 0, ou seja, a ® b = 0. Com isso temos dois casos:

e Sea=0o0ub=0,entao L(a) = f(a,b) = 0.

e Sea#0eb#0, entdo existem elementos ¢ € A* e p € B* tais que ¢(a) # 0 e ¢ # 0.
Entretanto,

0= (a®@Db)(¢, ) = dla)p(b) # 0

o que é um absurdo!
Logo, a prova é valida para n = 1.

A hipétese de inducio é que se @ = > a;®@b; = 0, entdo S°1—, f(a;, b;) = 0. O objetivo
é mostrar que L(a) = 3.1 f(a;,b;) = 0 considerando que a = 37" a; @ b; = 0.

Observe que se algum a; ou algum b; forem iguais a zero, podemos eliminar os termos
correspondentes das duas equagoes e assim supor que a; # 0 e b; # 0,Vi. Em particular,
podemos afirmar que existe um funcional ¢y € B* tal que pg(b,) # 0. Agora de (3) temos
que,

a(¢, ¢o) Z ¢(a;)o(b (Z o (b ) (8)

Como (8) vale para todo ¢ € A*, teremos que

n

> olbi)a; = 0. (9)

=1
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Além disso, como ¢y (b,) # 0 podemos considerar

Vi = 10
2obn) (10)
Dali, obtemos
n—1 n—1 (b)CL
wo(bn)an + Zgoo(bi)a,- =0=a, + Z % =0
i=1 i=1 rOo\Un

n—1

:>an+2%a,~:0

i=1
n—1

= ap = — Z%‘ai (11)
i=1

Logo, utilizando (11) temos,

n—1

0:a:§:az®b222az®bz+an®bn
i=1 1=1

n—1

n—1
= Zai ® b; + <—Z%‘ai> ® by,
i=1 i=1

n—1

= Zaz’ & (bz - %bn)

i=1
Utilizando (11) novamente podemos escrever:

n—1

L(a) = Z flai, b;) = Z fai, bi) + f(an, bn)

=1

n—1 n—1
=D flanb)+f <— > vai, bn)
=1 =1

n—1

= Z f(az‘, b; — ’Yz‘bn);

i=1

como a aplicagao ® ¢ bilinear. f também ¢é bilinear. Pelo hipdtese de inducao,
n—1
> flai bi = iby) = 0.
i=1
Logo, L(«) = 0. E da construgao, claramente L ¢é linear. O
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Usando a propriedade Universal do Produto Tensorial podemos definir uma estrutura de
algebra em A ® B. Considere duas bases 1 e 5y de A e B, respectivamente. Definimos
(a1 ® by)(az ® by) = ajas @ byby

temos que A ® B, munido deste produto, é uma algebra associativa, chamada de produto
tensorial das algebras A e B. O elemento 14 ® 15 é a unidade desta algebra. De fato,
considere a; ® by, a9 @ by, a3 ® b3 € A® B e A € K, observe que:
e Condigao (I):
[(a1 ®b1) + (a2 ® by)](az @ bs) = [(ay + az) @ (b1 + b2)](as @ bs)
(al + ag)ag, X (bl + bQ)bg
= (a1a3 + azaz) @ (bibs + babs)
= (aia3 ® b1bs) + (azas ® bybs)
( & bl)(3®b3) ((ZQ & bz)(g@bg)
e Condigao (II):
((Zl X bl)[(ag X bg) + ((13 X b3)] = (a1 X bl)[(ag + &3) X (b2 + bg)]
= al(ag + a3) X bl(bg + bg)
= (a1a2 + CL1(L3) & (blbg + blbg)
= (a1a2 X blbg) + (a1a3 X blbg)
= (a1 @ b1)(az ® ba) + (a1 ® by)(az ® bs)
e Condigao (III):
[A(a1 ® b1)](as @ by) = (Aar ® by)(az ® by)
= Aaias @ biby
= al)\&g &® ble
= (a1 @ b1)(Aag @ bo)
= (a1 & bl)[)\(az (%9 bg)]

)\[(&1 & bl)(ag & bQ)] = )\(CZlCLQ ® blbg)
= Aajas @ biby
= ajas ® \biby

Portanto, A ® B é uma algebra.
Agora verificando a associatividade:

[(a1 ® b1)(az ® ba)|(as ® bg) = (ar1a2 ® biby)(az ® bs)
= a1a2a3 @ b1bobs
= (a1 X bl)(agag X bgbg)
= (a1 ® b1)[(az ® by)(as @ bs)]

Concluimos que A ® B é uma &lgebra associativa.
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Exemplo 1.1.20. Seja A uma dlgebra. Tem-se que M,(K)® A ~ M,(A).

De fato, considere a transformagao linear ¢ : M,(K) ® A — M,(A) tal que
o(Ei; ® a) = ak;;, onde ak;; é a matriz de M,,(A) que tem a na entrada (7, j) e zero nas
demais. ¢ é um isomorfismo de édlgebras.

Primeiramente, observe que {aE;;|1 <i,j <n,a € 8} onde § é uma base de A, é uma base
de M, (A) como espago vetorial. Note que,

“ [0 ,se j #k
(aEij)(bEw) = { (ab)Ey ,se j =k

Se j # k e aE;;,bEy € M,(A) temos que
o((Bij @ a)(Bu ®b)) = o((Eyj @ a)p(Ex @ b)) = (aF;;)(bEw) = 0.
Se j =k, tem-se

p((Eij ® a)(Ey @ b)) = o(EijEn @ ab)
= @(E; ® ab) = abE;
= (aEij)(bEw)
= (B @ a)p(En ® ).

Assim, ¢ é um homomorfismo de algebras.
Agora, considere a transformacao linear

v My(A) — M,(K)® A
ClEij — 1/1((1Ez]) = Eij X a

Veja que
(Vo) (B ®a)=Y(p(Ey; ®a)) =(abiy) = By ®a

(pov)(aEy) = ¢(Y(aEy)) = p(Ei; ® a) = aki;.
Logo, 1 = ¢! e portanto ¢ é biunivoca. Concluimos que M, (K) ® A ~ M,(A).

1.2 Identidades Polinomiais

Definicao 1.2.1. Seja V uma classe de dlgebras. Dizemos que uma dlgebra FF € V € uma
dlgebra livre de V se existe um subconjunto Y gerador de F' tal que para toda dlgebra
A€V e toda aplicagao h - Y — A existe um unico homomorfismo de dlgebras ¢ : F — A
estendendo h. F € entao dita ser livremente gerada por'Y e a cardinalidade |Y'| do conjunto
Y ¢é chamada de posto de F.
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A seguir construiremos uma &lgebra livre na classe de todas as dlgebras associativas
unitarias. Seja X = {x1,25,...} um conjunto nado-vazio e enumeravel de varidveis nao
comutativas. Uma palavra em X é uma sequéencia x;,;, ---x;, onde n € N e diz-se que
duas palavras xj xj, - -- @, € xj X, -+ -, SA0 iguais se n = m e i1 = ji,% = J2,... %y = Jn.
Consideremos K (X)) o espago vetorial que tem como base o conjunto de todas as palavras em
X. Dessa forma, os elementos de K (X), que chamaremos de polindmios, sdo somas (formais)
de termos (ou monémios) que sao produtos (formais) de um escalar por uma palavra em X.
Consideremos em K (X) a seguinte multiplicac¢ao

(Tiy @4, ) (T, - 25,) = @4, Ty - -+ T3, Ty, Ty - - - T, onde x,, 15, € X,

O espago vetorial K (X) munido deste produto é uma algebra associativa (Obs. 1.1.6) com
unidade, que é a palavra vazia a qual denota-se por 1. Observe que X gera K (X) como
algebra.

Proposicao 1.2.2. A dlgebra K (X)) € livre na classe das dlgebras associativas com unidade.

Demonstrag¢ao. Seja A uma algebra e h : X — A uma aplicagao qualquer tal que h(x;) = a;
para i € N. Da observacao 1.1.6, existe uma tnica aplicagao linear ¢y, : K (X) — A tal que
on(1) = 14 e ep(zi @iy -+ - 5,) = aj,a4, - -+ a;,. Dal, tem-se que ¢, é um homomorfismo de
algebras que satisfaz ¢p|x = h. O]

Defini¢ao 1.2.3. Seja A uma dlgebra. Um polinémio f(xy---x,) € K (X) (ou a expressao
f(zy---x,) =0) € dito ser uma identidade polinomial da dlgebra A, se f(xqy---x,) =0
para quaisquer ay, ..., a, € A.

Observemos que f = f(zy---z,) é uma identidade polinomial de A se, e somente,
f pertence aos nucleos de todos os homomorfismos de K (X) em A. Denotando por T'(A)
o conjunto de todas as identidades polinomiais de A, dizemos que A é uma algebra com
identidade polinomial ou PI-dlgebra se T(A) # {0}. Se A; e Ay sdo algebras tais que
T(Ay) =T(A,y), dizemos que A; e Ay sao PI-equivalentes.

A seguir alguns exemplos:

Exemplo 1.2.4. Se A é wuma dlgebra comutativa, entdo o polinomio comutador
f(z1,x0) = |21, 23] = @129 — 21 € uma identidade polinomial de A.

Sejam aq,as € A. Note que
f(al, az) = [ah az] = G102 — A201.
Como A é uma algebra comutativa temos que
fla1,a2) = ayay — ayay = 0.

Portanto, o polindmio comutador é uma identidade polinomial de A.
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Exemplo 1.2.5. A dlgebra de Grassmann E é uma Pl-dlgebra, pois, o polinémio |xy, xs, x3]
¢ uma tdentidade polinomial de E.

Basta observar que, dados a,b € E, tem-se [a,b] € Ey = Z(F). E portanto,
[a,b,c|] = [[a,b],c] =10,c] =0
para quaisquer a,b,c € E.

Exemplo 1.2.6. A dlgebra My(K) satisfaz a identidade f(x1,22,23) = [[x1,72]?, 23]
conhecida como a identidade de Hall.

De fato, seja

Temos que, p(x) = det(xldy — a). Dai,

T —an —Q12

z) = det
p( ) —a21 T — a2

= ($ - a11)($ - a22) — 11012

= 2” — x(ax + a11) + (ana — azam).
Assim, o polinomio caracteristico de a é
pla) =a® —a-Tr(a) + det(a)Idy =0

Se by,by € My(K) matrizes quaisquer e a = [by,by] entdao Tr(a) = 0 e também
[b1,b2)? = det([by, bs])[dy € Z(My(K)). Logo, para by € My(K) temos [[by, by)?, bs] = 0.

Definicao 1.2.7. Fizado n denote por

Sn(xh s 7xTL) - Z (-1)0370—(1) “ " Ta(n),

oESH

o polinémio standard de grau n, onde S, é o grupo simétrico de grau n e (—1)7 € o
sinal da permutacao o.

Exemplo 1.2.8. Toda dlgebra de dimensao finita € uma Pl-dlgebra.

De fato, Seja A uma é&lgebra de dimensao finita e § = {vy,--- ,v,,} uma base para A.
Suponha m < n e tome aq,--- ,a, € 3, tome

m
a; = E Q5.
Jj=1

Temos que

m m

Sp(ay, - ,ay) = Z . Z(O‘Ul ce 00y ) SV, - v,) = 0,

Jj1=1 Jn=1
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ou seja, se uma algebra tem dimensao finita, temos que o polinémio standard de grau n é uma
identidade  polinomial para esta  algebra. Em [3] foi provado que
Son(T1,...,22n) € T(Mn(K)), fato conhecido por Teorema de Amitsur-Levitzki.
Posteriormente, foram apresentadas outras demonstragoes deste teorema (veja [38], [56], [50]
e [51]).

Definigao 1.2.9. Um ideal I de K (X) € dito seu um T-ideal se ¢(I) C I para todo
¢ € EndK (X), ou equivalentemente, se f(gi1,...,9,) € I para quaisquer f(xq,...,x,) € I
el gn € K(X).

Proposigao 1.2.10. O conjunto T'(A) das identidades de uma dlgebra A é um T-ideal de
K (X). Reciprocamente, se I é um T-ideal de K (X), entao existe alguma dlgebra B tal que

T(B) =1I.
Demonstragio. E facil ver que T(A) é um ideal de K (X). Sejam f(21,...,2,) € T(A) e
¢ € End(K (X)), se ¢ : K (X) — A ¢ um homomorfismo qualquer, entao

V(p(f) = @Wop)(f) =0,

pois, ¥ o ¢ : K(X) — A é um homomorfismo de algebras e f € T(A). Logo,
o(f) € Kerf(y) e portanto, ¢(f) € T(A).
K {X)

Reciprocamente, seja I um T-ideal de K (X). Consideremos a algebra quociente B = ——

I
K (X
e a projecao candnica 7w : K (X) — # Se f € T(B), entao f € Ker(m) = I, as-
sim temos, T(B) C I. por outro lado, se f(z1,...,2,) € [ € g1,...,9, € K (X), entao,
f(gla"'vgn) € [ e dai f(m>;9_n) :f(gl77gn) =0. Segue quefET(B) u

Defini¢ao 1.2.11. Seja S um subconjunto de K (X). Definimos o T-ideal gerado por S,
denotado por <S>T, como sendo a interse¢io de todos os T-ideais de K (X) que contém S.
Dessa forma, (S)" é o menor T-ideal contendo S.

Do ponto de vista pratico, o T-ideal gerado por S coincide com o subespaco vetorial de
K (X) gerado pelo conjunto

{hlf(glaagn)h2|f € Sah17h27gla"'7gn € K<X>}

Se A 6 uma algebra e S C T(A) é tal que T(A) = (S)" dizemos que S é uma base das
identidades de A. Se um polinémio f(xy,...,x,) € (S)" dizemos que f segue de S, ou
que f é uma consequéncia de S. Se existe S finito nessas condigoes, dizemos que A possui a
propriedade da base finita ou propriedade de Specht (W. Specht). A questao da
existéncia da base finita para as identidades das algebras associativas é conhecida como
problema de Specht.

Vejamos agora alguns exemplos, dos quais verificaremos mais a frente, de bases de
identidades de algumas algebras importantes.
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Exemplo 1.2.12. Se A é uma dlgebra comutativa com unidade e K € um corpo infinito,
entio T(A) = ([x1,x5])". Dizemos entio que todas as identidades de A sequem (ou sio
consequéncias) do polinémio [, xs].

Exemplo 1.2.13. Se K ¢ um corpo infinito de caracteristica diferente de 2, entao
T(E) = {([x1,22,23))". No caso de K ser finito Stojanova-Venkova [55] descreveu as
identidades da dlgebra exterior ndo-unitdria e de dimensao finita e Siderov [12] descreveu
as identidades quando a dimensao € infinita. (Veja [26] e [42].)

Exemplo 1.2.14. Em 1973, Razmyslov [48] provou que T'(M2(K)) € finitamente gerado
para char K = 0, determinando uma base com 9 identidades. Posteriormente, Drensky [16]
mostrou que T(Ma(K)) = (s4(21, 2, 33, 24), [[21, 22]2% 23))" , também quando charK = 0.
Em 2001, Koshlukov [37] generalizou este resultado de Drensky para K infinito de
caracteristica diferente de 2 e 3. Quando charK = 3, uma terceira identidade € necessaria
para gerar o T-ideal (veja [1]]). Para charK = 2, o problema da descrigao de T'(My(K))
ainda esta em aberto.

1.3 Variedades e Algebras Relativamente Livres

Definigao 1.3.1. Seja S um subconjunto de K (X). A classe B de todas as dlgebras que
tém todos os polinomios de S como identidades é chamada de variedade (de dlgebras
associativas) definida por S. A variedade trivial é a classe de dlgebras que contém apenas
a dlgebra nula (isto €, é a variedade cujo conjunto de identidades que a definem é K (X)).

Se B é uma classe de dlgebras, seja T'(B) a intersegao de todos os T-ideais T'(A) com
A € B. A variedade de algebras definida por T'(B) é chamada de variedade de algebras
definida por B e denotada por varB. Se B = {R}, entdo denotamos varB simplesmente
por varR. Observe que a variedade definida por S é igual a variedade definida por (S >T.

Teorema 1.3.2 (Birkhoff). Uma classe nao-vazia de dlgebras B é uma variedade se, e
somente se, € fechada a produtos diretos e dlgebras quocientes.

Demonstracao. Veja [17], pagina 24. ]

Definicao 1.3.3. Seja V uma variedade de dlgebras para um conjunto fizo Y, a dlgebra
F €V € uma dlgebra relativamente livre de V, se F' € livre na classe V (livremente
gerada por'Y , definicio 1.2.1) . A cardinalidade de Y é chamada o posto de F.

Teorema 1.3.4. Toda variedade V (nao-trivial) possui alguma dlgebra relativamente livre.
Além disso, duas dlgebras relativamente livres de mesmo posto em V' sao isomorfas.

K (X)
)
canonica. Sejam z1,x2 € X distintos, tais que m(x1) = 7(zg). Consideremos uma &lgebra
nao-nula A de V e um elemento nao nulo ¢« € A. Entao existe um homomorfismo

Demonstragdo. Seja T(V) = (gep T(R) e considere m : K (X) —

a projecao
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Y K(X) — A tal que ¢¥(z1) = a e ¢Y(z2) = 0. Como T(V) C Kery, existe um

K
homomorfismo ¢ : W — A tal que ¢ o = 1. Mas,

a= (1) = (pom)(z1) = (pom)(z2) = Y(z2) =0,
o que é uma contradi¢ao. Logo, 7|x é injetora e portanto, 7(X) é enumeravel.

K (X)
(V)
identidades de T'(V). Vamos mostrar que esta dlgebra é livre em V, com conjunto gerador
livre 7(X). Sejam A € V e ¢ uma aplicagdo de m(X) em A. Como K (X) é a élgebra
livre com conjunto gerador X, a aplicacao 0 o : X — A estende-se a um homomorfismo

K {X)

0: K(X) — A. Existe um homomorfismo p : W — A para o qual pom = 0, pois,
T (V) C Ker(f). Se x € X, temos que

p(r(x)) = (pom)(x) = 0(x) = (0 om)(2) = o(n(2)),

K (X)
(V)

Suponhamos agora F} e F, algebras relativamente livres de mesmo posto em V. Sendo
F e F, livremente geradas por Y; e Y;, respectivamente, tomemos uma bijecao g : Y7 — Ys.
Temos que existem homomorfismos de algebras ¢, : Fy — Fy e o @ Fy — F} estendendo
g e g~ !, respectivamente. Logo, (¢2 0 ¢1)(y) =y e (¢1 0 p2)(z) = z para quaisquer y € Y] e
z € Ys. Segue que @y 0 ¢y = Idp, e p1 0py = Idp,, e portanto (1 e o sao isomorfismos. [

A algebra é gerado pelo conjunto 7(X) e pertence a V, pois, satisfaz todas as

ou seja, p estende o. Portanto, ¢ uma algebra livre na variedade V.

1.4 Algebras Envolventes

Seja A uma &lgebra associativa e considere em A o novo produto [a,b] = ab — ba para
a,b € A. Com este produto temos em A uma nova estrutura de algebra, que denotaremos
por A, Como [a,a] = 0 e [a,b,c] + [b,c,a] + [c,a,b] = 0 (identidade de Jacobi) para
quaisquer a,b,c € A, segue que A7) é uma dlgebra de Lie. Se uma algebra de Lie L é
isomorfa a uma subdlgebra de A7), dizemos que A é uma algebra envolvente de L.

Exemplo 1.4.1. Seja L uma dlgebra de Lie com base {u,v} tal que uxv = v. A dlgebra
My (K) € uma dlgebra envolvente de L, pois, o subespaco vetorial V' de My(K) gerado por
{Ey, E15} ¢ uma subdlgebra de My(K)™) e a aplicacio linear ¢ : L — V que satisfaz
o(u) = By e o(v) = F19 € um isomorfismo de dlgebras.

0 0 0 0

[CL, b] — ab—ba — < albl Cllbg > . ( b1a1 61&2 ) _ ( CL1b1 — b1a1 a1b2 — bl(lz ) cv.

Tome a,b € V tais que a = < ar a2 ) eb= ( b b > Note que

0 0 0 0 0 0
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Logo, V é uma subalgebra de M,(K)(™). Agora observe que,

etwee)=Eugn= (5 o) (0 o) = (0 o) =Ee=e) =l

Dai, ¢ é um homomorfismo. Considere o homomorfismo ¢ : V' — L tal que ¥(Ey;) = u e
Y (E12) = v. Veja que
(pov)(En) = o (En)) = ¢(u) = En

(o @)(v) = ¢(p(v)) = P(Er2) = v.
Segue entao que o) = Idy e o p = Idy, e portanto ¢ é isomorfismo de algebras.
Definicao 1.4.2. Seja L uma dlgebra de Lie. Diz-se que uma dlgebra associativa U é uma
dlgebra universal envolvente de L, e denotamos por U = U(L), se L é uma subdlgebra
de U e U satisfaz a sequinte propriedade universal: para qualquer dlgebra associativa R e

qualquer homomorfismo de dlgebras de Lie o : L — R existe um tinico homomorfismo de
dlgebras associativas ¢ : U — R que estende @, ou seja, tal que |, = .

Os teoremas a seguir ajudarao a determinar uma base de K (X).

Teorema 1.4.3 (Poincaré, Birkoff, Witt). Toda dlgebra de Lie L possui uma unica (a menos
de isomorfismo) dlgebra universal envolvente U(L). Se L tem uma base {e;,i € I} onde o
conjunto de indices I é ordenado, entdao U(L) tem uma base dada por

€y €ty <o <y € I,p=0,1,2,...
onde p =0 nos dd a unidade de U(L).
Demonstracao. Veja [17], pagina 11. O
Sendo X = {xy, xo, ...} consideremos
ComX = {[zi, x4y, ..., 0] k> 2,2, € X}

Sejam B(X) a subélgebra (com unidade) de K (X) gerada por ComX e L(X) o subespago
vetorial de K (X) gerado por X U ComX. Os polinomios de B(X) sao chamados de
polinémios préprios. Consideremos agora a algebra de Lie K (X )(7). Mostra-se que
se u,v € X UComX, entdo [u,v] € L(X). Portanto, L(X) é uma subélgebra de Lie de
K (X)),

Teorema 1.4.4 (Witt). U(L(X)) = K (X).

Demonstracdo. Seja R uma algebra associativa e ¢ : L(X) — R(™) um homomorfismo. A
aplicagao ¢y : X — R definida por ¢o(z) = ¢(z),z € X, induz um tnico homomorfismo
Y K(X) — R. Observe que ¥|rx) = ¢. Logo, U(L(X)) = K (X). Se G é uma algebra
de Lie e R uma algebra envolvente, entao qualquer aplicacao X — G C R induz um
homomorfismo K (X) — R, a sua restricao em L(X) é um homomorfismo de L(X) para
R que leva os geradores de L(X) para . Portanto, a imagem de L(X) estd em G, e assim
L(X) é uma subélgebra de Lie. O
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Pode ser demonstrado que a élgebra L(X) é livre na classe das algebras de Lie. Como
segue, sejam L uma &algebra de Lie e h : X — L uma aplicagdo qualquer. Por K (X) ser
livremente gerada por X, existe um homomorfismo ¢ : K (X) — U(L(X)) estendendo h.
Temos que ([T, Tiy, -2 ]) = [e(xi,), p(zi), ..., 0(x; )] para k > 2, e assim,
©(L(X)) € L. Além disso, é imediato ver que se f, fo € L(X) entao ¢([f1, f2]) = [¢(f1), v(f2)]-
Logo, ¢|rx) : L(X) — L é um homomorfismo de dlgebras de Lie que estende h. Dizemos
entdo que L(X) é uma algebra de Lie livre, livremente gerada por X.

Consideremos agora uma base ordenada de L(X) consistindo dos elementos

Ty T g gy s kgm0, (12)
onde 17 < dg--+ < ig, J1 < Jo < --- < Jr. Note que os elementos com k£ = 0 formam uma
base para B(X) e que se f(z1,xs,...,x,) € K (X), entao

f(x17$27"'7xn) - Zaaxtfl'rgQ"'x?Lngau (13)

onde a = (ay,as,...,a,), a; > 0, a, € K e g, € B(X). Além disso, pela independéncia dos
elementos em (12), temos esta maneira de se expressar f unica.

1.5 Polindmios multi-homogéneos e multilineares

Defini¢ao 1.5.1. Sejam m € K (X) um monomio e x; € X. Definimos o grau de x; em
m, denotado por deg,,m, como sendo o niumero de ocorréncias de x; em m. Um polinomio
f € K(X) € dito homogéneo em x; se todos os seus mondmios tém o mesmo grau em ;.
f € dito multi-homogéneo quando ¢ homogéneo em todas as varidveis e é multilinear se
¢ multi-homogéneo e cada varidvel tem grau exatamente 1.

Se m = m(xy,29,...,2,) é um monémio de K (X), o multigrau de m é a k-upla
(ay,az,...,a;) onde a; = deg,m. A soma de todos os monomios de f € K (X) com
um dado multigrau, é dito ser uma componente multi-homogénea de f. Notemos
ainda que f € K (X) é multi-homogéneo se, e somente se, possui uma tnica componente
multi-homogénea. Além disso, f(x1,29,...,2,) € K(X) é multilinear se ¢é
multi-homogéneo com multigrau (1,1,...,1). Neste caso, f tem a forma

Z UoTo(1)To(2)  ** Tok), Qo € K.
€Sk

Os préximos resultados nos darao ferramentas para determinar geradores para T-ideais
sobre determinados tipos de corpos.

Proposicao 1.5.2. Sejam I um T-ideal de K (X) e f(x1,%2,...,2,) € I. Se K € infinito
entdo cada componente multi-homogénea de f pertence a I. Consequentemente, I é gerado
por seus polinomios multi-homogéneos.
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Demonstracdo. Seja, m o maior grau em x; de algum monémio de f. Para cada

i=0,1,...,m consideremos f;(x1,...,x;) como sendo a soma de todos os monémios que tém
grau ¢ em x; (a componente de grau i em my). Temos claramente que
f=fi+fi+tfo+--+ f. Como K é infinito, podemos escolher ag,ay,...,a,, € K
todos distintos. Para cada 7 =0,1,..., m. Temos

g5 = flagar,... o) = fo+agfi+ ol fot o+ ol fun

e assim
1L ay of - ap Jo 90
I o a% oo J1 _ g1
1 a, a2 - am fm Gm
Note que go, 91, ,9m € I, pois, I é T-ideal. Além disso a primeira matriz da igualdade

acima ¢ uma matriz de Vandermonde que ¢ invertivel. Logo,

-1

2

fo I ag a5 -+ of Jo
2

fi I ap a7 -+ aof g1
2

fm 1 o, o apy Gm

e assim cada f; pode ser obtido como combinagdo linear dos gjs entao devemos ter

fo, fis fo, ., fm € 1.

Agora, paracadai =0,1,...,mecadat =0,1,2,..., consideremos f;, como sendo a com-
ponente homogénea em f; de grau t em xs. Usando o0s mesmos argumentos
anteriores, concluimos que f;, € I e assim, repetindo o mesmo processo para cada variavel
temos a primeira afirmacao. Observando agora que f é a soma de duas componentes
multi-homogéneas, concluimos que I é gerado por seus polinomios multi-homogéneos. O

Proposicao 1.5.3. Se I é um T-ideal de K (X) e charK = 0, entdo I é gerado por seus
polinomios multilineares.

Demonstrag¢ao. Como charK = 0, temos que K € infinito e portanto, pela proposicao 1.5.2,

podemos assumir que f(x1,xs,...,z,) € I é um polindmio multi-homogéneo.

Seja n = deg,, f. Tome y;,y, € X distintos de w1, 29, ...,x, consideremos o polinémio
h(y1, Y2, T2y ...y xn) = f(y1 + Y2, Ta,...,x,). Sendo hy(y1,ya, T2, ...,Tx) a componente
homogénea de h(yi,ye,x2,...,2;) de grau 1 em y;, temos que deg,,hy = n — 1 e que
hi(z1, 21,29, ..., 2,) = nf(ry,xg,...,2¢). Como charK = 0, segue que f é consequéncia
de hi(y1,y2, 2,...,zx). Note que deg,,hy =n — 1, se necessério, continuamos esse processo
para as variaveis ys, Ts, ...,z em h;. Continuando esse processo (chamado de processo de
linearizacao), concluimos que f é consequéncia de algum polinémio multilinear de I e assim
segue o resultado. O
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Proposicao 1.5.4. Se A ¢ uma dlgebra unitdria sobre um corpo infinito, entao todas as
identidades polinomiais de A sequem das suas identidades proprias (ou seja, daquelas em
T(A)NB(X)). Se A é uma dlgebra unitdria sobre um corpo de caracteristica 0, entao todas
as identidades polinomiais de A sequem das suas identidades proprias multilineares.

Demonstragao. Veja [7], pagina 18. ]

Visto isso podemos agora retornar ao exemplo 1.2.12:
Seja I = ([x1, xg])T. Considere A uma K-dlgebra comutativa, onde K é um corpo infinito,
e f(z1,29,...,2,) € T(A) um polindmio multi-homogéneo com multigrau (ay, as,- -, ay).
Claramente, I C T'(A). Além disso, existe A € K tal que

flzr, 2, ... xy) = Az ag? -+ - xom (modl)

e assim Az{'x5?---ax% € T(A). Se A possui unidade, entdo devemos ter A = 0 e

consequentemente f € I, donde concluimos que T(A) = I.

1.6 T-espacgos e polinomios centrais

Defini¢ao 1.6.1. Sejam A uma dlgebra e f(xq1,29,...,2,) € K(X). Dizemos que f é um
polinémio central para A se f tem termo constante nulo e f(ai,...,a,) € Z(A) para
quaisquer a, . ..,a, € A.

Conforme essa definicao, dizer que f é um polinomio central para A significa dizer que
[f,g] é uma identidade de A para todo polinomio g € K (X). Logo, se duas édlgebras sao
Pl-equivalentes, entao elas tém os mesmos polinomios centrais.

Exemplo 1.6.2. Sendo A uma dlgebra, toda identidade de A € um polinomio central para
A. As identidades sdo ditas polinémios centrais triviais.

Exemplo 1.6.3. O polinomio f(xy,x2,3,24) = [x1,X2] 0 [3,24] (polinémio de Hall) é um
polinémio central para a dlgebra Ms(K). Okhitin [45] descreveu os polindmios centrais para
a dlgebra My(K), no caso de charK = 0, e Colombo e Koshlukov [14] generalizaram esta
descricao para o caso de K ser um corpo infinito de caracteristica diferente de 2.

Para verificar que f(x1, T2, 23, 74) = [21, T2] 0 [x3, 24] é um polindémio central para My (K),
do exemplo 1.1.12, basta tomarmos x1, xa, x3, 14 € Z(M>(K)) que sdo matrizes escalares em
My (K). Assim, teremos que [z, 2s] e [x3,x4] sd0 matrizes nula. Logo,

(21, w2] 0 [23, 24] = [21, 2] [T3, T4] + [3, T4][71, 2] = 0
e portanto um polinomio central.

Exemplo 1.6.4. Seja E a dlgebra exterior sobre K. Temos que f(x1,x9) = [x1, 23] € um
polinémio central para E. Caso charK = p, seque que g(x) = xP é um polinémio central
para E.
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Basta observar que, do exemplo 1.2.5, a algebra exterior £ é uma Pl-algebra e, pelo
exemplo 1.6.2, f é um polindmio central trivial.

Definigao 1.6.5. Um subespago V de K (X) é um T-espa¢o se (V) C V para todo
o € EndK (X).

Proposicao 1.6.6. Um subespaco V de K (X) é um T-espaco se, e somente se,
flg1,-+ ,gn) €V para quaisquer f(xy,...,x,) €V € g1,...,9, € K (X).

Demonstra¢ao. Sabemos que dados um subconjunto {f;|i € N}, existe um tnico
endomorfismo ¢ de K (X) tal que ¢(z;) = f; para todo ¢ € N. Suponha V' um T-espago de
K (X). Dados g1,...,9, € K (X), existe um endomorfismo ¢ de K (X) tal que ¢(z;) = g,
comi=1,...,n,e ¢(xr;) =0 caso contrario. Logo, como V é um T-espago, temos

@(f(xla s 7xn)) = f(@(xl)’ ce 790(1:71)) = f(gh cee agn) eV,

para quaisquer f(zi,...,x,) € V. Reciprocamente, suponha que f(¢1,...,9,) € V para
quaisquer f(z1,...,z,) €V e gy, ...,gn € K(X). Se ¢ € EndK (X) entao

o(f(@1,. . an)) = fle(21), ... 0(zn)) €V
pois p(z1),...,0(x,) € K (X). O
A seguir veremos alguns exemplos de T-espaco.
Exemplo 1.6.7. Todo T-ideal de K (X) é um T-espago.

Pela defini¢ao 1.2.9 um T-ideal I de K (X) é fechado por todos os endomorfismos de
K (X). Logo, é um T-espaco.

Exemplo 1.6.8. Sejam A uma dlgebra e W um subespago de A. O conjunto
L={f(x1,...,2,) € K(X)|f(ar,...,a,) EW € ay,...,a, € A}
¢ um T-espago de K (X).

De fato, seja f(z1,...,2,) € K(X) e ¢1,...,9, € K(X) quaisquer tal que
f(g1,...,9,) € W. Definimos a aplicagao h : X — K (X) tal que h(z;) = g; para

i = 1,...,n e considere 0 homomorfismo ¢, : K (X) — K (X) que estende h, temos
que ¢, € EndK (X) e

on(f(x1, . zn)) = f(on(x1), - s on(wn)) = f(g1,- -+, gn)-

Portanto, £ é um T-espaco.
Neste tltimo exemplo destacamos o caso quando W = Z(A). Dai, temos o T-espago
{f(xlw'wxn) € K<X> |f<a17"'7a”n> S Z(A) € ay,...,0n EA}
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que é conhecido por espago dos polinémios centrais de A e denotado por C(A). Por
Z(A) ser uma subdlgebra de A, temos que C'(A) é multiplicativamente fechado, condigao que
nem todo T-espaco satisfaz como veremos em um exemplo mais adiante.

E importante observar que os elementos de C (A) sao da forma h+c onde h é um polinémio
central (de acordo coma a definigdo 1.6.1), e ¢ é uma constante. Além disso, o conjunto dos
polinomios centrais de uma algebra pode nao ser um T-espaco. De acordo com o exemplo
1.6.4, no caso charK = p, vimos que ¢g(z) = 2P é um polinomio central para F. Entretanto,
g(x +1) = 2P + 1 tem termo constante nao nulo e ndo é um polinémio central.

De modo andlogo a soma e intersecao de subespacos é possivel ver que a intersecao e a
soma de uma familia de T-espacos ainda sao T-espagos. De maneira analoga a definicao de
T-ideal gerado por um conjunto, temos o de T-espaco gerado. Dado um subconjunto, S de
K (X), definimos o T-espago gerado por S como sendo a intersegao de todos os T-espagos
que contém S, ou seja, o menor T-espago de K (X) que contém S. O préximo resultado
nos da uma importante caracterizagao do T-espaco gerado por um conjunto.

Proposicao 1.6.9. Se S C K(X) eV é o T-espaco de K (X) gerado por S, entio V € o
subespago de K (X) gerado por

{f(gl7agn>|f€ 57917-"7gn S K<X>}

Demonstracao. Observe primeiramente que

(g, sga)lf €591, 0,90 € K(X)} = (EndK (X))(S) = {p(f)|f € S,¢0 € EndK (X)}.

Tome V; como sendo o subespago de K (X) gerado por (EndK (X))(S). Como S C V e
V' é um T-espaco, temos que ¢(f) € V para quaisquer f € S e p € EndK (X), ou seja,
(EndK (X))(S) C V. Logo, V; C V.

Observe agora que v¥(g) € (EndK (X))(S) para quaisquer ¢ € FEndK (X) e
g € (EndK (X))(S), concluimos que V; é um T-espago de K (X). Além disso, S C V] e
por V ser o T-espaco gerado por S, segue que V' C V;. Portanto, V = V. O

Observacao 1.6.10. De acordo com as proposicoes 1.5.2 e 1.5.83 todo T-ideal € gerado
por seus polinomios multi-homogéneos caso o corpo base seja infinito e por seus polinomios
multilineares quando o corpo base tem caracteristica zero. Analogamente, mostra-se que todo
T-espago € gerado por seus polinomios multilineares no caso do corpo base ter caracteristica
zero e por seus polinomios multi-homogéneos no caso do corpo base ser infinito.

A seguir veremos alguns exemplos importantes.

Exemplo 1.6.11. Consideremos My(K) a dlgebra das matrizes de ordem 2 sobre K, onde
K denota um corpo de caracteristica diferente de 2. Seja

V=A{f(x1,...,z) € K(X)|Tr(f(A1,---,Ar)) =0para Aq,..., Ay € My(K)}.

Notemos que V' é um T-espago de K (X) e que V N C(My(K)) = T(My(K)).
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De fato, recorde que T'(My(K)) é o conjunto de todas as identidades polinomiais de
M, (K), que por sua vez é um T-ideal de K (X) e todo T-ideal de K (X) é um T-espago.
Assim, temos que T(My(K)) <C V e T(MyK)) <C C(MyK)). Logo,
T(My(K)) < V n C(My(K)). Agora sejam f(zy,...,x) € V N C(My(K) e
Ay, ... Ay € My(K). Logo, f(x1,...,2,) € VNC(My(K)), temos

f(Al,...,Ak):(a\ ())\),onde)\eK.

Por outro lado, f(x1,...,zx) € V, isto é,
Tr(f(Ay,...,Ar) =2X=0.

Mas, charK # 2, entao A = 0. Portanto, f(z1,...,2,) € T(My(K)). Dali,
VNC(My(K)) C T(My(K)) o que segue a igualdade.

E observe que V nao é multiplicativamente fechado, pois, [z, x3)> ¢ V. De fato, tome
I = E12 — E21 € To = EQQ. Assim, temos

ne (28 = (00 = (O )Y etmnar= (49

Dai, T'([z1, z2]?) = 2. Logo, [z1,22]* ¢ V.

Exemplo 1.6.12. Seja V' o T-espago de K (X) gerado por [x1,z2] e [r1,x3][xs,24]. Da
igualdade (1) temos

[[21, Tolza, w3] = [21, T2] T3, T4] + [[21, T2, T3] 24

= |21, 2o)[w3, T4] + [21, T2, T3] 24 (14)

(21, 2, X324] = @321, To, 4] + [21, T2, T3]74 (15)
De (14) seque que [x1, 2, x3lx4 €V € a partir de (15) obtemos
T3[w1, T, 245 = [31, Ta, 2324|w5 — [21, T2, T3]T4TS.

Assim, 3]z, 9, 24)z5 € Ve portanto o T-ideal ([x1, x4, 25))" C V. Usando a igualdade
(2) podemos concluir que [[x3, 4] - - - [Ton_1, Ton], T2] € (21,22, 23])" para todo n > 3. Dessa
forma, usando novamente a igualdade (1), como

[931[933> $4] c [5172n—1, $2n], 552] = $1[[5U3, $4] te [l’zn—l, xan $2] + [1761, $2][5U3, $4] ce [ﬂfzn—l, 932n]

temos que [r1,xa][x3, x4] - [Ton_1,T2x] € V e portanto V € multiplicativamente fechado.
Mostraremos agora que, caso CharK = 0, C(E) = V, onde E € a dlgebra de
Grasmann. Como [x1,xs] € [x1,xs][x3,24] saGo polinémios centrais para E, temos que
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V C C(FE). Além disso, temos que T(E) C 'V, pois, T(F) = <[x1,a:2,x3]>T. Considere agora
flzy, -+ ,x) € C(E) multilinear. Logo,

f(xh < 7xk) = Z UsTo(1) " To(k)y Ao c K

€Sk

para todo o € Sk, temos

To(1) "+ To(k) = L1Ta(j+1) " To(k)To(1) " To(i-1) T [xo(l) T To(i-1), T1To(j41) " 'xa(k)]a

onde o(i) = 1. Dessa forma, f(x1,...,2x) = x19(x2, -+ ,2%) (M0dV), onde g é um
polinémio  multilinear. Logo,  x19(xa,...,x1) € C(F), consequentemente
g(xa,...,xx) € C(F), quando 1 = 1. Entretanto, para g e x1g pertencer a C(E) €
necessdrio que g seja uma identidade para E. Assim, teriamos x19 € T(FE) e portanto,

flxy,-- ) €V.
Observagao 1.6.13. No caso de charK =p > 0 temos V # C(E).

De fato, consideremos a édlgebra Us(K) (matrizes triangulares superiores) e o T-espago
W ={f(x1,...,2) € K(X)|f(Ai,..., A) tem diagonal nula e os Ajs € Uy(K)} .

Observe que [x1, 23] e [21, xa][x3, 4] pertencem a W, pois, sendo x1, x5 € Us(K) teremos que
[1, x2] é uma matriz nula e consequentemente [x1, z5|[x3, 4] também serd uma matriz nula.
Assim, V' C W. Considerando o polindémio h(x) = 2P de C(FE), verificamos que h ¢ W, pois,
tomando x; = Fyq, teremos que 2P = Fj; para qualquer p > 0. Portanto, h(z) € C(F) — V.

No que foi tratado até agora sobre T-espaco e polinomios centrais , vimos que o
conjunto C'(A) é sempre um T-espaco de K (X) qualquer que seja a algebra A. Quando se
fala em descrever os polinomios centrais de A, entende-se por determinar um subconjunto de
C(A) que possa gera-lo como T-espaco. Existem T-espacos que nao sdo multiplicativamente
fechado (como visto no exemplo 1.6.11) e também T-espagos multiplicativamente fechados
que nao sao espagos de polinomios centrais para nenhuma algebra, conforme veremos a seguir.

Proposicao 1.6.14. Se charK = p > 2, entdo nao eziste dlgebra tal que C(A) =V

Demonstra¢ao. Suponhamos que C(A) = V para alguma algebra associativa A. Entéao,
[x1, 5] € C(A) e consequentemente [z1, o, x3] € T(A). Usando inducdo é possivel mostrar
que

ly,z,...,x] = Z(—l)j (?) 2lyx" ™, paran > 1, (16)
n J=0

em toda dlgebra associativa. Logo, para n = p, temos [y, z, ..., z] = ya? — 2Py = [y, 2P]. Dali,
concluimos que
[o,2%] € T(A) e portanto 2§ € C(A), o que contradiz a hipdtese de que C'(A) =V (veja a
observagao 1.6.13). O
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1.7 Identidades e Polinomios centrais graduados

Nesta segao sera apresentado os conceitos de identidades e polindomios centrais para algebras
graduadas. Estas ideias serao fundamentais para o préximo capitulo. Em toda esta secao, GG
denotard um grupo abeliano com notagao aditiva.

Definicao 1.7.1. Seja A uma dlgebra. Uma G-graduacdo em A é uma familia {A,|lg € G}
de subespacos de A tais que

A=A, e A AL C Ay
geG

para quaisquer g, h € G. Definimos uma dlgebra G-graduada como sendo uma dlgebra
munida de uma G-graduagao.

Na defini¢ao acima, o subespaco A, é chamado de componente homogénea de grau
g e os seus elementos de elementos homogéneos de grau g.
A seguir apresentaremos alguns exemplos sobre dlgebras graduadas:

Exemplo 1.7.2. Toda dlgebra A admite uma G-graduacado.

Basta considerar Ay = A e A, = {0} para todo g € G — {0}. Esta graduacio é chamada
graduagao trivial.

Exemplo 1.7.3. A dlgebra exterior E possui uma Zo-gradua¢do natural dada por
E =FEy® E, onde Ey e Ey sao os subespacos no exemplo 1.1.8.

Exemplo 1.7.4. Considere n um niumero inteiro positivo e A = M, (K). Para cada vy € Zy,
tomemos o subespago M., = <Eij|j —1= 7>. Para cada k € Z consideremos

[0 se k| 2 n
ko (Eijlj—i=Fk) ,selk] <n

observe que My = My é exatamente o conjunto das matrizes diagonais. Do fato do conjunto
{E;;|1 <i,j <n} ser uma base de A seque que

Ag: €£9A47 e f1::€£>ﬂfk
YELn keZ

Agora para ver que estas decomposicoes definem uma Z,-graduacdo e uma Z-graduacdo,
respectivamente, em M, (K), basta notarmos que

0 .,sej#k
EijEkl:{ E, ,sej=k

com E;; € My, e By € M,,. Assim, j —i =" el —k =1,. Se j =k teremos

NM+r=j—1t+l—k=1[0—1.

Logo, Ey € M, +,. Donde seque que M, M., C M, ., parayi,v2 € Ly € My, My, © My, i,
para ky, ke € 7.
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Proposicao 1.7.5. Se A € uma dlgebra G-graduada, entao 1 € Ay.

Demonstra¢ao. Temos que existe g1, ..., g, € G — {0} tais que
l=ag+ag +--+ay,

com ay € Ay e ag, € Ay, para i = 1,...,n. Tomando agora h € G e a;, € A, arbitrarios,
temos
ap = apQo + apag, + -+ + apay, .

Notando que anag € Agn, apay, € Apig, € hyh + g1,...,h + g, sao dois a dois distintos,
concluimos que apa,, = 0 para ¢ = 1,...,n e portanto a, = apay. Multiplicando a primeira
igualdade por ay obtemos

ag = Qoag + apQg, + - -+ + agayg, -

Usando o fato de que a;, = apag temos
ARGy = Apag + ApGg, + -+ - + Apag, = ag = Ao + Qg + -+ + ag,
isto ¢, a4, + -+ -+ ag, = 0. Portanto, ag = 1. [

Definicao 1.7.6. Uma aplicacao v : A — B entre dlgebras G-graduadas é chamada
homomorfismo G-graduado, se v é um homomorfismo de dlgebras que satisfaz
Y(A,) C B, para todo g € G.

Agora iremos tratar de identidades e polinémios centrais G-graduados. Para esse estudo
é necessario o conceito de algebra associativa livre G-graduada. Para defini-lo, consideremos
uma familia {X,| g € G} de conjuntos enumerdveis e dois a dois disjuntos. Tomemos entao
X = U, e Xy € consideremos a dlgebra associativa livre unitaria K (X). Definimos agora

w(l)=0 e w(xize ;) =w(r) +w(zs) + -+ + w(xy,)

onde w(x;) = ¢ se ; € X,;. Sendo entdo m um monoémio de K (X), dizemos que w(m) é o
G-grau de m. Tomando para cada g € G

K (X) = (m|m é monémio de K (X), w(m) = g)

g

temos
K(X)=K(X), e K(X)

geG

K(X), € K(X)

g — g+h
para quaisquer g, h € G, e assim K (X) é chamada 4lgebra associativa livre G-graduada.
Se fe K (X)g, dizemos que f é homogéneo de G-grau g e usamos a notagao wg(f) = g.

Definigao 1.7.7. Seja A = P
f=fla o) € K(X) ¢

e Ay uma dlgebra G-graduada. Dizemos que um polinomio

e Uma identidade polinomial G-graduada para A, se f(ai,...,a,) = 0 para
quaisquer a; € Ay (z,y comi=1,... n.
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e Um polinémio central G-graduado para A, se f(ay,...,a,) € Z(A) para quaisquer
a; € Ay, comi=1,...,n.

Exemplo 1.7.8. Consideremos a dlgebra exterior E com sua Zso-graduacao natural. Como
ab = —ba para quaisquer a,b € FEiy, temos que f(x1,m3) = x1 0 x5 € uma identidade
Zs-graduada de E, onde K (X) € a dlgebra livre Zs-graduada, e w(x1) = w(xg) = 1. Por
Ey = Z(FE), temos que todo polinomio f € K (X), € um polinomio central Zs-graduado para
E.

No caso das identidades e polinomios centrais, os conceitos de T-ideal e T-espaco sao de
extrema importancia. Para o caso de identidades e polinomios centrais G-graduados temos
conceitos analogos, a saber, Tg-ideal e Tg-espaco.

Defini¢ao 1.7.9. Seja K (X) a dlgebra associativa livre G-graduada. Um ideal I de K (X)
¢ dito ser um Tg-ideal se p(I) C I para todo endomorfismo G-graduado ¢ de K (X). Um

subespago V' de K (X) € dito ser um Tg-espago se o(V) C V para todo endomorfismo
G-graduado ¢ de K (X).

De acordo com esta definicao, dizer que I é um Tg-ideal equivale a dizer que
f(g1,-..,9n) € I para quaisquer f(x1,...,x,) € I e g; € K (X) Analogamente para
Tg-espaco.

As ideias de Tg-ideal e Tg-espago gerados por um subconjunto S de K (X)) sao anélogas
as ideias de T-ideal e T-espago gerados. Denotamos por <S>TG o Tg-ideal gerado por S.

Se A é uma &lgebra G-graduada, entdo o conjunto T(A) das identidades G-graduadas
de A é um Tg-ideal de K (X) e o conjunto Cg(A) dos polinoémios centrais G-graduados de
A é um Tg-espago de K (X). As proposicoes 1.5.2 e 1.5.3 também sdo vélidas no caso de
Tg-ideal e Tg-espaco.

w(z;)”

O préximo resultado mostra uma importante relacao entre os conceitos de identidades
ordindrias e graduadas.

Proposicao 1.7.10. Sejam A e B duas dlgebras. Se A e B possuem G-graduacoes tais que
To(A) C Tg(B), entao T(A) C T(B). Ademais, se Tg(A) = Tg(B), entao T(A) = T(B).

Demonstragao. Consideremos a &lgebra associativa livre K (Y), onde Y = {y1,92,...} €
seja f(y1,--..yn) € T(A). Dados by,...,b, € B, tomemos by,,...,b,, € By e g € G,

tais que b; = deGbig para i = 1,...,n e cada b;, # 0, tomemos x;,,...,7,, € X, e

9eG Tlygs s D geq :Eng> € K(X). Como f € T(A),
temos que f; € Tg(A) e assim f; € Tg(B). Substituindo x;, = b;,, parai = 1,...,n temos

f(b1,... by <Zb1g,...,2bng>:0.

consideremos o polinémio f; = f (Z

geG geG
Logo, f € T(B).
Se Ta(A) = Tg(B), tem-se que Tg(A) C Te(B) o que implica T(A) € T(B) e
Te(B) C Tg(A) e assim teremos T'(B) C T(A), o que segue a ultima afirmagao. O
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E importante observar que nao vale a reciproca do resultado acima. Considere na algebra
exterior F a Zs-graduacao natural F = Ey® F; e a Zy-graduagao trivial E = E®{0}. Temos
que f(y1,y2) = [y1,¥2], com w(y1) = w(ye) = 0, é identidade Zy-graduada de E com respeito
a primeira graduacao, mas nao ¢ identidade graduada com respeito a graduacao trivial.
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2 Capitulo 2

2.1 Identidades e Polinomios Centrais Graduados para a Algebra
M, (K)

Neste capitulo vamos apresentar as descricoes das identidades e polinomios centrais
Z,-graduados para a algebra M, (K), onde K é um corpo de caracteristica zero. Nestas
descrigoes estaremos considerando a graduagao natural de M,,(K) pelo grupo Z,, conforme
definido na segao 1.7.

Vasilovsky ([58] e [57]) foi o primeiro a descrever as identidades Z,-graduadas e
Z-graduadas de M, (K) em caracteristica zero.  posteriormente, Azevedo([4] e [5])
generalizou esta descrigao para corpos infinitos quaisquer.

Algumas ideias usadas na descri¢ao dos polinomios centrais Z,-graduados encontra-se em
[10], onde a descrigao foi feita para corpos infinitos e com uso de matrizes genéricas. Aqui
apresentaremos a descricao apenas no caso de K ser um corpo de caracteristica zero, onde
utilizamos ideias sobre monomios multilineares contidas em [58] e [57].

Os conceitos basicos necessarios sobre algebras graduadas podem ser encontradas na se¢ao
1.7.

Em todo este capitulo K denotard um corpo de caracteristica zero.

2.2 Identidades Polinomiais Z,-graduadas

Em toda esta secao K (X) denotard a é&lgebra associativa livre Z,-graduada, onde
X = U,e, Xy e M,(K) a dlgebra das matrizes com a Z,-graduagio dada no exemplo
1.7.4. Vamos considerar as notagoes introduzidas na se¢ao 1.7 e denotar 77, simplesmente
por T,.

A seguir apresentaremos os resultados necessarios para a demonstragao de teorema que
descreve as identidades Z,-graduadas para a édlgebra M, (K) (veja [58]).

Lema 2.2.1. A dlgebra M, (K) satisfaz as sequintes identidades Z,-graduadas

11Ty — Towy = 0, w(x)) = w(xs) =0 (17)
=w

T1Xox3 — T3Tory = 0, w(xq) (x3) = —w(xq). (18)

Demonstracao. Primeiramente observe que se A € Mg, entao A é uma matriz diagonal. Desde
que duas matrizes diagonais comutam, temos que M, (K) satisfaz as identidades graduadas
(17). Por outro lado, as identidades graduadas (18) sdo multilineares. Logo, precisamos
mostrar que as identidades em (18) sao satisfeitas para

Ty = Ei1j17 ro = E; r3=E;

272> 373

onde, F; j, Ei, € Mype E,;, € My= com 0 <t < n—1. Note que quando t = 0 as

matrizes E;,j,, Eiyj,, Piyj, sao diagonais e portanto comutam entre si. Por Ej ;,, i, , € Mg e
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Ei,j;, € M, segue que

. i1+t, sei1+t§n_
= hW+t—mn, sei; +t>n’
iy — J2 + t, sejo+t<n
27\ jo+t—mn, sejo+t>n’
PR BV Rl sejz—t=>1
Tl js—t4mn, sejs—t<l1

Notemos que Ej, ;, Ei,j, Fi ;s 7 0 se, e somente se, j; = i3 e jo = i3. Mostraremos nesse caso,
i1 =J2 =13 € Jj1 =12 = J3.
Observemos que se j; =141 +t € 19 = Jjo +t — n, entao por j; = is, Segue que
21+t:]2+t—n:>11 :jg—n:>j2—i1:n,

o que ¢ um absurdo. Entao as igualdades j; = i1+t e i = jo +t —n nao ocorrem ao mesmo
tempo. Da mesma forma, as equagoes jo = 19 — t € i3 = j3 — t + n nao podem ocorrer ao
mesmo tempo. Entao quando j; = iy + t, devemos ter i = js + 1 € i3 = j3 — t, 0 que nos da

lg3=Ja=la—t=J1 —t=1 (19)

Usando (19) obtemos que
la=n=u+t=13+t=7Js.

Analogamente, quando j; =iy +t — n, teremos 1o = jo +t —n e i3 = j3 —t + n, onde
i3=jo=iy—t+n=7j —t+n=1i (20)
Usando (20) obtemos que

’i2:j1:i1+t—n:i3+t—n:j3.

Desse modo, E; ;, Ei,j, Fi, ;s 7 0 se, e somente se, Fj, ;, I, 5, Fy, 5, 7 0. Neste caso, i1 = jo = i3
(§ jl = 7:2 = j3. ASSil’H,

Eiyjy EBigjo Bisjs = Eiyjy Bigja = Eiyjs-
por outro lado,

Eisjs Bigjy Birjy = Eigjp iy = Ly
e dai

Eiljs = Eiajl’

Caso contrario,

Eiyjy By Bigjs = 0 = Eiyjy Figjy By jy
o que conclui a demonstracao. 0
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Vamos denotar por [, o T,, ideal gerado pelas identidades graduadas (17) e (18). Pelo
lema 2.2.1 temos I,, C T,,(M,(K)). Para x1,2s,..., 21 € X e 0 € S, considere

Mg = My (T1, T2, ..., Tk) = To(1))To(2) ** * To(k)-
O monomio multilinear em zq,xs, ...,z correspondente a permutacao identidade serd
denotado por
m =m(xy,Ta, ..., T) = T1T3 . . . Tg.

E teremos, w(m) = w(my,) = w(x;) + w(xs) + -+ + w(xy). Sabe-se que cada polindémio

graduado multilinear f(z1,zs,...,x;) pode ser escrito na forma
=Y amg,
ocESk
onde a, € K.

Uma substituicao S do tipo

Ty = Eiljlu Ty = Ei2j27 ey T = Ezkjm (2]‘>

onde

Js —is=w(zs), s=1,2,...k (22)

é conhecida como substituicao Standard. Note que E; ;, € My.,), s = 1,2,... k. Para
um polinémio graduado f(z1,xs,...,2;) € uma substituicdo S, denotaremos por f|s o
valor de f correspondente a substituicao §. Claramente, se um polinomio graduado
multilinear f é tal que f|s = 0 para cada substituigdo Standard S, entdo f é uma identidade
graduada de M, (K). Notemos que quando uma substituicao S é feita, o valor do monémio
My (21, Tg, ..., x) € diferente de zero, somente se

Jo(1) = 1o(2)s Jo@) = lo(3)s -+ s Jo(k—1) = lo(k)- (23)

Neste caso, my|s = Ei, o

Para um monomio m,(x1,xs, ..., xy), 0 € Sk, e dois inteiros 1 < p < g < k, denotaremos

por mP9 o subpalavra obtida de m, descartando os p— 1 primeiros e os tltimos k — ¢ fatores,

ou seja,
m?’q] f— xg(p)$g(p+1) e wd(q)'

Lema 2.2.2. Para cada o € S, existe uma substituicao Standard S tal que
ma(xla Lo, ... 7xk>|.5 7é 0.
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Demonstracao. A demonstracao sera feita por inducao sobre k. Para k = 1, temos
Mo (T1) = To) = 21.
Assim basta tomar S tal que z; = E;j, com j — i = w(z1). Logo, teremos

ma(xl) = Eij 7& 0.

Suponhamos que para qualquer monomio de comprimento k,
ma (1, To,y ..., Tg) = Ty Ty, -+ Ty, onde Uy, lo, ... g € {1,2,...,k}, existe uma substituicao
Standard S tal que

mi(zq, xa, ..., Tx)|s # 0.
Seja my(T1, T2, ..., Tp, Thy1) = Ty Ty - - - Ty, Ty, , ODde

(titoy oot ten} = {12,k k1)

Suponhamos que w(zy,,,) = t, para algum 0 < t < n. Para x4z, -2y, existe uma
substituicao Standard S’

Ty, = Eiyjy, Ty, = Eiyjyy -, Ty, = By, (24)
tal que

T Tpy = - Ty, |S’ - Ei1j1Ei2j2 to Eikjk (25>

Consideremos agora a substituicdo Standard S formada pelos elementos de (24) e
Tty = El’k+1jk+17 por (23)’ Lty = Eik+1jk+17 onde

N /e 2 se Jjp+1<n
Tt = Jg+t—mn, sejp+t>n

Logo, por (25)
mg(xl,xg, vy Ly Ik+1)|3 = EiljkEjkjk+1 = Eiljk+1 7é 0

Nos resultados a seguir S denotara uma substitui¢ao Standard (conforme (21)).

Lema 2.2.3. Se m,|s # 0, entdo para 1 <p<q <k

W(mz[yp’q}) = Jo(g) — to(p)
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Demonstracao. Por defini¢cao, temos
w(mPY) = (o) + W(To(g-1) + -+ + W (To())-

Por (22), teremos

W(mP) = jo@) — totg) + Jaa-1) — lata-1) +* F Jotp) — lop)-
Por (23) os termos intermedidrios irdo se anular, assim obtemos
W(mPY) = o) — lote)-
O

Lema 2.2.4. Se para uma permutagao o € S, existir uma substitui¢cao Standard S tal que

My (T1, Tay ..., Tk)|s = m(xy, T2, ..., 2k)|s # 0,
entao

My (T1, T, ..., Tx) = x1n(29, . .., x%) (Mod I,),
para algum monomio n(xz, . ..,Ty) = Ty,&y, - - - Ty, multilinear.

Demonstragdo. Caso o(1) = 1, temos o resultado. Suponhamos (1) # 1. Logo, 1 # o7*(1),
eassim 1 =07 !(o(1)) < o7(1). Além disso, existe um inteiro positivo u tal que o(1) = 1+u.
Dai,

l=0Yo(1)=0c'(14+u) <o '(1).

Seja ug 0 menor inteiro positivo tal que o~ (1 + ug) < o~1(1). Temos,
1<o M 1+u) <o (1) <o Hug). (26)
Uma vez que m,|s = m|s # 0, temos

Ei1j1Ei2j2 T Eikjk = Eia(l)ja(nEio(z)ja(z) T Eia(k)ja(k) 7é 0,
Segue que, iy = ls(1), jt = U1, L = 1,...,k —1 e, para s > 1, jo41 = t,. Considerando
p=oc'1+4+wu),q=011)er = oY up), por (26) teremos que 1 < p < ¢ < r com

jg(qfl) = ig(q) = 11 = ig(l), jU(T) = ig(p) e, quando p > 1, jg(pfl) = ig(p). Primeiramente
vamos considerar o caso quando p > 1, e neste caso teremos

lo(r) = lo(p) = Jo(p—1) € Jo(g—1) = lo(q) = Lo(1)

o que implica que

Jo(p-1) = lo(1) = lo(p) ~ Jo(g—1) = lo(r) ~ lo(q) = Lo
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para algum ty € Z. Pelo lema 2.2.3, temos

w(miP~) = Jop1) — i) = fo;
w(m@T) = Jotg-1) — ot = —Ho;
w(mler) = Jo(r) — lo(q) = lo-

Consequentemente, usando (18) segue que

ma — m([;.l:pil] . m[oz-)vqil] . m([ng

— nLp—1] o pe—1] | [ar] |, r+LE]
=My mes mg mg

= m([;_]w} . m[a_p’q_l] . ml[jl’p_l] . m[?‘—i—l,k]

o

= To(q) - mlat L] a1l =1l LA

= Lo (q) L1y L3 "+~ XYy,

= X125, 21, - - - 2y, (mod 1,).

Agora considerando o caso p = 1. Neste caso jo(q—1) = lo(q) = to(1) = Jo(r)» € Pelo lema 2.2.3

Portanto, de (17) segue que

mO’ — m[lvq_l] . m[qu] . m[T+1:k]

oz g g

lg.r] | 1,¢—1] [r+1,k]
mg; mg; mg

= To(q)Lia Ll " " " Ty,

= X125,Tp, - - - Ty, (mod 1,,).

]

Lema 2.2.5. Se para uma permutagao o € S, existir uma substitui¢cao Standard S tal que
My (T1, Tay ..., Tk)|s = m(xy, 22, ..., 2k)|s # 0,

entao my (21, o, ..., x)|s = m(xy, 22, ..., 2x)|s (Mmod 1,).

Demonstracao. Pelo lema 2.2.4 temos que

My (21, T, ..., Tx) = x10(T9, . .., %) (Mod I,).

Seja r o maior inteiro positivo tal que

Mo (T1, Tay .oy Tp) = 1%, « T Tpg1, - ., ) (mod 1), (27)
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para algum monoémio n(z,41,...,2;) multilinear. Precisamos mostrar que r = k para que
possamos ter
My (T1, T, ..., Tg) = T1Tg, ..., g (mod I,).

Suponhamos por contradigao que r < k. Entao, r < k — 2. Desde que [I,, C T,,(M,(K)), por
(27) temos

T1Toy o X ( Ty, -, Th)|s = Mo (21, X2, ..., 2x)|s = m(xy, 29, ..., x) # 0.
Combinando a igualdade com

12, ... ,ZET’RLS' = Eillei2j2 e Eirjr . 7’L|5 = Eiljr . TL|S

ml|s = Eiji Bijy - -+ Bij, {Tr1%rg2 - - 21} s,

temos que
N Trg1s Trgz, - T)|s = Trp1Trga - - Tils = Ei 1,

€como %41 = Jr, €ntao
n(xTH, Try2y. .- 7$k)|3 = Trp1Llpy2 - 'l'k’S = Ejrjk # 0.
Pelo lema 2.2.4, existe um monémio n'(x,2, ..., zx) multilinear tal que
N(Tyy1, Tryoy oo k) = T (Tpgo, ..., x) (mod 1,).
Logo,
My = T1, T2, oy TN (Tyg1, Tpgy - oy k) = T1, Ty ooy Lol (Tpya, - o x) (mod 1)
o que contradiz a escolha do ntimero r. Portanto r = k. O

Corolario 2.2.6. Se para duas permutagoes o, 7 € S, existir uma substitui¢cao Standard S
tal que

Mo (T1, T, ..., Tk)|s = mo(T1, 29, ..., 2%)|s # 0,
entdo my(xy, To, ..., T) = m.(T1,xe,...,x1) (Mmod1,).
Demonstragdao. Consideremos ) = (1), T5 = Tr(2), - - ., T}, = Ty Sendo assim,
my (1, o, ... xy) = m(z), x5, ..., 1))
Consideremos agora p = 7! o o. Dal,
My (T, Ty oo TY) = Ty T2y Tur

= Tr(u()Tr(u(2)) " Tr(uk))
= To()To(2) " Lo(k)

=my(x1,Ta, ..., TL).
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Por m,|s = m,|s # 0, temos que
my (2], x5y, ..., xy) = m(xy, xh, ... 1) # 0.
Pelo lema 2.2.5, segue que
my (2, @Y, ..., x) = m(x], @, ..., x;) (mod I,).

Portanto,
My (T1, Tay ..., Tk) = My (x1, 2o, ..., x1) (mod [,).

A seguir apresentaremos o resultado principal desta secao.

Teorema 2.2.7. Todas as identidades polinomiais da dlgebra M, (K) seqguem de

129 — Tory = 0, w(r)) = w(wy) = 0;
w

(23) = —w(w2);

T1T9T3 — L3221, w(T1)
ou seja, T, (M, (K)) = I,.

Demonstracao. A demonstracao desse teorema segue por anti simetria. A partir do lema
2.2.1 verificamos que I,, C T,,(M,(K)). Precisamos mostrar que T, (M, (K)) C I,,. Como a
caracteristica do corpo base é zero, podemos supor f(zi,xs,...,x,) uma identidade
polinomial Z,-graduada e multilinear arbitraria. Seja r o menor inteiro nao-negativo tal que f
pode ser escrito, modulo [,, como uma combinacao linear de r monomios
multilineares, isto é,

f= Z o, Mo, (mod ;) (28)
g=1
onde 0 # a,, € K e 01,09,...,01 € S. Mostraremos que 7 = 0, para termos f =0 (mod 1,).

Suponhamos, por contradi¢ao, que r > 0. Entao pelo lema 2.2.2 existe uma substituicao
Standard S tal que m,,|s # 0. Por I,, C T,,(M,(K)), temos que

f’S - (Z aaqmaq> = <f - Zaaqmaq>
q=1 S q=1

Como f|s =0, entao

= 0.
S

Dali,




Combinando esta ultima igualdade com o fato que
Moy ls € {Eyli,j = 1,2,...,k}U{0}, q=1,2,...,7,

concluimos que existe um menor inteiro p € {2,3,...,r} tal que mg,|s = Mme|s # 0.
Portanto, pelo corolario 2.2.6 m,, = m,, (mod I,,). Logo, por (28)

T p—1
f= E Ao, Moy = Aoy Mgy + Ug, My, + E g, Mo, + g A5, Mg,
q=1 q=2 q=p+1
p—1
= (a0, + Uo, )Mo, + E Aoy M, + g Uy, Mo, (mod I,),
q=2 q=p+1

ou seja, f pode ser escrito, modulo I,,, como uma combinagao de menos que r monomios
multilineares, o que contradiz a escolha do r > 0. Segue que f = 0(mod/,) e assim
T.(M,(K)) = I,. O

2.3 Polinomios Centrais Z,-graduados

Nesta secao apresentaremos a descricao do espago dos polinomios centrais Z,-graduados
para a algebra M, (K).

Vamos considerar K (X) a algebra associativa livre Z,-graduada, onde X = [
Denotaremos 77, e C7, simplesmente por T,, e C,, respectivamente.

Consideremos, para cada inteiro positivo m, o m-ciclo 6,, = (1 2 ... m) do grupo
simétrico S,, e o subgrupo ciclico H,,, = (6,,) de S,,.

Apresentaremos a seguir um tipo importante de polindmios centrais nao-triviais para a
algebra M, (K). Para isso, precisaremos do conceito de sequéncia completa em Z,.

Xa.

CMGZn

Definigao 2.3.1. Sejam oy, s, ..., € Z,. Dizemos que a n-upla (oq, s, ..., ) € uma
sequéncia completa se {ay, a1 +ag, ..., +as+ -+ an} =Zy ey +ay+ -+ a, =0.

Exemplo 2.3.2. A sequéncia (1,2,3,2) é uma sequéncia completa em Zy. Dado vy € Zy,

temos que (,7,...,7) € uma sequéncia completa se, e somente se, é um gerador do grupo
Y/

Note que 1 +2+ 3+ 2 =0 em Z, e ainda,

{I,1+2,1+2+3,1+2+3+2}={1,2,3,0}
={0,1,2,3}
— 7,
Logo, (1,2,3, ?) é uma sequen01a completa em Zj.
Suponha que (7,7,...,7) é uma sequéncia completa, temos que

VY + A+ T+Y vty ={n ) =
————

n—uvezes
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Como 7 € Z, entdo y* =y + --- +~ = 0. Portanto, v é um gerador de Z,.
—_—

n—vezes

Supondo agora que v € Z,, é um gerador de Z,, entao

Zn= ) =477, A" =S+ v+t o0+
—_——

n—ovezes
e ainda y + - - -+ = 0. Portanto, (v,7,...,7) é uma sequéncia completa em Z,,.
—_——
n—vezes

Lema 2.3.3. Seja m(zy,x9,...,25) = T122-- -2 um monomio multilinear de k(X) com
w(m) = 0. Se uma substituicio Standard S (conforme (21))

xr = Ei1j17 To = Ei2j27 N i E’ikjk
¢ tal que m|s # 0, entdo my|s # 0 para todo o € Hj,.
Demonstragao. Sendo m|s # 0, temos que j; = ia, jo = i3, .., jr—1 = k. Como m|s = Ejj,
e w(m) = 0 entdo jx = i;. Observe que

me, ‘S = Ei9<1)j9<1)Ei9<2)je<2) T Eie(kq)je(kq) Eie(k)je(k>

= Ei2j2Ei3j3 T EikjkEhjl

= Ei2jkEi1j1

= Ligj1s
como j; = g, logo, my, |s = Ei,i, # 0.
Note ainda que

mgz2 ‘3 = Ei9(1)je(1)Eie(2)je(2) U Eie(k—1)je(k—1)Eie(k)jo(k)

= Ei3j3Ei4j4 e EikjkEiljl Ei2j2

= Bisjy Ly

— iggas
como jo = i entdo mgz|s = Ejyiy # 0.
O resultado segue indutivamente para cada d € {1,2,...k} em Mgd|s- ]
Proposicao 2.3.4. O polinomio multilinear

Fl@n, o, 20) = D To)To@) Lo
O'GHn

onde (w(x1),w(xs),...,w(x,)) € uma sequéncia completa em 7Z,, é um polindmio central

ZLy-graduado, que nao € identidade para a dlgebra M, (K).
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Demonstra¢ao. Como f ¢é multilinear, basta mostrar que f|s € Z(M,(K)). Observemos
primeiramente que w(ziz2---x,) = w(r1) + w(xs) + -+ + w(z,) = 0. Consideremos
m(zy,xe,...,T,) = T1To---T,. Pelo lema 2.3.3, se m|s = 0 entdo m,|s = 0 para todo
o € Hy, assim f|s = 0, onde terfamos f uma identidade.

Suponhamos entao S uma substituicao Standard

€Ty = Eiljla T = Eigjza sy Ty = EZan
tal que m|s # 0. Logo, devemos ter j; = is, jo = i3,...,Jn_1 = iy € também 7, = iy, pois,
w(m) = w(z1) + -+ + w(z,) = 0. Dali,

fls = 2120+ Ty + To3 - 001 + T3Ty - TR T A T T
= Liyjy + Bigjy + Bigjy + -+ + iy
= Eiyiy + Bigiy + Figig ++++ + Eigi,,-

Note que

w(%) =J1— 11 =1y — iy,

w(xa) = Jo —ia = i3 — o,

<'L)<'rn71) = .jnfl - 7;nfl = Zn - Z.nflu

W(Tp) = Jn — In =11 — Ip-

Teremos assim,

W(ZL‘l) + w(l’g) = ’ig — le + i3 — ig = ’L.3 — 7:1,

w(zr) + w(ze) + w(rg) =13 — 11 +1a — i3 = 14 — 11,

w(xy) + -+ w(xp_1) =i, — 11

Como  (w(z1),w(xa),...,w(x,)) é uma  sequéncia  completa  devemos  ter
19 — 11, 13 — 11, ...,1, — 21 nao nulos e dois a dois distintos, assim, segue que iy,1s,...,0,
sao incongruos médulo n. Mas, {iy,is,...,i,} € {1,2,...,n}. Logo, temos a igualdade
desses dois conjuntos e portanto f|s = I, € Z(M,(K)). O

Sejam I, o T,-ideal das identidades Z,-graduadas de M, (K) e C,(M,(K)) o T,-espago
dos polinémios centrais Z,-graduados de M, (K). Claramente, temos que I,, C C,, (M, (K)).
Consideremos agora V' como sendo o T,-espaco gerado pelos polindmios

21 |1, 2] 20, w(z1) = w(xg) = 0;
21 (112223 — T32271), w(T1) = w(x3) = —w(x2); (29)
Z To(1)To(2) " Tom), (W(T1),w(T2),...,w(zr,)) sequéncia completa

20



onde z; e 29 sao variaveis em X.

Do fato de todos os polinomios em (29) serem centrais segue que V,, C C,,(M,(K)). E
observando que o T-espago gerado pelos dois primeiros polinomios em (29) é exatamente 1,,,
concluimos que I,, C V.

Lema 2.3.5. Se o polinomio multilinear
fz1, 2, .. x) = Myma (2, 29, ..o, Tg) + -« + Ny (21, 22, ..., 2x) (K> n)

¢ tal que eziste uma substitui¢ao Standard S tal que fls = M, para algum 0 # \ € K, entdo
feV.

Demonstragdo. Como f|s = M, devemos ter \; = Xy = --- = A\, = X e w(m;) = 0 para
cada i = 1,2,...,n. Suponhamos my(x1,Zs,..., o) = X129+ k. Seja S uma substitui¢ao
Standard

I = Eiljl’ To = Ez‘sz, e, T = Eikjk
satisfazendo as hipdteses do lema. Por f|s = AI,, para cada i = 1,2,...,n existe

j =41,2,...,n} tal que mj|3 = Fj;. Logo existem 1 = [} < ly < --- < I, de modo que
{illﬂilzv s 7iln} = {1,2, . ,Tl}. 1ASSiIl’l7

t1 to tn

_ 7 - - N —
m1($17$27--~;5€k)—wll"'5512715612"'%1371"'561 c Ty, -

n

Logo,

(-*J(tl) = jlzfl - ill - ilg - 7:l17

w<t2) = jlg—l - Z.lg - 7:13 - ilga

W(tn-1) = J1,,_, — Up—1 =1, — 1,1,

Afirmamos que (w(t1),w(t2),...,w(t,)) é uma sequéncia completa em Z,. De fato,

w(ty) +w(ty) + -+ +w(ty) =iy, — iy, + g5 — ity + -+ 15, — 1, = 0.

Além disso

w(tl) = ilz — ill,

Cd(tl) +W(t2) = il2 — ill + il3 — 7;12 = 7;[3 — ilp

wt) +w(te) + -+ w(tn ) =1y, — i,

o1



Dai, sendo {iy,i1,,...,0,} = {1,2,...,n} devemos ter i, — i, iy — iy, .. .,%, — 4, NAO
nulos e dois a dois distintos. Consideremos agora o monémio

Th o T2ty T g, - 27,
e observemos que
testatils = iy, = Eii, -
Por fls = A, existe algum ¢ € {1,2,...,n} tal que my|ls = to---tut1]s = Ei, i, € pelo
corolario 2.2.6 concluimos que
mg =ty - tyty (mod ;).
Como {to-(l)to-(g) o lemylsy o € Hn} = {FE11, B, ..., E,,} continuamos com este raciocinio,

usando novamente o corolario 2.2.6 e concluimos que

fzy, 29, ... zk) = Amy +mg + -+ - + my,)

e dal
f(a:l, To,. .. ,xk) =\ Z tolo@2) " to(n) (mod V),

pois, I, € V. Além disso Y .y to)ts(2)  tom) € V e portanto, f(xy,z,...,25) € V. O
Teorema 2.3.6. Seja K um corpo de caracteristica zero. Entao Cy,(M,(K)) =1V

Demonstracao. Seja f(x1,xa,...,x,) € Cup(M,(K)). Podemos supor f multilinear.
Suponhamos ainda que f nao é identidade polinomial Z,-graduada para M, (K). Assim,
podemos escrever f na forma

f:)\1m1+/\2m2+"'+)\lml

onde myq,...,m; sao monomios multilineares em x1,x5,...,xr. Por f nao ser identidade
Z,-graduada para M, (K), existe uma substituicio Standard S tal que f|s = A[,, para
algum 0 # XA € K. Logo, [ > n. Note ainda que para cada i = 1,...,[, temos m;|s = 0 ou
m;|ls # Ej;. Temos ainda que para cada ¢ = 1,...,n vai existir um j; € {1,2,...,1} tal que
m;,|s = Ey. Dali, juntando os termos m;-is tais que mj,|s = Ej; e usando o corolario 2.2.6,
concluimos que

f(x1,xo, ..., x) = cumy, + aamy, + - -+ + aymy, + fimy, + Pamy, + -+ - + Brmy, (mod V)
onde r < I, a1, o, ...,ayp, 31, P2, ..., 0 € K. Pelo lema 2.3.5 temos que
aym;, + agmj, + -+ a,m;, €V,
Assim, segue que
flzy, 29, ..., 2) = Bimyy, + Pamy, + -+ + Bomy, (mod V).

Por f € C,(M,(K)), temos que Bymy, + fory, + -+ - + frmy, € Cp (M, (K)). Se r < n, entdo
Bimy, + Pomy, + -+ - + Bomy, € I, C V. Caso contrério, repetimos os mesmos argumentos
iniciais. u
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