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Resumo

O aperfeicoamento do conceito de taxa de variagao para o conceito de derivada
aconteceu quase simultaneamente com o famoso fisico Isaac Newton (1643-1727) e o no-
tavel matematico Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716). Nessa dissertagao, é exposto
o conceito de derivada sob diversas perspectivas. Primeiramente, sao apresentados os
conceitos de derivada por meio de Newton e por meio de Leibniz para fungoes reais.
Em seguida, é generalizado o conceito de derivada para espagos de dimensao finita e,
em seguida, sao exibidos os conceitos de derivada a Gateaux e a Fréchet em espagos
vetoriais normados. Por fim, é construido o conceito de inclinagao fraca para funcionais
semicontinuos inferiormente e também esse conceito é associado a outros conceitos de
derivada para fung¢oes menos regulares.

Palavras-chave: Conceito de derivada segundo Newton e segundo Leibniz; De-

rivada a Gateaux e a Fréchet; Inclinagao fraca.



Abstract

The development of the concept of rate of change happened almost simultaneously
between the famous physicist Isaac Newton (1643-1727) and the remarkable mathema-
tician Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716). In this essay, it is introduced many
concepts of differential functions. First, it is commented through the gaze of Newton
and Leibniz thoughts for real functions. After that, it is generalized the concept of
differential function for finite-dimensional space with Gateaux and Fréchet derivative
and, next, it is explained these concepts for normed vector space. Finally, it is cons-
tructed the weak slope concept for lower semicontinuous functions and related with
other concepts of derivative for less regular functions.

Keywords: Concept of differential functions through Newton and Leibniz; Ga-

teaux and Fréchet Derivative; Weak slope.
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Notacoes

X’ denota o conjunto de pontos aderentes de X;

Sejam a,b € X, com X um espago vetorial, [a,b] :={ta+ (1 —-t)b|0<t <1} e
(a,b) :={ta+(1—-t)b|0<t <1}

Seja E' um espaco vetorial. || - |z denota uma norma em F, caso nao haja risco

de confus@o do espaco em questao, denotaremos apenas por || - ||.

|||+ denota a norma dos funcionais lineares continuos, isto ¢, dados X um espago

de Banach e I € L(X,R)

11| = sup{[I(z)] : = € X ellz|x <1}.

e G(f) denota o grafico da fungao f: X — Y, isto, é

G(f) ={(z,y) e X xY [y = f()}.



Introducao

O conceito de derivada tem enorme relevancia na tecnologia atual e no desenvol-

vimento na ciéncia, como é citado pelo Stewart:

As taxas de variagdo ocorrem em todas as ciéncias. Um geologo se interessa
em saber a taxa na qual uma massa de rocha fundida resfria através da
condutividade térmica com o meio rochoso que a envolve. Um engenheiro
quer saber a taxa segundo a qual a dgua flui para dentro ou para fora
de um reservatorio; um gebdgrafo esta interessado na taxa de variagao da
densidade populacional em uma cidade & medida que aumenta a distancia
de seu centro; um meteorologista esta interessado na taxa de variagao da
pressdo atmosférica em relagdo a altura. (STEWART, 2006 .p. 206)

O aperfeicoamento do conceito de taxa de variagao para o conceito de derivada aconte-
ceu quase simultaneamente com o famoso fisico Isaac Newton (1643-1727) e o notavel
matematico Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716). Nesse trabalho, é apresentado o
conceito de derivada sob diversas perspectivas.

No Capitulo 1, vemos o desenvolvimento de derivada por meio da visao de Newton
e por meio da visao de Leibniz. Também sao apresentadas quais propriedades possuem
demonstragoes provenientes da visao de Newton e quais sao da visao de Leibinz.

No Capitulo 2, os conceitos de derivada sao generalizadas para dimensoes superio-
res. Primeiramente, sdo apresentados os conceitos de derivada para o RY e, em seguida,
generalizado para os Espacos Vetoriais Normados que nao possuem, necessariamente,
dimensao finita.

No Capitulo 3, o objetivo é apresentar o conceito de inclinacao fraca e inclinagao
fraca equivariante que sao conceitos derivada que englobam func¢oes que nao sao deriva-

veis no sentido apresentado no capitulo 2. Por exemplo, é possivel calcular a inclinacao
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fraca da funcao modulo na origem como também a inclinagao fraca de fungoes que sao
apenas semicontinuas inferiormente.

Dessa forma, pretendemos que esse trabalho sirva como um guia para compreen-
der um pouco melhor o conceito de derivada e como esse conceito se desenvolveu e se

desenvolve durante os séculos.



Capitulo 1

A derivada de funcoes reais

Neste capitulo, é abordado o conceito de derivada a partir do aperfeigoamento do
conceito de taxa de variagao e é perpassado pelas compreensoes de derivada obtida por
Newton e por Leibniz. Vale ainda ressaltar que, em cada sec¢ao, sao expostos teoremas
cuja demonstracgoes classicas foram feitas a partir do ponto de vista de Newton e outros

que foram feitas a partir do ponto de vista de Leibniz.

1.1 A derivada como taxa de variacao segundo New-

ton

A derivada, como comentado na introducgao, ¢ uma das ferramentas da matema-
tica mais aplicaveis na natureza e na tecnologia. Durante os séculos, esse conceito foi
amplamente discutido e atualizado em diversos contextos. Nesta secao, a derivada é
apresentada como uma taxa de variacao infinitesimal.

A taxa de variacdo T' de uma fungao real f em um intervalo [a,b] é dada pela
expressao:

f(b) — f(a)

T="0— (L.1)

Diversas grandezas sao descritas por meio de taxas de variacao, como, por exemplo,
a velocidade média (variagao da distancia pelo tempo), a aceleragao média (variagao
da velocidade em relagdo ao tempo), a densidade populacional (popula¢do por metro

quadrado) e a pressao (forga por metro quadrado).
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Ao considerar h = b — a, podemos reescrever essa expressao (|1.1)) da seguinte

forma:

fla+h) - f(a)
- :

T —
Esse quociente é comumente denominado na literatura por quociente de Newton. Em
geral, a motivagao para a derivada como conhecida hoje é dada por meio da tentativa
de determinar uma velocidade instantanea a partir da velocidade média. Vejamos como
essa relacao é feita:

Considere um projétil com movimento retilineo com uma velocidade 7 em relagao
a um tempo t. Considere sy a posi¢ao inicial do projétil e denominemos de a distancia
s(t) a posigao do projétil no tempo ¢. A velocidade média entre a posigdo no tempo ¢;
e no ty ¢ denotada por vy, adia-

Dessa forma, se desejar calcular a velocidade do projétil exatamente no tempo t,
poder-se-ia calcular diversas velocidades médias entre o tempo t; e um tempo ¢ onde
o tempo t pode ser tomado cada vez mais proximo do tempo ty. Ou seja, ao denotar
a velocidade média entre t e ty por

s(t) — s(to)

U médial(t) = =1y

e a velocidade instantanea no tempo Zy por v(ty), teremos intuitivamente que vy 4qi, (t)
converge para v(tg) quando ¢ converge para to. Ou seja,

v(to) = thjg) Umedia(t) = }g?o t—tg

Note que foi utilizado um conceito de convergéncia acima e limite de fungao. Segundo
Pitombeira e Roque, Referéncia 10|, a formulacdo rigorosa da defini¢do de limite é
iniciada pelo famoso A. L. Cauchy (1789-1857). Sendo assim, conforme o livro Um
curso de Analise do Elon, Referéncia , a definicao de derivada como uma taxa de
variagao atualmente é definida da seguinte forma:

Defini¢ao 1.1. Sejam X C R, f: X — R uma funcdo e a € X N X’'. Dizemos que f

é derivavel em a quando existir o limite

f’(a) — lim f(l‘) — f(a)

r—a T —a

No caso afirmativo, o limite f’(a) cham-se a derivada de f no ponto a. Quando f é
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derivavel em todo ponto de X N X', dizemos que f é derivavel.

A exigéncia de a pertencer ao conjunto X’ de pontos de aderéncia de X, ou seja,
de a ser um ponto de acumulacao advém da necessidade de que haja pelo menos uma
sequéncia de pontos de X que convirja para a, sequéncia essa utilizada no quociente
de Newton.

Observagao: 1.2. Escrevendo h = x—a, obtemos x = a+h e, assim, podemos reescrever
a derivada de f no ponto a € X N X’ da seguinte forma:
h) —
f/(a):hm f(a+ }2/ f(a’)

h—0

Observemos, a seguir, que a derivada de uma funcao constante ¢ nula:

Exemplo 1 (Funcao constante ¢ derivavel). Sejam a € Re f: R — R onde f(z) = a.

Entao, f'(x) = 0, para todo = € R. De fato, observemos o quociente de Newton:

G 0 e ) N e L T
h—0 h h—0 h h—0 h h—0

Dessa forma, f’(z) = 0 para todo = € R.

Intuitivamente, esperava-se que esse fato ocorresse pois, ao atermos a nossa aten-
¢ao para a taxa de variacao da funcao constante, veremos que nao se tem variagao
alguma. Portanto, a derivada em tais pontos deve ser zero.

Com o seguinte exemplo, pode-se ver que a derivada pode ser diferente de zero e
o seu valor variar a depender de cada um do ponto. E interessante notar que o seguinte
exemplo evidencia o carater infinitesimal da derivada como taxa de variagao em um

ponto.

Exemplo 2. Seja f: R — R dada por

com n € N. Entao f é derivavel e

De fato, observemos o quociente de Newton

. Jle+h)— [fz)
llzlg(lj h h—0 h
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Pelo binémio de Newton, temos

n__ (™) n30 Y\ n-1;1 N\ n-2;2 Y\ opn
(a:+h)—(0>xh+<1)w h+(2)x h= + +(n)xh,

entao
h N h ’
Portanto,
(@ +h)" —am _na"thl+ (5)a" hP 4+ h"
h h ’
e, assim,
(x 4+ h)" — 2"

Dessa forma,

lim flz+h) - f@) = lim (nz”_l + (n) 2" 2Rt 4 h"_1> = nz" L.

h—0 h h—0 2

Portanto,

f'(z) = na"t.

No livro do Elon, Referéncia [20], hé diversas propriedades inerentes a derivada de
fungoes reais. A seguir, citaremos algumas propriedades que sao necessarias para estu-
darmos algumas caracteristicas principais da derivada afim de generalizar tal conceito

para dimensoes superiores.

Teorema 1.3 (Regras de derivacdo). Sejam f,g : X — R derivdveis no ponto
a€ XNX'. Entao, f+9,f—g,f g e [f]/g (caso g(a) # 0) sao derivdveis no mesmo

ponto e
(i) (f +9)(a) = P'(a) + o/ (a)
(i) (f - 9)'(a) = /(o) — g'(a):
(i) (F -9 (a) = (@) - g(a) + (@) - g'(a)
(iv) (5)' () = Lledato-fe)0)

A demonstracao das regras de derivacao é feita utilizando apenas a defini¢ao de

derivada e a definicao de limite de uma funcao por epsilons e deltas. A partir das regras
de derivagao, pode-se conhecer a derivada de algumas fungoes elementares e, a partir
delas, pode conhecer as derivadas de muitas outras fungoes que sao somas, subtragoes,

multiplicagoes ou divisoes dessas fun¢oes elementares.
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Teorema 1.4. Seja f: X — R. Se f for derivdvel em a, entao f € continua em a.

Demonstracao. De fato, observemos que

lim(f(z) — f(a)) = lim(z — a) - f(x) = f(a)

r—a r—a (;L' — Cl)
= lim(z — a) - lim f(@) = fla)
r—a r—a (],‘ — (l)
= lim(z —a) - f'(a) = 0.
Tr—a
Portanto,
lim f(z) = f(a)
Dessa forma, f é continua em a. O

Teorema 1.5. Se a € X um ponto de mdzimo ou de minimo local, entio f'(a) = 0.

Os seguintes teoremas apresentados possuem demonstracoes que foram desenvol-
vidas por meio da interpretacao da derivada como uma taxa de variagao, semelhante
a visao de Newton.

Um dos teoremas mais notaveis que relaciona a derivada e a taxa de variacao é o
Teorema do Valor Médio. O Teorema do Valor Médio é surpreendente pois relata que
a taxa de variacao de uma funcao f, com adequadas propriedades, em um intervalo
[a,b] é exatamente a derivada de f em um ponto c entre a e b :

Teorema 1.6. (Teorema do Valor Médio) Seja f : [a,b] — R uma fun¢io continua.

Se [ € derivdvel em (a,b), entao existe ¢ € (a,b), tal que

PEUES (G}

Com o Teorema do Valor Médio, é possivel provar o seguinte resultado:

Corolario 1.7. Se uma fun¢ao continua f : [a,b] — R possui derivada nula em todos

0s pontos x € (a,b), entao f € constante.

Assim, podemos conhecer propriedades das func¢oes a partir da analise de sua

derivada. Por exemplo, se a derivada for limitada, a funcao deve ser Lipschitz:

Corolario 1.8. Seja f : I — R deriwvdvel no intervalo aberto I. Se existe k € R tal

que |f'(z)| < k para todo x € I entao, quaisquer que sejam x,y € I, tem-se

[f(2) = F)l < k- fo—yl.
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Também, a partir do Teorema do Valor Médio, ao considerar b = a-+h, com h > 0,

podemos reescrever a expressao presente no Teorema do Valor Médio da seguinte forma:

fla+h) = fla)+ f'(c) - h (1.2)

onde ¢ € [a,a + h]. Ao observar a Expressao a direita, podemos concluir que é
uma expressao que recorda uma funcao afim. Ou seja, podemos teorizar em aproximar
a imagem da funcao f em torno de a por uma funcao afim. Sendo assim, por meio do
Teorema do Valor Médio, podemos adentrar em outra perspectiva de derivada como
aproximacao da funcao por meio de uma funcgao linear. Tal forma de pensar derivada
foi inicialmente proposto por G. W. Leibniz (1646-1716) o qual abordaremos na Secao
1.2

1.2 A derivada como aproximacao por uma transfor-

macao linear por G. W. Leibniz

Segundo Toeplitz, Referéncia [25], os matemaéticos gregos trataram diversos pro-
blemas que versam em determinar retas tangentes em determinadas curvas como, por
exemplo, determinar retas tangentes em circulos e em elipses. Além dos matemati-
cos gregos, o matemético Fermat também desenvolveu maneiras de encontrar retas
tangentes a curva, vide a Referéncia [11].

Segundo Junior, na Referéncia [I7], G. W. Leibniz construiu o conceito de deri-
vada de fungoes tangentes. Antes de contemplar a construcao do conceito de derivada
segundo Leibniz, vejamos como ele abordou o conceito de limite de funcao.

No que tange o conceito de limite de fungao, o questionamento norteador apon-

tado por Leibniz é

Qual a fungao constante que melhor aproxima os valores f(x), quando x varia em

uma vizinhanca de xqy?

O conceito de melhor aproximacao diz respeito a uma medida de velocidade de conver-
géncia. Para isso, se ¢ for uma funcao constante a ser testada, basta considerar uma
funcao erro:

€(h) = f(l’o + h) —C
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e esperar que o erro se aproxime de zero conforme o h se aproxime de 0. Para traba-
lhar sobre essa convergéncia, Leibniz utilizou um conceito de ntimeros infinitesimais o
qual nao foi bem aceito pela comunidade académica da época. Na década de 1960,
Abraham Robinson (Referéncia [23]), desenvolveu uma Analise Nao-Standard que de-
termina um fundamento rigoroso para esse conceito de niimeros infinitesimais o qual é
incrementado aos ntmeros reais. Afim de evitar a abordagem dos infinitesimais, uti-
lizaremos o conceito de escalas e ordem em que auxilia na estabilizacao da ideia de
melhor convergéncia.

Definigao 1.9. Uma funcao ¢ : R™ — R*, ¢ denominada escala de aproximacao

quando ¢ é monotonicamente decrescente tal que, para qualquer N > 0 exista algum

valor x, a partir do qual, tenhamos ¢(y) < ]lv, para y < x.

Observagao: 1.10. Note que se ¢ é uma escala de aproximacao, entao

lim p(x) = 0.

z—0

Definicao 1.11. Uma escala a é de menor ordem do que 3, denotamos por o < 3 ou

a = o(f) quando existe uma escala ¢ tal que

a(s) < p(s)B(s).

Observacao: 1.12. Em relacao a definicao de limite, o ser de menor ordem do que 3 é

equivalente dizer que
. als)
lim

s—0 3(s)
Inspirados em Hardy, Referéncia [16], é definido:

=0.

Definicao 1.13. Sejam f,g : R — R fungoes. Dizemos que f é de ordem menor do

que g, e denota-se por f = o(g) ou por f < g, se existir uma escala ¢ tal que

[f(2)] < ¢(|z])] - [9()]

Observacao: 1.14. A escala principal que serve como padrao é a funcao identidade
©(s) = s. Outras escalas mais rapidas que a identidade sao ¢1(s) = |slog s|, pa(s) = s?
para p > 1 e p(s) = e . Algumas escalas mais lentas do que a identidade sao as

fungoes da forma ¢(s) = s? para p < 1.

O uso de escalas e de ordenagao sao elementos essencial na Andlise Assintotica e,

a partir dela, podemos definir uma ordem parcial (=<):
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Definicao 1.15. Diz-se que a escala o ¢ no méaximo de ordem da escala 3 e escreve-se

«a = [, se existir uma constante C' > 0 tal que
a(h) < CB(h)

no respectivo dominio. Se tivermos f < «, dizemos que a e J tém a mesma ordem e

escreve-se a & f3.

Definicao 1.16. Diz-se que uma funcao definida na vizinhanca de zero é de menor

ordem do que h, quando h — 0 e a denotamos por o(h), se existir uma escala ¢ tal que

[F(R)] < 1Al - e ([R]).

Observagao: 1.17. A soma de duas fungdes com ordem o(h) ainda ¢ uma fungdo com
ordem o(h) e o produto de duas fungoes de o(h) é uma fungao de o(h?). Dessa forma,
faz sentido dizer que o(h) + o(h) = o(h).

Vejamos agora a definigao de limite segundo o uso de ordens e classes:

Definigao 1.18. Considere f : R — R. Dizemos que f tem limite yy quando x — xg

se para alguma vizinhanca de xg, o erro

e(h) = f(zo+h) — o

da aproximacao

f(@o +h) = yo + €(h),

tenhamos |e| < ¢, ou seja, admite uma estimativa

le(h)| < p(|R])

para alguma escala ¢. Dizemos que f é continua em o quando yo = f ().

Observagao: 1.19. Esse conceito de limite de uma funcgao é equivalente ao conceito de

limite por meio de epsilons e deltas exibido por Cauchy.

Nos direcionando a definicao de derivada, uma vez definido o conceito de apro-
ximacao local por meio de funcoes constantes, podemos também tentar aproximar a
funcao por meio de fungoes lineares. Assim, pretendemos determinar uma reta que
melhor aproxime os da funcao f em torno de x(, ou seja, para valores xo + h com h
proximo de 0, ou seja, por uma rea que seja tangente ao grafico de f no ponto xzg.

Dessa forma, espera-se uma aproximacao da seguinte forma:

f(zo+h) = f(zo) +a-h+ei(h),
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onde a € R ¢ um numero a ser escolhido. Note que a expressao f(zo)+ a - h recorda a
lei de formagao de uma funcao afim. Assim, para que essa funcao afim se aproxime do
valor f(xo + h), é necessario que

ea(h) = 0,

quando h — 0. Em termos de ordem, ¢,(h) = o(h), ou seja,
€a(h) = heg(h)

onde € se aproxima de 0 em alguma escala. Nesse contexto, podemos definir a derivada

segundo a Leibniz da seguinte forma:

Definigao 1.20. Sejam X C R, f: X — R uma funcdo e a € X N X'. Dizemos que f

é derivavel em zy quando existir a € R tal que
flzo+h) = f(x0) +a-h+o(h]).

No caso afirmativo, o nimero a é denotado por f’(xg) e chama-se a derivada de f no

ponto xy. Quando f é derivavel em todo ponto de X N X', dizemos que f é derivavel.

Observagao: 1.21. Note que a definigdo de derivada como taxa de variagao (Defini-

¢ao é equivalente a definicao de derivada como aproximagao por reta tangente

(Definigao [1.20)).

A partir dessa abordagem, pode-se provar teoremas importantissimos que é o

Teorema da Regra da Cadeia e o Teorema da Funcao Inversa:

Teorema 1.22. (Regra da Cadeia) Sejam f : X — Rg Y = R, f(X) CY,
a € XNX', b= fla) e YNY'. Se existem f'(a) e ¢g'(b), entdo go f : X — R €
derivdvel no ponto a, valendo (go f)(a) = ¢'(f(a)) - f'(a).

Teorema 1.23. (Derivada de uma fungao inversa) Seja f: X — Y C R uma fungao
que possui inversa g = f~1:Y — X CR. Se f € derivdvel no pontoa € X NX' eg é
continua no ponto b = f(a) entdo g € derivavel no ponto b se, e somente se, f'(a) # 0.

No caso afirmativo,

A partir da regra da Cadeia, nos tornamos héabeis para derivar diversas combina-
¢oes lineares e composicoes de funcoes elementares. Ja o Teorema da Funcao Inversa,
nos auxilia, por exemplo, na derivacao das fungoes inversas trigonométricas tais como

arcosseno, arcocosseno, arcotangente etc.
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No proximo capitulo, é exibido como o conceito de derivada pode ser generalizado
para os espacos vetoriais de dimensao maior do que 1 tanto pela visao de Newton
(derivada como uma taxa de variagao) como pela visdo de Leibniz (derivada como

aproximacao por transformagao linear).



Capitulo 2

A derivada em Espacos Vetoriais

Normados

2.1 A derivada no RY

O desenvolvimento da derivacao para funcoes f : RY — RM tem varias moti-
vagoes. Primeiramente, é interessante notar que ha fendémenos que possuem mais de
uma variavel tais como, segundo a 2% Lei de Newton, a forca resultante depende de
duas variaveis: a massa e a aceleracao. Sendo assim, poderiamos pensar na taxa de
variacao da forca resultante segundo a variagao da massa ou a taxa de variagao da
forca resultante segundo a aceleragao. Outro exemplo é o volume de um cilindro que é
dada pela expressao

V(r,h)=n-1*-h

onde r é o raio e h é a altura do cilindro.

Como a derivada também auxilia na determinagao de pontos de méaximo e mini-
mos (Teorema , em diversos casos, é importante desenvolver o conceito de derivada
para essa classe de fungoes afim de otimizar situagoes que perpassam pela Engenharia
Civil, Elétrica, Economia e etc.

A abordagem analitica de René Descartes (1596-1650) para a geometria plana
trouxe grandes impactos para a mateméatica. Como comentado na Secao [1.2] na pers-

pectiva dos antigos matematicos Gregos, a busca por retas tangentes & curvas era
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determinado por construcgoes puramente geométricas e realizadas por meio da constru-
¢ao com a régua e compasso. Com a abordagem do Descartes, podemos associar uma

curva em um plano a um caminho continuo o : I C R — R?. Assim, vale a pergunta

“E possivel determinar um conceito de derivada para fungoes vetoriais afim de

encontrar retas tangentes as curvas?”
Dessa forma, nessa secao, devotaremos nossa atencao ao seguinte questionamento:

"Como podemos estender o conceito que tinhamos de derivada de fungoes reais para

fungoes vetoriais?"

Para isso, considere f : RY — RM ¢ seja ¥ € RN um vetor unitario. Segundo a
ideia de Newton em ver a derivada como taxa de variacao, podemos pensar na taxa de

variacao da funcao f na diregao 7 em um ponto a, assim atentaremos ao limite:

o fa+ ) — fla)

t—0 t

Caso esse limite exista, dizemos que f possui uma derivada direcional na direcao o no

)
ponto a e a denotaremos por 2 (a).

Figura 2.1: Taxa de variacao da funcao f na diregao v
z y=b

\
\
v

Fonte: LIMA (2014, p. 118)

Mais formalmente, podemos definir da seguinte forma:

Definicao 2.1. Sejam U C RY um abertoe f: U — RM, a € U ev € RY. A derivada

direcional de f no ponto a, segundo o vetor v, é, por defini¢ao, o limite

OF (1) i L0t 10) — f(0)

ov t—0 t

’
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quando tal limite existe. Quando v é um vetor da base candnica do RY, dizemos que

a derivada direcional ¢ uma derivada parcial e representamos por:

of , . of
(9azi (&) o 861'

(a) = Derivada direcional de f no ponto a, segundo o vetor e;.

Observacao: 2.2. A derivada direcional também é denominada de derivada a Gateaux.
Vejamos o seguinte exemplo:

Exemplo 3. Considere f : R? — R? dada por

fla,y) = (2% +y.y —2°).
Observemos que f possui derivadas parciais as quais sao:

of B 5 of _
%(;p’y) = (21‘, -3z ) € a_y(‘%y) - (1’ 1)'

J& a fungao g : R? — R? onde g(z,y) = (x,|y|) ¢ derivavel em relagao a e; mas nao ¢

derivavel em relacao a e,, visto que a funcao médulo nao é derivéavel.

Para um estudo mais aprofundado da derivada direcional e das regras de derivacao
direcional recomendamos os livros de Calculo (Referéncia [24]) e os livros de analise
das Referéncias e .

Vale ressaltar que a derivada direcional busca fazer a analise de uma funcao ve-
torial em uma direcao e, sendo assim, é possivel determinar retas tangentes ao grafico
nessa direcao assim como valores de méximos ou minimos nessa direcao. Porém, ape-
nas a existéncia da derivada direcional nao traz necessariamente propriedades como
continuidade da funcao, maximos ou minimos locais em todas as direcoes.Vejamos o

seguinte exemplo:

Exemplo 4. Considere a funcio f : R?> — R definida por

3
2V sex?+yt#£0

flay) =4 V7
0, sex =1y =0.

Vejamos que f possui derivada direcional para toda direcao o 1o ponto (0,0).
Para isso, considere o = (a,b) e observemos o limite
1 t%a®-tb

1 1 .
lim 7 - (F((0,0) + (@, )) = £(0,0)) = lim 7 - F({ta,19)) = lim 3 - sz
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Dali, obtemos que
1 3 th . ta’h

lim-+ ———— =lim——.
t=0 ¢ (ta)s+ (tb)2 t=0t4a?+b
Assim, se a,b # 0, temos

lim ~ - (£((0,0) + t(a, b)) — £(0,0)) = lim ta’b

t—0 t t—0 t4a2 + b =0

Como também se a = 0 ou b = 0, nao simultaneamente nulos, temos

1 t3a® - th

lim> - — ",
50t (ta)s + (th)?

Portanto, para toda direcao 7, temos

of B
5-(0.0)=0.

Porém, f nao é continua em (0,0). De fato, observemos que

6

fl®) = o5 = 1/2.

Assim, fazendo x — 0, teremos (z,2%) — (0,0), mas

flz, %) = 1/2 #0.
Dessa forma, f nao é uma func¢ao continua.

Assim, o Exemplo [ nos diz que o fato da fungao ter derivadas direcionais mesmo
em todas as dire¢coes em torno do vetor nulo, nao podemos concluir que a funcao seja
continua nesse ponto. Propriedade essa que nao condiz com o que tinhamos na derivada
na reta (veja o Teorema [1.4)).

Sendo assim, é preciso repensar o conceito de derivada de tal forma que consiga
fazer uma analise da imagem de uma funcao em todos as diregoes. Nessa perspectiva,
podemos pensar no conceito de derivada como aproximagao por uma transformagao
linear segundo o Leibniz da seguinte forma:

Definicao 2.3. Sejam U C R um aberto, f : U — RM. Dizemos que f é diferenciavel
a Fréchet, quando dado a € U existir um transformacao linear continua Ly : RY — RM

tal que
fla+h) = f(a)+ Lo(h) + o([[A]]),

entao Ly é chamada derivada de f segundo Fréchet no ponto a e denotada com um dos
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simbolos:

0f(a) = f'(a) = Vf(a) = df(a).

O préximo teorema evidencia que, além do estabelecimento da boa definicao de
derivada & Fréchet em um ponto a, a funcao deve ser continua nesse ponto:
Teorema 2.4. Se f ¢ diferencidvel em a, entao
a) fé continua em a;

b) Ly € dnica.

Demonstracao.

a) Como Lg ¢ continua em 0, temos

lim(f(a+h) = f(a)) = lim(Lo(h) +o([[A]])) = Lo(0) = 0.

h—0

Portanto, limy,_,o f(a + h) = f(a). Dessa forma, f é continua em a.

b) Suponha que
fla+h) = f(a) + Lo(h) + o([[Al]) = f(a) + Li(h) + o([[A]])
e seja x € RY. Para t > 0 suficientemente pequeno, temos
fla+tx) = fla) = tLo(x) + tl|x|leo(tr) = tLi(x) + t]|z|[er (t2)
com limy; g €;(tx) = 0 para i € {0,1}. Notando que
La(x) = Lo(x) = ||z[[(er (tx) — eo(t2))

e fazendo t — 0, temos

Portanto, Li(z) = Lo(x) para todo z € R e, assim, L; = Lj. O

O seguinte teorema, presente no livro do Bartle (Referéncia [2]), relaciona bem a
derivada a Fréchét e a derivada a Gateaux:
Teorema 2.5. Seja f : U — RM definida no aberto U C RYN. Se f ¢ diferencidvel

em a € U entao existe a derivada direcional %(a) qualquer diregao v, a aplicagao

% U — RM ¢ continua e vale a relagdo

Fa) o=
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onde o ponto na equagdo anterior representa a avaliagao da transformagao linear f'(x)

no ponto v.

Assim, o conceito de derivada a Fréchet é mais forte do que a derivada direcional.
Quando a funcao é diferenciavel, procura-se analisar a variagao da funcao em um ponto
a nao somente em relagdo a retas (diregdes) que passam no ponto a, mas por meio de
qualquer caminho que pode passar por a. Quando a funcao é diferenciavel a Fréchet,
conseguimos recuperar diversos resultados que tinhamos para funcoes diferenciaveis na

reta tais como:

Teorema 2.6. Seja U C RY aberto e conexo. Se f: U — R possui derivadas direcio-

nais em todo ponto x € U e %(x) = 0 para qualquer v, entao f € constante.

Teorema 2.7. (Regra da Cadeia) Sejam U C RM, V C RN abertos, f : U — RY
diferencidvel no ponto a, com f(U) C V, e g: V — RY diferencidvel no ponto f(a).

Entao, go f : U — RY ¢ diferencidvel no ponto a, com

(go f)(a)=g'(f(a) f(a): U—R".

Teorema 2.8. (Desigualdade do Valor Médio) Dado U C RM aberto, seja f : U —
RY diferencidvel em cada ponto do segmento de reta aberto (a,a + v) e tal que sua
restri¢ao ao segmento fechado |a,a +v] C U seja continua. Se |f'(x)| < M para todo
x € (a,a+v), entdo

1f(a+wv) = fla)ll <M -]

Teorema 2.9. (Teorema da funcio Inversa) Sejam U C RY um aberto e f : U — RY
diferencidvel em ¢ € U diferencidvel. Se a aplicagao f': U — L(RYN;RM) ¢ continua
e que a derivada f'(c) seja bijetora. Entao existe uma vizinhanga Vi de ¢ tal que
Vo = f(V1) € uma vizinhanga de f(c), f : Vi — Vu € bijetora e f possui uma fungao
inversa continua g : 'V — U. Ainda mais, a aplicagdo g : Vo — L(RN) ¢ continua e
se x = g(y) € U, entdo a aplicagao linear ¢'(y) € a fun¢do inversa da aplicagio linear

f'(x).

Teorema 2.10. (Teorema da Fungdo Implicita) Sejam U C RN x RM aberto e
f:U — RY uma aplicagdo de classe C'. Considere ¢ € RY, S o conjunto dos pa-

res (x,y) € U que satisfazem a relagao
flzy)=c
e suponha S # 0. Se (a,b) € S e a aplicagio Oof : RM — RM dada por

aZf(u) = f/<a7 b) (07 u)
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¢ invertivel, entao existem um aberto U' C U de (a,b), uma vizinhanga W de a em
RY e : W — RM uma aplicagio C' de tal forma que as sequintes sentencas sao

equivalentes:
(1) (x,y) €U e flz,y) =¢

(1)) x e W ey = p(z).

A extensao da utilidade dos conceitos de derivada apresentados nesse capitulo é
muito grande perpassando nas mais diversas areas. Mas, mesmo sendo tao abrangente,
hé situagoes em que é preciso generalizar o conceito de derivada mais ainda como, por
exemplo, no Calculo das Variagoes, veja, na proxima segao, em que as fungoes sao

definidas em espacos vetoriais de dimensao infinta.

2.2 Derivada pra funcionais definidos em espacos ve-

toriais normados

2.3 Derivada em espacos normados

Nessa sec¢ao, nos basearemos no livro Cauculus on Normed Vector Spaces do Cole-
man, no livro Minimax Theorem, Referéncias e [26], e consideraremos
(E,| - lg), (E,]| - ||F) espagos vetoriais normados.

Ao prestarmos atencao ao conceito de derivada que foi construido na Segao [2.1],
podemos perceber que pouco foi utilizado do espaco RY no que tange a finitude da sua
dimensao, mas, essencialmente, necessitou da estrutura de um espaco vetorial normado.

Sendo assim, podemos definir derivada a Gateaux (direcional) e a Fréchet (dife-
rencial) de maneira analoga fazendo os devidos ajustes da seguinte forma:

Definicao 2.11. (Derivada direcional) Sejam U um aberto de E, f : U — F uma

aplicagao, a € U e v € E'\ {0}. Dizemos que f ¢é diferenciavel em a na diregao de v

quando o seguinte limite existe:

i fa ) = f(a)

t—0 t ’

of

onde ¢t € R. Quando tal limite existe, o representamos por - (a) e o denominamos por

derivada direcional de f em a na direcao v.
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Defini¢ao 2.12. (Diferencial) Sejam U C E um aberto e f : U — F uma aplicagao.
Dizemos que f é diferenciavel a Fréchet, quando dado xy € U existir um transformagao

linear continua Lg : £ — F tal que
f(zo+ h) = f(zo) + Lo(h) + o([|A]]),

entao Ly é chamada derivada de f segundo Fréchet no ponto x, e denotada com um

dos sfmbolos:
Of (xo) = f'(o).

Quando avaliamos a diferencial em h podemos representar por f'(a)(h) ou f'(a).h .

Exemplo 5. Considere um espago de Hilbert (H, (-,-)) e || - || € a norma induzida pelo
produto interno, isto é ||u|| = \/(u,u), e a fungdo f: H — R definida por

1
@) = 2l
¢ de classe C'(H,R) com

f'(u)v = (u,v), Yu,v € H.

af

Para verificar isso, mostremos primeiramente que 5 (u) existe para todo u,v € H.

Para t € R\ {0}, observe que

fluttv) = flu) 1 (Hu + tof|* — HuH2)

t 2 t
(u,0) + Lo
= (u,v — || .
’ 2
Consequentemente,
t _
i SO =)
t—0 t

Ao observar o Teorema mesmo sendo em dimensao infinita faz sentido considerar
o operador L : H — H onde

Por definicao de produto interno, obtemos que L é linear e, pela desigualdade de

Cauchy-Schwarz, L é um operador continuo. Por fim, basta mostrar que

po Jt0) = fw) = ()

l[o]|—0 vl

=0.
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Note entao que

flutv) = fu) = (uv) _ gllutoll® = glul® - (u,v)
v [[v]]
s ((u+v,u+v) — (u,u) — (u,v)
[ v]]
3 ((u, u) + 2(u, v) + (v,v) — (u,u)) — (u,v)
[ v]]

Y

v, 0) + (u,v)
Il
3Vl + (u, v)
o]l

1nn+1< “>
=—l||+=(u,— ).
2P+ 3 (% o

o Tl ) = () = ()

[o]|—0 vl

portanto,

=0

e assim, f é Fréchét diferenciavel com

f'(w)(v) = (u,v).

Para provarmos que f é de classe C'(H, R), considere u,, — u em H e veja que

[/ (un)(v) = f'(w) ()] = | {tn, v) = (u, v} |
= [ (un —u, )|
< [un = ull - lvl]

= sup [ (un)(0) = f' () ()| < [Jun —ul],

consequentemente,
|/ (un) — f'(w)||z — 0 quando u,, — u em H,

mostrando que f’ é continua. Assim, f € C*(H,R).

Assim, ao considerar o espago de sequéncias H = [? (veja o Exemplo do
Apéndice A) e f: 1> — R onde

fe) =5 3 el
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Assim, f € C'(I2)R) e

F@n)(yn) = (@), () = D Tn Y-

Exemplo 6. A funcao || - || : E — R é continua, mas nao é diferenciavel na origem.
De fato, suponha, por absurdo, que ||0]] : E — R exista. Entao, para h € E tal que

||h|| seja suficientemente pequeno, temos

h
— / 1 - ,_ -
I]] = 0]/ + o(h) = Tim (1 ol ||h||) ’

, . ! h _
[l) = Il = Al = 0]/ (~h) + o(h) = lim (1 + 101 W) -0

Somando os dois limites acima, temos

h h
=i r___ — " =i e
0= }111_% (1 + 10| Hh”> + (1 0] HhH) }ILILI(I)Q =0=2.

Um absurdo. Assim, || - || nao é diferenciavel no 0.

Em espagos vetoriais normados quaisquer também sao validos os seguintes teore-

mas, cujas demonstragoes estao presentes na Referéncia [§]:

Teorema 2.13. Seja f uma funcao definida em um aberto U de um espago normado
E cuja imagem estd contida no produto F' = Fy X Fy x --- x F,. Entao f € diferencidvel
em a € U se, e somente se, as fungoes coordenadas f; : U — F; sao diferencidveis em

a. F, nesse caso, devemos ter

f'(a) = (fila), f5(a), -+, fr(a)).

Teorema 2.14. Sejam E e F' espacos vetoriais normados, f,qg : E — E aplicagcoes e

A €R. Se f e g sao diferencidveis em a, entiao (f + Ag) também € e vale:
(f+)\g)/:f/+)\_g/

O seguinte teorema versa que os pontos de méximo ou pontos de minimos sao
pontos criticos. Tal teorema é basilar para o Calculo das Variagoes e para solucao de

algumas Equacoes Diferenciais Elipticas:

Teorema 2.15. Sejam U C E um aberto e f : U — R uma funcgao diferencidvel. Se
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a € um extremo local (um ponto de mdzimo ou um ponto de minimo), entio

f(a)(v) =0
para todo v € F.

Teorema 2.16. (Regra da Cadeia) Sejam E|F e G espagos vetoriais normados, O
um aberto de E e U um aberto de F' |, f: O — F eg:U — G tal que f(O) C U. Se f

é diferencidvel em a e g € diferencidvel em f(a), entdo go f € diferencidvel em a e

(go f)(a) =g (f(a))o f(a).

Teorema 2.17. (Teorema do Valor Médio) Seja U um subconjunto aberto de um espago
vetorial E e considere a,b € E com [a,b] C U. Se f: U — R ¢ diferencidvel, entdo
existe ¢ € (a,b) tal que

f(0) = fla) = f'(c) - (b—a).
Teorema 2.18. Se U é um subconjunto aberto e conexo de E e f : U — R ¢ uma

fungao diferencidvel com f'(v) =0 para todo v € U, entao f € constante.

Teorema 2.19. Sejam E, F' espacos vetoriais normados, U subconjunto aberto de E

e f:U — F diferencidvel. Se o segmento [a,b] estd contido em U, entao

1F() = f(@)llr < sup |f'(2)|ce.r - 10— alle.

z€(a,b)

Nos proximos teoremas que generalizam o Teorema da Funcao Inversa e o da
Funcao Implicita do RY, ¢ utilizado uma classe especial de espacos vetoriais normados:
Os espagos de Banach. Para mais informagoes sobre esse espago veja a Defini¢ao

do Apéndice A.

Teorema 2.20. (Teorema da fungdo inversa) Sejam E e F espagos de Banach, U C E
e f:U— F de classe C'. Se a € U e f'(a) € invertivel, entao existe uma vizinhanga

aberta U’ de a tal que fly € um difeomorfismo C' em relagdo a sua imagem.

Teorema 2.21. (Teorema da Fungao implicita) Sejam Ey, Ey e F' espagos de Banach,
U C E, x Ey aberto e f : U — F uma aplicagao de classe C*. Considere ¢ € F, S o

conjunto dos pares (x,y) € U que satisfazem a relagao
flzy)=c
e suponha S # 0. Se (a,b) € S e a aplica¢io Oof : Ey — F dada por

L(“) - f,(a7 b)(o? U’)
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¢ invertivel, entao existe um aberto U' C U de (a,b), uma vizinhanga W de a em E; e

0 : W — Ey uma aplicagio C* tal que as sequintes sentencas sao equivalentes:
(i) (z,y) €U’ e f(z,y) = ¢
(i) x €U ey = p(x).

Sendo assim, como podemos ver, as abordagens para derivada tanto de Cauchy
por meio de taxa de variacao como de Fréchet por meio de aproximagao por Transfor-
magao Linear dialogam bastante entre si e trazem grandes contribuicoes para genera-
lizagoes.

Afim de generalizar um pouco mais o conceito de derivada, nao observaremos mais
0 espaco em que as fungoes estao inseridas, mas procuraremos diminuir a exigéncia da
definicao de derivada afim de que abarque uma classe mais geral de fungoes.

Em especial, na proxima secao, ¢ desenvolvida mais um conceito de derivada que

¢ a inclinagao fraca (weak slope).



Capitulo 3

Outros conceltos de derivada

Os conceitos de derivada continuam sendo generalizados para abordar outras
situagoes. Por exemplo, como avaliar a taxa de variacao de uma fungdo em que o
grafico tem um bico assim como a funcao médulo?

Nessa situagao, nao é possivel pensar em derivada nem a Gatéaux e a Fréchet.
Nessa contexto, foram desenvolvidos varios conceitos que podem abordar essa situacao,
por exemplo, o gradiente generalizado de Clark (vide [6],[7] e [1]), a subdiferencial (vide
[13]), a inclinagao forte (vide [13]) e também a inclinagao fraca (weak slope) (vide [5])
para func¢oes semicontinuas inferiormente.

Assim, neste capitulo, serao apresentados varias generalizagoes do conceito de
derivada para fungoes que nao sao derivaveis no sentido classico. Na primeira segao
conheceremos as definigoes de alguns conceitos de derivada. Na segunda secao sera
apresentado, com mais detalhe, o conceito de inclinagao fraca. Por fim, veremos a

relacao entre esses conceitos e o conceito de derivada cléssica.

3.1 Mais alguns conceitos de derivada

Durante essa se¢ao, considere X um espaco métrico munido com a métrica d.
Nesta secao, veremos os conceitos de inclinagao forte, subdiferencial e gradiente gene-
ralizado de Clark. Essa segao, foi baseada no artigo de Degiovanni e Marzochhi (Vide
[12]) e Canino e Degiovanni (Vide [5]).

Vale ressaltar que alguns dos conceitos de derivada serao realizado utilizando
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o conjunto R denominado de reta estendida. Para mais informacdes sobre a reta
estendida, veja a Defini¢ao [A.4 do Apéndice A.

Um interessante conceito é o de inclinagao forte. A proposta da inclinagao forte é
de determinar qual é a maior inclinagao possivel das retas tangentes de uma fungao em
um ponto u. Caso queira aprofundar o estudo nesse conceito, recomendamos o artigo

de Giorgi, Marino e Tosques (Vide [13]). Vejamos a definigao:

Definicao 3.1 (Inclinacio forte). Seja f : X — R uma funcio s.c.i. e u € D(f).

Definimos

limsup,_,, L9=70)  ge y ndo é minimo local

IV fl(u) = dww)

0, se u é um minimo local.

O numero real estendido |V f|(u) é chamado de inclinagao forte de f em w.

Observe que a inclinacao forte procura avaliar a taxa de variacao da funcao que
é inspirado na forma de Newton pensar em derivada. Ja a subdiferencial estd mais
associado a forma que Leibniz pensou a derivada como aproximacao por transformacao
linear:
Definigao 3.2 (Subdiferencial). Seja X um espago de Banach, A C X um aberto

e f: A — R uma funcio semicontinua inferiormente (Definicio |A.5). Para todo

u € D(f), denotamos por 0~ f(u) o conjunto dos vetores v em X' tal que

oo 1) = F0) = (a0 = w)

v [lv = ull

>0, (3.1)

Os elementos de 0~ f(u) sdo chamados de subdiferencial de f em wu.
Vejamos um exemplo da subdiferencial de uma funcao que nao é diferenciavel no
sentido classico:

Exemplo 7. Seja f : R — R a fungdo moédulo. Calculemos 0~ f(0). Observemos que
se o € 0~ f(0), entdo

fw) = f(0) = (a,v - 0)

lim inf > 0s
v—0 |U—O|
liminfM > 0
v—0 |U|

lim inf (1 _ ai) > 0o
v—0 |U‘

ae[—1,1].
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Portanto, 0~ f(0) = [—1, 1].

Por fim, abordaremos o conceito de subdiferencial de Clark para fungoes local-
mente lipschitz. Uma teoria dos pontos criticos para essa classe de fungoes esta presente
no artigo de Chang (Vide [6]). Vejamos a defini¢ao do grafiente generalizado de Clark:

Definicao 3.3. Seja X um espacgo de Banach, A C X aberto, f uma funcao localmente

lipschitz e u € A. Definimos a derivada direcional generalizada por

f°(u; w) = limsup flo+tw) = f(v)

v—u t
t—0t

Y

e o gradiente generalizado por
Of(u) ={a € X'; f°(u;w) > (o, w); Vw € X}.

Na dissertacao de Abrantes (Vide [1]), h4a uma boa demonstragdo de que
df(u) # 0 e é compacto em relagao a topologia fraca estrela.
Na proxima secao, é construido o conceito de inclinacao fraca para funcionais

semicontinuos inferiormente.

3.2 Inclinacao fraca

Ao longo dessa secao, consideraremos X como um espago métrico munido com a

métrica d.

Definigao 3.4. Sejam f : X — R uma funcao continua e v € X. Denotaremos por

|df |(u) como o supremo dos ¢ € [0, +00] tal que existem § > 0 e uma aplicagdo continua
H : B(u,d) x [0,0] = X
tal que
a) d(H(v,t),v) <t,
b) f(H(v,t)) < f(v) = at.
O namero real estendido |df|(u) é chamada inclinagdo fraca de f em w.

No seguinte exemplo, veremos como se comporta a inclinacao fraca com as funcoes

Lipschitz:
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Exemplo 8. Sejam (X, d) um espago métrico e g : X — R uma fungao Lipschitz com
constante de Lipschitz k, entao |dg|(z) < k.

De fato, seja ¢ > 0 tal que exista uma aplicacao continua
H : B(u,d) x [0,6] = X
tal que
(i) d(H (v, t),v) <t,

(i) g(H(v,t)) < g(v) — ot.

Observemos que

ot < g(v) —g(H(v,t))
L o 90 = g(HE) ke d H,0)
< (H0) b dle
L
t

Logo, o k é uma cota superior para esses . Como |dg|(z) é o supremo de tais o, segue
que

|dgl(z) <.

Observe que tal propriedade é visivel geometricamente, visto que toda funcao Lipschitz
estd entre duas fungoes afins com inclinacao k. Portanto, faz sentido que a inclinacao

fraca seja majorada por essa constante k (vide Figura .

h(z) = f(zo) + klz — zo|

glz) = f(zo) — klz — ol

1 15 2 25 £l 49
—05

Figura 3.1: Funcao Lipschitz delimitada por fungoes lineares com inclinagao k.
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Exemplo 9. Consideremos agora f : R — R, onde f(z) = |z|. Entao

17
|df () =

0, sex=0.

sex #0

De fato, vejamos, primeiramente, para o caso em que x, é positivo. Observemos
que, pelo Exemplo (§)), temos |df|(zy) < 1. Falta entdao provar que |df|(zo) > 1.
Consideremos § = %2, H : B(x¢,6) x [0,6] — R onde H(y,t) =y —t. Notemos que H
¢ continua e que

d(H(y,t),y) =ly—t—yl=t| =t

para todo y € B(x, ).
Mostremos agora que H goza da propriedade (b) presente na Defini¢ao (3.4). Seja
y € B(zg,9) et € [0,6]. Observemos que podemos escrever y = Tg+ € ou y = xg — €,

onde € € [0,0]. Ora, se y = g + ¢, entao

lyl—ly—tl _ |zo+el—lzo+e—1t

t t

Como t < § = %, segue que
Logo,

Yl —ly—tl _wote—(zote—t) ¢t _.

t t t '
Por outro lado, se y = xp — € e, ao observarmos que €,t € |0, %], temos

x9—€e€—1t > 0. Logo,

lyl—ly—t] _ xo—e—(r0—€—1) _t_y

t t t
Tendo em vista que, em ambos os casos, temos

fly) = f(H(y,1))
t

1=

para todo y € B(z,d) et € [0,0]. Dai, por meio de manipulagoes algébricas, segue que

f(H(y,t) < fly)—1-t.

Dessa forma, por definigao, devemos ter |df|(z¢) > 1. Portanto, |df|(zo) = 1 para
xo > 0.

Analogamente, mostra-se que |df|(z¢) = 1 para xy negativo. Observe que, nessas
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regioes, a funcao modulo é derivavel e, ainda mais,
|f'(2)| =1 = [df|(x)

para x # 0.

Tal igualdade ndo é uma mera coincidéncia, no Corolario [3.20 ¢ afirmado que,
para fungoes derivaveis, a inclinacao fraca coincide com a norma da diferencial da
funcao em questao.

Vejamos agora o caso em que x é nulo. Para isso, consideremos ¢ > 0 e uma
aplicacao H associada a o conforme a Defini¢ao . Observemos que, ao aplicarmos

v = 0 na propriedade (b) de H, temos

f(H(0,t)) < f(0)—o-t=

£(0) = F(HO.0)
t

o - 1HOH] _
10

o <

Q
IN

Logo, o = 0. Sendo assim, |df|(0) = supo = 0.

Observemos que, nesse ultimo exemplo, vimos que a inclinagao fraca da funcao
modulo no 0 é o 0. Perceba que 0 é um minimo global da fungao moédulo. A proxima
proposicao mostra que a inclinacao fraca é nula em minimos locais.

Proposicao 3.5. Sejam f : X — R uma func¢ao continua e U C X um subconjunto

aberto. Se w € U € um ponto de minimo local de f, entdo |df|(u) = 0.

Demonstragao. Suponhamos, por absurdo, que |df|(u) > 0. Consideremos o € (0, |df](0))
e uma aplicagao H : U x [0,6] — R como na Defini¢ao (3.4)). Sendo assim,

a) d(xz, H(xz,t)) <t

b) f(H(z,t)) < f(z) — ot
para todo x € U e t € [0,0]. Note que, da propriedade (a), temos

H(z,t) — z, quando t — 0.
Sendo = = u um ponto de minimo, segue que existe 9; > 0 tal que
flu) < f(H(u,t)), Vte]0,d],

visto que u é um ponto de minimo local de f. Dessa forma, observemos agora que, de

(b), temos
o < F10) = 101G)
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aplicando x = u, temos

< ; <0, Vtel0,d].

Assim, o 0 é uma cota superior de tais o, portanto
|df |(u) < 0= [df|(u) = 0.
O

A seguir, definiremos dois importantes conjuntos que sao os alicerces para a cons-

trugao do conceito de inclinagao fraca para fungoes semicontinuas inferiormente:

Defini¢cao 3.6. Scja f : X — R uma funcdo semicontinua inferiormente. Denomina-

mos de dominio efetivo de f o conjunto
D(f) = {z € X : f(u) < oo}
e de epigréfico de f o conjunto
epi(f) = {(u,§) € X x R; f(u) <&}

onde o epigrafico ¢ munido com a métrica

d((u,€), (v, 1) = (d(u,v)* + |€ — pf?)z.

Observagao: 3.7. Se f é semicontinua inferiormente, entao o epi(f) é fechado em

X xR. De fato, seja (u, &) € epi(f). Logo, existe uma sequéncia ((un,&,)) de elementos
de epi(f) tal que
('Lbn, 5”) - (U, 5)7

segundo a métrica do epi(f). Sendo assim,

d((un, &n), (u,§)) — 0.

Como 0 < d(up,u) < d((un, &), (w,€)) € 0 < |§ — & < d((un,&n), (u,€)), segue que
(d(up,u)) e (| — &|) convergem para 0. Portanto,

U, >u em X e & —& em R.
Como (un,&,) € epi(f), temos

fluy) <&, VYneN
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Dessa maneira, podemos fazer n — oo e ao observar que f é s.c.i., temos
f(u) < liminf f(u,) < liminf ¢, = &.

Portanto, (u, &) € epi(f). Dessa forma, epi(f) ¢ fechado.

Definigao 3.8. Seja f : X — R U {400} uma fungao s.c.i.. Definamos a fungao
Gy : epi(f) — R por

Gr(u, &) =¢&.
Proposicao 3.9. A func¢ao Gy € uma fungao lipschitz.

Demonstracao. De fato, observemos que

G (w, &) — Gr(v, )| = |€ = pl = V/I[§ — pf?
< VIE= p? + d(u,v)?
§ 1'd((u>€)a(v7ﬂ))'

]

Observagao: 3.10. Como a funcao Gy ¢ Lipschitz de constante 1, segue, do Exemplo ,
que

|dGs|(u,§) <1
para todo (u,&) € epi(f).

A seguinte proposigao mostrara uma relacao entre |dGs|(u,§) e |df|(u) quando f

¢ uma funcao continua. Vejamos:

Proposicao 3.11. Sejam f: X — R uma fungao continua, u € X e & € R. Entao

a)

O
1G] (u, f(u)) = { V(w7 se |df|(u) < oo
1, se |df|(u) = +o0

b) [dGs](u,€) = 1, se f(u) < &.

Demonstracao. Primeiramente, mostraremos que

Ao jap) () < o0
|dG|(u, f(u)) = q VI (3:2)
1, se |df|(u) = +o0
Se |df(u)] = 0, entdo a desigualdade é verdadeira. Por outro lado, seja

0 < o < |df|(u) e consideremos H : B(u,d) x [0,0] — X uma aplicagdo continua
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como na Defini¢ao (3.4). Considere K : (B((u, f(u)),d) Nepi(f)) x [0,0] — epi(f)
dada por

t o
K(v,u),t)=(H (v, —/—— | ,p — —t | .
(w0 = (1 (0 iy ) o= 2 t)
Notemos que K esta bem definida pois, ao aplicar a propriedade (b) de H presente
na Defini¢ao (3.4)), temos

(1oipta)) = 10

<

visto que (v,pu) € epi(f). Assim, K((v,u),t) € epi(f). Vejamos que K goza das
propriedades (a) e (b) da Definigao (3.4)).
Propriedade (a):

Observemos que, ao aplicarmos a propriedade (a) de H, temos

(1 () ) o))

2 ot?
< =t
- (1+0’2+1+U2>

Propriedade (b): Notemos que

d(K((v, ), 1), (v, 1))

[V

ot ot

Viter o=

Dessa forma, por definicao de inclinacao fraca, segue que

Gr (K((v, 1), 1)) = —

g

V1+o2

Consideremos uma sequéncia maximizante (o,,) tal que

|dG|(u, f(u)) =

on — |df|(u).
Vejamos agora dois casos:
Caso 1: |df|(u) < oo.
Assim, obtemos que
on = |df |(w).

Como a funcao f; : R — R dada por
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é continua e, por (3.3, temos

On

dG|(u, f(u)) > \/Ta,%'

Fazendo n — oo, segue que

|df (w)

dGy|(u, f(u)) > NiEaIi0k

(3.4)

Caso 2: |df|(u) = o0

Dessa forma, o,, — oo. Observemos agora que

lim fi(x) =1

T—00
Logo, aplicando o,, em (3.3 e fazendo n — oo, segue
|dGy|(u, f(u)) = 1.

Provando, assim,que a Desigualdade (3.2)) é verdadeira. Mostremos agora que

|df |(u)
dGrl(u, f(u)) < .
4651 ) < S

Caso |dGy|(u, f(u)) = 0, segue que a desigualdade é verdadeira. Caso contrario, pode-

mos considerar 0 < o < |dGy|(u, f(u)) e uma aplicagdo continua, com § < 1,

K B((u, f(u)),0) x [0,6] — epi(f)

com as propriedades presentes na Definigao (3.4). Pela continuidade de f, existe ¢’ > 0

tal que &' < 01 —462%2e
Ao, + [f(0) = FW) < 8, Vo € B(u,)

Definamos H : B(u,d") x [0,0'] = X onde

t
H(v,t) =K | (v, f(v)), — |,
(0.0) = 1 (010, )
sendo K a primeira componente de K. Devido a escolha de § > 0, note que H esta
bem definida. Ainda mais, note que H é continua visto que K; também é continua.

Provemos agora que H goza das propriedades (a) e (b) da Definicao [3.4}
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Propriedade (a): Veja que

(w00, ﬂt_—(ﬂ),(v,f(v)))Q = a(x (@0, ﬂt_fa))

Sendo assim,

d(H(v,1),0)> = d(m ((v,f(v)), ! ),v)2

Portanto, pela propriedade (a) de K, temos
2

Ko (0500, s ) = 100

Observemos agora que, pela propriedade (b) de K, temos

t2

1— o2

d(H(v,t),U)2 <

(3.5)

G, (K(v,f@)), ﬁ) < 1) - =t =

i t
g == (K(v, @), m) |

Como Gy (K(v,f(v)), ﬁ) =K, ((v, f(v)), ﬁ), temos

Tt 10 - K (0 £, ).

Logo, da Desigualdade (3.5)), temos

Provando a propriedade (a) para H.
Propriedade (b): Observemos que
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Ff(H(v,t)) = f(K1 ((v, (v))v\/ﬁ»

= Gl ) - ==
= f(v)—mt.

onde foram utilizadas as defini¢oes de epigrafo (Im(K) C epi(f)), a defini¢do de Gy e
a propriedade (b) de K, respectivamente. Portanto, por defini¢ao de |df|(u), segue que

o
1 — o2

|df |(u) =

Usando um argumento semelhante para concluir a veracidade da Inequagao (3.4),

segue que

dG|(u, f(u))
df | (u '
|df|(u) = VT — (145, (w, f(u)))?

Dai, segue que

A
VI (d710?)

quando |df|(u) < +oo. Portanto, se |df|(u) < oo, entao

|dG[(u, f(u)) <

aflw)
VI (471()?)

Por fim, vejamos a demonstracao da seguinte afirmagao:

|dG|(u, f(u)) =

Afirmagao: Se f(u) < &, entao existe § > 0 tal que

p>flo)+6

quando (v, 1) € B((u,€), ).
De fato, suponha, por absurdo, que a afirmacao nao seja valida. Logo existe uma

sequéncia ((vy, i1,)) tal que

A (v on)s (0:6)) < (3:6)

1 < F(un) + % (3.7)
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Da Desigualdade (3.6)), segue que

v, — uemX e

U — EemR.
Passando o limite na Desigualdade e observando que f é continua, segue que
£ < fluw),
o que é um absurdo. Assim, existe § > 0 tal que p > f(v) 4+ § sempre quando

(v, 1) € B((u,£),0).

Concluindo, assim, a afirmagao.

Agora, definamos H : B((u,§),0) x [0,9] — epi(f) dada por

H((Unu)vt) = (U’ B t)'
Observemos que, H é continua e esta bem definida, pois

f)+t< flo)+6<pu=

f) <p—t=(v,u—1) € epi(f). (3.8)
Ainda mais,
d(H((Uv M)> t)v (U’ :u)) = d((”? = t)a (Uv :U)) <t

Concluindo que H goza da propriedade (a) da Definigao (3.4). Ademais,

gf(H(v’u)7t) :gf<vnu_t) :H_t:gf(v,[/«)—l-t.

Mostrando que H goza da propriedade (b) da Definigao (3.4). Portanto, se
(u, &) € epi(f), entao

|dGs|(u, ) = 1=
|dGy|(u,§) = L.

Pois jé tinhamos verificado, no Exemplo (8)), que |dGy|(u, &) < 1. O

Observando a proposi¢ao anterior, podemos reescrever a inclinacao fraca de f,
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|df|(u), em termos da inclinagao fraca de Gy observando os seguintes passos:

|df (w)
1+ (|df [(u))?

|dG[(u, f(u)) =
(1dG¢I(u, f(u)))* - (L+ (df[(u)*) = (ldf|(u))”
(1dG¢ I (u, f(w)))* + (|dGy|(u, f(w)))* - (ldf|(w)* = (df[(u))*
(1dG¢l(u, f(u))* = (ldf1(w)* = (|dG|(u, f(w)))* - (Jdf](w))?
) (
(

(G|, F()’ = (1 (1dGyl(u, Fw))?) - (df](u))?
(1G] (u, £()))?
= (149, 1w, faapyy — (410
4G, ()

df | (u '
|df |(u) V1= (1dG;|(u, f(u)))?

Assim, ao considerarmos f uma funcao continua e tomarmos v € X de tal forma

que |df|(u) < 0o, segue que temos a seguinte relagao:

|dG|(u, f(u))
VI = (G (u, f(u)))*

Dessa forma, podemos ver como a inclinagao fraca de f estd bem relacionada

|df[(u) = (3.9)

com a inclinacao fraca de Gy. Mas, vale ressalta que, s6 pelo fato de f ser uma funcao
s.c.i., obtemos que o conjunto epi(f) é fechado (Observagao ) e a funcdo Gy nao é
s6 continua, mas Lipschitz.

Portanto, a proposicao anterior nos permite definir, em um caminho consistente,
a inclinagao fraca também para funcoes s.c.i. por meio da fungao auxiliar Gy.

Definigdo 3.12. Seja X um espaco métrico e f : X — R uma funcdo. Definamos os

seguintes conjuntos:

D(f) = {ue X|f(u) < oo}
fo= {ue X|f(u) < b}

Observagao: 3.13. Se f : X — R é uma fungao semicontinua inferiormente e b € R,

entdao D(f) e f° sdo conjuntos fechados.

Definicao 3.14. Seja f : X — R uma funcéo s.c.i. e considere v € D(f). Definimos:

dG ¢ [(u,f(v))
|df |(u) = /1 (1G5 | (u,f ()2’ se |dGy|(u, f(u)) <1

oo, se |dGy|(u, f(u)) =
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Observemos agora que é possivel definir a inclinacao fraca nao somente para
funcoes continuas, como na Defini¢ao , mas também para funcoes que sao apenas
semicontinuas inferiormente. Porém, a maneira que foi definida é muito diferente se
comparada com a definigao inicial .

A proxima proposi¢ao mostra um critério para obter uma estimativa por baixo
para |df|(u). A aplicagdo continua presente nesse critério é muito similar com a apli-
cagao presente na Definigao inicial (Defini¢ao de inclinacao fraca:

Proposicao 3.15. Seja f : X — R uma fungdo s.c.i. eu € D(f). Suponha que existam
0>0,b> f(u), 6 >0 e uma aplicagio continua

H: (B(u,8) N ) x [0,6] = X
tal que goze das propriedades:
a) d(H(v,t),v) <t,

b) f(H(v,1)) < f(v) —ot.
Entao, |df|(u) > o.

Demonstragao. O caso em que [dGy|(u, f(u)) = 1 é trivial pois terfamos
|df|(u) = oo que é maior do que qualquer o > 0. Sendo assim, consideremos o caso em
que |G| (e, £(u)) < 1.
Seja &' € (0, 4] tal que
p<b

para (v, ) € B((u, f(u)),d') e definamos

K (B((u, f(u)),d") Nepi(f)) x [0, — epi(f)
onde

t o
(0= (1 (v ) - 5 1).
Seguindo os mesmos passos presentes na demonstracao da Proposicao (3.11))
acerca da aplicagdo K, obtemos que K((v,u),t) € epi(f) e que K goza das propri-
edades (a) e (b) presentes na Defini¢ao (3.4)), ou seja,

d(K((v, p), 1), (v, 1)) < 8
gf(K((Ua:u)at)) = gf(va:u)_

o

¢
V14 o2
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Assim, observando ainda mais que K é continua, segue que K é uma deformacao
como na Defini¢ao (3.4) e, assim, obtemos que

g

Vito?

Por manipulacoes algébricas, podemos reescrever a tultima desigualdade da seguinte

|dG[(u, f(u)) =

maneira;:

I [ 00))
S T4 (G, (u, flape ~ )=

o < |dff(u).

]

A seguir, veremos algumas propriedades importantes sobre a inclinagao fraca.
A proposigao a seguir nos diz que a funcao inclinagao fraca é uma funcao s.c.i. com
respeito a topologia do grafico, vejamos:

Proposicao 3.16. Seja f : X — R uma fungdo s.c.i. e considere u € D(f). Se

(un, fur)) = (u, f(u)) em G(f),

entao

ldf[(u) < limkinf |df | (ug).

Demonstra¢ao. Provemos, primeiramente, para o caso em que f é uma func¢ao continua.
Observemos que se |df|(u) = 0, entdo a afirmativa ¢ verdadeira. Consideremos entao o
caso em que |df (u)| > 0. Sendo assim, sejam o € (0, |df|(u)) ¢ H : B(u,§) x [0,d] - X
como na Definicao (3.4)).

Notemos que, como up — u, segue que ux € B(u, g) para k suficientemente
grande. Consideremos Hy = H | Blug.3)x[0.3] Observemos que H; goza das propriedades

(a) e (b) presentes na Defini¢ao (3.4]). Dessa forma,
|df |(ux) > o (3.10)
Como o foi tomado arbitrariamente segundo a Defini¢ao , temos
|df|(ur) 2> |df|(u),

pois |df |(u) é o supremo do conjunto de tais ¢ e, segundo a Desigualdade (3.10)), |df |(ux)

¢ uma conta superior desse conjunto, para k suficientemente grande. Dessa forma,

|df[(u) < limkinf |df | (ug).
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Provando assim que |df| é uma funcao s.c.i. segundo a topologia do grafico, quando f
¢ continua. Vamos ao caso geral. Como G é continua, aplicando o caso anterior, segue
que

|dGs|(u) < limkinf |dG ¢|(ug).

Observemos agora a fungao f; : [0,1) — R dada por

x
r) = —
@) =
que ¢é continua. Logo, pela igualdade [3.9)]
99100 g 149l
1 —[dGy|(u) B/ 1= dGy| (ur)

|df|(u) < limkinf]df\(uk).

]

Neste contexto, vimos a construc¢ao do conceito de inclinacao fraca para funcionais
semicontinuos inferiormente, assim como exemplos e propriedades. A seguir, veremos

algumas relagoes entre os conceitos apresentados nas Segoes [3.1] e 3.2

3.3 Relacao entre os conceitos de derivadas

A primeira relagao que veremos é que a inclinagao fraca é sempre menor ou igual
do que a inclinacao forte. Como consequéncia interessante ¢ que pontos criticos no
sentido da inclinacao forte, também sao pontos criticos em relagao a inclinagao fraca:

Proposicao 3.17. Seja f : X — R uma fungdo s.c.i., entdo |df|(v) < |V f|(u) para
todo u € X.

Demonstra¢ao. Provemos, primeiramente, para o caso em que f é continua. Conside-
remos u € X. Entao, temos dois casos:
Caso 1: u nao ¢ minimo local.

Neste caso, se |df|(u) = 0, entdo nao héa o que provar. Dessa forma, consideremos
o € (0,|df|(u)) e uma aplicacio H : U x [0,d] — R como na Definicdo . Assim,

temos
a) d(xz,H(xz,t)) <t

b) f(H(z,1)) < f(x) — ot
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para todo x € U e t € [0,0]. Observemos que, de (b), temos

< 1) S 1)

e, de (a), segue que

flz) = f(H(z, 1) _ f(x) = f(H(z,1))
t —  d(z,H(x,t))

f(u) = f(v)
d(u,v)

o<

= [V fl(w).

< lim sup

Caso 2: u é um minimo local.

Da Proposicao (3.5)), segue que |df|(u) = 0. Sendo assim, |df|(u) < |V f|(uw). O

J& a seguinte proposicao, é enunciadas diversas propriedades entre os conceitos

de subdiferencial, subdiferencial de Fenchel e inclinagao forte. Vejamos:

Proposicao 3.18. Sejam A C X um conjunto aberto, f : X — R s.c.i. eu € D(f).

Entao as sequintes sentencas sao verdadeiras:

a) Se g: A — R é Fréchet diferencidvel em u, entdo
O (f+9)(u) ={a+dg(u)la €0 f(u)}.
b) Se a € 9 f, entdo para todo w € X

(o) < liminf L ET) = F(0),

t—0t t ’

c) Se A € um conjunto convexo e f € uma fun¢ao conveza, entdo 0~ f(u) equivale a

subdiferencial de Fenchel;
d) Sea €0 f, entao |V f|(u) < ||a]l;

e) 0~ f(u) € fechado forte e convero em X'.

Demonstracao da afirmacao (a):

De fato, seja € 07 (f + g)(u), escrevamos 3 =  — dg(u) + dg(u) e observemos

que
s (P 9)W) — <ﬁ +_g><|7> i BN
iming L) = F0) = (B—dglw),v—w) | g() —g(w) — {dg(w)v—w)

vt [l = ull [lv = ull
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Observemos que
i 900) = 9(w) — {dg(u), v — )
vou v — ul|

= 07
pois g é Fréchet diferenciavel em u. Dai, segue que

i in L) = () = {8 — dg(w),v — u)

v [lv = ull

> 0.

Dessa forma, f—dg(u) € 0~ f(u). Sendo assim, 0~ (f+¢)(u) C {a+dg(u)|a € 0~ f(u)}.

A inclusao contréria é imediata. Portanto,

O (f + 9)(u) = {a+ dg(u)|a € 7 f(u)}.

Demonstragao da afirmagao (b):

Definamos v = u + tw, assim por defini¢cao, temos

pig FO) = F) — a0 —w)

v llv — ul| t—0+ |[tw]] B

Observando agora que

Dali, segue que

Flustw) = f) i) = f)
||tw]| t—0+ t '

< liminf |jw]| -
(o, w) < lim inf [[e]]

Demonstracao da afirmacao (c):

Seja o € df(u) um subgradiente de Fenchel. Logo,

(0, u—v) < flu) = f(v).

para todo v € A. Dessa maneira, segue que

0 < fu) = f(v) = (a,u—w),
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para todo v € A. Dessa forma,

oo 1) = £0) = (a0 = w)

v [lv = ull

> 0.

Portanto, a € 9~ f(u). Dessa forma, df(u) C 0~ f(u).

Provemos a inclusao contraria. Seja o € 9~ f(u). Logo,

ioming L) = () = (a0 — )

v [lv = ull

> 0.

Sendo assim, existe § > 0 tal que

fv) = fu) = (o, v =)

>0
[lv = ul|

para todo v € B(u,d) C A. Seja w € A. Sendo A convexo, obtemos que o segmento
[u, w] estéa contido em A. Sendo assim, consideremos v = tu + (1 — t)w onde ¢t > 0 foi
tomado de tal forma que v € B(u, ). Dessa forma,

f(v) = fu) = (o, v —u)

[lv = ull
(tu+ (1 —=t)w —uy < f(tu+ (1 —t)w)— f(u).

> 0=

Como f é convexa, obtemos

(a, (1=t)(w—u)) < f(tut(1-t)w)=f(u) < tf(u)+(1-1)f(w)=f(u) = 1=t)(f(w)=f(u)) =

(o, 0 —u) < f(w) = f(u).

para todo w € A,. Dessa forma, a € df(u). Portanto, 0~ f(u) C 0f(u). Sendo assim,
0~ f(u) = 0f(u) concluindo a demonstragao do item (c).

Demonstracao da afirmacgao (d):

Seja o € 0~ f.Observemos que

o] = hmsupw
[lu—vl|

() = J ()~ a0 —u)

v [lv = ull

> 0.
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Sendo assim,

lim inf fo) = fw) lim sup {a,v = u) > 0.
vou o — ] v || = ul]
Logo,
, v) — f(u
9110 = msup LT .

Demonstracao da afirmagao (e): Provemos primeiramente que 0~ f(u) é fechado

forte. Para isso, consideremos a € 9~ f(u) e uma sequéncia («,) em 0~ f(u) tal que
a, =«

!
com a norma de X . Observemos que

lim inf () = flw) — {ayv —w) lim inf fv) = f(u) = (o, v — u)

v [l = ull e [l = ull

(v — apyu — )

[|u — o]
R (O R (O
vy [lv = ul|
. <a_an)u_v>
— lim sup
v [|u — ]|

Como «,, — « fortemente, segue que

(o — ap,u — )

lim sup =0.
nooo |lu—ll
Logo, existe ng € N tal que para n > ny tem-se
O — Qp, U —
lim sup < " ) < €.

v—u [lu =]
Assim,

fv) = f(u) — {a,v — u) fv) = f(u) — {an,v —u)

lim inf > liminf
v—u ||v —ul] v v —u]
— lim sup (o= an,u—v)
v—ru [lu —vf|

v
|
Q)
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Recordando que € > 0 foi tomado arbitrariamente, podemos afirmar que

oo 1) = S0) = (a0 = w)

v [lv = ull

> 0.

Portanto, a € 9~ f(u). Logo, 0~ f(u) é fechado forte.
Vejamos agora que 0~ f(u) é convexo. Sejam «, € 0~ f(u), provaremos que

[, B] € O~ f(u). Para isso, consideremos w = ta + (1 —t)5 € [a, B]. Observemos que

f(o) = fw) = {ta+ (1 =)0 = u) fv) = ) = (o, v = w)

lim inf = ¢liminf
VU ||U—UH v—=u HU—UH
i ol

0.

Logo, w € 0~ f(u). Portanto, [, 5] C 0~ f(u). Dessa forma, 0~ f(u) é um conjunto
convexo. 0
Agora, veremos que, para as funcoes de classe C!, os conceitos de inclinacao
fraca, inclinagao forte e subdiferencial sao compativeis. A demonstracao do seguinte
teorema foi omitida devido ao uso de técnicas avancadas da Anélise Funcional que
foge do escopo desse trabalho. Para conferir a demonstragao, sugerimos a leitura da
dissertacdo presente na referéncia [14].
Teorema 3.19. Seja A C X aberto e convexro com X sendo um espaco de Banach.

Considere fy : A — R uma funcio conveza e s.c.i., fi : A — R de classe C*(A) e

f = fo+ f1. As sequintes sentencas sao vdlidas

a) |df|(u) = |V f|(u) para todo u € D(f).

b) |df|(u) < 400 se, e somente se, O~ f(u) # 0. para todo u € D(f). E, nesse caso,

|df[(u) = min{[|af| ; a € 7 f(u)}.

Corolario 3.20. Seja A C X aberto e convexo, com X sendo um espaco de Banach.
Se f: A— R € diferencidvel a Fréchet, entao

[ |(u) = {1 (u)]]

onde f'(u) € a diferencial de f no ponto u.
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Demonstracao. De fato, basta considerar fy = 0e f; = f. Assim, como f é diferencia-

vel em u, segue que
0 f(u) ={f'(w)} #0.
Portanto, da propriedade (b) do Teorema [3.19} temos |df|(u) < 400 e, assim,

|df |(u) = min{||al ; a € 07 f(u)} = min{|[f"(u)[[} = ||/ (w)]]
O

Observemos que a relagao entre a inclinagao fraca e a subdiferencial pode ser
contemplada no Exemplo @D De fato, no Exemplo (7)), vimos que, se f : R — R é a
funcao modulo, devemos ter

o~ f(0) = [-1,1].

Assim,

min{[|a|| ; a € 07 f(u)} = 0.

E vimos, no Exemplo (9)), que |df|(0) = 0. Logo,

|df|(0) = min{[|al| ; v € 97 f(u)}.

Agora, veremos uma relagao entre a inclinacao fraca e o gradiente generalizado

de Clark (Definigao [3.3)):

Teorema 3.21. Seja X um espago de Banach, A C X aberto e f : X — R localmente

lipschitz. Entao, para todo u € A, temos
|df |(u) = min{[|a[| ; € Of (u)}.

Dessa forma, nessa secao, vimos vérias relagoes interessantes entre a inclinacao
fraca e os conceitos de derivada tais como o classico, a inclinagao forte, a derivada
classica, a subdiferencial, a subdiferencial de Fenchel e o gradiente generalizado de
Clark.

Sendo assim, o conceito de derivada elaborado por Newton e Leibniz trouxeram
grandes repercussoes na Fisica, na Matematica e outra diversas areas. As generaliza-
¢oes, inspiradas nesses dois grandes cientistas, aumentam a aplicabilidade dos conceitos

para locais em que eram impenséveis, por exemplo, para func¢oes Localmente Lipschitz,
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podendo haver bico no gréafico, ou func¢oes semicontinuas inferiormente, podendo ser

descontinuas.



Apéndice A
Definicoes complementares

Nesta secao, veremos algumas definicoes que sao utilizadas durante o trabalho
mas nao sao comumente comentados nos cursos de matematica a nivel de graduagao.
Assim, objetivamos, nesse apéndice, facilitar a pesquisa do leitor ao indicar as referén-

cias confidveis e de qualidade.

Esse apéndice foi baseado nos capitulos 1,2 e 3 do Livro "Introductory Functional
Analysis with Applications"de Erwin Kreyzig (referéncia [I§]).

Primeiramente, vejamos a definicao de um espago métrico:

Defini¢ao A.1 (Espago Métrico). Um Espago Métrico é um par (X, d), onde X é um
conjunto e d é uma métrica em X (ou fungao distancia em X)) isto é,d : X x X - R

onde, para z,y,z € X, temos
e d(x,y) > 0;
o d(z,y) =0z =1y;
e d(z,y) = d(y,z); (Simetria)
o d(z,y) <d(x,z)+d(z,y) (Desigualdade triangular )

Exemplo 10. O par (RY,dy), onde dy : RY x RY — R com

dy(z,y) = [z =yl

e || - || indica uma norma no R, é um espaco métrico. A métrica dy ¢ denominada de

métrica induzida pela norma || - ||;
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Exemplo 11. Seja X um conjunto com mais de um elemento. Considere a fungao
dy: X Xx X — X onde
1, sex#y
do(x) =
0, sex=uy.
O par (X, dy) é uma métrica dy é conhecida como a métrica conhecida por métrica zero
um.
Inspirados no Exemplo [I0} obtemos o seguinte resultado que envolve norma de

um espago vetorial e uma métrica de um espago métrico:

Proposicao A.2. Seja (E, ||-||) um espago vetorial normado. A fungaod : EXE — R

onde
d(z,y) = ||z — |

define uma métrica para E.

Assim, todo espaco vetorial normado é também um espaco métrico. A seguinte
definicao fala de uma importante classe de espagos vetoriais: Os espacos de Banach.

Definigao A.3 (Espagos de Banach). Um espago vetorial normado X é denominado

espaco de Banach quando as sequéncias de Cauchy em X sao convergentes.

Exemplo 12. O espaco Euclidiano (RY, || - ||) ¢ um espaco de Banach, independente-

mente da escolha da norma.
Exemplo 13. O conjunto

o0

P = {(xn)nen| com z, ERe Y |an|” < o0},

n=1

para 1 < p < oo, ¢ um espaco vetorial normado de Banach quando munido a norma

Il = (Z W)p'

n=1
Outra classe de espagos muito especial sao os espagos de Hilbert. Neles, a norma
esta diretamente associada a um produto interno e, assim, pode-se comentar de maneira
mais imediata sobre outras propriedades geométricas tais como a ortogonalidade, o
angulo formado entre os vetores, etc.

Exemplo 14. Dizemos que um espago de Banach (X, || - ||) é um espago de Hilbert

quando existe um produto interno ((-,-)) em X tal que

1
]l = ()2
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Exemplo 15. Considere o espaco vetorial normado R munido com a norma euclidiana

1
(1@, s an)le = (27 a5+ 7).

O espago (RN || - ||) ¢ um espago de Hilbert, pois,

[SIE

H(x17$27"' 7$n)He = <<.’L’1,£E2,"' ,an),<l‘1,$2,"' axn» .

Exemplo 16. O espago (1%, - ||2) é um espago de Hilbert, mas (I?,]| - ||,) nao ¢ para

p#2

Por fim, vejamos a seguinte classificagao de fung¢oes semicontinuas inferiormente,
mais abreviadamente s.c.i. . Essas funcoes estao presentes, por exemplo, em diversos
problemas presentes nas Equagoes Diferenciais Elipticas, em especial, nos métodos

variacionais. Mas, para isso, conhecamos o conjunto dos niimeros reais estendidos:

Definicao A.4. Considere o conjunto
R:=RU {0}

com as seguintes operacoes a mais

e Quando a # oo :

a—+ 00 =00+ a=00;

e Quando a # 0;

=0 =0-0=00"-a=0Q;

ol

= OQ.

ol

A seguinte definicao foi baseada na se¢ao 4 do capitulo 1 do livro Functional

Analysis, Sobolev Spaces and Partial Differential Equations do Brezis (referéncia [4]):

Definigao A.5 (Fungao semicontinua inferiormente). Seja X um espago de Banach.

Uma funcdo f: X — R é denominada de funcdo semicontinua inferiormente quando
[f <A ={zeX|flz)<A}

é fechado para todo A\ € R.



Exemplo 17. Toda fungao continua é semicontinua inferiormente.

Exemplo 18. A funcao f: R — R onde

0, sex <0

1, sex>1.

é uma funcao semicontinua inferiormente.
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