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RESUMO

A Equacao de Monge-Ampere é uma Equacdo Diferencial Parcial, totalmente nio-linear de
segunda ordem, que possui vdrias aplicacdes em diversos ramos da matematica. Este trabalho
tem como objetivo mostrar, que esta EDP se relaciona com a Curvatura Gaussiana, quando
se trabalha com superficies parametrizadas pelo grafico de uma funcao diferencidvel ¢, com
dominio Q c R?. Procurou-se utilizar conhecimentos adquiridos em disciplinas que fazem
parte do curriculo do Bacharelado em Matematica, tais como diferenciabilidade de fungdes,
produto interno de vetores, entre outros. A partir de uma revisao bibliografica, foi construida
uma sequéncia tedrica, onde ao final, pdde-se mostrar que tal relacio de fato existe, e que a
mesma se d4 através do determinante da matriz hessiana D*¢ e do gradiente V¢. Além disso,
supondo que ¢ € radialmente simétrica em relagcdo a z, mostramos que encontrar uma soluc¢ao
¢(z) para a EDP € equivalente a encontrar uma solu¢do u(||z||) para uma EDO equivalente.

Palavras-chave: Equacao de Monge-Ampere; Curvatura Gaussiana; Superficies geradas pelo

gréifico de funcgdes.



ABSTRACT

The Monge-Ampere Equation is a second-order fully nonlinear partial differential equation
that has many applications in many branches of mathematics. This work aims to show that
this PDE is related to the Gaussian Curvature, when working with surfaces parameterized by
the graph of a differentiable function ¢, with domain Q c R?. An attempt was made to use
knowledge acquired in disciplines that are part of the curriculum of the Bachelor Degree in
Mathematics, such as differentiability of functions, inner product of vectors, among others. From
a bibliographic review, a theoretical sequence was built, where in the end, it could be shown
that such a relationship actually exists, and that it occurs through the determinant of the Hessian
matrix D*@ and the gradient V¢. Furthermore, assuming that ¢ is radially symmetric with respect
to z, we show that finding a solution ¢(z) for the PDE is equivalent to finding a solution u(||z||)
for an equivalent ODE. u(r).

Key words: Monge-Ampere Equation, Gaussian Curvature, Surfaces as Graph of Functions.
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1 INTRODUCAO

1.1 Contextualizacao

Ao término do curso de bacharelado em Matematica, espera-se que o aluno concluinte
tenha acumulado conhecimento suficiente para construir, ou auxiliar no desenvolvimento de

estratégias para resolver demandas que necessitem, de alguma maneira, da Matematica.

Sabemos que a Matemadtica possui indimeras aplicagdes em intimeras dreas da vida
humana e sendo assim, este potencial atribuido ao bacharel em matemaética deve ser reconhecido,
independentemente se o concluinte do curso ird dar continuidade a sua carreira académica dentro
da matematica, ou se 0 mesmo ird buscar seguir, em algum outro ramo cientifico, como por

exemplo, alguma das engenharias, fisica, computagao, etc.

E interessante registrar, que estas caracteristicas sdo previstas no Plano Pedagdgico do
Curso, documento estrutural dos cursos da UAMAT/UFCG. Também ¢ sabido que, a cerreira do
profissional de matematica, enfrenta, assim como outras, enormes desafios em nossa sociedade,
sobretudo, quanto a ampliacdo do nimero de profissionais na drea, como também a dificuldade
em aumentar e qualificar as interacdes entre os diferentes ramos cientificos. Dessa forma,
proporcionar uma boa qualificagdo aos alunos formados nessa, ou em qualquer graduacao, é

papel imprescindivel para a institui¢do educadora.

A producdo académica dos discentes de um curso pode ser uma forma bastante eficiente
de se avaliar quanto e como os alunos aprenderam durante o seu periodo na universidade. O
problema esta na dificuldade se diferenciar em um trabalho académico, o que foi originado da
base curricular, ou seja das disciplinas regulares do curso, ou de uma atividade complementar,
como uma inicia¢do cientifica, por exemplo. Sendo assim, mesmo que ndo haja obrigatoriedade
de associar explicitamente, as disciplinas do curso a producao académica dos alunos, tal acao

pode ser uma estratégia importante no planejamento de atualizagdes no curriculo do curso.

"A equagdo de Monge-Ampere é uma equacio diferencial parcial, ndo-linear, de segunda
ordem, que aparece em varios problemas de Anélise e de Geometria, tais como os que envolvem
equacdo de curvatura gaussiana prescrita, geometria afim, transporte 6timo, etc"! (FIGALLI,
2017, pg-1, traducdo nossa). Ainda conforme Figalli (2017), a equagdo recebeu este nome em
decorréncia de sua formulagdo inicial proposta por dois matemaéticos franceses, Gaspard Monge
(1746-1818) ¢ André-Marie Ampere (1755-1836) e tem a seguinte apresentagdo, também

conhecida como forma classica.

det(D’¢) = f(z, ¢, V)

onde ¢ : Q — R é uma funcgio diferencidvel, Q ¢ R? é um conjunto abertoe f : QxRxR? — R.

! The Monge-Ampére equation is a nonlinear partial differential equation arising in several problems from analysis

and geometry, such as the prescribed Gaussian curvature equation, affine geometry, optimal transportation, etc.
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Quando falamos de Curvatura Gaussiana, estamos falando sobre uma das contribui¢des
do matematico alemao Karl Friedrich Gauss(1777-1855), nascido em Brunswick e falecido
em Gottingen e que, segundo Grey (2023), € considerado um dos maiores matematicos de todos
os tempos, devido as suas contribui¢des para as ci€ncias de modo geral, especialmente para a

Matemitica, sobretudo para a teoria dos nimeros, geometria diferencial, calculo, etc.

1.2 Objetivos

Nesse trabalho, procuramos mostrar que as informagdes apresentadas nas disciplinas
que compdem o curriculo obrigatério do curso, quando associados entre si, servem de base
para solucionar diversos problemas de natureza matematica. Com o intuito de exemplificar este
fato, estudamos a relacdo existente entre o conceito de Curvatura Gaussiana e a equacao de
Monge-Ampere.

Buscamos demostrar que através do determinante da matriz hessiana det(D?¢), a equacdo
de Monge-Ampere relaciona-se com a Curvatura Gaussiana, quando estamos lidando com

superficies parametrizadas pelo grafico de uma fungao diferenciavel.
det(D*¢) = K(p)(1 + [IV¢IP)*.

onde K(p) é a Curvatura Gaussiana de uma determinada superficie do R?, no ponto p.

1.3 Organizacao do Trabalho

Dividimos nosso texto em capitulos e se¢des, nas quais, determinamos uma sequéncia
textual, onde apresentamos inicialmente conceitos matemadticos que serdo utilizados para mostrar
a relagdo entre a curvatura gaussiana e a equacdo de Monge-Ampere de fato existe e quais as

condic¢des necessdrias para que ela ocorra.

No segundo capitulo foram sintetizados tépicos de Algebra Vetorial, Algebra Linear,
Cilculo e Equagdes Diferenciais, sendo apresentadas definicdes, alguns resultados e exemplos.
Serdo duas secdes. A primeira, serd dedicada a tépicos que estdo presentes em disciplinas que
fazem parte do curriculo regular do curso de bacharelado. Na segunda parte, apresentamos um

pequeno resumo sobre equacdes diferenciais parciais.

No terceiro capitulo, trabalharemos com a Geometria Diferencial, desenvolvendo o
conceito de Curvatura Gaussiana, procurando mostrar que superficies que foram geradas a
partir de funcgdes diferencidveis, com dominio no R?, podendo ser o préprio R?, atendem aos
critérios de regularidade e além disso, que tais superficies também sdo orientdveis, possibilitando
a constru¢do de duas formas quadréticas, denominadas por Primeira e Segunda Formas Funda-
mentais, [, : 7,S - R, I,(v) = (v,v),ell, : T,S — R,I1,(v) = (dN,(v), V), respectivamente,
onde v € T),S, as quais serdo usadas para calcular a Curvatura Gaussiana de S. Por fim, teremos
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a maneira de se calcular a Curvatura-Gaussiana, através do ''gradiente' e do determinante da

"hessiana'' da funcdo que gera a superficie S.

O livro "Geometria Diferencial de Curvas e Superficies'' do professor Manfredo
Perdigdo do Carmo’ foi utilizado como fonte principal para nossa pesquisa. Além dele,
buscamos informagdes em publicacdes de autores como PRESSLEY, LIMA, DELGADO;
FRENSEL e outros.

No quarto capitulo, faremos uma sintese tedrica, apenas para que possamos situar a
Equaciao de Monge-Ampére, dentro do ambiente das equagdes diferenciais parciais. Falaremos
um poco sobre algumas caracteristica da equagdo, em sobretudo, quanto a sua classificagdo como
uma EDP de segunda ordem e a sua ndo-linearidade. Mostraremos alguns exemplos de formatos
para a Equacao de Monge-Ampére, porém, nos atemos ao modelo considerado cldssico, onde
temos:

det(D’¢) = f(x, ¢, Vo)
, onde ¢ é uma funcio diferencidvel em Q = B(0,r) C R?, ¢ € C*(Q).

Ainda neste capitulo, estudaremos uma aplicagao da Equacao de Monge-Ampére, em
que ¢ é uma solugio radialmente simétrica para det(D*¢) = f(x, ¢, Vo). Ressalte-se, que ndo é o
objetivo deste trabalho encontrar a soluc¢do para a EDP, mas sim, mostrar a existéncia da solucdo,

através de algum método de "Ponto Fixo".

Além do artigo e figalli2017, retiramos algumas informacdes de evans2022partial para
falarmos da Equacao de Monge-Ampere, como também de equagdes diferenciais parciais de

maneira geral.

As consideragdes finais sdo apresentadas no capitulo 5. Falaremos sobre os resultados
obtidos, observando se os objetivos do trabalho foram alcangados e apresentaremos também,

novas ideias para pesquisas que surgirdo a partir do que foi trabalhado nesse trabalho.

2 CARMO, M. P. D. Geometria Diferencial de Curvas e Superficies. [S.1.]: SBM-Sociedade Brasileira de
Matematica, 2005.
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2 CONHECIMENTOS PRELIMINARES

O Bacharelado em Matematica ¢ um curso bastante abrangente, quando tratamos
do ponto de vista dos contetidos que sdo ministrados na graduacdo. Além de disciplinas
pertencentes a drea matemdtica em si, o curso também aborda outros campos do conhecimento,
alguns diretamente relacionados com a proposta do curso e outros que tem como objetivo de
fornecer capacidades complementares para futuros profissionais. Dessa forma, a graduacao

possui em sua grade curricular, disciplinas de Fisica, Computacao e até de linguas estrangeiras.

Nesta secao, faremos uma breve sintese de alguns topicos matemaéticos, relacionados com
esta pesquisa. Mostraremos algumas defini¢cdes e resultados, sem que o assunto seja aprofundado.
Deixaremos para nos capitulos 3 e 4, fazer uma apresentacdo mais aprofundada, porém, ainda

direcionada, dos temas Geometria Diferencial e Equacdo de Monge-Ampere.

2.1 Algebra Vetorial

Segundo Winterle (2000), existem grandezas que ndo se definem apenas através de um
nimero ou um valor, existindo a necessidade de mais informagdes para fazé-lo e, neste caso,
precisamos identificar direcdo e sentido. Desta maneira, o autor define, geometricamente, uma
grandeza vetorial, como sendo um segmento orientado de reta. Ou seja, chamaremos de vetor
i, a grandeza que possui direcdo, a mesma da reta e além disso, possui uma medida, a qual
chamamos de médulo, por notagio ||if]|, que representa o tamanho do segmento de reta. Por fim,
um segmento de reta determina dois ponto de uma reta, sendo estes os pontos A e B, a escolha
de como percorrer esses segmento, de A até B, ou de B até A € definir o sentido de iZ. Na figura

1, observamos que o vetor iZ possui tem sentido de A para B.

Figura 1 — Vetor i.

Fonte: Construcao propria com Geogebra

Ter essa no¢ao geométrica de vetor € importante para entendermos intuitivamente do que
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estamos tratando, embora saibamos que mais adiante necessitaremos efetuar diversos cédlculos
envolvendo estes entes matematicos. Portanto, precisamos também, estabelecer uma estrutura

algébrica para eles.

Definicao 2.1.1. Sejam os pontos A, B € R?, com A = (x1,y1) e B = (x2,y,). Dizemos que ii é
um vetor, sobre o segmento AB, com sentido de A para B, se il = (xo — x1,y, — 1), como se pode

ver na figura 2.

Figura 2 — Vetor no R?

Fonte: Construcao prépria com Geogebra

Sejam ii e V vetores do R? e A € R, com il = (x1,y;) € V¥ = (x2,y,), temos que:

a) d+V=(x;+x2,y1 +);
b) Aid = A(x1,y1) = (A.x1, A.y1);
¢) O valor real determinado por / xf + y% é chamado de médulo de iZ, sendo denotado por
llall.
Observacgao 2.1.2. il — V = il + (—1.V) = (=x3, —y2) = (x1 — X2, Y1 — 2);
Observacao 2.1.3. Se ||i]| = 0, entdo i = (0,0), sendo il chamado de vetor nulo, ou 0;

Observacio 2.1.4. Se ||id]| = 1, chamamos il de vetor unitdrio.

Quando se fala em vetores no R? podemos defini-los de maneira andloga ao R?. Ou seja,
dado os pontos C, D € R3, com C = (x1,y1,21) € D = (x2,y2,22), um vetor ¥ € um vetor no R3,

onde V= (x — X1, 2 — 1,22 — 21).

A mesma analogia se estende, com as devidas particularidades, as operagdes que efetua-

. . 4
mos com vetores do R?. Resumidamente, sejam & e b, vetores do R?, temos que,
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a) @+b=(x; + X2,y + 2,21 + 22);
b) A.d = A(x1,y1,21) = (Ad.x1, Ay, 4.21);
¢) O valor real determinado por /x} + y} + z} é chamado de médulo de @, sendo denotado

por ||d]l.

Seguiremos apresentando alguns conceitos importantes sobre vetores. Esclarecidas as
diferencas entre os vetores do R? e do R?, as defini¢des que seguem, serdo mostradas apenas

para o R3.

. ~ . " 2 ’
Definicdo 2.1.5. Sejam @, b € R®, chamamos de produto escalar entre os vetores d e b, o niimero

5
real denotado por d.b, com

=
ab = x;.x; +y1.y2 +21.22,

= .
onde, (x1,y1,21) € (X2, 2, 22) sdo as coordenadas de d e b, respectivamente.

Observacao 2.1.6. O produto escalar, também denominado de produto interno, pode também

ser denotado por (,). Além disso, a operagcdo segue as seguintes propriedades:

Sejam d, b e ¥ vetores no R e 1 € R.
i) (@, by = (b,a);
ii) (@b +@ =(@by+(@ac e(d+b,e =(dad +(b,a);
iii) A4@,b) = (1.@,b) = (@, 1.b);

iv) Se@+ 0 =(0,0,0), entdo (@,d) > 0. Se @ = 0, entdo (@,a) = 0;

2
v) (d,d)=xt+yl+25 = (,/x%+y%+z%) = ||d||?

A partir da caracterizacdo do produto interno, podemos calcular o dngulo entre dois
vetores, o qual denotaremos por € e, além disso, apresentar mais duas condi¢des as quais

. ~ . . - s .
quaisquer vetores do R? estdo submetidos. Considerando @ e b vetores aleatdrios, temos:

(@,by

1. cos@ = E—
llall.|1 ]

2. K@, byl < lId|l.IB].(Desigualdade de Schwarz);
3. 1@+ bl| < 1@l + |1Bll. (Desigualdade Triangular).
Observacao 2.1.7.

iy

De (1), se @ e b sdo ndo-nulos e 6 = 90°, temos que {d,b)y = 0;
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Se 8 = 90°, os vetores sdo chamados de perpendiculares, ou ortogonais.

.~ . o2 2P - 22 P
Definicio 2.1.8. Sejam @, b, i, j,k € R?, com @ = (x1,v1,21), b = (x2,¥2,22), 1, j e k os vetores da
- -
base canénica de R*, chamamos de produto vetorial de @ por b, o vetor &, denotado por d A b,

onde

2=anb =iz —21.92) + (210 — x1.22) + k(x1.52 = y1.3%2).

~ . s e - . i
Observacio 2.1.9. Abaixo, algumas caracteristicas do vetor & Sejam d e b vetores no R>.

: 7 . ~ >
i) O vetor ¢ = d A b é ortogonal tanto em relacéo ao vetor d, quanto ao vetor b;
(C,d) = X1.y1.20 = X1.21.Y2 + Y1.21.X2 = Y1.X1.22 + 21.X1.2 — 21.y1.%2 = 0;
Analogamente,
-,
(C,b) = X2.91.20 — X2.21.Y2 + ¥2.21.X2 — Y2.X1.20 + 22.X1.Y2 — Z2.Y1.%2 = 0.
>/ 712 >0
Logo, ¢//d e c//b.
.. L ~ g g
ii) Se 6 é o Angulo entre os vetores a e b, temos que ||c]| = ||d]|.||b]|. sen (6).

&P = @761 = (&, bY* (Identidade de Lagrange)
= |la@. 161 — 11a P15 cos(6)®
= l@IPIIBIP(1 — cos(6)*)

= |||1>.|1b|? sen (6)°.

Portanto, ||@|| = ||@||.||b|| sen (6).

2.2 Algebra Linear

Na secfo anterior, sintetizamos a ideia de vetores no R? e no R?. Agora, faremos 0 mesmo
com os conceitos relacionados a disciplina de Algebra Linear. Mais uma vez, destacaremos

apenas os pontos importantes que tem relacio com a nossa pesquisa.

Daqui em diante, sé utilizaremos a notagdo "— "para representar alguns vetores especifi-
cos. Em seu lugar, trataremos o vetor ¥ apenas por v, ou pelo valor de suas coordenadas. Ou seja,
v = (v1, V2, v3).

Na Algebra Linear, um dos conceitos mais importantes € o de Espaco Vetorial, pois é

nesse ambiente, que possui regras proprias bem definidas, onde passaremos a trabalhar com

vetores.

Abaixo, seguem algumas defini¢des encontradas no livro texto de (BUENO, 2006).



18 Capitulo 2. CONHECIMENTOS PRELIMINARES

Definicao 2.2.1. Um Espago Vetorial X sobre R é um conjunto cujos elementos sdo vetores e
estes podem ser somados e multiplicados pelos elementos do corpo R. Se u,v,w € X e a,B € R,

entdo as propriedades abaixo devem ser satisfeitas:

1. u+vex;
2. u+v=v+u,
3. u+(+w)y=Ww+v)+w;
4. 40 € X, tal que, u + 0 = u (Elemento Neutro);
5. A (-u) € X, tal que, u + (—u) = 0 (Inverso Aditivo);
6. a.(u) € X;
7. a.(B.v) = (a.B).u;
8. a.(u+v)=au+av
9. (@ +pB)u=au+pv
10. Existe 1 € R, tal que, 1.u = u (Elemento Neutro Multiplicativo, ou Unidade).

Definicao 2.2.2. Um subconjunto Y do Espaco Vetorial X, onde as propriedades de X também

sdo vdlidas é chamado de Subespago Vetorial.

Definicao 2.2.3. Sejam Y e X espacos vetoriais sobre o corpo R. A aplicacdo
T:X—Y

que satisfaz
Tu+av)=Tw)+aT)

Para todo u,v € X e para todo a € R, é chamada de Transformagcdo Linear.

Observacao 2.2.4. De modo geral, quando falamos de corpo, estamos tratando de um con-

junto K, ndo vazio, onde podemos definir duas operacoes bindrias internas, "+"(Adigcdo) e

"I

."(Multiplicacdo), onde as seguintes propiedades sdo vdlidas:

Para quaisquer a, b e ¢ pertencentes ao corpo K, valem

1. As operacdes de Adicao e Multiplicacdo sao fechadas em relacdo a K;
2.a+(b+c)=(a+b)+c;

3.a+b=b+a;
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4. Existe0 € K, talque,a+0=0+a = a;
5. Existe —a, tal que, a + (—a) = (—a) +a = 0;
6. a.(b.c) = (a.b).c;
7. a.b = b.q;
8. Existe 1 € K, tal que, a.1 = l.a = q;
9. Existe a”!, tal que, a.a”! = 1;
10. a.(b + ¢) = (a.b) + (a.c).
Observacao 2.2.5. Se X =Y, entdo T é denominado de Operador Linear;

Observacao 2.2.6. Se T é uma aplicagdo bijetiva, entdo T é um isomorfismo e dizemos que X é

isomorfo aY;

Definicao 2.2.7. Seja V um Espaco Vetorial sobre o corpo R. A aplicacdo (.,.) : VXV — R é

denominada de Produto Interno em X, satisfazendo as seguintes propriedades:
Para todo u,v,w € Ve 1 € R valem:
1. (u,vy =(v,u);
2. {u+ Av,w) = {u,w) + A.{v,w),
3. wvy20e(v,v)=0v=0.
Observacio 2.2.8. Se V = R3, o produto escalar entre x,y € V, tomando-se x = (x1, ..., X3) e

y =1, ..., y3) € definido da seguinte forma:

(x,y) =

1

3
X yi=X1.y1 + ...+ X3
=1

Observacao 2.2.9. Quando o Espaco Vetorial V, possui dimensdo finita, dizemos que V é um

Espaco Euclidiano;

Definicao 2.2.10. Se x e y sdo vetores do espaco com produto interno V, dizemos que u e v sdo

vetores ortogonais, se {x,y) = 0 e neste caso usamos a nota¢do u L v.

Definicao 2.2.11. Seja V um Espacgo Vetorial sobre o corpo R. Uma aplicacdo ||-||: V - R é

chamada de norma em V, se satisfaz todas as condi¢coes abaixo:

alul| 20, seu+0,YueV;

b |[Aul| = Alul, Vue Ve deR;
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llee + VIl < lleell + [IVIl, Y, v € V.
Proposicdo 2.2.12. Todo Espago Vetorial V, com produto interno, tem uma norma ||ul| = {(u, u)'/?.

Teorema 2.2.13 (Pitdgoras). Seja V um Espago Vetorial, com produto interno e |lul| = {(u, u)'/?.

Seu,veVcomu L v, entdo:
e+ VI = Qe+ v,u+v) = ) + vy + vu) + 0, v) = [lull® + [IvIP

Proposicao 2.2.14 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz). Seja V um Espaco Vetorial, com produto

interno e |[ul| = (u, u)'’*. Entdo, para todo u,v € V temos:
e, V) < lual| + [Vl

Definicao 2.2.15. Sejam V um Espaco Vetorial sobre o corpo R e B um subconjunto de V.
Dizemos que B gera V, se todo vetor de V for uma combinacdo linear de um niimero finito de

elementos de B. Em outras palvras:

SeueV,entdou=2A1.by + by + ...+ A,.b,,YVueV,bec Bed, e R, comi=1,2,..,n.

Definicao 2.2.16. Sejam V um Espaco Vetorial sobre o corpo R e B um subconjunto de V.

Dizemos que B é linearmente independente, ou LI, quando for vdlido:

A1.by+ by + ...+ /ln-bn =0 A, 15, R 0, Vbl €eBeld e R, comi=1,2,...,3.

Definicao 2.2.17. Sejam V um Espaco Vetorial sobre o corpo R e B um subconjunto de V. Se
B gera 'V e além disso, B é um conjunto linearmente independente, dizemos que B é uma base

para o Espago Vetorial V.

Observacao 2.2.18. Caso u L v para quaisquer u,v € B, dizemos que B é ortogonal, ou normal.

Se além disso, ||w|| = 1 para todo w € B, entdo dizemos que B é ortonormal.

Definicao 2.2.19. Sejam V e W espacos vetoriais sobre um corpo R e sejaT : V — W uma
transformacdo linear. Definimos T* : W — V como adjunta de T se a condi¢do abaixo for
satisfeita.

(Tu,w) = {u, T*w), para quaisqueru € Vew € W.

Observacao 2.2.20. Em relagdo a T e T*, temos

e Se T admite uma 7, esta € Unica.
e Se T =T*, chamamos 7T de auto-adjunto.

e Se T € auto-adjunta, entdo (Tu,v) = (u, Tv).
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e T ser auto-adjunto implica em:
[Ty = [T]p, para toda base B de V, quando esta é uma base ortonormal .

Observacao 2.2.21. Para cada aplicagdo auto-adjunta T : V — V, podemos associar a T uma
aplicacdo B : VXV — R, tal que B(u,v) = (Tu,v), para quaisquer u,v € V Por outro lado,

cada aplicagdo B corresponde a uma forma quadrdtica Q, de maneira que Q(u) = B(u, u).

2.3 Calculo e Analise

Definicao 2.3.1. Uma aplicacdo F : Q c R" — R™ é dita continua no ponto p € Q, quando
dado € > 0, existe 6 > 0, tal que:

F(Bs(p)) C B(F(p)).

Observacao 2.3.2. Se F ¢ continua em todos os pontos de Q, dizemos que F é continua em ).

Proposicao 2.3.3. F : Q c R" — R" ¢ continua se, e somente se, cada uma de suas funcoes

componentes F; : Q Cc R" —» R,i = 1,...,n, também é continua.

Proposicdo 2.3.4. Sejam F: QCR" - R" e G : Q; ¢ R™ — Rk, aplicacées continuas em Q e

Q,, respectivamente. Entdo, G o F : Q ¢ R" — RF é uma aplicacdo continua.

Definicao 2.3.5. Se uma aplicagdo continua F : Q C R" — R" é injetiva e possui uma aplica¢do
inversa F~' : F(Q) c R" — R", que também é continua, dizemos que F é um homeomorfismo
sobre F(Q).

Definicao 2.3.6. Seja a aplicacdo F : Q c R" — R™. Dizemos que F é diferencidvel em p € Q,

se as suas fungcoes componentes, ou coordenadas sdo diferencidveis em p. Ou seja:

F (X1, %0) = (F1(X15 000, X0), ooy Fin(X15 .0, X))

F; tem derivadas parciais continuas de todas a ordens em p,comi =1,...,m.

2.4 Equacoes Diferenciais Parciais

No curso de Bacharelado em Matematica existem duas disciplinas obrigatdrias sobre
Equacdes Diferenciais. A disciplina denominada EDL, a qual traz os conceitos de Equagdes
Diferenciais Lineares e a disciplina conhecida como EDO, onde as Equagdes Diferenciais

ordindrias sdo vistas de forma detalhada. Ocorre que, Equacdes Diferenciais Parciais ndao fazem
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parte do curriculo obrigatério do curso. Esta disciplina é oferecida como cadeira optativa, quando
demandada por professores, ou alunos. Apesar disso, o tema estd presente em outras disciplinas

do curso, de maneira superficial.

Em nosso trabalho estamos tratando da Equaciao de Monge-Ampere, uma Equacdo
Diferencial Parcial, de segunda ordem, ndo-linear e diante dessa classificagdo da equagao,

trazemos uma breve descricao dessas definicoes.

Definicao 2.4.1. Uma expressdo da forma
F(D"u(x), D"'u(x), ..., Du(x), u(x), x) = 0, (x € U).
é chamada de Equagdo Diferencial Parcial de k-ésima ordem, onde
F:R'SXR x . xR'xRxU >R
édada, u: U — R é desconhecida e U C R".
Definicao 2.4.2. Quanto a linearidade, uma EDP

e ¢ dita linear se tem a forma

D aWID"u = f(x)

la|<k

para fungdes a,(|a| < k), f;

e ¢ dita semi-linear se tem a forma

Z ao(X)D%u + ao(D*'u, ..., Du,u, x) = 0;
lal=k

e ¢ dita quase-linear se tem a forma

Z ao(Du, ..., Du, u, x)D%u + ao(Dk_lu, vy Duyu, x) = 0;
=k

e ¢ dita completamente ndo-linear se depende ndo-linearmente dos termos de ordem mais

alta.

Exemplo 2.4.3.

® u,, + sen(x)uy, + cos(x) = 0 (Linear);
® Uy, +e‘uy, + 6 =0 (Linear);

® Uiy + uy, = 0 (Nao-Linear);
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3 GEOMETRIA DIFERENCIAL

Superficies regulares do R? podem ser construidas a partir do gréfico de certas fungdes.
Neste capitulo, veremos como se calcula a Curvatura Gaussiana destas superficies. Vejamos

inicialmente, como Carmo (2005) define a Curvatura Gaussiana.

Definicdo 3.0.1. Sejam p € S edN, : T,S — T,S a diferencial da aplica¢do normal de Gauss

em p. O determinante de dN, é chamado de curvatura gaussiana K de S em p. Dessa forma,
K(p) = det(dN,).

No caso em que ey, e, é uma base ortonormal de T,S formada de autovetores de dN,, com
dN,(e\) = —kie; e dN,(e;) = —kze,, temos

K(p) = kik,.

Observando a defini¢do acima, vemos que a ideia de Curvatura Gaussiana envolve
um conjunto de varios outros conceitos, como a Aplicagcdo Normal de Gauss e as Curvatura
Principais de S no ponto p, k; e k,, respectivamente. Dessa forma, devemos tentar apresentar, de

forma sequencial e construtiva a Geometria Diferencial que precede a Curvatura Gaussiana.

Seguiremos a sequéncia existente no livro Geometria Diferencial de Curvas e Superfi-
cies, do professor Carmo (2005), procurando restringir nosso trabalho em superficies que sao

gréficos de funcoes.

Ao final do capitulo, teremos uma definicdo para a Curvatura Gaussiana, onde a mesma
podera ser calculada, com base no determinante da matriz hessiana e do gradiente, da fungao
cujo gréfico equivale a superficie S. Devemos lembrar que, isto se faz necessario para podermos

também, relacionar a Curvatura Gaussiana a Equacao de Monge-Ampére.

3.1 Superficies Regulares

Definir uma superficie no espago € uma tarefa que exige, um pouco de "imaginag@o"e em
um segundo momento, algum conhecimento sobre continuidade e diferenciabilidade, mas, alguns
autores, dentre eles Carmo (2005) e Pressley (2010), concordam com o fato de que superficies no
R? se assemelham a pedagos do R?, "deformados"e unidos, de maneira que mesmo pertencentes

ao R? se comportem como se estivessem no R2.

Superficie é um subconjunto de R, que na vizinhanca de qualquer ponto dado,
"parece"um pedaco de R?, da mesma forma que a superficie da Terra, embora
seja quase esférica, parece ser plana para alguém no chio que enxerga apenas o
horizonte. (PRESSLEY, 2010, pg-68,tradugdo nossa)’.

A surface is a subset of R? that looks like a piece of R? in the vicinity of any given point, just as the surface of
the Earth, although actually nearly spherical, appears to be a flat plane to an observer on the surface who sees
only to the horizon
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Ainda segundo Pressley (2010), uma superficie, pode ser definida como um subconjunto
S c R3, se para cada ponto p € S, existe um conjunto aberto U C R? e um conjunto aberto
V € R?, contendo p, de maneira que S N V seja um homeomorfismo em relacdo a U. Apesar de
ser uma boa definicao para superficies no espago, esta defini¢io torna dificil a aplicacdo de alguns
conceitos matemadticos, que serdo necessdrios mais a frente. Dessa forma, acrescentando-se

algumas condig¢des, chegamos a defini¢do de Superficie Regular.

Definicdo 3.1.1. Um subconjunto S C R? é uma Superficie Regular se, para cada p € S, existe
um aberto V C R* com p € V, e uma aplicacdo X : Q — VNS, definida em um conjunto aberto

Q c R?, tal que:

. X : Q- VNS, X(u,v) = (x(u,v),y(u,v),z(u,v)), € diferenciavel, isto é, as fungdes

x,y,z :  — R tem derivadas parciais continuas de todas as ordens em (2 ;

2. X : Q- VNS é um homeomorfismo, isto € X € uma bijecdo continua cuja inversa
X':vnS — Qécontinua;

3. A aplicagio linear definida por dX, : R? — R* € injetora para todo g € Q .

A aplicagdo X é denominda de parametrizacao.

Observando as defini¢cdes de Superficie e de Superficie Regular, vé-se que a condicdo
1 ird permitir tracar vetores tangentes a superficie, consequentemente, poderemos pensar em
planos tangentes a superficie S. J4 a condi¢do 2 traz a injetividade de X, o que segundo Carmo
(2005), serve para mostrar que em superficies regulares nao pode haver auto-intersecdes. Por

fim, a condi¢do 3, nos permite pensar em plano tangente para cada ponto p € S.

Figura 3 — Superficies Regulares

VA

Fonte: Delgado e Frensel (2017)

Classificar um subconjunto de R* como superficie regular, utilizando-se apenas da defi-
nicdo, pode ser uma tarefa bastante dificil. Além disso, em nosso estudo, buscamos caracterizar
superficies parametrizadas pelo grafico de uma func¢do f, diferenciavel. Dessa forma, vamos

utilizar o resultado abaixo para mostrar como funciona a regularidade para este tipo de superficie.
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Proposicio 3.1.2. Se f : Q — R é uma funcdo diferencidvel, definida no conjunto Q C R?,

entdo o seu grdfico

Graf(f) = ((x,y,2) e R* | (x,y) € Qe z = f(x, )}

é uma superficie regular.

Demonstracao: Seja X(u,v) = Graf(f) = (u,v, f(u,v)), onde f € uma funcio diferencidvel em
Q c R%. Devemos verificar se X cumpre as 3 condigdes estabelecidas na defini¢io de superficie

regular.

e Inicialmente, sabendo que f € diferencidvel em €2, suas fun¢des coordenadas também o
sdo e dessa forma, temos que X(u,v) = (u, v, f(u,v)) é diferencidvel, satisfazendo assim, a

primeira condi¢do;

e Admitindo que a superficie S foi parametrizada pelo grafico de f, entdo, Vp € §, temos
que p = (u,v, f(u,v)) e isto nos mostra que existe apenas um ponto g = (u,v) € Q, tal
que X(g) = p. Ou seja, X(Q) é uma bijecio continua e sendo assim, possui inversa X!
Segue que, X~!' é uma projecdo ortogonal de p € S sobre o plano xy, que é uma aplicagio
continua. Tal fato, comprova que X(2) € um homeomorfismo, cumprindo a condicao 2 da

definicao;

e J4 quanto a terceira condi¢do, basta observar que Yq € Q2 a matriz jacobiana de dX, tem

posto 2 e assim dX, € injetiva para todo g em Q, onde,

1 0
JdX,(u,v) =1 0 1
Ju S

Conclui-se que superficies no R?, parametrizadas pelo gréfico de uma fungdo f diferen-

cidvel, sdo superficies regulares. [
Exemplo 3.1.3. Vamos mostrar que a esfera de centro na origem e raio 1,
SP={(x;y;0)eR | ¥ +y* +22 =1}

€ uma superficie regular.

Seja Xi : U c R* - R?, com Xi(u,v) = (u,v, ++/1 — W? +1?)), onde U = {(u,v) €
R? | u? +v* < 1}. O nosso objetivo é mostrar que X3 cumpre as condigbes necessdrias para que.

1. Nao € dificil ver que para todo (u,v) € U, teremos X;(u,v) = S? N H;, onde H; =
{(x,y,z) € R*|z > 0}. Ou seja, X5 (U) € a parte de cima, com exceg¢do do equador, da

esfera de raio 1 e centrada na origem;
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2. Para todo (u,v) € U, temos que 1 — (u* + v*) > 0. Portanto, X; ¢é diferencidvel em U;

1 0
01

A(x,y)
o(u,v)

(@) = =1 # 0 paratodo g € Q;

+ £ : + £ AT z 2 + +\-1 —
4. X3 € um homeomorfismo, pois X € uma bije¢do continua sobre S “NH3 e (X))~ = 7mls2np;

é continua, onde 7 : R* — R? ¢ a projecdo sobre o plano-xy dada por n(x,y,z) = (x, ).

teremos

Como foi mostrado acima, a vizinhanga coordenada S? N H; representa apenas uma
parte da esfera. Dessa forma, necessitamos complementa-la com mais vizinhancas, até que
consigamos cobrir toda a superficie da esfera. Para isso, vamos utilizar a aplica¢do X, com
X7 (u,v) = (u,v,—+/1 = (4> + v?)). De maneira andloga ao que foi feito com X{, chegaremos a
X (u,v).

rocom X5 (u,v) = (+ V1 = (u? +v»),u,v);
X7, com X5 (u,v) = (— V1 = @? +v?),u,v).
5, com X5 (u,v) = (u, + V1 = (U2 +v?),v);
X5, com X5 (u,v) = (u,— 1 — u? +v2),v);

Figura 4 — Esfera como Superficie Regular

Fonte: (DELGADO; FRENSEL, 2017)

Deve-se atentar para o fato de que nem todo subconjunto no R? é grifico de uma funcio
de duas vardveis, conforme descreve Lima (1998). Quanto a isso, o autor diz para verificar
se uma superficie € o grifico de alguma func¢do do R?, basta observar que uma reta qualquer

que corta a superficie, toca a superficie em no maximo um ponto. Caso contrério, a superficie
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nao pode ser o gréfico de f(x,y). Tendo isto em mente, a esfera do exemplo anterior, ndo pode
ser o grafico de f(x,y), pois, inimeras retas verticais cortam a esfera em mais de um ponto.
Por outro lado, quando observamos cada uma das parametrizagdes utilizadas para compor a
superficie esférica, vemos que cada um dos hemisférios, individualmente, € uma superficie

regular, parametrizada pelo grafico de X;’/ ,comi=1,..3.

Exemplo 3.1.4. O paraboloide eliptico E = {(x,y,2) € R ;x = u,y =vez = f(u,v)} é uma
superficie regular, pois é o grdfico da fungdo diferencidvel f(u,v) = Z—z + Z—z, (u,v) € R? comae

b positivos.

Figura 5 — Paraboloide Eliptico.

Fonte:(DELGADO; FRENSEL, 2017)

Exemplo 3.1.5. O paraboloide hiperbélico H = {(x,y,z) € R* ;x =u,y =vez = f(u,v)} é uma
superficie regular, pois é o grdfico da funcdo diferencidvel f(u,v) = Z—z — ;—z, (u,v) €R? comae

b positivos.

Figura 6 — Paraboloide Hiperbodlico.

Fonte: (DELGADO; FRENSEL, 2017)
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3.2 Plano Tangente

Como foi visto na Defini¢ao 3.1.1 a regularidade da superficie S, permite que para cada

ponto p € § sejam escolhidos vetores que tangenciam S em p.

Defini¢do 3.2.1. Sejam S C R? uma superficie regular e p € S. Dizemos que v € R* é um vetor
tangente a S em p se v = @'(0), onde a : (—€,€) — S € uma curva parametrizada diferencidvel

em 0 e a(0) = p.

A defini¢do acima, nos mostra que a aplicacdo « : (—€,€) — S desenha curvas sobre a
superficie S, de maneira que a(0) é ponto p € S. A partir daqui, podemos entao relacionar o
subespaco vetorial dX, ¢ R* com o conjuntos dos vetores tangentes a S, no ponto p, mostrando

que eles sdo iguais.

Proposicio 3.2.2. Seja X : Q ¢ R? — R? a parametrizacdo de uma superficie regular S e seja

q € Q. O subespaco vetorial de dimensdo 2,

dX,(R*) c R?,

coincide com o conjunto de valores tangentes a S em X(q).

Demonstracdo: Seja w um vetor tangente a S em X(g), isto &, seja w = '(0), em que
a: (—€,€) - X(Q) c § é diferencidvel e a(0) = X(g). A curvaf : (—€,6) — Q ¢ dife-
rencidvel para todo € (—¢, €). Pela defini¢do de diferencial, temos dX,(8'(0)) = w. Portanto,
w € dX,(R?).

Por outro lado, seja w = dX,(v), onde v € R2. E claro que v € o vetor velocidade da curva

v : (—€,€) — U dada por

y(t)=tv+gq, t €(—€,€).

Note que y(0) = g e ¥'(0) = v. Por tanto, pela definicao de diferencial, w = @’(0), onde @ = xoy.

Isto mostra que w € um vetor tangente. [

Definicao 3.2.3. O plano tangente a S em p, designado por T pS, é o plano que passa por p € S

e é formado pelos vetores tangentes a S em p.

A Proposi¢ao 3.2.2 mostra que o plano 7,S ndo depende da parametrizagio X. Por outro
lado, a medida que escolhemos uma parametrizagio, geramos uma base (X,(q), X,(¢)) para T,,S ,

pois X, e X, sdo linearmente independentes.

Podemos agora, calcular um vetor unitdrio N(p), normal ao plano 7,S da seguinte forma,
X, N X,

N(p) = =+2v
P)= X, A%
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Figura 7 — Plano Tangente 7,S .

Fonte: (DELGADO; FRENSEL, 2017).

Para todo p € S, N(p) é diferenciavel. Logo, a aplicacdo N : X(Q) — R? é diferencidvel.

3.3 Primeira Forma Fundamental

A principio, poderiamos deixar de lado a apresentagdo da primeira forma fundamental,
pois, conseguiriamos estabelecer o conceito de curvatura gaussiana, utilizado-se apenas infor-
macoes obtidas da segunda forma fundamental, porém, € importante estudar a primeira forma
fundamental, pois, é através dela que percebemos o cardter de Espago Vetorial assumido pelo R?

e pelas superficies mergulhadas nele.

Segundo Carmo (2005), o plano tangente a superficie S em p esté contido no R*. Logo,
tomando-se vetores em 7,S, 0s mesmos estardo submetidos a um produto interno. Ou seja, se

wi,wy €T,S C R?, entdo temos que (w;, w,) representa o produto interno entre w; € w.

Definicao 3.3.1. A forma quadrdtica I, : T,S — R, I,(v) = (v,v),, é chamada a Primeira

Forma Fundamental da superficie regular S em p € S.

Neste momento estamos intressados em escrever a Primeira Forma Fundamental, em
termos de uma parametrizagdo de S'.
Sejav € T,S. Entdo existe uma curva a : (—€,€) — X(Q), diferencidvel em 0, tal que
a(t) = X(u(),v(t)), com a(0) = pev =a’'(0) = u'(0)X,(q) + V' (0)X,(g), onde X(q) = peqge U.

Entao,

1,(v) = '(0), & (0)),
= (X,(0).t'(0) + X,(0).v'(0), X,,(0).'(0) + X,(0).v'(0)),,
= (Xu(0), X,(0)),.(t*(0)) + (X, (0), X,(0)),,.u' (0).v' (0)+
+ (X,(0), X,(0)),.u'(0).v(0) + (X,(0), X,(0)),.(+'*(0))
= (X,(0), X,,(0)).(u"*(0)) + 24X, (0), X,(0)).u'(0).v'(0) + (X, (0), X,(0)).(v*(0))
= E.(u'*(0)) + 2.F.u/(0).v'(0) + G.(v'*(0)).
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onde,

E(u,v) = (Xu(u,v), Xu(u, v))p;
F(u,v) = (X, (u,v), X, (1, v));
G(u,v) = (X (u,v), X, (1, v)) .

sdo os coeficientes da primeira forma fundamental na base X,(u,v); X,(u,v) de T,S, sendo
q = (u,v)e X(u,v) = X(q) = p.

3.4 Superficies Orientaveis

O préximo passo de nosso texto € definir a orientabilidade de uma superficie. Ou
seja, dizer que uma superficie S de R* é ou ndo orientdvel. Essa caracterizagdo é importante,
pois servird para adequar, mais uma vez, a superficie regular S as condi¢gdes da equacdo de

Monge-Ampere, como vimos anteriormente.

Definicao 3.4.1. Uma superficie regular S ¢é orientdvel quando existe uma familia de parametri-
zacoes de S, {X, : Q, = X(Q)|la € A}, tal que:

(]) S = U(yeA X(I(Qa))

(2) se Wop = Xo(Qy) () Xp(L2) # 0, a aplicagdo de mudanga de coordenadas

a

hop = X' 0 X 0 Xg' (Wop) = X' (Wep)

tem Jacobiano positivo em todo ponto q € X,1(Wyp).

Observando a definicdo acima, percebe-se que quando uma superficie é totalmente gerada
por apenas uma parametrizagdo, as condicdes impostas acima estdo plenamente satisfeitas e
sendo assim, superficies parametrizadas pelo grifico de uma fungo, sdo orientaveis, restando

apenas, escolher qual a orientacdo a se utilizar.

3.5 Aplicacao de Gauss

Vamos agora, descrever uma aplicacdo denominada de Aplicacdo de Gauss. Neste ponto,
ndo serdo utilizadas coordenadas locais, afim de se manter o aspecto geométrico das defini¢des
e propriedades, porém, mais a frente serd necessario fazé-lo, pois haveréd a necessidade de se

efetuar célculos sobre esta aplicacdo.

Como ja foi falado anteriormente, uma superficie regular S € dita orientdvel, se podemos
definir uma campo diferencidvel de vetores unitdrios, em toda a superficie, utilizando-se

X.X"'(p) A XX (p)
XX (p) A X (XN (DI

N(p) =

para definir cada um desses vetores.
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Defini¢do 3.5.1. Seja S C R®, com uma orientacdo N. A aplicacdo N : S — R? toma seus

valores na esfera unitdria
S?={(x,y,ze R3x¥+y* +2=1}.

A aplicagdo N : S — S?, assim definida, é chamada a Aplicacéo de Gauss de S .

Figura 8 — Aplicacdo de Gauss

N(p)

N

, Q(p) )

Fonte: (DELGADO; FRENSEL, 2017)

N(p')

Acima, vé-se que a Aplicacdo Normal de Gauss mapeia a superficie regular S em uma
esfera unitéria S 2, associando cada ponto p € S ao ponto N, € S2, onde N, € o vetor unitdrio,
normal a § em p, conforme indicado por (PRESSLEY, 2010).

Logo se percebe, que N € diferencidvel e dN,, € uma aplicagdo linear que levara vetores
em T,S até Ty(,)S?. Sabendo que T,S e Ty(,)S?* sdo 0s mesmo espagos vetoriais, temos que
dN,:T,S - T,S.

Em complemento, temos:

O vetor tangente N'(0) = dN,(a’(0)) € um vetor de T,,S. Ele mede a taxa de
variacdo do vetor normal N, restrito a curva a(f) = 0. Assim, dN, mede quanto
N se afasta de N(p) em uma vizinhanga de p (CARMO, 2005).

Exemplo 3.5.2. Seja o plano P = {(x,y,z) € R*|lax + by + cz = d} onde (a, b, c) # (0,0,0).
~ . o (a,b,c)
Entdo, o campo de vetores normais unitdrios N(x,y,7) = —————= € constante
Va? + b? + ¢?

e portanto, dN = 0. Isto é, todo vetor do plano tangente T,S é um autovetor associado ao

autovalor zero.

O resultado mostrado a seguir, define o diferencial da Aplicacdo Normal de Gauss, dN,,
como uma aplicacdo linear auto-adjunta e este fato, permitird que seja associada a dN, uma

forma quadrdtica, a qual é denominada de Segunda forma Fundamental.

Proposicao 3.5.3. A diferencial dN, : T,S — T,S da aplicagcdo de Gauss é uma aplicagdo

auto-adjunta.
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Figura 9 — Plano

AT

.

Fonte: (DELGADO; FRENSEL, 2017)

Demonstracao: Sabendo que dN, € linear, resta provar que (dN,(w;), w2) = (wi,dN,(w,)) para
uma base {w;,w»} de T,S. Seja X(u, v) uma parametrizacio de S em p, de modo que os vetores

X, e X, formam uma base para T),S .

Vamos verificar como se comporta dN,, levando-se em conta a curva parametrizada em
S, a(t) = X(u(1), v(t)), com a(0) = p.

Temos, [

dN,(a'(0)) = dN,(X,.'(0) + X,.v'(0))

d
= EN(M(I),V(I))
= N,u'(0) + N,v'(0).

Ocorre que X,,, X, € uma base para T,S. Logo, dN,(X,) = N, e dN,(X,) = N,. Assim, devemos

mostrar que

<Nm Xv> = <Xu’ Nv>

Sabemos que (N, X,,) = 0 = (N, X,), portanto, derivando-se (N, X,,) = 0 em relacio a v obteremos,

(Ny, Xi) + (N, Xp) = 0.

Analogamente, derivando-se (N, X,) = 0 em relacdo a u chegaremos a
(N, X,) + (N, X,,) = 0.
Agora, sabendo que X, = X,,, temos

<Nu’Xv> + (N, Xvu> =0= <Nv,Xu> + <N7 Xvu>~

O que nos permite concluir que,

<Nu, Xv> = <Nva Xu>



3.6. Segunda Forma Fundamental 33

3.6 Segunda Forma Fundamental

Uma vez que,
dN,:T,S - T,S

¢ uma aplicacdo linear auto-adjunta, podemos relacionar dN, a uma forma quadratica
Q:T,5S — Ronde, Q) = (dN,(v),v).
Esta forma quadrdtica € intitulada de Segunda Forma Fundamental, sendo denotada por /1,,.

A seguir, serd mostrada a sua definicao, e a indicagdo de como se calcular cada um de

seus coeficientes.

Definicao 3.6.1. Sejam S uma superficie regular orientdvel e N uma aplicacdo normal de Gauss
de S. A segunda forma fundamental de S num ponto p € S, relativa a orientagcdo N, é a forma

quadrdtica de T,S determinada pelo operador dN,, isto é,

I1,(w) = (=dN,(w),w),w € T},S.

A partir deste ponto, serdo estabelecidas as expressdes para a Segunda Forma Funda-

mental e para a Diferencial da Aplicaciao de Gauss em um sistema de coordenadas locais.

Sendo N : § — §? uma orientacio para a superficie regular S, parametrizando S por

u:Q — u(Q) e sendo esta compativel com N, temos,

(Mu A )

Nu,v) =
) = A

(u,v), ¥ (u,v) € Q.

Tomando y € TS, temos que y = a.u,(q) + b.u,(q), com u(q) = p . Segue abaixo, a
expressao para a diferencial da aplicacdo de Gauss, em termos de y:

dN,(y) = dN,(a.u.(q) + b.u,(q))
= a.dN,(u.(q)) + b.dN,(u,(q))
= aNu(q) + va(CI)

Observe que N, e N, sdo vetores perpendiculares a N e sendo assim, os dois também

pertencem ao 7,S . Tal fato, nos diz que

{ Ny = anp(q) + axp(q);
N, = app(q) + anp(q).
Logo,
dN,(y) = aN.(q) + DN,(q)
= alanpu(q) + anpu(q)) + blanp(q) + anp,(q))
= wg)aay + barn) + p(g)(aaz + bayy).
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Ou seja,
de a _ aiy anpigla .
b ar an)\b

[N, ], = [an 6112)'

dzy ax

Segue que,

Ou seja, [dN,]s € a matriz de dN,, na base {u,(q), u,(q)}.

Em consequéncia dos resultados encontrados acima, a Segunda Forma Fundamental,

terd a seguinte expressao:

I1,(y) = (=dN,(y),y) = —(dN,(y),7)
= —(aN,(q) + bN,(q), au.(q) + bu,(q))
= ~(NAq), (@)@ + (N(q), 1,(@)Yab + (N,(q), p(@)Yba + (N,(q), 1u(q))-(b)*.

Como (N,(q), u(q)) = (N\(q), nu(q)) temos,

11,(y) = ~(N(@), (@)(@)* = 2{N.(q), 1,(q))ab — {(N,(q), i1,(q))(b)*
= e(q)(a)® + 2f(q)ab + g(q)(b)*.

Os coeficientes e(q), f(q) e g(g) s@o os coeficientes da Segunda Forma Fundamental e

0s mesmos sdo descritos conforme representado abaixo:

e = —(Nq),u.q)) = (N, ttuu(q));
f = =N, (@) = ~(NW(@), (@)} = {N(@), (@)Y = AN(Q), ()
g = —(Nu(@), 11,(q)) = (N(q), 1 (q))-

Como foi mostrado anteriormente, N,(q) = aj1u,(q) + anu,(q) € No(q) = apu(q) +

axn,(q). Dessa forma,

—e = (anpu(q) + axp(q), tu(q)) = an{pu(q), tu(q)) + azipu, p);
—f = {anpq) + anp(q), 1(q)) = an{pu(q), (@) + aai v, o );
—f = (anp(q) + anp (@), 1(q)) = anfi(q), 1 (q)) + axluy, iy);
=g = (anpu(q) + anp(q), (@) = a12fu(q), 1(q)) + aznly, fy)-

Associando a parametrizac¢ao u(Q2) a Primeira Forma Fundamental, temos que

E(q@) = (@), 1u());
F(q) = (uu(q), 1.(q));
G(q) = (@), 11,(q))-
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Temos agora, a seguinte formatacao para os coeficientes da Segunda Forma Fundamental.

—e=ankE +anF;
-f =anF +ayG;
—f =apkl + anG;

—g= apnF + a»G.

Usando notacao matricial para representar os coeficientes, obtemos

{5 2l o)
fg_aZI anJ\F G)

-1

E F
Multiplicado em ambos os lados por (F G] , obtemos

R S

O que nos leva a seguinte expressao:

S AN
f g)\F G an 6122.

_ 1 e f E -F _ ayy apn
EG-F\f g)\-F E _6121 an)

Por fim, encontramos uma rela¢@o que associa cada valor a;; da matriz dN,,, a uma expressdo em

Segue ainda,

termos dos coeficientes da primeira e segunda formas fundamentais, como vemos a seguir:

fF—eG gF - fG
an an|_ | EG = F? G — F2
- eF—]FE F—-gE |

azy a4
EG-F? EG-F?

3.7 Curvaturas

Nesta secdo iremos apresentar algumas medidas de curvatura que podem ser aplicadas

em superficies regulares. Trabalharemos com superficies regulares orientadas por um campo N.

Mostraremos que estas medidas estdo relacionadas com curvas desenhadas sobre a
superficie § e que foram parametrizadas pelo cumprimento de arco. Por medida de economia
textual e da nao necessidade de regredir mais no assunto Geometria Diferencial, alguns resultados

preliminares serdo omitidos ou resumidos.
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No primeiro capitulo do livro Carmo (2005), o autor nos traz as ideias bdsicas sobre
curvas, as quais estdo refletidas a seguir, lembrando que o foco do nosso trabalho sao as

superficies no R

Definicao 3.7.1. Uma curva diferencidvel parametrizada a : 1 — R é chamada regular, se
Yiel,d(t)+0

Definicdo 3.7.2. Sejay : (a,b) — R? uma curva parametrizada diferencidvel. Diz-se que « é
parametrizado pelo comprimento de arco se, para cada ty, t, € (a,b), com ty < t;, o comprimento

de arco da curvade tyat, éigual at, —ty. Ou seja,

(1) = f Iy (lde = 11 — 1o,

assim, ||y’ (t)|| = 1, para todo t € (a, D).

A partir destas definicoes, seguiremos com a defini¢do de curvatura de uma curva a(s),
parametrizada pelo comprimento de arco. Para isso, serd utilizada a derivada segunda de a(s), a

qual mede a velocidade de afastamento da curva, de sua tangente em s.

Defini¢do 3.7.3. Se a : [ — R? é uma curva parametrizada pelo comprimento de arco, entdo, a

curvatura de « em s € I é o numero real
k(s) = lla” ().

Exemplo 3.7.4. Sejay : (—1,1) — R? uma curva parametrizada, com

o= ST 1)

3 ’ 3 V2 )
Dessa forma, vejamos como se comportam a primeira derivada y'(s) e a segunda derivada

Y7 (s).
Antes de proceder com o estudo, vamos reescrever 'y da seguinte forma:
A+ A-1P? ¢ )

’)/(t):( 3 > 3 ’$ .

Dessa forma, temos que

12 a2
V(b) = ((1 + 1) (1-19 L)

2 2 \h
R R U S T LA A I
ron= [ (2 )

_\/1+t+1—t+1
B 4 4 2

= 1.

Logo,
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Segundo a definicdo, |ly'(¢)|| = 1 nos mostra que y é parametrizada pelo comprimento de arco.

Dessa forma, podemos agora, calcular a curvatura de |ly” (t)||. Desde que,

L (D (1=
7 (t) = ’ s —1-
2 2 '\
entdo,
-1
"(1) = , ,0].
Y @a+mﬂ4a—nm )
Dai,

1’ 1 2 _l 2

k(S) = ||7 (t)” = (4(1 T [)1/2) + (4(1 _ [)1/2)

3 1 1 1

-l

_! _L_.;L)

a1+ 1=

12

a4\ -2/

1
E portanto, a curvaturade y em ¢ € (=1, 1) é igual a 1 (1—27)

3.7.1 Curvatura Normal

Quando uma curva regular, parametrizada a(s) estd projetada sobre uma superficie

regular do R?, podemos relacionar a sua curvatura k(s) com o vetor N(p), normal a superficie S .

Definicao 3.7.5. Seja C uma curva regular em S que passa por p, k(p) a curvatura de C em p e
cos @ = (n(p), N(p)), onde n(p) é o vetor normal a C em p e N(p) é o vetor normal a S em p. O

niimero k,(p) = k(p) cos 6 é chamado de curvatura normal de C em p.

Devemos observar que, k,(p) = k(p){n(p), N(p)) € o comprimento da projecdo do vetor
k(p)n(p) sobre o vetor unitario, normal em p. Ressalte-se que k,(p) terd o sinal dado pela
orientacdo N(p) de S, em p. Isso também nos mostra que k,(p) ndo depende da orientacdo da

curva C, pois, mudar a orientacdo de C, ndo altera os valores de k(p), ou de n(p).

Agora, sendo @ : I — C a parametrizacdo por cumprimento de arco da curva regular C,

de maneira que a(0) = p € § e @’(0) = v, temos que

N(s) = (N(a(s)),a(s)) =0, Vsel.

Segue que,
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Figura 10 — Curvatura Normal.

Fonte: (DELGADO; FRENSEL, 2017)

(N(a(s)),a"(s)) = ~(N'(a(s)), (), ¥ s € I.

Logo,

11,(v) = 11,(a'(0)) = —(dN,(2’(0)),@'(0)) = —(N'(0), a’(0))
= —(N(0), &"(0)) = ~(N(p), k(p)n(p)) = ku(p).

Por este resultado, concluimos que em um vetor unitdrio v € 7,5, a segunda forma
fundamental /1, tem valor igual a curvatura normal de qualquer curva regular desenhada sobre a

superficie S que passa por p e € tangente a v em p.

Sabemos que dN,, : T,S — T,S € uma aplicagdo linear auto-adjunta e sendo assim,
existe uma base ortonormal {e;,e,} de T,S, tal que dN,(e;) = ki.e; € dN,(e;) = ky.e;. Ou
seja, e € e, s@o autovetores € k; € ky sdo autovalores de dN,,. Além disso, sob a base {e;, e}, a
matriz de dN,, € diagonal, com k; > k, de sua diagonal, os valores maximo e minimo da forma

quadratica de Q(v) = (dN,(v), v) sobre o circulo unitario de dN,,.

Definicao 3.7.6. Os valores mdximo e minimo da curvatura normal, respectivamente, k; e k,
sdo chamados de curvaturas principais em p e as direcoes dadas pelos auto-vetores e; e e, sGo

denominadas de direcoes principais em p.

3.7.2 Curvatura Gaussiana

A relagdo apresentada anteriormente, entre as curvaturas de uma curva, descrita sobre
uma superficie do R® e a segunda forma fundamental /1, nos trazem ferramentas para construir-

mos o conceito de Curvatura Gaussiana de uma superficie orientada S . Inicialmente, traremos a
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definicdo comumente apresentada nos textos de Geometria Diferencial e logo depois, passaremos
a fazer uma abordagem mais direcionada a Aplicacao de Gauss em termos de coordenadas
locais e mais adiante ainda, restringiremos essas ideias a superficies parametrizadas pelo de

grafico de uma funcdo diferencidvel f.

Definicao 3.7.7. Seja p € S e sejadN, : T,S — T,S uma aplicagdo linear auto-adjunta, que é
a diferencial da Aplicacdo de Gauss para a superficie S. Chamamos de Curvatura Gaussiana K
de S de p, o determinante da matriz que representa dN,,. Além disso, dizemos que a Curvatura
Média H de S de p é a metade do trago de dN,,.

Observe que, quando consideramos a Aplica¢do de Gauss dN,, para uma base ortonormal
B, a matriz de dN,, é uma matriz diagonal com k; e k, em sua diagonal principal. Devemos
lembrar que k; e k,, denominadas de Curvaturas Principais, sdo os valores mdximo e o minimo

da curvatura normal em p respectivamente. Assim,

ki 0
[de]B:[O k).

2

Dessa mameira, podemos calcular a Curvatura Gaussiana K como sendo o produto de k; por &,.

Por outro lado a Curvatura Média H ¢ igual a metade da soma k; + k,. Ou seja,

K(p) = kik;.
1
H(p) = z(kl + k).

A defini¢do abaixo, nos mostra como classificar os pontos de uma superficie regular, de

acordo com as Curvaturas Gaussiana e Média.

Definicao 3.7.8. Seja o ponto p pertencente a S € R3. De acordo com o valor de K(p) e de
H(p), podemos denominar p de:

Ponto Eliptico, se K(p) > 0;
Ponto Hiperbolico, se K(p) < 0;
Ponto Parabdlico, se K(p) =0e H(p) #0;

Ponto Planar, se K(p) =0e H(p) =0;

Vamos nos concentrar agora, em verificar como a Curvatura Gaussiana se apresenta,
quando verificamos a Aplicacdo de Gauss em coordenadas locais. Para isso, vamos relembrar
a secao anterior, onde obtivemos os seguintes valores para as entradas da matriz da aplicacao

linear dN,,
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fF—eG gF - fG
(6111 6112] _|EG _}:2 G — F2
G an el — fE F—gE
EG-F> EG-F?
Seguindo a definicdo de Curvatura Gaussiana, temos

K =det[dN,ls = ai1a» — apnan

(jvr-ec)(ffn-gE)_(gﬁu-fc)(eF-fE)

EG-F2J\EG-F?>] \EG-F?)\EG- F?
B f2F? — fFgE — eGfF + egGE geF? — gF fE — fGeF + f*GE
B ( (EG — F2)? ) - ( (EG — F2)?
B f2F? + egGE — geF* — f’GE
‘( (EG - F?) )
_(F(f*—ge) + GE(eg — [?)
‘( (EG - F2)? )
(eg — f)(GE - F?)
- ( (EG — F2) )
eg — f*
- (EG - FZ)'

Assim, usando os coeficientes das duas formas fundamentais I, e I1,, temos que a

curvatura gaussiana de S no ponto p € igual a:

eg—fZ)

K(p)=(EG_F2

O foco principal deste estudo € a relagdo entre Curvatura Gaussiana de uma superficie
regular §, parametrizada pelo grafico de uma funcao diferencidvel 4 e a Equacao de Monge-
Ampere. Entdo, faz sentido encontrarmos um maneira de aplicar o que foi ja foi visto em

superficies deste tipo.

Seja S uma superficie regular e orientada, parametrizada pelo grafico de ¢(u, v), onde

¢(u,v) € diferencidvel, ou seja,

X(u,v) = (u,v, ¢(u,v)), com (u,v) € Q.

Vamos calcular o vetor ortonormal a superficie S, no ponto p, usando o produto vetorial
entre os vetores X, e X,.

Temos que,
X, ANX,

1X. A X
Sendo assim, com os vetores X, € X, provenientes da parametriza¢do de S pelo gréfico de A,

N(p) =

chegamos a
X ANX, =—i.p,— o, + k.



3.7. Curvaturas 41

Assim, chegamos ao vetor

Xu A XV = (_¢u’ _¢v, 1)3

cuja norma € igual:

X A Xl = V(=42 + (=¢,)2 + (1) = |2 + ¢2 + 1.

(=¢u =¢v, D

As derivadas parciais de X(u, v), em relacdo a u e v sdo dada por:

Portanto,

N(p) =

X = (1,0, ¢u);
X, =(0,1,¢,);
X = (0,0, du);
X = (0,0, duy);
Xy =(0,0,0,).

Abaixo, temos os valores dos coeficientes das primeira e segunda formas fundamentais.

e = (N, X.u(q));

S =AN(@), Xun(@)) = —(N(@), Xvu(@));
g = (N(q), X, (q));

E = (X.(9), Xu(q));

F = (X.(q), X,(q@)) = (N(q), X,u(q));
G = (X,(q), X\(9))-

Vamos entdo, utilizar N(p) e os valores das derivadas parciais aos coeficientes acima, obtendo,

e= (el D) (00,4, = —Lu__.
Vo2 + 2 +1 NP2+ 2 +1
Wy, — v’l huv

Fe 2oz D 00 g =

g= (2D (0,0,0,)) = ——22 .
V&2 +¢2 + 1 V&2 +¢2 + 1

E =((1,0,¢,),(1,0,4,)) = 1 + ¢;

F =((1,0,¢,),(0,1,4,)) = ¢u.¢;

G =(0,1,4,),(0,1,4,)) = 1 + ¢.
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Segue que,
eg — f2 — ¢uu ] ( ¢vv ) _ ¢iv
o2+ 2+ 1)\ ol +¢2+1) di+di+1
(bt \__ du
gatdr+1) gr+gr+1
_ ¢uu-¢vv - iv
S\ 1)

Por outro lado,

EG-F*=(1+¢})(1+¢) - 6.6
=1+ ¢, + 6, + ¢ohy — 6207
=1+¢2+ ¢

Conseguimos relacionar os coeficientes das primeira e segunda formas fundamentais
da superficie regular S as diferenciais de primeira e segunda ordens da fun¢do ¢, cujo gréfico
2
eg—f

parametriza S e sendo assim, obtemos a seguinte expressao para TG F

¢Llu-¢vv - 5v
eg — f? _ gty +1 _ ¢uu-¢vv_¢iv
EG-F> 1+¢+¢2 (¢ +¢2+ 1)
O que nos leva a concluir que para esse tipo de superficie, a Curvatura Gaussiana K pode ser

calculada da seguinte forma:

mm=°?%[53

(fu+oy+1)
Exemplo 3.7.9. Seja S uma superficie regular, que é o grdfico da funcdo h : R* — R, dada por
h(x,y) = x* = 3)%.x.
Sendo S o grdfico da fungdo h, entdo existe X : R*> — R3, tal que, X(u,v) = (u,v,u> — 3.°.u),
que parametriza toda a superficie S. Essa superficie regular é conhecida como Sela de Macaco.
Vamos verificar a Curvatura Gaussiana K nos pontos py = (0,0,0) e p; = (-1,0,-1)

Como h(u,v) = u® — 3v?u, temos que

h,(u,v) = 3u? - 3%

h,(u,v) = —6vu;
huu(u’ V) = 6”;
hvv(u’ V) = _61/[;

huv(u’ V) = —6v.
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Para p, = (0,0,0) temos,

h,(0,0) =3.0-3.0=0;

h,(0,0) = -6.0.0 = 0;
h,(0,0) = 6.0 =0;
h,,(0,0) = -6.0 = 0;
h,(0,0) = -6.0 = 0.

Entdo,

huuhvv - h2

uy 0-0
K(po) =

R+h2+12  (0+0+ 1)

Ou seja, py é um ponto planar.

Jd em relacdo a p; = (1,0, —1) temos,

h(=1,0) = 3.(-1)> = 3.0° = 3;

h,(-1,0) = -6.0. -1 = 0;
hu(=1,0) =6. -1 = -6;
h,(=1,0) = -6. -1 = 6;
huw(=1,0) = —=6.0 = 0.

Assim,

huuhvv - h,%v —-6.6-0

-36

R+ +12 (3P +0+ 1y

verificando que p, é um ponto hiperbdlico.

102

=0.

= -0, 36,
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Figura 11 — Sela de Macaco.

Fonte: Criagdo prépria com o aplicativo Geogebra

Agora, vamos estabelecer outra relacdo importante para nosso trabalho. Necessitamos
determinar como a Curvatura Gaussiana € representada em func¢io do determinante da matriz

hessiana e do vetor gradiente da funcdo ¢, ou seja, det(D*@) e V.

Como ja foi visto anteriormente, a funcdo ¢ possui derivadas de segunda ordem. Dessa

forma, a matriz hessiana da funcio ¢ € apresentada da seguinte maneira:

D2 ¢ — (¢uu ¢uv]
¢VM ¢VV
Trata-se de uma matriz 2x2, a qual calculamos o determinante pelo produto da diagonal principal,

subtraida pelo produto da diagonal secundaria.

det(D2¢(u, V) = Gui-Prv — Guv-Gyu-

Como sabemos, ¢, = ¢,,. Logo,
det(D 2¢) = ¢uu-¢vv - ¢1€v

Por outro lado, temos que o vetor gradiente V¢ é o vetor do R? cujas entradas sdo as
derivadas parciais de primeira ordem de ¢. Sendo assim,

Vo = (¢, $),

VeIl = /¢ + &7,

IVSIP* = ¢ + ¢2.

Segue que,

0 que nos leva a
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Sendo assim, a Curvatura Gaussiana da superficie regular S, no ponto p, parametrizada pelo

gréifico de ¢, quando relacionada a matriz hessiana e ao vetor gradiente de ¢ sera calculada por:

2
K(p) = —2UDD) 3.1

T (L+(IVelP)?
Observacao 3.7.10. Percebe-se que o sinal da curvatura de S em p, estd diretamente relacionada
ao sinal de det(D?¢). Ou seja, caso o determinante da matriz hessiana de ¢ seja positivo, entdo
o valor da Curvatura Gaussiana também serd. No Exemplo 3.7.9, det(D*h) = —36 < 0 e assim,

o que determinou o sinal de K(p,) = -0, 36.
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4 EQUACAO DE MONGE-AMPERE

Na parte introdutéria deste trabalho, apresentamos a visdo de Figalli (2017) sobre a
Equaciao de Monge-Ampere. Neste capitulo, exibiremos de forma mais detalhada como estio

relacionados os dois conceitos, o da equacao citada acima e a medida Curvatura Gaussiana.

A equacgdo de Monge-Ampere € uma EDP, de segunda ordem, ndo-linear dada por:

det(D*y) = f(z.4, V), z € Q.

onde Q C R? é um conjunto aberto, f : Q x R x R? — R é uma fungio dadae y : Q — R é uma
fun¢do diferencidvel em Q. Além disso, Vi e D?y sdo respectivamente, o vetor gradiente € a

matriz hessiana de .

4.1 A Equacao de Monge-Ampére e a Curvatura Gaussiana

No capitulo anterior, a equagao (3.1) nos mostrou que a Curvatura Gaussiana de uma
superficie §, gerada pelo gréfico da funcdo ¢ pode ser calculada através do determinante da

matriz hessiana e do gradiente, ambos da fungdo ¢. Ou seja,

det(D*¢)

K = —
)= T Ivalr?

Por se tratar de uma equagdo com valores reais, a seguinte manipulagdo € possivel.
K(p)(1 +IV4|*)* = det(D*¢).
Desta forma, assumindo que ¥/(z) = ¢(z), a Equacao de Monge-Ampere sera dada por:
det(D*y) = K(p)(1 +[IV¢)*. 4.1)

O que comprova, de fato, a existéncia da relacdo entre os dois conceitos matematicos.

4.2 Forma Radial para a Equacao de Monge-Ampere
Considere a equagdo abaixo,
det(D*Y) = f(z.¢, V), em Q.

onde Q = B(0,R) = {z € R? / ||z]| < R}, ou Q = R? e suponha que ¢ € C*(Q) é uma funcio

radialmente simétrica em relacdo a z, Isto &,

Y(z) = p(llzll) = u(r), onde r = ||z|| > 0.
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Vamos usar a regra da cadeia para determinar quanto vale ¢/,(z) e ¥,(2).

Observe que,

lﬂx(Z) = /'l,(r)r)r

Como r = ||z]| = /x? + y?, resulta que,

. l 2x _X
T2y 7
Segue que,
Ui = 1 () (42)
Analogamente:
Uy(2) = W (n)ry.
e dai,

U(2) = ()= 43)

Obtidas a derivadas parciais de primeira ordem ¢, em relacdo as direcdes de z, vamos

agora estabelecer /,,(2).

Usando a regra da cadeia, combinada com a regra do produto e o resultado 4.2 temos,

X

wxx(z) = (l//x(z))x = lr//x(:u,(r);)
= (W + () (1‘)
r r/x

2 2

r X

= (x/(r»xrx)—r‘ ()

1 2,2
= W)= +y'(r)—(r a )
rr r r
2 12—
= 1) +u’(r)—(r - )
r r r

Chegamos entdo a,

2 1(2 -2
@) = WD + 1 ()= (r = )
T r T

Analogamente, temos

2 1 /(7% =2
Yyy(2) =u"(r)i—2 +,u’(r);(r ,,zy )

Seguindo 0 mesmo raciocinio, vamos obter .

Observe que

wxy = (wy (Z))x~
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Como vimos acima, ,(z) = ,u’(r)X.
r

Segue que,

by = (03] .

Isto nos leva a

Yoy = (/1(”))
= o () +uo(2)

Or—y(x +y2)x)

=w'0)(3) (2 )+ﬂ(r)(
(y(xuyzy :
2]
ol
vl

1 /-
+u’ r—(?).
r\r

= ﬂ”(r)

+# "rN————

\|>< SNIs SIs

R|L ~— ~———

N —— | ——_ — —
NI NI

~
~

Portanto,

N E AT AL
v =10 (F) -0 (5).
Sabendo que ¥, = i, podemos agora, determinar det(D*y(x)). Assim,

>¢xx wxy
Uy Wy

s L
-y

R R W

det(D*y)

)
ookl

Lembrando que r = ||z]| = /%2 + 2, temos que r* = x* + y* e assim, 1> — x> = y? e r* — y* = x°.

2

[ 1 2,2
= u"(r)x—zw'(r)—(r - )] [,u”(r) +H ()~ (
| r r r
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Assim,

2 1 {2 1(x2 1
det(Dzw):[,u”(r) ()~ (y )H;/’(r) +u'<r>—(x—2)]—[u"(r)(x—f)—u%r);(%)]
2 4

2.,2
= [(p”(r)z)—x Y + 1 (N (r)— ():4) + W (" ()= (y ) + (W) (%)]
2 2 2.,2
[(u”( ) ( ) (W () (’“ ! )+ (W ()2 (Q)]

Operando as subtracdes necessdrias, obtemos

2

2 ’” 4 4 ’” 1 x2y2
det(D*y) = | (ry (r) + ' (!’ (I’) +2u" (N’ (r) i

1 (r) x4 y4 x%y
B i 27)
W (r) (% + y*)?
- r 4
W (rp'(r) (rz)z)
B r ]
Portanto, ., )
det(Dy) = M r> 0. (4.4)

Por outro lado, iremos supor que a fun¢do ¢ € radialmente simétrica em relacdo a z e Vi.

Sendo assim,

(@), V) = fllzll, wlzlh), V)

Vamos obter o gradiente Vi, na forma radial. Observe que,

Yy = (V1)
= (w207
_ K@)
- r

X,y).

Lembrando que z = (x,y), obtemos entao,

Vg = M'(F)Z.
r
Dessa forma,
19yl = 11
_ (i’)l|| !
W (r)l
= r
,

= ' (),
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ou seja, sabendo que r = ||zl|, ¥(||zl|) = u(r), chegamos a

@ w(2), V) = Flr,u(r), | (). 4.5)

De (4.4) e (4.5), obtemos,

’M = F(r u(r), e (). 4.6)

Multiplicando ambos os membros de (4.6) por 2r, obtemos

zr(M) = 20 F(r, 1), ' (D))

20 (P (r) = 2r f(r, (), 1 (P)).

Como,
7 ’ d ’ 2
2" (' (r) = d—(# (r)”.
r
Obtemos entdo,

d —
E(/l’(r))2 = 2r f(r, u(r), I (). 4.7

4.3 Método de Resolucao

Em (4.7), temos uma Equacdo Diferencial Ordindria. Vamos estabelecer um método de

resolugdo para esta EDO.

Como estamos interessados apenas em solugdes positivas para o nosso problema, vamos

estabelecer as seguintes condicdes iniciais:

u0)y=a>0epu0)=0.
O nosso problema entdo, terd o seguinte formato.

d —
E(ﬂ’(i’))2 = 2rf(r,u(r), |’ (D, 0 <r <R;

1(0)=a> 0ep'(0) = 0.
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Integrando a primeira equacao, definida de O a r e usando s como parametro, obtemos
" d ’ 2 ' Y ’
d—(,u ()ds = | 2sf(s,uls), |1’ ()ds
o ar 0
f(r)? = (0 =2 f s (s, 1(), |t/ (5))ds
0
WP =0=2 [ sFlsuto) b (5))ds
0

W(r)? =2 ﬁ sf(s, u(s), |1 (s))ds

1
2

w(r) = (2 f sf(s,u(s), ' (5)))ds
0

Usando mais uma vez o processo de integragdo, dessa vez, com ¢ como parametro,

f,u'(S)dt=f ZISﬂSa#(S),Iﬂ'(S)I)dS dt
0 0 0

p(r) — u(0) = fo 2 fo sf(s,u(s), |’ (s))ds | dr

chegamos a

=

=

=

u(r)—a= fo 2 fo sf(s,u(s), |’ (s))ds| dr

1

p(r) = a+ fo (2 fo sf(s, u(s), |;/(s>|)ds) dt.

Entdo, definindo o operador T : E — E, para algum subconjunto E ¢ C'([0, R)), dado por
r T %
Tu(r)=a+ f (2f sf(s, u(s), I/l'(S)I)dS) dr.
0 0

concluimos que, as possiveis solu¢des da EDO sdo ponto fixo do operador 7, isto é

Tu(r) = p(r). (4.8)

Tal fato nos leva a crer que a existéncia desta solu¢cao pode ser confirmada através de
alguma estratégia que utilize resultados que envolvam ponto fixo, porém, isto ndo é um dos
objetivos deste trabalho e assim, a resolu¢do completa, fica como proposta para uma futura

pesquisa.



52 Capitulo 5. CONSIDERACOES FINAIS

5 CONSIDERACOES FINAIS

Ao término deste trabalho, verificamos que conseguimos alcancar o objetivos central da
pesquisa. Ou seja, usando conhecimentos adquiridos nas disciplinas que compdem o curriculo
formal do curso de graduagdo em Bacharelado em Matemadtica, demonstramos que a equacao
de Monge-Ampére pode ser aplicada para prescrever a Curvatura Gaussiana de superficies
que foram parametrizadas pelo gréifico de funcdes diferencidveis. Pois neste caso, obtemos a
seguinte equagao,

det(D*¢) = K(p)(1 +[V4II*)%,

onde ¢ € uma fungdo diferencidvel, com dominio em um subconjunto do R?, podendo ser o

préprio R? e K(p) é a Curvatura Gaussiana no ponto p.

Por outro lado, ndo obtemos a solu¢do u(r) para a equagdo diferencial. Apenas definimos
uma estratégia para tentar resolvé-la. Dessa forma, fica estabelecido como proposta para uma
subsequente pesquisa, obter uma solucdo completa, estudando para isso, os teoremas de ponto

fixo, ou outras estratégias que envolvam EDPs ndo-lineares.
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