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Resumo

Neste trabalho apresentaremos uma caracterizacao das variedades de al-
gebras associativas de expoente menor ou igual a dois, sobre corpos de ca-
racteristica zero. Primeiramente, sera apresentado um resultado de Kemer
que afirma que uma variedade tem expoente menor ou igual a um se, e so-
mente se, nao contém a algebra exterior de dimensao infinita e nem a algebra
das matrizes triangulares superiores de ordem 2. Por fim, sera apresentado
um resultado devido a Giambruno e Zaicev, o qual afirma que uma variedade
tem expoente maior que dois se, e somente se, contém uma das cinco algebras
dadas em uma lista prévia.

Palavras-chave: PI-Expoente, Variedades de Algebras, Z,-graduacdes, En-
voltoérias de Grassmann.



Abstract

In this work we present a characterization of varieties of associative al-
gebras with exponent less than or equal to two, over fields of characteristic
zero. We first show a result due to Kemer which states that a variety has
expoent lower than or equal to one if, and only if, it does not contain the
infinite dimensional Grassmann algebra and the algebra of 2x2 upper tri-
angular matrices over a field. Finally, we show a result by Giambruno and
Zaicev, which states that a variety has exponent higher than two, if and only
if, it contains one of the five algebras given in a previous list.

Key words: PI-Exponent, Varieties of Algebras, Zs-gradings, Grassmann
Envelopes.
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Introducao

Seja X = {x1, 2, ...} um conjunto enumerdvel de varidveis associativas e
nao comutativas. Sendo K um corpo, iremos considerar K(X) a K-algebra
associativa livre gerada por X, isto ¢, a dlgebra (associativa e ndo comutativa)
dos polindmios nas variaveis de X com coeficientes em K. Dizemos que uma
K-élgebra A associativa é uma dlgebra com identidade polinomial (ou PI-
dlgebra) se existe um polindémio nao nulo f(zq,-- - ,x,) tal que para quaisquer
elementos ay, - - ,a, pertencentes a A vale f(ay, - ,a,) = 0. Neste caso o
polinémio f é dito uma identidade polinomial da algebra A.

Como exemplos de PI-algebras temos as algebras comutativas, uma vez
que o polinomio f(x1,z3) = z122 — x2x; é uma identidade para qualquer
algebra comutativa, as algebras de dimensao finita, as dlgebras nilpotentes,
entre outras. Em 1950, Amitsur e Levitzki, em [1], provaram que, para qual-
quer nimero natural n, a algebra das matrizes de ordem n com entradas
num corpo K satisfaz a identidade standard de grau 2n (cuja definigdo é
dada no capitulo 1 deste trabalho). Este resultado, conhecido como Teo-
rema de Amitsur-Levitzki, é um marco na Pl-teoria (teoria das dlgebras com
identidades polinomiais).

Dentro da Pl-teoria, um importante objeto de estudo é o conjunto de
todas as identidades de uma élgebra A, denotado por T'(A). Este conjunto,
além de ser um ideal, possui a propriedade de ser invariante por todos os
endomorfismos da dlgebra K (X), sendo assim dito um T'-ideal.

Um dos problemas centrais na Pl-teoria é a busca de uma base para as
identidades polinomiais de uma &lgebra (isto é, um conjunto que gera como
T-ideal o ideal das identidades desta dlgebra), mais especificamente, a busca
de uma tal base finita. Em 1950, W. Specht conjecturou a existéncia de base
finita para T'(A), onde A é uma PI-dlgebra associativa sobre um corpo de
caracteristica 0. Esta conjectura, conhecida como problema da base finita, foi
provada mais de 30 anos depois por Kemer em [14] e [15]. Contudo, gosta-
riamos de deixar claro que o trabalho de Kemer, apesar de sua importancia
e profundidade, nao mostra como obter bases finitas de identidades polino-
miais. Assim, a busca de tais bases finitas para dlgebras importantes é ainda



objeto de vastas pesquisas na PI-teoria.

Um resultado que auxilia na busca de uma base para T'(A), quando A é
uma algebra associativa sobre um corpo de caracteristica 0, é o fato de que
T(A) é gerado pelos seus polinomios multilineares, o que reforga a importan-
cia do estudo desses polinomios. Uma ferramenta para auxiliar neste estudo
é a sequéncia de codimensoes de uma K-dlgebra A, denotada por (¢, (A))nen,
que é definida por

P,

cn(A) = dim (an—%(A)

) , para todon € N
onde P, denota o espacgo vetorial de todos os polinomios multilineares em n
variaveis fixas.

Em 1972, o matemédtico Regev (vide [18]) mostrou uma limitagdo ex-
ponencial para a sequéncia de codimensoes de uma Pl-algebra, ou seja,
para cada Pl-dlgebra A, existe uma constante a tal que ¢,(A) < a™, para
todo n € N. Consequentemente, a sequéncia numérica ({/¢,(A))nen ¢ uma
sequéncia de nimeros reais nao negativos limitada superiormente. Portanto,
faz sentido indagarmos se essa sequéncia é convergente. Acerca dessa ideia,
na década de 1980, surgiu a conjectura de Amitsur, que especulava que, para
qualquer PI-algebra A, a sequéncia numérica ({/c,(A)),en convergia para
um numero inteiro nao negativo. Em 1998 e 1999, os matematicos Antonio
Giambruno e Mikhail Zaicev confirmaram as suspeitas de Amitsur, mos-
trando em [6] e [7] que isto de fato acontece para toda PI-dlgebra sobre um
corpo de caracteristica zero. Define-se entao o Pl-expoente de uma algebra
A, denotado por exp(A), como sendo

exp(A) = lim {/c,(A).
n—oo
Observa-se que exp(A) é um inteiro ndo negativo, para cada Pl-algebra as-
sociativa A.

Uma wvariedade de dlgebras (associativas) é uma classe de algebras fe-
chada a subdlgebras, quocientes e produtos diretos. Sendo V uma variedade
de dlgebras, definimos o T-ideal de V, denotado por T'(V), como sendo a
intersecao de todos os T-ideais das identidades das algebras que pertencem
a V. Sabe-se que existe A € V tal que T'(V) =T(A), e dai definem-se as co-
dimensoes e o Pl-expoente de V como sendo as codimensoes e o Pl-expoente
de A. No estudo de variedades de algebras, um dos problemas interessantes
é o de classifica-las a partir do valor de seu PI-expoente.

Em 1978, o matemdtico russo Kemer, em [12], caracterizou as varieda-
des com limitacao polinomial de sua sequéncia de codimensoes em termos de
sua sequéncia de cocaracteres (indicamos a referéncia [9] para uma leitura
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sobre este conceito). Posteriormente, em [13], ele apresentou uma nova ca-
racterizacao para essas variedades, mostrando que uma variedade de algebras
associativas sobre um corpo de caracteristica 0 tem sequéncia de codimen-
soes com crescimento polinomial se, e somente se, nao contém a algebra de
Grassmann de dimensao infinita e nem a algebra das matrizes 2 x 2 trian-
gulares superiores. Deste resultado de Kemer segue imediatamente que uma
variedade ) tem expoente menor ou igual a 1 se, e somente se, V nao contém
a algebra de Grassmann de dimensao infinita e nem a algebra das matrizes
2 x 2 triangulares superiores. Ademais, observando que uma variedade tem
expoente 0 se, e somente se, todas as suas algebras sao nilpotentes, temos
uma caracterizacao das variedades de expoente igual a 1.

Em 2000, os mateméticos Giambruno e Zaicev, em [8], fazendo uso da
caracterizacao do Pl-expoente dada em [7], conseguiram um resultado seme-
lhante para variedades de expoente menor ou igual a 2, ou seja, eles con-
seguiram caracterizar essas variedades em termos de algebras que elas nao
podem conter. Mais precisamente, sendo K um corpo de caracteristica 0 e V
uma variedade de K-dlgebras associativas, foi mostrado que exp(V) < 2 se,
e somente se, A; ¢ V para todo i € {1,2,3,4,5}, onde

E B r oy

A= (0 E(0>) :{<0 z) /WJGE, ZGE(O)};
EO E x Yy

As (0 E) {(0 Z)/y,zEE,xEE },

Az = UT3(K), a dlgebra das matrizes 3 x 3 triangulares superiores sobre

K

’

Ay = Ms(K), a algebra das matrizes 2 x 2 sobre K;

As = M, ,(E) = {(‘CL Z) /a,deE(O) , b,ceE(l)}.

Aqui E denota a algebra exterior de dimensao infinita e £® e E(M) as com-
ponentes homogéneas de sua Zs-graduacao usual. Observe que, juntando as
caracterizagoes apresentadas acima para as variedades de exponte menor ou
igual a 1 e menor ou igual a 2, temos a caracterizacao das variedades de
expoente igual a 2.

Nesta dissertacao, nosso objetivo principal sera detalhar e apresentar de-
monstragoes para as caracterizacoes das variedades de expoentes um e dois
dadas acima.



No primeiro capitulo apresentaremos os conceitos basicos e resultados ini-
ciais a respeito de algebras, radical de Jacobson, Zj-graduacoes e envoltérias
de Grassmann de algebras Zj-graduadas, identidades polinomiais e varieda-
des de algebras associativas, codimensoes e Pl-expoente de uma &dlgebra que
servirao como base para o desenvolvimento deste trabalho.

No capitulo 2 iremos apresentar uma demonstracao para a classificagao
das variedades de expoente 1 em termos das dlgebras exterior e das matrizes
triangulares superiores de ordem 2. Para isto mostraremos a existéncia de
uma algebra de dimensao finita que gera uma variedade nestas condicoes e
entao utilizaremos a decomposicao de Wedderburn-Malcev e a caracterizacao
fornecida em [6] do PI-expoente de uma édlgebra de dimensao finita.

De modo semelhante ao feito no capitulo 2, no capitulo 3 iremos apresen-
tar uma demonstracao dada por Giambruno e Zaicev da caracterizacao das
variedades de expoente 2. Esta demonstracao é feita por meio da existéncia
de uma superalgebra de dimensao finita cuja envoltéria de Grassmann gera a

variedade em questao, bem como por meio da caracterizacao do PI-expoente
dada em [7].



Capitulo 1

Resultados Preliminares

Neste capitulo apresentaremos os conceitos basicos e resultados iniciais
que servirao como base para o desenvolvimento deste trabalho.

Dividiremos este capitulo em 5 secoes: a primeira ird tratar do conceito
de algebras e de suas propriedades bésicas, a segunda tratard do radical
de Jacobson de uma algebra e algebras semissimples, a terceira abordard
Zo-graduagoes e envoltorias de Grassmann de algebras Zo-graduadas, a quarta
versara sobre os temas identidades polinomiais e variedades de algebras as-
sociativas; por fim, a ultima se¢ao serda dedicada a estabelecer os conceitos
de codimensoes e Pl-expoente de uma &lgebra.

Entretanto, destacamos que no decorrer desta dissertacao iremos assumir
que o leitor conheca os conceitos e resultados basicos da algebra linear, assim
como o0s conceitos e resultados basicos referentes a teoria de grupos, anéis
e corpos. Para um leitor interessado em um estudo mais detalhado desses
conceitos e resultados, indicamos as referéncias [5] e [11], referentes a teoria
de grupos, anéis e corpos e algebra linear, respectivamente.

1.1 Algebras

Nesta secao trataremos dos conceitos de dlgebras, subalgebras, ideais e
homomorfismos. Além disso, iremos exibir alguns resultados concernentes a
estes conceitos, bem como exemplos destas estruturas, que serao resgatados
e utilizados nos capitulos subsequentes.

Inicialmente, fixemos algumas convencgoes. A menos que especifiquemos
o contrario, ao longo desta dissertacao K ird sempre denotar um corpo, e
todas as algebras que iremos tratar serao consideradas K-espacos vetoriais.

Definicao 1. Uma K-dlgebra é um par (A, x), onde A é um K-espaco ve-
torial e * é uma operacao em A que é bilinear, isto é, * : Ax A — A
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satisfaz
i)ax(b+c)=(axb)+ (ax*c)
i) (a+b)*xc=(axc)+ (bxc)
iti)(Aa) x b= ax* (Ab) = Aa x )
para quaisquer a,b,c € Ae X € K.

Na defini¢ao acima, a operagao * é chamada de multiplicagao. Por simpli-
cidade de notagao, passaremos a denotar uma K-algebra (A, ) simplesmente
por A, ficando subentendida a operacao % e o corpo K. Ademais, denotare-
mos o produto a % b por ab, e definimos indutivamente
a1ag -+ ApGpy, = (@109 -+ ap)ani1, paraa; € Aen € N.

Definicao 2. Dizemos que um subconjunto S é uma base da dlgebra A se 3
é uma base do espaco vetorial A. Definimos a dimensao da dlgebra A como
sendo a dimensao do espago vetorial A.

Embora, a priori, para que um espacgo vetorial A seja uma algebra neces-
site de uma multiplicacao definido entre todos os seus elementos, de modo
pratico podemos definir uma multiplicacao em A a partir de uma base de A,
conforme mostra a observacao a seguir.

Observacao 1. Sejam A um espagco wvetorial, [ uma base de A e
f:B8x B — A uma aplicacao qualquer. Entdo existe uma unica aplica-
¢ao bilinear x : A x A — A que satisfaz ux v = f(u,v) para quaisquer
u,v € f.

Definicao 3. Dizemos que uma dlgebra (A, *) é:

a) Associativa, se a multiplicagao * é associativa.

b) Comutativa, se a multiplicagao * é comutativa.

c¢) Unitdria (ou com unidade), se existe 1 € A tal que 1 xa =ax1 = aq,
para todo a € A.

d) Nilpotente, se existe n € N tal que o produto de quaisquer n + 1
elementos de A resulte em 0. Neste caso, definimos o indice de nilpoténcia
de A como sendo o menor natural n satisfazendo esta condicao.

De agora em diante, a menos que especifiquemos o contrario, iremos con-
siderar apenas algebras associativas, ou seja, o termo dlgebra vai significar
algebra associativa. Contudo, gostariamos de destacar que, embora nao seja
o objetivo deste trabalho, muitos dos conceitos que abordaremos para alge-
bras associativas, também podem ser estudados no contexto de algebras nao
associativas.

Um conceito importante acerca de operagoes entre elementos de uma
algebra é o conceito de comutador de elementos, o qual passaremos a abordar
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agora. Se A é uma algebra e a,b € A, definimos o comutador de a por
b, denotado por [a,b], como sendo [a,b] = ab — ba. Definimos também o
comutador de tamanho n como sendo [ay, as, -, a,] = [[a1, a2, -+, an_1]ay,)
para a; € A. Através de calculos simples, podemos verificar que

e [a,b] = 0 se, e somente se, ab = ba.

e [ab,c| = a[b, | + [a, c|b, para quaisquer a, b, c € A.

Ademais, usando indugao e a ultima igualdade acima mostra-se que

n

[Cl1a2 ) C] = Z aiag - - 'ai—l[aia C]Gz'+1 7
i=1

para quaisquer ay,--- ,a,,c € A.
Discorramos agora sobre subdlgebras, ideais de uma algebra, resultados e
propriedades voltadas a estes temas.

Definigao 4. Seja A uma élgebra. Dizemos que:

a) Um subespago vetorial B de A é uma subdlgebra de A se biby € B para
quaisquer by, by € B.

b) Um subespaco I de A é um ideal a direita (resp. a esquerda) de A se
xa € I (resp. ax € I) para quaisquer ¢ € A e x € I. Quando [ é ideal &
direita e & esquerda de A, dizemos que é um ideal bilateral (ou simplesmente
ideal) de A.

Observe que todo ideal é uma subdlgebra, e toda subdlgebra de uma
algebra A é, por si, uma &algebra.

Antes de apresentarmos alguns exemplos, gostariamos de destacar algu-
mas propriedades basicas de algebras, cujas demonstragoes sao simples.

Observacgao 2. Sejam A uma K-dlgebra, a,b,c € A e ay, a0 € K. Entao:

a) Oa = a0 = 0.
b) (a1a)(asb) = ajasab.
¢) (—a)b = a(—b) = —ab e, consequentemente, (—a)(—b) = ab.

d) a(b—c) =ab—ac e (a—b)c=ac— be.
e) (—)a=a(—-1)=—a e (—1)(—a) = a (quando A é unitdria).

Observacao 3. Sejam A uma dlgebra, W um subespaco de A, S e X conjun-
tos geradores de A e W (como espagos vetoriais), respectivamente. Entao:
a) W é uma subdlgebra de A se, e somente se, x1xe € W para quaisquer
r1,x0 € X.
b) W € um ideal de A se, e somente se, xs, st € W para quaisquer x € X
eseW.
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Observacao 4. Sejam A uma dlgebra, B uma subdlgebra e I e J ideais de
A. Entao:

a) [+ B={u+b|uelbec B} éuma subdlgebra de A.

b)) I+J={u+v|uel,veJ}, IJ= (uw |uelveld) (subespaco
gerado) e I N J sdo ideais de A. Ademais, IJ C 1IN J.

c) Sendo (1;)jen uma familia de ideais de A, entdo

le:{x1+...+xn|n€N, x; € Ujeal;}

jEA
é um ideal de A.

Sendo Iy, I5,--- , I, ideais de uma algebra A, definimos recursivamente
Liy---1, = (I1ly---1,-1)I,. Segue da observacao acima que I1I5---1, é
um ideal de A e que I1I5---1, C I NI, N---N1I,. Particularmente, temos
que se I é um ideal de A, entao dado n € N temos que

I"=1I---1
—
é um ideal de A. Ademais, diremos que I é um ideal nilpotente de A quando
existir um natural n tal que I"™ = {0}, ou equivalentemente, quando existir
um natural n tal que qualquer produto de elementos de A, dentre os quais
ao menos n elementos sao de I, resulta em zero.
Vejamos agora alguns exemplos de dlgebras, subalgebras, e ideais.

Exemplo 1. Sendo K um corpo, K possui uma estrutura natural de
K-espaco vetorial. Ademais, considerando a multiplicacio de K, observa-
se que K € uma K-dlgebra.

Exemplo 2. Seja A uma dlgebra. Definimos o centro de A, denotado por
Z(A), como sendo o conjunto

Z(A)={z € A/ za=azx,¥V ac A}
Temos que Z(A) € uma subdlgebra de A.

Exemplo 3. Sejan € N e consideremos o K -espago vetorial M, (K) de todas
as matrizes n X n com entradas em K. Esse espaco, munido do produto usual
de matrizes, € uma dlgebra associativa com unidade.

Mais geralmente, sendo A uma dlgebra consideremos o espago vetorial
M, (A) de todas as matrizes n x n com entradas em A. Definindo o pro-
duto em M, (A) analogamente ao feito para M, (K), teremos em M, (A) uma
estrutura de dlgebra.
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Considerando agora o subespago U, (A) das matrizes n X n triangulares
superiores com entradas em A, observa-se facilmente que U,(A) € uma su-
bdlgebra de M, (A).

Por fim, gostartamos de destacar em M,(A) as matrizes elementares
Eij(a), para 1 <i,j<nea€ A, onde E;;(a) é a matriz cuja unica entrada
nao nula € a na i-ésima linha e j-ésima coluna. Ademais, quando A possui
unidade denotamos E;;(1) por E;j, e para estas matrizes vale a relagao:

| By ,sej=1I.
EijElk_{ 0 ,sej#L.

Exemplo 4. Consideremos um espago vetorial V' com base {ey,es,...}. De-
finimos a dlgebra de Grassmann (ou dlgebra exterior) de V', denotada por
E(V) ou simplesmente por E, como sendo a dlgebra com base

{1761'161'2"'6@'" / le <i2 < e <in,n€N},

e cujo produto € definido, por bilinearidade, a partir das relacoes €2 = 0 e
eie; = —eje;, para quaisquer t,j € N.

Observemos que, como espago vetorial, podemos escrever E = E© @ B,
onde E© e EM sdqo os subespacos vetoriais de E gerados pelos conjuntos
{1,ei,ei,---€i, /| m €par} e{e,e,---e, | k € impar}, respectivamente.

Utilizando o principio de inducao e a relagdo e;e; = —eje;, concluimos
que e e, € ey e, = (—1)ej e, e €€, €, PaTa quais-
querm, k € N. Dai seque que ax = xa para quaisquerz € E ea € E© | e que
bc = —cb para quaisquer b,c € EWY. Ademais, mostra-se que Z(E) = E©,
quando char K # 2 (quando char K = 2 tem-se E comutativa).

Para finalizarmos este exemplo, gostariamos de chamar atencdo para al-
gumas subdlgebras de . Dado n € N, tomemos o subespaco E,, de E gerado
pelo conjunto {1,e; €5, ---e; [ 11 <ig <. - <ip, k<n}. Temos que E, é
uma subdlgebra de E de dimensado finita 2.

Exemplo 5. Sejam A uma dlgebra e S um subconjunto nao vazio de A.
Definimos a subdlgebra de A gerada por S, denotada por K(S), como sendo
o subespago gerado pelo conjunto {s182---s, |/ s; € S en € N}. Além
disso, K(S) é a menor subdlgebra de A contendo S, no sentido que qualquer
outra subdlgebra que contenha S deve conter K(S). Analogamente, definimos
o ideal de A gerado por S, como sendo o subespaco gerado pelo conjunto
{s,as,sb,asb / a,b € A es € S}. Neste caso, esse é o menor ideal de A
contendo S.

Uma observacao pertinente a respeito de subdlgebras geradas € o fato de
que se o subconjunto S € multiplicativamente fechado, isto €, xy € S para
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todos x,y € S, entdao a subdlgebra gerada por S coincide com o espaco vetorial
gerado por S.

Sendo S um subconjunto finito, digamos S = {s1, -+ ,s,}, denotamos
K(S) por K(s1,--+ ,s,). Se existe um subconjunto finito S tal que K{S) = A
dizemos que A € uma dlgebra finitamente gerada.

Exemplo 6. Sejam A uma dlgebra e I um ideal de A. Consideremos o
espago vetorial quociente A/I e, para cada a € A, iremos denotar por @ o
elemento a+ I de A/I. Recordemos que as operagioes de soma e produto por
escalar em A/I sao definidas por

a+b=a+b e Xa=Ma
para quaisquer a,b € A e A\ € K. Consideremos agora a multiplica¢do

CAJT x AJT — AJT
(@,b) — @-b=ab

Observa-se, sem muita dificuldade, que esta multiplicacao esta bem definida.
Ademais, munido dela, o espaco A/l é uma dlgebra, chamada de dlgebra
quociente de A por I.

Exemplo 7. Sejam A e B duas dlgebras. Definimos o produto tensorial dos
espagos vetorias A e B, denotado por A @k B (ou simplesmente A ® B),
como sendo o espago vetorial gerado pelo conjunto {a @b / a € A e b € B},
onde os elementos a ® b, chamados de tensores, satisfazem:

(a+c)@b=(a®b)+ (c®Db)

a®(b+d) =(a®b)+ (a®d)
A ®@b=a®@ b= Aa®b)

quaisquer que sejam a,c € A, byde B e A € K.

Uma propriedade bastante util do produto tensorial € a propriedade uni-
versal, que garante que se V € um espaco vetorial e f : Ax B — V € uma
aplicacao  bilinear, entdo existe wuma Unica transformacdao linear
Ty : A® B — V tal que Tr(a @ b) = f(a,b), para quaisquer a € A e
be B.

Observemos agora que utilizando a propriedade universal, podemos definir
em A® B uma multiplicacao, a principio nos tensores e depois estendida por
bilinearidade para A ® B, dada por

(al & bl)(ag ® bz) =a102 & blbz.
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Munido desta multiplicacao, temos que A ® B € uma dlgebra, chamada de
produto tensorial de A por B.

Por fim, sendo A e B dlgebras apresentaremos agora uma maneira de de-
terminar uma base para o produto tensorial AQB. Para esse fim, observemos
que se{ay, - ,a,} e{by, -, by} sdo subconjuntos linearmente independen-
tes de A e B, respectivamente, entdo {a;, @ b; | 1 <i<nel <j<m}é
um subconjunto linearmente independentes de A ® B. Assim, se a e 3 sdo
bases para A e B, respectivamente, entao v = {u®uv |u € a e v € S} € uma
base para A ® B.

Para maiores detalhes sobre o produto tensorial de dlgebras e para a de-
monstra¢ao da propriedade universal, indicamos a referéncia [2].

Observemos que se F' é um corpo, K é um subcorpo de F' (ou seja, F
¢ uma extensao de K) e A uma F-algebra, restringindo-se a multiplicagao
por escalar para elementos de K e mantendo-se o produto de A, temos que
A torna-se uma K-algebra. Por outro lado, através do produto tensorial, se
A é uma K-algebra, podemos construir uma F-dlgebra a partir de A. Basta
considerar a K-algebra A = A @ F (observe que F é naturalmente uma
K-algebra) e o seguinte produto por escalar (sobre F) em A, definido nos
tensores e estendido por justaposicdo para qualquer elemento de A:

r(a®x) =a® xr;

para a € A e x,2; € F. Desta forma, A torna-se uma F-algebra, chamada
de extensdo de escalares da dlgebra A. Observa-se que dimpA = dimg A.

Para finalizar esta secao, iremos definir homomorfismos de algebras, apon-
tar algumas de suas propriedades bésicas e apresentar alguns exemplos de
isomorfismos entre produtos tensoriais de dlgebras.

Definigao 5. Sejam A e B algebras. Uma transformagao linear ¢ : A — B
é dita um homomorfismo de dlgebras quando ocorre:

i) ¢(la) = 1p (onde 14 e 15 denotam as unidades de A e B, respectiva-
mente), no caso de A e B serem unitérias.

i) p(ry) = p(x)¢p(y), para todos z,y € A.

Observacao 5. A condicao (ii) acima equivale a p(uv) = @(u)p(v), para
todos u,v num conjunto gerador de A (como espago vetorial).

Quando na definicao anterior ¢ é bijetiva, dizemos que ¢ é um isomor-
fismo de dlgebras. Neste caso, as dlgebras A e B sao ditas isomorfas, o que
é denotado por A ~ B. No caso particular em que A = B, dizemos que
@ é um automorfismo de A. Denotamos por Aut A o conjunto de todos os
automorfismos de A.
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Algumas propriedades basicas de homomorfismos de algebras, que quere-
mos destacar, sao dadas pela observagao a seguir.

Observagao 6. Sejam A e Ay dlgebras e f : A — Ay um homomorfismo.
Valem:

a) f(04) =0 (onde 0 denota o elemento zero de Ay );

b) Se B é subdlgebra de A, entao f(B) = {f(b) / b€ B} € subdlgebra de
A;. Particularmente, Imf = {f(a) / a € A} é um subdlgebra de A;;

c) Se S € um subdlgebra de Ay, entio f~1(S)={se€ A/ f(s) € S} éum
subdlgebra de A. Ademais, se S é um ideal de Ay, entio f~(S) é um ideal
de A. Particularmente, Ker f = f~1({0}) é um ideal de A;

d) f € injetivo se, e somente se, Ker f = {04}.

Por fim, sendo A,B, e C algebras, fazendo uso da propriedade universal
(vide Exemplo 7), é possivel mostrar os resultados a seguir. Para a consulta
da demonstracao destes resultados, indicamos a referéncia [2].

Observagao 7. Sejam A, B e C dlgebras e K o fecho algébrico do corpo K.
Entao valem:

i) Bog A~ ARk B.

ii) (A®k K)®% B ~ AQg (K ®@% B), como K-dlgebras e também como
K dlgebras.

iii) K @g K ~ K.

iv) O produto tensorial é distributivo em relagdo & soma direta, isto €,
(ApB)(C~(A®C)® (B (O).

v) O produto tensorial € associativo, isto é, (A B)@ C ~ A® (B® ().

1.2 Radical de Jacobson e Semissimplicidade

Nesta secao abordaremos os conceitos de radical de Jacobson de uma &l-
gebra e de algebras simples e semissimples. Ademais, traremos a tona alguns
exemplos e resultados relacionados a estes conceitos que se farao necessarios
no decorrer desta dissertagao.

Em toda esta secao, todas as algebras consideradas terao dimensao finita.

Definigao 6. Seja A uma algebra. Definimos o radical de Jacobson de uma
algebra A, denotado por J(A), como sendo a soma de todos os ideais nilpo-
tentes de A.

Segue imediatamente da definicio acima que J(A) é um ideal de A. E
importante observar que, no caso de algebras de dimensao qualquer, define-se
o radical de Jacobson de uma algebra A como sendo a interseccao de todos
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os ideais maximais a esquerda de A (um ideal a esquerda I de A é dito ideal
maximal a esquerda de A se I # A e se nao existe nenhum ideal a esquerda
I de A tal que I C I; € A. De posse desta defini¢ao, mostra-se que no caso
particular de algebras de dimensao finita o radical de Jacobson coincide com
a soma de todos os ideais nilpotentes. Para um estudo mais geral do radical
de Jacobson indicamos as referéncias [2], [10] e [17].

Observacao 8. E possivel verificar (vide [4]) que J(A) é um ideal nilpotente
de A.

Sendo J(A) um ideal de A, podemos considerar a dlgebra quociente
A/J(A), a qual é abordada na seguinte proposicao, cuja demonstracao pode
ser encontrada em [4].

Proposicao 1. Seja A uma dlgebra, entao J(A/J(A)) = {0}.

Abordaremos agora os conceitos de algebras simples e semissimples, tendo

como objetivo apresentar resultados, que sob certas condic¢oes, nos permitirao
decompor algebras em soma diretas.

Definigao 7. Dizemos que uma algebra A é simples se A? # {0} e se A nao
possui ideais além de {0} e A.

Exemplo 8. Para todo n € N a dlgebra M, (K) é simples.

Observacao 9. Destacamos que, na verdade, sobre um K corpo algebri-
camente fechado, as dlgebras M,(K), com n € N, sdo as unicas dlgebras
simples de dimensdo finita, conforme pode ser visto em [4] e em [10].

Definicao 8. Uma dlgebra A é dita semissimples se J(A) = {0}.

Observacao 10. Seque da Proposicao 1 que para toda dlgebra A tem-se que
a dlgebra quociente A/ J(A) é semissimples.

E interessante observar que toda algebra simples é semissimples e que
toda algebra semissimples deve possuir unidade. Demonstragoes desses fatos
podem ser encontradas em [4].

Para finalizar essa secao, apresentaremos agora importantes resultados
acerca do radical de Jacobson e algebras semissimples. As demonstragoes
dos dois teoremas a seguir podem ser vistas em [4] e [9], respectivamente.

Teorema 1. Se uma dlgebra A é semissimples, entao existem By, Bo,--- , B,
subdlgebras simples de A tais que A= By ® By ® --- @ B,,.

Observacao 11. Destacamos que nas condicoes do teorema acima, as dlge-
bras By, By, -+ , B, sdo ideais de A que, como dlgebras, sao simples. Além
disso, como B; N B; = {0}, tem-se B;B; = {0}.
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Teorema 2. (Teorema de Wedderburn-Malcev) Seja A uma dlgebra de di-
mensao finita sobre um corpo de caracteristica 0. Entdo, existe uma subdl-
gebra semissimples B de A tal que A = B+ J(A).

Combinando os teoremas anteriores temos o seguinte corolario.

Corolario 1. Seja A uma dlgebra de dimensao finita sobre um corpo de
caracteristica 0. Entdo, existem subdlgebras simples By, Bo,--- , B, de A
tais que A=B1 ® By ®---® B, + J(A).

1.3 Zo-Graduacoes e Envoltérias de Grassmann

Nesta secao trataremos dos conceitos de Zs-graduacao e envoltoria de
Grassmann de uma algebra Zs-graduada. Além disso, exporemos alguns
exemplos e resultados, referentes a estes conceitos, que serao essenciais ao
longo desta dissertacao.

Nesta dissertagao, ao mencionarmos Zs, estaremos nos referindo ao grupo
aditivo Zy = {0, 1}.

Definigao 9. Seja A uma édlgebra. Definimos uma Zs-graduagdo em A como
sendo um conjunto { A AN} de subespacos vetoriais de A tais que

A=AD a3 AD o A® AL C AE+)

para quaisquer i,j € {0,1}. Definimos uma dlgebra Zs-graduada (ou supe-
rdlgebra) como sendo uma algebra munida de uma Z, graduacao.

Na definicdo anterior, os subespacos A e A1 sdo chamados de com-
ponentes homogéneas de graus 0 e 1, respectivamente, e seus elementos de
elementos homogéneos de graus 0 e 1, na devida ordem.

Observemos que, de modo geral, testar a condicao AW AU C AW+ para
i,7 € {0,1} pode nao ser um trabalho simples. Contudo essa condigao é
equivalente a zy € AU*9) para quaisquer z € Sy e y € Sy, onde S;, é um
conjunto gerador de A®) (como espaco vetorial), o que torna sua verificacdo
mais pratica.

Antes de passarmos aos exemplos de algebras Z,-graduadas, ressaltemos
a seguinte proposicao.

Proposicao 2. Se A = A & AW ¢ uma dlgebra Zy-graduada e unitdria,
entdo 1 € AV,

Demonstracdo. Sendo A = A® @AM existem ag € A® e a1 € AY tais que
1 =ag + a;. Dai, devemos ter

ag = apl = ag + agay

19



e assim como a2 € A e aga; € AW, pela unicidade da decomposicio de ag
devemos ter aga; =0 e ag = ag. Por outro lado, temos também

a1 = la; = agaq +a% = a?

e como a; € AW e a? € A®) temos que a; = a? = 0. Portanto, concluimos
que 1 =ag € A, m

Vejamos agora alguns exemplos de algebras graduadas.

Exemplo 9. Toda dlgebra A possui uma Zo-graduacdo, basta tomar A©) = A
e A = {0}. Esta Zy-graduacao é chamada de Zo-graduagdo trivial.

Exemplo 10. Consideremos a dlgebra My(K), e notemos que uma
Zs-graduagao para My(K) é dada por

w0 {(00) fuserd {0 fveer]

Exemplo 11. Sendo E a dlgebra de Grassmann, observemos que
E=E0gEW,

onde E© ¢ EW sdqo os subespacos vetoriais de E gerados pelos conjuntos
{1,ei,ei,---€i, | m épar} e {e e, e, | k éimpar}, respectivamente, é
uma Zo-graduacdao para E.

Exemplo 12. Consideremos a subdlgebra M, (E) de My(E) dada por

EO0) @) x
M, (F) = (E(l) E(0)> = (w Z) T,z € E© ¢ Yy, w € EW ,

e notemos que tomando

z 0 0
M;?gz{(o Z)/x,zeE«»} e M§}3:{<w ‘g)/%weE(l)},

temos uma Zo-graduagao para My, (E).

Neste ponto nos dedicaremos aos conceitos de subespacos, subalgebras e
ideais homogéneos de uma algebra Zs-graduada.
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Defini¢ao 10. Sejam A = A©® & AM uma &lgebra Z,-graduada e W um
subespaco de A. Dizemos que W é um subespaco homogéneo, com respeito
a essa Zy-graduacio, quando W = (W N A®) o (W N AW). Sendo B uma
subdlgebra (resp. ideal) de A, diremos que B é uma subdlgebra homogénea
(resp. ideal homogéneo), com respeito a essa Zo-graduagao, se B é homogéneo
como um subespaco de A.

Sejam A = A @ AN uma algebra Z,-graduada, B uma subélgebra ho-
mogénea e I um ideal homogéneo de A. Neste caso, a partir da Zs-graduacao
de A podemos induzir Zs-graduagoes em B, [ e A/I, da seguinte maneira.
Para B e I, basta considerar B®) = (BNA®) ¢ IV = (INA®), parai =0, 1.
Em relacdo a A/I, devemos considerar (A/I)® = (A® 4+ I)/I, com i = 0, 1.
Essas Zy-graduacoes sao chamadas de Zs-graduacoes induzidas.

Antes de passarmos a tratar de envoltérias de Grassmann, iremos, de
certo modo, generalizar o conceito de algebras simples estendendo-o para o
contexto de superalgebras. Além disso, trataremos do conceito de homo-
morfismo Zs-graduado e apresentaremos uma classificacao de superalgebras
simples de dimensao finita dada por Kemer.

Seja A = A©® @ AN uma superélgebra e suponhamos char K # 2. Para
cada ¢ € A existem tnicos zp € A® e 2z, € AW tais que
r = x9 + x1. Assim, fica bem definida a aplicagdo ¢ : A — A dada por
o(x) = xg — x1. Ademais, é facil ver que ¢ é uma transformagao linear e que
vale
©? = @ow = Ids, onde Id, denota a aplicacao identidade de A. Ob-
servemos agora que, pela Proposicao 2, temos que se A é unitaria, entao
1 € A donde ¢(1) = 1, e que dados # = 29 + 21, y = Yo +y1 € A, com
2o, y0 € A e 21,4, € AV, temos

plry) = o((zo+21)(Yo + 1))
= (zoyo + Toyr + T1Yo + T1Y1)
= o((zoyo + z1y1) + (Tov1 + T1%0))
= ZoYo + T1Y1 — ToY1 — T1Yo
= (2o —1)(¥o — 1)
= @(zo+z1)e(yo + 1)
= o(@)e(y).
Portanto, ¢ é um homomorfismo de algebras.
Observemos também que = = zo + x; € A é tal que p(z) = 0, entao
g = 21 com g € A® e z; € AW, o que acarreta xy = 1 = 0. Logo, ¢ é
injetivo. Ademais, dado x = zg+x1 € A, temos & = xo— (—x1) = p(zo—1x1),
o que nos permite concluir que ¢ é na verdade um isomorfismo de élgebras,
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ficando assim estabelecido que toda Zs-graduagao em uma algebra A induz
um automorfismo de ordem 2 de A. Por fim, observemos que zy = zrel@) o

() ?
_ z—o(x
e

Reciprocamente, suponhamos ¢ € Aut A, com ¢? = Id,. Consideremos
os subespacos

AV =frcA|px)=z} e AV ={zecA|p()=—z}
de A e notemos que A® N AW = {0}. Além disso, dado € A temos

; (xﬂo(x)) _ 90(9:)2+rc e o (:v— 90(96)) _ —(z @)

2 2 2 )
donde £ ¢ AO) ¢ =¢@ ¢ A0 Ademais, tomando z, = £
e, = 20 temos v = x9 + 71, e portanto A = A® @ AV é uma
Zs-graduacao em A. Temos também ¢(x) = xg — x;. Logo, fica com-

provado que todo automorfismo de ordem 2 de uma &algebra A induz uma
Zo-graduagao nessa algebra.

Consideremos A = A©® @ AWM uma algebra Zs,-graduada e ¢ o auto-
morfismo de ordem 2 induzido pela Z,-graduacao de A. Nessas condigoes,
sendo W um subespago de A, tem-se que W é homogeéneo se, e somente se,
©(W) = W. De fato, sendo w € W, arbitrério, existem tnicos wy € A® e
wy € AW tais que w = wy + wy, sendo wy = %@)) e w = wop(w) Assim,
se p(W) =W, entdao wy, w; € W, donde W é homogéneo. Reciprocamente,
se W ¢ homogéneo, entao wy, wy € W, donde p(W) C W (como ¢? = Idy,
temos (W) = W).

Exemplo 13. Sejam A uma dlgebra Zo-graduada, ¢ o automorfismo de or-
dem 2 induzido pela Zs-graduacao de A e J o radical de Jacobson de A.
Entao, como ¢({0}) = {0} e o(J) = J, temos que {0} e J sdo ideais homo-
géneos de A.

Sejam A uma superalgebra e ¢ o automorfismo induzido pela Zs-gradua-
¢ao de A. Dizemos que A é uma dlgebra @-simples (ou superdlgebra simples)
se A nado tem p-ideais, isto é, ideais que sao preservados por ¢, além de {0}
e A. Equivalentemente, A é uma superalgebra simples se nao possui ideais
homogéneos além de {0} e A. E imediato da definicao acima que toda algebra
simples que possui uma Zs-graduagao é uma superalgebra simples.

Apresentaremos agora um teorema (cuja demonstragao pode ser encon-
trada em [9]) que é uma generaliza¢ao do Teorema de Wedderburn-Malcev.

Teorema 3. Sejam A uma superdlgebra de dimensdo finita sobre um corpo
de caracteristica zero e ¢ o automorfismo induzido pela Zs-graduagao de

22



A. Entio, Se A= B, & ---® B, + J(A), onde cada B; é uma subdlgebra
homogénea de A e p-simples, isto €, cada B; € uma superdlgebra simples.

Assim, pelo Teorema 3, ao tratarmos de superalgebras semissimples de di-
mensao finita, podemos nos concentrar apenas em suas componentes
p-simples.

Definiremos agora homomorfismos e e isomorfismos Zs-graduados e apre-
sentaremos uma caracterizacao de superalgebras simples de dimensao finita.

Definicao 11. Sejam A = A® o AD ¢ B = BO @ BM §lgebras
Zo-graduadas. Um homomorfismo de dlgebras ¢ : A — B é dito um homo-
morfismo Zy-graduado se ¢(A®) C BY para todo i € {0,1}.

Um isomorfismo Zso-graduado é um homomorfismo Zs-graduado bijetivo.

Teorema 4. Uma superdlgebra simples de dimensao finita sobre um corpo
K algebricamente fechado deve ser isomorfa a uma das sequintes superdlge-
bras:

I Myy(K) = Myys(K), onde a >0, b >0, munida da Zs-graduagao

= (5 ) f s ={ (e, )]

onde A11, Ao, Aa1, Agg sao matrizes a X a,a X b,b x a,b x b, respectivamente,
com entradas em K.

II) M,(C), onde C € a dlgebra K & Kc e ¢ = 1¢, munida da
Zis-graduacao

MO(C) = M,(K) , M\V(C) = M,(K)c={Ac /| A e M,(K)}.

Observemos que quando b = 0, no caso I do teorema anterior, temos que
M, y(K) = M,(K) munida da Z,-graduagao trivial.

Para finalizarmos essa secao, abordaremos o conceito de envoltoria de
Grassmann de uma algebra Zs-graduada e apresentaremos como exemplo a
envoltéria da algebra My(K) (veja o Exemplo 10).

Definicao 12. Seja A = A® @ AW uma superélgebra. A &lgebra
G(A) = (A9 @ EO) @ (AD @ EW)

é chamada de envoltdria de Grassmann de A.
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E de f4cil verificagdo que G(A) e uma subalgebra de A ® F e que
GO = A0 g BO ¢ GV = AW @ M) definem uma graduacio em G(A).
Assim, a envoltéria de Grassmann de uma superalgebra é sempre uma supe-
ralgebra.

Considerando a algebra C' = K & Kc citada no Teorema 4, observamos
que ela tem uma Z,-graduacao natural, definida por C© = K e V) = K.
E interessante observar que a algebra exterior E é isomorfa a G(C), e uma
demonstracao deste fato pode ser vista no contexto da demonstracao do Lema
2, no Capitulo 2.

Exemplo 14. Consideremos a dlgebra My(K), munida da Zs-graduacao de-
finida no Exemplo 10, e calculemos agora G(My(K)). Para tal, ezaminemos
separadamente cada parcela da soma direta

G(Mp(K)) = (M (K) © EO) & (MY (K) © BV).

Inicialmente consideremos a superdlgebra My ,(E) e

xz 0 0
Ml(?l):{(o Z)/:U,ZGE(D)} e Ml(ll)Z{(w ‘g)/y,wEE(l)}

(como no Exemplo 12) e a aplicagao

fiMO(K) x BO — M)

(5 5)70) =06 5) =)= (5 )

e mostremos que f € bilinear. De fato, temos

(6372 a)=) = (05" )

a+ ac)x 0
(b+ ad)xy

("7
() ()
(G 8) ) e (6 ) =)
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To + Oéyo 0 >
b(xg + o)

(")

<ax0+aay0 . fabyo)
(5 )+ (0 )

(6 ) (6 ) )

quaisquer que sejam a,b,c,d, o € K e xo,yo € E©. Assim, pela propri-
edade universal (vide Exemplo 7), existe wma unica transformacao linear
Ty : MQ(O)(K) ® BEO© — M( tal que

(6 5)em) = (5 i)

Ademats, mostremos agora que Ty € um isomorfismo de espagos vetoriais.

Para tal, consideremos a transformacgao linear S : Ml(?l) — MZ(O)(K) ® BO),

tal que
xg O (10 0 0
(5 )= 0 o)ems (5 1)

e observemos que para quaisquer Ty, Yo, eo € E©, a,b € K, temos

oe5((3 ) = (G o o)
()
)

sen(s o) - s &)



Portanto, Ty € um isomorfismo de espagos vetoriais, com S = Tf_l.
De modo completamente andlogo, é possivel mostrar a aplica¢ao

Sy M) — M{V(K) @ BEY

(o o) s (G a) = (o) eer ()

€ um isomorfismo de espacos vetoriais.
Por fim, notemos que 6 : My 1(E) — G(M(K)), dada por

R

€ um isomorfismo de espacos vetoriais que preserva o Zs-grau. Ademais,
mostra-se facilmente que 6 € um isomorfismo Zs-graduado de dlgebras.
Assim, teremos

G(My(K)) ~ My, (B).

1.4 Polindmios e Variedades de Algebras

Neste secao, inicialmente iremos apresentar os conceitos de identidade
polinomial de uma &lgebra e de T-ideal, como também diversos exemplos
e resultados concernentes a esses conceitos. Por fim, abordaremos o tema
variedades de algebras e exporemos propriedades deste conceito que serao de
grande importancia no decorrer desta dissertacao.

Comecaremos definindo a &algebra de polinomios. Para tal considere-
mos X = {z; | i« € N} um conjunto nao vazio, cujos elementos chamare-
mos de varidveis. Definimos uma palavra em X como sendo uma sequéncia
T Ty - -+ Ty, com n € NU {0} e z;, € X. Neste caso, dizemos que n é o
tamanho da palavra, e quando n = 0 temos a palavra vazia, que em geral
denotamos por 1. Diremos que duas palavras x;, z;, - - - ;, € T, Tj, - - Tj, Sa0
iguais quando n = k e x;, = x;, qualquer que seja [ € {1,2,--- ,n}.

Tomemos agora S(X) o conjunto de todas as palavras em X e K;(X) o
espago vetorial com base S(X). Observemos que os elementos de K;(X) sao
somas formais do tipo

f= Z amm , onde o, € K e {m € S(X) | a;;, # 0} ¢ finito,
meS(X)

as quais chamaremos de polinomios. Observemos que, chamando de mono-
mios o produto de um escalar por uma palavra, temos que um polinémio é
uma soma formal de mondmios.
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Consideremos agora a operacao de concatenagao em S(X), onde essa
operacao ¢ dada por:

(xilxlé T xin)<xj1xiz e xjk) = Ly Lig *+ - Lipy Ly L ** " L -
Observa-se facilmente que essa operacao € associativa e possui elemento neu-
tro em S(X) (a saber, a palavra vazia). Assim, uma vez que S(X) ¢ uma
base para K;(X), conforme comentamos na Observacao 1, a operacao de
concatenagao induz em K;(X) uma operacao bilinear, que a torna uma &l-
gebra associativa e unitaria. Considerando K (X) como sendo o subespago
de K;(X) gerado por S(X) — {1}, temos que K(X) é uma subdlgebra (nao
unitaria) de K7 (X).

Passemos agora a ideia de avaliar um polinomio de K (X) em elementos de
uma algebra. Para tal, consideremos A um &lgebra e h : X — A uma apli-
cacao qualquer, tomando h(z;) = a; para i € N. Observemos que existe uma
aplicacao linear Ty, : K(X) — A tal que Tp(xsziy - x4,) = @iy iy -+ - Q-
Ademais, é de facil verificacao que T}, é um homomorfismo de algebras, e o
tunico satisfazendo Tj|x = h.

Sendo f(x,, iy, - ,x;,) € K(X), denotaremos por f(a;,, @iy, -+ ,a;,) a
imagem de f por T},. De modo pratico, f(a;,,ai,, - ,a;, ) é o elemento de A
que obtemos ao substituir x; por a; em f.

Defini¢ao 13. Um polindomio f(xy,xe, - ,z,) € K(X) é dito uma identi-
dade polinomial para uma algebra A, e denotamos por f =0 em A, quando
flay,aq,- -+ ,a,) =0, para quaisquer ai,as, - ,a, € A.

Sendo A uma &dlgebra, denotamos por T'(A) o conjunto de todas as iden-
tidades polinomiais de A. Observemos que o polinomio nulo sempre pertence
a T(A). Ademais, se A é tal que T(A) # {0}, dizemos que A é uma dlgebra
com identidade polinomial ou uma Pl-dlgebra.

Conforme mostra a observacao a seguir, existe uma relacao entre as iden-
tidades polinomiais de uma &lgebra e as identidades polinomiais de uma
subalgebra e de um quociente dela.

Observacao 12. Sejam A uma dlgebra, B uma subdlgebra e I um ideal de
A. Entao, T(A) CT(B) e T(A) CT(A/I).

Vejamos agora alguns exemplos de identidades polinomiais.

Exemplo 15. O polinémio f(xq,x2, x3) = [[x1, 23], x3] € uma identidade para
a dlgebra exterior E. De fato, observamos primeiramente que |x,y] € E©
para quaisquer elementos x,y € E. De acordo com o Exemplo 4, temos que
E ¢ comutativa, para Char K =2, e Z(E) = E©, para Char K # 2. Em
qualquer caso, observamos que [z,y] € Z(E) e dai f(x,y,z) = [[z,y],2] =0,
quaisquer que sejam x, y, z € F.
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Exemplo 16. O polinomio f(xq,xs, 3, x4, 25) = [[T1, 22], [T3, 4], 5] € uma
identidade polinomial para a dlgebra

(
M (E) = (E(l) £

do Exemplo 12.
De fato, notemos que dados ai,as,di,ds € E© e by, by,c1,c0 € ED,

temos
aq bl (05} bg . b162 — b261 b
C1 dl ’ (&) d2 N C Cle — Cgbl

comb = (a;—dy)by+(dy—az)by, c = (ag—dy)c1+(dy—a1)c, € EWY. Ademais,
uma vez que bicy — bacy = ¢1by — caby, tomando a = c1by — by € EO) temos

(om0

Por fim, observemos que dados a,d € E©, b c,e, f € ED, vale

GG o) = (0 wln)

_ (bf S y 0 ec) € Z(M..,(E)).

Portanto, ao avaliarmos f em elementos de My 1(E), obtemos o comuta-
dor de um elemento central por um elemento qualquer de M, 1(E), concluindo
entdo que f =0 em My 1 (E).

Tratemos agora de alguns tipos especificos de polinomios, iniciando pelos
polinomios multi-homogéneos e multilineares.

Definigao 14. Sejam m € K(X) um monomio, f € K(X) um polindémio e
z; € X. Definimos:

a) O grau de m em x;, denotado por deg,,m, como sendo o nimero de
ocorréncias de z; em m.

b) O grau de f em z;, denotado por deg,, f, como sendo o maior grau em
x; dos mondmios que compoem f.

Um polinémio f(z1, 29, -+ ,z,) € K(X) é dito homogéneo em uma va-
riavel x; quando todos os seus monomios tém o mesmo grau em x;. Dizemos
que f é multi-homogéneo se f é homogéneo em todas as variaveis. Quando
f é homogéneo de grau 1 em z;, dizemos que f é linear em x;. Por fim, f
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serd chamado de multilinear quando for linear em todas as suas variaveis, ou
seja, quando cada variavel tiver grau 1 em cada monomio de f. Neste caso,
denotando por S, o grupo das permutagoes de {1,2,--- ,n}, f tem a forma

f= Z QoTo(1)To(2) " Ta(n) , COM Qg € K.
O’GSn

Denotaremos por P, o subespaco de todos os polindbmios multilineares
de K(X) nas varidveis xy, zg, -+ , Tp. E de verificacao imediata que o con-
junto {xs(1)Te(2) - Tom) | 0 € Sy} é uma base do espago vetorial P,. Logo,
dimP,, = n!.

Destacamos que, conforme assegura a observagao a seguir, verificar se um
polinomio multilinear é uma identidade para uma algebra é algo que pode ser
feito de modo mais pratico do que a verificacao para um polinémio qualquer.
A demonstracao dessa observacao pode ser encontrada em [9].

Observagao 13. Sejam A um dlgebra, f(x1,--- ,x,) € P, e  uma base de
A. Se f(by, by, -+ ,b,) =0 para quaisquer by, by, --- b, € B, entdo f € T(A).

Vejamos agora alguns exemplos de polinomios multilineares.

Exemplo 17. Seja f(x1,22) = [21, 2] = x109—2921. Entao, f é multilinear.
Ademais, para cada n € N, o comutador de tamanho n, [x1,za,--+ ,x,], €
um polinomio multilinear.

Exemplo 18. O polinomio

Sto(x1,- -+, 2n) = Z(—l)o%u)%@) C Tg(n)

O’GSn

onde (—1)7 denota o sinal da permuta¢io o € S,, € um polinomio multili-
near, chamado de polinémio standard de grau n. Em [9], podemos encontrar
uma demonstracao do Teorema de Amitsur-Levitzki, que assegqura que, para
cada n € N, o polinomio standard Sty, é uma identidade para a dlgebra
M, (K). Este teorema foi demonstrado primeiramente por Amitsur e Le-
vitzki, em [1], e tendo surgido posteriormente outras demonstragoes.

Por outro lado, fixando ey, es, - -+ e, geradores distintos da dlgebra exte-
rior I, considerado char K = 0 e recordando que e;e; = —eje;, temos
Stn<617 T 7671) - Z (_1)060(1)60(2) *€g(n)
gESy

= nlejey---e,
# 0.

Assim, a dalgebra exterior nao satisfaz nenhuma identidade standard.
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Passemos agora ao estudo de polinomios alternados.

Definicao 15. Seja f(x1,22,  , Tn,Y1,Y2, "+ ,Ym) € K(X) um polinémio
linear nas variaveis xq,xs, -+ ,x,. Diz-se que f é alternado nas varidveis
X1, Ta, -+ , Ty Se, para quaisquer 1 <1 < j < n, vale

f('rlu"' y Ljy 3 Ly 3 Ty Y1, 0 Jym):_f<x17"' y Lny Y1, 0 7?Jm)

Dizemos que um polinéomio multilinear f é um polinomio alternado quando
f ¢ alternado em todas as suas variaveis.

Observemos que, como qualquer permutacao do .S,, pode ser escrita como
um produto de tranposicoes, segue que se f(1, -+, Tp, Y1, - ,Ym) € alter-
nado em x4, -- ,x,, entao, para toda o € S,,, temos

f(wa(l) s Ton), Y1, 7ym) = (_1)Uf(x17"' yTns Y150 aym)

Um exemplo de polindmio alternado é o polinomio standard. Mais ainda,
a menos de escalares, os polinomios standard sao os tnicos polindémios al-
ternados, ou seja, vale a seguinte proposicao, cuja demonstragao pode ser
encontrada em [9].

Proposicao 3. Consideremos f(xy1, -+ ,x,) um polinomio alternado. En-
tao, f(x1,--+ ,x,) = aSt,(x1,- -+ ,x,) para algum o € K.

Trabalhemos agora o conceito de operador alternador. Definimos o ope-
rador alternador A, ... ,, nas varidveis i, - -+ ,x, da seguinte forma:

n

Azh...,znf = Z (_1)0.]0(3:0(1)7 Ls(2)y " yTa(n), Y1, 7ym)

O’GSn
onde f(x1, -+, Tpn, Y1, ,Ym) é um polindmio linear nas varidveis 1, - - - , Z,.
Observa-se, sem muitas dificuldades, que A, ... . € linear e A, .., f ¢é
um polinomio alternado nas variaveis xq, - - - , z,.
Exemplo 19. Consideremos f(x1,xq, -+ ,x,) = X129+ ,. Temos

A:EL--- ,xnf = Z <_1)Uxo(1)xa(2) © To(n)

UESn
- Stn(‘rbe?”' ,$n>.

Para cada o € S, consideremos a aplicacao T, : P, — P, definida por
T,(f(x1, - 2n)) = f(To@)s s Tom)). Observemos que para cada o € S,
temos T, um operador linear. Além disso, dadas o, € S, vale T, o T, = Tj,,.
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Definamos agora

6(1n) = Z (—1)0T0.

G’GSTL

Sendo f(z1,--- ,x,) € K(X) um polinémio multilinear, observemos que

6(1n)f — Axlf" Ty f

Gostarfamos de destacar que a notagao e(»y ¢ oriunda da Teoria das
Representagoes de Grupos, mais especificamente da Teoria de Young, e refere-
se a um elemento da &lgebra de grupo K.S,, a qual tem uma acao natural
no espaco P, dos polinomios multilineares nas variaveis x,--- ,z,. Para
as definicoes e um estudo detalhado desta acgao, indicamos o capitulo 2 da
referéncia [9)].

Como consequéncia da Proposi¢ao 3 temos o seguinte teorema:
Teorema 5. Sejam?"+l+1 =ke{in, - ipg1, 0t =41,2,--  k}.
Entao, eqry[[xi, -+ T4, 25, - x5], 2] = 0 em K<X>. Consequentemente, se
Y = {i,o o i, J1 s Jms t} c {1, k}, entao devemos ter
eamlallzs, -y, 25 - 25, ], @ ]b) = 0, pam quaisquer a,b monomios em
K(X) tais que al[x;, - x;,, x5, - xj,.], ¢]b € P

Demonstmgda. Uma vez que podemos tomar o € S, tal que o(iy) = 1,

o(iz) = 2,- (ir)—ra(jl)—r+1 co(ji) = k—1,0(t) =k e que,

fixada o € Sn, temos {of | € Sp} = Sn, é suﬁ01ente provar o lema para o

casoem que i1 = 1,09 =2,--- i, =r,y=r+1,--- . y=k—1,t=k.
Observemos agora que

(21 ey Tpg1 -2, 0] = f1 + fo+ fa+ fa,

onde fi = @y Tp, fo = —Tpy1 Tpa Ty T, f3 = —TpT TR @
fa = xpxpq1 - Tp_1 21 - - T Assim,

eamllTr - T el izl = eamfi +eary fa +eam fs + ear) fa

Pela Proposicao 3, temos que o primeiro membro da ultima equacao é
igual a um miltiplo do polinomio standard de grau k. Assim, denotemos
por A; o coeficiente do monomio ;- -+ em egx)f;, e notemos que se A
é o coeficiente desse monoémio em ex)[[x1 -+ 2, pp1 - - Tp_1], 23] devemos
ter A = A1 + A2 + A3 + Ay, Por outro lado temos, A\; = 1, s = —(—1)"7,
A3=—(=1)*1e ) =(=1)P(=1)*1 comp=k—r—1. Dai,

A= 1= (=)= (=) 4 (=)=
= (1= (=)™ = (=)
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Portanto, uma vez que rp ou r + p é par, devemos ter (1 — (—1)"?) = 0 ou
(1 —(=1)""?) =0, e temos a primeira parte do resultado.
Para a segunda parte da demonstragao, consideremos

Sy={oeS|o()=j Vie{l,--- k} =Y} e ey => (-1)T.

TESY

Sendo Sy um subgrupo de Sy, tomemos agora {61,065, - ,6,} um transversal
a esquerda para Sy em Sy. Assim, devemos ter S, = 615y U6,Sy U---UH, Sy,
e portanto

cary = »_(=1)T,

ocESk

= 3 VDT,

h=1 T€Sy

- (i(—lﬁ%) (Z(—DT)

h=1 TESY

= (Z(_l)e’LT9h> ey
h=1
Logo,
eamal[Tiy + - Ty, x4 0 T, ], 14D

h=1

= < (—1)9"T9h> (ey(al[wi, -~ @iy, x5 - 2j,,], 24]))

z
) <Z(_1)9hT9h> (aley [z -+ s, Ljy - 'xjm]7 z])b) =0

h=1
pois os indices das variaveis em a e b sao fixadas pelas permutagoes em Sy e
ey ||z, - xi,, x5, - - xj,], ) = 0. Temos entao o resultado. O

Analisemos agora como o operador alternador modifica um produto de
comutadores de tamanho 2.

Observagao 14. Seja f(x1, zo, -+, Top) = |1, To][T3, 4] - - - [Top—1, Tok]. En-
tao,

Agy o g f = 28Stop (1, - -+, mop).
De fato, pela Proposicao 3, temos Ay, ... o, [ = aStog(x1, -+, xox), para al-

gum o € K. Para determinarmos «, calculemos o coeficiente do mono-
M0 T1To -~ Top em Ay, .. 4. f- Para tal, observemos que o € S, € tal
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que [Ty, To2)] - [To(2k-1), To(ar)] cOntém o mondmio xq - - - oy Se, € sO se,
c = Id ou o é um produto de transposi¢oes que estao mo conjunto
{(12),(34),--+,(2k—12k)}, o que totaliza 2% possibilidades. Temos entdo

o resultado.
Abordaremos agora o conceito de T-ideal e algumas de suas propriedades.

Definicao 16. Dizemos que um ideal I de K(X) é um T-ideal se temos
f(gla.927"' agn) € ]’ para quaisquer f('rla"' 7‘7;71) €le g1, ,0n € K<X>

Apresentamos a proposicao a seguir, cuja demonstracao encontra-se em
[9].

Proposicao 4. Se A é uma dlgebra, entao T(A) é um T-ideal de K(X).
Reciprocamente, se I € um T-ideal de K(X), entdo eriste uma dlgebra B tal
que I =T (B).

Uma consequéncia imediata dessa proposicao é o fato de que se f é uma
identidade para uma algebra A, ao trocarmos qualquer variavel de f por um
polinémio de K(X), o polinémio resultante é ainda uma identidade de A.

Um conceito bastante importante é o de T-ideal gerado por um conjunto,
que descreveremos no exemplo a seguir.

Exemplo 20. Seja ) # S um subconjunto qualquer de K(X). Definimos o
T-ideal gerado por S, denotado por (S)T, como sendo o subespaco vetorial
de K(X) gerado pelo conjunto

{hif(g1,92, - s gn)ho | 91, .90 € K(X), h1,ho € Ki(X)}.

Seja A uma dlgebra. Se S C T(A) € tal que T(A) = (S)T, dizemos
que S é uma base das identidades de A. Nos artigos [14] e [15], Kemer
mostrou a existéncia de base finita para as identidades de uma dlgebra quando
char K = 0. Contudo, o trabalho de Kemer nao mostra como determinar
tal base finita, e até hoje nao se conhece base para as identidades de algumas
dlgebras classicas, como por exemplo M, (K) para n > 3.

Por outro lado, para algumas dlgebras jda se tem conhecimento de bases
finitas de suas identidades. Por exemplo, sabe-se que o T-ideal das identida-
des da dlgebra exterior E € gerado pelo conjunto unitdrio {[z1,xs, x3]} (vide

[9])-

O teorema a seguir reforca a importancia e serve como motivagao para o
estudo dos polinomios multilineares, ao tratarmos de bases de identidades.
A demostragao desse teorema pode ser vista em [9)].

Teorema 6. Se char K =0 e I € um T-ideal de K(X), entdo I € gerado
pelos seus polinomios multilineares.
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Para finalizarmos esta secao, trataremos do conceito de variedades de
algebras. Inicialmente, definiremos a variedade de algebras gerada por um
conjunto de polinomios.

Definigao 17. Seja S um subconjunto nao vazio de K(X). Definimos a
variedade determinada por S, denotada por ¥V = V(S), como sendo a classe
de todas as algebras A tais que todos os polinomios de S sao identidades de

A, ou seja, S C T(A).

Exemplo 21. Sendo S = {[z1,x2]}, temos que V(S) € a classe de todas as
algebras comutativas.

Sendo V uma variedade de dlgebras, definimos o T-ideal de V', denotado
por T'(V), como segue

AeV

Existe uma maneira, dada por Birkhoff, de determinar quando uma classe
de algebras V ¢ uma variedade de algebras. Esta caracterizagao é dada pelo
teorema a seguir, cuja demonstragao pode ser encontrada em [3].

Teorema 7. (Teorema de Birkhoff) Uma classe nao vazia V de dlgebras é
uma variedade se, e somente se, satisfaz as sequintes propriedades:

i) Se AeVef:B — A éum homomorfismo injetivo de dlgebras,
entdo B € V;

ii) Se A€V e f:A— B éum homomorfismo sobrejetivo de dlgebras,
entao B € V;

i1i) Se {Ay}yer € uma familia de dlgebras e A, € V para todo v € T,
entdo o produto direto H A, eV,

yerl’

Em outras palavras o Teorema de Birkhoff nos diz que uma classe de
algebras V é uma variedade, se e somente se, é fechada a subdlgebras, imagens
homomorficas (quocientes) e produtos diretos.

Sendo V a variedade determinada pelo conjunto S, observamos que deve-
mos ter V({S)T) = V. Neste caso escrevemos T'(V) = (S)T. Assim, assegura-
mos que cada variedade V estd associada a um T-ideal de K(X). Ademais,
essa correspondéncia é biunivoca, conforme afirma o teorema a seguir, cuja
demonstragao pode ser vista em [3],

Teorema 8. FExiste uma correspondéncia biunivoca entre variedades e T'-
ideais de K(X). Nesta correspondéncia uma variedade V corresponde ao T
ideal T(V), e um T-ideal I corresponde a variedade das dlgebras que satisfa-
zem todas as identidades polinominais de 1.
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Por fim, sendo V uma variedade, dizemos que V é gerada por uma dlgebra
A, e denotamos por V = var(A), quando ocorre T'(A) = T'(V). Observemos
que, unindo o teorema anterior a Proposicao 4, podemos garantir que sempre
existe uma algebra A tal que V = var(A).

O proximo teorema, devido a Kemer, relaciona variedades de algebras e
envoltérias de Grassmann. Sua demonstragao pode ser encontrada em [16].

Teorema 9. SeV ¢ uma variedade nao nula, entao existe uma superdlgebra
B de dimensao finita tal que V = var(G(B)).

1.5 Codimensoes e PI-Expoente

Nesta secao nossos esforcos dedicar-se-ao a estabelecer os conceitos de co-
dimensoes e Pl-expoente de uma Pl-dlgebra, como também expor diversos
resultados que serao cruciais no desenrolar desta dissertagao. Num primeiro
momento, trataremos de codimensoes e resultados concernentes a este con-
ceito.  Num momento posterior, finalizaremos esta se¢ao abordando
Pl-expoentes, quando exporemos resultados de existéncia e caracterizacao
do Pl-expoente de uma Pl-dlgebra, dados por Antonio Giambruno e Mikhail
Zaicev.

Recordemos inicialmente que, na secao anterior, denotamos por P, o es-
paco de todos os polinomios multilineares nas n primeiras variaveis. Esse es-
paco vetorial serd de grande importancia no estudo de codimensoes e
Pl-expoentes.

Iniciaremos esse estudo a partir das codimensoes.

Definigao 18. Sejam A uma algebra e n € N. Definimos a n-ésima codi-

mensao de A, denotada por ¢,(A), como sendo

Ademais, a sequéncia numérica (c,(A)),en é chamada de sequéncia de codi-
mensoes de A.

Vejamos agora alguns exemplos de codimensoes de algebras importantes.

Exemplo 22. Considerando a dlgebra exterior E. Para n € N, temos que
P,=(P,NT(E))®W, onde W ¢é o subespaco de P, gerado pelos polinomios
do tipo

Liy =0+ Ty, [lev sz] e I:xj2m717x.j2mj|
sujeitos as condigoes

< <y, <+ <Jom € k+2m=n.
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Além disso, esses polinomios sao linearmente independentes e a quantidade
deles é exatamente 2"~ *. Logo, dim W = 2"~1. Seque entdo que

P,

m ———— = dim W =2"""
ZmPnﬂT(E) m ,

cn(E)=d
para todo n € N. Demonstragoes detalhadas dessas afirmacoes podem ser
encontradas em [9]

Exemplo 23. As codimensées da dlgebra UTy(K) das matrizes 2 x 2 trian-
gulares superiores sao dadas por

cn(UTy(K)) = 2" (n —2) + 2.
O cdlculo dessas codimensoes pode ser encontrado em [9].

A observagao a seguir apresenta uma importante propriedade de codimen-
soes relacionada a extensoes do corpo base. Para a consulta da demonstracao,
indicamos a referéncia [9].

Observagao 15. Supondo K infinito, seja A uma K-dlgebra. Sendo C' uma
K-dlgebra comutativa, mostra-se que T(A) C T(A @k C). Particularmente,
sendo F uma extensio de K e A = A®y F, temos T(A) C T(A). Por
outro lado, como A @ 1p € uma K-subdlgebra de A isomorfa a A, temos
T(A) = T(A). Dai, c,(A) = c,(A), considerando-se A como K -dlgebra.
Conforme visto na Secdo 1.1 (apds o Ezemplo 7), temos que A € natu-
ralmente uma F-dlgebra (a extensdo de escalares de A). Ademais, também

vale c,(A) = c,(A) com A vista como K -dlgebra.

Observemos que o Teorema 6 garante que toda PI-dlgebra satisfaz alguma
identidade multilinear. Logo, temos

A é uma Pl-dlgebra <= ¢, (A) < n! para algum n € N.

Em 1972, o matematico Regev mostrou, em [18], uma limitagao exponen-
cial para a sequéncia de codimensoes de uma Pl-algebra. Esta limitagao é
descrita no préximo teorema, cuja demonstracao pode ser vista em [9)].

Teorema 10. (Regev) Seja A uma Pl-dlgebra satisfazendo uma identidade
polinomial de grau d > 1. Entao, c,(A) < (d — 1)**, para todo n € N.

Uma consequéncia imediata deste teorema é que, para cada PI-algebra A,
existe uma constante a tal que ¢, (A) < a", bastando tomar a = (d—1)?, como
no teorema anterior. Consequentemente, a sequéncia numérica ({/c,(A))nen
é uma sequéncia de numeros reais limitada superiormente. Portanto, faz
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sentido indagarmos se essa sequéncia é convergente. Em 1998 e 1999, os
mateméticos Antonio Giambruno e Mikhail Zaicev mostraram, em [6] e [7],
que para cada Pl-algebra esta sequéncia é convergente e converge para um
nimero inteiro nao negativo. Fica assim bem estabelecido o conceito de
Pl-expoente, que é definido a seguir.

Definicao 19. Seja A uma Pl-algebra. Definimos o Pl-expoente de A, de-
notado por exp(A), como sendo
exp(A) = lim {/c,(A).
n—o0

Além disso, sendo V uma variedade, definimos o expoente de V, como sendo
o expoente de A, onde A é uma algebra tal que V = var(A).

Exemplo 24. Sendo A uma dlgebra, entdo exp(A) = 0 se, e somente se, A
¢ nilpotente. De fato, observemos que Cy,(A) € N, para todo natural n e que

exp(A) =0 < lim {/c,(A) =0

n—o0

< lim ¢,(A) =0

n—00
< dngeN, tal que c,(A) =0, ¥V n>ng
& P, CT(A), Yn>ng
& Ty Ty, € T(A)
& A € nilpotente.

Exemplo 25. Observemos que fazendo uso dos resultados obtidos nos Exem-
plos 22 e 23, concluimos que exp(E) = exp(UTy(K)) = 2.

No artigo [6], Antonio Giambruno e Mikhail Zaicev mostraram uma outra
maneira de calcular o Pl-expoente de uma algebra de dimensao finita sobre
um corpo algebricamente fechado de caracteristica zero.

Teorema 11. Sejam A uma Pl-dlgebra de dimensao finita sobre um corpo
algebricamente fechado de caracteristica zero e Aq,--- , A, subdlgebras sim-
ples de A tais que A = A1@---DA,+J, onde J denota o radical de Jacobson
de A. Entdo, exp(A) € dado como sendo o mdximo das dimensées das subdl-
gebras semissimples de A da forma A;, &--- B A;, tais que Ay J --- JA; # 0,
com A, -+, A, distintas.

Apresentaremos agora um teorema que prové uma maneira, semelhante
ao feito no teorema anterior, de calcular o expoente de uma Pl-dlgebra de

dimensao qualquer sobre um corpo algebricamente fechado de caracteristica
zero. Destacamos que a demonstracao deste fato pode sem encontrada em

[9].
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Teorema 12. Sejam B uma superdlgebra de dimensao finita sobre um corpo
algebricamente fechado de caracteristica zero e By, --- , B, subdlgebras homo-
géneas de B que sao superdlgebras simples tais que B = B1 & ---® B, + J,
onde J denota o radical de Jacobson de B. Entdo, exp(G(B)) € dado como
sendo o mdximo das dimensoes das superdlgebras semissimples de B da forma
B, @&---® B, tais que B;,J---JB; #0, com B;,,---, B, distintas.

Assim, sendo A uma PI-élgebra e V = var(A) temos, pelo Teorema 9,
que existe uma superalgebra B de dimensao finita tal que V = var(G(B)),
e consequentemente exp(V) = exp(G(B)), e exp(G(B)) pode ser calculado
como no teorema anterior.

Finalizaremos esta se¢ao com o teorema a seguir que relaciona o expoente
de uma algebra com os expoentes de suas subalgebras, bem como relaciona
o expoente de uma variedade V com os expoentes das algebras que a compoe
e com os das variedades contidas em V.

Proposicao 5. Sejam A e B dlgebras e V uma variedade. Entdo,
i) Se T(A) C T(B), entdo exp(B) < exp(A).
i1) Se B € subdlgebra de A, entao exp(B) < exp(A).
iii) Se A €V, entio exp(A) < exp(V).
iv) Se W € uma variedade contida em V, entio exp(W) < exp(V).

Demonstracao. i) Se T(A) C T(B), entao P, NT(A) C P, NT(B). Dali,
dim(P, N T(A)) < dim(P, N T(B)), e portanto, uma vez que
cn(B) = nl —dim(P, NT(B)) e cy(A) = n! — dim(P, N T(A)), temos que
cn(B) < ¢,(A). Consequentemente, exp(B) < exp(A).

i1) Se B é uma subdlgebra de A, entdao T(A) C T(B), pela Observacao
12. Temos entdo o resultado pelo item 7).

iii) Recordando que

cey

temos que se A € V, entdo T'(V) C T'(A), e o resultado é concluido argumen-
tando como no item 7).

iv) Se W é uma variedade contida em V, temos que T'(V) C T(W), e
portanto, argumentando como em i), obtemos o resultado desejado. O
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Capitulo 2

Variedades de Algebras
Associativas de Expoente 1

Em 1979, o matematico russo Kemer, em [13], caracterizou as variedades
de algebras sobre corpos de caracteristica 0 que tém sequéncia de codimen-
soes com crescimento polinomial. Mais precisamente, ele mostrou que uma
variedade de algebras tem essa propriedade se, e somente se, nao contém a
algebra de Grassmann de dimensao infinita e nem a édlgebra das matrizes
2 x 2 triangulares superiores.

Sendo V uma variedade de algebras associativas, é imediato da defini¢ao
de Pl-expoente (veja Secao 1.5) que se a sequéncia de codimensoes de V tem
crescimento polinomial, entao exp(V) < 1. Por outro lado, se exp(V) < 1,
tem-se que V nao pode conter a algebra de Grassmann de dimensao infinita
e nem a algebra das matrizes 2 x 2 triangulares superiores, uma vez que estas
algebras tém expoente 2 (veja a Proposigao 5). Assim, segue do resultado de
Kemer que exp(V) < 1 se, e somente se, V nao contem a algebra de Grass-
mann de dimensao infinita e nem a algebra das matrizes 2 x 2 triangulares
superiores.

Neste capitulo concentraremos nossos esforcos em expor uma outra de-
monstracao desta caracterizagao, na qual se utilliza o Teorema 11 e o Co-
rolario 1. Para este fim, traremos a tona alguns resultados auxiliares que
reforgam a importancia das identidades standard e destacam como a pre-
senc¢a de uma identidade standard no T-ideal de uma variedade poder afetar
a sua estrutura.

Em todo esse capitulo iremos considerar char K = 0.

Inicialmente, mostremos como o fato de uma variedade satisfazer uma
identidade standard estd diretamente ligado a nao pertinéncia da algebra
exterior de dimensao infinita a essa variedade, conforme o teorema a seguir.
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Teorema 13. Uma variedade V satisfaz uma identidade standard se, e so-
mente se, £ ¢ V.

Demonstracao. Conforme comentamos no Exemplo 18, E nao satisfaz ne-
nhuma identidade standard. Assim, é imediato que E ¢ V se V satisfaz
alguma identidade standard.

Reciprocamente, suponhamos que E ¢ V e consideremos um polinémio
multilinear f = f(z1,--- ,x,) pertencente a T'()) e ndo pertencente a T'(E).

Recordemos que o Exemplo 20 assegura que o T-ideal das identidades de
E é gerado pelo polinomio [[z1, x5, x3]. Logo, qualquer elemento de T'(E)
pode ser escrito como uma combinacao linear de polindmios do tipo

ullp, q], r]v (2.0.1)

onde u,v,p,q,r sao monémios em K(X). Ademais, observemos que para
quaisquer monoémios p, ¢, a,b € K(X), temos

[[p, q], ab] = a[[p, q],b] + [[p. q], alb

conforme propriedades de comutadores vistas na Se¢ao 1.1. Portanto, na
equagcao (2.0.1) podemos tomar r como sendo um monomio de grau 1 (isto é,
uma variavel). Dai, todo elemento de T'(E') pode ser escrito como combinagao
linear de produtos do tipo

allws, - @i, 3 1), 2 (2.02)

Observemos que no Exemplo 22 afirmamos que o espago P, é gerado,
moédulo P, NT(E), pelos elementos da forma

Tiy ++ Ty, [le ) sz] T I:ijmfl ) szm] (203)
onde
1 <ty <o <ig, J1<Jo<-<Jom, k+2m=n (204)

Assim, sendo f € P, e f ¢ T(E), temos que f # 0 em P,/(P, NT(E)).
Logo, f é uma combinagao linear de elementos do tipo (2.0.3) acrescida de
um elemento pertencente a T'(F), ou seja, f é uma combinacdo linear de
elementos do tipo (2.0.3) e elementos multilineares do tipo (2.0.2). Mais
ainda, pelo menos um elemento do tipo (2.0.3) deve aparecer com coeficiente
nao nulo em f.

Seja k € {1,--- ,n} méximo tal que x;, - - -z, [T, Tj] - - [T, %j,], su-
jeito as condigoes (2.0.4) aparece em f. Reordenando as varidveis e dividindo

40



por um escalar conveniente, se necessario, podemos supor sem perda de ge-
neralidade que o polinomio

T1To + + Tp[Tpy1, Tpao] -+ [Tno1, Tn] (2.0.5)

aparece em f com coeficiente igual a 1.

Uma vez que f pertence a T'(V), substituindo, em f, x; por [z;,y;], para
i=1,---,k, obtemos uma nova identidade g = g(z1, -+ , Tn, Y1, - ,Yx) para
V. Notemos agora que sendo k fixado como acima e sendo o comutador triplo
uma identidade para F, todos os elementos do tipo (2.0.3) satisfazendo (2.0.4)
que aparecem em f resultarao em uma identidade de £ quando submetidos
as substitui¢oes z; — [z, yi], i = 1,--+ , k, com excecao do termo (2.0.5) o
qual resultard em [y, 1] - - [Tk, Yg)[Ths1, Thro) - - [Tno1, Tn]. Assim,

g = [-1'17 yl] T [xka yk][$k+17 $k+2] T [l.nfb mn] + h

onde h é um polinomio multilinear nas variaveis xq, - , Ty, Y1, , Yr que €
uma identidade para E. Renomeando as varidveis, escrevamos

g=[w1,29] - [@q—b@q] +h

onde h € P, NT(E) é uma combinacao linear de elementos do tipo (2.0.2).
Notemos também que fixados {i1, - ,ig,J1- -, 5,7} C {1,---,2q}, se

w = al[z;, - xiy, T4 - - 2], 2] € um polindomio multilinear do tipo (2.0.2)

aparecendo em h, pelo Teorema 5, devemos ter e(2¢yw = 0, donde e(;2¢)h = 0.
Por fim, segue da Observagao 14 que

e(2a) |1, Ta] - - [Tag—1, Tag] = 295ty

Portanto, como e(j2¢)h = 0, concluimos que

1
Stag = 5 €02a) (1, T2] - -+ [T2g-1, T2g] = -€120)9

24 249
pertence a T(V), uma vez que g é pertencente a T(V). Temos entdo uma
contradicao. O]

Mostremos agora que, sob certas circunstancias, podemos tirar conclusoes
sobre a estrutura de uma &lgebra Z,-graduada quando a sua envoltéria de
Grassmann satisfaz uma identidade standard. Contudo, antes mostraremos
dois lemas.

Lema 1. Sejam A = AQ @AWY uma superdlgebra tal que G(A) satisfaca uma
identidade standard e I um ideal homogéneo de A. Entdo, G(A/I) também
satisfaz uma identidade standard.
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Demonstragao. Suponhamos que St,, € T(G(A)). Fixemos arbitrariamente
z1, ..., 2, € EOUEW e consideremos a, ..., a, € AQUAD | de modo que para
cadai=1,2,---,n, a; e x; pertencam a componentes homogéneas de mesmo
grau. Notemos que se z173 -, = 0, entao teremos T,(1)Ts(2) " ** Ton) = 0,
para qualquer o € S,,. Dai, nestas condicoes, temos que

Stu(@ @ w1, Uy @) = Y (=1)78o1) () @ To(n) *** Ta(n) =0
oc€ESh
em G(A/I).
Assim, podemos supor que x1zs - - - x,, # 0. Notemos agora que, para cada
o €5, existe um ¢, € {—1,1} tal que To()To(2) " To(n) = €oT1T2 " T
Portanto,

0 = Stplag @1, a0, @ Ty)
= Z (=1)7a0(1) "+ o(n) @ To(1) * * * To(n)

oESy
= Z (_1)(7@0(1) © Qo (n) X €Ty Ty
c€Sh
= (Z (—=1)7€ra0q) - aa(n)) R Ty T,
o€ESn

e consequentemente,

Z (_1)060a0(1) e ao‘(n) =0.

O'ESn
Logo,
Stpy(@1 @x1, - Gy @ 1p) = Z (=1)7) - To(n) @ To(1) - * " To(n)
O’GSTL
= > () T ® a1y
ogESy
- (Z (=17 €Ty - Wn)) B a1 Tn
O'ESn
= <Z (_1>060a0(1) to aa(n)) Q@ xy- Ty
O’ESn
= 0.
Como escolhemos 1, - , 2, € EQOUEW e aq,...,a, € AQO U AD arbi-
trariamente e St,, ¢ multilinear, temos o resultado. O
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Lema 2. Sejam M,,(K) e M, (K & Kc) as dlgebras Zs-graduadas dadas
no Teorema 4. Entio, G(M,u(K)), com b > 1, e G(M, (K & Kc)) contém
subdlgebras isomorfas a dlgebra exterior E.

Demonstracdo. Seja A = A0 @AM uma superalgebra tal que existe z € AM)
com 22 = 14. Considerando T = (14, ® E©) @ (x ® EW), temos que T ¢
uma subélgebra de G(A).

Dado «a € F existem tnicos ag € E© e ay € EW tais que @ = ag + ag.
Assim, a aplicacao ¢ : E — T dada por p(a =ap+a1) =14 @+ @ oy
fica bem definida. Ademais, observando que x? = 14, verifica-se facilmente
que ¢ é um isomorfismo de algebras.

Observemos agora que tomando x = I,c € M, (K & Kc) (onde I, é
a matriz identidade), temos que x pertence a componente de grau 1 de
M, (K & Kc) e 2* = I,. Assim, pelo feito acima temos que M, (K & Kc)
contém uma subalgebra isomorfa a E.

Para M,,(K), consideremos os elementos u = FE,, + Eup1041 ©
V= FEyar1+ Eoi1.4 de M, ,(K) e notemos que u? = u,uv = vu = v e v* = w.
Logo, {u,v} é multiplicativamente fechado e portanto A = (u,v) é uma su-
bélgebra (u é a unidade de A) de M,;(K). Ademais, como u € Méob) (K)

ev € M ilb) (K), observa-se facilmente que A é uma subdlgebra homogénea
de M, ;(K). Por fim, notemos que em A = (u,v) (munida da Z,-graduacao
induzida) temos u € A® e v € AWM, os quais satisfazem v? = u = 14, donde
segue de G(A), e consequentemente G(M,;(K)) (pois A é homogénea), con-
tém uma subalgebra isomorfa a F. m

Observacao 16. Sejam B = B @ BW wuma superdlgebra e K o fecho
algébrico do corpo K. Tomando B como sendo a K -dlgebra BRx K (extensdo
de escalares de B), observamos que B tem uma Zy-graduacdo natural dada
por

B = (B(O) QK F) s> (B(l) QK F)

Assim podemos considerar sua envoltoria de Grassmann

G(B) = (B" ox B"x) & (B" ex B')
onde BY = BO @i K ¢ EV% = EO@x K, denota a componente homogénea
de Zo-grau i, para © =0, 1, da dlgebra exterior sobre K.

Usando algumas propriedades do produto tensorial (vide Observagao 7),
temos
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(E(O) 2974 E(O)?) s> (E(l) 74 F)
(BO &x ) o (B® ¢ K)| © [(BY & ) 0 (B 5 K

(
(B &k K) o (K o E”)] @ [(BY 0k K) o (K @k BV)]
B ok (K 5 K) ox EO] @ [BY 0k (K 0 K) @k EV]
BO @ K @x BV @ [BY @ K @k EVY]

BO @y EOgx K] & [BY @x EVoKK]

(B @x EMexK] & [(BY @x EV)xK]

(B @x EO) g (BY @k EM) @k K =G(B) @k K.
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Proposicao 6. Seja A = A® @ AY uma superdlgebra de dimensao finita
tal que G(A) satisfaca uma identidade standard. Entao, o ideal gerado por
AW ¢ nilpotente.

Demonstracdo. Consideremos K o fecho algébrico de K e A = A®x K. Ob-
servemos que a K-algebra A tem uma Zo-graduacdo natural e que
G(A) ~ G(A)®k K, conforme a observacio anterior. Logo, se G(A) satisfaz
uma identidade standard, entdo G(A) também satisfaz. Por outro lado, se o

ideal de A gerado por Y for nilpotente, entéo o ideal de A gerado por A1)
também sera nilpotente. Assim, podemos supor, sem perda de generalidade,
que K é algebricamente fechado.

Seja J o radical de Jacobson de A. Uma vez que J é um ideal nilpotente
de A (vide Observagao 8), para obtermos o resultado desejado é suficiente
garantir que A1) estd contido em .J. Suponhamos pois, por contradicio, que
AWM n3o esteja contido em J. Como J é um ideal homogéneo de A, A/.J tem
uma Zs-graduacao induzida, a saber,

(A)(O) A0 4 g (A)<1> AL 4 g

J J J

J

Assim, uma vez que AY Z J, temos que (A/J)) # 0. Ademais, segue do
Lema 1 que G(A/J) satisfaz uma identidade standard.

Como A/J é semissimples (vide Observacao 10), pelos Teoremas 3 e 4
temos que A/J = B; & --- ® B,,, onde cada B; é uma subalgebra homogé-
nea de A/J e, sendo simples como superalgebra, isomorfa a My, (K) ou a
My(K ® Kc),comc* =1, k>1el > 0. Considerando B, = B(O) @ B(l) (a
Zy-graduacdo induzida) e observando que (A/J)M) # 0, devemos ter B )£ 0
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para algum j = 1,--- ,m, donde B; é isomorfa a M ;(K), com [ > 1, ou a
My (K @ Kc), lembrando que My o(K) tem Zs-graduagao trivial.

Assim, segue do Lema 2 que G(B;), e portanto G(A/J), contém uma
subalgebra isomorfa a E, o que contradiz o Exemplo 18. Logo, devemos ter
AL C J, e o resultado segue. ]

Utilizemos agora a proposicao anterior para mostrar que uma variedade
satisfazer uma identidade standard é suficiente para garantir que ela é gerada
por uma algebra de dimensao finita. Isto é o préximo teorema.

Teorema 14. Se uma variedade V satisfaz uma identidade standard, entao
existe uma dlgebra A de dimensao finita tal que V = var(A).

Demonstracao. Seja )V uma variedade satisfazendo uma identidade standard.
Sabemos pelo Teorema 9, que V = var(G(B)), onde B = B® @ BW é uma
superalgebra de dimensao finita.

Observemos agora (vide Proposi¢ao 6) que a componente B (1) gera um
ideal nilpotente de B. Assim, segue que existe m € N tal que qualquer
produto de elementos de B contendo pelo menos m fatores em BM resulta
em zero.

Como a dimensao de B ¢é finita, fixemos uma base 8 = {ay, a2, - ,ax}
de BM. Tomando t = max{k, m}, consideremos A = A® & AW subalgebra
de G(B), onde A®) = BO) EY, A0 = BO @ EY ¢ E, denota a dlgebra
de Grassmann de dimensao finita 2°. Uma vez que as dimensoes de B e F;
sao finitas, segue que A também possui dimensao finita.

Mostremos que V = var(A). De fato, sendo A uma subélgebra de G(B) é
imediato que A satisfaz todas as identidades de G(B). Reciprocamente, seja

f = f(z1,--+ ,2z,) um polinémio multilinear que nao seja uma identidade
para V = var(G(B)). Entdo escolhamos elementos by, by, - ,b, € B,
91,92, " ;0s € E(0)7 iy s Ay * " 5 A, € 6 € hlah27 o 7hn—s € E(l) tais que

f1® g, ,bs®gs,a;, @hy, -+ ,a;, . Qh,_s) #0em G(B). Observemos
que a existéncia de elementos nessas condigoes é garantida pelo fato de que
oconjunto {b@x |be BO 2 FOYU{a,@y |1<i<k,y € EM}
gera G(B) como espago vetorial.

Por outro lado, das relacoes existentes entre os elementos de E© 0 E®M)
conforme visto no Exemplo 4), segue que o produto dos elementos
91,92, s Gs,h1, ha, -+, hy,_s, ordenados de qualquer maneira, a menos de
sinal coincide com o produto ¢1gs - - - gshihs - - h,_s. Assim, devemos ter

f(b1®917 e aain75®hn—s) - fl(bh e 7bsvai17 e aain75)®gl te 'gshl o 'hn—57

para algum polinémio multilinear f;. Como f(b;® gy, ,a;,_ @ h,_s) # 0,
temos que f1(by,--- ,bs, @iy, ,a;,_.) € g1+ gshy - h,_s s80 ndo nulos em
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B e E, respectivamente. Ademais, uma vez que t = maxz{k, m} e qualquer
produto de elementos de B contendo pelo menos m fatores em B(M resulta
em zero, concluimos que n —s < m < t. Por fim, notemos que sendo 1 a
unidade de E, temos

O # fl(b17... 7b87ai17"' 70/7:”75) ®€1"'€n—s
= f<b1®1, ;bs®17ai1 ®e1,,a;, . ®en78)_

Portanto, f nao é uma identidade para A, pois 1 € Et(o) eey,  ,6h s € Elfl),
uma vez que n — s < t. Logo, as identidades de A sao as mesmas identidades
de V e temos o resultado. [

Assim, combinando a equivaléncia mostrada no Teorema 13 e o resultado
anterior, obtemos o seguinte corolario.

Corolario 2. Se uma variedade V € tal que E ¢ V, entao existe uma dlgebra
A de dimensao finita tal que V = var(A).

Embora a versao que apresentamos do Teorema 14 seja suficiente para os
objetivos dessa dissertacao, destacamos, a titulo de curiosidade, que existe
uma versao mais geral deste teorema, a qual apresentaremos a seguir. Para
a demonstragao desse teorema, indicamos a referéncia [9], capitulo 7.

Teorema 15. Para uma variedade V as sequintes condigoes sao equivalentes:
i) V =war(A), para alguma dlgebra A de dimensdo finita;
i1) V = var(A), para alguma dlgebra A finitamente gerada;
i11) V satisfaz uma identidade standard;

iv) E¢V.

Observacao 17. Consideremos A uma K-dlgebra, F uma extensdo de K e
A= A®kgF a extensio de escalares de A. Como K-dlgebras, A e A tém as
mesmas identidades polinomiais (veja a Observagio 15). Logo, A € var(A).

Seja X uma K-dlgebra. Considerando X = X ®x F como F-dlgebra e
supondo que A tenha uma F-subdlgebra D isomorfa a X, temos que D € uma
K -subdlgebra (basta restringir os escalares para K ) de A, donde D € var(A).
Ademais, sendo ¢ : X — D um F-isomorfismo, particularmente ¢ é um
K-isomorfismo. Logo, X Q@ 1p € (X ®k 1p) sao K-dlgebras isomorfas e
o(X®k1p) € uma K-subdlgebra de D. Logo, X @k 1p € var(A), e dai, como
X e X ®k 1p sao isomorfas como K-dlgebras, concluimos que X € var(A).

De posse desses resultados, passemos a demonstracao da caracterizagao
das variedades de expoente 1, que é o principal objetivo deste capitulo.

Teorema 16. Seja V uma variedade. Entao, exp(V) < 1 se, e somente se,
E,UTy(K) ¢ V.
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Demonstragao. Sabemos que exp(E) = exp(UTy(K)) = 2 (vide Exemplo
25).  Assim, é imediato, pela Proposicao 5, que se exp(V) < 1, entao
E,.UTy(K) ¢ V.

Reciprocamente, suponhamos que E,UTy(K) ¢ V. Dai, uma vez que
E ¢ V, pelo Coroldrio 2, existe uma &lgebra de dimensao finita A tal
que var(A) = V. Assim, utilizando a Observacao 17 e observando que
Us(K) ~ Uy(K) ®x K (onde K denota o fecho algébrico de K), podemos

concluir que A = A®x K (como K-élgebra) ndo possui subdlgebra isomorfa
a Uy(K). Ademais, conforme visto na Observacao 15, extensdes de escalares
nao afetam as codimensoes e portanto o expoente de uma algebra. Logo,
exp(A) = exp(A), e assim podemos supor, sem perda de generalidade, que
K é um corpo algebricamente fechado.

Utilizando a decomposigao de Wedderburn-Malcev para A (veja o Coro-
lario 1), podemos escrever A = Ay @ Ay @ --- @ A,, + J, onde Ay, --- | Ay,
sao subalgebras simples e J é o radical de Jacobson de A. Neste caso, como
cada A; é uma &lgebra simples de dimensao finita sobre um corpo algebrica-
mente fechado, temos que cada A; serd isomorfa a uma algebra de matrizes
(veja a Observagao 9), digamos A; ~ M, (K), com n; € N. Observemos
agora que se para algum ¢ = 1,2,--- ,m tivermos n; > 2, entao M, (K) (e
consequentemente A;) ird conter uma subdalgebra isomorfa a UTy(K), o que
¢ uma contradicao, visto que A; € V. Assim, devemos ter n; = 1 para todo
1=1,2,--- ,m,ouseja, Ay ¥ Ay~ -~ A, ~ K.

Recordemos que, conforme comentamos no Teorema 11, o expoente de
VY ¢é dado como sendo o maximo das dimensoes das subalgebras semissim-
ples de A da forma A;, & --- & A;, com {iy,--- ,i.} C{1,---,m} tais que
Ay J - JA;, # 0. Assim, para obtermos o resultado ¢é suficiente mostrarmos
que A;JA; =0, para quaisquer i,7 =1,--- ,m e i # j.

Suponhamos, por contradicao, que existam A; # Aj tais que A;JAr # 0
e consideremos 1; e 15 as unidades de A; e de Ay, respectivamente. Uma vez
que A; ~ K ~ A e A;JA, # 0, existem «, f € K nao nulos e jp € J tais
que

(aB)1ijolz = (a11)jo(B12) # 0,

donde, como « e (8 sao nao nulos, concluimos que 11jy15 # 0.

Observemos também que, na decomposicao de Wedderburn-Malcev, as
subdlgebras A; e Aj sao ideais de A1 ® Ay & --- @ A,,, e como a soma é
direta temos A; Ay = ArA; = {0}. Particularmente temos 1,15 = 1513 = 0,
e consequentemente, considerando uy;; = 11, uge = 1y € u1n = 11J9lo, é facil
observar que

) ,se j=1.
UijUl = { 0 se j 7& [ (206)
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Dai, supondo Ay, --- , A3 € K tais que
)\17,1,11 + )\2U22 -+ )\3’&12 =0 (207)
devemos ter

0=0unn = (Muir + Aoz + Asuga)un
= AMUpUi1 + AUgaty1 + AgUiatng

= A\ugg.

Dai, Ay = 0. Multiplicando agora a equagao (2.0.7) por ugs & esquerda,
podemos concluir que 0 = Aaugg, 0 que implica em Ay = 0. Assim, a equagao
(2.0.7) é reduzida para 0 = Azuj2, 0 que acarreta A3 = 0. Logo, o conjunto
{u11, ug2,u12} € linearmente independente . Ademais, segue de (2.0.6), que
o subespago D = (uj1, U9, u19) é multiplicativamente fechado, e entao D é
uma subalgebra de A.

Por fim, consideremos T': D — UT,(K) a transformacao linear tal que
T'(u;) = Ei;. Observemos que, como 7' é linear e {Eyy, Ea, Ep} C ImT),
temos T sobrejetiva. Assim, do Teorema do Nicleo e da Imagem segue que

3 = dim D
= dim Ker T +dim Im T
= dim Ker T+ 3.

Logo, dim Ker T = 0, e consequentemente 7' é injetiva. Portanto, 7" é um
isomorfismo de espagos vetoriais. Ademais, é imediato da relagao (2.0.6) que
T é um homomorfismo de élgebras (veja no Exemplo 3 o produto E;;Ejy,).
Logo, D ~ UTy(K), o que é um absurdo, pois D € V e ULlL(K) ¢ V.
Portanto, A;JA; = 0, para quaisquer i,k = 1,--- ;m e i # k. O que nos
permite concluir que exp(V) < 1, e temos o resultado. ]

Concluimos este capitulo juntando o teorema anterior e o Exemplo 24
para concluir o corolario a seguir .

Corolario 3. Uma variedade V tem expoente igual a 1 se, e somente se,
E,UTy,(K) ¢V eV contém alguma dlgebra ndo nilpotente.

48



Capitulo 3

Variedades de Algebras
Associativas de Expoente 2

Como mostramos no capitulo anterior, em 1979 Kemer caracterizou as
variedades de expoente 1 em termos de algebras que essas variedades nao
podem conter. Posteriormente, no ano de 2000, os matematicos Giambruno e
Zaicev, fazendo uso do Teorema 12, conseguiram um resultado, semelhante ao
obtido por Kemer, para variedades de expoente 2, ou seja, eles conseguiram
caracterizar as variedades de expoente 2 em termos de algebras que nao
podem pertencer a essas variedades.

Neste capitulo iremos mostrar detalhadamente esta classificacao para as
variedades de expoente 2, assim como apresentaremos uma demonstracao da
mesma. Para este fim, iremos considerar inicialmente a algebra de Grass-
mann FE munida da sua Zs-graduagiao natural (veja Exemplo 11), ou seja,
E=E9aEM onde EO® ¢ EM denotam os espacos vetoriais gerados pelos
produtos de e;’s de tamanho par e impar, respectivamente.

Consideremos também as seguintes dlgebras sobre K, que serd um corpo
de caracteristica zero ao longo de todo este capitulo:

E F T

1)Al:(o E<°)>:{(o ‘Z)/WGE, ZGE“”};
(0)

2)A2:<E0 @:{(3 Z)/y,zeE,er(O)};

3) A = UT3(K), a algebra das matrizes 3 x 3 triangulares superiores
sobre K;
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4) Ay = My(K), a dlgebra das matrizes 2 x 2 sobre K;

5) As = My, (F) = {(Z 2) /a,deE““ , b,ceE(l)}.

A caracterizacao das variedades de expoente maior que 2 serd dada pelo
seguinte teorema:

Teorema 17. Sejam K um corpo de caracteristica 0 e V uma variedade de
K-dlgebras associativas. Entdo, exp(V) > 2 se, e somente se, A; € V para
algum i € {1,2,3,4,5}.

Assim, temos que exp(V) < 2 se, e somente se, Ay, Ao, A3, Ay, A5 ¢ V.
Além disso, juntando-se este teorema com o Teorema 16 teremos a caracte-
rizacao das variedades de expoente 2.

Mostraremos também que, no sentido do Teorema 17 a lista anterior de
algebras nao pode ser reduzida.

Portanto, considerando V; = wvar(A4;), para i = 1, 2, 3, 4, 5, vamos
concluir que Vi, Vs, V3, V, e V5 sao as unicas variedades minimais de ex-
poente maior que 2, no sentido de que, para cada i € {1,2,3,4,5}, temos
exp(V;) > 2 e para toda subvariedade prépria W de V;, vale exp(W) < 2.

Antes de demonstrarmos o Teorema 17, iremos calcular os expoentes das

variedades Vi, Vs, V3, V4, Vs.
Proposicao 7. Considere a subdlgebra de Ms(K)

a 0 b
D = 0 ¢ d /a,b,c,d,eEK
0 0 e
munida da sua Zs-graduacio D = D© @& DY onde
z 0 y r 0 s
DO =10 z y /x,y,zEK eDW =0 —r —s /T,SGK.
0 0 =z 0O 0 O

Entao, G(D) ~ Ay e exp(A;) = exp(G(D)) = 3.

Demonstragao. Inicialmente, calculemos G(D). Para tal, consideremos a
subdlgebra X de M3(F), onde

a+r 0 b+s
X = 0 a—7r a—s /a,b,cEE(O),r,seE(l) ,

0 0 c
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o subespago

s
I
coe
oo o

b
b /a,b,cGE(O)
c

e a aplicacao

fo: DY x E© 5 X,
z 0 y reg 0 yeg
0 z yl,eol — | 0 ey yeo
0 0 z 0 0 =zep

Assim, uma vez que f é bilinear, pela propriedade universal (vide Exemplo
7), existe uma tnica transformacio linear ¢, : D ® E© — X tal que

z 0 y reg 0 yeo
Yo 0 2z y|l®e | =1 0 zeg weo
0 0 =z 0 0 zeg

Ademais, definindo

Yo : Xo — DO @ E©
0 b
a b
0 ¢

o O 2

— (Bl + Ep)®@a+ (Eiz3+ Eys) @b+ Ess®c

é facil ver que 1)y é linear. Além disso, para quaisquer a,b,c,eq € E©,
x,y,z € K, temos

a 0 b
oot [ |0 a b =
0 0 ¢
= po((E11 + Exn) ®a+ (B3 + Ea3) @b+ Es3 @ ¢)
a 0 0 0 0 b 0 0 0
=10 a O] +(0 O 6]+10 0 O
000 0 0 0 0 0 ¢
a 0 b
=10 a b
0 0 ¢
x 0y
o © Yo 0 2 y|®e | =
0 0 =z
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reg 0 yeq

= g 0 ey yeo
0 0 zeg

= (Ey1 + Eg) @ xeg + (Ers + Ea3) ® yeo + Es3 ® zeg
= .Z‘(EH + E22) (029 €0 + y(E13 + E23) X €0 + ZE33 X €0

x 0 y
=10 2z y| ®eg.
0 0 =z

Portanto, o é um isomorfismo de espacos vetoriais, com ¢y = ).
Analogamente ao feito para g, considerando o subespaco de X

zx 0 y
X, = 0 —z —y /x,yGE(l) ,

0 0 O

pela propriedade universal ird existir uma transformacao linear

@Y1 - D(l) &® E(l) — X1

z 0 Y zrey 0 yer
0 -z —y| ®ey — 0 —xe1 —ye;
0 0 0 0 0 0

Ademais, de modo anélogo ao feito acima, mostra-se que ¢; é um isomorfismo
de espacos vetoriais, com inversa

v - X1 — DY @ EW

r 0 S 1 0 O 00 1
0O —r —s]+— |0 -1 0|®r+{(0 0 —-1] ®s.
0 0 0 0O 0 O 00 O

Observando que G(D) = (DO EMa(DMWeEW) e X = Xq@X,, podemos
concluir que ¢ : X — G(D) dada por

a+x 0 b+y a 0 b xr 0 vy
P 0 a—x b—y | =% |0 a b]+¢1 [0 —x —y
0 0 c 0 0 ¢ 0 0 0

= (B +Ey»)@a+ (E13+ Ea3) @b+ Ess@c+ (B — Ey) @+ (B3 — Ea3) ®.

¢ um isomorfismo de espacos vetoriais. Mostremos agora que 1 é na verdade
um isomorfismo de dlgebras. De fato, dados a,b,c,d,e, f € E© e 2,y u,v €
EWM | temos
a+x 0 b4y d4+u 0 e+w
Y 0 a—z b—y 0 d—u e—v =
0 0 c 0 0 f
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(a+2)(d+u) 0 (a+z)(e+v)+(b+y)f

= 0 (a—z)(d—u) (a—z)(e—v)+(b—y)f
0 0 cf
ad + xu + au + xd 0 ae +zv+bf +av+xe+yf
= 0 ad+zu —au—2xd ae+zv+bf —av —ze—yf
0 0 cf

= (B + Ey) ® (ad + zu) + (Ei3 + Ea3) ® (ae + xv +bf) + Es3 ® cf +
+(E11 — Fy) @ (au + xd) + (E13 — Ea3) ® (av + ze + yf)

= [(E11+Exn)@a+ (Ei3+ Ea) @b+ Esz@c+ (B — Ea) @+ (E13— Ea3) @y)-
[(Ey1+ Eg) @d+ (Ei3+ Fa3)@e+ B33 @ f + (B — Egg) @u+ (E13 — Eg3) @]

a+x 0 b4y d4+u 0 e+4w
=1 0 a—z b—y | 0 d—u e—v
0 0 c 0 0 f
E consequentemente,
a+r 0 b+s
G(D) ~ 0 a—7r b—s /a,b,cEE(O)er,seE(l)
0 0 c

Por fim, mostraremos que G(D) ~ A;. Para tal, consideremos a aplicacao

0 : X — A
a+r O b+ s b
0 a—7r b-—s r—><aar _S),
0 0 c ¢

e observemos que 6 é linear. Além disso, como E = E© ¢ EM | é imediato
que 6 é sobrejetiva. Supondo agora a,b,c € E© e r s € EW tais que

Ga?)—ragrzjz—oo
~\0 0

0 0 c

devemos ter ¢ = 0, a = r, e b = s, donde segue que
a =b=c=r=s5=0,uma vez que O N EY = {0}. Logo, 0 é
um isomorfismo de espacos vetoriais. Ademais, dados a,b,c,d, e, f € E© ¢
r,s,u,v € ED | temos

a+r 0 b+ s d+u 0 e+v
0 0 a—r b—s 0 d—u e—v =
0 0 c 0 0 f
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=0 0 (a—r)(d—u) (a—r)le—v)+(b—3s)f
0 0 cf
:((a—f‘)(d—U) (G—T)(e—v)+(b—8)f)
0 cf
(a—r) (b—29) (d—wu) (e—w)
(407 ()
a+r 0 b+s d+u 0 e+w
=46 0 a—r b—s 0 0 d—u e—wv
0 0 c 0 0 f

Isto garante que ¥ é um isomorfismo de algebras, e consequentemente
A} ~ X ~G(D) e exp(A;) = exp(G(D)).

Calculemos agora exp(G(D)), e para tal observemos que considerando

K

0 0
Cy = K 0] =(FE1n + Ex, E11 — Ey)
0 O

0
0
munida da Zs-graduacao C; = C’fo) &) C’{l), onde

O = (Byy + En) e C1Y = (Ey — E)

temos que C é uma superalgebra simples e uma subdlgebra homogénea de
D. Considerando agora

munida da Zs-graduacao Cy = Céo) &) C’Q(l), onde
3" = (By) e G5 = {0}
nota-se facilmente que C5 é uma superdlgebra simples uma subalgebra ho-

mogénea de D. Por fim, observemos que

J=J(D) =

o O O

0 K
0 K
0 0

ASSiIIl, D= (Cl @CQ) -+ J, com Cleg 7£ O, pois Ei3 = E11Ei13Es3 € ClJCQ.
Ademais, uma vez que J? = {0}, segue do Teorema 12 que
exp(A;) = exp(G(D)) = dim(C, & Cy) =3

L]

o4



Proposicao 8. Considere a subdlgebra de M3(K)

a b c
D, = 0 d o0 /a,b,c,d,eEK
0 0 e
munida da sua Zs-graduacao Dy = Déo) & D;l), onde
zZ Yy 0 r —r
Dgo): 0 =z O /x,y,zEK eDgl): 0 s O /T,SGK.
0 0 = 0 0 —s

Entao, G(Ds) =~ Ay e exp(As) = exp(G(D3)) = 3.

Demonstragao. Inicialmente, calculemos G(D,). Para tal, consideremos a
subdlgebra X de Mj3(F), onde

a b+r b—r
X = 0 c+s O /a,b,C€E<O),T,SEE(1) ,
0 0 c—s
o subespaco
a b b
Xo=<10 ¢ 0 /a,b,ceE<U>
0 0 ¢
e a aplicagao
fo: DY x BO — X,
AN Z€y Yeo Yeo
0z 0,9 — 1 0O zeg O
0 0 =z 0 0 =zeg

Assim, uma vez que f é bilinear, pela propriedade universal (vide Exemplo
7), existe uma tunica transformacao linear ¢y : D;O) ® E© — X, tal que

zZ Yy vy Z€y Yeo Yeo
©o 0z 0|l ®e | =0 zeg O
0 0 «x 0 0 zeg
Ademais, definindo
wo . X0—>D£O)®E(O)
a b b
0 ¢c O »—>E11®a—l—(E12+E13)®b~|—(E22+E33)®c,
0 0 c
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é facil ver que 1)y é linear. Além disso, para quaisquer a,b,c,eq € E©,
x,y,2 € K, temos

a b b
©o © Py 0 c O =
0 0 ¢
=po(Enn ®@a+ (Eg+ E13) @b+ (Fa + E33) ® ¢
a 0 0 0O b b 0 00
=10 0 O0O)J+10 O O]+10 ¢ O
0 00 0 0 0 0 0 ¢
a b b
=10 ¢ O
0 0 ¢

= E11 ® zeg + (B2 + Ei3) @ yeo + (B + Es3) ® zeg
= 2B ®@eg+ y(Er2 + Ei3) @ eg + 2(Ea + Es3) ® €

Yy
= 0 T 0 ® €o -
0 0 =z
Portanto, o é um isomorfismo de espacos vetoriais, com ¢y = ).
Analogamente ao feito para g, considerando o subespaco de X

0 » —=x
X, = 0y 0 /x,yeE(l) ,
0 0 —y

pela propriedade universal ird existir uma transformacao linear

o1: DV @ EM — X,

0 z —x 0 ze;y —ze
0y 0 |®err— 10 yeq 0
0 0 —y 0 0 —ye
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Ademais, de modo anélogo ao feito acima, mostra-se que ¢; € um isomorfismo
de espacos vetoriais, com inversa

wl : X1 — Dél) & E(l)

0 r —r 01 —1 00 O
0s O0)J+— 100 O0]®r+]01 0 |®s.
0 0 —s 00 0 0 0 —1

Observando que G(D,) = (DY) @ E@) @ (DY @ EM) e X = Xy & X7,
andlogo ao feito na Proposigao 7, podemos concluir que ¢ : X — G(D)

dada por
a b+zr b—u a b b 0 =z —x
vl 0 c+y O = (0 ¢ O+ |0 v O
0 0 c—y 0 0 ¢ 0 0 —y

= FEn®a+ (Fio+ E13) @b+ (Fy+ Es3) @c+ (B2 — E13) @+ (Eog — F33) ®y.

¢ um isomorfismo de algebras.
Por fim, mostraremos que G(D3) ~ Ay. Para tal, consideremos a aplica-
cao

02X—>A2
a b+r b—r b
0 c+s 0 »—>(8 C_Z),
0 0 c— s

e observemos que @ é linear. Além disso, como F = E© ¢ EMW ¢ imediato
que 6§ é sobrejetiva. Supondo agora a,b,c € E© e r s € EM tais que

a b+r b—r 00
010 c+s O = (O O)
0 0 c—s
devemos ter a = 0, b = r, e ¢ = s, donde segue que
a=b=c=r=s5=0,uma vez que £O N EY = {0}. Logo, 0 é
um isomorfismo de espacos vetoriais. Ademais, dados a,b,c,d, e, f € E© e
r,s,u,v € EM | temos

a b+r b—r d e+u e—u
0 0 c+s O 0 f+v 0 =
0 0 c—s 0 0 f—v

ad ale+u)+ b+7r)(f+v) ale—u)+ (b—7r)(f—0)
=010 (c+s)(f +v) 0
0 0 (c—s)(f —v)
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ad a(e —u)+ (b—r)(f —v)
( )

0 (c=s)(f—v)
_(a b—r d e—u
- \0 ¢c—s/\0O f—w
a b+r b—r d e+u e—u
=40 0 c+s 0 0 0 f+v 0
0 0 c¢c—s 0 0 f—v

Isto garante que 6 é um isomorfismo de &algebras, e consequentemente
Ay ~ X ~ G(Dy) e exp(As) = exp(G(Dy)).
Calculemos agora exp(G(Ds3)), e para tal observemos que considerando

K 00
Ci=10 0 0] =(En)
0 00

munida da Zs-graduacao C; = Cfo) &) C’fl), onde
O = (Bn) e ¢V ={0}

nota-se facilmente que C; é uma superalgebra simples e uma subalgebra
homogeénea de Ds.
Considerando agora

Cy =

o O O

0 0
K 0| = (Fy+ Es3, By — Es3)
0 K

munida da Zg-graduagao Cy = C’éo) D 02(1), onde
O3 = (Eay + Egs) e CY = (Eyy — Es)

temos que C5 é uma superalgebra simples e uma subalgebra homogénea de
D,.
Por fim, observemos que
0 K K
J=JDy)=10 0 0
0 0 0
Assim, D2 = (Cl@02>+J, com 01JCQ # 0, pOiS E22 = E11E12E22 & 01JCQ.
Ademais, uma vez que J? = {0}, segue do Teorema 12 que
exp(As) = exp(G(D2)) = dim(Cy & Cy) =3
]
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Proposicao 9. Sendo UT3(K) a dlgebra das matrizes triangulas superiores
de ordem 3, temos exp(UT5(K)) = 3.

Demonstracao. Inicialmente obersevemos que UT3(K) = By @& By © Bs + J,
com B; = (Ey;) parai=1,2,3 e J = J(UT3(K)) dado por

0 K K 0 z vy
J=10 K| = 0 0 =z /x,y,zeK
0 0 00

Observemos que B; ~ K para todo i = 1,2,3, e consequentemente B; é
simples. Além disso, observemos que E33 = E1 FioFoyFa3Fs3 € B1JByJ B3,
e portanto By JByJB3 # {0}. Assim uma vez que J = {0}, temos, pelo
Teorema 11, que exp(UT3(K)) = dim (B, & By ® B3) = 3. O

Para célculo do expoente de V; e Vs, faremos uso do préximo teorema,
cuja demonstracao pode ser encontrada em [9].

Teorema 18. Para quaisquern,l,k € N, sendo E a dlgebra de Grasmmann,
temos exp(M,(K)) = n? e exp(M1(E)) = (1 + k)?
Logo, pelo teorema anterior, temos exp(My(K)) =4 = exp(My1(E)).
Passemos entao a demonstracao do Teorema 17.

Demonstragao. Suponhamos exp(V) > 2. Conforme visto no Teorema 9,
existe uma &lgebra Z,-graduada de dimensao finita B = B® @& BW tal que
V =wvar(G(B)), onde G(B) é a envoltéria de Grassmann de B. Além disso,
pela  decomposicao obtida no Teorema 3, podemos considerar
B =B &B,®---® By, + J, onde k € N, J é o radical de Jacobson
de B e By, By, .-+, By sao subalgebras de B homogéneas com respeito a
Zo-graduacao, que sao simples como superalgebras. Pela Observagao 11, te-
mos B;B; = {0} para i # j.

Para cada i =1,2,--- , k consideremos também a Z,-graduacao induzida
B, = Bi(o) & B;Y. E uma vez que o radical de Jacobson também é homogéneo
em relacao a Zs-graduacao de B, podemos considerar a sua Zso-graduacao
induzida J = J© g JO.

Considerando agora K o fecho algébrico de K e a K-algebra B = By K,
com sua Zy-graduacdo natural, temos G(B) ~ G(B) ®k K, de acordo com a
Observagao 16. Portanto, a n-ésima codimensdo de G(B) sobre K coincide
com a n-ésima codimensao de G(B) sobre K, para todo n € N, uma vez que
uma extensao de escalares nao altera as codimensdes de uma algebra (vide
Observacio 15). Dai, segue que o expoente de G(B) sobre K coincide com o
expoente de G(B) sobre K. Agora, de posse do que foi feito na Observagao 17,
basta mostrar que G(B) possui alguma subalgebra isomorfa a A; = A; @ K
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(a qual é isomorfa & dlgebra A; definida sobre K) para algum i = 1, 2, 3, 4,
5. Desta forma, podemos assumir que K ¢é um corpo algebricamente fechado.

Voltemos agora a tratar da decomposicao de Wedderburn-Malcev de B,
mais especificamente das componentes B; (que sdo superdlgebras simples),
presentes na decomposicao de B.

Uma vez que cada B; é uma superalgebra simples de dimensao finita e
estamos supondo K algebricamente fechado, pelo Teorema 4 devemos ter B;
isomorfa a uma das seguintes algebras:

I) Ma,b(K) = {(ﬁn ﬁ12> }a onde a > 0, b > 0, Ay, Ay, Ao1, Agp sdo
21 Ao
matrizes a X a,a x b,b x a,b x b, respectivamente, e M, (K ) é munida da
graduagao

w0 ={(6 )} o0 -{(a, )}

IT) My(K @ Kc), onde ¢* = 1, munida da graduagao
M (K) = My(K) . My (K) = My(K)e

Observemos agora que se B contém uma componente simples B; do
tipo I, deve ocorrer umas das seguintes possibilidades: a > 2, b > 2 ou
a e b ambos menores que 2. Se a > 2 ou b > 2, entao a componente
BY ~ M éob) (K) ird conter uma subdlgebra A isomorfa a M(K). Portanto,

uma vez que a unidade de E pertence & componente E©), a dlgebra M, dada
por M = A ®g 1g, onde 15 denota a unidade de E, é uma subdlgebra de
B,L»(O) QK E©, que por sua vez é uma subslgebra de G(B;). Ademais, como
M ~ A ~ My(K), segue que G(B;), e consequentemente G(B), contém uma
subdlgebra isomorfa a My(K) = Ay, e temos o resultado nesse caso.

Tratemos agora do caso a = b = 1. Neste caso, temos que
B, ~ M (K) = My(K), com sua Z; graduagao natural (vide Exemplo
10). Recordemos agora que calculamos G(M;(K)) no Exemplo 14, e assim
temos que G(B;) ~ G(My(K)) ~ M;1(E) = A;, donde G(B) conterd uma
subdlgebra isomorfa a As, e o resultado segue.

Consideremos agora o caso em que B contém uma componente simples B;,

do tipo 11, com N > 2. Nestas condicoes, uma vez que Bi(o) ~ My(K), temos
(0)

que B;” ird conter uma subalgebra isomorfa a Ms(K'). Logo, prosseguindo
analogamente, como feito no caso em que Bfo) ~M éob), coma>2oub>2,
concluimos que se N > 2, entdo G(B;), e consequentemente G(B), contera

uma subdlgebra isomorfa a A4, e temos o resultado.
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Resta agora tratar dos casos em que cada componente simples B; de B é
do tipo I, com a =1 e b= 0, ou do tipo /I, com N = 1. Isto é, trataremos
dos casos em que as componentes simples de B sao isomorfas as algebras
M o(K) ~ K (com Zy graduagao trivial) ou M;(K) & My(K)c~ K & Ke.

Para analisar estes casos, recordemos que conforme comentamos no Teo-
rema 12, o expoente de V é dado como sendo o maximo das dimensoes das su-
balgebras semissimples de B da forma B; & --- @& B; tais que
B, J---JB; # 0, onde J é o radical de Jacobson de B. Assim, uma vez
que exp(V) > 2, dim K =1 e dim (K & Kc) = 2, podemos assumir que
ocorre uma das seguinte possibilidades:

(1) existem distintos 4, [ tais que B;JB; # 0, onde B; ~ K& Kce B, ~ K

(2) existem distintos 4, [ tais que B;JB; # 0, onde B; ~ K e B, ~ K® K

(3) existem distintos 4,j,0 tais que B;JBJB,, # 0 e
B~ B~ B; ~ K;

(4) existem distintos 4, [ tais que B;JB; # 0, onde B; ~ B, ~ K & Kec.

Suponhamos que ocorra (1), isto é, que existem i # [ tais que B;JB; # 0,
onde B; ~ K & Kc e B, ~ K. Entao, existem a + bc € B; (com a,b € K e
c € B; é tal que ¢ = 1p,), j € J e x € B tais que (a + bc)jz # 0. Observe
que na expressao a + bc, a denota alp,. Particularmente, sendo 13 a unidade
de B, devemos ter

0+ (a+bc)jr = (a+bc)j(lsz) = ((a+ be)jls)x

donde (a + bc)jls # 0.

Recordando agora que J = J© @ JO) | existem jo € J© e j; € JU), tais
que j = jo + J1, € assim

0# (a+bc)jls = (a+be)(jo + j1)ls = ((a + be)jols) + ((a + be)jils),
e portanto (a+bc)jols # 0 ou (a+bc)ji1s # 0. Mais ainda, se (a+bc)j115 # 0,
como ¢ = 1p., temos

0 # (a + bc)ji1l3 = (ac+ b)cji1s.

Portanto, como ¢ € B e j; € JW, temos ¢j; € J©. Logo, sem perda de
generalidade, podemos assumir que existem (a4 bc) € B; e jo € J(© tais que
(CL + bC)jglg 7& 0.

Observemos agora que considerando 1 = 1p,, temos

1+¢ 1—c at+ac+b+bc+a—b—ac+ be
(a+0b) 5 + (a—0) 5 5

2(a + bc)
2
= a+bc.



Assim, (a+bc) = (a+b)uiy + (a — b)ugs, onde uyy = £ e upy = 15¢ . Além

2
disso, temos

U1yl =

= U22

1+c\ [(1+c l+c+c+c 2(1+¢)
2 2 = = :U’ll

4 4
1—c l—c—c+c 2(1-¢)
4 4

1+c¢ 1—c¢c l4+c—c—¢?
Up1U22 = = = 0 = uguqy

2 4

Ademais, uma vez que {1,c} é uma base para B;, segue que {ui, ug} é
linearmente independente. Temos uq1 + g =1 € BO) wuyqy —ugp =c € BW.
Consideremos agora ugz = 13 e observemos que temos B;B; = B;B;{0}.

Particularmente, wuqius3 = ussu1r = Ugslizs = uUsgglee = 0. Mais ainda,
{11, uge,u33} é linearmente independente, pois uji,uss € Bj,uss € Bj e
Tomando w13 = u11jouss € Usg = Ugejouss, € facil observar que
Uiy, S€ ] =1
K { 0 ,sej#I ( )

Além disso, como 1, 13 € B e ¢ € BW, temos uy3 + g = 1jols € BO
e U3 — U = cjols € BW. Dai, se uj3 = 0, terfamos usg = 0, 0 que nos
daria (a + bc)jols = a(uiz + ua3) + b(uyz — ugs) = 0, uma contradigao. Logo,
concluimos que u13 € us3 devem ser nao nulos.

Dai, supondo Ay, --- , A5 € K tais que

)\1U11 + )\2U22 + )\3’&33 + /\4’LL13 + )\5u23 =0 (302)
devemos ter

0=0u;; = (Aurr + Aguga + Asuss + Agurs + Asuag)uns
= MuUpiug; + AaUgotyr + Azusztgg + Mgzt + AsUasting

= A\uq;.

Donde, A; = 0. Multiplicando agora a equagao (3.0.2) por ug (pela direita),
podemos concluir que 0 = Astiao, 0 que implica em Ay = 0. Assim, prosse-
guindo analogamente, concluimos que Ay = Ay = A3 = A\y = A5 = 0. Logo, o
conjunto {uqy, uge, Uss, U13, Usz} é linearmente independente. Ademais, segue
de (3.0.1), que o subespago A = (uy1, Ugg, ug3, U3, Uzz) é multiplicativamente
fechado, e portanto A é uma subdlgebra de B, homogénea com respeito a
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Zo-graduacao. De fato, temos uip + g, s + Uz, uzzs € A N BO e
Uy — Uz, Uy — gz € AN BW. Como {ur1 + ugg, urs + uas, uss, Ui — Uoz, Urz —
g3} é base de A, temos A = AQPAD onde A = ANB® e AV = ANBW.
Logo, G(A) é subélgebra de G(B).

Consideremos agora a algebra

K 0 K
D=0 K K
0 0 K

munida da sua Zy-graduacao D = D@ @ DM onde

z 0 y r 0 s
DO =X10 z y /x,y,zEK e DD =210 —r —s /T,SGK )
0 0

z 0 0 O

Consideremos também a transformacao linear T : D — A, dada por
T(En) = ui, T(Ey) = ug, T(Es3) = uss, T(E13) = uiz e T(Ey3) = ugs.
Observemos que, como T é linear e {uy1, g, ugs, w13, uez} C ImT, temos T'
sobrejetiva. Assim, do Teorema do Nucleo e da Imagem, segue que

5 = dim A
= dim Ker T +dim Im T
= dim Ker T+5

Logo, dim Ker T = 0, e consequentemente 7" ¢ injetiva. Portanto, T" é
um isomorfismo de espacos vetoriais. Mostremos que 7' é um homomorfismo
Zy-graduado de élgebras. De fato, dados Ej;, By, € D, se 7 = [, entao
T(Ez]Elk) = T(Ezk) = Ui = UijUe = T(EZ])T(Elk>, [§ sej 7é l, entao
T(Ei;Ey) =T(0) =0 = ujwy, = T(E;)T(Ey). Além disso, percebamos que
DO = (Ei1+ Eg, Es3, Evg+ Ebg) e DW = (Ev — Eag, Ehg — Ess), e que vale

T(Ell + E22) =uy tup=1¢ A(O),

T(Fs3) = ugz = 13 € AO)
T (B3 + Eas) = w13 + gz = Ljolz € A,
T(Ey — Fa) = uyy — ugy = c € AW,
T(Ey3 — Ea3) = u13 — ugg = cjols € A(l),

donde T(D®) € A® e T(DW) C AWM. Portanto, T é um isomorfismo
Zo-graduado de algebras, e por conseguinte, G(D) ~ G(A).

63



Por outro lado, na Proposigao 7, mostramos que G(D) ~ A;, e portanto
G(B) possui alguma subdlgebra isomorfa a A;, donde A; € V e temos o
resultado para o caso em que ocorre (1).

Tratemos agora, do caso em que ocorre (2), isto é, que existem i # [, tais
que B;JB; # 0,onde B; ~ K e B ~ K& Kec. Entao, existem a+bc € B; (com
a,b€ K ece By étal que ? =1p,)), j € J ex € B; tais que zj(a + bc) # 0.
Particularmente, sendo 1; a unidade de B;, devemos ter

0 # (z1y)j(a+ be) = z(11j(a + be))

donde 1yj(a + be) # 0.
Observemos que, como J = J© @& JO | existem jo, € J© e j; € JV, tais
que j = jo + J1, € assim

0 # 11j(a +be) = 11(jo + ji)(a + be) = (11jo(a + be)) + (11j1(a + be)),

donde, 1yjo(a + bc) # 0 ou 11j1(a + be) # 0. Além disso, se 11j;(a + be) # 0,
como ¢? = 1p,, temos

0 7& 11j1(a + bC) = 11j16(CLC + b)

Portanto, como ¢ € B e j; € JW, temos c¢j; € J©. Logo, sem perda de
generalidade, podemos assumir que existem (a4 bc) € B; e jo € J(© tais que
11jo(a + be) # 0.

Consideremos 1 = 1p, e notemos que, usando argumentos semelhantes aos
utilizados no caso em que ocorre (1), podemos concluir, definindo u;; = 1,

__ 14c _1—¢ _ . . .
= 5, U3z = 5, U2 = U11JoU22 € U1z = U11JoU33, qUE

] oug ,se =1
iU, =

U22

0 ,sej#l "’

que o conjunto {uyq, uge, Uss, U3, Uz} € linearmente independente e que o su-
bespaco

A = (uy1, ugg, ugs, Uz, ugg) é multiplicativamente fechado, donde segue que A
¢ uma subalgebra de B. Além disso, A é homogénea com

A(O) = <U11, Ugg + U3z, U13 + U23> € A(l) = <U12 — U13, U22 — U33>-

Logo, G(A) é subalgebra de G(B).
Consideremos agora a algebra



munida da sua Zy-graduacao Dy = Déo) & Dél), onde

zZ Yy y 0 r —r
D§0): 0 z O /x,y,zEK eDgl): 0 s O /T,SEK )
0 0 x 0 0 —s

Consideremos também a transformacao linear T : Dy — A, dada por
T(Ew) = uin, T(Eg) = ug, T(Es3) = uss, T(E12) = uiz e T(E3) = ws.
Como T é linear e {uyy, ugg, uss, u12,u13} C Im T, decore que T' sobrejetiva.
Assim, do Teorema do Nucleo e da Imagem, segue que

5 = dim A
= dim Ker T +dim Im T
= dim Ker T+ 5.

Logo, dim Ker T = 0, e consequentemente 7' é injetiva. Portanto, T' é
um isomorfismo de espacos vetoriais. Mostremos que 7' é um homomorfismo
Zo-graduado de algebras. De fato, dados E;j, By, € Do, se j = [, entao
T(Ei;Ex) = T(Ey) = ugp = wjug = T(E;)T(Eg), e se j # 1, entao
T(EijEy) = T00) = 0 = ujjuy = T(E;)T(Ey). Além disso, dado que
Déo) = (B, By + Es3, i+ Ei3) e DW = (Evg — Eh3, Eyy — E33), e vale

T(EH) = U1l = ].1 c A(O),

T(Eay + Fs3) = ugy +ugs = 1 € A©,
T(Erg + E13) = uig +wiz = 1yjol € A
T(E1s — Ey3) = uyy — uys = 1yjoc € AW,

T(Eg — E33) = ugy —ugs = c € AWM,

temos que T(Déo)) C A ¢ T(Dél)) C AWM. Portanto, T é um isomorfismo
Zs-graduado de algebras, e por conseguinte, G(Dsy) ~ G(A).

Por outro lado, na Proposi¢ao 8, mostramos que G(Ds) ~ As, e portanto
G(B) possui alguma subdlgebra isomorfa a Ay, donde As € V, e temos o
resultado para o caso em que ocorre (2).

Suponhamos agora que vale (3), ou seja, existem distintas B;, B, e By
tais que B;JB;JBy # 0, com B; ~ B; ~ B, ~ K. Assim, como nos outros
casos, sendo 11, 15 e 13 as unidades de B;, B; e By, respectivamente, existem
do,jo € JO e g1, 41 € JW, tais que 1;(jo + j1)12(j5 + §1)15 # 0. Logo, ao
menos um produto da forma 117,155%13, com 7, s € {0,1}, é nao nulo.

Fixados r, s nessas condicoes, definamos w1 = 11, us = 1o, u3z = 13,

_ i - ) . . . B
U2 = U11])rU22, U13 = U11]rU22)U33 € U23 = U22],U33. Como ujou9s = i3 7é 0,
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temos w12 e us3 também nao nulos. Repetindo o raciocinio utilizado nos casos
anteriores, mostra-se que {uqy, us2, Uss, U1z, U1, Uz} € linearmente indepen-
dente. Ademais, observando que

I ,se =1
GUETL00 Lsej Al

concluimos que D,s = (uq1, Uga, g3, U2, U3, Ugz) ¢ multiplicativamente fe-
chado, e portanto uma subalgebra de B.

Estudaremos agora, separadamente, as possibilidades para r, s € {0,1} e
0 que ocorre com a algebra D,, em cada uma dessas possibilidades.

Inicialmente, suponhamos » = s = 0, e notemos que nesse caso temos
11,19,13, 4., 4% € B, Dai, D,, € B e portanto D,,®1g é uma subalgebra
de G(B) isomorfa a D,.

Tomando agora a aplicagao linear T : D,;, — UT3(K), dada por
T(Uzj) = Eij; temos <E11, EQQ, E33, E12, Elg, E23> g Im T, edai T é sobreje—
tiva. Além disso, uma vez que dim D,; = dim UT3(K), segue do Teorema
do Ntcleo e da Imagem que T é bijetivo. Ademais, observando que

o Juik yseg=l
uz]ulk—{ 0 ,sej;él’

é facil ver que T'(ujju) = T'(ui;)T (wy), e assim T' é um isomorfismo de
algebras. Portanto, G(B) contém uma subélgebra isomorfa a UT5(K).

Suponhamos agora que r = 0 e s = 1, e notemos que neste caso j, € J©
e ji € JU donde {uyy, uiz, g, uss} C B e {ugs, u13} € BY. Tomando
entdao DY = D,, N B©® = (u11, ur2, U2, us3) € DY = D,,nBW = (u13, u23),
temos que D, = DY ¢ DY 6 uma subalgebra homogénea com respeito a
Zo-graduacao de B. Assim, G(D,s) é uma subélgebra de G(B).

Fixado z € EW, nao nulo, tomemos v1; = uy; ® lg, v = U2 @ 1g,
Vi3 = U3 ® T,V = Uy @ lp,v93 = Uy ® 7,033 = uzz ® 1g. Temos
B = {vi1, V22, U3, V12, V13, Vag} C G(Dyy), sendo {ui1, uga, Uss, 12, U1, Uag} C
D,s e {lg,z} C E sao linearmente independentes, concluimos que (3 é linear-
mente independente (veja o Exemplo 7). Ademais, considerando
D = (v11, v99, 33, V12, V13, Va3) € observando que

o Juw yseg=l
Uzﬂ)lk{ 0 ,sej#l s (303)

temos D multiplicativamente fechado, e portanto D é subélgebra de G(D,.).
Além disso, seja S : UTs3(K) — D a transformacdo linear tal que
S(En) = v, S(E12) = vi2,S(E13) = v13,S(Ea) = vy, S(FHa3) = vo3 €
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S(FE33) = vsz. Entao, como S é linear e {vy1, v9g, 33, V12, V13, V23} € Im S,
segue que S é sobrejetiva, e portanto, uma vez que dim D = dim UT3(K),
pelo Teorema do Nucleo e da Imagem concluimos que S é bijetiva. Além
disso, por (3.0.3), podemos inferir que S, na verdade, é um isomorfismo de
algebras. Logo, G(D,s), e consequentemente G(B), contém uma subdalgebra
isomorfa a UT;(K).

Suponhamos agora que r = 1 e s = 0, e observemos que nestas condi-
coes ji € JO e j. € JU, donde devemos ter {uii,uss,uss, ussy C BO e
{Ulg,ulg} C B(l) Tomando entao D7(«9;) = Drs N B(O) = <U117U22,U23,U33> [§
DY = D,.NnBY = (u12,u13), temos que D, = DY @ DY ¢ uma subdl-
gebra homogénea com respeito a Zs-graduacao de B. Assim, G(D,) é uma
subdlgebra de G(B).

Fixado = € E(l), nao nulo, tomemos vy; = uy; ® lg,v1s = Us ® x,
V13 = U13R T, Voo = U R 1, Vo3 = U3 ® 1, v33 = u33® 1. Uma vez que esses
elementos pertencem a G(D,) e que as rela¢oes em (3.0.3) continuam validas,
de modo inteiramente analogo ao que foi no caso anterior, concluimos que
D = (v11, V92, V33, V12, V13, Vag) € subdlgebra de G(D,s) isomorfa a UT3(K).
Consequentemente, G(B) contém uma subdlgebra isomorfa a UT3(K).

Suponhamos agora que r = 1 e s = 1, e notemos que neste caso
j;,jr € J(l), donde temos {Ull,ulg,UQQ,U33} € BO ¢ {ulg,qu} c BW . As-
sim, ao considerarmos DES) = D,y N BY = (w1, uiz, um, uzz) e

pY = p,.nBYH = (U2, u23), temos que D, = DY ¢ DY & uma su-
bélgebra homogénea com respeito a Zsy-graduacao de B. Logo, G(D,s) é
uma subélgebra de G(B).

Tomemos agora v1; = uj; ® lg,v12 = Ujps ® €1,V13 = Uiz D eq€es,
Vgg = Ua ® 1z, Vo3 = Ugz3 ® €3, V33 = uzz® 1. Como {1, ey, ez, €162} é um sub-
conjunto  linearmente  independente de @ F, concluimos  que

{v11, Vag, V33, V12, V13, 23} € um subconjunto linearmente independente de
G(D,s). Como as relagoes em (3.0.3) continuam validas, de modo inteira-
mente analogo ao que foi nos dois casos anteriores, concluimos que
D = (v11, 22, U33, V12, U13, Va3) € subdlgebra de G(D,) isomorfa a UT3(K).
Consequentemente, G(B) contém uma subdalgebra isomorfa a UT3(K).

Assim, em qualquer dos casos A3 = UT3(K) € V = var(G(B)), e temos
o resultado para o caso em que ocorre (3).

Observemos que se ocorre (4), entao

0+# B;J1p,.
Caso contrario, deverfamos ter B;JB; = B;J15, B; = 0, o que é uma contra-

digdo. Assim, tratamos desse caso como feito no caso em que ocorre (1).
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Resta agora mostrarmos o que concerne a reciproca. Para tal suponha-
mos A; € V para algum i € {1,2,3,4,5}, e recordemos que, conforme visto
nas Proposigoes 7, 8, 9 e no Teorema 18, temos exp(A,) = exp(As) = 4 e
exp(A;r) = exp(As) = exp(A;) = 3. Dali, sendo segue da Proposi¢ao 5 que
exp(V) > exp(A;) > 3 > 2.

O

Para finalizarmos este capitulo, demonstraremos que nas condi¢oes do
Teorema 17, a lista de algebras dada no inicio deste capitulo nao pode ser
reduzida, no sentido da proposicao a seguir:

Proposicao 10. Para todos i,j € {1,2,---,5} com i # j, temos V; € V;.

Demonstracao. Uma vez que, conforme ficou estabelecido nas Proposicoes 7,
8, 9 e no Teorema 18, exp(V;) = exp(V2) = exp(Vs) = 3 e
exp(Vy) = exp(Vs) = 4, devemos ter V4, Vs ¢ V;, para i € {1,2,3}, pela
Proposicao 5.

Observemos agora que, do Teorema de Amitsur-Levitzki (vide Exemplo
18), as algebras Ay = UT3(K) e Ay = Ms(K) satisfazem as identidades
standard Stg e St4, respectivamente (observe que UT3(K) é subdlgebra de
M;(K)). Entretanto, conforme comentamos no Exemplo 18, a dlgebra exte-
rior £ nao satisfaz nenhuma identidade standard. Assim, como as algebras
A; e Ay contém subdlgebras isomorfas a F, a saber,

{(g g)/meE}gAle {(g g)/er}gAz,

segue que A; e As, nao satisfazem nenhuma identidade standard. Ademais,
considerando os seguintes elementos de A;

(0 e _062“._06,”.“
ay = e 0 , Qg = ey 0 ) y Ap = en 0 ’

observando que a;a; = —aja; # 0 e utilizando processo andlogo ao usado no
argumento do Exemplo 18, concluimos que As nao satisfaz nenhuma identi-
dade standard. Assim, Vi, Vs, Vs € V;, para i = 3, 4.

Além disso, considerando agora a; = Fi1,as = Fio,a3 = Fi3,a4 = FE33 €
Az = UT3(K), notemos que ajasazay = F11E19F3FE33 = Fi3, e que para
toda o € Sy — {Ids}, temos Gy(1)ds(2)00(3)0oa) = 0. Dai, devemos ter
Sty(ay,as,a3,a4) = Fr13 # 0, donde Az nao satisfaz St = 0. Portanto,
V3 L V.

Consideremos o polinémio f(x1,xe, T3, T4, x5) = [[T1,22], [T3, 4], 25] €
mostremos que, dentre as Als, apenas Aj satisfaz f = 0. De fato, conforme
mostramos no Exemplo 16, temos que As satisfaz f = 0.
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Tomemos agora ey, s, €3, ¢4 geradores distintos de E, e consideremos

(e & _ [€2 €2 o 0 €1 . 0 €3 . 0 €4
“=\o 0)"” o 0)® o 1) o 1) \o 1)

Temos ay,--- ,a5 € A; e vale

0 —2ejeqe
f(a1>a2,613,&4,a5) = (O (1) 2 3) 7£ 0.

Para A, consideremos

o 0 €1 o 0 ()] . 1 €1 . 1 €3 _ 1 €4
bl_(o e1>’b2_<o 62>’b3_<o 0)’b4_(0 0)’b5_(0 o)‘

Temos by, ,bs € Ay e vale

0 2
f(b1,bo,b3,by,b5) = (0 638261)7&0.

Em As, consideremos os elementos a; = FEi1,a0 = FEia,a3 = FEao,
as = Fas, a5 = Es33, e notemos que

flar,a2,a3,a4,0a5) = Ey3#0.

Em A4, consideremos os elementos a; = Eij,a0 = a4 = Fio,a3 = Eyy,
as = Fs, € notemos que

f(a1,a2,a3,a4,a5) = 2E) 7£ 0.

Portanto, V; € Vs, para ¢ = 1,2, 3,4.
Para obtermos o resultado, resta mostrar que Vi, Vs & Vo e Vo, V3 & V.

Para isso, mostremos agora que fi(x1,Ta, 3,4, T5) = [T1, Lo, x3][T4, T5] é
uma identidade para A;, mas nao é identidade para A, nem para Az. De
fato, dados @1, -+ , 5, Y1, ,ys € E, a1, ,a5 € E©_ temos

(o) (5 m)]= (57 ).

onde t; = x1ys + y1a2 — T2y — Yoay. Dal,

T W T2 Y2 r3 ys\| _ (0 12
0 aq ’ 0 a9 ’ 0 as 0 0)’
onde ty = [x1, To|ys + t1c5 — x3t1.
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Assim, considerando t3 = x4y5 + yaas — T5Ys — Y504, teremos
T Y T2 Y2 T3 Ys Ty Ya Ts Y5\ | _
0 a;/’\0 a3/’ \0 a3 0 as)’\ 0 a5
0 t2\([a,25] t3
0 0 0 0
00
0 0)°

Portanto, fi =0 em A;. Ademais, tomando

a4y — 1 (&1 @ — 1 €1 Un — 0 €9 ay — 0 O ar — 0 0
P7R0 e) 7™ \0 e3) 7™ \0 )™ \0 €)™ \0 e
temos a, -+ ,a5 € Ay, e vale

0 2eqieseseqe
fl(a17a27a3aa/47a5> = (0 1 302 4 5) #O

Logo, Vo & V;. Além disso, considerando em Aj os elementos by = FEiq,
by = Ei2,b5 = by = Ey e bs = Eb3, temos fi(b1, b2, b3, b4,05) = Er3 # 0.
Portanto, V3 € V;

Por fim, consideremos agora fo(z1, e, T3, 4, x5) = |21, T2|[xs, T4, T5] €
observemos que de modo inteiramente analogo ao feito para f;, mostra-se
que fo =0 em A,. Entretanto, tomando

o €4 0 . €5 0 . €y €1 . €3 €1 . €1 €1
“=o 0)27\o 0/ o 1) o 1) \o o
temos a,- -+ ,a5 € Aq, e vale

0 4degeseqese
f2(a17a27a37a47a5> = (0 4 502 3 1) #O

Portanto, Vi ¢ V,. Ademais, tomando em As, by = Fi1,b = Eio,
by = FEoy,by = FEh3 e by = E33, temos fy(b1,b2,b3,b4,b5) = E13 # 0. Por-
tanto, V3 € Vs e o resultado segue.

H

Para concluirmos o capitulo, gostariamos de destacar que podemos unir
o Teorema 17 ao resultado devido a Kemer, mostrado no capitulo 2 (vide
Teorema 16), culminando no seguinte corolério:

Corolario 4. Seja V uma variedade de dlgebras associativas sobre um corpo
K de caracteristica zero. Entao, Exp(V) = 2 se, e somente se, as dlgebras

Ay, A5 €V e também E €V ou UTx(K) € V.
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