Universidade Federal de Campina Grande
Centro de Ciéncias e Tecnologia
Programa de Pés-Graduagao em Matematica

Curso de Mestrado em Matematica

Estabilidade Uniforme na Fronteira de
uma Equacao da Onda Semilinear com
Dissipacao Nao Linear na Fronteira

por

José Hélio Henrique de Lacerda

sob orientacao do

Prof. Dr. Aldo Trajano Lourédo

Dissertagao apresentada ao Corpo Docente do Programa
de Pos-Graduagao em Matemética - CCT - UFCG, como
requisito parcial para obtencao do titulo de Mestre em

Matemaética.

TEste trabalho contou com apoio financeiro da CAPES



L131le

Lacerda, José Hélio Henrique de.

Estabilidade uniforme na fronteira de uma equacéo da onda semilinear
com dissipacdo ndo linear na fronteira / José Hélio Henrique de Lacerda. —
Campina Grande, 2018.

158 f.. il. color.

Dissertagdo (Mestrado em Matematica) — Universidade Federal de
Campina Grande, Centro de Ciéncias e Tecnologia, 2018.

"Orientacédo: Prof. Dr. Aldo Trajano Lourédo"”.

Referéncias.

1. Teoremas de Existéncia. 2. Existéncia de Solucdo. 3. Dissipacdo
N&o Linear. 4. Taxa de Decaimento. I. Lourédo, Aldo Trajano. II.
Titulo.

CDU 517.911(043)

FICHA CATALOGRAFICA ELABORADA PELO BIBLIOTECARIA ITAPUANA SOARES DIAS CRB = 15/93




Estabilidade Uniforme na Fronteira de
uma Equagao da Onda Semilinear com
Dissipacao Nao Linear na Fronteira

por

José Hélio Henrique de Lacerda

Dissertacao apresentada ao Corpo Docente do Programa de Pos-Gradnacao em Matema-

tica - CCT - UFCG, como requisito parcial para obten¢do do titulo de Mestre em Matematica.

Area de Concentracio: Analise

AL / -

Aprovada por:

[ — g

Prof. Dr. Juan Amadeo Soriano Palomino - UEM

O cze=attet

< £

Prof. Dr. Manuel Antolino Milla Miranda - UEPB

/4/& e f'r-:it Pno éo —ride

Prof. Dr. Aldo Trajano Lourédo - UEPB

Orientador
Universidade Federal de Campina Grande
Centro de Ciéncias e Tecnologia
Programa de Pés-Graduagao em Matematica

Curso de Mestrado em Matematica

Jutho /2018



Agradecimentos

Agradeco a Deus pelas benc¢aos alcancadas durante todo esse percurso; Agradeco ao pro-
fessor Dr. Aldo Trajano Lourédo, pela orientagao, por sua dedicacao e paciéncia em atender
e ouvir todos os seus orientandos sempre que necessario, por sua sensibilidade em perceber e
compreender as dificuldades de cada um, nos incentivando e nos fazendo acreditar que é possi-
vel vencer os obstéculos, pelo aprendizado matemaético, em fim, pelo exemplo de simplicidade
e generosidade; Aos professores participantes da banca, Manuel Milla Miranda e Juan Soriano
por suas valiosas sugestoes e observacoes, em especial ao professor Dr. Manuel Milla Miranda
pelas grandes contribuicoes no nosso trabalho, as quais, com certeza, foram de grande valia
e tornou o trabalho mais didatico; A todos os professores da graduacao e do mestrado que
contribuiram ricamente para o meu aprendizado; Ao professor Dr. Davis Matias de Oliveira
que foi meu orientador na graduacao, com quem tive a oportunidade de aprender muito, em
especial, pelo exemplo de altruismo e humildade; A minha familia, principalmente a minha mae
Licia de Fatima; A minha esposa Claudia, que esteve sempre ao meu lado me apoiando em
todos os momentos; A todos os amigos do mestrado com quem tive a oportunidade de estudar
e aprender, em especial Jeovany e Wallace que me ajudaram nos momentos mais dificeis; aos

funcionarios do Curso de Matematica da UFCG, em especial a Andrezza e Aninha.

iii



Dedicatoria

Dedico o presente trabalho a mi-
nha familia e meus professores,
em especial, minha mae Licia e a

minha esposa Claudia Coutinho.

v



Resumo

O principal objetivo desta dissertacao é fazer um estudo detalhado do trabalho Uniform
Boundary Stabilization of Semilinear Wave Equations with Nonlinear Boundary Damping dos
autores 1. Lasiecka e D. Tataru [18]. Aqui, estudamos a existéncia de solugao do Problema
(1), via teoria dos operadores maximais mondétonos, bem como o decaimento da energia E(t)

associada ao problema

uy = Au — fo(u), sobre €2 x (0, 00);

ou

5, =Y (ut‘m) — fi (u}rl) sobre I'; x (0, 00); 1)
u=0, sobre I'y x (0, 00);

u(0) = ug € Hp (), u(0) =uy € L*(Q),

onde ) é uma regiao aberta limitada do espago Euclidiano R", (n > 1), com fronteira regular
=Ty UT', sendo I'y e I'y fechados e disjuntos, isto é, I'c NIy = @, v um vetor unitario

externo normal & fronteira I'; e

Hp, () ={ve H'(Q); v=0sobreIy}.

Palavras - Chaves: Existéncia de solucao. Dissipacao nao linear. Taxa de decaimento.



Abstract

The main objective of this dissertation is to make a detailed study of the work Uniform
Boundary Stabilization of Semilinear Wave Equations with Nonlinear Boundary Damping of
the authors 1. Lasiecka and D. Tataru [18]. Here, we study the existence of solution of Problem
(1), via theory of the monotonous maximal operators, as well as the decay of energy E(t)

associated with the problem

uy = Au — fo(u), on 2 x (0,00);

ou

o= =g (wly,) = i (uly,)  onTax (0,00); M
u =0, on 'y x (0, 00);

u(0) = up € Hp (), u(0) =uy € L*(Q),

where €2 is a bounded open region in R", n > 1, with a smooth boundary I' := I'g U '}, with

[y and I'y closed and disjoint, v is an outer unit vector normal to the boundary I'; and

Hp () ={ve H(Q); v=0onTy}.

Key-Words: Existence of solution. Non-linear dissipation. Decay rate.



Notacoes e Simbolos

Por K representamos o corpo dos nimeros reais R ou o corpo dos nameros complexos C;
Por R, representamos o subconjunto de R, formado pelos niimeros reais nao negativos;

N*=Nx .- x N, (n vezes);

’Oz| =a;+ -+ oy, - Z?IZSQ C. ZTO;”7 onde o = (al,a27"-7an) e N'e 2 =
(21, 22, ..., 2n) € K
oo 0% 0* o

Da

, operador derivagao de ordem |a/;
n

no OJxt 032 Oz

- A1 Hr%2 |, ol
Ox " 05 Ox a

n

Se a, f € N", escrevemos [ < « para indicar 3; < «;, para todo i = 1,2, .., n;

B F, indica a imersao continua £ C F', do espaco topologico E no espacgo topologico

F
(2 é um subconjunto aberto limitado regular do R";
' representa a fronteira de 2;

[y representa um pedacgo da fronteira I' de 2, 'y N (IN\Iy) = &;

Ck(Q), k=1,2,3, ..., conjunto das aplicacoes definidas em Q cujas derivadas de ordem k

sao continuas em §2;

C°(Q), conjunto das fung¢oes continuas em €;

{z € Q; u(x) # O}Q, é o fecho, em €, do conjunto {x € Q; u(x) # 0}. As vezes, quando

nao causar confusio, escrevemos simplesmente {z € Q; u(z) # 0};

suppu = {x € Q; u(r) # ()},Q suporte, em €2, da funcao continua u : 2 — R;
Q = Q x (0,T) subconjunto do R™"*;

— representa a derivada na direcao normal exterior;

ov



— significa convergéncia fraca;

* . . N :

— significa a convergéncia fraca estrela;
X' designa o dual topologico de X;

L(X,Y) designa o espaco das transformagoes lineares limitadas de X em Y. Quando

X =Y escrevemos simplesmente £(X).
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Introducao

No estudo de problemas envolvendo Equacoes Diferenciais Parciais nao lineares é comum
passar pelas seguintes etapas: construir um problema aproximado e mostrar que para cada n €
N, tal problema possui uma solugao v,; provar que a sequéncia (v,), possui uma subsequéncia
que converge em uma determinada topologia para uma funcao v; passar ao limite no problema
aproximado, para a partir dai, observar que tal limite é solucao do problema original. No
entanto, um ponto importante a ser enfatizado na abordagem bésica para provar a existéncia de
solucoes de problemas nao lineares, sem reivindicar unicidade, é que por mais suave que sejam os
dados iniciais, as solugoes correspondentes ao problema nao linear nao precisam ser regulares.
Além disso, elas nao necessariamente, dependem continuamente dos dados iniciais, uma vez
que, na auséncia de unicidade, uma determinada solucao nao precisa ser aquela produzida pelo
argumento de aproximagao de existéncia mencionado anteriormente. Por isso, é necessario um

tratamento especial.

Como observado em [18], o problema de decaimento uniforme da equacdo da onda tem
sido bastante estudado. Contudo, os casos cujas condigoes de fronteiras sao nao lineares, sao
marcados por ambos os seguintes recursos: as nao linearidades dao origem a um problema
mondtono; o termo dissipativo na fronteira é de crescimento polinomial, pré-atribuido, na
origem. Tal propriedade contribui, entre outras coisas, para conferir uma estrutura especifica
a equagao, que permite a construcao de uma funcao padrao de Lyapunov, que é usada para
calcular as taxas de decaimento desejadas. No trabalho realizado por 1. Lasiecka e D. Tataru
|18] as duas propriedades acima sdo dispensadas e é justamente neste fato que consistem as
dificuldades técnicas para resolver com éxito o problema da existéncia de solugoes e a obtencao

de taxas de decaimento globais e uniformes.

Nosso principal objetivo nesta dissertacao é fazer um estudo didatico do artigo Uniform
Boundary Stabilization of Semilinear Wave Equations with Nonlinear Boundary Damping dos

autores I. Lasiecka e D. Tataru 18] o qual trata a existéncia de solugao, via teoria de operadores



maximais monotonos, (ver V. Barbu [2], H. Brezis [5] ou V. Kormornik [17] ) e o decaimento

da energia E := E(t) associada a solu¢ao do Problema (1),

u = Au — fo(u), sobre Q x (0, 00);

ou

5, =0 (ut|rl> - fi (u\F1> sobre I'; x (0, 00); (1)
u=0, sobre Ty x (0, 00);

u(0) = up € HE (Q), u,(0) =u € L*(R),

onde ) é uma regiao aberta limitada do R™, (n > 1), com fronteira regular I" := 'y UT'y, sendo

['y e I'y fechados e disjuntos, isto é, '[NNIy = &, v um vetor normal unitario exterior & fronteira
Fl e
Hp () ={ve H'(Q); v=0sobre Iy}

As seguintes hipoteses sao feitas sobre as fungoes nao lineares f; e g (1 =0, 1).
Hipotese: (H-1) Para a fungdo g: R — R,
(i) g(s) é uma funcao continua e crescente em R;
(i) g(s)s > 0 para s # 0;

(iii) Mys? < g(s)s < M;s?, para |s|g> 1, e alguns M; e M, com 0 < My < M.
Hipotese: (H-2) Para a fungao fo: R — R,

(i) fo(s) € WL>(R), continua, de classe C'(R) por partes e diferenciavel em s = 0;

loc
(i) fo(s)s >0, para s € R;

(iii) [f5(s)|r< N(14|s|fh), 1<k < %, para N < |s|g, com N suficientemente grande

en > 2.
Hipotese: (H-3) Para a fungao f1: R — R,

(i) fi(s) é uma funcao continua diferenciavel em s = 0;

(ii) fi(s)s >0, para s € R;

-1
(i) |f1(5)[r< M]|s|2 +Als|g, para s € R,k < —

e M, A constantes dadas.
n —



Assim como feito em [18|, nossa abordagem bésica para provar a existéncia de solugoes,
sem exigir unicidade, depende de uma construcao a partir de problemas aproximados adequados,
de modo que se obtenha solugoes aproximadas e, em seguida, a passagem ao limite produz a
reivindicacao desejada de existéncia de solucoes para o problema original. Estudamos também,
a taxa de decaimento da energia £ := FE(t) associada a solucdo do sistema, a qual é dada em

fungao do semigrupo associado a solugao do Problema (1).
Este trabalho estd dividido do seguinte modo:

No Capitulo 1, apresentamos alguns conceitos basicos sobre Distribuicoes para funcoes
reais, funcoes vetoriais, Espacos de Sobolev e resultados gerais de traco. Além disso, enunciamos

e demonstramos alguns resultados de fundamental importancia no decorrer deste trabalho.

No Capitulo 2, mostramos a existéncia de solu¢ao (Teorema 2.1), via a teoria de operadores

maximais monotonos, como feito em V. Barbu [2|, H. Brezis [5] ou V. Kormornik [17].

No Capitulo 3 demonstramos o Teorema 3.1, que também trata a existéncia de solucao,

utilizando as aproximagoes obtidas no Teorema 2.1.

No Capitulo 4, obtemos a taxa de decaimento da energia associada a solugao do Problema
(1). Além disso, apresentamos, em sintese, um problema cujo estudo é baseado no método aqui

aplicado.

Por fim, no Capitulo 5 sao enunciados mais alguns resultados importantes utilizados no

decorrer deste trabalho.



Capitulo 1

Resultados Preliminares

No que segue, apresentaremos algumas definicoes e conceitos basicos relacionados a teoria
das Distribuicdes, Analise Funcional, Teoria da Medida, Espacos de Sobolev, teoria de Semi-
grupos de operadores lineares limitados, entre outros, que serdo de fundamental importancia
no estudo seguinte. Contudo, por serem resultados bastante conhecidos, muitos deles nao serao

demonstrados.

1.1 Espacos Funcionais

Nesta se¢ao, veremos alguns conceitos bésicos relacionados as teorias das Distribuicgoes e
dos Espacos de Sobolev. Ao leitor interessado em um estudo mais abrangente sobre estes temas

recomendamos L. A. Medeiros e M. Milla. Miranda, [28] ou V. Cavalcanti e M. Cavalcanti |7].

Primeiro, fixemos algumas notacoes e simbolos utilizados. Representando por K o corpo
dos ntmeros reais R ou o corpo dos nimeros complexos C e por N o monoide dos niimeros

naturais. Dados a = (o a9, ...,ap,) € N" e 2z = (21, 29, ..., 2,) € K" definimos,

n

ol =ont-o o 2= A2
Além disso, denotamos por
(6% [05] [65] (0%
DY — al | — 9 9 e o
0x{'0x5? - - - Oxdn  Ox(" 0x5? Oxan

o operador derivagao de ordem |a|. Quando a = (0,0, ...,0), definimos D°u = u, para toda

funcdo u e, para a = (0,0,...,4,...,0), tem-se D; = , a derivada parcial com relacdo a

Ox;

variavel z;. Se a, € N", escrevemos § < « para indicar 3; < «;, para todo i = 1,2,....n.



a Ccon
Temos ainda Vu = <a;1 axn> Z % 2 e, K %t F'indica a imersao continua £ C F,

do espaco topologico F no espaco topologlco F. Ademais, se €1 é um subconjunto aberto do R"

Q
e I' a sua fronteira, escrevemos {x € Q; u(x) # 0} para representar o fecho, em 2, do conjunto
{z € Q; u(x) # 0}.

Defini¢ao 1.1 (Suporte). Sejam Q um conjunto aberto do R™ e u uma fung¢do numérica
mensurdvel definida em €. Considere (O;)ien a familia de todos os subconjuntos abertos O;
de Q tais que u = 0, quase sempre em O;, para todo i € A. FEntao, u = 0 quase sempre no
conjunto aberto O = U O;. Com isto, definimos o suporte de u, denotado por supp(u), como

ieA
sendo o conjunto fechado Q\O. Quando a fun¢ao u é continua, temos

supp(u) = {z € Q; u(z) # O}Q.

Observacao 1.1. Se u e v sao fungoes numéricas mensurdveis em Q e X € K, com A # 0,

mostra-se que (ver L. A. Medeiros e M. M. Miranda, [28] ou V. Cavalcanti e M. Cavalcanti

[7)
o supp(u + v) C supp(u) | supp(v);
o supp(uv) C supp(u) () supp(v);
o supp(\u) = Asupp(u);

o supp(T,)u =y + supp(u), onde T,u definida por Tyu(x) = u(x —y) € a translagdo de u

por .

1.1.1 Espagos LP(Q) e L} ()

Representamos por LP(2), 1 < p < oo, o Espaco de Banach das (classes de) fungoes
numeéricas u, mensuraveis definidas em € tais que |ul} é integravel a Lebesgue, em 2. Em

simbolos:

7(Q) = {u O R /Q|u(x)\§gdx < oo} |

HuHLp(Q)i (/ |u |pdlL’>

No caso particular p = 2, mostra-se que L*(2) ¢ um Espago de Hilbert com o produto escalar

munido com a norma,

(. 0)isey = [ ula)ita)i,

10



onde T denota o complexo conjugado de v (quando se tratar do corpo dos complexos).

Além disso, quando p = 0o, L>°(Q2) é o Espaco de Banach das (classes de) fungbes numé-

ricas, mensuraveis essencialmente limitadas em 2. Em suma:
L>(Q) := {u: Q@ — R, mensuraveis e 3C > 0; |u(z)|g < C quase sempre em Q},
munido com a norma
|u]| Loo (@)= sug ess|u(z)|g = inf{C; |u(z)|r < C, quase sempre Q}.
BAS

Mostra-se que se u € L>(12), entdo |u(z)|r < ||ul|L=(q)-

Denotamos ainda, por L} (), 1 < p < oo, o espaco das (classes de) funcoes u: Q@ — R
tais que |ull @ integravel a Lebesgue, sobre cada compacto IC de 2. Dadas uma sucessao (ug)

p
em L,

() euw e LY (), dizemos que ug — w em Lj (§2), se para cada compacto K em 2

temos

lim (ug — ) —hm/]u§ — u(z)|kdz = 0.

E—o0 E—o00

E possivel mostrar que L? (Q) ¢ um Espago de Fréchet, isto é, um espago localmente

: . ¢
convexo completo que é metrizavel. Mostra-se ainda que L2 (Q) ‘<> L1 (Q).

1.1.2 Espago das Fungoes Testes

Representamos por C§°(£2), o espago vetorial das fungdes a valores reais definidas em
2 C R™, com suporte compacto, que sao infinitamente diferenciaveis. Os elementos de C§°(12)

sao denominados fungdes testes, observe que C°(€2) # (), pois
Exemplo 1.1. Seja p: R” — R definida por:

exp <m> , se ||z]lre< 1

0, se ||lz|lgn> 1,

(1.1)

plx) =

onde ||z||2.= 22 + 23+ -+ 22. A funcdo p pertence a C°(R™) e
supp(p) = {z € R"; ||z/[r-< 1}

Exemplo 1.2. Sejam p a func¢io do exemplo anterior e k = / p(x)dz. Para cada § =
1,2,3,---, considere a fungao pe: R™ — R definida por

n

pe(z) = ?p(f’x), para todo v € R™.

11



Mostra-se que, para cada &, pe € uma funcao teste em R™, a qual possui as sequintes proprie-

dades:

(iii) supp(pe) = {x € R"; [Jxflan< ¢}

Observacao 1.2. E importante destacar que uma sucessao (pe) de fungoes testes, definidas em
R™, gozando das propriedades (i), (ii) e (iii) € denominada sucessao regularizante. Além

disso, vale o

1.1.3 Topologia Sobre Cy°

Denomina-se Espaco das Fungoes Testes, denotado por D(2), o conjunto C§°(£2)
munido com a seguinte topologia: sejam (¢¢) uma sequéncia de fungoes de C5°(2) e ¢ € C5°(9).

Dizemos que ¢ — ¢, em D(2) se existe um compacto K de €2 tal que

(i) supp(ge) C K, VE €N,
(ii) D*¢e — D¢ uniformemente sobre KC,Va € N.

Observagao 1.3. Note que sendo (¢¢) C CF(Q) e ¢ € C(Q), ¢p¢ — ¢, em D(Q) se, e

somente se, (¢ — @) —> 0, em D(Q). Além disso, vale o

Teorema 1.1. C§°(Q2) € denso em LP(Q2), para 1 < p < oo.

Demonstragao: Ver L. A. Medeiros e M. Milla. Miranda [28§]. n

1.1.4 Distribuigoes Sobre ()

Denotamos por D/(Q) o Espaco das Distribuicoes sobre €2, o qual é formado pelos

funcionais lineares, continuos 7': D(2) — R, ou seja,
(i) T é linear;

(ii) Se ¢, — ¢ em D(R), entao (T, ¢,) — (T, ¢), em R. Onde (T, ¢) denota a distribui¢ao
T aplicada a ¢.

12



Exemplo 1.3. Sejau € L}, (Q). Considere T,, € D(Q) definida por

loc

<Tua¢> :/QU(ZU)Qﬁ(x)dx,

para toda ¢ € D(). E possivel demonstrar, sem muitas dificuldades, que T, é uma distribuicdo

sobre €1, isto €, T, € linear e continua.

Observacio 1.4. Sejam (T,) uma sucessio em D' (Q) e T € D'(Q), dizemos que
T, — T, emD (Q) quando (T,,¢) — (T, ¢), Yo € D(Q).

Identificando L*(Q) com o seu dual, prova-se a sequinte cadeia de imersoes densas

D(Q) — LV

loc

(Q) = D'(Q).

Definigao 1.2 (Derivada Distribucional). Sejam T' uma distribui¢io sobre Q C R" e € N
um multi-indice. A derivada de T, de ordem |al, € definida como sendo o funcional D*T dado
por:

(DT, ¢) = (—=1)l°UT, D*¢), V¢ € D(Q).

Lema 1.1 (Du Bois Raymond). Sejam u € L}, () e T, € D'(Q). Entio T, = 0 se, e

somente se, u =0 em quase todo ponto de €, isto €,

/Qu(:z:)go(:c)d:c =0,Yyp € D(Q).

Entao, u =0 quase sempre em 2.

Demonstragao: Para a prova veja H. Brezis [4]. [

Observacao 1.5. Como consequéncia imediata do Lema de Du Bois Reymond 1.1 temos que

1

1oe(82), entao T, = T, se, e somente se, u = v em quase todo ponto de Q. Por isso,

seu,v € L
dizemos que T, € univocamente determinada por u sobre 2. Isto nos permite identificar u a
distribuicao T, por ela definida. Deste modo, escrevemos simplesmente u no lugar de T,,. Por
outro lado, o funcional D*T é uma distribuicao sobre €0, isto €, DT € linear e se T, — T
em D' (Q), entdo D*T, — DT em D' (Q), para todo o = (o, ,a,,) € N*. Além disso,
seque da definicao que toda distribuicao possui deriwadas de todas as ordens, no sentido exposto
acima. Segue-se ainda, que se ) é um aberto limitado do R™, u € LP(Q2), com 1 < p < oo,
entao u possui derivada distribucional de todas as ordens, entretanto, nao é verdade que em
geral, D*u seja uma fungio de LP(Q)). Este fato motivou a defini¢cao do espago de fungoes,

denominado Fspaco Sobolev.
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1.2 Espacos Funcionais & Valores Vetoriais

Seja X um Espaco de Banach. Denotamos por D(0, T; X) o espaco localmente convexo das
fungoes vetoriais ¢: (0,7) — X que sao indefinidamente diferencidveis e possuem suporte com-
pacto em (0, 7). De forma similar ao que foi feito acima, diremos que ¢, — ¢, em D(0,T; X),

se existe um compacto K de (0,7), tal que

(i) supp(e), supp(¢e) C K, V€ EN;
(ii) Para cada £ € N, ¢ — ¢ uniformemente em X, V¢ € (0,7).
O espago das aplicagoes lineares e continuas T': D(0,7) — X sera denotado por D’(0, T, X),
isso significa que se ¢ — ¢, em D(0,7T), entao (T, ¢¢) — (T, ¢) em X. Diremos ainda que
Te — T, em D'(0,T;X), se (Tg, ) — (T, ¢) em X, para todo ¢ € D(0,7). O espaco

D'(0,T, X ), munido da convergéncia acima, é denominado Espa¢o das Distribui¢ées Veto-

riais de (0,7) com valores em X.

Definicao 1.3. Uma funcdo ¢ € dita fortemente mensurdvel quando exriste uma sequéncia de

fungoes simples (p¢) tal que o¢ — ¢ em X, quase sempre em (0,T).

Observagio 1.6. Prova-se que o conjunto {0¢,0 € D(Q),( € X} € total tem D(0,T, X).

Denotamos por LP(0,7;X), 1 < p < 0o o Espago de Banach das (classes de) fungoes u

definidas em (0,7), com valores em X que sdo fortemente mensuraveis e ||u(t)||x ¢ integravel

T , :
lull ooz = ( / Hu(t)Hth) |

Quando p = oo, representamos por L>(0,7;X), 1 < p < oo o Espago de Banach das

a Lebesgue, com a norma

(classes de) fungoes u definidas em (0,7"), com valores em X, que sdo fortemente mensuraveis

e ||u(t)||x possui supremo essencial finito em (0,7"). Tal espac¢o ¢ munido com a norma
|| oo o,r,x) := sup ess||u(t)]| x. (1.2)
0<t<T

Observacao 1.7. No caso particular em que p =2 e X € um Espaco de Hilbert, define-se, em

L*(0,T; X)), a estrutura Hilbertiana:

T T
(w,0) L2(0.1:x) ::/0 (u(t), v(t)) ydt, ||u||%2(O,T;X)::/O u(t) |5 dt. (1.3)

'Um conjunto Y é dito total em X se o conjunto das combinacdes lineares finitas de elementos de Y sdo

densas em X.
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1
Ademais, se X € reflexivo, 1 < p,q < oo e —+ — =1 vale a identificacao
p q

[LP(0,T; X)]" = L9(0, T; X),
1 1 . . .
onde — 4+ — = 1. Quando p =1 tem-se a identificagcao
p q
[L1(0,T; X)]" = L=(0,T; X').

Por outro lado, se ) é um conjunto limitado do R™", T >0 e Q := Q x (0,T) é um cilindro em
R, para 1 < p < oo, temos

LP(0,T; LP(Q)) = LP(Q).

As demonstragoes de tais identificagoes podem ser encontradas em R. Edwards [12] ou R.

Dinculeanu [11].

Defini¢ao 1.4. Dada T € D(0,T; X), definimos a derivada de T, de ordem n, como sendo a

Distribui¢ao Vetorial sobre (0,T), com valores em X, dada por:

<§TZ’¢> = (=1(T, 2Zf>, Yy € D(0,T).

Denotamos ainda por C°([0,T]; X), o Espaco de Banach das fun¢oes u definidas em [0, T

com valores em X, munido com a norma
[ullcoqoryx) = sup [lu(t)| x-
0<t<T
Por fim, consideramos o Espaco de Hilbert Hj(0,7; X), definido por
Hy(0,T;X) :={ue L*0,T; X);u' € L*(0,T; X), e u(0)=u(T) =0},
munido com o produto escalar
T T
(uuv)H&(O,T;X) = / (u(t)vv(t))xdt+ / (u’(t),v’(t))th
0 0

Denotando por H1(0,T; X) o dual de H}(0,T; X) e, usando o Teorema de Representagao

de Riesz 5.14 para identificar L?(0, T; X') com o seu dual, mostra-se a seguinte cadeia de imersdes

D(0,T; X) < Hy(0,T; X) — L*(0,T; X) < H '(0,T; X) — D'(0,T; X).

Apesar do grande ntimero de resultados importantes relativos aos espacos acima definidos,
mencionaremos apenas alguns, contudo, esclarecemos que outros resultados sobre este assunto

podem ser encontrados em L. A. Medeiros [25], R. Teman [36] ou V. Cavalcanti e M. Cavalcanti
|7].
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Lema 1.2. Sejam X um Espago de Banach, X' o seu dual e u,g € L'(0,T;X). Sao equiva-

lentes:

(i) u € quase sempre uma primitiva de g, mais precisamente, existe ¢ € X, que nao depende

de t, tal que

ult) = ¢ + / g(s)ds:

(ii) para cada ¢ € D(0,T), temos

U
g= e no sentido das distribuicoes;

(i) para cadan € X ]
%(u@)a 77) = <g(t)a 77>7

no sentido das distribui¢oes sobre (0,T).

Demonstragao: Ver L. A. Medeiros [25]. n

Corolario 1.1. Sejam X e Y FEspacos de Banach tais que a imersao X — Y € continua. Se

d
we LY0,T;X) e d—TZ € LY0,T;Y), entao u € C°([0,T];Y).
Demonstracao: Ver L. A. Medeiros |25]. n

Teorema 1.2. Sejam X, Y FEspacos de Hilbert tais que X o Y, uw e LP0,T,X), v €
LP(0,T,Y) e 1 < p < oo, entio u € C°([0,T];Y).

Demonstracao: Ver L. A. Medeiros [25]. n

1 1
Teorema 1.3. Sejam v € [L4(0,T; X)|', v e LP(0,T; X), com — + — = 1. Entao
P q

T
(Us V) [La(0,7:X)) x Lo (0,7;X) = / (u(t),v(t))x «xdt.
0

Demonstracao: Ver R. Dinculeanu [11] ou R. Edwards [12]. n
Proposigao 1.1. Considere u € L*(0,T; X). Existe uma unica ¢ € H1(0,T; X) tal que

(6,06) = ((/,0),€), V9 €D0,T), VeEeX.
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Demonstragao: Ver M. Milla. Miranda [29]. u

Com base na proposi¢ao acima, identificando «’ com ¢, diremos que se u € L*(0,7T; X)

entao v’ € H1(0,T; X). Além disso, vale a

Proposicao 1.2. Sendo X um Espago de Hilbert, a aplica¢ao
ue€ L*0,T;X) ' € H10,T; X)

€ linear e continua.

Demonstragao: Ver M. Milla. Miranda [29]. n

Para enunciarmos o préximo resultado precisamos da seguinte observacao: representamos
por Cs([0,T];Y) o espago das fungoes fracamente continuas de [0,7] em Y. Isto significa que

para cada elemento do dual de Y, isto é, Yy € Y, a aplicagdo t — (u(t),y) é continua.

Teorema 1.4. Sejam X e Y FEspacos de Banach, sendo X reflexivo. Suponha que a imersao

X =Y é densa e continua. Entao

L0, : X)NCy([0,T) : V) = C,([0,T] : X).

Demonstragao: Ver L. A. Medeiros [25]. n

1.3 Os Espacos de Sobolev W™P(Q)) e W,""(Q)

Nesta secao apresentaremos, de forma resumida, alguns conceitos e propriedades basicas

dos Espacgos de Sobolev.

Sejam () um aberto limitado do R™, m um namero inteiro positivoe 1 < p < co. Definimos
o Espago de Sobolev, denotado por W™P(2), como sendo o espaco vetorial das func¢oes u

pertencentes a LP(2) tais que D%u pertence a LP(Q2), com a € N" e |a| < m. Em simbolos:
WmP(Q) = {u e LP(Q); D% € LP(Q2), Va € N",0 < |a| < m},

sendo D® no sentido das distribui¢des. Mostra-se que W™P(Q2) é uma Espaco de Banach com

a noria

lallwrsio= | 3 / Dl gds |, 1<p<oo, (1.1)

laf<m
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||U||Wm,oo(Q)Z: Z |DaU|LOO(Q), p = 0. <12)

|| <m

Quando p = 2, usamos a nota¢ao H™ () no lugar de W™2(Q). Verifica-se (veja M. Milla.
Miranda e L. A. Medeiros [28]) que H™({2) ¢ um Espago de Hilbert com o produto escalar

((u,v))Hm(Q) = Z (Dau, Da’U)LQ(Q). (13)

la|<m

Observacio 1.8. E importante comentar que usando o Lema Du Bois Reymond 1.1, mostra-se
que se u € W™P(Q) entdo supp(D*u) C supp(u), para todo || < m. Por outro lado, quando
m = 0, tem-se WOP(Q) = LP(Q). Além disso, como mostrado em M. Milla. Miranda e L. A.
Medeiros [28], D(2) € denso em LP(QQ), porém, também em [28] verifica-se que para m > 1,
em geral, D(Q) nao é denso em W™P(Q). Por esta razao, denotamos por Wi (Q) o fecho de
D(Q) em W™P(Q), ou seja,

W (Q) = D)

Analogamente ao caso definido anteriormente, quando p = 2 escrevemos H{'(Q2) no lugar

de WT*(Q), isto é,

WJ2(Q) .= HM(Q) :== D(Q) .
1 1
Supondo 1 < p < o0, 1 < q < o0 e -+ — =1, denotamos por W="4(Q2) e H ™(2) os
p q

duais topoldgicos de W"P(Q) e HJ'(Q), respectivamente. Por fim, como para 1 < p < oo,
0s espagos LP(QQ) sao reflexivos e, de acordo com o Teorema de Banach-Alaoglu-Bourbaki, um
espaco de Banach E € reflexivo se, e somente se, toda sucessao limitada em E possui uma
subsegdo fracamente convergente. Prova-se que sendo 1 < p < oo, W™P(Q) € reflexivo, isto é

0 que afirma o

Teorema 1.5. Se 1 < p < oo entdo o Espaco de Sobolev W™P(Q) é um FEspaco de Banach

reflexivo.

Demonstragao: Ver L. A. Medeiros [25] ou V. Cavalcanti e M. Cavalcanti |7]. n

Enunciaremos a seguir a Desigualdade de Poincaré, a partir da qual, com certas hipoteses
sobre 2, podemos verificar que em H{'(Q2), a norma do “gradiente” e a norma induzida por
H™(Q) sobre este espago, sdo equivalentes. Antes porém, seja {) um aberto do R", diremos
que () é limitado em uma direcao z; do R™ se a projecao de €2 sobre o eixo x; é um conjunto

limitado da reta.
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Lema 1.3 (Desigualdade de Poincaré). Suponhamos que Q2 é um aberto do R" e limitado

em alguma direcao ;. Existe uma constante C(Q2) tal que:
ullr ) < C(Q)||Vul ey, Yu e Wol’p(Q), (1<p<+0).

Em particular, a expressao ||Vu| ) € uma norma em Wy (), equivalente a norma ||l we@)-

n
ou Ov

Sobre H}(QY), a expressao E / ¢ um produto escalar que induz a norma |Vu| ) e
1 /9 (9902 aZL‘Z

esta € equivalente a norma ||u|| g (q)-

Demonstracao: Ver M. Milla. Miranda e L. A. Medeiros [28| ou H. Brezis [4]. n

Encerramos esta se¢ao com as seguintes defini¢oes:

Definicdo 1.5 (Imersées: Continua/Compacta). Considere os Espacos de Hilbert H e
Hy, munidos com as normas ||-||g €| |u,, respectivamente. Suponha que Hy C H e considere
7 : Hi — H ainjecao candnica de Hy em H, que a cada u € Hy faz corresponder um tu € H.

Dizemos que T € o operador imersao (ou a imersao ) de Hy em H.

Além disso, dizemos que a tmersao T € continua, quando existe uma constante C' > 0,
tal que

|ul|z< Clulg,, Yu € H.

A aplicacao T € dita timersao compacta quando a imagem, por T, de conjuntos limitados

de Hy sao conjuntos relativamente compactos de H, isto €, conjuntos cujos fechos sao compactos

em H.

1.4 Espacos de Sobolev Fracionados

Sendo €2 um aberto limitado do R™, com fronteira I' regular, e s > 0 um nimero real.
Nesta secdo apresentamos a defini¢do e algumas propriedades dos espagos H*(2), os quais,
sdo estudados com maior profundidade em Lions-Magenes [22] e em M. Milla. Miranda e L.
A. Medeiros |28]. Para isso, daremos outra caracterizacao dos espagos H™(2) vistos na sec¢ao

anterior. Em sintese, temos
H™(Q) := {u e L*(Q); D*u € L*(Q), 0< |a| <m}.

Antes de definirmos o espaco H*(f)), sdo necessarias algumas observacoes preliminares

sobre as distribui¢oes temperadas, cujos detalhes podem ser encontrados em [28]. Vejamos:
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Diz-se que uma func¢io ¢ € C°(R") decresce rapidamente no infinito quando, para cada
k € N, tem-se

Pi(p) = max sup (1 + [|z[|z.)*[D%p(2)] < o0,
|| <k zeRrn

ou equivalentemente

lim P(z)D%(z) =0,

l[z[| o0

para todo polinomio P de n variaveis reais e o € N.

Considere o espaco vetorial S(R") das fungoes que decrescem rapidamente no infinito.
Dizemos que uma sucessdo (¢¢), em S(R™), converge para zero quando, para todo k € N, a
SUCessao (Pk(gbg)) converge para zero em K. Ademais, a sucessdo (¢¢) converge para ¢, em

S(R™), se (Py(¢¢ — ¢)) converge para zero em K.

Exemplo 1.4. Seja ¢ € C°(R"), entio ¢ € S(R™).
De fato, desde que ¢ € C§°(R™), existe um compacto KK C R™ tal que supp(¢) C K. Logo, dados

e>0, k€N eaecN" épossivel encontrar o > 0 tal que para todo x € R™, com ||z|

Rn > g,

tenha-se

wn [ D) =0 <e,

|

mostrando que ¢ € S(R™).

Observacao 1.9 (Espaco de Schwartz). O espago das fungoes que decrescem rapidamente

no infinito S(R™), é conhecido como Espago de Schwartz.

Definicdo 1.6 (Distribuicdo Temperada). As formas lineares definidas em S(R™), conti-
nuas, no sentido da convergéncia acima em S(R™), sdo denominadas distribuicdes temperadas.
O espaco vetorial de todas as distribuicoes temperadas, com a convergéncia pontual, serd repre-

sentado por S'(R™). Entdo,

lim7,=T, em S(R") se lim(T,,¢)=(T,¢), VoeSR").

V—r00 V—00
Antes de prosseguirmos precisamos definir a importante Transformada de Fourier.

Definigao 1.7. Seja f € L'(R"). A Transformada de Fourier de f, denotada por f, é uma

funcao definida sobre o espaco R™ e dada pela formula

~

FQ) = 2m) [ e o)
onde ((,x) € o produto interno usual em R™ e i = +/—1.
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m

Considere a fungao Jn,(z) = (1 + ||lz|%.)2, © € R™ Mostra-se que J,,(x) decresce
lentamente no infinito. Para finalmente definirmos o espaco H®(f)) precisamos do seguinte

resultado:
Proposicao 1.3. Para todo m € N temos:

m
2

H™Q) ={uecS;(1+|z|*)2a e L*(R™)}.

Demonstragao: Ver M. Milla. Miranda e L. A. Medeiros [28]. n

Motivados pela proposi¢ao anterior, para s € R, s > 0, consideramos a func¢io Js(z) =

(1+ [|2]|2,)2 e definimos o espaco vetorial H*(R") por:
HA(RY) = {u € 5 (1 + [o|P)ia € IARY),
munido do produto interno

()i i= [ (4 ol i) (o)

e a norma induzida

e gy = / (1 + [zl () B

cont

Mostra-se em M. Milla. Miranda e L. A. Medeiros [28] que H*(R") < L?*(R"). Ademais,

tem-se:

Proposicao 1.4. Para todo s > 0, H*(R™) é um Espaco de Hilbert. Além disso, S(R™) ¢

continuo e densamente imerso em H*(R™).

Demonstracao: Ver M. Milla. Miranda e L. A. Medeiros [28]. n

Observacao 1.10. Para todo s € R, denotaremos o dual topoldgico de H*(R™) por H*(R"),
ou seja,

H™*(R") := (H*(R")Y.
O resultado abaixo é, também, um fator de motivacao para a defini¢do do espago H*(£2).

Proposicao 1.5. Seja 2 um aberto limitado do R™ de classe C™. Entao

H™(€) = {u = vlo;v € H™(R")}.
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Demonstragao: Ver M. Milla. Miranda e L. A. Medeiros [28]. n

Quando 2 é um aberto limitado e regular do R™, define-se o espago H*(Q2) por
H*(Q) :={u=v|q;v € H*(R")},

munido da norma

[ull s (@) = nf{{|wl|ms®n); wlo = u}.

Proposicao 1.6. Se 0 < s1 < 59 € Q € um aberto limitado bem reqular do R™, entao

cont

H2(Q) 4 H(Q).

Demonstragao: Ver Lions-Magenes [22]. n

Finalizamos esta se¢ao caracterizando o espaco H*(I'). Como bem é observado por M.

Milla. Miranda e L. A. Medeiros, em [28|, no caso em que
Q:=R? :={(2/,z,) e R%:2' e R, e z,>0},

tem-se I' = {(2/,0);2' € R"'}. Assim, identificando cada fun¢ao u definida em I' com uma
fun¢ao do R"! em R tal que 2/ — u(2’,0), segue-se que o espago vetorial D(T'), das fungdes
definidas em T' com derivadas parciais de todas as ordens, é dado por D(I') = D(R"™ 1) e,

LP(T) = LP(R"1). Logo, nesse caso particular, temos H*(T') = H*(R"!).

Para o caso onde I' ¢ a fronteira de um aberto limitado regular 2 do R", consideremos
Q={yy=0" vl <le-1<y, <1}, Q" :={y € Q;y, >0} e Q™ = {y € Q;y, < 0}.
Além disso, sejam Y := QN{y, =0} e {(U1, 1), ..., (Uk, vx)} um sistema de cartas locais para
I'. A cobertura aberta Uy, Us, . .., Uy de Q determina uma particio C* da unidade subordinada,

isto é, existem 6, 01, ...,0r € C°(R™) tais que

(ii) 0<6; <1;

k

(iii) Y 6i(x) =1,V € Q.

i=0
Seja u uma fungao integravel definida sobre I', por (i) temos

u(z) = Z(Qlu)(x), para quase todo z € I'. (1.1)

=1
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Para cada 1 <1 < k, definimos

ui(y) = (Bu) (e (y)).

Observe que

S(ub;) = {x € Q; (ub;) # 0} C supp(d;) NT C U; NT.

Dai, segue-se que S(uf;) é um compacto do R", ja que a intersecdo de fechados é ainda um

fechado e U; N T é limitado. Assim, o conjunto

S(u;) = {x € Q; (ub;) # 0},

é um compacto do R"~! contido no aberto T, pois ;(S(ub;)) = S(u;) €  é continua em S(ub;).

Note que supp(u;) C S(u;) C I'. Entao, podemos estender u; da seguinte forma:

ily) = (i) (™" (y)),  se yiE r 1.2)
0, se y € R"I\T.

Desta construcao vemos que ; possui as mesmas propriedades de u;. Neste caso, como u

¢ integravel, entao u; é também integravel e

/]Rnl diy)dy = /Umr u(x)0;(z)J;(x)dl,

onde J;(x) é uma aplicacao infinitamente diferenciavel sobre I' = U NI'. Por outro lado, se

para cada 1 < i < k, 4; for integravel, temos por (1.1) que u também sera e

/Fu(:v)df‘ - g/r(u&)(x)df - é/ﬂ% i

Com isso, denotando por dI', a medida sobre I' induzida pela medida de Lebesgue, de-
finiremos o espago LP(I') como sendo o espaco das fungbes em LP, soméaveis sobre I', para a

medida dI' com a norma

o]l oy == (/]v \de) , 1<p<
(1.3)

|v]| L := sup ess|v(x)|, P = 00.
zel

Do mesmo modo, usando a particdo da unidade (6;), 1 < i < k, definimos
LPT) = {v:T = Rvh 00, =€ PR 1Y), i=1,... k)
munido da norma

k 1
p
ol = (}: nviuﬁn_l)
=1
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a qual mostra-se que ¢ equivalente a norma dada em (1.3).

Definimos o espago D(I") da seguinte forma:
DI):={v:T > Rvbop € C"(R" ), VmeN,i=1,... k}

onde
O™I) = {v:T > Rvb; 08, =a; € C™(R" V), ¥YmeN,i=1,...,k}

Consideremos a aplicacao

L. n—1
¢; - D) - DR L (1.4)
u +— (bl(u) =u; = u@z ¢} 90_1

Sendo v € D(R"™1), temos
(01 (u), v)pr(Rn—1)xD@RA-1) = / iv(y)dy = / u(@)0i(x)v(pi(x))Ji(z)dL, (1.5)
Rn—1 U;Nnr
onde J;(x) é uma funcado infinitamente diferenciavel sobre U; N T'. Definindo

Oi(x)v(pi(x))Ji(z), x€UNT
0, T € F\Ul NI,

¢Z(U) =
de (1.5) podemos escrever
(@i(w), V) @n-1)xD@n1) :/“(x)wi(v)(x)dfc
r
ou ainda, desde que ¢;(v) € D(I), tem-se

<¢i(u),’U>D/(R7L*l)><D(R’IL71) = <u71/1i(v)>px(p)xp(p). (16)

De (1.6) e como D(I") é denso em D’'(I"), resulta que a aplicagao definida em (1.4) se prolonga,

continuamente, a uma aplica¢do que continuaremos denotando por ¢;, de D'(T') em D'(R™1).

Por fim, definimos para todo s € R o espaco.
HA(T) == {u; ¢i(u) € H¥(R" ), i=1,...,k}

munido da norma

ey 2= (Z 1640)] e 1)) ; (1.7)

Observagao 1.11. Mostra-se em M. Milla. Miranda e L. A. Medeiros [28] que a defini¢ao do

espago H*(T') nao depende do sistema de cartas locais de I'. Ademais, verifica-se que sistemas
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distintos, possuindo as mesmas propriedades, geram normas equivalentes a dada em (1.7).
Portanto, a defini¢ao do espago H*(I') nao depende do sistema de cartas locais escolhido. Para
uma exposicdao bem mais ampla dos Espacos de Sobolev em uma variedade recomendamos FE.
Hebey [15]. A seguir, enunciaremos alguns resultados, antes porém, lembremos que: se ) é um
subconjunto aberto limitado do R™. Dizemos que ) é bem regular se sua fronteira I' é uma
variedade de classe C* de dimensdo n—1 e ) estd localmente em um unico lado de I, ou seja,

Q ¢ uma variedade com bordo de classe C'*°, sendo I' o seu bordo.

Proposicao 1.7. O espaco D(I') € denso em H*(I').

Demonstragao: Ver Lions-Magenes [22]. u

Proposiciao 1.8. O espago Hz(T') estd continuamente imerso em L2(T).

Demonstragao: Ver Lions-Magenes [22]. u

1.5 Alguns Resultados Sobre a Teoria do Traco

Condiremos 2 um aberto limitado bem regular do R™ com fronteira I'. Representamos por
D(Q) o espaco vetorial das fungoes reais definidas em €, possuindo derivadas parciais continuas
de todas as ordens. Dada uma funcao u definida em €, denotamos por yyu a restricdo de u a
. Por D(Q) representamos o conjunto de todas as funcdes p: Q — R pertencentes a C°(R™),

restritas a €. Em simbolos:

D(Q) == {dlg = p.¢ € C°(R")}.

Proposicao 1.9. FExiste uma constante positiva C' tal que
ol 3y < Cllullsn.

Demonstrac¢ao: Ver M. Milla. Miranda e L. A. Medeiros [28]. n

De acordo com a Proposigao 1.9 e pelo fato que D(£2) é denso em H'(£2), podemos estender

a aplicagao
70: D() = H (D)

U — You = u|r,
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a uma tUnica aplicacao linear e continua, ainda representada por 7y,
Yo: HY(Q) — H2(D)

U= You = u}r . Yue D).

A aplicagdo dada em (1.1) é denominada aplicagdo trago de ordem zero.

Teorema 1.6. O nicleo de o € o espaco HL(Q).

Demonstragao: Ver M. Milla. Miranda e L. A. Medeiros [28|. ]
Mais geralmente, em face de D(Q) ser denso em H™(Q) a aplicacdo

75 D(Q) = H™ 72 (I),

pode ser estendida & uma tnica aplicacao linear e continua, tal que

o’ vu € D(Q),Vj = 1 1
—| =yu, Yu =1,...,m—1.
ay] - rY] ) I ] ) )
m—1
!
Desse modo, usando a notacao H H™772(T") para representar o Espaco de Hilbert
j=0

H™ 2(T) x H™ 2(I') x - - x H2(I),
podemos enunciar o seguinte teorema:

Teorema 1.7 (Teorema do Traco). A aplicagao linear

( ) ‘ 8u‘ 8m‘1u’
u 7 u, Uy oy Ym—1U) = U s | 5y =T )
Toth M fm—1 r Ovylr oy Hr

m—1
de D(Q) em H Wmfjfi’p(f‘), prolonga-se & uma aplicacao linear, continua e sobrejetiva de
7=0

m—1

WmP(€) em H Wmﬁ'*%’p(l“). Mais precisamente, existe uma unica aplicacao linear e continua
=0
v
m—1
.1
v H™Q) = [[H"72(T)
=0 (1.2)
w = YU = (Yo, VU -« -+, Ym—11), Yu € D(Q),
m—1
1
com a topologia natural do espaco H H™772(T") dada por
=0
m—1
.1
onde w = (W, W1, ..., Wy_1) € H H™772(T). Além disso, v~1(0) = HJ*(Q) e v admite uma
=0

tnversa 6 direita, a qual € linear e continua.
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Demonstragao: Ver M. Milla. Miranda e L. A. Medeiros [28] ou Lions-Magenes [22]. n

Observacao 1.12. A aplicacao v € denominada aplicagao trago de ordem m. Com base no
estudo acima, quando dizemos que as fungoes de H} (Q) se anulam na fronteira de Q, na verdade

estamos afirmando que H} () é o nicleo da aplicagio 7.

Encerramos esta secao apresentando um breve resumo do estudo realizado em M. Milla.
Miranda e L. A. Medeiros |28] sobre o traco da derivada normal, onde mostre-se que tomando

. . ou
u em um espacgo conveniente, o traco da sua derivada normal — pertence a certo Espaco de

ov

Sobolev H*(T"), sendo s > 0 um nimero real.

Seja ) um aberto limitado do R™, com normal externa v e com fronteira bem regular I'.

Dada v € H'(Q), vov € L*(T'); assim, se v € H*(Q) entao gv € H(Q) e ’yogv € L*(I), dai,

X X

ov
faz sentido falar sobre a derivada de v na direcao v normal a I, isto é, o Com isso, definimos
v
v

Yoz = M. Segue da teoria do trago que 7; ¢ uma aplicagiao continua de H%(Q2) em L*(T') de
v

modo que para todo par de fungoes u € H'(Q2) e v € H*(Q) vale a formula de Green

- ou Ov ov
/QAvud:E— Z/anl axidm—/ru%df.
=1

E se u,v € C?*(Q) entdo

ou ov
/Q(UAU — uAv)dx = /F (U% - ua)dx

Considere o espago vetorial H°(Q) := {u € L*(Q); Au € L*(Q)}, o qual munido com o

produto escalar
(“7”)%0(9) = (uﬂv)y(g) + (A, AU)LZ(Q)’
¢ um Espago de Hilbert. Verifica-se os seguintes resultados:

Proposigao 1.10. D(Q) ¢ denso em H°(Q).

Demonstracgao: Ver M. Milla. Miranda e L. A. Medeiros [28]. n

Teorema 1.8. A aplicacao

D(Q) — H= (') x Hz (I

u o= (You, )

se estende & uma aplicagio linear e continua de HO(Q) em H = (') x H?(F).
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Demonstragao: Ver M. Milla. Miranda e L. A. Medeiros [28]. n

Observacgio 1.13. Se Q é um aberto limitado do R™ de classe C? e u, Au € L*(Q) entio a

aplicacio L2(T) — Hz(Q) € continua e, por isso

[l

< Cl|ul| z2(ry- (1.3)

1
HZ(Q)
Por outro lado,a imersio Hz () — L2(Q) ¢é continua. Assim,

[ullz2() < Cullull 4 -
Portanto, de (1.3) e (1.4), obtemos

[ull2) < Cillull 4y ) < Cllullzzmy

HQQ

1.5.1 Trago em L?*(0,T, H™(Q))

Nesta segao apresentaremos alguns resultados obtidos por M. M. Miranda [29] sobre o

trago em L2(0, T, H™(f2)). Vimos anteriormente que existe uma aplicacao trago
m—1
v H™(Q) = [[ H™ = (T) (1.5)
=0

que ¢é linear, continua e sobrejetora.

Definamos a aplicagao
m—1
4. L*0,T, H™(Q)) — L* (o, 7. 1] Hij(F)> (1.6)

u = Ju, (yu)(t) = yu(t),
onde yu(t) é a funcdo em (1.5) aplicada ao vetor u(t) € H™(2). Mostra-se que a aplicacao

(1.6) é linear, continua e sobrejetora.

Proposigao 1.11. Seja u € L*(0,T, H™(Q)) tal que v’ € L*(0, T, H™(Q)), entio yu' = (Yu)’.

Demonstragao: Ver M. Milla. Miranda [29]. n

1.5.2 Trago em H (0,7, H™(Q))

No que segue, enunciaremos para func¢oes de H1(0,7, H™(f2)), um resultado de trago

devido a M. Milla. Miranda [29]. Mostra-se que se f € H'(0,T, H™(2)) entao f = ¢° + ¢°,
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com ¢°, 4% € L*(0,T, H™(R)). Sejam L = L2(0, T, H™(Q)) x L*(0,T, H™(Q)), M o subespaco
fechado de LL e os vetores {a, 8} tais que
(, v) 20,mm @) + (B V) L20,1,8m () = 0,

para todo v € H}(0,T, H™(S2)). Considere M+ o complemento ortogonal de M. Definindo a
aplicacao

H™Y0,T, H™(Q)) — M*
fo={eh. v},
onde {¢},97} € & ¢ tal que || f[| = [[{#}. ¥7}H e

& = {{6% 00} € L (¢4, 0) + (vr, V) = (f,v), Vv € Hy(Q)},

isto é, o conjunto dos {¢f,ws} € L tais que f = ¢y + ). Verifica-se que a aplicagdo definida

acima é uma isometria linear e continua.

Para f € H1(0,T, H™(2)) define-se 7f da seguinte forma:

T T
(3 fw) = / (162, w)ydt + / (10 )y,

m—1
com w € H™1 (O,T, Z Hm_jé(F)>, a qual é linear e continua. Desse modo, fica definida a
j=0

aplicagao linear e continua

f=7

Esta aplicagao ¢ denominada aplicagdo trago para as fungoes de H=1(0, T, H™(Q)).

1.5.3 Interpolacao de Espacos

Com base no estudo feito por M. Milla. Miranda [29], o objetivo desta se¢do é apre-
sentar uma introdugao ao estudo de certos operadores A* e de certos espagos Xy := [V, Hlg
(interpolagao ou construgao de espacgos “intermediarios”, entre determinados Espacos Hilbert V'
e H). Entretanto, destacamos que uma abordagem bem mais ampla sobre tais temas é feita em
Lions-Magenes [22]|. Por outro lado, ao leitor interessado, varias aplicagdes destas teorias, tra-
tando problemas envolvendo Equagoes Diferenciais, podem ser encontradas em I. Lasiecka-H.

Triggiani [19] ou em I. Lasiecka-H. Triggiani |20].
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Considere V' e H Espacgos de Hilbert, munidos com os produtos internos ((-,-)),(-,")
respectivamente, sendo a dimensao de V infinita e V C H, tais que a injecao de V em H ¢
continua e V' é denso em H. Seja a(u,v) uma forma sesquilinear continua em V x V. Denotamos
por D(A) o conjunto dos u € V' tais que a forma antilinear v — a(u, v) é continua em V' com a
topologia induzida por H. Como V é denso em H podemos prolongar esta forma antilinear a
todo H. Além disso, pelo Teorema de Representagao de Riesz 5.14, para cada u € D(A) existe

um unico Au € H tal que
a(u,v) = (Au,v), para todo v e V. (1.7)
Segue-se, entao, que

D(A)={ueV;3f € H satisfazendo a(u,v) = (f,v), Vv e V}.
Com essa caracterizagao de D(A), verifica-se que D(A) é um subespaco linear de H e que
A: D(A) — H, definido por (1.7), é um operador de H dado pela tripla {V, H,a(u,v)}. Se,
além e ser uma forma sesquilinear continua em V' x V| a(u,v) for coerciva, isto ¢, 3C' > 0, tal

que

la(v,v)] > Cllv]|* Vv eV, (1.8)

entao valem os seguintes resultados:

Teorema 1.9. Se a(u,v) verifica (1.8), entdo para cada f € H existe inico u € D(A) tal que
Au = f. (1.9)

Demonstracao: Ver M. Milla. Miranda [30]. n

Proposicao 1.12. Suponha que a(u,v) satisfaz (1.8). Entao D(A) é denso em H e A é um
operador fechado de H.

Demonstracao: Ver M. Milla. Miranda [30]. n

Agora, considere S um operador fechado de H com dominio D(S) C H. Introduzimos

em D(S) o produto interno

(U, U)D(S) = (u, U)H + (Su, SU)H (1.10)
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Como S é fechado em H, segue-se que D(S) é um Espaco de Hilbert com o produto interno

dado em (1.10). Suponha que:

o operador A é definido pela terna {V, H,a(u,v)}

3 ap,a € R,a >0 tais que Rela(v,v) 4+ ag(v,v)] > ao|jv]]?, Yv e V; (1.11)

vV E H (imercao compacta),

o operador B é definido pela terna

{V,H,b(u,v)}, onde b(u,v)=a(u,v)+ ag(u,v). (1.12)

Feitas tais consideracoes ja podemos apresentar, entre outros resultados, o importante

Teorema Espectral.

Teorema 1.10 (Teorema Espectral). Sob condicio (1.11) e supondo a(u,v) hermitiano, isto

é, a(u,v) = a(u,v), sao vdlidos:

(i) A € autoadjunto e existe um sistema ortonormal completo (enumerdvel) (w.) constituido

por autovetores de A;

(ii) se (A\y) sdo os autovalores de A correspondentes aos autovetores (w.,), entdo Ay, — 00,

D(A) = {u € H: > N (u,w,)|? < oo} (1.13)
y=1
e
Au = Z A (u, wy)w,  Yu € D(A). (1.14)
y=1
Demonstracao: Ver M. Milla. Miranda [30]. n

Supondo valida a condicdo (1.11) e sendo a(u,v) hermitiano, como consequéncia do Teo-

rema Espectral 1.10 mostra-se que:

Proposicao 1.13. Com a notacao acima, tem-se

D(A™) = {u € H;Z)\,Qym](u,wﬁy)\2 < oo} (1.15)
y=1
e
A= " NMu,wy)w,  Vu € D(A™), (1.16)
y=1

onde m € um numero inteiro positivo.
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Demonstragao: Ver M. Milla. Miranda [30]. u

Motivados por este resultado apresentamos a

Definicao 1.8. Seja h(\) uma fungdo qualquer de R em R. Definimos h(\) como um operador

de H com dominio

D(h(A)) = {u € H: Y n*(O\)|(u,w,) < oo} (1.17)
h(A)u =Y h(Ay)(u,wy)w,  Yu € D(h(A)), (1.18)

onde 0s w., sao os autovetores de h(A) associados aos correspondentes autovalores h(\.).

Proposicao 1.14. h(A) um operador autoadjunto de H.

Demonstracao: Ver M. Milla. Miranda [30]. n

Observacao 1.14. Sabendo que um operador R de H € positivo quando (Ru,u)y > 0, para
todo w em H (no caso em questdo vemos que A € positivo se, e somente se Ay > 0, Vv),
mostra-se que h(A) € positivo se, e somente se, h(\y) >0, V7.

A proposicao seguinte determina a raiz quadrada de um operador positivo A.

Proposicao 1.15. Suponha que A € positivo. Entao o operador S de H com dominio

D(S) = {u € H; Z:)\,Y](u,wﬁ,ﬂ2 < oo} (1.19)

=1

e definido por

Su = i VA (u,w)w,  Yu € D(S), (1.20)

¢ o Unico operador autoadjunto positivo de H que satisfaz S* = A.

Demonstragao: Ver M. Milla. Miranda [30]. n

O operador S definido acima, denotado por A%, é denominado raiz quadrada positiva de

Considere o Espaco de Hilbert D(B%) equipado com o produto interno

(u, v)D(B%) = (B%u, B%U)H.

Temos:
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Proposicao 1.16. Sob as condicoes descritas acima:

(i) V = D(B2);
(ii) Se A € positivo, entio D(Az) = D(B2).

Demonstragao: Ver M. Milla. Miranda [30]. n

Finalmente, considere os Espacos de Hilbert V' e H, nas condi¢des anteriormente estuda-
das, quais sejam: a imersao de V ém H é compacta, V é denso em H e tem dimensao infinita;
o operador A é definido pela terna {V, H, ((u,v))}; (\,) é uma sucessdo de autovalores de A

(A, >0, A = 00) associados a sucessdo ortonormal (completa) de autovetores (w.).

Para o € R, denotaremos por A® o operador autoadjunto positivo de H definido pela

funcao
A%, se A>0
h(X) =
0, se A <0,
isto é,
D(A%) = {u € H; Y N (u,w,)? < oo} (1.21)
y=1
e definido por
A%y = Z A (u,wy)wy,  Yu € D(AY). (1.22)
v=1

Denotando por S a raiz quadrada de A, pela Proposicao 1.16 vemos que
V = D(S) e ((u,v)) = (Su, Sv)  Yu,veV.
Definimos os Espacgos de Hilbert
Xy :=[V,H)y = D(S*7?) (1<6<1),

com o produto interno

(u,v)x, = (Sl’eu, Slfev)H

e a norma do grafico de S, isto é,

[un

_ 2
(Il + 115 2ul? ).

Observe que Xy = [V, H]p =V, X; = [V, H]; = H, para 6, < 6, tem-se Xy, C Xj, e vale

o seguinte resultado:
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Proposigao 1.17. Se 0 < 6, <0, <1, entao a imersao de Xy, em Xy, € continua e densa.

Demonstracao: Ver M. Milla. Miranda [30]. u

Observacao 1.15. Considerando em V e H, novos produtos internos equivalentes aos aqui
definidos e, definindo Yy := [V, Hly, com relacio a estes novos produtos internos, mostra-se
em Lions-Magenes [22] que se tem Yy = Xy e suas normas sao equivalentes. Por outro lado,
sendo Q um subconjunto aberto limitado e bem regular do R™ (veja a Observagao 1.11), s um
nimero real positivo e m um nimero inteiro, tais que s > m. Também em [22] verifica-se que
0§ espagos

H*(Q) = [H™(Q), L)1,

denominados Espacos de Sobolev de ordem s, nao dependem dos inteiros m com a propri-
edade acima, na verdade o que mudam sao as normas, sendo estas, todas equivalentes. Temos

ainda:
Teorema 1.11. Seja Q2 um aberto limitado e bem regular do R™. Entao
(17 (), H(Q)]y = HO10(0),

para quaisquer $1,59 >0, 0< 60 <1, (com normas equivalentes).

Demonstragao: Ver Lions-Magenes [22]. [
Teorema 1.12. Sejam 2 um aberto limitado e bem reqular do R™ e I' sua fronteira. Entdo
[Hsl(F), H*2 (F)]G _ H(179)31+952 (F),

para quaisquer s1 > sy em R, 0 < 6 < 1, (com normas equivalentes).

Demonstragao: Ver Lions-Magenes [22]. n

Teorema 1.13. Seja Q um aberto limitado e bem regular do R™. O espagco D(2) € denso
1 1
em H*(Q) se, e somente se, s < 5 Nesse caso, H3(Q) = H*(Q). Quando s > — tem-se
s
HE(Q2) € H*(Q) estritamente. Onde HF(2) denota o fecho de D(2) em H®(Q).

Demonstragao: Ver Lions-Magenes [22]. n

Teorema 1.14. Sejam 2 um aberto limitado e bem regular do R"™ e s € R. Para todo € > 0, a
injecao
H*(Q) — H*™¢(Q),

€ compacta.
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Demonstragao: Ver Lions-Magenes [22]. u

Teorema 1.15. Seja Q um aberto limitado e bem regular do R™. Dados si1,S2,53 € R, com

$1 > 89 > s3. Para todo € > 0, existe uma constante C’(e) tal que

[ullre2 () < ellullaa@) + ClO)|ullas@),  Yue H* ().

Demonstragao: Ver Lions-Magenes [22]. n
Mais geralmente tem-se:

Teorema 1.16. Sejam X,Y, 7 Espacos de Banach com X CY C Z e a injecio X — Y €

compacta. Para todo € > 0, existe uma constante C(€) tal que

lully <ellullx +Cle)llullz,  Vue X.

Demonstragao: Ver Lions-Magenes [22]. [

1.6 Operadores Mono6tonos e Semigrupos de Operadores

Lineares

Nesta secao veremos algumas defini¢oes e conceitos basicos sobre operadores nao lineares
em Espacos de Banach; além de alguns resultados envolvendo operadores maximais mono6tonos,
cujos detalhes podem ser encontrados em V. Barbu [2]. Apresentaremos ainda, importantes
propriedades a cerca da teoria de Semigrupos de operadores lineares, as quais, sao estudadas
de forma detalhada em A. M. Gomes [14], A. Pazy [32] , V. Barbu [2] e S. Zheng [23]. No que
segue, nao nos esforcaremos para a generalidade e, em vez disso, trataremos apenas algumas
classes especiais de Semigrupos, como por exemplo, Semigrupos dissipativos, uma vez que este
nao é o nosso foco; ademais, a teoria de Semigrupo é geralmente aceita como parte integrante

da Analise Funcional e estd incluida na maioria dos tratados sobre este tema.

1.6.1 Operadores Maximais Mondétonos

Considere os espagos vetoriais reais X e Y. Denotaremos por X xY o conjunto {(z,y);z €
X ey e Y}, por P(Y) denotamos o conjunto de todos os subconjuntos de Y. Dizemos que
A: X — P(Y) é um operador de X em Y se a cada v € X, A associa Az € P(Y) e nesse caso

definimos:
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1. O dominio do operador A: D(A) := {x € X; Ax # T};

2. O conjunto imagem do operador A: R(A) := U Ax;
rzeX

3. O Grafico de A: Gr(A) == {(x,y);y € Az}.

Se para cada z € D(A) o conjunto Az for unitéario entao diremos que A é univoco (ou
univalente), caso contrario, diremos que A é multivoco (ou multivalente), e nesse caso, A
pode ser visto como um subconjunto de X x Y. Quando o operador A é univoco, denotamos

A: D(A) C X — Y. Além disso, por X’ representamos o dual de X, isto é,
X":={f: X = R; f ¢ linear e continua},
por fim, (-, -)x/«x denota a dualidade entre X' e X.

Defini¢ao 1.9 (Operador monétono). Dizemos que um operador A: D(A) C X — P(X'),
(ou A: D(A) C X’ — P(X)) € monétono se

(Y1 — Yo, @1 — T2)xrxx > 0, V(z1,11), (22, 92) € Gr(A).
Se A for univoco a definicao acima pode ser reescrita como
(Azy — Az, 11 — 20)xixx >0, Yy, zo € D(A).
Quando A € univoco e linear € suficiente verificar que
(Az,z)x1xx >0, Vo e D(A).

Exemplo 1.5 (Subdiferencial). Sejam H um espago de Hilbert e ¢: H — (—o00, 00| uma

funcao prépria e convexa sobre H, isto €, ¢ Z o e

pte+ (1 —t)y) <tp(x)+ (1 -t)p(y), Vtelo,1].
Considere o operador multivoco 0p chamado subdiferencial de ¢ definido por

0p : H —s P(H') "

x> 0p(x) ={y € H';9(2) > ¢(x) + {y,2 — ¥)mxn Vz € H}
Observe que Oy € um operador mondtono, visto que para x1,x9 € H, y; € 0p(x1),y2 € 0p(x2),
em particular temos
p(xe) > o(@1) + (Y1, 22 — x1)mxm, € (w1) > p(T2) + (Y2, T2 — T1) s
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Assim,
(1) + o(x2) > p(1) + (22) + (Y2, T2 — T1) wrxm + (Y1, T2 — T1) xS
o que implica
(Y2, 02 — 21)mrxm + (Y1, T2 — T1) s <0
= — (Y2, 71 — T2)mrxm — (Y1, 71 — T2)wxm <0
= (=1)((y2, 21 — 22)rrxm — (Y1, 01 — o)) <0

< (y1 — Yo, 01 — Ta) sy > 0.

Portanto, Op € mondtono.

Operador Maximal Mon6étono

Antes de definirmos operador maximal mondétono, precisamos dizer o que significa ser
maximal. Para isso, consideremos a seguinte relacao no conjunto de todos os operadores de X
em Y.

A < B <= Gr(A) C Gr(B).
Mostra-se que a relagao “<” definida acima é de ordem parcial, ou seja:
o & reflexiva: Gr(A) C Gr(A);
e ¢ antissimétrica: se Gr(A) C Gr(B) e Gr(B) C Gr(A) entao Gr(A) = Gr(A);
e ¢ transitiva: se Gr(A) C Gr(B) e Gr(B) C Gr(C) entao Gr(A) C Gr(C).

Observacao 1.16. A palavra “parcial” significa que podem existir a,b tais que nem a < b nem
b < a. Nesse caso, dizemos que a e b sao elementos incompardvers. Por outro lado, um
conjunto M ¢ totalmente ordenado ou uma cadeia, quando € parcialmente ordenado e dois
quaisquer elementos sao compardveis, ou seja, dados x,y € M wvale sempre v < y ouy < x
(ou ambos). Um limite superior, ou uma cota superior, para um subconjunto W de um

conjunto parcialmente ordenado P € um elemento uw € P tal que
a < u, para todo a € W.

Vale observar que pendependo de P e de W tal elemento pode nao existir. Entretanto, quando

existe, um elemento m € P é dito maximal se
m<a implicar  m = a.
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Defini¢ao 1.10 (Operador maximal monétono). Dizemos que um operador A: D(A) C
X — P(X') é maximal mondtono quando A € elemento mazximal no espago de todos os
operadores mondtonos de X, isto é, dado qualquer operador mondtono B: D(B) C X — P(X')
se A< B, entao A = B.

Exemplo 1.6. Sejam H um Espaco de Hilbert e ¢: H — (—00,00] uma fun¢ao convexa sobre
H, ¢ 22 o0 e semicontinua inferiormente. Seja y € H, com o auxilio da aplicacao conveza e
semicontinua inferiormente x — @(z) + 3|lv — y||3;, mostra-se que o operador subdiferencial

definido no Exemplo 1.5 € maximal mondtono.

O resultado seguinte é equivalente a definicao de operador maximal mondtono apresentada

acima.

Proposicao 1.18. O operador A: D(A) C X — P(X') € mazimal mondtono se, e somente

se, para todo (xg,yp) € X' x X tal que
(Yo —y, 0 —T)xxx >0,  V(x,y) € Gr(A),
tem-se (zo,Y0) € Gr(A).

Demonstrag¢ao: (=) Suponhamos, por contradi¢do, que A é maximal mono6tono e que existe

(x0,y0) € X' x X tal que
(Yo — Yy, 0 — ) xrxx > 0, V(z,y) € Gr(A) com (xo,y0) ¢ Gr(A).

Seja A tal que Gr(A) = Gr(A)U{(zo,10)}, é claro que A < A e A & monétono, o que contradiz
a maximalidade de A.
(<=) Suponhamos que A é maximal mondtono e seja B: D(B) C X — P(X’) um operador

mondétono tal que A < B. Considere (xg,0) € Gr(B), sendo B mondtono tem-se
(Yo —y, 0 —2)x'xx >0,  V(x,y) € Gr(B).

Em particular, para todo (z,y) € Gr(A), logo, por hipotese (zo,y0) € Gr(A). Entdao Gr(B) C

Gr(A), isto é, B < A e pela antissimetria segue-se que A = B. [ |

Observacao 1.17. Se A é mazximal mondtono e X € um nidmero positivo qualquer entdo os

operadores NA e A~ sdo mazimais mondtonos.

Lema 1.4. Sejam X um Espaco de Banach reflezivo e A: X — X' um operador maximal
mondtono. Se (um,vm) € D(A), u, — u, v, — v e qualquer um dos dois itens abaizo se

verifica, isto €,
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(i) ml%r_r)loo sup (um — Uy, Uy — Un)X <0;

ou

(ii) 77%1_1}1(1)o sup(um — Uy Uy — U)X <0.

Entao, (u,v) € D(A) e (tUm,vm), — (u,0) .

Demonstragao: Ver V. Barbu [2] . n

Defini¢ao 1.11 (Operadores: hemicontinuo/coercivo). Um operador A: X — X' é dito

hemicontinuo se para todo x,y € X
Alx +ty) = A(z), quando t—0.

A € coercivo quando
<A.I, :E>X’><X

lell=oo Iz
Os resultados seguintes caracterizam operadores maximais monétonos em Espacgos de

Banach reflexivos.

Proposicao 1.19. Sejam H um FEspaco de Hilbert e A: H — H um operador mondtono. Se

A € hemicontinuo, entao A € maximal mondtono.

Demonstragao: Ver V. Barbu [2]. n

Teorema 1.17. Sejam X e X' espacos reflexivos e estritamente convezros; seja F: X — X'
a aplicagao dualidade de X. Considere o operador mondtono (multivoco) A: X — X'. Entao

A € mazimal mondtono se, e somente se, para todo X > 0 (equivalentemente, para algum \),
R(A+\F) = X",
Demonstragao: Ver V. Barbu [2]. n

Corolario 1.2. Sejam X um espago reflexivo e B: X — X' um operador mondtono limitado
e hemicontinuo. Se o operador (multivoco) A: X — X' é mazimal mondtono entdo A+ B €

mazimal mondlono.

Demonstragao: Ver V. Barbu [2] . u

Observacao 1.18. Note que, em particular, o Coroldrio 1.2 mostra que qualquer operador
mondtono limitado e hemicontinuo de X em X' é maximal mondtono. Por outro lado, o

teorema sequinte nao exige limitacao.
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Teorema 1.18. Sejam X um espaco reflexivo e B: X — X' um operador mondtono e hemi-
continuo. Entdo, B € mazimal mondtono. Se além disso, B é coercivo entao R(B) = X'.
Demonstragao: Ver V. Barbu [2] . n

Teorema 1.19. Sejam X um espago reflexivo e A: X — X' um operador (multivoco) mazimal

mondtono. Entao, R(A) = X' se, e somente se, A~' € localmente limitado em cada ponto
7 € R(A) = D(A™).
Demonstragao: Ver V. Barbu [2]. n

Teorema 1.20. Sejam X um espacgo reflexivo e A, B: X — X' operadores maximais mondto-
nos. Suponha que

(intD(A)) N D(B) # @.

Entao, A+ B ¢ mazimal mondtono.

Demonstragao: Ver V. Barbu [2] . n
O Teorema 1.20 contém um caso especial da seguinte versao do Corolario 1.2. Vejamos:

Corolario 1.3. Sejam X um espaco reflexivo e B: X — X' um operador mondtono e hemi-
continuo. Seja o operador (multivoco) A: X — X' mazimal mondtono, entao A+ B é mazimal

mondtono. Além disso, se A+ B é coercivo entio R(A+ B) = X'.

Teorema 1.21 (Teorema de Minty). (i) Um operador A: H — H', sobre um Espaco de
Hilbert H é mazimal mondtono se, e somente se, R(A+ \) = H', para algum \ > 0;
(i) Se um operador mondtono A, definido em um Espago de Hilbet H, é continuo e D(A) = H,

entao A é mazimal mondtono.

Demonstracao: Ver H. Brezis |5]. n

1.6.2 Teoria de Semigrupos de Operadores Lineares

Veremos a seguir um breve resumo da importante teoria de Semigrupos. No entanto, assim
como feito anteriormente, por se tratar de resultados bastante conhecidos, muitos deles nao

serao demonstrados.

Defini¢ao 1.12. Sejam X um Espaco de Banach e L(X) o conjunto dos operadores lineares
limitados de X. Uma aplicagio S: R, — L(X) é um Semigrupo de operadores lineares

limitados, de X, se
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(i) S(0) =1, onde I € o operador identidade de L(X);
(i) S(t+s)=5(t)S(s), Vt,seR,.
Definigao 1.13. Dizemos que o Semigrupo {S(t)}:>o € uniformemente continuo, se

lim ||S(t) — I||= 0.

t—0t

Definigao 1.14. O Semigrupo {S(t)}i>o € dito de classe C°, ou fortemente continuo se,

lim [[(S(¢) — [)z||=0, Vze X.

t—0+

Por vezes, quando {S(t)};>o for um Semigrupo de classe C° vamos dizer simplesmente
que {S(t)}i>0 € um Cp-Semigrupo. Ademais, por simplicidade, em algumas situagoes, também

serdo usadas as notac¢oes S(t) ou simplesmente S no lugar de {S(t) }+>o-

Lema 1.5. Seja {S(t)}i>0 um Co-Semigrupo em X, onde X € um Espaco de Banach. Entao,

existem M >1 e d > 0 tais que 0 <t <9,

1S@)ll< M.

Demonstragao: Ver A. Gomes [14], A. Pazy [32] ou S. Zheng [23]. n

Teorema 1.22. Sejam X um Espago de Banach e {S(t)}i>0 um Cy-Semigrupo em X. Entao,

existem constantes M > 1 e w > 0 tais que

[SM< Me™', vt > 0.

Demonstragao: Ver A. Gomes [14], A. Pazy [32] , V. Barbu [2] ou S. Zheng [23]. n

Coroléario 1.4. Todo Semigrupo de classe C° € fortemente continuo em R, isto é, set € Ry
entao
lsllg S(s)r =S(t)x, VreX.

Demonstracao: Com efeito, seja t € R, de h > 0 vemos que

|S(t+ h)x = S(t)z| = ||SE)[S(h) — x|

<||S@||[|(S(h) = Dz|| — 0,
quando h — 0%. Se 0 < h < ¢,
|S(t = h)a — S(t)z|| = ||St — k)T — S(h)]z]|
< 156 W[5k — 1)) —> 0,
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quando h — 0%, pelo Teorema 1.22, obtemos

lim S(s)x = S(t)z, Vr e X.

s—t

Observacao 1.19. Do exposto acima, quando wg < 0, existe M > 1 tal que
I1SH< M, vt >0.

neste caso, diz-se que S é um Semigrupo uniformemente limitado de classe C°. Se além

disso, M =1, S € dito um Semigrupo de contracoes de classe C°.

Definicao 1.15. O operador A definido por:

Sthy—1 }
Taz existe ¢,

h—0t

D(A) = {3: € X; lim

S(h) — I

Az = lim )Tx, Vz € D(A),

h—0t

S(h) — I

€ dito gerador infinitesimal do Semigrupo S. Algumas vezes o operador linear ,

(h > 0) serd denotado por Ay,

Proposicao 1.20. Sejam S um Semigrupo de classe C° e A o gerador infinitesimal de S.

(i) Sex € D(A) entao S(t)xr € D(A), Vt>0e

d
%S(t)x = AS(t)x = S(t)Ax. (1.2)
(ii) Se x € D(A), entao
S(t)x — S(s)x :/ AS(T)xdr :/ S(1)Axdr. (1.3)

t
(iii) Se xz € X entdo / S(t)zdr € D(A) e

S(t)yr —x = A/t S(r)zdr. (1.4)

Demonstracao: Fixado t > 0, para h > 0 temos

S(t+h)—S(t) S(t)S(h) — S(t) S(h)—1
h h
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Vamos justificar a ultima igualdade. Note que,

ﬂﬂmﬂ:S@SW%JﬁzS@Smf—swx25@+mi—ﬂﬂx:
_ SWSHr =S _ , g,

h
Como z € D(A) entao S(t)x € D(A) dai, existe o limite AS(¢)z, portanto podemos passar ao

limite na igualdade acima, donde segue que S(t)Ax existe e; ademais

mﬁ@x:§$SMﬁﬁf—Smw:ﬁ%sm+ﬂz—amx:
dr (1.5)
= ES(t)LE,

Por outro lado, para 0 < h < t,

S(t— h) (S(h);_JU) _ S(t—=nh)S(h)x =St —h)x  S(t)r—S({t—h)x

o que implica

h h ’

S(t)x — S(t —h)x
h

%) — S(t)Apz. (1.6)

—S@AM:S@—M<

Somando e subtraindo S(t — h)Anx no lado direito de (1.6), temos

sa—m<§@%:ﬁ)—S@Aw—su—mAw+su—mAw

h N .

~- 11
e (1)

Vamos analisar (1) e (/]) separadamente. Como,

:su—m<§@EZE_AW)+6@—M—5W»Mx. (1.7)

(.

-1 (202 ) | < st - | T - ]
e como x € D(A), segue da limitagdo de S(t — h) que
S(t —h) (% — A;ﬂ:) H — 0, quando h — 07, (1.8)

Por outro lado, olhando agora (I7), da continuidade forte de S(-)z, temos
1(S(t —h) — S(t))Apz||— 0, quando h — 0. (1.9)

Logo, por (1.7), (1.8), (1.9) e, observando (1.6) vemos que

S(t)r — St —h)z

A - S(t)AhCL’

— 0, quando h — 07,
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donde, a derivada & esquerda de S(t)z é dada por

.
—-S(t)x = S(t)Ar. (1.10)

Entao, de (1.5), (1.10)
d

dt

o que prova (i). Agora, para mostrar (ii) observe que basta integrar (1.2) de s a t, obtendo

t t t
/%S(t)a:dT:/ AS(T)xdT:/ S(r)Axdr,

(S(t)z) = S(t)Ax = AS(t)x,

ou seja,

S(t)x — S(s)x = / t AS(r)zdr = / t S(r)Axdr,

s

e (ii) se verifica. Finalmente, para justificar (iii) notemos que para h > 0, com h <t
_ t r t t
(M) / S(7)xdr = S(h)/ S(7)xdr — / S(T)de}
h 0 i 0 0
rrt t
/ S(h)S(T)xdr — / S(T)xdT]
LJo 0
e ¢ 1.11
/ S(T 4+ h)xdr — / S(T)%dT} ( )
LJo 0

/ o S(r)adr —% / ' S(r)wdr.

t 0

SN S

Afirmacao 1: Paracadax € X eh >0

De fato, note que

1 t+h
<5 / 1S(r)z — S(t)zl|dr
t

% /t S(r)wdr — S(t)

E/t [S(7)x — S(t)z]dr

Dai, sendo S(-)x continua, para todo € > 0, existe 6 > 0 tal que
|S(T)x — S(t)z||< €, sempre que |7 — t|< 4,

portanto, para h > 0 pequeno

%/t S(r)xdr — S(t)x

1 t+h 1
Sz/t edT:EEhze,

donde, concluimos que



o que prova a Afirmacdo 1 e mostra que o limite em [; existe. Logo, passando ao limite em

(1.11), quando h — 07, resulta

lim (%) /OtS(T)xde lim %/tHhS(T)xdT— lim l/OhS(T)xdT:S(t)x—zL'.

h—0+ h—0+ h—0+

Por fim, segue-se que

/t S(t)xdr € D(A),

A ( /0 t S(T)xdT) = lim % ( /0 t S(T)m) = S(t)x — x.

Proposicao 1.21. (i) O gerador infinitesimal de um Semigrupo de classe C° é um operador

com

linear fechado e seu dominio é denso em X.

(ii) Um operador A fechado com dominio denso em X € o gerador infinitesimal de no mdzximo

um Semigrupo de classe C°.

Demonstragao: Ver A. Gomes [14], A. Pazy [32]. u

Antes de enunciarmos o préximo resultado precisamos da seguinte definicao:

Definicao 1.16. Seja S um Semigrupo de classe C° e A o seu gerador infinitesimal. Considere

AY =1, A' = A e supondo que A" ! esteja definido, vamos definir A" pondo:
D(A™) :={xz;2 € D(A™') e A" 'z € D(A)},
Az = A(A" 'z), Vo € D(A™).
Proposicao 1.22. Seja S um Semigrupo de classe C° e A seu gerador infinitesimal. Temos:

1. D(A™) é um subespago de X e A" é um operador linear de X.

2. Sex € D(A"), entao S(t)x € D(A"),Vt >0 e

dn
%S(t)x = A"S(t)x = S(t)A"z, ¥n € N.

t
3. Sejan € N, se x € D(A") entdo / S(r)zdr € D(A™) e
0

A < /0 t S(T)xdf) — S(t) A"z — Ag.
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Demonstragao: Ver A. Gomes [14], A. Pazy [32]. u

Teorema 1.23. Seja A o gerador infinitesimal de um Semigrupo de classe C°, ou seja, forte-

mente continuo em X, entao ﬂ D(A™) ¢ denso em X.

n=1

Demonstragao: Ver A. Gomes [14], A. Pazy [32]. u

Lema 1.6. Seja A um operador linear fechado de X. Pondo para cada v € D(A¥),
k
2= | Alz], (1.12)
5=0

o funcional | - |x € uma norma em D(A*) com a qual D(A*) é um Espago de Banach.

Demonstragao: Ver A. Gomes [14], A. Pazy [32]. u

Proposicao 1.23. Se A ¢ o gerador infinitesimal de um Cy-Semigrupo, entdo para todo x €
D(AF)
S(t)z € C**([0,00); [D(AM)]), k=0,1,....n.

Demonstracao: Ver A. Gomes [14], A. Pazy [32]. n

Definicao 1.17. Diz-se que um Cy-Semigrupo S, com gerador infinitesimal A, é diferenciavel
para t >tg > 0 se S(t)x C D(A), Vt > tyg. Diz-se que S ¢ diferenciavel se S € diferencidvel

para t > 0.

Teorema 1.24. Seja S um Semigrupo diferencidvel, para t > ty e S™(t), o operador linear
definido por ST (t) = A"S(t), A =1,n=0,1,... Entio o operador S (t) possui as sequintes

propriedades:

(i) Vt > (n+ 1)ty e todo s tal que t —ty > s > nty, tem-se

Stz =8t —s5)SM(s)z, YeeX, n=0,1,...; (1.13)

(ii) S™(t) ¢ limitado para todo t > ntg,n =0,1,...;

(iii) S™(t) = [AS <%)]n = [S“) (%)r Vt > ntg, n=1,2,...

Demonstracio: Ver A. Gomes [14], A. Pazy [32]. n
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Teorema 1.25. Seja {S(t)}i>0 um Cy-Semigrupo. Se A é o gerador infinitesimal de {S(t) }+>0
eu € D(A). Entao,
S(Ju € C°([0,00); D(A)) N C([0, 00); X),

d

- (8(ty) = AS(tyu = S(t) Au.

Demonstracao: A segunda parte ja foi mostrada na Proposicao 1.20. Além disso, nessas
condicoes, ja vimos que

d

a(S(M) = S(-)Au € C°([0,00); X), daf, S()u € C([0,00); X).

Também ja sabemos que S(t)u € D(A), quando u € D(A). Assim, considerando D(A) com a

norma
[ull peay= [lullx +[[Aul|x,

temos

S()u € C°([0, 00); D(A)), (1.14)
pois, dado t € [0,00) e {t,} C [0,00) com t,, — ¢, quando n — oo em [0,00), sendo
15 (tn)u = S@)ull = 1S(tn)u = SE)ul x+|AS(En)u — AS(t)ullx,
como S(-)u é continua, resulta
I|S(tn)u — S(t)ul|— 0, quando n — oo,

logo,
|AS (t,)u — AS(t)u||= [|S(t,)Au — S(t)Aul|—> 0, quando n — co.

Portanto,

|S(tn)u — S(t)u||pcay—> 0, quando n — oo,

o que mostra (1.14). Entao,

S(u € C°([0,00); D(A) N C*([0, 00); X).

[
Considere o seguinte problema de valor inicial (PVI)
d (t) = Au(t), t>0
- u = Au ) — Y
dt (1.15)
u(0) = up.
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Como consequéncia da Proposicao 1.20 e usando o resultado a seguir, mostraremos a
existéncia e unicidade de solugao classica para o PVI (1.15). Antes porém, precisamos dizer o

que significa ser solugao classica. Vejamos:

Definigao 1.18. Dizemos que uma funcao v € X € solucao cldssica de

L2
dt
u(0) = uy.

(t) = Au(t), t>0,

quando

u € ([0, 50); D(A) N CH([0, 50); X),
e u verifica o PVL

Corolario 1.5. Se A é o gerador infinitesimal do Co—Semigrupo {S(t)}i>0, entdo para todo
Uy € D(A),

€ a unica solugao do PVI

Demonstracao: Para cada uy € D(A), seja u(t) = S(t)uo, dai,

d d
Jult) = - (S(t)ue) = AS(tyus, Vuo € D(A),

logo, pelo Teorema 1.25, u(t) = S(t)ug é solugao do (1.15).

Observe que tal funcdo ¢ a tnica solugdo. De fato, suponha que w(t) é solugao do PVI

(1.15). Defina,

Agsuma por um instante que

d d

—u(s) = 5(5(75 —s)w(s)) = —AS(t — s)w(s) + AS(t — s)w(s) =0, (1.16)

dai concluimos que v é constante. Como

v(t) = St = w(t) = SO)w(t) = w(?t),

0(0) = S(t — 0)w(0) = SH)w(0) = S(t)uo,



pois, w é solu¢ao do PVI (1.15), sendo v constante tem-se
w(t) = S(t)ug = u(t).

Agora, vamos justificar a igualdade em (1.16). Note que

iv(s) — lim v(s +h) —v(s) ~ lim S(t—(s+h)w(s+h)—S(t— s)w(s).

ds h—0 h h—0 h

Assim, somando e subtraindo o termo S(t — s)w(s + h), obtemos

D (s) = tim SE (s Wl + h) = S = s)w(s +h) + St = sw(s +h) = 5t~ s)u(s)
ds h—0 h )

isto é,

[S(t—(s+h))—S(t—s)|w(s+h)+ St —s)|w(s+h)— w(s)].

%v(s) = }lg]% h (1.17)
Por outro lado:
Afirmacao 2:
lim S(t = 5>[w(3h+ M=) agt = s)us). (1.18)
De fato,
’1111)% S(t — 3)[w(5h+ h) - w(s)] _ S(t B S) (}ILIL% w(S + h})L — w(3)> _ S(t o S)C%’LU(S) _
= S(t — s)Aw(s) = AS(t — s)w(s).
Afirmacao 3:
lim Stt=s=h) = *Z(t =Wl R yg = syus). (1.19)
De fato,
lim [S(t—s—h)—S(t—s)|w(s+h)  lim [S(t—s—h)—S(t—s—h+h)]w(s+h)

h—0 h h—0 h
e, por propriedades de Semigrupo

[S(t—s—h)—S(t—s)|w(s+ h) S(t—s—h)[I—Sh)w(s+h)

flg% h - flg% h '
logo,
. [S(t=s—=h)=S(t—-s)|w(s+h) S(h) —1
]1112% . = —llllg(lJS(t—S—h) — w(s+h), (1.20)

Agora, note que
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S(t—s—h) (SW — [> w(s+h) — AS(t — s)w(s)|| <

S(t—s—h)(S(hi_l)w(s+h)—5(t—s—h)( ) )w(s)

+1||S(t—s—nh) (S(hz_ [) w(s) — S(t — s — h)Aw(s)

-~

N2

+

+||S(t —s—h)Aw(s) — S(t — s)Aw(s)

TV
N3

Afirmacao 4: Quando h — 0 temos:

Prova de 1. Sendo S(t — s — -) limitada, temos

M= (e (FE) wls ) - o)
<o (H70) s+ 1) - ute))|.

logo, somando e subtraindo S(h)w'(s) e w'(s), obtemos

sy (=) st

w(s+ h) —w(s)

N <q¢

S(h)w'(s) — w'(s)

+c +crf|w'(s) —

donde segue que
Ny < [[S(hyw () = Sy ()| + || () = ()| + /() = w'(s)]

pela diferenciabilidade de w e continuidade de S(-)w'(s), verifica-se (1).

Prova de 2. Como S(-) é limitado, existe ¢; > 0 tal que

(S(hi_ I) w(s) — Aw(s)||.

Ny < ¢
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Logo, passando ao limite, pela definicao de gerador infinitesimal, temos
S(h)—1
(%) w(s) — Aw(s),

donde segue que w(s) € D(A) e Ny — 0.

Prova de 3. Segue da continuidade forte da fungao
S(t—s—-)Aw(s).
Logo,

S(t—s—h) (%) w(s+h) —AS(t — s)w(s)|| — 0, quando h — 0. (1.21)

Portando, de (1.17), (1.20) e (1.21) juntamente com as afirmagbes acima o Teorema 1.25 fica

provado. (Para mais detalhes e outras aplicacoes recomendamos também R. A. de Melo [27]) m

Definicao 1.19. Seja A um operador em um Espaco de Banach X. Denominamos o conjunto

resolvente de A, denotado por p(A), como sendo
p(A) ={AeC; (\[—A) e LX)},

onde

L(X):={L:X — X; € linear e continuo}.
Definicao 1.20. Denominamos o espectro de A sendo o conjunto
o(A) = C\p(A).
Observacao 1.20. Representamos a familia R(\; A) por
RN A) :={(M — A Xep(A) e (M —A) € LX)},

onde R(\; A) = (M — A)~! € dito o operador resolvente de A associado a \, sendo \ real ou

complexo. Algumas vezes, por simplicidade, o operador R(X\; A) é também denotado por R(\).

Lema 1.7. Seja f : [0,h] — R continua, entdo
1t
ﬁ/ f(r)dr —s £(0), h— 0,
0

Demonstracao: Ver A. Gomes [14], A. Pazy [32]. n
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Teorema 1.26. Se A € o gerador infinitesimal de um Semigrupo de contragio {S(t)}i>0, entao

(M — A) € invertivel para todo A > 0 e

(M — A1 = R(N), (1.22)
além disso, tem-se para cada A > 0
IO — A< 1.
—A
Demonstragao: Ver A. Gomes [14], A. Pazy [32]. n

Uma questao importante a ser analisada, na tentativa de resolver o Problema de Cauchy, é
obter condicoes necessarias e suficientes para que o operador linear A seja gerador infinitesimal
de um Cy—Semigrupo S(t). Nesse sentido, os importantes teoremas de Hille-Yosida e Lummer-

Phillips, ajudam a responder essa questao.

Teorema 1.27 (Hille-Yosida). Um operador linear A sobre um Espa¢o de Banach X, é um

gerador infinitesimal de um Cy-Semigrupo de contracoes se, e somente se:

1. A € fechado e densamente definido.

2. O conjunto resolvente p(A) contém R, e para todo A > 0, vale

1
— A< =,
I =A< 5

Demonstragao: Ver A. Gomes [14], A. Pazy [32]. u

Agora, para apresentarmos outra caracterizagao dos geradores infinitesimais dos Semigru-

pos de contracoes, dada pelo o Teorema de Lummer-Phillips, precisamos de algumas definicoes.

Definig¢ao 1.21. Seja X um Espaco de Banach, X' o dual de X e (-,-) a dualidade entre X e

X'. Para cada v € X definimos
J(z) = {2’ € X'; (a,2") = [|lz|*= ||2"[|*}.

Pelo Teorema de Hanh-Banach 5.9, J(z) # @, V& € X.

Definicao 1.22. Uma aplicacao dualidade ¢ uma aplicacio j: X — X' Vo € X; além
disso

17 @)= l]]-
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Definigao 1.23. O operador A: D(A) C X — X ¢ maximal se,
RUI+A) =X,
isto €, Vf € X, existe u € D(A) tal que (I + A)u = f.

Definicao 1.24. O operador linear A: D(A) C X — X ¢ dissipativo se, para alguma
aplicacao dualidade j
Re(Ax, j(z)) <0, Vz e D(A),

se, além disso, existe X > 0 tal que Im(A — A) = X, entao dizemos que A ¢é maximal

dissipativo ou simplesmente m-dissipativo.

Diz-se que A € acretivo (m-acretivo) se —A for dissipativo (m-dissipativo).
Proposicao 1.24. Se A ¢ dissipativo, entao

(A= A)x||> ||z]|, YA>0 e Vx € D(A).

Demonstracao: Ver A. Gomes [14], A. Pazy [32]. [
Proposicao 1.25. Se A é m—dissipativo e Im(AI — A) = X, Ao > 0 entao:

1. Mo € p(A) e A é fechado;

2. (0,00) C p(A);

3. RN —A) = X,VA>0.
Demonstragao: Ver A. Gomes [14], A. Pazy [32]. n

Observacao 1.21. Para simplificar a nota¢ao vamos escrever A € G(M,w) para exprimir
que A € o gerador infinitesimal de um Semigrupo {S(t)}i>0 de operadores lineares limitados de

classe C°, S satisfaz a condicdo
1S(H)||< Me®t, Vt > 0.

Teorema 1.28 (Lumer-Phillips). Dizemos que A € G(1,0) se, e somente se, A é m—dissipativo

e densamente definido.

Demonstragao: Ver A. Gomes [14], A. Pazy [32]. n
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Observagao 1.22. Se X ¢é um Espaco de Hilbert, entao A: D(A) C X — X ¢ dissipativo se:
Re(Az,xz) <0, Vz e D(A).

Lema 1.8. Seja B: X — X um operador linear, continuo e com inverso continuo. Seja

S e L(X) tal que
1
1B

entao, B+ S € um operador linear continuo e invertivel.

IS< 5=

Demonstracao: Ver A. Gomes [14], A. Pazy [32]. n

O resultado a seguir simplifica bastante os calculos para mostrar que A é o gerador
infinitesimal de um Cy-Semigrupo de contracoes de um Espago de Hilbert H.
Proposigio 1.26 (Liu-Zheng). Seja A: D(A) ¢ H — H um operador linear com D(A) = H,
onde H é um Espago de Hilbert. Se A ¢é dissipativo e 0 € p(A) entao A é o gerador infinitesimal

de um Cy-Semigrupo de contracoes de H.
Demonstragao: Sendo 0 € p(A) entao (0 — A) é invertivel e limitado. Logo
A7l e L(H).
Vamos mostrar que para todo A € R, A\l — A = A(AA~! — I) & invertivel, sempre que

0 <A< [[ A7z
1
1A=

tem-se que (AA™! — I) é invertivel, e como a composi¢ao de operadores invertiveis ¢ invertivel

De fato, como A ¢ invertivel, pelo Lema 1.8, tomando B = —1 ¢ S = AA™!, para |\|<

segue-se que (A — A) é invertivel. Agora, usando a série de Neumann para operadores:
ZTJ == se |Tll<1
segue que, se 0 < [[NAT!||< 1, entao
M —A) T =[ANAT =D t=(AT — I)_IA_1 =A'0AT - =

1
— _1—:_ - —
=A AT T) At T—2A) )\A At g (AA™T

Assim, para 0 < |[MA7|< 1

L= A =] - A7 Y0y

T[S Ay
=0

< AT IAATY I AT (AP <
j=0 Jj=0

< OQ.
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Portanto,
(M — A"t € L(H) desde que 0 < [[AA7Y|< 1.
Note que,

1
0< M <l<=0< A< Bk para A # 0.

Por isso, se A > 0 entao
O<MA Y <l<=0< <A™
Considerando o caso em que A € R\{0}, temos

0< A< ||A7Yn (1.23)

Desse modo, como D(A) = H, A é dissipativo e (A — A) é bijetivo sobre a condigdo (1.23),
entao pelo Teorema de Lumer-Phillips 1.28, A é o gerador infinitesimal do Cy-Semigrupo de

contracao.

Teorema 1.29. Sejam X um Espaco de Banach e A um operador fechado nao limitado e
sobrejetor de X. Se o dominio de A tem imersao compacta em X, entao a inversa de A € um

operador compacto.

Demonstracao: Ver A. Gomes [14], A. Pazy [32]. n

Encerramos esta secao com algumas defini¢oes basicas, as quais sao estudadas adequada-

mente em A. Balakrishnan [1].

Definig¢ao 1.25 (Uniformemente estavel). Um Semigrupo S(t) é uniformemente estavel

(ou exponencialmente estavel) ou simplesmente estavel se
IS(t)]| — 0, quando  t — oo.

Observacao 1.23. Duas diferentes e equivalentes condicoes para uniformidade estdvel sao:

i) 1S@®)| <1, para algum t > 0;
(ii) /OO |S(t)x||*dt < 0o, Vr € H.
0
Defini¢ao 1.26 (Fortemente estavel). Um Semigrupo S(t) é fortemente estdvel se
|S(t)x|| — 0, quando  t — o0,
para cada x € H.
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Observacao 1.24. A estabilidade forte nao precisa implicar estabilidade uniforme, porém, pelo

principio da limitacao uniforme podemos ver prontamente que a forte estabilidade implica que:

i) |IS(t)]]| < M < oo; e consequentemente
(il) Reo(A) <wy <0, onde A € o gerador infinitesimal de S.
Definicao 1.27 (Fracamente estavel). Um Semigrupo S(t) é fracamente estdvel se
(S(t):c, y)H — 0, quando t — 00,
para cada x,y € H.

Observacgao 1.25. A fraca estabilidade nao precisa, no entanto, implicar uma forte estabili-
dade, porém, pelo principio da limitacao uniforme, a estabilidade fraca implica que o Semigrupo

é limitado.

1.7 Resultados basicos

Nesta sec¢ao, sempre que nao houver risco de confusdo (com a nota¢ao) denotaremos o produto
interno de L?(f2) por (-, -) e a norma induzida por |- |. Também denotaremos o produto interno
em H} (Q) por ((-,-)) e a norma em Hyf, () por || - ||. Mostra-se em D. Robert e J. Lions [10]

que em H}, (Q) vale a desigualdade de Poincaré.

Consideremos o operador A = —A definido pela terna { Hf, (Q), L*(), ((u,v))}. Decorre
da Teoria Espectral, (confira em M. Milla. Miranda |30]) que

D(—A) = {u € Hr () N H*(Q); g—“ = 0 sobre rl}.
14

Além disso, também em M. Milla. Miranda [30] verifica-se que D(Az) = H}, ().

A seguir, apresentaremos um resultado que nos garantird a existéncia de solucao para o
problema
—Au =0 em ),

u = 0 sobre I'y, (1.24)
ou

— = z sobre I';.

v
Lema 1.9. Dados f € L*(Q) e z € L*(I'y), existe wma tnica w € H (Q) N H3(Q) solugio do
Problema (1.24) e

lull 3,0 < Cllzllzzry)- (1.25)
1% ()
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Prova: Seja a: Hf, () x Hf (€2) — R definida por
a(u,0) = ((u,v)), Y, v € H}, (9.
Tem-se que a é uma forma bilinear continua e coerciva. Seja L: Hf () — R dada por

(L,v) = (f,v) +/ zvdl, Vv € H] ().
Iy
Note que L é uma forma linear e continua sobre Hy, (©2). De fato,
i) L é linear
Sejam v, w € H} (Q) e a € R. Assim,

(L, v + w) :(f,cw+w)—l-/

'

z(av+w)dF:a(f,v)+(f,w)+a/

zodl +/ zwdl =
I I

:a(f,v)—l—a/

1N

zodl' + (f,w) + / zwdl = a(L,v) + (L, w).

Iy

ii) L é continua

Sabemos que
/ z2vdl = (2,v) 2(ry)-
Iy

Pela desigualdade de Cauchy-Schwartz 5.3 e pela imersao continua Hf () — L?*(Q2), com

constante de imersao C, obtemos

[{Ls o) < [fllo] + |zl 2p o]z < CrlFII[oll + |2l 2 on ol 2

cont

Por outro lado, Hz(T'y) < L3(T';). Além disso, pelo Teorema do Traco 1.7, temos:

Dai,

(L, )] < CulFllloll + Caleliaplelzaen < Crlfllel + Calellol

< Gilffllvll + CoCsllv]l = Cllo]],

onde C' = C|f| + C2Csz|2(r,). Portanto, pelo Lema de Lax-Milgram 5.10, existe um tinico
u € Hf () tal que
a(u,v) = (L,v),

ou ainda
((u,v)) = (L, v).
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Assim,
((u,v)) = (f,v) +/F zvdl', Vv € H}, (Q). (1.26)

Em particular, (1.26) é vélida para toda ¢ € D(€2). Entao,

/QVu(:c)Vgo(x)daf:/Qf(:c)go(x)da:

Pela formula de Green 5.1, como ¢ € D(Q2), tem-se

—/QAu( dx—/Vu Wo(x)dr — gZ( ) (x)dx—/QVu(x)Vgp(x)dx.
Assim,
_/Au dx_/f (1.27)
Dai,

(—Au, ) = (f,¢), Vo € D(Q). (1.28)

Desde que D(Q) é denso em L?*(92), de (1.28) segue que
(—Au,v) = (f,v),Yv € L*(Q). (1.29)
Por (1.29), obtemos —Au = f em L*(Q). Portanto,
/Q [ — Au(z) — f(2)]p(z)dz =0, Ve e D(Q).

Resultando, pelo Lema de Du Bois Reymond 1.1, que —Au = f quase sempre em (). Dali,
segue por regularidade eliptica que u € H?(f2), donde segue que u € H%(Q)
Por outro lado, desde que u € H*(2) e Au € L*(2), segue pela formula de Green 5.1 que

ou
—,v Au, f u,v)). 1.30
<81/ >H—%(F1)XH%(F1) ( )+ ({wv) ( )

Substituindo (1.26) em (1.30), tem-se

<a—“> ~(Buf)+ () + [ ear
W[ g o<y I

0
<—u,v> :/ zvdl.
v H™3(T1)xH3 (1) I

Pelo Teorema de Representacao de Riesz 5.14, obtemos

o que implica

o) v s = Bt
v H™2(I'y)xHZ (1) ! !
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0 |
donde segue que a_u =zem H 2(T;). Como z € L*(T;), resulta
v

ou

5, — ¢ em L*(Ty).

Por fim, usando o fato de que o operador traco de ordem zero ¢ sobrejetivo quando definido em

L3(T'y), obtém-se

full5 gy < Cllllzze,
|
Agora, considere o operador

N: L2(Iy) — H2(Q

(1) (©) (1.31)
z+—— Nz =u,
ondes u é a solu¢ao do Problema (1.24) .

Seja o operador A = —A, definindo pela terna {H} (), L*(2), (Vu, Vv) LQ(Q)}. Vamos

assumir que a fronteira I' é de classe C2. Entao, denotando por D(A) o dominio de A, segue-se

que

ou

D(A) = {u € Hi, (@) N H*(Q); 5>

~0 em rl}. (1.32)

Além disso, da Teoria Espectral (veja M. Milla. Miranda [30]) segue que D(Az) = H{, ().

Da teoria dos espagos H*(€)), para ¢ suficientemente pequeno, temos as imersoes

Njw
N|=

H2(Q) < D(AT7%) < D(A?). (1.33)

Assim, de (1.25) e (1.33), obtemos o operador N: L2(I';) — D(Az), ainda denotado por N, ou
seja,
N: L*(T'y) — D(Az)
e (1.34)
N2, Cllellzy. Ve € LA(D).

Usando (1.24) e (1.31) resulta

ONz
T 8V

ol
ol

)Nz, (A

((A )v) i (AN,Z,U)LQ(Q) + vdl’ = /Fl zvdI'y, (1.35)

=0
para todo z € L2(I';) e todo v € D(A?2).
Verifica-se também da Teoria Espectral, como feito em M. Milla. Miranda [30], que

)

L2(Q)°

N|=

A: D(Az) — (D(Az)) = D(A™ (1.36)

(Au,v) = (4 u, Az )

N

D(A~3)xD(A%)
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Entao,
A*: D(A2) — D(A™2)

. ) (1.37)
(4 U’w>D(A’%)><D(A%) - <U’Aw>D(A%)xD(A*%) - (AQU’AQU)LQ(Q)'
Temos ainda
N*: D(A™2) — LA(T).
De modo que
N*A*: D(A?) —s L*(I)
e, para v € D(A2), z € L*(T'y) vale
* A% * 1 1
(N*A U’Z>L2(F1) = (A U’NZ>D(A’%)><D(A%) = <U’ANZ>D(A%)><D(A’%) = (A2U,A2N2)L2(Q).
Com isso, de (1.35) obtemos
(N*A*U’Z)LQ(FI) :/r zodl'y.
1
Estes calculos produzem, entao o seguinte lema:
Lema 1.10. Com a construcao acima, tem-se
N*A*: D(Az) — LT
(a}) — L(r) )
N*A*v = U}FI
e
* Ak 1 2
(N*A U,Z)LQ(Fl) = <U’ANZ>D(A%)xD(A‘%) = /Fl zvdly, Vv € D(Az), Vze L*(I). (1.39)
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Capitulo 2

Teorema de Existéncia

2.1 Primeiro resultado principal

Nesta secao veremos um primeiro resultado referente a existéncia de solugao associada ao

Problema (1).

Teorema 2.1. Assuma que:

(i) As fungoes fo(s) e fi(s) sao Lipschitz continuas em R, com sfi(s) > 0, para s € R
(1=0,1);

(i) g(s) € uma fungao continua, mondtona crescente em R;
(iii) g(s)s >0, s € R;

(iv) a(sy — s2) < g(s1) — g(s2), para todo (s1 — s2) > 0 e algum o > 0 fizo.

Entio, o Problema (1) tem dnica solugio u € C°(0,00; Ht, () N C'(0, 00; L*(Q)). Ademais,

se g satisfaz o item (iil) na Hipdtese (H-1), tem-se

Uy

0
- € LQ(O, oo;Fl), gu € L2(0,oo;f‘1). (2.1)

Demonstracao: Sempre que nao houver perigo de causar confusdo com a notagado, escreve-
remos, por exemplo, simplesmente g(v) no lugar g(v(+)), ficando implicito que tal expressao
pertence a R. Além disso, por simplicidade, algumas constantes que aparecerem em algumas

desigualdades serao denotadas pelo mesmo simbolo.
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Este teorema pode ser demonstrado usando resultados da teoria de Semigrupos nao line-
ares. Com esse objetivo, comecamos considerando o Espaco de Hilbert F = H%O(Q) x L*(Q),

equipado com o produto escalar

([“][%]), -6

Introduza, em F, o operador A definido por

A[u] | 7 ] (2.3)

A(u+ Nlg(v) + fi(w)]) + fo(u)
D(A) = {u,v € HE (Q)u+ Nlg(v) + filw)] € D(4)},

N|=

(u1), Aé(m))pm) + (01, v9) 2060 (2.2)

onde

sendo A e N como na Sec¢ao 1.7. Como u + N[g(v) + f1(u)] € D(A), entdo existem

o PV g) + fufw)
e por (1.32), temos
%(u + Ng(v) + fl(u)]> = % + %—]j[g(v) + fi(w)] =0, em T}

Ademais, de (1), com u; = v, obtemos

9
a—z Y g(w)+ fi(u) =0, em T

Note que a equacao (1) pode ser escrita como

=)

Feitas tais consideracoes nossos proximos passos sao:

(1) Mostrar que para w suficientemente grande, A 4+ wI é um operador monétono de F;

(2) Provar que com o w acima, A + wl, ¢ maximal monotono (veja o Teorema 1.21).

Sejam Lg e Ly as contantes de Lipschitz de fy e fi, respectivamente. Temos

| fo(s1) — fo(s2)lr < Lo|s1 — salr, Vs, 50 € R

(2.4)
’fl<31>_f1(32)|1R < L1|31—82‘R, Vs1, 89 € R.
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Uy

Dados { } e {W } em D(A), seja

V2

e (- ),

U1

Como

A(ur + Nlg(v1) + fi(u1)]) + fo(u) ] B

A(uz + Ng(v2) + fi(u2)]) + fo(u2) ] B

A(uy — ug) + AN[g(v1) — g(va)] + AN[fi(w1) — fi(uz)] + fo(ur) — fo(ua) ] ‘
Por (2.2) temos

[N

X = (A%("Uz —v1), A2 (u; — u2)> + (A(ul — Ug),v1 — U2> s T

A LQ(Q)/ R L (Q)j
M Yo
+ (AN[g(vl) — g(v9)],v1 — vg> @) +\<AN[f1(U1) — filuz)],v1 — U2>L2(Q)
N Vi
+ (falun) = foua) o = va)
Y5

Observe que

N |=
N[

(vg —vy), A2 (uy — u2)) - <A(u1 — Ug), vy — v2>

(ur — U2))L2(Q)

(ur = UQ))L2(Q) B <A

Vi+Y, = (4

L2(Q) L2()

-
w\»—t

A§ ’UQ —'U1

(
(A

— <A<U1 — Ug), Uy — vl)LQ(Q) (2.6)

(vg — v1), A%(U& — Uz))

m\»—A
m\»—A
[SIES

Vg — U1
L2(Q)

Usando o Lema 1.10 e o item (iv) da hipotese do Teorema 2.1, tem-se

- (A%N[g(vl) — g(v2)], A (vy — ”2)> -

— (AN[g(Ul) — g(vg)],v1 — U2> 2@ L2(Q)

= (ANlg(v) = g(v2)l; v = v2) 1mdy poady = / [9(v1()) = g(va(-))] [v1(-) — va(-)]dTs

I

> aflvr — val| 2y
(2.7)
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Do mesmo modo, utilizando também (2.4) e as desigualdades de Hélder 5.3 e Young 5.1.

’Y4|R - ‘(AN[fl(ul) — filu2)], 01 — UQ)

L2(Q)

R

:’ [ () = HaD] [ — )

R

A [f1(ua(-)) = filuz()[elvi () = va2() |rdl'y

1
< TL1||U1 - UzHL?(Fl)\/aHTh — V2| 2(ry)
L2 «Q
< 2—||U1 U2||2Lz(r1)+§||vl — vall72(ry)-

Como [[w/|z2(r,)< COHMHD(A%)’ para todo w em D(Az), resulta
o
|}/4}]R — 210 ||U1 - U2|| A2) 5”7}1 - 'UQH%Q(FI).
Assim,
L? a
YZ; 2 _ngth — UQHQD A%)—gHvl — Ug”%z(l—\l). (28)

Analogamente, novamente de (2.4) e das desigualdades de Holder 5.3 e Young 5.1.

’Y})|R = '(fo(ul) — foluz),v1 — 02)

< / [ four(-)) = folua(-))|elvi(-) = va(-)[rd2

L2 () |g
L2 1 1
< —Hu1 U2\|2L2(Q)+§HU1 U2HL2(Q 0C2HU1 —U2||2 Ab) §||U1 —U2H%2(Q)
Logo,
%> 2002 — wl Lo — wl? 2.9
5 = 9 111%1 2 D(A%) 9 1 21lL2(Q)- .
Entao, de (2.6), (2.7), (2.8) e (2.9), obtemos
X Vit Vot Yy 4 Vit Vs > allor — wolParp = L2y — 124 = Zljor = wallage, -
=AYt Y+ Yyt X5 2 aljon = vallzz )~ 5 1T el T Il T Vel
L2 1
002HU1 us||? —§HU1 — V2| 720

D(A?)

= EHUl — ol Fa(ry) — K [Jug — U2H; | —§HU1 — 03|22,

(A2)
(2.10)
L2C?2 LAC?
onde K; = —4—9 4 Z0-1
2c0 2
Considere o numero real w, dado por
1
w=K; + 3 (2.11)

e seja



N[

(w1 — U2)>

Uy — Uy | Uy — Uz 1
Y:zu;({ , [ ]) :w<A5(u1—u2),A +w||v1—vg||%2(m
E

U1 — U2 4 U1 — U2

Uy — Uz
=w

V1 — U2

Combinando (2.10) e (2.12), resulta

L)

2

= w||u1 — UQHQD(A%)‘FUJH’Ul — UQH%Q(Q).
E

(2.12)

o 1
X+Y = §||Ul - U2||%2(r1)_K1”u1 B u2||2D(A _§HU1 a U2H%Q(Q)+

3)
Ko+ 2 Ky + Tan> 0
(Bt 5) o=l (Bt 5 ) o= vl 2 0.

Portanto A + wl é mondtono. Para provar que A+ wl é maximal mondtono, pelo Teorema de

Minty 1.21, é suficiente provar que para algum A > 0, suficientemente grande, a equagao

<A+wl+;\]>{3]:[:1}, (2.13)

u h
tem solucao { } em D(A), para qualquer [ ' } em E.
2

v

Com efeito, observe que sendo { ' } € FE, tem-se hy € D(A%) e hy € L*(Q), para todo

ho

u -
[ } € D(A) e w+ A=\ >0, aidentidade

o]oaf]-[2)

implica,
—v—+ Au [ hy ]
A+ Nlg() + Ai(w)]) + folu) + X hy |
Logo,
—v+)\u:h1:>u:hljv. (2.15)
Dai,
hl + v hl + v ]’Ll “+ v o
A(T0) + AN[g) + A () fo(F0) + Aw = e, (2.16)
0 que acarreta
v hy +v hi+v B h1
AX+ANg(v)+ANf1< 3 >+f0< 3 >+Av_h2—AT. (2.17)
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Considere os operadores
B: D(A?) — D(A™2) e C:D(A?) — D(A2),

definidos por

Bv := ANg(v) +ANf1(h1 +U)

(2.18)

Cv = A§+f0<h1;“) 4w,
Note que, Bv + Cv = hy — A% € D(A2).

A ideia aqui é aplicar o Teorema 1.20. Para isso, precisamos mostrar que B e C' sao
maximais mondtonos e que C é coercivo. Note que, se mostrarmos que B + C é maximal
mondétono, entdao, pelo Corolario do Teorema 1.20, o lado esquerdo de (2.17) é sobrejetivo.
Logo, dado hy — A% € D(A 2) existe v € D(A?) tal que (2.17) ¢é satisfeita. Desse modo,

tomando u como em (2.15) o par (u,v) resolve a equacdo (2.13), para qualquer (hy, hy) em E.
Afirmacao 1: Para A > 0 suficientemente grande, B é maximal mondtono.
Com efeito, primeiro observe que B é mono6tono, isto €,

<BU1 - BUQ, V1 — U2> 1

DA~ $)xp(ad) >0, VYu,vy € D(B).

De fato, sendo L; e a como dados anteriormente, seja A > 0, tal que L; < a). Entao, para

s1 < s2 em R, por (2.4) (z fixo), obtemos

h 1 h Ll
f1< 1($2\+5 ) B fl( 1(x2\+_82> . < 7|S1 — So|r
Logo,
h h L
f1< 1(xl+ 51> _ f1< 1(x1\+ 52) > _71151 — slg. (2.19)
Definindo
0(s) :=g(s) + f1 <%)+8>7

como por hipotese, a(ss — s1) < g(s2) — g(s1), usando também (2.19), segue-se que

Oea) = 8lm) = gls2) + o (hl i 2) —gls) — (M)
> sy — s1) — %(82 —51) = <a — %)(52 —81) >0,

sempre que L; < a). Por isso, 6(s) é crescente, quase sempre em €2, para L; < aX. Desse
modo, usando (1.39), obtém-se (veja a Se¢ao 1.7)

<Bv1 — Bug, v — vg> )= <AN(01)1) — AN(0vy), vy — ?J2>

D(A~3)xD(A%)

— /F [6(v1(2)) — 8(va(2))] [v1(z) — va(x)]dT,

>0

D(A~3)xD(A3

)
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mostrando que B é monoétono. Para provar que B ¢ maximal mondétono, pelo Teorema 1.18,

basta mostrar que B é hemicontinuo, ou seja,

(B(v; + tvg), z) — (Buy, 2) quando t — 0 (2.20)

D(A=3)xD(A3) D(A~3)xD(A3)’
para todo z em D(A%). Mas, isso segue da monotonicidade crescente de 6 e do fato que sendo
f1 e g continuas, tem-se 0(vi(z) + tva(z)) — 0(vi(z)), quando ¢ — 0. Dai, dado € > 0, existe
d > 0 tal que |t|g < ¢ implica

5
medl’y’

10 (vi(2) + toa(z)) — 0(vi(2)) ], <

logo

/Fl 0(vi(x) + toa())dl'y — /F 1 0(v ()T,

< /F 10 (vi(2) + tva(z)) — 0(vi(2))]dl

< 3
medFl

/ dl'y = e, sempre que [t|g < 0.

Como, (confira a Se¢ao 1.7)

<B(vl + tvy), z>D(A,%)XD(A%) = / 9(v1(x) + tvg(x))z(x)df‘l,
I

resulta que

<B(U1 + tvg), Z> <Bv1, z> quando t — 0.

D(A~3)xp(ad)y (A=3)xD(A2)’

Afirmacao 2: Para A > 0 suficientemente grande, C' ¢ maximal mono6tono e coercivo.

De fato, primeiro observe que

v hi +v
Clv) = AY ( ) A
(v) = A5+ fo( ) +
¢ monoétono, visto que
1
<Cv1 — CUQ,Ul — U2>D(A*%)><D(A%) = <XA(Ul — Ug),vl — v2>D(A_%)><D(A%) + /\”Ul — U2||%2(Q)

_|_
S

hi + vy hi + v9
fo( )_ ( ) >’”1_U2> ~}yxp(ad
D(A~3)xD(AT)

|AZ (v) — v2) |22y F A1 — a1

) (52 0),

+
- \>/|>—‘
Sh

(2.21)

‘Ul(') — Uz(')‘R < % vi(-) — va(- |R7

R



temos

A A A
Dai
ha() +oi() ha(+) +va(") Ly 2
AL WA DIV T RV N — - > _ 0 D — o (-
[ (M) < (5 o - = =50 [ ) - e,
ou seja,
hy 4+ v hy 4+ v
<fo< 1)\ 1)—fo< 1)\ 2>7711—U2) Z—TOHW—WH%%Q)-
L2 (Q)
Assim,
1, 1 L
(Cvr = Cosovr =)y 4y ooty 2 514 @1 = )yt (A = 52 lon = s3> 0,

para Ly < A\?. Logo, C'(v) ¢ mono6tono, para todo Ly < A% Por outro lado, para mostrar que
hi+s . .
! ) ¢ Lipschitz

C' & hemicontinua, primeiro observamos que a aplicacao n(s) := As + f (

continua, pois

hy +s hy+s L
n(s1) = n(s2) | = )\(31—52)+f0< 1)\ 1) —f0< 1)\ 2) RS <)\+70)’81—52’R-
Além disso, como
hi 4+ s; hy + so Ly
WM R (52) | < Bl

devemos ter

Logo, para s; > so, temos

o) = nls2) = Alsy = s2) + o (M) = o (M52 ) = (A= ) - s

Assim, para Ly < A%, n(-) é monotona crescente. Portando, C' é Lispchitz continua e mondtona,

donde concluimos que C' é hemicontinua.

Mostremos que (para A grande) C' é coercivo, isto é,

<OU’U>D(A’%)><D(A%) B

1m
ol 43,7 Hv||D(A%)

De (1.36) segue que

1
lv = 1 A20][%x o) (2.22)

[
D(AZ)
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Ademais,

(Cv,v) ), D(A™3)xD(A%) 1”14 HL2(Q)

= —HA5U||L2(Q)—> o0,
1420l 20 =3 1420 2
quando ||A%v||L2(Q)—> 0.

Com efeito, por (1.36), tem-se

h1+?]
<O”7U>D(A—%)w(m) <A)\+/\U+f°( A >’ >DA 2)xD(AZ)

1, 1 hi +v
A3 @) 2@+ Aol 2+ fo (25

<

) >D(A%)xD(A%)

(2.23)

1, 1 h +v

= SIAE O A (o) o)
12(0)

1, .1
> JIAY@) e

ja que para A suficientemente grande vale

hi+wv
/\Hv||2L2 <fo< ! >,v) > 0.
12(@)

De fato, inicialmente observe que fy(0) = 0, visto que por hipotese, sfo(s) > 0, dai

s>0= fo(s)>0 e s<0 = fo(s) <O0.

Agora, usando a continuidade de fy, considere as sequéncias (s,,) C R, com s, > 0e s, — 0,

e (&n) CR, com &, < 0ef, — 0. Pelas observagoes acima vemos que

fo(0) = T fos) > 0 e fo(0) = lim_fof&n) <0,

donde fy(0) = 0. Desse modo, sendo fy Lipschitz, temos
(), 'f (B2 )| ool
R (2.24)

< S0 () +uOl Ol < Sl OOl + 2R,

dai
fo(P DY > L0 ol — Z2u).

Agora, usando a desigualdade de Holder 5.3, tem-se

)\||U||%2(Q)+(f0<h1)—\i-U>7U)L2(Q) = >\||v||%2(m+/ﬂf0<h1(v(-)>)\+v(-))v(.)dQ

L

> Aloll2, . 20 o (- ) IET1dO

= AMlollza@)=; g A1 () Irv() ke + [v()Ig] (2.25)
Lo

e e LN Py PR e

L
(A—70)||v||L2<m—7||h1”L2<Q>”””L2<“)
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Supondo v # 0, queremos provar que

Ly Ly
{(A = =Dl = sy | ol 0.

Entao, basta provar que

L L
(A = =) Il ez ==Ll > O

A
isto é,
[V = Lolllvllz  Lolllllzzo S
_ 0,
A A -
ou ainda,

(A2 = Lo] [vllz2@)—Loll b || 2y = Alvll 2y — Lo (10l 2@+l 22@)) = aA* — ¢ > 0,
onde, a = [[v][r2) e ¢ = Lo([|v]lz2(@)+[hilz2(). Considere
P(\) =a)\ —c.

Vamos analisar para quais valores de A, tem-se P(\) > 0. Primeiro calculemos formalmente as

raizes de P. Sendo A o descriminante, temos A := 0 — 4a(—c) = 4ac, e as raizes sio:

VA = VA

AN = —
! 2a 2a

Seja Ao > 0 tal que A\g > A\; e A2 > Ly. Entao, a\g > a); e
a\i —c>a) —c=P(\)=0.
Portanto, para todo A > \g + A, tem-se

Lo Ly
(V= 22 Mol = 52 o ol 0.

Logo, para tais valores de A,

hi+v
>\|’U‘|%2(Q)+<f0< 1)\ >,U) > 0.

L2@)

Concluimos, portanto, que C'(v) é coercivo (veja o Teorema 1.18). Além disso, B(v) e C'(v) sdo

maximais monétonos e

int(D(B)) N D(C) # 0,

pelo Teorema 1.20, B + C' é maximal mono6tono. Por outro lado, sendo C coercivo, B + C' é

coercivo e, pelo Teorema 1.18 segue-se que (B+C) (D(A%)) — D(A2), ou seja, o lado esquerdo
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1
de (2.17) & sobrejetivo, isso significa que para hy — XAhl em D(A™z) existe v em D(Az) tal
que

1
Bv + Cv= hg — XAhl,

para Ly < A? e L; < a), onde A > Ao+ 2.

h 1
17 o D(Az). Assim, por (2.17) obtemos

Considere u =
A(u+ Ng(v) + fi(u)]) + fo(u) + Av = ha.

Como (hy — fo(u) — Av) € L*(Q2), resulta que (u+ N[g(v) + fi(u)]) € D(A). Entdo, para
A > A2 + a), o operador
(A+wl) +

é sobrejetivo e, pelo Teorema de Minty 1.21 A 4 wl é maximal monétono. Sendo assim, desde
que D(A) é denso em E, por resultados da teoria de Semigrupos nao lineares (veja V. Barbu
[2]), a equagao

Y'+AY +wl = wl

Yo (2.26)

vo-|"] wepuh, wero,

N
tem tnica solu¢do Y € C°([0, 00); E). Com isso, o Problema (1) tem uma solugao generalizada

u € 0°((0,00); D(A2)) N CH((0, 00); LA(2)).

Por fim, provemos que se vale a Hipotese (H — 1) — (iii), entao

ut‘r eL? (0, 00; Fl), %u eL? (0, 00; Fl). (2.27)

Uo
Ora, dado [

} € D(A), tem-se
Vo

cont

we HE(Q) = wl.e H: (D) D LA(D), (2.28)
ou seja, vo|, € L*(T'). Como uy € D(A) implica ug € HE (Q), temos
ou
8_1/0 = MUy € LQ(F)

Vamos mostrar que g(vo‘r) € L*(T'y). De fato, primeiro observe que sendo g(s)s > 0,

para s # 0, temos g(0) = 0 (basta argumentar como no caso anterior para fy).
Estudaremos, agora, os casos |s| < 1 e |s| > 1, para obtermos desigualdades que nos

permitam provar que g(vo) € L*(T).
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e Se |s| < 1entdao —1 < s < 1. Ademais:

(i) Se 0 <s < 1lentdao 0 < g(s) < g(l) = [g(s)]* < g(s)g(1) < g(1)g(1) = [9(1)]*;

(ii) Se —1 < s < 0entao g(—1) < g(s) < g(0) =0=0 < g(s)g(s) < g(s)g(—1).

Como g(—1) < g(s), pois g é crescente e, sendo g(—1) < 0 temos g(s)g(—1) < g(—1)g(—1) =
[g(—=1)]2. Logo, das desigualdades:

0<[g(s)” <g(s)g(=1) e g(s)g(—=1) < g(=1)g(—1) = [g(=1)]*,

obtemos 0 < [g(s)]* < [g(=1)]%. Seja k = max{[g(—1)]?, [¢(1)]?}, entao [g(s)]* < k, para todo s

satisfazendo |s| < 1.

e Se |s| > 1, pela Hipotese (H —1)— (iii), tem-se Ms|s|2 < |sg(s)|r < Mi|s|%, o que acarreta
9(s)|r < M|s].

De posse das desigualdades acima ja podemos mostrar que g(vg) € L*(T'). Com efeito,

(usando a notagao |-|, no lugar de |-|g) para qualquer vg(x) € R temos |vg(x)| < 1 ou |vg(z)| > 1.

U,
Para [ 0

} € D(A), de (2.28), segue-se que vy € L*(T). Logo,
Vo

[lsteypar = [ gt + [ 9(e0fa)) T
r {z€l:|vo(x)|<1} {zel:|vg(z)|>1}

g/ kdl + Mf/ |vo()|?dl’
{zel:|vo(z)|<1} {z€l:|vo(x)|>1}

< kmed(T) + M?C, = C < .

Portanto, g(vy) € L*(T).

Agora, se (u(t), u(t)) denota a solu¢do de (1), correspondendo ao valor inicial (ug, vy) €
D(A). Entao, por propriedades da teoria de Semigrupo, vemos que (u(t),ut(t)) € D(A) e,
consequentemente

ut’m € L>(0,T; L*(Iy)), u

30| € L>(0,T; L*(Iy)). (2.29)

I'1

Sendo, por (H — 1) — (iii), a(s; — s1) > g(s1 — g(s2)), temos:
e Se0<sentaio 0 <s—0eas=a(s—0)<g(s)—g(0) =g(s) = as® < sg(s);

e Se0>sentaio 0 < —s=0—se —as=a(0—s) <g(0) —g(s) = as® < sg(s).
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Em qualquer caso,

as® < sg(s). (2.30)

Para concluir a prova deste teorema vamos utilizar uma identidade para a energia E(t)
associada a solugao do Problema (1). Tal resultado é dado pela Proposi¢ao 3.1, cujos, enunciado

e demonstracao serao adiados para o Capitulo 3, a partir da qual obtemos

+ /0 t /F ()T ds = E(0), (2.31)

onde

E(t) = Fy(u)dl'y —i—/FU(u)dQ, (2.32)

Q

(170 (0) Py e ey ) + /

I

_ /0 F(0)dt, (i=0,1).

Desde que t > 0 implica f;(t) > 0 e, t < 0 implica f;(t) < 0, (i = 0,1) segue-se que
FZ(S) Z 07 pOiS

L\Dlr—t

com

s>0= Fi(s /fz t)dt > 0, (1=0,1),

s < 0= Fi(s /fl t)dt = / —fi(t)dt >0 (1=0,1).

Logo, usando (2.30), (2.31) e (2.32), obtemos

—i—a/ / lug|?dlyds < E(t / / urg(ug)dlds = E(0).
Fl 1_‘1

V@)1 22 +llue (Ol 0) / / [ue*dTvdt < [[Vu(0) |22+ 1ue (0)l[720)

+2/ Fl(u(O))dF1+2/Fo(u(O))dQ.
" ’ (2.33)

Assim,

Vamos obter estimativas para as duas tltimas integrais. Sendo as funcoes f; Lipschitz,
com f;(0) =0 (i = 0,1), temos |f;(s)] = |fi(s) — fi(0)| < Ly|s|; assim, F;(u(0)) < Ci|u(0)?,
com i = 0,1. Ademais, por hipotese u(0) = ug € H} () e u,(0) = uy € L*Q), donde

) / Fo(u(0))de < C / [4(0) 292 < Clluo] 20
Q Q

Usando a imersao H2(I';) C L2(I';) e a continuidade da aplicacio vo: H'(Q) — H2(I';), tem-se
Q/F Fy(u(0))dly < Cilluollzzr,y < Calluollf gy < CliVuollZ2(q),
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onde para a tultima estimativa aplicamos a desigualdade de Poincaré 1.3. Portanto,

t
a
”VU(t)||%2(Q)+Hut(t)||%2(ﬂ)+§/ |2,y dT1dE < C(HVUOH%Q(Q)_’_HUI||2L2(Q)+||u0||%2(ﬂ)>'
0
(2.34)

Como, D(A) é denso em E, a desigualdade (2.34) pode ser estendida para todo ug, vy €
HE, () x L*(2); desse modo, u, € L*(0,00; L*(I'y)). Além disso, pela Hipotese (H — 1) — (iii)
e por (2.34), vemos que g(u;) € LQ(O,oo;LQ(Fl)). Por outro lado, sendo f; Lipschitz, com

f1(0) = 0, segue do Teorema 5.6 que fi(u) € L? (0, 00; Lz(Fl)). Logo, da identidade

ou
% - _g(ut|F1> - fl(u|F1)v sobre I'y x (07 OO)
i ou ) )
concluimos que W €L (0, oo; L (Fl)). Isto encerra a prova. [ ]
v
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Capitulo 3

Segundo Resultado Principal

No que segue, assim como feito por I. Lasiecka e D. Tataru em [18|, nossa abordagem béa-
sica para provar a existéncia de solucoes, sem reivindicar unicidade, depende de uma construcao
a partir de problemas aproximados, adequados, de modo que se obtenha solugoes aproximadas
e, em seguida, a passagem ao limite produz a reivindicacao desejada de existéncia de solucoes
para o problema original. No entanto, um ponto importante a ser enfatizado, no presente caso,
é que por mais suaves que sejam os dados iniciais, as solugoes correspondentes ao problema
nao-linear nao precisam ser regulares. Além disso, elas nao necessariamente dependem conti-
nuamente dos dados iniciais, uma vez que, na auséncia de unicidade, uma determinada solucao
nao precisa ser aquela produzida pelo argumento de aproximacao de existéncia mencionado

anteriormente. Por isso, é necessario um tratamento especial.

Esclarecemos que, assim como feito anteriormente, neste capitulo, com o intuito de sim-
plificar a escrita, sempre que for conveniente, expressoes do tipo v(+), g(v(+)) e |g(v(+))|r, serdo

denotadas simplesmente por v, g(v) e |g(v)|, respectivamente.

Considerando as hipoteses abaixo, mostraremos os principais resultados.

Hipoteses: (H-1)
(i) g(s) é uma funcao continua e crescente em R;
(ii) g(s)s > 0 para s # 0;
(iii) Mys? < g(s)s < M;s?, para |s|g> 1, e (algum) 0 < My < M.
Hipoteses: (H-2)

(i) fo(s) € WL(R) ¢ continua e de classe C'(R) por pedacos e diferenciével em s = 0;

loc



(i) fo(s)s > 0, para s € R;

(iii) |f5(s)|r< N(1+ s/l 1< ko < %, para |s|g> N, com N suficientemente grande,

n > 2.
Hipoteses: (H-3)

(i) fi(s) é uma funcao continua diferenciavel em s = 0;

(ii) fi(s)s > 0 para s € R;

, -1
(iii) |f1(s)|r< M|s|E+Als|g, para s € R, by < n — sendo M e A constantes dadas.

n

Antes de enunciarmos o primeiro resultado deste capitulo, vamos deduzir formalmente a
equagao da energia E(t), associada a solugdo (u,u;) do Problema (1), a qual, como ja mencio-

nado, é dada por

E(t) =

N | —

Q

(I70(0) gyl () ey ) + /

I'1

onde,

R = [ o (i =0,1).

Para deduzir (3.1), vamos assumir que as funcoes envolvidas (u, u;) possuam regularidades
que nos permitam aplicar integracao por partes e a formula de Green 5.1. Assim, multiplicando

a equacao uy = Au — fo(u) (em (1)), por u; e integrando sobre € , obtemos

/uttutdQ—/AuutdQ—/utfo(u)dQ. (3.2)
Q Q Q

Vamos analisar cada integral separadamente. Note que

1d 1d ,
/QuttutdQ = (utt(t)7ut(t))L2(Q) = 5@(%(?5),%(?5))9(9) = §%Hut(t)||m(g)7 (3.3)

pela formula de Green 5.1

/AuutdQ: —/VuVutdQ%—/ut%dF, (3.4)
Q Q T al/
onde
— [ VuVwdQ = —(Vu(t), V(1)) 10y = — =L (Vu(t), Valt)) 10 = — = L[ Tul)2
o t ) t L2(Q) 2 dt ) L2(Q) 2 dt L2(Q)"
(3.5)
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Além disso, sendo I' =Ty U Ty, com I'y N Ty = @ e como, por hipbtese,
ou

5 = - ( t|F1) - fl (u’FI) em Fl X (0700)
u=0, em Ty x (0,00)

denotando —g(w|r,) — fi(ulr,) simplesmente por —g(u;) — fi(u), obtemos

/ ut%dfl /1*1 urg(ug)dly — /Fl wg f1(ug)dly. (3.6)
Entao, substituindo (3.5) e (3.6) em (3.4), tem-se
/ Avuyd) = —§%HVU( )H%Q(Q) — /F1 urg(ug)dly — /F1 ug f1(ug)dly. (3.7)
Agora, definindo
- ::/ fi(t)dt, (i=0,1),
vemos que, Cifj (s) = fi(s), (i=0,1). Logo,
dF; OF; du
e = D 20 = ftuu, =0,
donde
_ /F wp(8) fi (u(t))dTy — —% [ Fy(ut)ary (3.8)
d
- [ wOnueyin =% [ Ao (39

Portando, substituindo (3.9), (3.8) em (3.7) e o resultado obtido juntamente com (3.3)

m (3.2), obtemos

d 1||w( t)[122 Q)Jr ||Vu( )||%2(Q)+/F Fl(u)dl—‘1+/QF0(u)dQ} :—/F urg(ug)dly. (3.10)

dt

Considerando
1
Mﬂ:§@m@ﬁmyﬂwwm@mﬂ+éfﬂwﬂhﬁé%wwﬂ

d
obtemos a assertiva (3.1). Observe que %E(t) <0e

E(t) / / urg(ug)dl dt.
I

Teorema 3.1. Assuma as hipdteses (H—1)—(

Cpo(0,00; HE (2)) N CL.(0,00; L2()) tal que

o Problema (1) possui uma solu¢ao u €

Uy € LIQOC(O7 0; Fl), g € LZOC(O, 0; Fl).

77

(3.11)

(H—3). Para qualquer (ug,uy) € Hp, () x L*(£2),

(3.12)



Demonstracao: A prova deste teorema sera feita em etapas: primeiro construimos um pro-
blema auxiliar aproximado, para o qual a existéncia e unicidade de solucao é estabelecida pela
teoria de Semigrupos nao lineares; na segunda etapa obtemos a solu¢ao do Problema (1) como

limite de solucoes das equacgoes aproximadas. Com esse objetivo comecamos com a

Proposic¢ao 3.1. Seja u uma fungao dada em C°[0,T; H'(Q)] N C[0,T; L*(Q)] tal que

Ut — Au = f S Ll [0, T, LQ(Q)]

U(O) =Ug € Hl(Q)7 ut(O) =ui € L2(Q)

ou (3.13)
— L?|0,T; L*(T
Ut ovlr S [07 ) ( 1):|

u=0, sobre > ,=Tyx(0,T).

Entao, a sequinte identidade da energia € assequrada para cada 0 <t < T,

t au t
E(t) — / / a_‘ D'y ds — / / Fusdds = E,(0),
o Jr, OVIT 0 Ja

1
Bi(t) = 5 (IVu(®) 2@ + ()20 ).

onde

Observacao 3.1. Note que este resultado pode ser formalmente obtido pelo uso da formula de
Green 5.1 e integracao por partes, sobre o tempo. Entretanto, nao temos informacoes suficiente
sobre a suavidade da solucao; além disso, esta pode nao depender conlinuamente dos dados
iniciais, por esta razao, por enquanto vamos aceitd-la e, posteriormente com o auxilio do Lema

3.2, que serd enunciado e demonstrado mais adiante, vamos provd-la.

Considere a seguinte aproximacao da equacao (1), tendo como parametro de aproximacao

[ — o0.
we = Ay — fo(w), sobre 2 x (0, 00)
ou 1
8_;/l =—g (ult‘r) - 7ult}r — fu (ul|r) sobre I'; x (0, 00) (3.14)
u; =0, sobre 'y x (0, 00)
ul(t:O) = Up EH%O(Q), ult(t:0) = Uz ELQ(Q),
onde f;, i =0,1 sao definidas por
fi(s), se |s| <1
fa(s) =1 fi(l), se s>1 (i=0,1) (3.15)
fi(=1), se s < —L.
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Observe que para cada valor do parametro [ as fungoes f;, (i =0,1) e gi(s) = g(s) + %s
satisfazem as hipoteses do Teorema 2.1. De fato, sem perda de generalidade, podemos assumir
que as fungoes f;(s) sdo localmente Lipschitz, visto que do contrario podemos definir f;(s) =
fi(s), |s| <1 onde f; € uma funcao Lipschitz que aproxima f;. Ademais, se s; — sp > 0 temos

ils1) = ails2) = (51— s2) + gls1) — 9(52) 2 sy — s2).

Logo, pelo Teorema 2.1, existe uma solugao (u;, uy) de (3.14) tal que

w € C°(0,00; Hy () N C (0, 00; L*(Q))

0
a—zj € L*(0,00  HE (), unly, € L2(S1),  gulu) € L*(0, 005 Hi (). (3.16)

Vamos provar que a sequéncia (ou subsequéncia) de solugoes u; tem um limite apropriado

que é solucdo do problema original (1). Para isso, precisamos do seguinte lema.

Lema 3.1. Sob as hipdteses do Teorema 3.1, quando | — oo e u; — u em HY(Q), temos

'y

(i) fu(wlr,) — fi(ulr,) em L*(Ty)
e (3.18)

(i) for(w) — fo(u) — em L*(Q),

onde a constante C(||u||g1(q)) depende apenas da norma de u em H'(Q).
Demonstracao: Para simplificar a escrita, sempre que for oportuno, as constantes positivas

que aparecerem nas desigualdades (ou igualdades) serao denotadas pelo mesmo simbolo.

Considere u € H'(2), as imersoes de Sobolev

HY(Q) C Li=2(Q), H:(I)C L+ (), n>2

(3.19)
HY Q) C LP(Q), H:T)cLPT), 1<p<oo n=2,
e as injecoes compactas
HY(Q) C L*o(Q), Hz(T) C L*(T), n>?2
(W C L*(@),  HHD) C L) 520,

HY Q) C LP(Q), H:T)c L), 1<p<oo n=2.

De acordo com a Hipotese (H —2), fo(0) = 0, dai usando Teorema do Valor Médio, temos

[fo(s)l = [fo(s) = So(O)] = [fo(&)[s], com O < [§] < [s]. Observe que: para || > N, por
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(H — 2) — (iii), tem-se |f5(£)] < N(1 + |s|f~1) e consequentemente | fo(s)| < N (1 + |s|®~1)|s].
e |s| < N, entao por (H —2) — (i) existe C' > 0 tal que |f}(§)| < C, para todo £ € [N, NJ;

assim |fo(s)| < C|s| < C(Js| + |s|¥), para todo s € [-N, N]. Logo, em qualquer caso temos

Fyl(s / fat)dt < C (|s>+]s|*™)

o que implica

QFOI(u(:c))dQ’ <c /Q lu(z) 240 + C /Q () [Fo+1d.

1 1
e Caso n > 2: (o caso n = 2 ¢ tratado de forma similar) sendo — + —— +

n—2

1
3 = = 1, pela
desigualdade de Holder 5.3,

u(zx)|Fot! = w(x) o ()| |u(z
Lun a9 LHM ) () 2

<l ey 1l 2y g el 2y

ComoO<ky—1<

2
5> ou seja, n(ky — 1) < —n2, temos

HY(Q) C La2(Q) € L"®™-D(Q) e H'Y(Q) C LX),

dai,
me%ﬂmscmmﬁwmp

Entao,

[ u(uto)ao| <0 [JuoPaa+c [luo)a0 < C(lulm)

Analogamente, da Hipotese (H — 3), obtém-se, Fy;(s) < C(|s|*+]s|**1), donde

/F Fuu(a)

< C/ ]u(z)\QdF1+C/ Ju(z) "l ;.
Iy I

Desde que

1 N 1 +1_1
2(n—1)  2An)) 2

tem-se, pela desigualdade de Holder 5.3,

Sendo H2 (') C L%(F) C L2=Dk=1(T) resulta
ki+1 k-1
Fl|u(ﬂl?)\ Tl < Cllully el g ez
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Logo, da continuidade da aplicacio vo: H'(€2) — Hz(T") e pelo Teorema do Traco 1.7, obtemos

[l 4 ) < Cllullz); desse modo
| Ju@) < Clulli el
1
Assim,
/ Fy (u(x))dfl < C(||“HH1(Q))‘
1N
Portanto,

| Fulu@)aa+ [ Fulu(@)drs < C(lulm )

I'

onde a constante C(||u|/f1(q)) depende apenas da norma de uw em H'(Q). Isto justifica a

primeira parte do lema. Agora, para provar (3.18) — (i) definimos
[ i={z eT;|ux)| > 1}

Note que em I' =T temos |u;(z)| < [; assim, fi;(w(x)) = fi(w(z)), para todo x € I'—T. Entao,
usando a desigualdade |a — b* < 2|a|* 4 2[b|* e denotando f; (w(z)), x €T, simplesmente por
fu(uy), obtemos
[ ) = fiw)Par = [ futw) — i) Par+ [ futu) = filwPar,
' o =0 K (3.21)
<2 | |fulw)Pdli+2 [ | fi(w)*dT.

I Iy

Seja T := {z € T};w(x) > I}. Temos
2 [ | fu(w)?dl, 22/ | fulw)Pdl +2 | fuu () |2dT
Iy

Iy -1 Iy

:2/ CJAEDPAD 2 | f1(D)|?dT, (3.22)
Iy Iy

,Fl

<2 [ |A(=DPdT +2 | AP
Fl 1—‘l
Logo, substituindo (3.22) em (3.21), resulta

/ |fu<ul>—f1<ul>|2drs2[ wPar+ [ [f0pan+ | |f1<Z>|2drl]. (3.23)

Iy
Por outro lado, das imersoes de Sobolev e da Teoria do Traco, para n > 2, segue-se que

2n—2 2711}22 2n—2 % 2n—2 2n—2
[ n—2 dPl < \ul| n—2 dFl < |ul] n—2 (I < C'(Hul||H1(Q)),
Iy I r

ou seja,

—2n+2
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Analogamente trate-se o caso n = 2. Supondo 1 < [, se 1 < k; entao 2 < 2k; e, desde que
1 <1 <|u(x)|, para todo x € Ty, temos |uy(z)|? + |u ()| < 2wy (z)[**, Vo € Ty Assim, da
Hipotese (H — 3), obtemos
|f1(u)Pdly < O [ Juy|® Ty (3.25)
Iy I
Além disso,

n—1 n—1

k — ki(n — 2 -1 1< ——=:=p.
1< = n—2)<(n—1) = <k1(n—2) p

1 1
Considere ¢ de tal modo que — + — = 1, isto é,
q

9 I n—-1 k(-2 n—1-Fk(n-2)
B p n-—1 n—1 n—1 '

1
q

Entao, por (3.24), (3.25), pelas imersoes (3.19) e a desigualdade de Holder 5.3, tem-se

1 1
|fu(w)?dl, < C | |w?dTy < {/ <’Uz\2k1)pdrl} ’ (/ 1qdrl> ' <
I I I I

k1 (n—2)
n—1

n—1—kq(n—2)
n—1

— 0, quando [ — oo.

(3.26)

< C’{ \ul|2:22dfl} (medfl>

Iy

(=2n+2) (n—1—ki(n—2))
(n—2) (n—1)

Observe que em (3.26) usamos o fato que

(3.24)

< 0, poisn > 2 e por

n—1—kq(n—2) n—1—kq(n—2)

(medFl> m < <l 7332) " — 0, quando [ — oo.

2n—2

Ademais, Hz(I') ¢ L= (') e a continuidade de vo: H'(2) — Hz(I') implicam

lull 222 0, < Cillulp gy < Clulliny

r

e au — uem H'(Q) acarreta (lembre que convergéncia fraca implica limita¢ao)

hn—2) k1 (n=2)

2n—2 n—1 - ~
] T < () T < Clulne),
¥

onde, por conta da convergéncia fraca de u; em H'(), a constante é(||ul\|H1(Q)) independe
de I, dependendo apenas da norma de u; em H'(). Por outro lado, também pela Hipotese

(H — 3), tem-se |f1(1)|? < C1?* e |f1(—=1)|* < CI?*1. Logo, usando (3.24), obtemos

/\fl(ul)derlJr/ \fl(—l)|2d1“l+/ |fi(D]2dl; < C | PFdly = Ol med(T;) <
Fl Fl Fl 1—‘l (327)

2n—2

< C’(||ul||H1(Q))l2k1—m — 0,
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quando | — co. Novamente a constante C'(||u (o)) depende apenas de ||w]|zi (). Desse

modo, combinado (3.27) e (3.26) com (3.23), vemos que
/ | f1(w) — fi(w)]?dl — 0, quando [ — oo. (3.28)
r

Mas,

/F ) — fu(u) D < 2 / fuuler) — fi(ug) D +2 / i) — fPAD. (3.29)

Vamos analisar a tltima integral em (3.29). Note que sendo uw; — u em H'(Q), temos
u; — u em H%(F), desde que a imersao H%(F) em L*(T") é compacta, segue-se que existe uma

subsequéncia, ainda denotada por (u;),;, tal que
u — u  forte em L*(T).
Desse modo, existe uma subsequéncia de (u;);, ainda denotada pelo mesmo nome, tal que
u; — u, quase sempre em I (3.30)
Logo, fi(w;) — fi(u) em L3*(T), ou seja,
/ |f1(w) — fi(u)[*dT’ — 0 quando [ — oco.
r

Portanto, usando também (3.28) e passando ao limite em (3.29), segue-se que

/ | fu(w) — fi(u)]Pdl — 0, quando [ — oo.
r

Com isso, obtemos a convergéncia (3.18) — (i). A prova de (3.18) — (ii) pode ser feita seguindo

ideias analogas. [ ]

Para concluir a prova do Teorema 3.1 primeiro observamos que usando as propriedades
de regularidades (3.16) estamos em condigoes de aplicar o resultado para energia, obtido pela
Proposi¢ao 3.1. Assim, desde que sobre I'; x (0,00) vale

0 1 ! J
6_1;/1 =9 (ult‘F) B ju“‘r — Ju (ul}r) =9 (ult‘r) + 7ult‘F - _8_?/[ = Ju (Ul‘r) ’

t 1 t Ay t
/ / iy [g(ult)—i—jult} T ds = — / / o dTds — / / wie fu (wg) dT1ds.
0 JIy 0 Jry v 0o Jry

Logo, do resultado de regularidade dado pela Proposicao 3.1, de (3.11), para cada t > 0,

temos

obtemos

Bi(t) + /0 t /F Rz [g(ult) + %ult} dl1ds = E(0), (3.31)
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sendo Ej(t) como em (3.1), com w; no lugar de u e f; no lugar de f;, (i =0,1). Agora, pelo

resultado (3.17) do Lema 3.1, segue-se que
Ei0) = 5190 oy + Oy + [ Ful@)i2+ [ Fuoar,
< IV Bagoy + 5l 0) gy + C ()l
Como u(t = 0) = ug € Hf () e uy(t = 0) = uy € L*(Q), temos
Ei(0) < C’(HulHLz(Q), ||u0|]H1(Q)>, uniformemente em /. (3.32)

Ademais, pela Hipotese (H — 1), upg(uy) > 0 e Juy|? < My 'upg(uy), esta dltima para |ug] > 1.

Seja

2= {(z,t) € Tu; |up(z, t)] < 1}.

Usando (3.31) e (3.32), temos

/ IUZthEl :/‘~ ‘UZthil—'—/ R IUZt|2d21
)3l pf} X1=31

< medX; + Mt ugg(uge)d3
-5 (3.33)

< medX; + Mt g (g )d>n
¥

< O (It ez, Iollin ey ).
Assim,

]| 725,) = / Ju|*dXy < C<||u1||L2(Q), ||Uo||H1(Q)> (3.34)
P

Vamos, agora, mostrar que também é verdadeira a estimativa:

||ul”C’0(O,T;H110(Q)) + |lwe|lcoo,rs20)) < C. (3.35)

De fato, como E;(0) é uniformemente limitada e E;(t) < E;(0), isto é,

Ey(f) = %Hvuz(t)H?m(Q) i %”Ult(t)H%?(Q) +/QFOZ(ul(t))dQ + /Fl Fy(w(t))dly (3.36)

S EZ(O) S C)

em particular |Juy(t)||r2) < Ci. Assim,
|wie]|coo,m5z2(02)) < Ch. (3.37)

Por outro lado, se I'y # @, como consequéncia da desigualdade de Poincaré 1.3, a norma

V| 120 é equivalente a norma de u em Hf () e; assim,
[ @)y @) < Col Vult)]|2(e) < CsE1(0) < C.
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Donde, obtém-se (lembre que, quase sempre, as constantes que surgem estao sendo denotadas
pelo mesmo simbolo)
HulHC’O(O,T;Hllo(Q)) <C. (3.38)

Caso seja, 'y = @, uma vez que |[uy(t)| 2 < C1, usando a desigualdade de Young 5.1, vemos

d
d—/]ul|2dQ:2/ulultdQ§/\UZIQdQ—i—/]ulthQg/\ul]QdQ—i—Cl
t Q Q Q Q Q

Integrando de 0 a ¢, sendo u;(t = 0) = ug, resulta

que

t
() 22(0) < Cr + H%Hizmﬁ/o s (8)]122 0

Por conseguinte, da desigualdade de Gronwall 5.2, tem-se [|w(t)||z2¢) < C, para algum C' > 0.
Como, por (3.36) ||V, (t)H%Q(Q) é limitada, obtemos, também nesse caso, uma estimativa como
em (3.38). Com isso, e combinado (3.37) com (3.38) fica justificada da desigualdade (3.35).
Portanto, ( por (3.35)) existe uma subsequéncia de u;, ainda denotada da mesma forma, tal
que

fraco em H'(€ x [0,T7). (3.39)

Uy —\U‘F

Além disso, por (3.34), (3.39), pelo Teorema de Aubin-Lions 5.21 e pelo Teorema do Trago 1.7,

(i) w|, — u|, forte em L*(0,T;L*(Ty))
(3.40)
(ii) ult’F — ut|r fraco em L*(%).
Observe que das hipoteses (H —1) — (H — 3), juntamente com a compacidade das imersoes
(3.19), (3.20) e por (3.40), segue-se que
(1) folw) — folu) em L*(0,T; L*(2))
(i) fi(wlr) — fi(ulr) em L*(0,T; L*(I')) (3.41)
(iii) g(uylr) — go € L*(X;) em L*(3;), para algum g € L*(X;).

Sejam wu; e u,, solugoes de (3.14), correspondentes aos parametros [ e m, respectivamente.

Calculando a diferenca entre as equacoes que envolvem u; e u,,, tem-se

Uit — Uy = Aty — Aty — [ for(w) — fom (tm)],

multiplicando a identidade acima por (uy; — u,,;) e integrando em €2, obtém-se

/ (wier — wmee) (Wit — Uy )dQ = / (Awp — Au,) (g — Upne)dS2
@ {2 (3.42)

- /Q o (t2) = fom (ttm)] (1 — 1) 2
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Note que

1d
/ (Ultt - Umtt) (Ult - umt)dQ || (Ult Umt)(t)||i2(g)
Q

3.43
2dt (343)
e pela formula de Green 5.1

0
/Q(A“l_Aum)(ult—umt)dQ —§£HV( )(t)H%%Qﬁ/r(ult—umt)5(Ul—um)dr- (3.44)
Mas,
ou 1 Oy, 1
a—yl:—g (Ult| ) Ult‘F Ju (uz‘ ) E*—g (umt|r) _Eumtlr_flm (Um‘r);

assim, denotando Ult’F e uu‘r simplesmente por u; e u;, tem-se
ou;  Ouyy,

Ot P~ [gtm) — gume)] — [ = ] — [Fn) = )]

Substituindo em (3.44), resulta

/Q (Aul — Aum)(ult — Uy )dS) = —§EHV(

)(ﬂ”%?(m
= [ = ) [0 = g ar -
r 3.45
= [ = ) [ = o]

- /F(Uh: — Upmy) :fll(ul) - flm(um)] dr’.

Agora, combinado (3.42), (3.43) e (3.45), integrando de 0 a ¢ e usando o fato que u; = u,, =0
em I’y x (0, 00), obtemos

3190 = )00+ 50— )y + [ [ (o= ) [o00) = gl <
1

1
< §HV(U1 — um)(O)H%ﬂ(Q) + §H(UH — U ) ( HLz / |u — umt‘ Ult umt d¥; +
|t — U] | 1o (wr) — flm(um)‘dzl + / e — e | for (w) = fom (wm)|d@Q. (3.46)
Q
Observe que
IV (= ) (0)[[72() = Nl (it — 11t ) (0)[[72(2) = 0, (3.47)

pois

wt=0)=uy=u,(t=0) e ux(t=0)=1u =um(t=0).
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Além disso,

1 1
—Up — —Umt
{ m

1 1
I < (Jeel + ltme]) (ﬂult\ . Eyumt\)

1, 1 1 1,
= 7|Ult\ + ﬂultHumﬂ A — e [t | + — [t
m m

1 1/1 1 1
Sl — (\ultﬁ n \uth) 4 fu]?
l 2\ 1 m m

3 1 9 1 3 9
—+ — "+ | =+ — ) Jume]”
[ m [ m

Entao, de (3.46), (3.47) e (3.48), vemos que

IN

IN

1 1 !
190 = ) (e + 5100 = ) O+ [ (= ) ) = g st

< | = ol [ Fur () — From )| 51 + /Q o (tr) — Fom (i) [t — tueld@ +

Py

3 1 13

. (_ . _> 25, + (- i —) e Pd5. (3.49)
I m) Js, L m) Js

Nosso proximo passo é mostrar que as expressoes a direita da desigualdade (3.49) conver-

gem para zero quando [, m — oo. De fato,

e Da estimativa (3.34) segue que

3 1 1 3
(— + —) luy|?dS; — 0 e (— + —> [Ue|*dE; — 0, quando [,m — oo.
l m 21 l m 21

e Quanto a penultima integral a direita de (3.49), também por (3.34) existe C' > 0 tal que
ltge — Ume||22(sy) < C, em virtude de (3.39) estamos sob as hipoteses do Lema 3.1, por

isso, podemos usar as convergéncias dadas em (3.18). Ademais, em (3.28) vimos que
/ | fu(w) — fi(w)]?dl'; — 0, quando [ — oo.
ry
Assim, para T' > 0 (fixo), dado € > 0, existe [, > 0 tal que
€
[ fuu(w) = fu(w)*d0y = || fuuw) — fi(uw) |72,y < 7 Vi>lh
I'
Logo,
T T
Hfll(ul)_fl(Ul)H%z(Zl) — /0 . |f1l(Ul)_f1(Ul)|2dF1dt < /0 ?dt S g, Vi> lo. (350)
Entao, usando também a desigualdade de Holder 5.3, obtemos

e — Ume] | fri(w) = frm ()| d51 < e — e || 2200 | fro(w) = frm () 2221y <
¥
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< O fulw) = filw) I,y + 1 ) = Fi@)lzsy + i) = fim(tn) |12,y ).

-~

— 0 POr (3.50) — 0 pT)r (3.41) — 0 POr (3.18)

Donde concluimos que

|y — umt||fll(ul) — flm(um)‘dEl — 0 quando [,m — oo. (3.51)
3

Finalmente, para a convergéncia da tltima integral agimos de forma similar ao caso
anterior, primeiro observamos que por (3.39) existe C' > 0 tal que |ty — Upe|[2(0) < C.
Além disso, procedendo como no caso de fy;, na demonstracao do Lema 3.1 quando

obtivemos (3.28), verifica-se que
/|f0,(ul) ~ fou)2d2 — 0, quando [ — oo,
Q
Dai, dados T" > 0 e € > 0, existe [y > 0 tal que

. YV I> .

N[ o

/Q forCm) = folun) P9 = | for(um) — folun) 22y <

Por isso,

T T
||foz(ul)—fo(ul)||%z(@:/0 /Q|f0,(ul)—fo(ul)|2d§2dt</o %dtgs, ViI>ly. (3.52)

Novamente pelas convergéncias anteriores e pela a desigualdade de Holder 5.3, obtemos

/Q |Ult - Uthfoz(uz) - me(Um)’dQ < ||ult - Umt||L2(Q)Hf01(Uz) - me(um)HL2(Q) <

< O (| farlun) = Folwn)lzay + L o) = fow) 2@y + o) = fom (i) 120y )

~~ ~ ~

— 0 POr (3.52) — 0 POT (3.41) — 0 POT (3.18)
Logo,
/ ‘foz(ul) — me(um)Hult — Upt|dQ — 0, quando I,m — oo. (3.53)
Q
Consequentemente

t

IV =) O+ =) Ol oyt [ [ =) 9600) = )] st — 0,

non (3.54)
quando [,m — oco. Em particular, cada termo da expressdo (3.54) converge para zero
quando [, m — 00, j& que sao nao negativos. De fato, quanto aos dois primeiros termos
nao ha nada a fazer, para o ultimo basta ver que por (H — 1) g é crescente, dai, dados
S, Sm € R se s; < sy, entdo g(s1) < g(sm), (851 —8m) <0 e g(s) — g(sm) <0, 0 que
implica 0 < (s;— ) [g9(51) — g(sm)]. Se for s; > sy, temos g(s1) > g(sm), (51— Sm) >0
e g(s)) — g(sm) > 0 donde, novamente, 0 < (s, — s,)[g(s1) — g(sm)]. Portanto, da

convergéncia (3.54) concluimos que
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w—u em C°0,T;HE ()] NCHO,T; L*()] (3.55)

lim (we — wme) [9(we) — g(tne)]dE, = 0. (3.56)

l,m—o0 [yq

Ou seja,

lim [/ g(ult)ultdEI — lim g(ult)umtdzl — lim g(umt)ultdzl]
l—00 b m—00

ol m— 00 ol

+ lim g(umt)umtd21 = 0.

m— 00 21

Sendo assim, de (3.40), (3.41) e (3.56), obtém-se
i | [ gtwundss - [ gwudss - [ |+ i [ glumunds =0 (357
=00 oY oY ol m—o0 ool
Por conseguinte, de (3.40) e (3.41), com m no lugar de [, resulta
2 lim g(uy)upddy = 2/ JourdXy. (3.58)
l—o00 0, oY
Mas, combinando (3.58) com (3.41), (3.40) e a monotonicidade de g, em virtude do Lema 1.4
segue-se que

g0 = g(uelr). (3.59)
Portanto, de (3.59), (3.39) — (3.41), por passagem ao limite em (3.14), obtemos

uy = Au — fo(u), em D'(Q)

% =—g (wlp) = fi(ulp), em L*(0,00;Ty) (3.60)

uw(0) = ug, u(0) = uy,

com a regularidade

@
ov

Isto encerra a prova do Teorema 3.1. [

, U € L2(O,T, Fl)

Veremos a seguir o resultado anteriormente mencionado, o qual facilitara bastante a prova

da Proposicao 3.1.

Lema 3.2. Assuma que certa fun¢io v € C°[0,T; H'(Q)] N C*[0,T; L*()] satisfaz (3.13).

Entao, existem sequéncias de funcoes

w € C°l0,T; H*(Q)| nC'[0,T; Hy ()],  fi € C°[0,T; HE ()], (3.61)
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tais que

fi— f em L'0,T;L*(Q)],
Ut — AUl = fl
U — U em C°[0,T; H'(Q)],
(3.62)
Uy — Uy em C°0,T; L*(Q)],
Uy — Up em L?*(3),
% — @ em L*(3)
Ov ov v

Demonstragao: Por densidade, seja (f;); uma sequéncia qualquer em C°[0,T; Hf, ()] tal que

fi — fem LY(0,T; L*(Q)). Considere a sequéncia de equagoes lineares

vy = Avp + fi em @
v(0) = v, vpe(0) =vy  em Q
o ' (3.63)
v =0, sobre X
Ou + v =g, em X
v
onde (vor, vi7) € D(AF), com
9 1 0z
D(Ap) = {(z,y) € H(Q) x H(Q); z=0 sobre T'y e 5y = Y em Fl},
u —v . )
Ap = e (vor,vu) — (uo,u1), em Hp () x L*(Q)
v Alu — Nvj
N: L*(Ty) — L*(Q)
ov (3.64)
z2— Nz=v<= Av=0, —| =z e v=0, emI)
ovir,
1 2 2 du
Au=Au, D(A):= {u € HY, (@) N HX(Q); Aue LX(Q), 5> =0, sobre Fl}.
Considere a sequéncia (g;); tal que
g€ HY0,T; LX) N C°(0, T; Hz(T'y))
gi(t =0) =0, (3.65)
ou
gy — E‘Fut‘r, em LQ(Zl)

Sabemos que (veja G. Chen [9]) Ar é um gerador forte estavel do Semigrupo de contragoes

et sobre o espago E = Hf () x L*(€2). Além disso, o operador

(Lg)(t) := /0 t eAr(t=9) { AONQ(S) ]ds, (3.66)
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L: L*(¥,) — C°[0,T; E] é limitado. Vamos mostrar que para g satisfazendo g(t = 0) = 0,

temos

/
ILgllco.rme) + Hdt g‘ oo TH@) C(Hg 02 + ”9”00(0,T;H%(F)>)' (3:67)

Inicialmente, note que podemos escrever

ou seja,
Ny(t)

(L)) = - | 0

} + AN (Lg)(1). (3.68)

De fato, aplicando integragdo por partes em (3.66) e supondo g(t = 0) = 0, vemos que

[ b

]-+A;%L¢xw.

<Lgxw::—AF%Aﬂf@{x4Ng ]

(3.69)

Ademais,

_AEI{AONQ(S) ] - {Z} - {AONQ(S) } :AF[Z} - {A[:}—NU] }

o que implica v =0 e ANg(s) = Au, isto é, Ng(s) = u. Logo,
0 Ng(s
A;l[ ] = { 9(5) ] (3.70)
ANg(s) 0

Desse modo, substituindo (3.70) em (3.69), obtemos (3.68). Além disso, observe que
(i) NeL(H:(T); H (), (if) AF'L € L(L*(31); C°(0,T; D(A)).

Assim, de (i), tem-se ||[Ng(t)[|mr20) < Cllg(t)] 1 0 que acarreta

H3 (D)’
2 < == 1 . 1
s N9 e < C 50 1oy = Ol ey (371)

De (ii) segue-se que, OiufTII(A?L)g’(t)HD(AF) = |(AF'L)g llcoori(ar) < Cllg'll L2y Logo,
t<

(denotando as constantes pelo mesmo simbolo)

S I(AZ' L)Y (Dl par) < Cllg 12y = Cllg l20m:0200)) < ClG morzzwy)-  (3.72)
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Entao, de (3.68), (3.71) e (3.72), resulta

||L9||CO(0,T;H2(Q)) = Ssup
0<t<T

[

] (A5 L)y (1)

H2(Q) (3.73)
S CHgHCO[O,T;H%(Fl)} + CHg/HHl(U,T§L2(F1))‘

Ng(t)

Note que, sendo Ng(t) € H?*(2), o vetor [
0

} pode ser identificado com um elemento de

d
H?(2). Agora, para estabelecer a regularidade de — Lg, observemos que

dt
g 0= —a7| Afvg,(t) e[ v anw-wno. e
Com efeito, derivando (3.68), obtemos
IR N*Z " |+ a7 G, (3.75)

Para 0 < h, suficientemente pequeno, (o caso h < 0 é tratado de forma similar) temos

D=0 L [ el O Ty L ] 0y,
h hJo L ANg'(s) 1 R L ANg/(s) |
1AhtA(t7)-O ] 1 tA(tf)_O -
:_eF/eFS ds——/eFS ds
h 0 L ANg'(s) | h Jo L ANg'(s)
t+h
+16Aph/+ 6Ap(ts)|: 0 :|d8
h t ANg'(s)
Aph t+h
-t ey [T 0 a
h hJi ANg'(s)
(3.76)
Assim, uma vez feita a anélise também para h < 0, tem-se
donon o (Lg)(E+h) — (Lg)(?)
5 (L9)(t) = lim h
Aph 1 1 t+h 0
= lim e—(Lg’)(t) + lim e~ / eArt=s) [ }ds
h0  h h—0 h J, ANg'(s) (3.77)

~ (L)) + | A?Vg,(t) |
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Por fim, substituindo este resultado em (3.75), vemos que

o == v az|

|-
ANg'(t)

Com isso, estd justificada a identidade (3.74). Portanto, a assertiva (3.67) segue de (3.66)

e (3.74), fazendo para (Lg')(t), um estudo analogo ao feito na obtencgio da estimativa para
(Lg)(#)-

Por outro lado, (veja A.V. Balakrishnan [1]) a solugdo v; de (3.63) pode ser escrita como

[ ot v ¢ 0
l( ) _ eApt[ o +/ 6AF(ts)[ ds + (ng)(t).
L ou(t) vy 0 fi(s)
o ]
Desde que [ “1e D(AF) e { } € D(Ap), por argumentos da teoria de Semigrupos
V1 - fi(s)

(veja, V. Barbu [2] ou A.V. Balakrishnan [1]|) concluimos que

v € C°(0,T; H*(Q)) N CH(0,T; H'(Q)).

Por isso, estamos em condicoes de aplicar integracao por partes para obter a identidade
da energia associada a solugdo da equagdo (3.63). O argumento que seré utilizado é similar
ao empregado nos casos anteriores, por esta razao, omitiremos alguns detalhes: primeiro mul-
tiplicamos a equacao vy = Av; + f; por vy, integramos sobre {2 e apds analise das integrais

envolvidas, obtemos

d

1 av
(317001 |

+ 3l ) = [wStar+ [ fwa

—/|Uzt|2dF+/UztgldF+/fzvztdQ7
r r Q

. v . ~
onde usamos também a hipotese, a—l = g; — vy. Sejam v; e vy, solucoes de (3.63). Tomando a
v

(3.78)

diferenca entre as equacoes vy = Av; + fi € Ve = Avy, + frn, multiplicando o resultado por

(v — Vme), @ equagdo (3.78) torna-se

d (1 1
= (§||v<w = vm) ()20 + 5110 — vmt><t>||%z<m> = (3.79)
—/ vy — Ve |*dD + / (vie = vt (90 = gm) AL + /(Ult — V) (f1 = fin)d2
T T ~~ Q
I

Agora, integrando (3.79) de 0 a ¢, usando a desigualdade de Young 5.1 (em I) e lembrando

que v; = v, = 0 sobre Yy, tem-se

1 1
IV = ) O + o= v Mo < [ [ (o= v = fu)i -
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t 1 t 1 t
—/ |Ult - Umt|2drlds + —/ |Ult - Umt|2drlds + —/ |gl - 9m|2dr1 +
0 JI 2 Jo I, 2 Jo r,

1 1
+5 1V (0 = 0m) ()1 720) + 51101 = vme) ()220

Ou ainda, multiplicando por 2, ambos os lados da desigualdade acima e usando a desigualdade

de Young 5.1 em J, obtemos

t
IV 61 = ) )y + 0 = o) Oy + [ [ o = v Pdsds <

' v~

J/

P1 P2 ~
¥3
¢ ¢ t
§/ /]vlt—vmt\zdﬂds—l—/ /]fl—fm]2d9d3+/ / |91 — gm|?dTy + (3.80)
0 Jo / 0 Jo 0 Jry
=02
IV (vor = vom) 1720y + o1 = vimll720)- (3.81)

Note que, os dois ultimos termos em (3.80) convergem para zero quando [, m — 00, visto

que

0
g — 5wl em LS e fi— f em LN0,T5L2(Q),

bem como as expressoes em (3.81), ja que sdo os dados iniciais do problema (3.63). Logo, dado

e > 0, para [ e m suficientemente grandes, temos

t

Yrm(t) == 1(t) + pa(t) + p3(t) < e+ /0 wo(s)ds < e+ /o Urm(8)ds. (3.82)

Aplicando a desigualdade de Gronwall 5.2 em (3.82), tem-se 0 < 9;,,,(t) < eC. Sendo

e > 0 arbitrario, fazendo [, m — oo vemos que z lim ¥, () =0, ou seja,
;M—>00

t
im (1901 = o) Ol + o = v ey + [ [ |vlt—vmt|2dnds]:o,
0 I

l,m—o0

donde concluimos que

v — v, em C°0,T; H'(Q)]NC°0,T; L*(Q)]

(3.83)
vltll" — Ut|r em LQ(El)
De (3.63) e (3.65) segue que
ov ou
a—yl tow =g — 5wl em LX(Z). (3.84)

Assim, de (3.83) e (3.84), obtém-se

ov ou
a_yl:gl—vlt—>5+ut‘r—vt‘r e L2<21)

94



Desse modo, ja estamos em condigdes de passar ao limite em (3.63), fazendo isto obtemos

vy = Av + f,

v(0) =wup, v:(0) = uy,

ov ’ 8t 1 (3.85)
v —v + — 5 +ut|r sobre X,

v!ro =0.

Desde que a fungdo u também satisfaz a equagao (3.85), por unicidade de solugao para o
problema (3.85), devemos ter v = u e, consequentemente u; = v;, construidas em (3.63), sdo

aproximacoes da fun¢ao u. Isto conclui a prova do Lema 3.2. ]
De posse deste resultado, finalmente podemos demonstrar a Proposi¢ao 3.1. Vejamos:

Demonstracao: Inicialmente, vamos obter a identidade da energia para v;, solu¢ao aproximada
de (3.13). Para isso, argumentamos como nos casos anteriores, ou seja, multiplicamos a equagao
v — Av; = f; por vy, integramos sobre 2 e apés andlise das integrais envolvidas, usando

integracao por partes e a formula de Green 5.1, obtemos

d (1 1
£(§‘|Vvl(t)”%2(9)+5”1}11&(25)\@2(9)) —/vlt—dF+/ frond€. (3.86)

Seja
1 1
Ev(t) = S IVu®) 72 + 5llou(®)li2@)- (3.87)

Como, por hipotese, v; = 0, sobre X, integrando (3.86) de 0 a ¢, tem-se

81}[ t
Ey( Ult—df‘ ds = frodQdds. (3.88)
I 0o Ja

O resultado da Proposicao 3.1 segue, em virtude do Lema 3.2, por passagem ao limite. ]
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Capitulo 4

Taxa de Decaimento

Para estudar a estabilidade precisamos de algumas condigoes. Antes porém, fixemos
algumas notacoes utilizadas neste capitulo: com o intuito de simplificar a escrita, assim como
feito nos casos anteriores, abusaremos um pouco da notacao e sempre que nao houver perigo
de confusdo, algumas expressoes serdo simplificadas, por exemplo: | g(u(x, t)) |r sera denotada
apenas por |g(u)].

Seja h(s) uma fungao real definida para s > 0, concava,' estritamente crescente, h(0) = 0

e que satisfaca
h(sg(s)) > s* + ¢*(s), com |s|< N, paraalgum N > 0. (4.1)

Observagao 4.1. Em virtude da Hipdtese (H — 1), € possivel provar que tal fungdo h pode

sempre ser construida. Na verdade, definindo as funcoes crescentes kq, ko, sobre R, tais que

ki(sg(s)) > s* + g*(s), para s >0 (42)
ka(sg(s)) = s* + g*(s), para s < 0. .
Entao, a funcao
h = conc(maz{ki, k2}), (envelope concavo)

possut as propriedades desejadas.

Construcao das funcoes ki e ky:
s
Para facilitar os cdlculos vamos considerar a funcao gi(s) = M, onde
p

p == maz{|g(—1)],9(1)}.
'Uma funcio h : Ry — R, &€ concava quando, Bh(s1) + (1 — B)h(s2) = h(Bs1 + (1 — B)s2), V3 € [0,1].

Prova-se que se h é duas vezes diferenciavel entdo h é concava se, e somente se, h'”’(s) < 0.
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Note que p > 0, pois pela Hipotese (H — 1), 0 < My < g(1) < M;. Além disso, como g é

mondtona crescente, se —1 < s < 1, entao g(—1) < g(s) < g(1), o que implica
lg1(s)| <1, para |s| < 1. (4.3)

Seja o numero real L, dado por

Considere as funcgoes

0: (—00,0] — R, definida em cada intervalo (—m — 1, —n], (com n =20,1,2,...) por
0(y) = Le 2"t 4 L(e™2" — e 2H)) (y 4 n 4 1), (—n—1<y<—n).

Observe que:

(i) 0 € continua em (—o0,0]: pois é continua no interior de cada intervalo de defini¢ao e,

nos extremos com uma andlise simples verifica-se que os limites laterais coincidem;

(ii) @ € crescente: pois é continua e no interior de cada intervalo (—n — 1, —n|, sua derivada

existe e € positiva;

(iii) 6 € concava: de fato, basta ver que sua derivada de sequnda ordem no interior de cada
intervalo (—mn—1, —n], satisfaz 0" (y) < 0. Ou ainda, seyy,y2 € (—n—1,—n] ee,0 € [0,1]

s@o tais que € +6 = 1, fazendo a = Le 2" e b = L(e™?" — 72"+ temos

e0(y1) + 00(y2) = ela+b(yr + n+ 1)] + d[a + b(ya + n + 1)]
=(e+d0)a+be(yy+n+1)+d(ys +n+1)]
=a+b(ey; + 0y +n +1)

= 0(5y1 + 5y2);
(iv) lm 6(y) = 0: basta ver que lim O(y) = lim 6(y) = 0;

y——00 Yy—+—00 n—00

(v) 0(0) = L: visto que y =0 = n = 0;
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(vi) a(y) < 0(y), Yy € (—00,0]: tal fato pode ser justificado observando que 6 é céncava,
« € convera e O supera « nos extremos (a direita) de cada intervalo da forma ---(—n —

2,—n—1], (—n —1,—n].

Definindo a funcao ky: (—oo, +00) — (—00, +00), por

L@(ln(s%)) se 0<s<1
a(s) = 0 ses=0

L?s se s>1

Ls se s < 0.

Temos que ki € crescente e, fazendo uma andlise dos limites laterais verifica-se que ki €

continua. Além disso, se 0 < s < 1 seque de (4.3) que 0 < g1(s) < 1. Assim,

LO(In(s)) > La(In(s)) = Le?™®) = Ls? e LO(In(g1(s))) > Lgi(s), (0<s<1). (4.5)

Do fato de 6 ser concava e de (4.4), tem-se

> Lo(n(s) + o (i () = L+ Lgio (46)
> 57+ g3 (s), (0<s<1).
Como k1(0) = 0, temos
ki(sgi(s)) > s* + g;(s) (0<s<1). (4.7)

Por outro lado, se 1 < |s| pela Hipdtese (H — 1)

M. M
0< =25 < sgi(s) < —5°
p p
Dai
M M M\ 2
sg1(5) = [sg1(s)] < —5* = |g(s)] < —[s| = |gu(s)” < (_1) Ei
p p p
Entao,
() (3 My 5 My
2 1
frs(n(e) 2 st = (1) B 2 a0 = i (43)
p p
€
1 1 M
5 591(8) > E—QSQ =5’ (4.9)
3 » P



Assim, de (4.4), (4.8) e (4.9), resulta
ki(sgi(s)) > s* +gi(s), para 1<s]. (4.10)

Se for —1 < s <0, como 0 < sg1(s) = [s]|g1(s)| < 1, por (4.5) e (4.6), com |s| e |g1(s)| nos

lugares de s e g1(s), respectivamente, temos

k1(sgi(s)) = k1 (Isllga(s)]) > [s]* + lg1(s)|* = s* + g1 (s)-

Portanto,
ki(sgi(s)) > s* + gi(s), Vs € (—o0, +00).
Definindo ki(s) = ka(s), obtemos as fungoes procuradas. O
Seja

- x
= >
h(z) :==h (medEl) , x>0

onde 37 :=T1 x (0,7) e T > 0 é uma constante.

Como h é monotona e estritamente crescente (pois assim é h), para todo ¢ > 0, ¢+ hé

invertivel. Defina

p(x) == (eI + h)~'(kx), (4.11)

onde k é constante positiva. Entdo p é positiva, continua, estritamente crescente (ja que é a

inversa de uma fungao positiva e crescente), com p(0) = 0. Seja
q(z) =z — I +p)'(z), x>0. (4.12)

Desde que p é positiva e crescente, ¢ também o é. Observe que:

g=I1—-I+p)' = qqU+p)=T—-UT+p) YI+p)=T+p) —1=p.
Logo
g=p(I+p)"

Considere as seguintes hipdteses adicionais:

Hipotese: (H-4) Com h =z — 2°, 2° € R", a seguinte condigao geométrica é vélida.
hv <0, sobre I.

A figura abaixo, ilustra uma situacao satisfazendo a hipotese acima.
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Figura 4.1: Ty =Ty(2°) :={z € T; (z — 2°) - v(x) < 0}

Hipotese: (H-5) Pelo menos um dos itens abaixo é assegurado:

(i) fo € linear;
(ii) Tp = @ e fo(u)u > eu?, para algum € > 0 ou fi(u)u > eu?, para algum ¢ > 0;
(iii) Ty = 0 # &, onde ; é convexo e Q9 NQ = .

Teorema 4.1. Assuma as hipoteses (H — 1)—(H — 5). Seja (u,u;) a solu¢io de (1) com as

propriedades obtidas no Teorema 3.1. Entao, para algum Ty > 0

E(t) <S8 <— - 1) (E(0)), parat > Ty, (4.13)

C5(0)+ (1)) =0, S(0) = B(0) (114

e q(s) é dado como em (4.12), sendo a constante k em (4.11), em geral, dependente (a menos

que k =1, onde k = max{ko, k1}) de E(0), e a constante c = (My + Myh).

1
med>

Mantendo a notagao @ = Q x (0,7), %; := 1, x (0,7), (i = 0,1), para provar o

Teorema 4.1, comecamos com a:

Proposicao 4.1. Assuma a Hipdtese (H —4). Sejau € C°(0,T; H'(Q)) N CH[0,T; L*(Q)] tal
que (3.13) se verifica. Entdo

T—a
[ I9u e ) dt < € 190l ngo im0 100
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+C U ) o d21+/1|ut|2d21+/|f| d@} FOrluly ey (419)

1
onde a constante C' nao depende de T', 0 < p < min {a, 5} € suficientemente pequeno, arbi-

trario e fizo.

Demonstragao: Em virtude do Lema 3.2 é suficiente provar a desigualdade (4.15) para funcoes
u € C°0,T; H*(Q)] N C'[0, T; Hy, ()], satisfazendo (3.13). Entao, multiplicando (3.13) por

hVu, com h := z — 2° para algum 2° € R" e, aplicando integracio por partes, tem-se

T o1
/utthVudQ—/uthVudQ’ — —/ hy|uty2d21+ﬁ/\ut|2dQ; (4.16)
Q Q 0o 2Js 2 Jq
¢ 1
/ AuhVudQ = ~ / ’ ‘ s~ 5 | |V7u| hudS+
o (4.17)
+/ W, uZlas, + (— _ 1 /\vuPdQ,
bl 3V 2 Q
onde
ou 9 5 |Ou|?
Vu=V,u+ 5" © |Vu|*= |V, ul —i—‘% ,
sendo V,u o gradiente tangencial. De fato, como h = (x — 2°) = (z; — 29,..., 2, — 20),
multiplicando a equagao
gy — Au = f
por hVu e integrando sobre @), resulta
/utthVudQ—/AuhVudQ:/thudQ. (4.18)
Q Q Q

Vamos analisar a primeira integral a esquerda em (4.18). Vejamos:

/ uhVudQ = / / uttz — a? dtdQ Z / / me: (%ZdtdQ. (4.19)

Note que (abusando um pouco da notagao, por exemplo escrevendo u; = %_1;)

T ou ou
/0 utt(xl € ) 8;52 dt Ut (l’z x; ) axz

T T 92u
) —/0 u(z; — )8t8xzdt (4.20)

Como u € C°[0,T; H*(Q2)] podemos mudar a ordem de derivagdo, dai

0*u Pu 1 0(3(2)_18

1
_ ) A — 20N — 0N 2
otor; = (i — )ax o0 = 3% maxi )= 90, [(S’” ‘”z)“t] 2“t (4.21)

wy(z; — 2?)
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Substituindo em (4.20), temos

0 I
o [(xZ - x?)uf] dt + 5/0 uldt.  (4.22)

Tl/T
o 20

T ou ou
0 = 20

Entao,

g/ﬂ/ﬂiputt(x

Ut

/ / updtdQ —
_; /Q 3 /0 . [(%—x?)u?]dtd(l.

Substituindo (4.23) em (4.19), usando os teoremas de Gauss-Green 5.2 e de Fubini 5.3, obtemos

31:2

(4.23)

Portanto (4.16) esta verificado. Por outro lado,

n

/ AuhVudQ = / / 282 Z -—dxdt / Z / axzda:dt

(4.25)
Temos,
0 1ou o Ou 0*u o Ou  Ou ou o 0%u
5 L3 @ = )5 922 D * 7 By, + =g
onde,
1, .
0i,j = 7 (4.26)
0, se =]
Assim,
0*u 0 Ou d 1 0u ou ou . Odu  Ou o O0%u
L it AP vl I et e T )
Como
du o Pu ou  0%u 1 o O [/ Ou\2
8_%(% a x")axjaa;i = (@i = )(9:1:] 0z;0x; 5(% _xi)a:z:i [(8_313) }’
(4.27) torna-se
0*u 0\ Ou 0 10u ou ou . Ou 1 on O [/ 0u\2
522 = = g Lo, g a2 g () | 629
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Substituindo (4.28) em (4.25) resulta

/ AuhVudQ = / Z / oz, 8% d:cdt / Z / oz, 5. axzdmdt —
- Z/ axz[(iii)}dwdt

Analisando separadamente cada integral em (4.29), pelo Teorema de Gauss-Green 5.2, tem-se

/ Z / oz, axj dxdt / Z / oz y]dth

(9 8
dlodt dl'dt =
/ To ax] w0 8 0, 1 +/ I 637] =) 63: dz, !

/ /F £y / / RV udldt. (4.30)

Para obter a ultima igualdade utilizamos o Lema 5.6 (para detalhes veja [26] Capitulo 3).

(4.29)

Agora, usando (4.26), segue-se que

T T
- / S / Ou s O it = / / Vul2dt. (4.31)
0 %7 o Or; O o Ja

Por fim, novamente da integracao por partes e pelo Teorema de Gauss-Green 5.2

/Z/ (9%[(5; drdl = "/ Z/ - ) —) v dldt +
/Z/ dxdt

Como, (confira o Lema 5.6 ou veja [26] Capitulo 3)

/ Z/ = 2))(=— V,dth / / i — x0 —) v;dlodt +
ou
— — dl’dt
/ /Fl i )<61'J) Vi
1 [T
/ |Vul?hvdldt,
2Jo Jr,

L
(4.33)
‘/ Z/ 3x d dt = / /yvuy2dﬂdt (4.34)

(4.32)
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Substituindo (4.33), (4.34) em (4.32) e levando o resultado obtido, juntamente com (4.31) e
(4.30), a (4.29), obtemos

T
/ AubVudQ = / / ( ’hudFodtJr / / —hVudFldt— / / Vul2dQdt —
Fl Q
n T
——/ / ‘— / / yvuPhudrldt+—/ /]Vu|2d§2dt
I 2 0 Q
T
//) ‘hudl“odtJr(E—l / /|vu|2d9dt +
/ / SRV udr dt——/ / Vu|*hvdlydt .

-~

11

(4.35)

Seja = {m, ..., 7»—1 } uma base ortonormal do plano tangente a x € I';. Temos
Vu=\v+V,u em I,

onde V, ¢ o gradiente tangencial. Assim, Vuv = Av|*+V,uv =\, pois V,ulv e |v|=1.

Mas, pelo Lema 5.6, @yi = Ou em [y, entao
ov 8@
Ju ou U — ou
VUV:Z:I a—mim— 3 VzVZ—EIZsza, em I,
donde \ = @ e, portanto
ov
ou
Vu=—v+V,u em [y, (4.36)
v
Ou |2
Vul? = ’5‘ +|Vul?, em Ty (4.37)
De (4.36) temos,
hVu = %hquhV u = %hVu— gz hu+g—hv w, em Ty
Dai,
0 0
/ A pudl, = / P L. (4.38)
r, al/ r, Ty 8V
Multiplicando (4.37) por hv e integrando, tem-se
2 Ou|? 2
|Vul*hvdly = — |Vu|*hvdly. (4.39)
Iy p, 1OV Iy
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Substituindo (4.38) e (4.39) em [ e I] na equagao (4.35), resulta

2
/AuhVudQ = ‘ hl/dFodt—i- —— 1 / |Vul dQ+/ / u‘ hvdTldt
r, OV
0 1 2
+ a—hV udXy — = dt — = |V -u|”hvd3,
21 I 2 )5
‘ hvdTodt + = / / = “hwdl dt+ o 1 /|vuy dQ

/ —hV udS, — 1/ IV uf2hvdS,
21 2 E1
/‘ ‘ hvdX + (——1>/|Vu|2dQ+ %hVTudzl -
2 Q 2y

Oov
/ IV ul?hvdY,
2 ol
(4.40)

que é justamente a equagao (4.17).

Agora, de (4.16), (4.17) e, como pela Hipotese (H — 4), hv < 0 sobre 'y, obtemos
/ fhAVudQ = / uhVudQ) — / AuhVudQ
Q
1
/uthVudQ‘ —-/ hy|ut|2d21+2/|ut|2dQ+— IV u?hvdS, —
D 2 Q 2 2

——/‘ ‘ hvds — / hvfu%d&—E/Wu]QdeL/]VuFdQ

> /[|ut|2 |Vu? dQ+/|Vu| dQ+/uthVudQ‘ ——/ ‘ )hudzl

1 1
+ = | |Vaulhvds, —/ hV , ua ¥, — —/ hu|ug|?d,.

2 bl )N a 2 bl

(4.41)
Entao,
/[|ut|2—|Vu| dQ+/|Vu| dQ</thudQ+ / ‘ ’hule -

— =~ | |V ulPhvds —i—/ hV u@dZ} — 4.42
2 5, T 1 5, T 81/ 1 ( )

r 1
_/uthVudQ‘ +—/ hv|u, |*d%, .
Q 0 2 bl

Sendo h continua em @, tem-se |h(z)|< C}, para todo z € Q e algum C; > 0. Desde que

lue(T) 2@ 2 Sup ess||ui(s)l 2= llutll Loe.riz2(c,

(4.43)
IVu(T) || L2 sup ess||Vu(s)| 2= [|Vull oo o,m;02(0))
0<s<T
resultam
1
— | |VoulPhwds, < | (Vo lhv|dS, <Oy | | VauPdS, (4.44)
2
o oA N
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1
/ ‘ ‘ hvdS, + 2/ holug[2dS, gol/ ‘ ‘ d21+01/ 25 (4.45)
21 1

Pela desigualdade de Young 5.1

C} 1
/thVudQS/QIthWWQS/Q[71|f|2+§|w|2}d62 (4.46)

<y /Q 7PaQ+ /Q Vul2dQ.

Analogamente

W, ust ‘dEl_ / ‘ ’d21+03 IV ul2dS, (4.47)

21 a Z1
T T
—/uthVudQ‘ < 04/ ]ut|2dQ+/ Vu[2d0
Q 0 o o . (4.48)

< Cs { el e o ez HIVul3m oz | -

onde na ultima desigualdade usamos o fato que

T T
[updn [ 19upde) = Ll + 1960l
Q Q 0 0
= [Ty + VD) Faqey] = [t O)lE2qey + 170 320

< llu D) 7o) + V(D) Z20)
< Hut||%°°(0,T;L2(Q))+||vu||%°°(0,T;L2(Q))'
Logo, substituindo (4.44), (4.45), (4.46), (4.47) e (4.48) em (4.42) e denotando por C' a maior

das contantes que aparecem a direita de cada desigualdade, obtemos

n 1
§/Q (|ut|2—]Vu|2) dQ + 2 /Q’VUFdQ <C {||Ut||%oo(o,T;L2(Q))+HVUH%M(O,T;B(Q))} +

+C{ |ut\2d21 + ’VTU|2d21 +/|f‘2dQ}+
El Z1 Q
2
+0/ @‘ 4.
bl 6V

Retornando a identidade uy —Au = f, multiplicando-a por u e integrando sobre (), tem-se

(4.49)

/Q upudQ — /Q AuudQ = /Q FudQ. (4.50)

Da integracgao por partes, sendo U‘EO = 0, resultam

/Q upudQ) — [ / utudQ} / s 240 (4.51)
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/ AuudQ = / VuVudQ — / u—dZ / |Vu|?dQ — u%dzl (4.52)
Q Py}
Substituindo (4.51) e (4.52) em (4.50), obtemos

T
2 |12\ _ O
/Q(|Vu] — |y )dQ—/qudQ {/ﬂutudﬂ]o +/21u3’/d21

Desse modo, fixado € > 0 suficientemente pequeno, mas arbitrario, pela desigualdade de
Young 5.1, argumentando como anteriormente e usando a desigualdade de Poincaré 1.3, para

obter [[u[|72q) < Cl|VullZ:q), segue-se que

/Q(IVUIQ—IutIQ) dQ < O/ [ ‘ ‘ +e|u|1 dv, +C= /|f| dQ+eC’/|u| dQ

+ C { el oz HIVUulmorzcay | -

onde na expressao acima e nas proximas expressoes, sempre que for cabivel, as constantes

(4.53)

que aparecerem a diteira das desigualdades serao denotadas por C, visto que sempre podemos

considerar a maior delas. Como,

1ot 2z < Cllulla @),

isto é,
|u|2d21 < 60/|u|2dQ+eC/|VU|2dQ. (4.54)
Q Q

-1
Entao, para 0 < T <a<?Z 5 , multiplicando (4.53) por a e usando (4.54), tem-se

/(|vu|2—\uy)dQ—eac/|vu| dQ<C/‘ (dzl+c/\f|dcg+c/\u| dQ +

+C {HutHLoo(o,T;LQ(Q))"‘HVUHLw(o,T;L?(Q))} ‘
(4.55)

Combinando (4.49) com (4.55), obtemos
1 n n
[a + 375~ eaC’] /Q|Vu\2dQ + <§ - CL) /Q|Ut|2dQ <
Ou |2
< O/|u|2dQ+(J{ —“‘ d¥ + [ Ju?dSy + | |VeulfdS, +/|f|2dQ} +
Q b v 2 2 Q

+C {Hut"%W(O,T;LQ(Q))+‘|VUH%OO(O,T;LQ(Q))} :

1
Seja k =a + 5~ g > 0. Vamos escolher ¢ > 0 de modo que k — eaC > 0; assim, basta

k
tomar 0 < € < prak Para tal €, seja 0 < d = mm{k —eaC), E — a}, entao

[/|Vu| dQ+/|ut\ dQ} {a—k————eaC’} /]Vu|2dQ+ ——a /|ut] dQ.
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Logo,

/ (VP4 ul?) dQ < c{/ ‘ ‘ a3, +/ w25 + | |Voul2dE, +/|f|2dQ}+
¥ 31 Q

¢ {HutHLOO(O,T;LQ(Q))+||vu||%°°(0,T;L2(Q))} + C/Q|u|2dQ.
(4.56)
Por outro lado, do Lema 7.2, desigualdade (7.5) em [21], (veja Lema 5.13 no Apéndice B) tem-se

T—a
[ [ vk <, | |15+ | 454+ Copalll 1, +Co [ aq, )
. o 1
onde a e p sao as contantes dadas nas hipdteses. Como, 0 < p + 5 < 1, temos

H24(Q) — HY(Q) = L*(Q).

Entao, em (4.56), tomando (o, T — «) no lugar de (0,7) e usando (4.57), vemos que

T—« T—«
/ /\vu\%z@ +/ /!ut\de <o, [ |2
« Q « Q 1

P, ]ut\szl +
31

# G [ 1524Q + Cltlfrneyy + (459
+ CHVUHLOO (0,T:L2() "‘CpaHUHH +o(Q)

Como,

el 3= 0F {10l 3y Pl = 0} < 10l 3,
e
2 _ 2 540 A 2
||U“H%+p(Rn+1)_ /Rn+1 (1 + ||($»t)||R"+1) 2 o(x, 1) [dtda,
desde que

2 < C(T) (1 + |||

L+ |[(z, ) [fnei= 14+ + ||z W< C(T)+C(D)|x )

B <14+T%+|z
——
c(T)

tem-se,

[ PETPRES /RCTT) [t ) olot ) s < O(7) Al\v<t>\\2%+p<Rn>dt-
Dai,
2
[0, 1< CT) [ IO (4.59)

Por propriedade de infimo, para todo f > 0, existe Hv5|]H%+p(Rn) tal que

w3000y S M€l o oy < N0 300 ) T6-
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Assim, passando ao limite quando & — 0, segue-se

||u(t)||H%+P(Q): él_I%HUle%JrP(Rn)’ OIlde vf’ﬂ = U(t)

Seja

tvg, 0 S t S T
Ue(x,t) =

0, t>T.

Por (4.59), temos

fazendo & — 0, tem-se

2 2 2
a0, / 0= COM v

substituindo este resultado em (4.58), obtemos a estimativa

T—a
[ vl i) < e [
« 1

+ C |:HutH%oo(oyT;LQ(Q))—i‘HVUH%Z(&T;LQ(Q))} -+ (460)

ou |2 9 9
—‘ Ao+ [ |wl?ds + [ [fPdQ S +
ov 2, 0

2

Em virtude do Teorema 3.1, a solu¢do do Problema (1) possui as propriedades de regu-
laridade listadas em (3.13). Assim, estamos em condicoes de aplicar a identidade da energia

descrita pela Proposicao 3.1. Tal fato, sera utilizado para provar a:

Proposicao 4.2. Assuma as hipdteses (H —1)—(H —4). Seja (u,u;) solugao do Problema (1),

cuja existéncia € garantida pelo Teorema 3.1. Entao,

| B < c(po) [ [ Ut + Ao + /Q [|fo<u>|2+|u|2}d@+E<T>}
1 (4.61)

Observacao 4.2. Antes de comecarmos a demonstracao de tal resultado, como ji mencio-
nado em outros casos, por simplicidade, algumas expressoes serao simplificadas, por exemplo,
lu(-,)|r, serd denotada por |u| e; além disso, em desigualdades do tipo “<” quando, & di-
reita, aparecerem constantes positivas multiplicando algumas expressoes, tais constantes serao
denotadas pelo mesmo simbolo, visto que, nestas condigoes, a desigualdade permanece vilida se

considerarmos a mator das constantes.
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- 0 -
Demonstracao: Como gu_ —q (ut’m) — fi (u‘rl), pelo resultado da Proposicao 3.1, tem-se

v
<ﬁfﬁﬂmmmn@:E@, (4.62)

onde

E(t) =

l\DI»—t

(I9u@ ot ee) + [ At + [ Fawae

Q
:/ﬁ®@izal
0

Por outro lado, da Proposicao 4.1, resulta

T—«
| I9uea el dt < € 190l mpozsntlunlieo rosan) +
w0 [ Do slpP el + (o

+C/Ub|dQ+@MW

L2[0,T;H3 P ()

Sendo F; >0, (i =0,1) e g(us)uy > 0, de (4.62) obtemos

B(0) V() 20+ l0) ) + [ Py + [ Fo(uyae
Iy Q

( (4.64)
> > (IVu®) @) . 0<t<T.

l\’)l»—k mn—n

Em particular,
IVu®)[Zo@< 2E(0) e Ju(t)|72@< 2E(0), YV 0<t<T,

donde
sup [|[Vu(t)]|72 (o)< 2E(0) e sup [Jug(t)||720)< 2E(0)

0<t<T 0<t<T

0 que, juntamente com a desigualdade de Young 5.1, implicam

T
mewwy@ﬁwﬂwwﬂmﬁCﬂmSCﬂﬂ+CALA%WMJMS
1

<CE(T)+C | [lglud)l” + [u*]d2s.

P

Substituindo em (4.63), obtemos

[ 9ol < € [ Qoo+l flas, + CoT) +

+c/Ub|d@+@wu

L2[0,T; H?+”(Q)]
(4.65)
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Fixado 0 < o < T, de (4.64) segue-se que

(4 V) + e () 32y | dt < 20E(0),

entao, aplicando a desigualdade de Young 5.1 em (4.62), obtemos

« T
| 19t e+ [ (1@ ot ol d

T—a

< 4aE(0) (4.66)
<Ada {E(T) —F/E [1g(we))® + Jug|?] dEl}

Logo, de (4.65) e (4.66) vemos que

[ 1vu+lnlig < [ B@) + [ otu)+ 1A + oz,
(4.67)

+0 [ 1wPde + crt,

20,1, H2P(0)]

Ou ainda,

/nw&mwSOF@H/°mmm+mwm+mmmj
0 > (4.68)

+c/wb|d@+cwm

L2(0,T;HE+P ()]

Do item (iii), nas hipoteses (H — 2) e (H — 3), obtém-se, respectivamente, (confira a

demonstragao do Lema 3.1)
Fo(s) < C (IsI*+]s[™*") e Fa(s) < O(|s]+[s["*1),
visto que, por exemplo, da Hipotese (H — 3)

9= [(nwars [ in@las [ (e au)a < (s ),

Assim,

/Fo(u(t))dQJr/ Fy (u(t))dr' < C/yu(t)y2d9+o/ u(t)[2dTy +

+C Uﬂm(tﬂ’%“dQ + .

|u(t)\k1+1dF1} .

I

Vamos analisar, separadamente, as trés ultimas integrais acima. Para isso, recordemos as

imersoes de Sobolev (3.19) e as injegoes compactas (3.20).
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1 1 1
e Cason > 2: sendo — + —— + 3= 1, pela desigualdade de Holder 5.3,
n _
n—2

/Q ut) [P dg) = / ()]0 () ()2

S (L] et (1] (R (G PATEYS

Como 0 < kg—1<

2 2n
—nlkyg—1) <
n—2 (ko ) n—2’

HY(Q) C La2(Q) ¢ L"*=D(Q) e HYQ) C L2(Q),

tem-se
/Q!u@)l’“’“dﬂ < Cllu(®)|l3r e 1u®) 1 -

Ademais, [[u(t)|| gy < CE(0), entao

/Q u(®)[H 12 < CEO) [u(t)| o (4.70)

! + ! + L 1, ¢
- = €e1mn-se
2n—1)  Tm TR

Analogamente, desde que

[u(®)|" ) < [lu(t)]] 75 lu@)I] 2

[2(n—1)(k1—1) F
r (1)

2 o leDlzay,

2n—2

Sendo Hz(T') € L#= (I') € L2=V*i=1(1) resulta

F1|u(t)|’“+1dl“1 < Clluft )II’“;F M@ s oy Te®) 2.

Logo, da continuidade da aplicagao yo: H'(Q) — H? (I") e pelo Teorema do Trago 1.7, obtemos

A u()[F 0y < Cllu®)| g @i @)
Como [[u(t)||}1 )< CE(0), tem-se
|u(t)|1dly < CEO)|u(t) 17 o) (4.71)

I

Por fim, novamente por imersoes e da teoria do traco

A lu(t)?dT; < C||u(t)\|§{1(ﬂ). (4.72)
Entéao, substituindo (4.70), (4.71) e (4.72) em (4.69), obtemos
/QFO(u(t))dQ%—/ Fi(u(t))dly < C(E {/Nu )| dQ+/|u )| dQ} (4.73)

IR

112



Integrando (4.73) de 0 a T', vemos que

ATMFWMWQfARw@wqm<C l/”%thzﬁ+/qu (4.74)

e (Caso n = 2: é tratado de forma similar.

Agora, usando (4.68) e (4.74), obtemos

/OT [/Q Fo(u(t))d2 + /Fl Fl(u(t))dfl] dt < C(E(0)) [/Zl [lg(w))? + | fr(w)]? + |ut|2]dgl]

B(0) [B(D) + / )]

+C(BO) |Orllull, 1 pbonen € / uPaq)
¢ (4.75)

Portanto, combinando (4.67) e (4.75), obtém-se
| B < c(e0) [+ [ (ool + 1A+ lul)as: | +
+O(EO) [ (ol + )@+ C(EO)

L2[0,T;HE*P ()]

(4.76)

Por outro lado, pelo Teorema 1.16, qualquer que seja ¢ > 0, existe uma constante C'(¢),

tal que

0, o < © / V()22 oyt + Cle / )l eyt (4.77)

Assim,
LAE@ﬁgow@ﬂmﬂ+é[mwﬁﬂﬁwﬁﬂmﬂmq
#C(EO) [ (Sl + o) (4.78)
L eC(E /HVu Zageydt + C(E /H s

Ou ainda,

[ =0 (E0) [ 190l < C@EO)] [ Dot + 1A +fuflas,
) [ (50 + i) + () E(T)

CE) [ Nttt

Desde que, eC(E(0))||Vu(t )HL2 < eCy(E(0))E(t), tem-se

+C(E

(4.79)

—Cy(E(0)) B(t) < —C(E(0)) [ Vult) 320,
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Dai

/O E(t)dt—sCl(E(O))/O E(t)dtg/o E(t)dt—gC(E(O))/O IV u(t)]| 720 dt,

ou seja,

[1—501(13(0))] /0 E(t)dt < /0 E(t)dt — =C (E(0)) /0 V() |2 dt- (4.80)

Logo, para € > 0 pequeno de modo que 1 — eC} (E(O)) >0 > 0, tem-se

6/0 E(t)dt < [1—501(E(0))]/0 E(t)dtg/o E(t)dt—gC(E(O))/O V()] 72 dt.
(4.81)
Combinado (4.81) e (4.79), resulta

/0 E(t)dt < C(E(0)) [ / (gu)? + | o) P + )y + /Q (lfolw)? + [ul?)dQ + E(T)] .
1 (4.82)

[ ]
Nosso proximo passo ¢ estimar os termos nao lineares que aparecem em (4.82). A propo-

sicao seguinte nos ajuda nesse sentido. Vejamos:

Proposicao 4.3. Assuma as hipsteses (H — 1)—(H — 5). Sejam u como acima, € > 0 arbi-

trariamente pequeno e C(eg) uma constante dependendo de € e possivelmente de E(0). FEntao,

T
)P < B [ B+ c@) [ s, (183)
21 0 E1

(kg-1») [T
[ 1fwaq < B [ B+ C@) [ uPaq. (48
Q 0 Q
Se k =1 entdo os primeiros termos a direita de (4.83) e de (4.84) podem ser omitidos; além

disso, nesse caso, C(g) independe de E(0).

Demonstragao: Provaremos o resultado para k > 1 (o caso k = 1 é evidente). Novamente
esclarecemos que durante a demonstracao, sempre que for oportuno, as constantes positivas que
aparecerem a direita das desigualdades serao representadas pelo mesmo simbolo e expressoes

do tipo |u(z,t)|r serao denotadas simplesmente por |u.

Usando a Hipotese (H — 3) e aplicando a Desigualdade de Interpolacao:
1—
[l o < Jlull 2" (w2
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1
com p = 2kq, r:2k1+s,0<s<§eO<q<1,obtemos

1—q)2k k
A |fi(w)[?dly < C A (luf® + |u[**)dly < C A [ul2dLy + Clul| 53 [lu 750 e, (4:85)
1 1 1
onde 0 < ¢ < 1, é dado por
s
=1
4 +/€1(2—2]€1—S)
Aplicando, em (4.85), a desigualdade:
“PaP  HP 1 1
<L 4T S 4=,
p p p D
com
1 _ 1
]) = —— Z) =
(1= q)k 1—Fki(1—q)
tem-se
2 2 1 2 = R
[ ntpdr < c | [ jupdr+ et gD L @
Nt Nt € (1—a)ky !
1 2n—2

Além disso, para 0 < s < mm{ — 2k1} (note que por (H — 3), s > 0), usando as

2" n—2
imersoes dadas em (3.19), (3.20) e a continuidade da aplicacio yo: H*(Q) — Hz(T';), tem-se

H2(Ty) C L= (Ty) C L*H2(Ty)

dai,

[ull 2oy < Clu] < Cllullma).

HZ(I)

Combinando as desigualdades acima com (4.86), resulta

2k1q

1 S S
/F |fi(w)*dly < C [<1+ )HUHLQ(H e || R (4.87)
1

(1— q)kl

Observe que |[u(t)[|%: g < CE(0).

Com efeito, se I'g # @ isto é imediato pela desigualdade de Poincaré 1.3. Por outro lado,
se 'y = @ entao do item (ii) da Hipotese (H — 5), tem-se ufo(u) > cu? ou ufy(u) > cu?, para
algum ¢ > 0. Como F;(s / fi(t)dt, (1=0,1), resulta

>

x> ou Fi(z) > ex?;

assim, usando (4.62) vemos que
E(©) = 50) = 5 {IV0) o) } + [ ity + [ Fiwig
> S {IVuO s Hu Ol } + [ A +e [ ua
> VU ey elult) e Clu(t)
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ou (analogamente)
1
E(0) > E(t) 2 5 Vu(®)ll7z0)+ellu® 70> Cllu®)h q),
onde na ultima desigualdade utilizamos as desigualdades,

Ja®)ll 2y < Clla(®)l, g o) < Cllu®llz,

[
dadas por imersoes (veja a Observagao 1.13, no Capitulo 1). Por outro lado,

2k1q _9. 2(k1 — 1)
1—Fki(1—q) 1—k(1—q)

Assim, de (4.87), obtém-se

1 1 e
| f1(w)]?dly < 0(1 +— ) [u(t)2dTy + Ce=m=a u(t) |} o lul®) | g,
Iy E(I_Q)kl Ty
S (4.88)
< C(e) | |u®)]’dly + e E(0)| =R E(t),
'
1 1
onde C'(g) = C(l +— ), e = Ce™"F0-9_ Integrando (4.88) de 0 a T, vemos que
€ (1—q)k
5 2(ky—1) T )
|fi(u)|7dEy < e|E(0)|T7 R0 [ Et)dt+ C(e) | |u(t)]*dE;.
21 0 21
Isto prova a assertiva (4.83). A justificativa de (4.84) é similar, por isso sera omitida. n

Sendo assim, das proposi¢oes (4.2) e (4.3), para € > 0 suficientemente pequeno e k =

max{ko, k1 }, tem-se

(1= el ) [ B < o) [ (ol +lu(bF)as +
+e@o){ee

31

uf2dS; +C(e) / lu|2dQ +E(T)}.
N

I II
(4.89)

Nosso proximo objetivo é investigar os termos [ e I1 & direita de (4.89). Para tando,

precisamos do:

Lema 4.1. Assuma as hipdteses (H — 1)—(H — 5). Seja (u,u;) solugao de (1). Entdo para

T > Ty, com Ty suficientemente grande, tem-se

i |7VL|2d21+/Q\7UL|2dQg(J(E(o))/E (Jue]? + |g(ue) |?)dEs. (4.90)

1
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Demonstracao: A prova serd feita por contradicao. Suponha que tal desigualdade nao se

verifique, seja (u;(t)); uma sequéncia de solugoes de (1), tal que

/ |ul|2d21+/ |ul|2dQ
P Q

llim = 00, (4.91)
—00
/ |we|*dSy + |g(we)|PdS,
21 E1

onde a energia das condi¢des iniciais (u;(0), u(0)) é denotada por £(0).

Afirmacao: E;(0) ¢ uniformemente limitada (em [), isto &, E;(0) < M, para algum M > 0 e
todo [ > 1. De fato,

B(0) = 5 { IVl +luOlxe } + [ Faw©@)a2+ [ Fulu(o)ars,

1N
€ Como

w(0) =up € Hp () e  yu(0) =y € L*(), (4.92)

segue-se que ||V, (0) H%Q(Q) e Hult(O)H%z(Q) sdo limitadas. Quanto as duas integrais acima, proce-
demos de forma similar a (uma parte da) demonstragao do Lema 3.1. Lembre-se que de acordo

com a Hipotese (H — 2), temos |fo(s)] < C(|s| + |s]¥). Logo,

u(0)
Fo(w(0)) = /O fu(s)ds < C (Ju(0)*+|w(0)[**)

o que implica

‘/QFol(Ul(O))dQ‘ < C/Q’“l(o)’%m+C/Q!uz(0)!k°“d9,

Assim, usando (4.92) e as imersoes (3.19) vemos que / For(u;(0))d2 é limitada. Analogamente,
Q
observando que pela Hipotese (H —3), Fy(s) < C(]s|*+]s|"*!), ( veja a demonstra¢do do Lema

3.1), usando (4.92) e as imersoes (3.20) verifica-se que / Fii(1(0))dly é limitada. Com isso
r
justificamos a afirmacao feita. 1 O

Por outro lado, de (4.62) e da Hipotese (H — 1) — (iii), tem-se
M, /Ot A |uge|?dl ds + Ey(t / /F (w)udlrds + Ei(t) = E(0) < M,
! 1
ou seja, para 0 <t < T,
M, /Ot [ Juuarsds + 5 {19 o Hlu®le } + /F Fy (ug)dT +/QF0(ul)dQ <M.
Entao:
o ()2, ¢ limitada em H'(Q);
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o ()2, é limitada em L>(0,T; H(Q));
o (uy)2, é limitada em L>(0,T; L*(Q)), logo, ¢ limitada em L*(0,T; L*(Q)) = L*(Q);
o (up)2, ¢ limitada em L?() = L(0, T; LX(T)).
Além disso, como
Joll 1y Clivllrcay, Vo € H'(62),

segue-se que
o ()2, ¢ limitada em L>(0,T; Hz(T')), logo, ¢ limitada em L%(0,T; H2(I)).

Como as injecoes H'() € L*(Q) e H2(I') € L(I') sdo compactas e sendo estes Espacos

de Hilbert, pelo Teorema de Aubin-Lions 5.21, obtemos

w—u em HY(Q)
w = w em L®(0,T; HY(Q)) (4.93)
w — u forte em L?*(Q) '

w — u forte em L*(X).

Devemos analisar os seguintes casos:
Caso A: Assuma que u # 0, como para todo € > 0, a injecdo H'(Q) C H'7¢(Q) é compacta,

(veja o Teorema 1.14) segue-se que
u; — u forte em C°(0,T; H'7¢(Q)),

com a norma uniforme. Logo, como fy € I/Vllocoo(R), isto é, fo ¢ uma funcao localmente Lipschitz

entao,

fo(w) — fo(u) em L>¥(0,T;L*()).

Pela continuidade do traco de ordem zero, tem-se
1
[0],13 % Cllvllney Vo € HY).
Sendo (u)72, limitada em L>(0,T; H'(£2)), resultam:
o ()2, é limitada em L*(0,T; H2(I));

o (uy)X, élimitada em L?(0,T; L*(T)).
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Como Hz (') ¢ L2(T), (imersao compacta), pelo Corolario 4 pagina 85 em J. Simon [35],

(veja o Corolario 5.3 no Apéndice B) vemos que
w — u forte em C°(0,T; L*(I)),

isto &, (u;)%°, é relativamente compacta em C°(0,7T; L*(T")). Dai, pelo Lema 1 pagina 71 em J.

Simon [35], (veja o Lema 5.12 no Apéndice B)
}llig%)Hul(t—i— h) —w(t)||p2y=0, V,0>1, VO<t<t4+h<T
entdo (passando a uma subsequéncia se necessario),
}llig(l)ul(x,t +h) =w(x,t), YI>1, VO<t<t+h<T, quase sempre em [
Assim, da continuidade da funcao fi,

lllir% filw(z, t+h)) = fi(w(x,t), VI>1, VO<t<t+h<T, quase sempre em I}
_>

desse modo, para todo € > 0, existe n > 0 tal que 0 < |h|< n implica

‘fl(ul(x,t—i-h)) — fl(ul(x,t))‘ < Vi>1, VO<t<t+h<T, quasesempre em I,

med(T")’
ou ainda,
| fi(w(z, t+h)— fi(w(z t))|2<L Vi>1, VO<t<t+h<T, quase sempre em I
IACAC) IRCVACS [med(F)P’ i) = >4, q p .

Entao, para todo € > 0, existe n > 0 tal que 0 < |h|< n implica
| fi(w(t +h) = filw®)||2my<e, VI>1, YO<t<t+h<T,

logo,

sup ess|l fu(w(t +h)) — filu(®) 2 2 V=1
0<t<T—h

sempre que 0 < |h|< 7. Consequentemente, fazendo 7, f(z) = f(x + h), vemos que
HThflul — flll/l"Loo(O’T,h;LZ(F))—) O, quando h — O, Vi > 1.

Como (w2, é limitada em L>(0,T; Hz(T')) c L _(0,T; Hz(T')), pelo Teorema 3 pagina 80

loc

em J. Simon [35], (veja o Teorema 5.26 no Apéndice B)

fiug — ¢ forte em C°(0,T; L*(T)). (4.94)
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Em (4.93) vimos que, u; —> u, forte em L?*(X) e, novamente pela continuidade da fungao

f1 (passando a uma subsequéncia se necessario)
fiuy — fiu, quase sempre em ..
Analogamente, de (4.94) segue-se que
fiug — Y, quase sempre em 3.
Logo, por unicidade do limite, fiu(x,t) = ¥(x,t), quase sempre em 3 e, portanto,
fl(ul‘F) — f1(U‘F) forte em L>(0,T; L*(T)).
Por outro lado, observamos que por (4.91), para todo r > 0 existe Iy € N tal que

/ || dzl+/ |Uz\ d@

>, Vi>l
/ ‘UlthEl + ‘g(ult>| dX
1

1

Assim, qualquer que seja r > 0, existe [y € N tal que para [ > [y, tem-se

21 E1

1
g [2d¥ + lg(ug) [2d2) < ;< g |*d%, +/ |ul|2dQ).
31 Q

é limitado, por(4.93)

Entao, fazendo r — oo, vemos que

wy — 0 em L*(X)) e gluy) — 0 em L*(%).
Como
g — Ay = — fo(wy) em € x (0,00)
(?ul

W _g(ult|rl) - fl(ul‘pl) em I'y x(0,00)
w =0 em 'y x (0,00)

ul(O) = Ug € H%O(Q), ult(O) = U € LQ(Q>,

passando ao limite, obtemos

uy — Au = — fo(u)

gu = —fi(u), wu; =0 sobre I'y (4.95)
u =20, sobre I’y

fazendo u; = v, tem-se

v — Av = — fo(u)v

0
az—v—O em I
v=20 em [y

Vamos, agora, considerar as trés possibilidades em (H — 5):

120



(i) se fo ¢ linear, entdo fi(u) = fo, dai

Vg — AU + fo(U) = 0
ov
v

v=20 sobre T'y.

=v=0, em I}

Logo, por resultados de unicidade da solugao da onda, verifica-se que v = u; = 0;

(i1) Se for I’y = @, primeiro observemos que u € L*°(0,T; H'(Q)) implica u € L%(Q) e, de
acordo com (H — 2) — (iii), para T suficientemente grande, podemos aplicar o resultado

de unicidade apresentado em A. Ruiz [34| para novamente concluir que v = u; = 0;

(iii) Se vale (iii) em (H —5), adaptando as ideias empregadas em A. Ruiz |34|, obtém-se mais

uma vez v = u; = 0.

Desse modo, a partir de (4.95), obtemos a equagao eliptica

—Au = — fo(u)
(4.96)
gu :—f1< ), em Fl.

Multiplicando (4.96) por u e integrando sobre €2, tem-se

—/Au udQ:/|Vu|2dQ—/ u—dF1 /fo Juds,
Q Q Iy

/ Vul2d0 + / fo(wyud2+ | fi(w)udly = 0. (4.97)
QO Q Iy

ou seja,

Como fi(s)s >0, i = 0,1, devemos ter Vu = 0. Entao, se I'y # & da desigualdade de
Poincaré 1.3 (HuHLz < || Vul| L2 Q)) resulta u = 0. Contradigao! Ja que supomos u # 0. Se

for Ty = @, por (H —5) — (ii) e (4.97), obtém-se

/|Vu|2dQ+6/ lu|?dQ+ | fi(u)udly <0,
Q Q I

ou
/|Vu|2dQ+/ fo(u)udQ—l—s/ |u|?dl’; < 0.
Q Q N1
Em qualquer caso, vemos que u = 0 e temos novamente uma contradi¢ao.

Caso B. Assuma que u = 0 e denotemos

=

2 - 1
Ci= (JulfemyHlultg)’s ¢ @=gu
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Claramente,

1|72 s,y 1 72y = 1. (4.98)

Como u = 0, entdao C; — 0, quando [ — oo e, por (4.91), tem-se
ay — 0 em L*(%) (4.99)

d
(lembre que " — oo = 3 — 0). De (4.62) segue-se que EE(t) < 0, logo E(T) < E(t) e
consequentemente,

TE(T) < / "B,

Assim, aplicando este resultado & soluc¢ao wu; de (4.62), obtemos

TEW) - T / o) undSy = TE(T) < / "B,

P

entao, para € > 0 pequeno, tem-se

(1—5[E,(0)]2<k—1>) [TE,(O)—T /E g(ult)ultdEl} < (1—5[&(0)]2%—1)) /O ' Ei(t)dt

e de (4.89), para tal ¢, resulta

TE0) -7 | (9l + o+ o)1 }

P

g(un)undS, < C(E(0)) { /Z 1
+C(E(0)) {/Q | [*dQ + EI(T)} )

onde C' (Ei(0)) =

7 Agora, usando a desigualdade de Young 5.1, para obter

/g<ult>ultdzls () 2dSs + [ Jun2asy,
3

21 Z1

vemos que

TE(0) — C(E(0) E(T) < Cr(£(0)) {/2 (lg(we)|? + Jul® + Jw|*)dSy + /Q |Uz|2dQ} :

1

onde Cr(E;(0)) denota Cr+C/(Ey(0)). Sendo Ey(T) < E;(0), tem-se

[T — C(Ei(0))] Ei(0) < Cr(Ei(0)) {/z (lgCwe) [ + Juae|® + T *) d%1 + /Q |Ul!2dQ} -

1

Tomando T > Ty, com Ty > C(E;(0)), de modo que T — C'(E;(0)) > 1. De (4.62), obtém-se

Ei(t) < E(0) < Cr(E(0)) { /E (lg(ue) P + lwe* + |w|*) dSy + /Q |Uz|2dQ}- (4.100)

1
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Logo,

1708 g o= O (BO) { [ (o4 ol + )z + [ ).
P

1

1
dividindo ambos os lados da desigualdade acima por C?, desde que @ = —u;, resulta

Ci

/ (lg(uw)* + |uwl?)dSy
P

HUIH%?(EQ + ||ul||2L2(Q)

I9(8) 320y 1 (8) )< Cr (E(0)) +1p. (a100)

Note que, por (4.91), a expressao que estd multiplicando Cr (El(())), em (4.101), é limi-
tada.

Dai, denotando a nova constante ainda pelo mesmo nome, tem-se
IV @ (4)] 72 )+ | ()] 72y < Cr(Ei(0)) 0 <t <T. (4.102)
Portando, se I'y # @ entao ||v||H%O(Q)§ C|IV||r2(q), para todo v € Hf (€2). Assim, de (4.102)
resultam:
o (@), ¢ limitada em H'(Q) ;

o ()2, ¢ limitada em L*>°(0,T; H'(Q)).
Se I'y = @, novamente recorremos a Hipotese (H — 5) — (ii), para obter

EHUZH%Z(Q) :5/ ]ul\2dQ§/F0(ul)dQ ou <‘3HU1H%Q(F1) =c [ |wl*dly §/ Fi(w)dTy,
Q Q Iy I
dai,
Ey(t) > Vi) |[720)rellu®)l720)> Cllu®)]7n e

ou

Ei(t) = [Vu(t) |22y tellu )72y > Cllu®) 7 q).

onde a ultima desigualdade é justificada pelas desigualdades:

[u()]|2@) < Cllul?) < Cllu(®)l 2y,

I H3(Q)
dadas por imersoes (veja a Observacao 1.13, no Capitulo 1).

Em qualquer caso, temos:

o ()2, ¢ limitada em H'(Q);
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o ()2, é limitada em L*>(0,T; H'(Q)).
Logo, de forma similar aos casos anteriores, (passando a uma subsequéncia se necessario) tem-se
m—u em HYQ)

w; — u forte em L%(Q) (4.103)

w — @ forte em L2(X).

. - 1 .
Ademais, sendo u; = 5ul, temos a equacao
!

. . U

Ut = Aul - foéll)

u =0, sobre ¥ (4.104)
ou U, U

a_l/l _ ( lt)Ol fl( l) sobre ..

Para passar ao limite em (4.104), é necessario que determinemos os limites dos termos

nao lineares. Para este fim, temos a

Proposigao 4.4.

g(uy)

C — 0 em L*(%), quando [ — oo (4.105)
I

folw) 0y L2 do 1 4.106
o o(0)a em L*(Q), quando | — o (4.106)
LGOI £1(0)a L2 do 1 4107
o 1(0)a em L7(%;), quando | — oo. (4.107)

Demonstracao: Note que (4.105), segue diretamente de (4.91), pois

g | *dE, + lg(uy)|?dEy

2
/ {g(mt)} Ay, < 22 5 2L — 0.
s L G \HUZHL?(El)—{—Hul”L?(Q)J

o
Logo, por (4.91), 9(un) — 0 em L3(%;), quando [ — oco. Quanto a (4.106), seja /\; dado
1
por
2 2
_ u B u
8= | oy - 250 z/ﬁmww(é”dQ—
l L2(Q) Q l

/\ul| fO ——fo(ul) dQ, (pOiS Z~Ll C%u;)
2
= [1aP|70) - - sw)| dQ
Q t
_ 2| pr _fo(ul) 2d 2| pr - O(UZ) 2d
_Amqu fifo) = 2 Q+lwﬂu.mm )l aq,
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onde {|u|< e} := {(z,t) € Q; |w(z,t)|< e}. Usando a desigualdade |a — b|?< 2a* + 2%, tem-se

_—_— o(w)|” M2 .- ||| fo () ”
ar< gl - 2 agr2nor [ japagez [ UL
{jurl<e} U {url>) {ul>9 |l 108)
U 1
Sendo L = o pela Hipotese (H — 2) | fo(s)|< C(]s|+|s[*), resulta
Uuj l
] w® | Jw*
<(C LA
| |2|f0( )| CQ _'_ CZQ ?
fazendo p. := sup |f{(0) — fol) , temos
llzll<e xr
2
_ u _
[ gaklgo -2 a0 < [ japaq (4109
{Jm|<e} t {Jui|<c}
[§]
<12 2
OF [ jpagea [ ORI, o
{ul><) {ul> |l
|| > Jwf**
g/ {2|f()|2 +20( 5+ —5 | |dQ
{|ui|>€} 0 CIQ C’l
Jw|* [0
= 2| f3(0)]* +2C +2C dQ
/|ul>6} |:< ° ) C’l2 CYl
] |Uz|2k°)
<C / ( dQ, (4.110)
|ul‘>€} 02 Cl2
onde C' denota (2|f(’)(0)|2 + 2C>. Assim, de (4.108), (4.109) e (4.110), obtemos
N ] Jwf*
&§£MW2+C/ (——+ 1Q. (4.111)
o {|ug|>€} C1l2 C1l

Note que f}(0) = liH(l) M, logo, p. — 0 quando € — 0. Como por (H —2), 2k > 2
r—r €T

segue-se que €2K072 < |yy|?R0=2 " dai

substituindo em (4.111), vemos que

Ay < 2]y +C Ty P S B
l_pe||ul||L2(Q)+ {qu\>6} 012 +€2k0—2 Q

< il Co g Il g

= prﬂHLg +C C’%O 2HulH%O )y (pois w; = City).

L2k0

Como (@), ¢ limitada em L>(0,T; H'(Q)) e H'(Q2) C L*°(Q), segue-se que (@;)°, é
limitada em L°°(0,7; L*°(Q)) C L*°(0,T; L*(Q)) = L?*(Q), ou seja,
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o (@), & limitada em L*°(Q) C L*(Q).
Entao, lim sup/; < Cp?,  onde C' = supl|ty]|7,q); assim,
l—o0 l

0< llim mfh < llim supl\; < C’pf — 0, quando € — 0
— 00 — 00

logo ,
. s folw) _
lim A; = lim (| f(0)a — —— =0, (4.112)
=00 l—00 Cl LQ(Q)
desde que
u . u . . N
o) _ psoya = 21— groya+ gy - (0
C @
tem-se
Jo(u _ Jo(u _ o
|28 - | < | BE - a0 - il
! L2(Q) ! L2(Q)
Dai, usando (4.112), (4.103) e passando ao limite, concluimos que
foéul> — f5(0)a em L*(Q), quando | — oo
I

isto prova (4.106). A justificativa de (4.107) é similar, observando que de (H — 3) — (iii),
obtém-se | f1(s)|< M|s|"+Als|. [

Agora, aplicando o resultado da Proposicao 4.4 a equagao (4.104) e passando ao limite

quando [ — oo, obtemos

ot ,

— =—f1(0)u em X

oy = S0 ! (4.113)
u=0 em EO

ﬁt =0 em 21.
Como @y = Au — fi(0)a € L*0,T;L*(Q)) e 4, € L*(0,T;L*%)), fazendo v = 1, €
C0,T; L*(Q)], de (4.113) tem-se

vy = Av — f§(0)v

?:O sobre ¥; (pois @4, =0 em X;) (4.114)
v

v =0 sobre YyUX; =2X.

Logo, por resultados de unicidade de solucao da equacao da onda, para 1" grande, segue-se que

(4.115)

4
Il
gz
Il
o
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dai, retornando a (4.113), usando (4.115), obtemos

At — f5(0)a=0 em Q
i
= —f1(0)a sobre > (4.116)
ov
=0 sobre .

Por fim, multiplicando a primeira equacao de (4.116) por @ e procedendo analogamente
ao Caso A, tem-se & = 0. Mas, por (4.98), HﬁlH%Q(El)—i—”ﬁlH%Q(Q): 1 e, fazendo | — oo devemos
ter

||a||22(21+||a”2m(@): 1

o que contradiz o fato de ser u = 0. Isto conclui a prova do Lema 4.1. ]

Usando a desigualdade (4.89), com ¢ > 0 suficientemente pequeno, e por (4.90), obtemos

o seguinte resultado:

Proposicao 4.5. Seja T' > 0 suficientemente grande. Entao,

B(T) < Co(BWO) [ (il + lgfu)]?)dSs.

31

Demonstracio: Com efeito, para ¢ > 0 suficientemente pequeno, C; = 1 — ¢[E(0)]?*~1 > 0,

1
multiplicando (4.89) por e usando (4.90), vemos que
1

[ B < c@o){ [ qu+ swir)as + 5@},

d
Ja sabemos, de (4.62), que EE(LL) <0, o que acarreta F(T) < E(t), para 0 <t <T. Dali,

mnTscwm»{L(mF+mmwwa+E@@;

1

assim,

[T~ C(BO)]ET) < CEO) [ (o + lg(u) )i

3

Logo, para T suficientemente grande, de modo que [T — C’(E(O))} > 6 > 0, obtemos

B(T) < Co(BWO) [ (il + lgtu)l?)dSs.

31
|
Antes de finalizarmos a demonstracao do Teorema 3.12 apresentamos a seguinte estima-

tiva:

127



Lema 4.2. Seja p(s) como definido em (4.11) e seja T > 0 suficientemente grande. Entao
p(E(T)) + E(T) < E(0).

Demonstragao: Primeiro lembre que de (4.1) temos h(sg(s)) > s*+ ¢2(s), com |s| < N, para

algum N > 0. Suponha N > 1 e denotemos

Y= {(x,t) € 3q; lu(z, t)|> N, com wu; € LQ(El)}

(4.117)
EB = 21 — EA.
Da Hipotese (H — 1) — (iii), temos
Mys® < sg(s) < Mys®, para |s|>1, 0< My, < M,
logo,
s> < My 'sg(s) (4.118)
e

sg(s) = |sg(s)| < Mu|s|* = |g(s)| < Mils| => g%(s) < Muls|lg(s)| = Musg(s). ~ (4.119)
Portanto, de (4.118) e (4.119), obtém-se

s*+9%(s) < (M ' + My)sg(s), |s|> 1. (4.120)

No que segue, para simplificar a escrita, expressoes do tipo v(z,t) serdo denotadas sim-

plesmente por v. Entao, usando a desigualdade acima tem-se

/2 (|9(Ut)|2 + |Ut|2)d2A < (JWQ_1 + Ml) / urg(ug)dX 4. (4.121)

XA
Por outro lado, de (4.1), da Hipotese (H — 1) — (ii) e, sendo h crescente, com h(0) = 0,

tem-se

/2 (lg(ua)* + [w]*)d¥p < /Z h(ug(uy))dSp < / h(urg(u))dS,. (4.122)

31
Pela desigualdade de Jensen 5.20,

1 -
/ h(ug(ug))dXp < medXih /utg(ut)dzl < med¥ih /utg(ut)dzl :
o med¥; Jy, o
(4.123)

). Combinando os resultados (4.121), (4.122) e (4.123), tem-se a

Xz

visto que h(z) = h (medEl

estimativa

/E (I9(ue)? + Jur[2)dS, = / (Jg(un) > + [ul?) A5 + / (lgue) 2 + [ur]?) A5

XB
< (My'+ Ml)/

¥

(4.124)

urg(ug)dX + medY,h (/ utg(ut)d21>
5

1
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a qual, juntamente com a Proposicao 4.5, nos fornece

E(T) < Cr(E(0)) {(M;l + M) /E ug(ug)d¥, + medSh (/E utg(ut)dEl) } . (4.125)

Tomando
1 (M5! + M)

k= =
Cr(E(0))meds, ¢ med>

de (4.125) e assumindo que Cr(E(0)) > 1, (visto que do contrario a multiplicamos por uma

constante positiva de modo que a nova expressao obtida possua tal propriedade), tem-se

RE(T) < C [ upg(un)dsy + 7 (/E utg(ut)dEl) _(CT+h) (/E utg(ut)d21> |

X1
Assim, usando também (4.62), vemos que
(CI+ ) (RE(T)) < /E s (), = E(0) — E(T),
logo, desde que p(z) = (CI 4 h)~'(kx), obtemos
p(E(T)) + E(T) < E(0),
isto prova o resultado neste caso. Se, por outro lado, for 0 < N < 1, considere

Si={(z,t) € a4 N < |w(z, t)|< 1, com u, € L*(%;)}.

Entao,

/ ol + s = /

Observe que em Y, ; vale o item (iii) de (H — 1) e consequentemente as andlises feitas

(|9(Ut)|2 + |Ut|2)d2A ‘1”/ (|9(Ut)|2 + |Ut|2)dEA‘

A—A 2i

anteriormente. Por outro lado, sendo g continua segue-se que g(s) é limitada para N < |s| < 1,
como g é crescente, com ¢(0) = 0, definindo r = max{|g(—1)|,¢(1)} vemos que |g(s)| < r para
todo s satisfazendo N < |s| < 1, logo para tais valores de s, g?(s) < r?. Entao, |g(u(z,1))|* <
r?, para todo (z,t) € X, sendo |u(z,t))|> < 1, para todo (z,t) € ¥ , destas observagoes
resulta

[ Gl + u?)azs < [ (1+2)ass = 1+ meds s

23 23

Logo,

/2 (|Q(Ut)\2 + |Ut\2)d2A < (M1 + M{l) / ~ (|g(ut)|2 + \ut|2)d2A + (1 + r*)medX ;.

EA—A
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Temos dois casos a analisar, quais sejam:
e Se

(14 P)medS; < (M, + M) / (l9(un)? + [u?)dE .
EAfA
entao
/ <|9(Ut)|2 + ’Ut|2)d2A < 2(M1 + Mz_l) / (|Q(Ut>|2 + |Ut|2)dzA
X4 2A7A

e o resultado segue com
o 2(M; " + M)
N medy,

e (Caso seja

0< (M;+ M) / (lg(u)|* + |uef*)dEa < (1 + r*)medX

EA—A

considere M tal que

(L+7*)ymedS; < M (M, 4+ M;1) / (lg(ue)[? + |ue|*) d2a,

EA—A

e o resultado segue com
M (M3 "+ M)

C pr—
med>

Para, finalmente, concluirmos a demonstragdo do Teorema 4.1 necessitamos do seguinte

resultado:

Lema 4.3. Seja p uma func¢do positiva, crescente tal que p(0) = 0. Sendo p crescente, podemos
definir a funcgao crescente q(x) = z — (I + p)~'(z). Consideremos uma sequéncia (s,)_,, de

m=1~

numeros positivos, satisfazendo

Sma1 + P(Sma1) < S (4.126)
Entao, s, < S(m), onde S(t) é a solugao da Equagao Diferencial

d
750 +a(S(#) =0 (4.127)

S(O) = 5o

Além disso, se p(x) > 0 para x > 0 entdo tlim S(t) =0.

—00

Demonstracao: Observe que tal sequéncia (s,,)5_; existe, pois sendo p crescente e p(0) = 0,

existe (I +p)~'. Defina

_1/( 51 _ Sm
S =1, s=(I 1(-), T 1( ) > 9
So S1 S9 ( +p) 9 Sm4+1 ( +p) m1 m =
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Temos:

1 1
n=+p)7(3) = (I +p)(s2) = 5 < s
S S
s=0+p)7 () = (I+p)(ss) = 2 < s
-1 Sm Sm
Sm+1 = (I +p) (m—i—l) — ([+p)(5m+1):m+1 < Sp. U

A prova do Lema 4.3 sera feita por inducao sobre m. Primeiro notemos que s; < S(1).

Com efeito, de (4.126)

(I +p)(51) < 50,

como (I + p)~! é crescente, tem-se
s1 < (I+p) " (s0) = s0 — q(s0). (4.128)

Sendo ¢ uma fun¢ao positiva, (veja a construcgao no inicio deste Capitulo) segue de (4.127) que

d
55(15) < 0; assim S() é ndo crescente, isto é,

S(t) < S(r), Vit > 7. (4.129)
Em particular, para 0 < ¢, S(t) < S(0) = sp o que implica ¢(S(t)) < q(S(0)) = q(so), (pois ¢ é
crescente). Logo, integrando (4.127) de 0 a 1, tem-se
0= 5(1) - 50)+ [ (St < S(1) - S(0) + / " glso)dt = S(1) — 5o+ as0)
donde, por (4.128), s; < so — q(so) < S(1).

Agora, suponhamos que o resultado é valido para m > 1, isto &, s, < S(m). Vamos

mostrar que S,,+1 < S(m+1). De fato, de (4.126) vemos que (I +p)(Sm+1) < Sm, 0 que implica

Smi1 < (1 _'_p)il(sm) = Sm — q(8m). (4.130)

De (4.129), segue-se que para m <t < m + 1, vale S(t) < S(m), entdo integrando (4.127) de

m a m + 1, obtemos

m+1
O:S(m+1)—5(m)—l—/ q(S(t))dt
< Sm+1)—S(m) + /m+ q(S(m))dt

(4.131)



ou seja,

(I +p)7'(S(m)) < S(m+1).
Como, por hipotese de indugdo s,, < S(m) e (I +p)~' ¢é crescente, de (4.130), obtemos
Smt1 < (L +p) 7 (s) < (I +p)7'(S(m)) < S(m +1)

como queriamos.

Para finalizar a prova do lema, resta provar que se p(t) > 0, parat > 0, entao tlim S(t) = 0.
— 00

Primeiro note que se t € R, entao existe m € Z tal que m <t <m+ 1, logo
0 < Smp1 <S(m+1) <S(t),
donde S(t) > 0, para todo t € R, portanto S(t) é limitado inferiormente em R, . Assim,
tlg& S(t) =inf{S(t), t>0}=C=>0.
Vamos provar que C' = 0. De fato, se C' > 0 entdo, por hipotese, p(C) > 0, logo

C+pC)={T+p)(C)>C=C>(I+p)'(C)

por isso, 0 < ¢(C).

Como 0 < S(1) < 5(0), existe m € N tal que S(0) < mq(C), isto &,

S(0) —mgq(C) < 0. (4.132)

Seja 0 < 7 <m < t;assim S(t) < S(m) < S(7) e consequentemente

ou ainda,
—q(5(t)) = —q(S(m)) = —q(5(7)), (4.133)
donde, por (4.127)

S(m) = 5(0) - / " 4(S(r))dr < 5(0) — ma(S(1).

como tlim S(t) = C, fazendo t — oo na desigualdade acima e usando (4.132), tem-se
— 00

S(m) < S(0) —mgq(C) <0
o que é uma contradi¢ao visto que S(t) > 0 em R, portanto C' = 0, ou seja, tlirn S(t)=0. m
—00
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Finalmente, ja podemos concluir a prova do Teorema 4.1. Vejamos:

Demonstragao: (do Teorema 4.1) Lembre-se que o resultado do Lema 4.2 é valido em (0,7),
com T > Ty, para algum Tj suficientemente grande. Desde que, param > 0, (m+1)T > T > T,

o resultado do Lema 4.2 é valido sobre o intervalo (0, (m + 1)T"). Logo,
E((m+1)T) +p(E((m+1)T)) < E(0),

com

-1
- 1 . oo 05 )
C(m+1)T (E(O))mele medEl

Agora, no Lema 4.2, considerando o intervalo (mT, (m + 1)T) no lugar de (0,7), com m =

0,1,2,..., tem-se

E((m+1)T)+p(E((m+1)T)) < E(mT), (4.134)
p(x) = (C + h)" (kx)
onde, o
i = ! e oMM+
Cimtyr (E(mT))medEl med

sendo £y := Ty x (mT, (m + 1)T). Mas, med(0,T) = med(mT, (m + 1)T) = T, daf

medY; = med>; e C=C.

Como E(mT) < E(0), entdo k < k o que acarreta kz < kz, com = > 0. Ademais,

p(x) = (CI + h)~*(kz), logo
Cp(e) + hlp(x)) = ki < Fr = plx) < (CT + By~ (Fx) = p(a),
ou seja, p(z) < p(x) e por (4.134), obtém-se
E((m+1)T) +p(E((m+1)T)) < E(mT).
Sejam s, = E(mT), sy = E(0), desse modo,
Sma1 T P(Sma1) < Smy m=0,1,2,...
Assim, pelo Lema 4.3, s, < S(m), onde S(t) é solugao da equacao

C8(0)+a(S(1) =0, S(0) = s,
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dai, E(mT) = s, < S(m), para m =0,1,2,... et > T. Portanto, tomando ¢t = mT + 7, com

0 <7<T. Sendo mT < t, tem-se

E(t) < E(mT) < S(m) = S (t ;7) | (4.135)

Como

T T t t—T1 t—1T t
T — —<1 = —-l<—— =———1 — <S(=—1
T < = < <7 Fol< S( )_5( )a

de (4.135) obtemos

Corolario 4.1. Assuma que além das hipdteses (H-1)-(H-5), para algumas constantes positivas

a,b, tem-se
g(s)s < bs*,  para cada nimero real s (4.136)
g(s)s > als|P™, para |s| <1, para algum p > 1.
Entao,
Et)<Ce ™ sep=1 (4.137)

E(t) < Ctﬁ, sep>1,

onde ambas as constantes C' > 0 e a > 0 dependem, em geral, de E(0) (exceto para k =1).

Demonstracio: E suficiente construir uma funcdo h com a propriedade (4.1). Na verdade

2
podemos tomar h = a_#(l +b?)s™, onde m = T < 1. Entao,
p
p(s) = (eI +h) " (ks),

isto é,
cp+d(a,b)s™ = ks,

onde d = d(a,b) é uma constante que depende de a e b. Lembrando que

q(s) =s—(I+p)"'(s).

Desde que para s pequeno e alguma constante « > 0, dependendo, em geral, de F(0) (a menos
que k = 1), tem-se p(s) ~ asm e portanto q(s) ~ asm, resolvendo equacio (4.14) com g como

acima, obtemos
1—p _2
ci{t4+cox=2 )72, sep>1
S(t)x = 1t ) P (4.138)

—at —
e 'z, sep=1,

onde ¢y, co dependem apenas de o e p. Agora, o resultado segue a partir do Teorema 4.1. =
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4.1 Aplicacao

Como aplicacao do método aqui estudado vamos apresentar, de forma bastante sucinta,
um resultado do trabalho intitulado Well-posedness and optimal decay rates for the
wave equation with nonlinear boundary damping-source interaction, realizado por
Marcelo M. Cavalcanti; Valéria N. D. Cavalcanti e Irena Lasiecka. O trabalho acima citado,
apesar de tratar um caso bem mais geral de existéncia e estabilidade, aplica essencialmente a

mesma técnica utilizada em [18].

Considere o seguinte modelo de equacao de onda semilinear com dissipacao nao linear na

fronteira.
uy = Au+ f(u), sobre © x (0, 00)
? +u+ g(u;) = h(u) sobre I' x (0, 00) (4.139)
v

uw(0) = ug € HY(Q), u:(0) =uy € L*(Q),
onde f(u),g(u), h(u) sdo os operadores Nemytskii?, associados as fungoes escalares continuas

f(s),9(s) e h(s), definidas para s € R. A funcdo g(s) é assumida monétona.

No trabalho em questao, os autores acima citados, tém como foco principal estudar dois
pontos: a boa postura do sistema dado por (4.139), no espaco de energia finita, ou seja,

HY(Q) x L*(Q); e a obtencao de taxas de decaimento uniformes da energia quando t — oo.
Boa postura do problema

Para a boa postura do problema, inicialmente supoe-se o caso em que a dissipacao é

assumida fortemente monotona. Nesse caso, obtém-se exclusividade de solugoes.

Usando a notagao U(t) = (u(t),us(t)), H := H(2) x L*(§), o primeiro resultado é dado

por:

Teorema 4.2. Assuma que:

(i) g € continua e fortemente mondtona, isto €, existe uma constante positiva & tal que

[9(s1) — g(s2)] (51 — 82) > &]s1 — s2/?;
(ii) f € localmente Lipschitz de H'(Q) — L*(Q);

(i) h(u) := h(u|r) € localmente Lipschitz de H* () — L2(T).

2Sejam 2 C R™ um conjunto aberto, f :  x R — R uma funcdo satisfazendo as condicoes de Caratheodory e
M = {u: @ = R; u é mensuravel}. O operador Ny: M — M dado pela formula N¢(u) = f(z,u(z)) é chamado
operador de Nemytskii.
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Entao, existe tinica solucao local U € C°([0,Ty); H) tal que ug, Vulr € L?(0, Ty x T), onde

Ty depende da |U(0)|g e de my, sendo a constante my tal que sg(s) > myls|?, |s| > 1.

Demonstragao: Ver M. M. Cavalcanti; V. N. D. Cavalcanti e I. Lasiecka [8]. n

Observacao 4.3. Note que uma versao global, (com condigées globais de Lipschitz impostas a
f e h) de existéncia e unicidade € dada pelo Teorema 2.1. A demonstragao do Teorema 4.2
tem como base o argumento utilizado na demonstracao do Teorema 2.1, através da teoria dos

operadores mazimais mondotonos.

O resultado formulado a seguir abre mao da suposicao de forte monotonicidade. Porém,
nesse caso, a unicidade de solucoes de energia finita é perdida. Para enunciar tal resultado

considera-se a seguinte hipotese:

Hipoé6tese N-1

(i) g é continua monotona e satisfaz a seguinte condicdo de crescimento, para algum ¢ > 0
mg| s < sg(s) < My|s|[™, para |s| > 1
(ii) f é localmente Lipschitz de H'(Q) — L*(Q);

g+1

(iti) A(u) := h(u|r) é localmente Lipschitz de H'=¢(Q) — L« (I'), com € > 0 suficientemente

q+

pequeno.
Teorema 4.3. Assuma a Hipdtese N-1. Eziste uma solucao fraca, local, U € C°([0,Ty); H),
0
onde Ty depende da norma |U(0)|g e de my. Além disso, w|r € LT((0,Ty) x T), a_u €
v
LTl((O, Tar) xT) e a solugao pode nao ser inica. Se ademais, a priori assumirmos que |U(t)|q,

(t > 0) é limitado, entdo Ty = oo € a solugdo fraca satisfaz a identidade da energia
t
E(u(t),uw(t)) + / / g(u)udldt = E(u(0), u(0)). (4.140)
0 Jr

Demonstragao: Ver M. M. Cavalcanti; V. N. D. Cavalcanti e I. Lasiecka [8]. n

Observacao 4.4. O Teorema 4.3 € uma extensao do Teorema 2.1, onde este wltimo fornece o

mesmo resultado com q = 1.

Decaimento uniforme

Para estudar taxas de decaimento é preciso impor condicoes mais especificas assumidas

sobre as fontes e a dissipacao.

Hipoétese N-2
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(i) g € C°(R) é mondtona, g(0) = 0 e satisfaz

mys® < sg(s) < M2327 para |s| > 1;

(ii) f e CYR), f(0)=0e |f'(s)|< C(1+ |s]fo~L), para todo s € R, 1< ko< n 51> 2
n_
el <ky<oo, n=2
-1
(iii) h € CY(R), h(0) =0 e [N (s)|[g< C(1+ |s|F*71), para todo s € R, 1<k < r 5 > 2
n—

el <k <oo, n=2.

Observagao 4.5. Em [8] mostra-se que as trés primeiras partes da Hipdtese N-2 implicam as
hipéteses de N-1 (com q = 1), que por sua vez, garantem a ezisténcia local de solugdes de

energia finita.

Teorema 4.4 (Taxas de decaimento uniforme). (i) Assuma que a Hipdtese N-2 € asse-
gurada. Entao, eziste uma solugio de energia finitaw € C°([0, Ty ); H(92))NC* ([0, Thr); L*(2))
e ug, Vulpr € L*(0, Tyr; LA(T));

(ii) Considere todas as solugées fracas de energia finita de modo que a regularidade dada
acima seja vdlida e, além disso |u(t) %1(9) < C1Ey(u(t)), t > 0. Entao, as solugoes

correspondentes sao globais e definidas sobre [0, 00);

(iii) Além disso, suponha que a tnica solugdo estaciondria de (4.139), dentro da classe de
solugoes sob consideracao, € a solucao trivial. Sob as suposicoes acima, essas solugoes sa-
tisfazem a estimativa de decaimento conduzida por uma funcgao real positiva S(t), definida

como a solucao da Equacao Diferencial
Si+4q°(5)=0, S(0)=E(0) = So,

onde q*(S) € uma fung¢do continua, mondtona crescente dada por ¢*(z) := x— (H—p)fl(x),
sendo p como no Capitulo /.

Temos

1
E(t)gS(——l), para t > Ty
Ty

e a funcdo S(t) decai uniformemente para zero.

Demonstragao: Ver M. M. Cavalcanti; V. N. D. Cavalcanti e I. Lasiecka [8]. n
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Observacao 4.6. Como observado em [8], este nivel de generalidade foi alcangado usando

" método desenvolvido em [18]. Nota-se que sob as suposi¢oes

uma estabilidade “intrinseca,’
impostas, solucoes fracas, podem, ndo necessariamente, serem unicas. No entanto, as taxas
de decaimento anunciadas no Teorema 4.4 sao vdlidas para todas as solucoes fracas com as
propriedades prescritas. Isto é conseguido empregando uma aproximacao bastante especial,

tendo como base o argumento desenvolvido em [18] o qual foi aplicado na demonstragcio do

Teorema 4.1.

Corolario 4.2. Se assumirmos que ¢'(0) = 0 (isto €, o amortecimento é “fraco” superlinear na
origem) e a funcao \/sg(y/s) € convera para s € [0, so], onde so > 0 pode ser arbitrariamente

pequeno, a equacao diferencial a ser resolvida torna-se
S, +VSg(v/S) =0, S(0)=E(0) =Sy,

e BE(t) < C’(E(O))S(t). Mais especificamente, por integracao da equacao diferencial, com

VS
G(S,5y) = / ——du,

obtemos,
S(t) = G*l( - é 50>.

s

Corolario 4.3. Se lir%ﬁ =0 e a fungao \/sg ' (\/s) € convexa para s € [0, s, onde sq > 0
S— g S

pode ser arbitrariamente pequeno, a equacao diferencial a ser resolvida toma a forma

S, +VSg ' (V8) =0, S(0)=E(0) =S,

e E(t) < C’(E(O))S(t). Mais especificamente, por integracao da equacdo diferencial, com

Vs
G(S, S E/ du,
(5, 50) V5 9 H(u)

obtemos,

S(t) = G‘1<— %,S()).

Para concluir vamos ilustrar o procedimento com alguns exemplos apresentados em [8].
Onde, por questao de clareza, em [8] as constantes sao normalizadas para que elas nao aparegam
nas expressoes.

Exemplo 4.1. Considere g(s) = sP, prozimo da origem, p > 1. Desde que a func¢do s ¢

convexa para p > 1 estaremos resolvendo a equagao

p+1

S+ 8% =o0. (4.141)
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Esta equacao pode ser integrada diretamente, no entanto, por uma questao de ilustracao, da

formula geral encontramos

Vs 1 —p+1 —ptl

G(s,S0) = u Pdu = s72 —5,2% |,

1 0
VSo -p

Assim,

p+1

E(t) < C(E(0)) [E(O)_2 Ft(p— 1)] d

E claro que as mesmas tazas de decaimento poderiam ser obtidas pela integra¢io direta da

equagao inicial (4.141).

Exemplo 4.2. Considere g(s) = 836_8%, para s proximo da origem. Desde que a funcao s2e~s
é convexa em um bairro da origem, estaremos resolvendo a equacao
S, + 5275 =0. (4.142)
Neste caso,
1r 1 1 1 a1 -1
G(S,S0) = —5[6 s —e 50} e G (t,5)= [ln (eSo —2t)} :
Consequentemente,

E(t) < C(E(0)) [111 (e + t)]_l.

Novamente as taxas de decaimento poderiam ser obtidas por integragao direta da equacao inicial

(4.142).

1
Exemplo 4.3. Vamos considerar g(s) = s|s|e” s, para s préozimo de zero. Desde que a fun-
1

.3 ) .
¢ao sze Vs € convexa sobre [0, o] para algum so > 0 pequeno, deveremos resolver a equagdo
deferencial
3 __1
St + S2¢ vs =0.
1 R

A funcao G(S,Sy) € dada por G(S,Sy) = — [eﬁ — e\/%]. Consequentemente

1
G7(t,8) = ————
In’[evs — ¢




8|971

Exemplo 4.4. Tomemos agora, g(s) = | s, 0 < 0 < 1. Neste caso, a andlise € idéntica ao

1
caso do Ezemplo 4.1, visto que g~ (s) = s%, s>0e—->1. Assim, as taras de decaimento,

0
nesse caso, tornam-se
20
146 1—017=
20 -7

B(t) < C(E(0) [E0) .
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Capitulo 5

Apéndices

5.1 Apéndice A

Veremos a seguir alguns resultados importantes utilizados no texto, os quais, por serem

bastante conhecidos nao serao demonstrados.

. . . . 1 1
Lema 5.1. (Desigualdade de Young ) Sejam p e q expoentes conjugados, isto é, —+— =1,
P q
com p > 1, a e B numeros reais nao negativos. Entao,
aP q
af < —+ B—
p q
Demonstracao: Ver H. Brezis [4]. n

Lema 5.2. (Desigualdade de Interpolacao ) Sejau € LP(Q)NLY(R2), com 1 < p < ¢q < 0.

Entao u € L™(QY), para todo p <r < q e tem-se

el )< Null oo 1l Loy (5.1)
1 6 1-96
onde 0 < 0 <1, satisfaz — = — + ——.
rp q
Demonstracao: Ver A. Medeiros e M. Milla. Miranda [28]. n

1 1
Lema 5.3. (Destgualdade de Hélder) Sejam p e q expoentes conjugados, isto é, —+ — =1,

p q
comp>1efell(Q),qge L1Q). Entao,

fae LNQ) e Ifglo@= Ifl@llgl@-

Além disso, se p = q =2, temos a Desigualdade de Schwartz

d < du = 1< 2 200)= 2d )2( 2d )2.
[ sou| < [1fsleds = 1510 Ul er= ( [ 17a) " ( [ 1ot
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Demonstragao: Ver H. Brezis [4]. u
Lema 5.4. (Destgualdade de Holder Generalizada) Sejam py,ps, ..., p, nimeros reais, com

p;i>1parai=1,2,...,n, tais que

n

Zlgl.

Di
n=1
Se fi € LPi(Q),i=1,2,...n, entio f = fifo- - fn € L'(Q) e

[fife - falloo)= / e foee e falrdp < T ill o o-
{ i=1
Demonstracao: Segue por inducao. ]
Lema 5.5. (Desigualdade de Minkowsk:) Sejam f,g € LP(Q2) com 1 < p < oo. Entao,
I+ glle@ < 1 f e+ 9l r o)

Demonstracao: Ver H. Brezis [4]. n

Teorema 5.1 (formulas de Green). Seja 2 um aberto limitado do R™, com fronteira T' de

classe C*. Se v € H*(Q), entao:

1. /VvVudx: —/uAvdx%—/@uds, Yu € H(Q);
Q Q r Ov

2. Para u,v € H*(Q), temos /

ulAv — vAudx = / u— — v—-ds;
Q v

3. SepeH Q) :={ue H(Q); Au € L*(Q)}, entdo
(Apv U’)LQ(Q) + ((pv U’))V = <71pa 70u>H’% <H3’ Vu € Hl(Q)
Demonstragao: Ver H. Brezis [4] ou R. Edwards [12]. n

Teorema 5.2 (Gauss-Green). Se u € C'(Q), entio

/umid:c: /uyidF,
Q r

comi=1,2,---,n.
Demonstragao: Ver L. A. Medeiros e M. Milla. Miranda [28|. ]
Lema 5.6. Se p € H}(Q) N H*(Q) e T = 9(Q), entao

dp _ Dy . (00)
&Ei—yza, sobre T' e |Vp|" = (% .
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Demonstragao: Ver L. A. Medeiros, M. Milla. Miranda e A. T. Lourédo |26]. n

Proposicao 5.1 (Regra da Cadeia). Seja g € C'(R) tal que g(0) =0 e |¢'(s)| < M, Vs €R
e alguma constante M. Seja u € WIP(Q), com 1 < p < co. Entdo,

o)
(gou):(g’ou)a;, i=1,2,...,n.

Whe(6)
goue€ ( )65’@

Demonstragao: Ver H. Brezis [4]. n

Teorema 5.3 (Teorema de Fubini). Sejam Q C R™ e A C RF subconjuntos mensurdveis
e, seja f(x,y) uma funcao integravel em Q X A, com respeito a medida de Lebesgue dxdy em
R™ x R*. Entdo, para quase todo x € Q a funcio f, : A — R, f.(y) = f(x,y) € integrdvel em
A e, para quase todo y € A a fungio f, : Q@ — R, f,(z) = f(z,y) € integrdavel em Q. Além
disso, a funcao

o) = [ 1)y
€ integravel em 2 e,

wmzljmww

€ integrdavel em A\, com
/@(%)dﬂiZ/ (/f(:c,y)dy)d:cz f(l',y)dydfcz/ f(z,y)drdy =
Q Q NJa AxQ QxA
— [ ([ fdn)ay= [ vt)an
A NJa A
Demonstragao: Ver W. Rudin [33]. n

Teorema 5.4 (Rellich-Kondrachov). Suponha que Q0 é um aberto limitado de classe C*,

7 € N. Sao compactas as imersoes:

o Sem < E, entio WiTmP(Q) — WH(Q),q € [17 w )3
p n—mp

o Sem = E, entao WItmP(Q) — Wi1(Q), q € [1,00).
p
Demonstracao: Ver L. A. Medeiros e M. Milla. Miranda [28§]. n

Observacao 5.1. Segue do Teorema de Relling-Kondrachov que se ) é um aberto bem regular
do R™ entdo a imersio de H(Q2) em L*(Q) € compacta, sendo H'(Q) reflexivo, isto nos permite

passar de convergéncias fracas em H'(Q) a convergéncias fortes em L*().

Proposicao 5.2. Suponha que Q0 é um aberto limitado de classe C', j € N. As sequintes

1mersoes sao continuas:
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np
n—mp’
np .
n—p '

o Se Q é limitado e p < n, entao WHP(Q) — L4(Q), para, 1 <

o Se Q) é limitado e p < n, entao WHP(Q) — L), para, 1 <

Demonstragao: Ver L. A. Medeiros e M. Milla. Miranda [28§]. n
Observacao 5.2. O numero p* € conhecido como expoente critico de Sobolev.

- : . . 1
Proposicao 5.3. Considere os mimeros reais p e p’ tais que — + — = 1.

1. p=2sen=1,2,3;

2. p>—=sen >4.

|3

Entdo, a imersiao W*P(Q) — C°(Q) € continua.

Demonstracao: Ver M. Milla. Miranda e L. A. Medeiros |31]. |

Teorema 5.5 (Regularidade). Considere Q@ C R™ um conjunto aberto limitado com fronteira

[ de classe C%. Sejam f € L*() eu € HY(Q) tais que

/vam/gu(p:/gﬁb, Vo € Hy(Q).

Entio, u € H*(Q) e |lul| gz < C||fllr2@), onde C € uma constante que depende apenas de Q.

Demonstragao: Ver H. Brezis [4]. u

Teorema 5.6. Sejam F : R — R uma fun¢ao Lipschitz continua tal que F(0) = 0, Q um aberto
limitado do R™ e p € [1,00]. Se uw € WHP(Q), entio F(u) € W'(Q) e VF(u) = F'(u)Vu,
quase sempre em Q. Além disso, se p < oo entdo a aplica¢io u — F(u) € continua de WHP(Q)
em W1P(Q).

Demonstragao: Ver Brezis-Cazenave [6]. n
Corolario 5.1. Sejam 1 < p,q < co. Se u € Wy ()N € WH(Q) e Q tem fronteira de classe

C, entio u € Wy 9(Q).

Demonstragao: Ver Brezis-Cazenave [6]. n
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Lema 5.7. Sejam F : R — R uma fung¢dao Lipschitz continua tal que F(0) =0 e

Se u € CHI; L*(Q)), entio a funcao f(t) = / G(u(t))dz pertence a CH(I) e
Q

fi(t) = /QF(u(t))utdx, Vitel.

Demonstragao: Ver Brezis-Cazenave [6]. n

Lema 5.8 (Imersao de Sobolev). Seja Q um aberto limitado do R™ com fronteira T regular.

e Sen > pm, entao W™P(Q) — L%(Q), onde q € [1, np };
n—mp
e Sen =pm, entao W™P(Q) — L1(Q), onde q € [1,00);
e Sen=1em>1, entao W™P(Q) — L>*(Q).
Demonstragao: Ver H. Brezis [4]. n

Teorema 5.7 (Agmon-Douglis-Niremberg). Suponha que Q é um aberto de classe C* com
fronteira T limitada. Seja 1 < p < oco. Para todo f € LY (Q), existe uma tinica solucio do
problema

—Au+u=f em .

Além disso, se Q € de classe C™2 e se f € W™P(Q), m € N, entdo

w € W™22(Q) e [Jullpmszng) < Cllullwmsq)-

Demonstracao: Ver H. Brezis [4]. n

5.2 Apéndice B

Nesta secao apresentamos algumas resultados da Analise Funcional e Analise ndo Linear

utilizados nesta dissertacao.

Definigao 5.1 ( Forma Sesquilinear). Sejam X e Y espacos vetoriais, sobre o mesmo corpo

K = (R ou C). Uma forma sesquilinear (ou funcional sesquilinear) h em X XY é uma aplicagao
h:XxY —K
tal que para todos x,x1,x9 € X ey,y1,y2 €Y e todos escalares o, f € K, tem-se:
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(1) h(z1+ 22,y) = h(z1,y) + (2, y);
(i) Az, 91 +y2) = Wiz, y1) + Wiz, y2);
(iii) h(az,y) = ah(x,y);
(iv) h(z, By) = Bh(z,y) (B = complezo conjugado).

Consequentemente h € linear na primeira varidvel e conjugada linear na sequnda varidvel. Além
disso, quando X eY sao espagos reais e K =R, no item (iv) temos = 5 e, dizemos que h
¢ uma forma Bilinear, no sentido que € linear em ambas a varidveis. Se X eY sao espacgos

normados e se existe uma constante C' > 0 tal que para todo x,y

(2, y)lk < Clizllxlylly,

entao h é dita limitada e o nimero

h %y K
il = sup NI ),
sex—oy |7llxllylly  jep=
y€Y —{0} lyll=1

¢ chamado norma de h. Uma forma sesquilinear h(x,y) é denominada hermitiana, se

h(z,y) = h(y, x), V(z,y) € X xY.

No caso em que X e Y sao espagos reais e h(x,y) satisfaz a condi¢ao acima, dizemos que

h(z,y) é simétrica.

Teorema 5.8 (Teorema da Aplicacdo Aberta). Sejam E e F dois Espacos de Banach e

seja T um operador linear continuo e bijetivo de E em F. Existe uma constante ¢ > 0 tal que

BF(O, C) C T(BE(O, 1))

Demonstracao: Ver H. Brezis [4]. n

Teorema 5.9 (Hahn-Banach, extensiao de Funcionais Lineares). Sejam X um espaco
vetorial real e p um funcional sublinear em X. Além disso, seja f um funcional linear definido

em um subespaco Z de X, satisfazendo
f(z) < p(x), Vo € Z.

Entao, f tem uma extensao linear f a partir de Z para X satisfazendo

flz) < p(x), Vo e X (1)
isto €, f é um funcional linear em X, satisfazendo (I) em X e f(a:) = f(x) para cada v € Z.
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Demonstragao: Ver H. Brezis [4].

Teorema 5.10 (Hahn-Banach, em Espagos Normados). Seja f um funcional linear limi-

tado em um subespaco Z de um espaco normado X. Existe um funcional linear limitado f em

X que € uma extensdo de f para X e tem a mesma norma, isto €, ||ﬂ|X = || f]lz, onde

I7llx = sup 7@, 1711z = sup £,

llzll=1 llzll=1

sendo || fllz =0 no caso trivial Z = {0}.

Demonstragao: Ver H. Brezis [4].

Teorema 5.11 (Banach-Alaoglu-Bourbaki). Seja E um Espac¢o de Banach. O conjunto

B ={f € FE; |flI<1} € compacto com respeito a topologia fraca estrela o(E', F).

Demonstragao: A prova pode ser vista em H. Brezis [4].

Lema 5.9. Sejam a(-),n(-) € L=(0,T), B(-) € L*(0,T), com a(t),n(t), 3(t) > 0 em quase todo

ponto. Assuma que

Entao,

onde B(t) = exp (- / t g(f)df).

Demonstracao: Seja
t
N = [ B

Derivando (5.3) e usando (5.1), tem-se

N'(t) = B(t)n(t) < B(B)[a(t) + N(B)] = a(t)B(t) + BEN(2).

Dai,
N'(t) = BN (t) < at)B(1).

Desde que B(t) > 0, multiplicando (5.4) por B(t), obtemos
N'(t)B(t) — B()B(t)N(t) < B(t)a(t)B(2).
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Note que B'(t) = —[(t)B(t), substituindo em (5.5) resulta

N'(H)B(t) + B'(t)N(t) < a(t)B(t)B(1), (5.6)
ou seja, ]
%[N(t)B@)] < a()3()B(0)
integrando de s a t, e multiplicando por , obtemos

1
_B / T)dT,

como n(t) — a(t) < N(t), segue-se que

n(t) < aflt) + % /St a(T)B(T)B(T)dT, (s<t<T)
.
Corolario 5.2 (Desigualdade de Gronwall). Suponha que a(t) = o em (5.1), entio
w0 <acn ([ o)  s<isT) 5.7
Demonstracio: Sendo
B(t) = exp (— /tﬁ(T)dT> . B'(t)=—B(1)B(t) e B(s) =1, (5.8)

considerando «a(t) = o em (5.2) e usando (5.8), vemos que

n(t) a——/ —B(r df_a—%/s B’(T)dT:a—%[B(t)—B(s)}, (5.9)

. n(t) < a% = wexp (/Stﬁ(T)dT) (s<t<T).

Consequentemente, 7(t) é limitada. [

Lema 5.10 (Lax-Milgram). Seja H um FEspa¢o de Banach e a(u,v) uma forma bilinear,

continua e coerciva. Para toda ¢ € H' existe um unico uw € H tal que
a(u,v) = (p,v), Yv € H.
Além disso, se a é simétrica, u se caracteriza pela propriedade

weH e %a(u,m—(qﬁ,u):min{%a(v,v)—w,w}.

veEH
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Demonstragdo: A demonstracao pode ser vista em H. Brezis [4] ou R. Edwards [12].

Teorema 5.12. Sejam E um Espaco de Banach, E' seu dual e (f,) uma sucessao de E'. Se

fo — f fraco estrela em o(E', E), entao ||f,||< C e || f||< lminf|| f,||.

Demonstragao: Ver H. Brezis [4] ou R. Edwards [12]. u

Teorema 5.13 (Banach-Steinhaus). Sejam E, F Espagos de Banach e (T,,) uma sucessao
de operadores lineares continuos de E/ em F' tais que, para cada x € E, T, x converge quando

n — oo a um limite que denotamos por T,. Entao:

(i) sup||Tulleee,r)< 0o;
(i) T € L(E,F);
(itt) |7z, < Himinf[| T, | e, 7)-

Demonstragao: Ver H. Brezis [4] ou R. Edwards [12]. n

Teorema 5.14 (Representagao de Riesz). Sejam 1 < p < 0o e ¢ € (LP). Existe um inico

1 1
we Lq onde —+ — =1, tal que
P qg

6. f) = / uf, VfelLP

Além disso, se verifica

[ull o= [| 0l (zry-

Demonstragao: Ver H. Brezis [4] ou H. Edwards [12]. [

Teorema 5.15. Sejam H um FEspaco de Banach reflexivo, K um subconjunto convezro fechado

de H e p : K — R uma funcao com as sequintes propriedades:
(i) ¢ € convera;
(ii) ¢ semi-continua inferiormente;

(iii) Se K € ilimitado, entdo ¢ é coercivo, ou seja, | ﬁim o(z) = oc.
T||—>0o0

Entao, ¢ atinge um minimo em K, isto é, existe vo € K tal que ¢(xo) = mlII(l o(x).
re
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Demonstragao: A prova pode ser encontrada em H. Brezis [4] ou R. Edwards [12]. n

Observacao 5.3. Se ao nvés de ser convexa, ¢ for estritamente convexa, semi-continua infe-

riormente e coerciva, entao ¢ atinge um unico ponto minimo.

Teorema 5.16. Sejam X um Espago de Banach reflexivo e (x,) uma sequéncia limitada em

X. Eziste uma subsequéncia (x,,) de (x,) que converge na topologia fraca.

Demonstracao: Ver H. Brezis [4]. n

Teorema 5.17. Sejam X um Espaco de Banach separdvel e (f,) uma sequéncia limitada em

X'. Eziste uma subsequéncia (f,,) de (f,) que converge na topologiafraca*.

Demonstracao: Ver H. Brezis [4]. n
Proposicao 5.4. Seja (f,) uma sequéncia em X'. Entao,
(i) fo = f se, e somente se, (fn,x) — (f,2),Vo € X;

(i) Se fu = f, entao | fa]

é limitada e ||f]] < liminf || f,|.

Demonstragao: Ver H. Brezis [4]. n

Teorema 5.18. Seja (f,) uma sequéncia em LP(Q) e f € LP(Q) tal que || f,, — fll, = 0. Ewxiste

uma subsequéncia (fp,) e uma fungdo h € LP(QY) tal que

(1) fo(x) = f(2);

(ii) |fn.(x)| < h(z),Vk € N, quase sempre em €.

Demonstragao: Ver H. Brezis [4]. n

Teorema 5.19 (Teorema da Convergéncia Dominada). Seja (f,) uma sequéncia de fun-

coes em LY(QY) que satisfaz as condicoes:

(i) fulz) = f(x) quase sempre em S

(i) Ewiste uma fungio g € LY(QY) tal que para todo k € N, | f,(z)| < g(z), quase sempre em
Q.

Entio, f € LYQ) e || fo — fllrr@) — 0.
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Demonstragao: Ver H. Brezis [4]. u

Teorema 5.20 (Desigualdade de Jensen). Assuma que med()) < oo e seja J: R —
(—00, 00| uma fungio convexa, J % oco. Seja f € LY(Q) tal que f(x) € D(J), quase sem-
pre e, J(f) € L'(Q). Entao,

i ) = e [0

Vale observar que quando a funcdao J € concava, obtemos uma desigualdade no sentido oposto.

Demonstragao: Ver F. Boyer e P. Fabrie [3]. n
No estudo das EDPs nao lineares, pelo método de compacidade, geralmente temos que

passar pelas seguintes etapas:

(i) Construir um problema aproximado e provar que para cada n € N tal problema possui

uma solucao v,;

(ii) Provar que a sequéncia (v, ), possui uma subsequéncia que converge forte para uma fungao

v

(iii) Passar ao limite no problema aproximado, para a partir dai, observar que tal limite é

solugao do problema original.

Neste contexto, fazendo estimativas da energia associada ao problema aproximado, em

situagoes comuns, geralmente conclui-se que:
e (v,)n € limitada em certo espago LP(0,7; X);
e (v)), ¢ limitada em certo espago L"(0,7;Y).
Surge, entao o questionamento: sob quais condicoes estas limitacoes nos permitem obter
uma subsequéncia fortemente convergente? O Teorema de Aubin-Lions fornece uma resposta

a esta pergunta. Se nao vejamos:

comp cont

Teorema 5.21 (Aubin-Lions). Sejam X, Y e Z Espacos de Banach com X — Y < Z,

sendo X e Z reflexivos. Sejam 1 < pg,p < o0 e, W o espago
W= {ue L"0,T,X);u € L’(0,T,Z)}

munido da norma ||ullw = |[u||Lroo,r,x) + ||l Lr01,2)- Entao, W € um Espago de Banach, e a

imersao W em LP°(0,T,Y) € compacta.
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Demonstragao: Ver J. L. Lions [10] ou R. Temam [36]. u

Lema 5.11 (Lema de Lions). Seja (u,) uma sequéncia de fungoes mensurdveis, limitada em

L), 1 < g < oo e converge para u quase sempre em ). Entao

(1) un — u (forte) em LP(QY) para todo 1 < p < oo;

(i) u, — u (fraco) em L1(2).

Demonstragao: Ver J. L. Lions [10]. n

Observagao 5.4. Uma consequéncia do Teorema de Aubin-lions é que se (uy,)nen € uma sequén-
cia limitada em LP(0,T,X) tal que (u))nen € uma sequéncia limitada em LP(0,T,7), para
algum p > 1. Entao (uy)nen € limitada em W, isto €, existe uma subsequéncia de (up,)nen que
converge forte em LP(0,T,Y"). Uma situagao frequente em que se utiliza este teorema € quando
0s espacos X, Y, Z sio o0s espagos W™P(Q), Wi () ou L*(Q) para escolhas apropriadas de
m,p, (N = dimRY) e Q C RY. Por exemplo: se

o (vn)n € limitada em L>(0,T; H}(Q));

o (V) € limitada em L°(0,T; L*(Q)).

n

Entio (v,), possui uma subsequéncia que converge forte em L*(0,T; L*(Q2)). Onde, aqui usa-
mos imersoes entre Espacos de Bochner-Lebesgue, a reflexibilidade dos FEspacos de Sobolev e
aplicamos o Teorema de Rellich-Kondrachov, comp =py =2, X = H}(Q) e Y = Z = L*(Q).
Por outro lado, se retirarmos a hipdtese de reflexividade de X e Z o resultado do Teorema de

Aubin-Lions permanece vdlido, isso € o que afirma o

Teorema 5.22 (Aubin-Lions-Simon). Sejam X C Y C Z espagos de Banach tais que a
imersao de X emY € compacta e a imersao deY em Z é continua. Sejam 1 < p,r < oco. Para

T > 0 defina o espaco

B, = {u e 17(10, T[; X): % e L7(10,T}; Z)}

(i) se p < oo, entdo a imersao de E,, em LP(]0,T[;Y) é compacta;

(ii) se p=o00 e 1 <r entio a imersio de E,, em C°([0,T];Y) é compacta.

Além disso, munido da norma ||ul|g,, = |ullzeo.rx)+|ullzr0.1,2), Epr € um Espago de Banach.
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Demonstragao: Ver I. Boyer e P. Fabrie [3]. u

Observacao 5.5. Vale mencionar que no teorema acima, Z pode ser substituido por qualquer
Espaco Hausdorff localmente convexo. Ademais, existe ainda, uma versao deste ultimo resultado
onde a limitacao da derivada € substituida pela equicontinuidade da sequéncia. Tal versao €

dada pelo:

Teorema 5.23 (Aubin-Lions). Sejam F C G C H Espagos de Banach e (uy,), uma sequéncia
limitada em L>(0,T; F) tais que:

(i) a imersao de F' em G € compacta;
(ii) a imersao de G em H € continua;

(iii) a colegao {u, : [0,T) — H, n € N} € equicontinua.
Entio (uy,), € pré-compacta em C°([0,T); F).

Demonstracao: Ver M. C. Lopes, H. J. Nussenzveig e Zheng [13]. n

Considere a funcao f e (7,f)(t) = f(t+ h), com h > 0. Se f é definida em [0, 7] entdo a
translacdo 7, f ¢ definida em [—h,T — hl.

Teorema 5.24. Sejam B um FEspaco de Banach e F' C LP(0,T; B). F € relativamente compacto
em LP(0,T; B), para 1 < p < oo, (ou em C°(0,T; B), para p = o0) se e somente se,

t2

(i) {/ ft)dt; f € F} é relativamente compacto em BV 0 <t; <ty < T}
t1

(1) |17af = fllero.r—nBy — 0,  quando h — 0, uniformemente para f € F.

Demonstragao: Ver J. Simon [35]. u

Teorema 5.25. Sejam B um Espa¢o de Banach e F um conjunto limitado em LP(0,T; B)
(1 <p< o). F éum conjunto relativamente compacto em L1(0,T;B), ¥V q < p se, e somente

se, V0 <ty <ty <T valem:

to
(i) {/ f(t)dt; f € F} ¢ relativamente compacto em B;
t1

(1) [|[7nf = fllerate:y — 0, quando h — 0, uniformemente para f € F.

Demonstragao: Ver J. Simon [35]. n
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Teorema 5.26. Sejam X e B Espagos de Banach, com X C B, (imersao compacta) e seja
FcCLP0,T;B) (1 <p<o0) tal que:

(i) F € limitado em L}

loc

(0,73 X);

(1) |l7af = fllzer—nsBy — 0, quando h — 0 uniformemente, para [ € F.
Entio F € relativamente compacto em LP(0,T; B), (e em C°(0,T; B) se p = o).

Demonstracao: Ver J. Simon [35]. u

Teorema 5.27. Sejam X C B C Y Espagos de Banach, com X C B, (imersao compacta). Se
(1<p<oo)e

(i) F € limitado em LP(0,T;X)

(i) [|[7nf = flleror—nB) — 0, quando h — 0 uniformemente, para f € F.
Entio F € relativamente compacto em LP(0,T; B), (e em C°(0,T; B) se p = o).

Demonstragao: Ver J. Simon [35]. n

Corolario 5.3. Sejam X C B CY Espagos de Banach, com X C B, (imersao compacta,).

: . oF of
5 D . o .
(i) Se F' ¢ limitado em LP(0,T;X) e 5 = {_ﬁt’

(1 <p< ). Entao F € relativamente compacto em LP(0,T; B).

fe F} é limitado em L'(0,T;Y), com

oF
(ii) Se F' € limitado em L>*(0,T;X) e En ¢ limitado em L7(0,T;Y), comr > 1, entdo I €

relativamente compacto em C°(0,T; B).

Demonstragao: Ver J. Simon [35]. n

Lema 5.12. Seja F um subconjunto de C°(0,T; B). F ¢é relativamente compacto se, e somente

se,

(i) F(t) :=={f(t); f € F} ¢é relativamente compacto em B VY 0<t <T;

(ii) F € uniformemente equicontinuo, isto €, Ve > 0 existe n > 0 tal que

If(t) = Ft)ls<e VFEF VO<t <t <T, sempreque |t—t| <n.
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Demonstragao: Ver J. Simon [35]. u

Lema 5.13. Seja € > 0 arbitrariamente pequeno. Seja w solucao de wy = Aw, ou mais
geralmente, solucao de uma equagao hiperbolica arbitrdaria de seqgunda ordem com coeficientes

suaves e dependentes do espago. Entao

T—e 2 T 2
ow ow
— | ¥ <O — 2| d% 2, 5.10
/e /n <87) b= T{/o /rl [(au) T 1+Hw||H2+p(QT)}’ (5.10)
0 . . ) L
onde En denota a derivada co-normal e p > 0 é também arbitrariamente pequeno.
v
Demonstragao: Ver 1. Lasiecka e R. Triggiani [21]. [
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