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Resumo

Neste trabalho de dissertacao estudamos a existéncia e unicidade de solucao de
viscosidade para problemas de Dirichlet homogéneos e nao homogéneos envolvendo o
operador oo-laplaciano. As principais ferramentas usadas foram: métodos variacionais
e método de Perron.

Palavras chave: Métodos variacionais, Espacos de Sobolev, Solugoes de viscosidade.



Abstract

In this work we study existence and uniqueness of a viscosity solution of the ho-
mogeneous and non-homogeneous Dirichlet problems involving oo-laplacian operator.
The main tools used were: variational methods and Perron’s method.

Keywords: Variational methods, Sobolev spaces, Viscosity solution.
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Notacoes

e N : nimero natural;

(-,-) : produto interno em RY;

e |-|: norma em R ou RY segundo a situacio;

e Um subconjunto de RY ¢ denominado dominio quando é aberto e conexo;
o () C RY sera sempre um dominio limitado com fronteira suave;

e 01} : fronteira do conjunto €Q;

e O : fecho do conjunto ©;

e || : medida de Lebesgue do conjunto €;

o B(z,e) ={y cRY : |y —z| < e};

o ACC Q) : A estd compactamente contido em €2;

o u(x) =max{u(z),0};

: restricao da funcao u : €2 — R ao subconjunto A C §2;

o uf,:

e C*(Q) : conjunto de todas as fungoes u : 2 — R que possuem derivadas até

ordem k continuas em €2;
e Vu(x) : gradiente da funcao u em x;

e D?u(z) : hessiana da fungao u em ;



Apu = div(|VulP~2Vu);

Hd
][de:fQ :13;
Q

Jq dx

Lip(v, K) = inf{L € R : |v(z) —v(y)| < L|z —y|, Ya,y € K}, onde v é uma

funcao de valor real definida sobre o conjunto K C R¥;

e SV : conjunto das N x N-matrizes simétricas com coeficientes reais;

Dados X,Y € SV, temos que X <Y denota a desigualdade:
(X¢,€) <(Y¢¢€), VEeRY;

e — : convergéncia forte;

e — : convergéncia fraca;

e f(t) =o0(g(t)) quando t — ty desde que lim () =0;
t=to (1)
: f@ _
e f(t) <o(g(t)) quando t — ty desde que lim sup —= < 0;
toto 9()
)
e f(t) > o(g(t)) quando t — to desde que liminf —= > 0;
t—to g(t)

e p =~ 00 : péum valor real suficientemente grande;

e (.t.p. : quase toda parte;

B : fim de uma demonstracao;

e [] : referéncia bibliografica;



Introducao

A presente dissertacdo tem como objetivo introduzir alguns dos resultados clas-
sicos para equacgoes envolvendo o operador co—laplaciano. Para isso, utilizaremos a
teoria de solucoes de viscosidade, que foi obtida no final do século passado e inicios
deste século. Além disso, tal tipo de solucao foi motivada por suas diversas aplicacoes,

por exemplo:

e Em Engenharia de Materiais': no estudo da fluéncia por fenomenos de torcao,
isto é, a deformacao permanente de materiais quando estes sao sujeitos a torcoes

constantes.

e Em Macroeconomia: modelos de evolucao da distribuicao de renda e riqueza e
seu efeito sobre os agregados macroeconémicos, que sao os resultados obtidos
através da mensuracao da atividade econdmica de um pais ou regiao como um
todo. Veja o artigo [1| publicado pelo mateméatico Lions, o economista Moll e

outros matematicos.

Daqui em diante, o subconjunto Q@ C RY ¢ um dominio limitado com fronteira

suave. Especificamente, vamos tratar dois problemas:

1. Mostrar existéncia e unicidade de um tipo de solucao para o problema infinito-
laplaciano, ou oo-laplaciano, homogéneo com condicoes de fronteira tipo
Dirichlet, isto é:

Apu =0, em Q,

(Poc)
u=g, em OS2,

Ver Kawohl [18].
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onde g : ) — R é uma funcao lipschitziana. Além disso, mostrar algumas

propriedades e caracterizacoes das solugoes.

2. Mostrar existéncia e unicidade de alguma classe de solu¢oes para o problema
infinito-laplaciano nao homogéneo com condigoes de fronteira tipo Dirichlet, isto
é:
Aju=1F, em (], (Pu r)
u=g, em 02,
onde g : ) = R e F : Q2 — R sao funcgoes continuas tal que ing > 0 ou

sup F' < 0. Também, provar algumas propriedades e caracterizagoes das solucoes.
Q

Nos problemas citados anteriormente, A, denota um operador diferencial definido
sobre fungoes w : 2 — R de classe C?(Q2) por:

N ow ow  Pw
0332- ax]’ 8.1'181‘] .
=1

Aw =

2¥)

Em seguida, apresentamos os fatos que deram origem ao estudo da equagao oo-
laplaciano e a ferramenta para estudar os problemas (Ps,) e (P ), que como veremos
é a teoria de solucoes de viscosidade. Um problema classico de andlise real é estender

funcoes lipschitzianas, ou seja:

Problema de extensao lipschitziana: Dada uma funcao de valor real g definida
sobre um subconjunto £ de um espago métrico S tal que g é lipschitziana em F,
devemos determinar uma aplicagao u : S — R, denominada extensao lipschitziana de

g, tal que

(1) w é lipschitziana em S, (ii) Lip(u,S) = Lip(g, F), e (iti)u=gem E.

Em particular, consideremos E = 90U e S = U, onde U é um subconjunto aberto
de RV,
Em 1933 e 1934, nos artigos [26, 29|, os matematicos McShane e Whitney mos-

traram que as funcoes:

MW*(g): U — R

z = (MW(g))(z) = yienan{g(y) + Lip(g,0U)|x — y[}
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MW.(g):T — R

r o= (MWH(9))(x) = jelggj{g(Z) — Lip(g,0U)|x — =}

sao solucoes para o problema de extensao lipschitziana.

Por sua vez, em 1967, Gunnar Aronsson publicou o artigo “Extension of functions
satisfying Lipschitz conditions” que deu origem ao estudo da equagao oo-laplaciana, [3].
Na Secao 1 de seu artigo, foi mostrado que se u é uma solugao do problema de extensao
lipschitziana, entao?:

MW, (9) < u < MW*(g), em U.

Pela desigualdade anterior, as fungées MW*(g) e MW, (g) sdo denominadas extensao
lipschitziana maximal de g e extensao lipschitziana minimal de g, respectivamente, ou
simplesmente, extensoes lipschitzianas extremas.

Se as extensoes lipschitzianas extremas sao iguais, entao o problema de extensao
lipschitziana tem uma unica solu¢do, porém nem sempre acontece que MW, (g) =
MW*(g). Portanto, a falta de unicidade é um problema importante que os matema-
ticos comecaram a estudar?.

Por outro lado, as extensdes maximal e minimal nao satisfazem as seguintes

propriedades®:

(1) (comparacao) se gy < go em OU, tem-se que MW, (g1) < MW.(g2) e MW*(g1) <
MW*(Q?)a

(2) (estabilidade) dado V um subconjunto aberto de U, temos que MW, (MW, (q) |av) =

MW, (g) e MW* (MW*(§)|6V) = MW*(g), onde g = g’v, e

(3) (localidade) para cada V- CC U, temos que Lip(MW,(g),V) = Lip(MW.(g),dV)
e Lip(MW*(g), V) = Lip(MW*(g),9V),

Os fatos acima levam & seguinte questao: € possivel encontrar uma extensao
lipschitziana que tenha as propriedades de comparacao, estabilidade e localidade? Além

disso, fixando uma condicao de fronteira, essa extensao especial poderia ser tinica?

2Ver |3, Teorema 1].
3Ver [28, Exemplo 1].
4Ver (28, pag. 5,6].
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Na Secao 3 do artigo [3], Aronsson definiu a classe de fungoes lipschitzianas
absolutamente minimizantes em U, que foi denotada por AML(U). Os elementos de

AML(U) sao funcgoes continuas de valor real u definidas em U tais que
Lip(u,V') = Lip(u,0V), VV CcC U.

As fungoes que sao elementos do conjunto AML(U) possuem a propriedade de ser
local, ou seja, u € AML(V) quando u € AML(U) e V CC U. Porém, a propriedade
das fungoes que pertencem a AML(U) nao envolve condigdes de fronteira, é apenas
uma propriedade de funcoes continuas definidas em conjuntos abertos.

Apesar da ultima afirmacao do paragrafo anterior, podemos reformular o pro-

blema de extensao lipschitziana como:

Problema modificado de extensao lipschitziana: Dada uma funcao lipschitziana
de valor real ¢ definida sobre U, determinar uma aplicacdo continua v : U — R tal
que

(i)u e AML(U), e (ii)u=gem JU.

As solucoes do problema acima sao denominadas extensoes lipschitzianas absolu-
tamente minimizantes de g. Aronsson foi o primeiro a provar um resultado de existéncia
para o problema modificado de extensao lipschitziana e que toda solucao dela também
resolve o problema de extensao lipschitziana, sempre que U seja limitado®.

Também, dados um subconjunto convexo e limitado D C RY e uma funcdo w

que pertence a C'(D) N C(D), Aronsson demonstrou que:

Lip(w, D) = [[[V] s,

portanto, o problema de minimiza¢ao do funcional Lip(-, D) é equivalente ao problema
de minimizacao do funcional H(-) = |||V - |||« sobre o espaco C'(D) N C (D). Logo, a
ideia de Aronsson foi considerar o funcional H(-) como “limite” de uma sequéncia de

funcionais (J,),en definidas sobre fungoes suficientemente suaves como

To(w) = (/D |Vw|2”dx)2ln.

Ver [3, Teorema 10].
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Entao, para cada n € N, a equagao de Euler-Lagrange associado ao funcional J,, é
Agpu = 0,
onde u ¢ um minimizador do funcional J,. Assim, para qualquer n € N,

0=2Aypu = div(|Vul* *Vu)
= V- (|Vul"*Vu)
= V(|Vu*"?) . Vu + |Vu" 2V . Vu

ou ou 0*u
—_ 2n— 2A m —2 2n—4
Vel ut (2n = 2)|Vul ; dx; Ox; Ox;0x;
ou seja,
|Vu|2Au Oou Ou Pu_

7.7_

quando |Vu| # 0. Fazendo n — oo na equagao (1), Aronsson derivou a equagao dife-

rencial parcial nao linear®:

equacao de Aronsson-Euler

ou Ou 0%u

Aoo - )
= — 8% 8:1:] 83318%

9.]

Além disso, notemos que se u € C?(2), o operador A, tem as seguintes formas:
2 1 2
Asu = (D*uVu, Vu) = §<VU,V|VU| ).

Posteriormente, dada ) uma regido arbitraria em R, Aronsson provou que se u €
C?(Q), vale que u é uma extensao lipschitziana absolutamente minimizante em U se,
e somente se, Aou =0em Q7.

No ano de 1968, Aronsson [4] mostrou no Teorema 12 que o problema (P.) com
N = 2 possui no méaximo uma solugao classica (isto ¢, de classe C?), em um dominio
limitado. Além disso, nos tltimos teoremas de seu artigo, fixou condi¢des para os quais

o problema (P,,) nao tem solugao classica®.

5Ver [3, Secdo 3].
"Ver |3, Teorema 8§|.
8Ver [4, Teorema 13 e Teorema 14].
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Depois de 15 anos, em 1983, Aronsson [5] considerou a condi¢ao de fronteira
g(z,y) = |z|3 — |y|3 para o problema (Ps) com Q = B(0,r), onde r > 0. Em tal

artigo, Aronsson exibiu uma solucao nao cléssica:

u: Q — R
<§C,y) = u(x,y)z]%ﬁ—\y[ﬁ

Em conclusao, quando N > 2, a questao da unicidade da solucao, cuja existéncia
Aronsson provou, foi um problema em aberto por 26 anos.

Os matematicos pensaram em definir uma solucao fraca para os problemas que
envolvem o operador oco-laplaciano e determinar a unicidade dela. A principal dificul-
dade em estabelecer uma definicdo para ela é a auséncia de estrutura divergente no
operador A, pois o método usual para definir uma solucao fraca de equacoes nao
lineares consiste de multiplicar a equacao por uma funcao teste suave e integrar por
partes, e portanto, precisa ter forma divergente.

Por outro lado, no inicio do anos 80, os matematicos Crandall e Lions [12] defini-
ram um novo tipo de solucao para a equagao de Hamilton-Jacobi, equagao de primeira
ordem do tipo F'(z,u, Vu) = 0, que posteriormente foi estendida a uma vasta classe de
equacoes diferenciais parciais fortemente nao lineares. Em sua publicacao “Viscosity
solutions of Hamilton-Jacobi equations” de 1983, eles denominaram aquelas solugoes
como solugoes de viscosidade. A definicao de solucao de viscosidade faz uso de
funcgoes teste suaves e de um procedimento para fazer as derivadas que aparecem na
equacao incidirem sobre as funcoes teste. A origem do termo ‘viscosidade’ no nome
das solu¢oes de Crandall-Lions é motivado pelo método de viscosidade evanescente?.
Além disso, Ishii [16] introduziu o Método de Perron na Teoria de Solugao de Visco-
sidade, que é uma ferramenta poderosa para provar a existéncia de solugoes. Jensen,
Ishii, Caffarelli, Crandall, Evans, Lions, Souganidis foram desenvolvedores da Teoria de
Solugao de Viscosidade no caso de segunda ordem. Os principais resultados da teoria
estdo resumidas em [11].

No ano de 1993 foi dada a primeira prova de unicidade para o problema (Py,)
por Jensen [17]. Ele usou a Teoria de Solucao de Viscosidade e a Teoria dos Espagos

de Sobolev. Depois, em 2008, Lu e Wang [24] demonstraram a existéncia e unicidade

9Ver (23, Segdo 3.1].
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de solugao de viscosidade do problema (Ps r).
Esta dissertacdo esta baseado principalmente no livro de Lindqvist [22] e organi-
zada da seguinte forma:

Capitulo 1: Neste Capitulo, mostramos que o problema:

Ay,u=0, em ¢,

u=gq, em 0f), 2
onde g € C(Q)NWP(Q) e N < p < oo, possui uma tinica solu¢io fraca denotada
por u,. Uma vez encontrada a solu¢ao para p > N, estudamos o comportamento
da solucao fraca do problema (P,) quando p — oo, e usando o Teorema de Ascoli-
Arzeld asseguramos que existe uma subsequéncia (u,,) de (u,) e uma funcdo u. €

C(Q) N Wh>(Q) tal que u,, — Uy uniformemente em ).
Além disso, provamos que a funcdo u,, é uma solucao para o problema L*-

variacional'?

e que satisfaz uma desigualdade tipo Harnack quando é nao negativa. Os
resultados apresentados foram desenvolvidos por Jensen [17].

Capitulo 2: Este Capitulo é dedicado ao estudo da existéncia de solucao de
viscosidade do problema (P,) seguindo as ideias dadas por Jensen [17]. Primeiro

garantimos que o problema:

Aju=—eP~l em Q, .
(F%)
u=gq, em OS2,

onde e > 0,9 € C(QNWP(Q) e N < p < oo, possuem uma finica solu¢io fraca

denotada por ugf). Aplicando o Teorema de Ascoli-Arzela, existe uma funcao denotada

por u) tal que é limite de alguma subsequencia de (ul(f)) quando p — oo.

Em seguida, provamos que ugi) é uma solucao de viscosidade em 2 com uy, = g

em 02 do problema:

max{e — |[Vu|,Au} =0, em Q, P )
u=g, em OS2, o

isto ¢, max{e — |[Vu'Z|, Asculd} = 0 no sentido de viscosidade!! e v’ = g em 0.

Em particular, se ¢ = 0, o problema (Px max) torna-se (Px), ¢ portanto, o problema

19Ver Teorema 1.5 desta dissertacio.
H¥Ver Teorema, 2.18 desta dissertacio.
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(Px) possui como solugao de viscosidade em 2, com valor de fronteira g, a fungdo
0 . .
u&) = Us. Por outro lado, de maneira semelhante, demonstra-se que existe uma

solucao de viscosidade para:

min{|Vu| — e, Agu} =0, em Q,
(Poo,min)
u=g, em Of).

Capitulo 3: Tendo em vista que no Capitulo 2 mostramos que o problema
(Px) tem uma solugao de viscosidade, entao, neste Capitulo estudaremos algumas
caracterizagoes e propriedades para aquelas solucoes de viscosidade.

Capitulo 4: Neste Capitulo, estudamos os conceitos e resultados desenvolvi-
dos por Crandall, Ishii & Lions [11] e também por Koike [19] que serdo tteis para
demonstrar a unicidade de solucao de viscosidade do problema (P,,).

Capitulo 5: Para nosso quinto capitulo, abordaremos a unicidade de solucao de
viscosidade do problema (P.,).

Capitulo 6: Por fim, seguindo as ideias de Lindqvist [22, Capitulo 10] e o artigo
de Lu & Wang [24, Se¢oes 2 e 3|, estudamos alguns resultados de existéncia e unicidade
de solugao de viscosidade para o problema (Px r). As principais ferramentas utilizadas
sao o Método de Perron e um Principio de Comparacao para solugoes de viscosidade.

Por ultimo, o apéndice traz resultados importantes que foram usados ao longo

desta dissertacao.



Capitulo 1

Limite de solucoes da equacao

p-laplaciano

Neste capitulo, vamos desenvolver as ideias de Jensen [17]| seguindo a estrutura
dada por Lindqvist [22]. Jensen provou que uma solu¢do do problema (P,,) pode ser
aproximado a partir da solugdo de (P,). Portanto, primeiro demonstraremos que o
problema (F,) possui uma tnica solugdo e depois estudaremos o comportamento dela

quando p — oo.

1.1 A equacao p-laplaciano
Consideremos a equacao p-laplaciano com condi¢ao de fronteira tipo Dirichlet:

Ay,u=0, em
(Fp)
u =g, em OS2,

onde Q C RY ¢ um dominio limitado com fronteira suave, g € C(Q) N WP(Q) e
N < p < 0.

Aqui, entendemos por uma solu¢ao fraca de (B,), uma fungdao u € WP(Q) tal
que:

/( |VulP~*Vu, Vp)dz = 0,
Q

para cada o € W, ?(Q) com u = g em 99 no sentido do traco, isto é, u — g € Wy ().

Notemos o seguinte fato:



Proposigdo 1.1 Seja u € WHP(Q). Entao, u satisfaz

/ |Vu|Pde < / \VolPdz, com v —u € W,P(Q),
0 0

se, e somente se,

/( IVulP~2Vu, Vo)dz = 0, onde o € Wy ().
Q

19

(1.1)

(1.2)

Demonstracgdo. [(1.1)=(1.2)] Dado ¢ € W,*(Q), fixe v = u + cp, onde ¢ € R.

Notemos que

v—u=u-+ep—u=cpc WyPQ).

Entao, por hipotese,

/ |Vu|Pde < / |V (u+ep)|Pde, Ve > 0.
0 Q

Agora, consideremos a funcao

h:R — R

£ — h(e):/Q]V(u—l—ego)\pdx.

J& que a funcao h atinge seu minimo em ¢ = 0, tem-se

ou seja,

/Q< |Vul|P~2Vu, Ve)dz = 0, onde ¢ € W,7(Q).

[(1.2)=(1.1)] Seja v — u € WyP(Q). Pela Proposicio B.6,

/|Vv|pd:1:2/|Vu|pd:p—|—p/(|Vu|p_2Vu,V(v—u))dw.
Q 0 0

Tomando ¢ = v — u, por hipotese, temos
/( |VulP~2Vu, V(v — u))dr = 0,
Q

pois v — u € Wy P(Q). De (1.4) e (1.5),

/|Vv|pdx2/]Vu]pdm, com v —u € Wy (Q).
0 0

(1.3)

(1.4)

(1.5)
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Pelo Teorema 1.1, observamos que para mostrar a existéncia de solugao fraca
do problema (P,) é suficiente demonstrar a existéncia de um minimizador para um
funcional adequado associado ao problema (P,). Vejamos, entdo, a existéncia de tal

minimizante.

Proposicdo 1.2 Sejap > N. Se g € C(Q) NWP(Q), entao eriste uma tinica fungdo

u € C(QNWLP(Q) com u=g em O que minimiza o funcional energia:
I,FE — R
v o= L(v) = /Q |VolPdz,
onde E={veW'(Q) : v=g em 00Q}.

Demonstracao. Primeiro vejamos que o funcional /,, tem um minimizador. Podemos

considerar

veE

m = inf/ |VolPdz,
Q
pois / |Vu|Pdz > 0. Ja que g € E, temos que
Q

0<m < I,(g9) < oc.

Além disso, existe uma sequéncia (v;) C E tal que
1 .
Vel oy = ) <m+ 5, VieN, (16)

pois m = ing I,(v). JAque v, —g € Wy P(Q), onde i € N, podemos aplicar o Teorema
ve

de Poincaré (veja Teorema A.11) com w = v; — g. Entao,

IN

||Ui_g||LP(Q) cll|V (vi _9)|||LP(Q)
< cllVoillle@) + IVl o)

= c((Lp(vi))? + I[ValllLr@)
(1.6)
<

c((m +1)7 + ||Vl oc@)- (1.7)
Segue-se dai que
Nvilleey = Nvi— g+ gllne
< lvi = gllr) + [lgllzr @)
Dm0+ 1Vl @) + Nlgllre
< cm+ 17 + max{1,c}(|[Vll o + ||gllr@)
< e(m+1)7 +max{1,c}|[gllwrng < .
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Logo, existe M € R tal que
||Ui||Lp(Q) < M, Vi € N. (18)

De (1.6) e (1.8),
1
Vvl | Loy + [|villLr) < (m +1)7 + M, (1.9)

ou seja, existe M € R tal que
Vil lwir() < M, VieN.

Como W'P(Q) é um espago de Banach reflexivo e a sequéncia (v;) é limitada em

WhP(Q), existe! u € W1P(Q) e uma subsequéncia (vy) tais que
vy —uem LP(Q) e Vv — Vuem (LP(Q))". (1.10)

Assim, u—g € WyP(Q), pois W,7(Q) é um espaco fracamente fechado. Ja que p > N,
pelo Teorema de Rellich-Kondrachov?, temos que u € C(2). Da analise feita, obtemos
que:

u€ C(Q)NWPE) e u=gem . (1.11)

Por outro lado, de (1.10),

I,(u) < liminf I,(vg) = m,

k—o0

pois [, ¢ um funcional fracamente semicontinuo inferiormente. Logo,

51612 L(v) =m < L(u) <m = 51612 I(v),

e portanto,

I,(u) = min I, (v).

veR

Em conclusdo, existe u € C(Q) N WP(Q) com u = g em 9 tal que u é minimizador
de I,,.
Para unicidade, suponha que as fungoes u; e uy sao minimizadores do funcional

energia [,. Como a fungao:

h:R — R

t — h(t)=[t]P

Wer |7, Teorema 3.18].
2Ver Teorema A.8 do Apéndice.
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é convexa quando p > 1, entao

‘ Vu1 + VUQ

. P < ]Vul\p—l— \Vu2|p'

- 2

(1.12)

P S ‘\Vul\ —; ‘VUQ’

Suponhamos que Vu; # Vus, em um conjunto de medida positiva A. Entao, a desi-

gualdade acima é estrita no conjunto A. Além disso, notemos que

uptuz g+g

5 5 =9 em 02,
logo,
U + Usg
SN
2
pois t 2 € W'P(Q). Consequentemente,
(L.12) Vup|P + [Vuy P 1 1
Lu) < I, (2 U2 / Veu? + [Vual” ) —/ VuyPdz + —/ Vus[Pd.
2 Q 2 2 Ja 2 Ja
(1.13)
Por outro lado, ja que uy ¢ um minimizador de I, temos também
(1.13) 1 1
L(w) < = [ |VwuPde+ < | |Vu|Pde
2 /o 2 /o
1 1
< - |VU1|pd.fE + = |VU1 ’pd.lf
2 /o 2 /o
= / |Vuy|Pdx
Q
= I (Ul)
o que ¢ uma contradi¢ao. Sendo assim, Vu; = Vuy, q.t.p. em €. Dai,
||u1 - u2||w3»P(Q) =0,
pois u; —us = g — g = 0 em 0f). Portanto, u; = us. |

Como uma imediata consequéncia das proposicoes 1.1 e 1.2 temos o seguinte

teorema.

Teorema 1.3 O problema (P,) possui uma inica solug¢io fraca denotada por w,.

1.2 Construcao da funcao u

Seja g : 92 — R é uma funcao lipschitziana, isto é, existe L > 0 tal que

lg(z) —g(y)| < Lz —yl|, YV, z € 09.



23

Se u : © — R & uma funcdo lipschitziana com constante Lipschitz L e u = ¢ em 052,

entdo, para cada y,z € 0Q e x € €,

u(z) > u(z) = Llx — 2| = g(2) = Lz — 2|,

u(z) <u(y) + Llz —y| = g(y) + Llz — y|.

Dessa forma,
9(2) = Lz — 2| < u(z) < g(y) + Llz —y].

Sendo assim,

max{g(z) — Llw — 2|} < u(x) < minfg(y) + Llz —y[}, Vo € Q.
)

2€00Q
As funcoes
¢:Q — R
T = gi(z) = gré%g{g(z) — Llz — 2|},
e
B = R

z = ga(x) = min{g(y) + Lz —y[}.
yeoN
sdo extensoes lipschitzianas de g, ou seja®:

e para qualquer x € 09, tem-se g;(z) = g(x) e go(z) = g(x), e

e g, e go sao funcoes lipschitzianas tais que as constantes Lipschitz de g, g1 e ¢o

sao iguais.

Por outro lado, pelo Teorema de Rademacher?, a funcdo g é diferenciavel q.t.p.,

onde g: ) — R é a extensdo lipschitziana de g. Além disso, Aronsson mostrou que®:

IVgllim@ < L e g € CE)NWH(Q). (1.14)

3Ver Proposicio B.3 do Apéndice.
4Ver Teorema B.2 do Apéndice.
>Ver [3].



Agora, analisemos o funcional energia

Ip(v):/ |VolPdx
0
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(1.15)

em WP(Q) com v — g € WyP(R2). O objetivo de fazer isto é estudar o comportamento

das solucoes minimizantes quando p — oo.

Antes de continuar, enfatizamos que s6 é necessario analisar o caso em que p é

suficientemente grande. Além disso, lembremos que se p > N, o espaco de Sobolev

WiP(Q) ¢ formado por funges continuas.

Segue-se do Teorema 1.3 que existe um tnico minimizador wu, para o funcional I,

tal que
u, € WP(Q)NC(Q) e u,=gem ON.

Como u, é um minimizador,
1 1
VUl o) < [IV9llr@) < [IVgllie@)|Qfr < LIQ|?.

Fixando w, = u, — g, temos

up(2) —up(y)] = g

e aplicando o Teorema de Morrey®, obtemos

2pN
p—N

_N
up() = up(y)] < Llz —y|+ o =y IVl

(1.16)

2pN _N
< L\x—pr_N!ﬂf—y!l  (IIVupll o) + [Vl r @)
2pN 1-N 1
< Llx— — r (2L|Q»). 1.17
< Ll y|+p_N!x ylr (2LI7) (1.17)
Para p ~ oo vale que
|up(2) = up(y)| < Cilz —y| + Colw — yl2, (1.18)

onde C e (5 sao constantes maiores que zero. De maneira semelhante, temos que

[upl|zo) < [|gllze=() + C, para p ~ oo,

6Ver Teorema A.12 do Apéndice.

(1.19)
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onde C' > (0 é uma constante.
De (1.18) e (1.19), tem-se {u,, }p,>p, ¢ equicontinua e equilimitada. Portanto,

pelo Teorema de Ascoli-Arzeld”, existe uma subsequéncia (u,, ) C (up, )p,>p, tal que
Up, — Uoo uniformemente, quando & — oo,
onde Uy, € C(Q) € uy = g em 9. Mais ainda, fazendo pp — oo en (1.17),
oo () — uoo(y)| < Llx — y[ + 4N L|z — y| = Cslx — y], (1.20)

onde ('35 > 0 é uma constante.

Por outro lado, se pp > s, onde s é suficientemente grande, obtemos

: IV, | o)
Vu,, [*dz = T ml@
(f 170 ra ) o

Teo. A5 PE—S
eoS ”V“Tg’f”(ﬂwg oph
_ Vup e
1
o
1
(1.16) o
2 L|Q|1Pk L
o
Dessa forma,
IV, [[Ls0) < L,

onde L; > 0 é uma constante. Para cada s > N, existe uma subsequéncia (u,, ), ainda

denotada por ela mesma, tal que
Vi, — Vi em (LF(Q)V.

Pela semicontinuidade inferior fraca do funcional,

(/ \Vuoo|sd:c) ) < lim inf (/ |Vupk|sd1:) "
Q k—o0 Q
(][ \Vuoolsdx) ! <L.
0

[ Vool |zo(@) S L € s € WHP(Q).

Segue-se dai que

Fazendo s — oo, obtemos

Em decorréncia, do estudo feito, fica provado o seguinte lema.

"Ver Teorema B.1 do Apéndice.
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Lema 1.4 Dado g € C(Q2) N WL*°(Q). Eriste uma subsequéncia (u,,) de (upy) e uma
fungio us € C(Q) NWE=(Q) tal que

lim w,, = usx uniformemente em Q.
PE—>00

Agora, vejamos que a funcao u,, é uma solucao do problema L°°-variacional.

Teorema 1.5 (Existéncia)
Seja g € C(Q) N WH®(Q). Entio eviste uma funcio us € C(Q) N WH(Q) com
Uso = g em OS) tendo a propriedade de minimizacao em cada subdominio D C 2, isto
€,

[[Vttoo|| oo () < (V]| (D),
onde v € C(D)NWL®(D) e v = uy em ID.

Demonstragdo. Seja g € C(Q) N WL®(Q). Pelo Lema 1.4, existe us, € C(2) N
Whee(Q) tal que

lim w, = us uniformemente em (2.
pj~>oo 7

Basta mostrar que u, tem a propriedade minimizadora em D. Para cada j € N, v,

denota uma solugao fraca para
Apu=0em D e u=uyem JD.

Logo, aplicando a Proposi¢ao 1.1, v, satisfaz

/ [V, [PPdr < / |Vl da (1.21)
D D

onde v € WHP(D) com v = uy em OD.

Afirmagao 1: mgx(vpj —Up,) = r%%x(vpj — Up, ).

Observemos que

o= mgx(vpj —Up,) > n%%x(vpj —up,) =: f.

Suponhamos que o > (. Entao,

1
mgx(vpj — Up,) > 5 mgx(vpj —up,) + r%%x(vpj —up,) |,

ou seja,
a+f
5 -

Como vy, e u,, pertencem a C'(D), podemos considerar o seguinte conjunto

o >

G:{xeD vy, (2) — uy, () > O“gﬁ}.
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a+p

aTp a+p8
2

Sendo assim, G C D e v,, = up, + em JG. Além disso, v, e u,, + =5~ sao solugoes
da equagao pj-laplaciana em G com os mesmos valores de fronteira. Pela unicidade

estabelecida no Teorema 1.2,

a—+f

Up; = Up, + em G,

2
atp

0 que ¢ uma contradigao, pois v, —u, > =3

em (. Portanto,
mgx(vp]. —Up,) = r%an(vpj — Uy, ).

Afirmagao 2: v,, — Uy uniformemente em D.

Notemos que

vaj - uOOHL“’(D) < vaj - uijL"o(D) + Hupj - uOOHLOO(D)'
Além disso, pela Afirmagao 1,

mgx(vpj - upj) = I%%X(Upj - upj)

= Max(Uo — Up,)

< ||u00 - tuHLw(D)’
entao,
|vp, — Up, || zo(p) — 0 quando j — oo.

Portanto, v,, — s uniformemente em D. Mostrando assim a Afirmacio 2.

Fixemos s > 1 suficientemente grande. Entao, para p; > s,

1
s VU . pj
(][ ]vaj|8d:c) < l p,7||i (D)
: PE

Aplicando a desigualdade (1.21), obtemos

1
s VU Pj
(][ Vo, ’de) < HH#
. Bk

1
[Vollze oy | D]™
1
| D[
IVl oo (D), (1.22)

A

ou seja,

1
s

Vg lls < [IV]| Lo ()| D
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Como L*(D) é um espaco de Banach reflexivo, existe uma subsequéncia (v,, ), que ainda

denotaremos como (v,,), tal que
Vu,, — Vus em (L¥(D))Y

Pela semicontinuidade inferior fraca, encontramos

<][ |Vuoo|5dx) S < hmmf (][ [V, | de)
D

(1.22)
< liminf ||Vl zep
j—ro0

= [|[Vv|lL~(py,

ou seja, || "
Vs

|DJ*

s

< Vol L=

Fazendo s — 0o, concluimos que

Vs LoDy < [V VLo (D)

Consequentemente, us, tem a propriedade minimizadora em D.



Capitulo 2

Existéncia de solucao de viscosidade

para (Px)

No presente capitulo, continuaremos abordando o trabalho de Jensen [17] e Lindqg-
vist [22] para garantir a existéncia de solucao do problema (P,,). Para isso, primeiro
estudaremos a existéncia e unicidade de solucao fraca u,(f) do problema (P.). Logo

apos, analisamos o comportamento de uff) quando p — oo. Em seguida, comprovare-

mos que a funcao u((f;), que ¢é limite de alguma subsequéncia de (uz(f)), ¢ uma soluc¢ao
de viscosidade de (P max). Ao tomarmos ¢ = 0 em (P max), demonstramos que
ul?) = Us € uma solucao de viscosidade de (Py).

Também, de maneira semelhante, mostramos que o problema (Ps min) possui

solucao de viscosidade.

2.1 Solucoes de viscosidade

A existéncia de derivadas de segunda ordem no operador A, gera dificuldades,
pois Aronsson [5] mostrou que nem sempre as solugoes da equagao A, u = 0 pertencem
a C%(Q). A teoria de solugdes de viscosidade permite provar que certas fungoes que
nao sao de classe C? sdo solucoes de problemas que envolvem o operador oco-laplaciano.

Primeiro veremos uma motivagao para definir solugao de viscosidade para a equa-
cao Ayv =0, para 2 < p < oco. Para isso, consideremos uma fun¢ao auxiliar de classe

C? definida da seguinte forma:
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Definicao 2.1 Sejam u : 2 — R uma funcao e xy € 2.

e Dizemos que ¢ € C*(Q) toca u em xy por baizo', se existe r > 0 com B(xg,r) C

tal que
u(x) — ¢(x) > 0 =u(zg) — ¢(x0), Vo € B(xo,r) \ {0}

o Dizemos que p € C*(Q) toca u em xy por cima?, se existe r > 0 com B(xq,r) C

tal que
u(x) — p(r) < 0=u(xg) — p(xo), YV € B(xo,r) \ {0}

|_
|_
=

Figura 2.1: Definicao 2.1

Notemos que se a desigualdade da altima definicao vale em todo €2, ou seja,
u(z) — ¢(x) > 0 =u(xog) — ¢(zg), Yo € Q\{zo},
entdao ¢ € C%(Q) toca u em xy por baixo. Do mesmo jeito, se acontece
u(r) —¢(x) <0 =ulxe) — p(20), Vo € Q\ {0},

tem-se que p € C*(2) toca u em xy por cima.
A seguinte proposicao nos permite observar que podemos fazer que as derivadas

da equacao Apv = 0 incidam sobre as funcoes ¢ e .

Ver Figura 2.1.
2Ver Figura 2.1.
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Proposigao 2.2 Seu € C*(Q), 1 € Q e ¢ € C*(Q) toca u em xo por baizo, entio

Au(zg) > Ad(z),
(550) Apgb(x())a
wU(T0) = Aseg(w0).

De forma andloga, temos que se u € C*(Q), g € Q e ¢ € C*(Q) toca u em xq por

v

cima, entao
Auxo) Ap(xo),

Apu(zo) App(zo),
Asu(zg) < Axp(xo).

IAINA

Demonstragao. De fato, da hipotese,

V(u—¢)(x0) =0,

D?*(u — ¢)(xo) > 0.

Dessa forma,

Vu(zg) = Vo(zo), (2.1)

e
(D?u(w0)€, &) > (D*p(x0)€,€), VE € RY. (2.2)
Em particular, de (2.2),
2 2
g—a;zzb(ﬂfo) = <D2u(m0)ei,ei> > <D2¢(I0)€i,€i> = g_;;(l'o), Vi = 1’ ce 7N,

assim,

Au(xg) > Ad(xp). (2.3)
Agora, notemos que para p = oo vale

( )(

Ascu(zo) = (D*u(wo)Vu(zo), Vu(zo)) ey (D?¢(20)V(0), V(o)) = Ascd(o).

(2.4)

Por outro lado, para 2 < p < oo,

Aju(zg) = (div(|VulP~2Vu))(zo)

(

= (V- (IVul"*Vu))(zo)
(V(IVul™?), Vu) + [Vul"=*V - Vu)(x)
(

(V((Vu, Vu) = ) Vu) + |VulP2Au) (zy),
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stay = ({252
— (<—|V P~V | Vul, Vu> + |VulP~ 2Au)( 0)
(

p—2)|VulP~ 1l <V|Vu|2 Vu) + |VulP~ 2Au>( 0)

(Vu, Vu) = V(Vu Vu), Vu> + [Vul|P~ 2Au) (o)

= ((p—2)|Vul~ 4Aoou—i- |Vul|P~ 2AU) ()
= (p—2)[Vu(zo) " Asu(xo) + [Vu(zo) [P~ Aulxo).

Aplicando (2.1), (2.3) e (2.4) na identidade anterior, obtemos

Ayu(ao) = (p—2)[Vu(zo) "~ Axulwo) + [Vu(xo) [P~ Au(w)
> (p = 2)[Vo(xo) P~ Aned(wo) + [V (o) P2 A (o)
= Ap¢(x0)

Consequentemente, se u € C*(Q), 7o € Q e ¢ € C*(Q) toca u em x( por baixo, tem-se

Au(zg)

v

A¢($0)7
Apgb(x())?
Aoou<.%'0) > Aoo¢<x0)

Apu<x0)

v

Como uma consequéncia da Proposicao 2.2 temos as seguintes observagoes:
Observacao 2.3 Dado 2 < p < .

e Se u ¢ uma supersolucao cldssica para a equacao Ay = 0, isto €, Apu < 0 em
Q, temos que se xg € Q e ¢ € C*(Q) toca u em o por baizo, vale Ayp(zo) < 0,
pois Apd(xo) < Apu(x).

e De maneira similar, mostra-se que se u € uma subsolucao cldssica para a equacao
Ay =0, isto é, Apu > 0 em Q, temos que se 9 € Qe ¢ € C*(Q) toca u em xg
por cima, vale A,p(xg) > 0, ja que Apd(xo) > Apu(xg).

Note que as desigualdades 0 > A,¢(x¢) e 0 < A,¢(xp) ndo dependem da existén-
cia de Vu(xg) e D*u(xq). Portanto, as desigualdades anteriores fazem sentido mesmo
se u nao pertence a C*(€)). Esta observagdao ¢ importante para a definigdo que vira a

seguir.
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Definicao 2.4 Seja 2 < p < 0.

(i) Uma func¢ao u € C(QQ) é denominada supersolugao de viscosidade da equagio
Ay =0emQ (Apu <0 no sentido de viscosidade em Q ou co—superharmonica),

se para cada o € Qe ¢ € C*(Q) que toca u em zo por bairo temos
qub(xO) S 0.
(i1) Uma fung¢io u € C(Q) é denominada subsolugao de viscosidade da equagdo

Apu =0 em Q (Ayu >0 no sentido de viscosidade em Q0 ou co—subharménica),

se para cada o € Q e o € C*(Q) que toca u em xy por cima tem-se

App(zo) 2 0.

(111) Uma fungaou € C(Q) € denominada solugdo de viscosidade da equagio A,v =
0 em Q (A,u =0 no sentido de viscosidade em §2 ou co—harmonica), se u é uma

supersolucao e uma subsolugao de viscosidade da equag¢ao Ayv =0 em €.

A seguinte proposicao proporciona uma equivaléncia entre as supersolucgoes e

subsolugoes de viscosidade da equacao A,v = 0.

Proposicao 2.5 Sejam 2 < p < oo e u € C(Q). Temos Ayu < 0 no sentido de

viscosidade em () se, e somente se, A,(—u) > 0 no sentido de viscosidade em .

Demonstracao. Comecemos provando que se A,u < 0 no sentido de viscosidade em
Q, entdao A,(—u) > 0 no sentido de viscosidade em Q. Dados zg € Q e p € C?*(Q2) que
toca —u em o por cima, isto é, existe r > 0 com B(zg,r) C € tal que

(—u)(@) — @(z) < 0= (—u)(z0) — ¢(x0), V& € B(xo,7) \ {wo},

sendo assim,

u(@) = (=p(x)) > 0 = u(o) = (=9)(20), V& € B(xo,) \ {0}

Portanto, —p € C?*(Q) toca u em xy por baixo. Por hipotese, tem-se que

Ap(=¢)(w0) <0,

ou seja,

AP‘P@O) >0

Em consequéncia, A,(—u) > 0 no sentido de viscosidade em 2. A demonstragio da

reciproca é similar. [

Por motivos técnicos, vamos mostrar algumas equivaléncias importantes.
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Proposicao 2.6 Dados2 <p < oo eu:Q— R uma funcao. As sequintes afirmacoes
sao equivalentes:

(i) Apu <0 (resp., Ayu > 0) no sentido de viscosidade em €2,

(ii) Para cada o € Q e ¢ € C*(Q) tal que uw — ¢ possui um minimo local estrito

(resp., mdzimo local estrito) em xq, tem-se
Apd(zo) <0 (resp., Apg(zo) > 0),

(1ii) Para cada g € Q e ¢ € C*(Q) tal que u — ¢ possui um minimo local (resp.,

mdzximo local) em xq, temos

Ap(xo) 0 (resp., Ayo(zo) > 0),

Demonstracao. .
Caso 1: Supersolucao.
[(7) = (ii)] Dados zg € Q e ¢ € C*(Q) tal que u — ¢ possui um minimo local estrito

em I, ou seja, existe 7 > 0 com B(xg,7) C ) tal que

u(z) — d(x) > u(we) — ¢(0), Y € Blxo, ) \ {zo}. (2.5)
Consideremos a fungio®:
6:0 > R
z = d(a) = ¢(x) + (u— ¢)(0),

Notemos que ¢ € C2(Q). Além disso,

u(zo) — d(x0) = u(x0) — P(T0) — (U — @) (20) =0

e, para cada x € B(xo,7) \ {z0},

Portanto,

w(z) — ¢(z) > 0 =u(xg) — ¢(xg), Yo € B(xo,r) \ {x0}
3Ver Figura 2.2.
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Assim, pela hipotese, obtemos Apé(:zzo) < 0. Agora, observe que, para 2 < p < 00,

Npd(a) = Ay((z) + (u—¢)(z0))
= div([V(¢(x) + (u — ¢)(20))["?V(d(x) + (u — ¢)(20)))
= div(|Vo(2)[*Ve(x)) = Apo(2),

e, para p = o0,

Npo(z) = Ay(9() + (u— ¢)(x0))

- §<v<¢<x> + (1 = 8)(20)), VIV(6(2) + (u — ) (x0)) )

_ %(qu(x), VIVé(@)?) = Apd(a).

Sendo assim, A,¢(zg) < 0.

[(#7) = (i)] Dados 2y € Q e ¢ € C*(Q) que toca u em xy por baixo. Entdao, u — ¢
possui um minimo local estrito em xy. Portanto, por hipotese, Ayu < 0 no sentido de
viscosidade.

[(43) = (ii1)] Dados zo € Q e ¢ € C*(Q) tal que u — ¢ possui um minimo local em x,

ou seja, existe r > 0 com B(zg,7) C £ tal que

u(z) — o(x) > u(xg) — P(xg), Vo € B(xg,r) \ {xo}-
Agora, consideremos a funcao®*:

$:Q — R

v = g@) = ¢(@) + (u— ) (o) — |z — o,

De maneira similar & demonstracdo [(7) = (i7)], obtemos que A,¢(zo) < 0.

[(73i) = (21)] Dados x5 € Q e ¢ € C*(Q) tal que u — ¢ possui um minimo local estrito
em xy. Logo, u — ¢ possui um minimo local em z,. Entdo, por hipotese, A,¢(zg) < 0.
Caso 2: Subsolucao.

Aplicando a Proposicao 2.5 fica mostrada a equivaléncia entre (i), (i7) e (ii7) para uma

subsolucao da equagao A,v = 0. [

Observe os seguintes fatos envolvendo as solucoes de viscosidade:

4Ver Figura 2.2.
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Figura 2.2: Funcoes (5 e
e As funcoes ¢ e ¢ na Definicdo 2.4 sao habitualmente denominadas funcoes teste.

e Cada ponto possui sua propria familia de fungoes teste (que pode ser vazia).
Quando nao existe alguma fungao em C?(£2) que toca u em xy por baixo ou por

cima, entao nao existe requerimento no ponto xzg.

e Dados 2 <p <ooeceR SeAyu=0no sentido de viscosidade em 2, entao
u + ¢ ¢ uma solugao de viscosidade da equacao A,v =0 em (2.
Primeiro mostraremos que A,(u + ¢) < 0 no sentido de viscosidade em Q. De
fato, dados zp € Q e ¢ € C?*(2) que toca u + ¢ em x( por baixo, isto é, existe

r >0 com B(xg,r) C Q tal que

(u+c)(z) —o(z) > 0= (u+c)(xy) — P(xg), Vo € B(xg,r) \ {x0},
ou seja,
u(z) — ¢(x) > 0 =u(zg) — ¢(x0), Vo € B(xo,r) \ {zo}-

Pela hipotese e a tltima desigualdade,

Ap¢(x0> <0,
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assim, u + ¢ é uma supersolucao de viscosidade da equacao A,v = 0 em 2. De
forma andaloga, A,(u + ¢) > 0 no sentido de viscosidade em ). Portanto, u+ c é

uma solucao de viscosidade da equacao A,v =0 em €.

Na proximo teorema, observaremos que as definicoes de solucao no sentido de

viscosidade e classico sao equivalentes quando u € C?(9Q).

Teorema 2.7 (Consisténcia)
Dado 2 < p < 0co. Uma funcgio u € C*(Q) é uma solugio de viscosidade da equagio

Apu=0 em Q) se, e s6 se, Ayu =0 vale pontualmente em Q.

Demonstracao. Suponhamos inicialmente que a funcao u é uma solucao de viscosi-
dade da equacao A,u = 0 em 2. Como u é uma solugao de viscosidade da equacgao

Ayu =0 em €, entao
Apu <0 e Ayu > 0 no sentido de viscosidade em €2.
Para cada xq € €2, consideremos a fun¢ao
Gz 2 = R
T Qg (1) = u(x) — |2 — 20",
Notemos que
wW(x) — Puy(x) > 0 =u(z0) — Puy(x0), V€ Q\ {x0},
e portanto ¢,, € uma fungao teste para u. Assim,
Ay (29) <0, Vg € Q,
pois A,u < 0 no sentido de viscosidade em €2. Logo,
Ayu(zg) <0, Vg € €, (2.6)
pois Ay, (z0) = Apu(xp). De maneira similar, obtemos que
Apu(zg) >0, Vo € €, (2.7)

pois Ayu > 0 no sentido de viscosidade em 2. Segue-se de (2.6) e (2.7) que Ayu =0
pontualmente em (). Tomemos agora este tltimo fato como hipotese e provemos que u
é uma solucao de viscosidade da equagao A,u = 0 em €2. Ja que Ayu = 0 pontualmente

em (), temos
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Apu(z) <0 e Ayu(zr) >0 em Q.
Dados zg € Q e ¢ € C%(Q) que toca u em g por baixo. Pela Proposi¢ao 2.2,
0> Aju(xg) > App(xo).

Portanto, Ayu < 0 no sentido de viscosidade em 2. De maneira similar, mostra-se
que Ayu > 0 no sentido de viscosidade em 2. Em conclusao, u é uma solucao de

viscosidade da equacao A,u = 0 em €. [ |

2.2  wu, € uma solu¢ao de viscosidade

Para demonstrar que a funcao u., obtida no Lema 1.4 é uma solucao de vis-
cosidade de A, v = 0, primeiro provaremos que u, é uma solu¢ao de viscosidade da

equagao Apv = 0. No que segue, ¢ suficiente considerar N < p < o0.
Lema 2.8 Dado v € C(Q) N WH(Q) tal que Ayv < 0 no sentido fraco, ou seja,
/( |Vu|P~2Vv, V)dz > 0,
Q

para qualquer ¢ € C§°(Q2) com ¢ > 0. Entao, A,v < 0 no sentido de viscosidade em
Q.

Demonstracao. Suponhamos, por absurdo, que v nao é uma supersolucao de vis-
cosidade em Q. Entdo, existem 2o € Q, ¢ € C*(Q) e r > 0 com B(zg,r) C  tais

que
v(z) — ¢(z) > 0 =wv(xg) — P(x0), Yo € B(xo,7) \ {mo} € App(zo) >0. (2.8)
Como A,¢ é continua, existe r > ry > 0 tal que
A,p(x) >0, Vo € B(xg, ). (2.9)
Assim, ¢ é uma subsolucdo classica em B(xg, ). Definindo
v:2 = R

v o (@) = o(x)+ = min {v— o}

2 OB(z0,r1)



e denotando m = min {v — ¢}, temos
9B(zg,r1)

¥(zo) = ¢(z0) + %m = v(xo) + %m 0 v(o).

Além disso, para cada x € ),

Bybte) = 8y (600 + g ) = A,000).

Segue-se de (2.9) e (2.11) que

App(z) = App(z) >0, Vo € B(xg,11).
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(2.10)

(2.11)

Multiplicando por (¢ — v)™ e integrando por partes a desigualdade anterior, obtemos

0 < / Ayp( — o) dr
B(zo,r1)

_ / (IVHP2T, V(4 — v)*)da
B(zo,r1)

. / (IV6P2V, V(4 — v))de.
B(zo,r1)N{¥>v}

(2.12)

Estendendo a fungao (¢p — v)™ como zero em Q \ B(zg,71) e pelo fato A,v < 0 no

sentido fraco, vale que
0 < /(]V'U\pQVU,V(w —v)")dx
Q
= [ VeV V@ - o))
B(zo,r1)
-/ (Vo] 290, V(6 = 0))da
B(zo,r1)N{¢y>v}

De (2.12) e (2.13),

/ (VoP=96, (6~ v))dr < 0
B(zo,r1)N{$>v}

— / (|[Vv[P~2Vv, V(¢ —v))dx <0,
B(zo,r1)N{y>v}

implicando em

/ (|Vap[P2Vy — |[Vo|P 2V, V(¢ — v))dz < 0.
B(zo,r1)N{¢>v}

(2.13)
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Pela Desigualdade de Tartar®,

c Vi — VolPdxr <0
P ’ )
B(Z‘o,’r‘l)m{w>?}}

onde ¢, > 0, ou seja,
/ V(¢ — v)t|Pdx < 0. (2.14)
B(zo,r1)

Observando que

(v —v)" € WyP(B(20,71)), (2.15)
pois (¢ —v)t =0 em 0B(xg,71), segue-se de (2.14) e (2.15) que

(v —v)T =0 em B(zg,m),
e portanto,

(o) = v(wo),

o que é absurdo, pois, de (2.10), (o) > v(zg). Em conclusdo, v € uma supersolugao

de viscosidade em (2. ]

De maneira analoga, temos o seguinte resultado.

Lema 2.9 Dado v € C(Q)NWHP(Q) tal que Ayv > 0 no sentido fraco, entao Ay > 0

no sentido de viscosidade em ).

Pelos Lemas 2.8 e 2.9 fica demonstrado a seguinte proposigao.
Proposicao 2.10 As fungoes u, sao solugoes de viscosidade da equagao Apyv = 0.

A seguir, mostraremos um lema que serd 1til no estudo da existéncia de solucao
de viscosidade do problema (Px,).

Lema 2.11 Suponhamos que f, — f uniformemente em Q, fn,f € C(Q) e x5 € €.
Além disso, seja ¢ € C?*(Q) toca f em xq por bairo, em oulras palavras, existe r > 0
com B(xzo,7) C 2 tal que

f(z) = ¢(x) > 0= f(x0) — d(x0), Y € B(x0,7) \ {70}

Entao, existe uma sequéncia (x,) em Q com x, — xo tal que

foln) = d(wn) = min {f,(z) — ()}

B(zo,r)

5Ver Proposicio B.5 do Apéndice.
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Demonstragiao. Como ¢ € C?() toca f em z por baixo, existe r > 0 com B(zg,r) C

Q tal que
f(x) = ¢(x) > 0= f(x0) — d(x0), V& € B(x0,7) \ {70}
Entao,

inf {f(@)=oz)} >0,
onde A(zg,r,7/2) = B(xo, 1)\ B(x0,7/2). Logo, podemos escolher
inf {f(x) = o(z)} > 0.
Como f, — f uniformemente em B(zg,7), tem-se que existe iy € N tal que
o) = f@) <e =75 f {fz) =)} Vo & Blao,r), Vn > o

Quando = € A(xg,r,r/2), temos

1 : L.
2 A(:cg:“,fr/Q){f(x) B ¢($)} - A(a:(l)r,i,fr/ﬂ{f(z) - Cb(x) 2 A(LE:)%’FT/Q){f(I) -
< -9 -3, {f) - o)

Logo, para quaisquer = € A(xg,r,7/2) e n > ng,

1 (2.18) 1
3aell U@ =0} ST Um0 — g i (@) o)
- 0@ + (- D)
= (fn_¢)()
Segue-se dai que
<5 il )~ O <t {7(5) =), ¥ >

Por outro lado, ja que f, — f uniformemente em Q, 2o € Q e f(xg) = ¢(z0),

lim fi(z0) = (o) = ¢(20),

assim, lim (f,(zo) — ¢(z0)) = 0. Portanto, existe n; € N tal que 1y > g e
n—oo

fu(xo) = dlwo) < inf  {fu(2) = d(x)}, V>,

A(zo,r,r/2)

(2.16)

(2.17)
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Consequentemente, para cada n > 7y, o valor no centro da bola B(z,7) é menor que

o infimo sobre B(zg,7) \ B(zo,7/2). Entao, existe x,, € B(xq,7/2) tal que

nf ){fm (5U> - ¢($)} = fm ($n1) - ¢($"1)>

1
B(zo,r

onde ny > ny. Fazendo o mesmo argumento para %, podemos obter ny > n; que

r
3

satisfaz

In(xo) = élzo) < | inf  {fnlw) = $(2)}, V> 7o,

A(zo,r,r

Entao, existe z,,, € B(xo, 5) tal que

inf ){fn2 (iL’) - (b(l’)} = fnz(xM) - ¢($n1)>

B(zo,r
_ . . . o
onde ng > ny. Para concluir, para cada ¢ € N, consideremos r; = 5. Logo, z,, = o,

pois 7; — 0. Em conclusdo, existe uma sequéncia (z,) em {2 com z,, — x tal que

B(zo,m)

2.3 A equacao p-laplaciano nao homogénea

Nesta secao, dado ¢ > 0, estudaremos a equagao p-laplaciano nao homogénea

com condicao de fronteira tipo Dirichlet:
Apu=—eP1 em Q,
u =g, em 02,
onde Q C RY ¢ um dominio limitado com fronteira suave, g € C(Q) N WP(Q) e
N < p < 0.
Diremos que uma fun¢ao u : € — R é uma solugdo fraca do problema (P).) se
u€e WhP(Q) e
/( |VulP~?Vu, Vy)dr = €p_1/cpdx,
Q )
para cada ¢ € WyP(Q) e u = g em 9 no sentido do traco, isto &, u — g € W, P(Q).
Teorema 2.12 Seja u € W'P(Q). Entao, u satisfaz

1 1
—/ |Vu|pdx—€p_1/udx§ —/ |Vv|pdx—sp_1/1jdx, com v —u € WyP(Q),
P Ja Q P Ja Q

(2.19)
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se, e somente se,
/( |VulP~*Vu, Vo)dr = P! / edz, onde o € W,P(Q). (2.20)
Q Q

Demonstragdo. [(2.19)=(2.20)] Dado ¢ € W, *(Q), escolhemos v = u + t, onde
t € R. Assim,
v—u=u+te—u=tpc W, ().

Em particular,
1 (2.19)
—/ |VulPdz — &P~ / udr < / IV (u+ tp)|Pde — e~ /(u + tp)dx.
PJa Q Q
Considerando a fungao

F:R — R

t — F(t / |V (u+ to)|Pde — /(u+ to)dz,
Q
observamos que F' atinge seu minimo em ¢ = 0. Assim, F’(0) = 0, e portanto,
/< |VulP~2Vu, V)dr — P~ / odr =0, ¥V € WP (Q).
Q Q

[(2.20)=(2.19)] De fato, dado v tal que v —u € W, (Q),

1
—/ |Vv]pdq:—€pl/vda:
0

Prop. Bbl

> (/ |Vu|pdx+p/ (|Vu|P*Vu, V(v —u >dm) —eP” l/vdx

Q

1

_—/ |Vu|pdx—i—/ <|Vu|p_2Vu,V(v—u)>dx—£p_1/vdx

Q
(220 /|Vu|pda:—|—5p 1/(v—u)dx—5p 1/vdx
0 Q

= —/ ]Vu|pdx—ep1/udx.
P Ja Q

Portanto,

1 1
_/ |VulPdz — 5p_1/ udr < —/ |VolPdr — P~ / vdz, com v —u € WyP(Q).
D Ja Q D Ja Q
[
Pelo 1ltimo teorema, para mostrar a existéncia de solucao fraca do problema (P,.)

é suficiente demonstrar a existéncia de um minimizador para um funcional adequado

associado ao problema (P).
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Teorema 2.13 Sejam p > N e g € C(Q)NWYP(Q). Fizando € > 0, consideremos o

funcional energia

1
Jp(v) :Z;/Q\Vv]pdx—epl/gvdx,

onde v € C(Q) NWP(Q) com v = g em 0Q. Entio, eziste uma tinica fun¢do em

C(Q)NWP(Q), denotada por u$? | com valores de fronteira g tal que uf minimiza o

funcional energia J,.

Demonstragao. Em primeiro lugar, mostraremos que existe um minimizador para

Jp. Notemos primeiramente que
V(@ =gl < 2°(IVolllZe + [VllZe),
assim,
p 1 p p
IVolllze = SV @ = 9z = 11Vl (2.21)
Logo,
1 —1
Jp(v) = — [ |VoufPde —€P vdx
P Ja Q
1
> — [ |[V(v—g)Pdz— ||V p—P—l/d.
> 5 [ IV@=grde = 19elll, — e [ odo
J& que v — g € Wy P(Q),
1 _ _
I0) 2 5l = ol = 1901l =7 [ faz—ert [ (0= g)aa.
Fazendo a seguinte identificagao:

o = 19l = [ g (2.22)

e, usando a desigualdade de Holder®, ficamos com

1 1 P
= _ P _ _ ~p—1 - _ AP
JP(”) Z 2ppHv gHWOl’p(Q) Cg € ‘Q‘p (/Q |U g’ d$>

Aplicando a Desigualdade de Poincaré” e denotando 5p*1|§2|% por ¢,

1
To(v) 2 g ll0 = 9liaoge) = ¢ = tllv = gllwgra)-

6Ver Teorema A.5 do Apéndice.
"Ver Teorema A.11 do Apéndice.
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Considerando a fungao:

h:[0,00] — R
1
t — h(t) = QTptp — Cqg — c1t,

notamos que existe [ > 0 tal que
P 1,
To(©) 2 b(llo = gl 1) 2 —L Yo € WH(Q)

Dessa forma, podemos fixar

m = inf J,(v), (2.23)

veR
onde E = {v € W"(Q) : v = g em 9Q}. De maneira similar ao Teorema 1.2, mostra-
se que existe u;(f) € C(Q) N W'P(Q) com valores de fronteira g tal que ué,a) ¢ um
minimizador de J,.
Ora, para unicidade, suponhamos que v; e v sao minimizadores do funcional J,.

Notemos que

P VuilP + |Vugy|P
<|U1’ﬂ2L\ U2|7

(2.24)

VUl + VUQ
2

P S ‘|VU1’ —;— |V’02‘

quando Vv # Vv, q.t.p. em 2, pois a fungao h definida como h(t) = |t|P para cada

t € R é convexa. Temos que

U1 + V2
J,
(57)
= 1/ VU1+_VU2de_€p_1/Ul+U2dx
PJa 2 a 2

SR STy PR
P Ja Q

Jp<vl)

IN

2 2

1/1 1/1
= = (—/ |VU1]pdq:—€pl/vlda:) + = (—/ lvvz\pd$—€pl/vzd$)
2\pJa Q 2\pJa Q

1 1
= §Jp(v1) + §Jp(vz)

= Jp(vl)a

o que ¢ absurdo. Portanto, Vv, = Vv, q.t.p. em Q. Dai,

Hvl - U2|‘W(}vp(g) =0,

pois v; — vy = g — g = 0 em 0€). Logo, v; = vs. [ |

Portanto, pelos Teoremas 2.12 e 2.13 fica mostrado o seguinte teorema.
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Teorema 2.14 Para cada € > 0, o problema (prg) possut uma unica solucao fraca

denotada por u'®

Agora, de forma similar ao Lema 1.4, garantiremos a existéncia de uma nova

funcao importante.

Lema 2.15 Sejam e>0ege CQNWLe(Q). Entio, existem uma subsequéncia

(upk) de (up ), onde ués)

C(Q)NWh>(Q) tal que

€ a solugdo fraca do problema (P.), e uma fungdo uf) €

lim v = ©

o ©) uniformemente em Q. (2.25)
Pr—©

Demonstracao. Do Teorema 2.13, existe uma tnica fungao up € C(Q) N Whr(Q)

com valores de fronteira g tal que u, minimiza o funcional energia J,. Denotemos u(s)

por u,, pois ¢ esté fixado. Como u, ¢ um minimizador para J, e g € C(Q) NWH(Q),

1 1
—/ \Vup|pdx—5p1/updx§ —/ |Vg\pdx—£p1/gdx,
D Ja Q bJa Q

1 1
—/ |Vu,|Pdr < —/ |Vg|pdzv+€p_1/(up—g)da:. (2.26)
D Jo D Jo Q

Além disso, aplicando as Desigualdades de Young® e de Friedrichs?,

=izl < [ fu, = glaa
Q Q

— [ My~ ghr
Q

entao

ou seja,

Nl — alP A4

< /de—i—/—dx

Q p o 4

AP A4
- —/|up—g|pda:+—|ﬂ|

A4

< dzam /\V \pdx+—|Q|
< ()\dzam(Q)) 9

A4
P [/ \Vup\pd:v—i-/ \Vg]pdxl + —1Q], (2.27)
Q Q q

8Ver Teorema A.4 do Apéndice.
9Ver Teorema A.14 do Apéndice.
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onde Il)—{— % = 1. Segue-se de (2.26) e (2.27) que

1
— | |Vu,/Pdx
= [ 19w,
] :
SZ_?/ |VglPdz + P~ (M {/ |Vup|pdx+/ |Vg|pdx] +—|Q|)
Q

1 P=1(Q\di gP~I\—¢
A [ [ vupis+ [ o + 9.
Q

Escolhendo A tal que e”~'(2\diam(§2))? = Y obtemos

1 1 1 gPmixTe
— | [Vuy|Pde < - | |Vg|Pdz + — \Vu,|[Pde + [ |VglPdx| + 1.
P Ja P Ja 2p Lo Q q

Dali,
eP—1)\—4
(G-35) [wwbe< (S 5) [ maris e =220y
ou seja,
eP—1)\—¢
—/ Y, [Pdz < _/ Vglrdz + Q.
Logo,
1
1 2pePINTYQ\ P
IV up|l| o) < GBI 7Vl o) + (7 (2.28)
Notemos que
2per=IA~9|Q 7
lim sup (M> — e, (2.29)
p—00 q

pois,

1 A4
limsuppr =1 e limsup (—) = 1.

pP—+00 p—+00 q

Por (2.28) e (2.29),

limsup ||[Vuy|||zr@) < [[IVg]llLe@) + €.

p—0o0

Por outro lado, pelo Teorema A.12 e a Proposicao A.13,

Jup(2) = up(y)] |(up(2) = g(x)) = (up(y) — 9(y)) + (9(z) — 9(v))|
|(up = 9)(@) = (wp = 9) ()| + |(9(z) = 9(y))]

NISL‘ =yl P N1V (@t = ) llzoy + 11Vl o]z = 1

IN

2pN

IN

Assim, para p &~ oo,

1
Jup(2) = up(y)| < 2N(Jz =yl + |z = y[2)[V(w = )o@ + [Vl @z =yl

1
< calr -yl +clr —ylz,
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onde ¢; e ¢y sdo constantes positivas. Em consequéncia, (u,) é equilimitada e equi-

continua. Pelo Teorema de Ascoli-Arzela!?, existe uma funcio continua ugfo) e uma

subsequéncia tal que

Up, — ul)  uniformente em .

2.4 uﬁ) é uma solucao de viscosidade

Devido ao fato que podemos formular diferentes equagoes diferenciais, fazemos a

seguinte definicao geral para solucoes de viscosidade.
Definicao 2.16 Consideremos uma fungao continua F: Q x R x RY x SV — R.
(i) Uma funcao u € C(Q2) é denominada supersolugao de viscostdade da equagio
F(z,v,Vv,D*) =0 em Q,

ou F(z,u,Vu, D*u) < 0 no sentido de viscosidade em ), se para cada xg € ) e

¢ € C*(Q) que toca v em g por baizo temos
F (o, (20), V(o) D*¢(x0)) < 0.
(i) Uma fungio u € C(2) é denominada subsolugdo de viscosidade da equagao
F(z,v,Vv,D*) =0 em €,

ou F(x,u, Vu, D*u) > 0 no sentido de viscosidade em 2, se para cada zo € Q) e

0 € C?*(Q) que toca v em xy por cima tem-se
F(x0, p(20), V(o), D*¢(0)) > 0.
(111) Uma fungio u € C(Q) é denominada solugdo de viscosidade da equagio
F(z,v,Vv,D*) =0 em Q,

ou F(x,u, Vu, D*u) = 0 no sentido de viscosidade em 2, se u é uma supersolugdo

e subsolucao de viscosidade.

Vejamos a funcgao F' correspondente a equacao Aj,u = 0 para 2 < p < oo:

10Ver Teorema B.1 do Apéndice.
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e Seja 2 < p < 0o, considere-se a funcao

F:OxRxRVxsYN —» R
(z,t,2, M) — F(z,t,2,M)=|zP"*trago(M) + (p — 2)[2[P~*( Mz, z),

pois,

Apu = |Vl Au + (p — 2)[VulP~( D*uVu, Vu).
e Para p = 0o, consideremos a aplicacao

F:OxRxR¥VxsSY - R

(x,t,z, M) +— F(x,t,z,M)=(Mz,2z),

pois,

Asou = { D*uVu, Vu).

Agora, mostraremos que a funcao u$) obtida no Lema 2.15 é uma solucao de

viscosidade para uma certa equagao. Primeiro, observemos o seguinte lema.

Lema 2.17 Fizando € > 0, tem-se que para cada p > N, a funcao uz(,a), que € solucao

fraca do problema (P;E), é uma solugdo de viscosidade em Q da equagao Apyu = —eP~1.

Demonstracao. Denotemos ul(f) por u,. Como u, minimiza o funcional energia J,,

entao
/ﬂ< [V, [PV, V)de — P /Q pdr =0, Ve (),

ou seja, Ayu, + eP~1 < 0 no sentido fraco.

Afirmagao 1: u, é uma supersolugao de viscosidade da equagao Ayu + P! = 0.
Suponhamos, por absurdo, que u, nao ¢ uma supersolucao de viscosidade da equagao
Ayu + Pt = 0, isto &, existem zp € Q e ¢ € C?(Q) tais que existe 6 > 0 com
B(z9,0) C Qe

up(x) — ¢(x) > 0 = up(0) — P(x0), Vo € B(wo,0) \ {zo} e Apg(zo) +" > 0.
(2.30)
Considerar
F:OxRxRY xSV — R
(2, t,2,M) +— F(z,t z M)=|z|P"2traco(M) + (p — 2)|2[P~*( Mz, z) + e’ !,
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logo
F,(z,u, Vu, D*u) = Aju + P~ .

Como F,, é continua, tem-se que para algum raio 6 > r > 0 suficientemente pequeno

vale

Fy(z,¢(2), V(z), D*¢(x)) > 0, Yo € B(xo,7),

pois A,¢(z9) + P~ > 0. Dal,
A,d(z) + e~ >0, Vo € B(xg, 1), (2.31)

assim, ¢ é uma subsolug¢ao classica em B(zg, ) da equagdo F,(z, u(z), Vu(z), D*u(x)) =

0. Agora, definindo

v:2 = R
z = Y(z) = ¢(x) + %8&5&){% — ¢}
e denotando m = aér(ligr){up — ¢}, temos
0(a0) = (o) + gm "2 (o) + 2m 2 (o). (2.32)
Além disso, para cada x € 2,
Abla) = 8 () + m ) = Ay(0), (233

Segue-se de (2.31) e (2.33) que
Ap(z) +eP = App(x) +eP7 >0, Vo € B(xg, 7).
Multiplicando por (¢» — u,)* e integrando por partes a ultima desigualdade, temos

0 < [ @upre-w)td
B(zo,r)

/B(xo,r

)
- - / (IVEP2V, V() — up))da + / () — uy)tde
B(zo,r) B(zo,r)
. [ / (VEP2T0, V(4 — uy))de — / (g — uy)de
B(zo,r)N{¢>up}

B(zo,r)N{¢>up}

e M BN

B

(2.34)
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Estendendo a fungao (v—u,) ™ como zero em Q\ B(zg, ) e pelo fato F,(z, u,, Vu,, D*u,) <

0 no sentido fraco, obtemos de maneira similar & desigualdade (2.34) que

o
IA

[Vl 2V, Y — ) e = [ 0 - ) s
Q

Q
- / VP2V, V(1 — ) e — / (4 — u) da
B(zo,r) B(zo,r)

= / ( ]Vuplp%Vup, V() —up))de — / el (ap — up)de.
B(zo,r)N{¢>up}

B(zo,r)N{¢>up}

(2.35)

Das desigualdades (2.34) e (2.35), tem-se que

/ VP2V, V(4 — uy))de — / (g — up)d < 0
B(zo,r)N{¢>up}

B(zo,r){>up}

-/ (Yl 2V, V(0 = )z + (Y — uy)da <0,
B(zo,r)N{¢>up}

B(zo,r){¢>up}
assim,

/ (|V¢|p‘zv¢ — |Vup|p_2Vup, V(- up)>dx < 0.
B(zo,r1)N{¢>up}

Dai, de forma analoga ao Lema 2.8,
¢ <w, em B(xzg,7),

concluimos que u, ¢ uma supersolucao de viscosidade em (2.
Afirmagdo 2: u, é uma subsolugio de viscosidade da equagdo A,u + eP~! = 0.
Com um argumento similar a Afirmacao 1, mostra-se que u, ¢ uma subsolucao de
viscosidade da equagdao A,u+ P~ = 0.
Em conclusao, das Afirmagoes 1 e 2, a funcao u, é uma solugao de viscosidade

da equagao Ayu = —eP~ 1. [ |

2.5 uf{? é uma solucao de viscosidade

Nesta secao, provaremos que a funcao ul) ¢ uma solucao de viscosidade de uma

equacao que envolve o operador oo-laplaciano. Assim, veremos que isto é suficiente

para garantir que o problema (P,,) possui pelo menos uma solugao de viscosidade.
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Teorema 2.18 Para cada € > 0, a funcgao u((f;) ¢ uma solugao de viscosidade da equa-

cao
max{e — |Vv|, Ayxv} = 0.
Demonstragao. Dado € > 0, considerando a aplicacao
F:OxRxRYxs¥Y — R

(x,t,z, M) +— Fl(x,t,z,M)=max{e — |z|,(Mz,2)},
na Definicao 2.16, observamos que para mostrar o teorema temos que verificar:

I. max {6 — |Vu<(>i)|,Aoou((;)} = F (m,u, Vug?, D%f;?) < 0 no sentido de viscosi-
dade em (2,

II. max {5 — |Vugi)|,Aoou((>i)} =F <x,u, Vu((;), D%é?) > 0 no sentido de viscosi-
dade em ().

Isto é:

I. para qualquer xg € Q e ¢ € C*(Q) que toca ugi) em x( por baixo, vale que

max {5 - |V¢(Ig)|, AW¢(IO>} S 07

II. para qualquer xy € Q e ¢ € C%*(Q) que toca uf) em To por cima, vale que

max {= — [Vip(o)], Acipl)} = 0.

Ou seja:

I. para qualquer zo € Q e ¢ € C?(Q) que toca, ugi) em x( por baixo, vale que

e < |Vo(zo)| e Axg(zo) <0,

II. para qualquer zo € Q e ¢ € C?(Q) que toca ugi) em x( por cima, vale que

e 2 |[Ve(xo)| ou Asip(xo) 20

[1.] Seja 2o € Q e ¢ € C2(€) uma funcao que toca us por baixo em zo. Entdo, existe

r >0 com B(xg,r) C  tal que

ul () — p(z) > 0 =uld () — ¢(x0), Y& € Blwo, )\ {z0}. (2.36)



23

Pelos Lemas 2.15 e 2.17, tem-se que existe uma subsequéncia (uéi)) de (u,(f)) cCc@)n
WP (Q) tal que

ul(jc) — ul®) uniformemente em Q, (2.37)
onde u}(f) é uma solugao de viscosidade em 2 da equagao A,u = —eP~!. Segue-se de

(2.36), (2.37) e do Lema 2.11 que existe uma sequéncia () com zp — x tal que

up, (2i) = $lax) = min (u) — ).
Pelo Lema 2.17 e de forma similar & Proposicao 2.6, temos que
A, o(xy) < =Pl VE €N,
assim,
Vo (@) (IV () PAd(zk) + (pr — 2)Ascd(ar)) < —e™ 71, VEEN.  (2.38)
Se £ > 0, entdo, pela desigualdade (2.38),

V()| > 0, (2.39)

pois se |Vo(zg)| = 0, d& um absurdo. Agora, dividindo a desigualdade (2.38) por

(pr. — 2)|V(xy)[P+~* encontramos

WAqf)(xk)Jerod)(xk) S - ( 8$k)|>pk_ 7

(pr —2) (pk —2) \|Vo(
Fazendo k — oo, temos que
—g3 £ pi—d
Boodlto) < iy, [m = (o) ] ’ (240)

Agora, suponhamos, por absurdo, que |Vo(zo)| < €, entao
Asd(z0) = —00,
o que ¢é absurdo, pois A ¢(xg) € R para cada g € Q. Portanto,
|Vo(zo)| > €. (2.41)

Por (2.40) e (2.41),
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Das ultimas desigualdades, concluimos que se € > 0, entao
e < |Vo(zo)] e Asd(xg) <O0. (2.42)
Por outro lado, seja ¢ = 0. Quando |Vé(zo)| = 0, temos que
Ancdltn) = 3(V6(w0), TIV6(z0)) =0,

e assim,

e < |[Vo(zo)| e Axd(zo) <0.
Além disso, se |Vo(xg)| > 0, existe ko € N tal que
V(i) >0, VE > ko,

que juntamente com (2.38), implica que

Ad(w) | Al

<0, Vk > k.
(pr—=2)  [Vo(z)]> — ’
Fazendo k — oo, encontramos
[Vo(zo)[?
assim,
Aoo¢(x0) S Oa

pois |Vo(zg)| > 0. Portanto, se € = 0, vale que

e < |Vo(xg)] e And(xg) <O0. (2.43)
Segue-se de (2.42) e (2.43) que

e < |Vo(mo)| e Axp(wo) <0. (2.44)
[1I.] E verdadeiro que max{e — |Vuéi)|, Aooug?} > 0 no sentido de viscosidade em (2,

pois a demonstrac¢ao ¢ similar a [L.|. |

O proéximo teorema resume a teoria o que foi desenvolvido até agora.

Teorema 2.19 (Teorema de existéncia e unicidade para (P max) € (Px), Jensen [17])
Sejam € > 0 e g : Q) — R uma funcdao lipschitziana. A funcao ugi), dada pelo Lema

2.15, € uma solucao de viscosidade em ) com u, = g em 02 do problema

max{e — |Vul|, Au} =0, em Q,
{ (Poo,max)

u=g, em 0f).
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Em particular, se e =0, temos que o problema

Asu=0, em ),
{ .

u=gq, em Of).

. . . . . . (0
possui como solucao de viscosidade em 2 com valor de fronteira g & fung¢do uc()o) = Ueo,

dada na Segao 1.2.

Tendo em vista que no Teorema 2.19 demonstramos que o problema (P,) tem
solucao de viscosidade, agora apresentaremos uma solucao de viscosidade explicita da
equacao A, v = 0.

Exemplo 1 A funcdo

u: R* — R
4
3

4
(z,y) — wu(z,y)=x5—ys,

¢ uma solucio de viscosidade de Asv = 0 em R2.

Demonstragao. Notemos que

Mlry) = ot em B

o) = g em R
P (0) = a(r.y) =0, em B
%(x,w = sof em R\ {0}) xR
giyg‘@,y) = gt em R x R\ {0})

Logo, para cada (z,y) € (R\ {0}) x (R\ {0}),

2
Mailey) = (Goen)) Taten + 25 )G e S )
2
+ (Z—Z(fﬂ, y)) %(aﬁ,y)
= ;l—ixgxg +0+0— ;l—zygyg =0.
Portanto, u é uma solugdo de viscosidade da equagao A,v = 0 em (R\{0}) x (R\{0}),
pois u € C*((R\ {0}) x (R\ {0})). Agora, tomemos um ponto py € {(z0,0), (0,v0)}
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e ¢ € C*(R?*) uma fungao que toca u por cima em py. Entdo, existe 7 > 0 com

B(po,r) C Q tal que

u(z) = ¢(x) <0 =wu(po) — ¢(po), V& € Blpo, ) \ {po}-

Em particular, tomando py = (z0,0), observamos que

(@(xo,()), @(mo,m) — Vo(10,0) = Vulwo,0) = = (22, 0),

ox oy

|~

entao,

Aoc>¢<3707 O) = (be(l'o, O)>2¢:m<x07 0) + Z(bx(an O)¢y<x07 O)¢yx(x07 0)

+(¢y($0, O))quyy(x()» 0)
42 2

= §x3¢xx(xo, 0). (2.45)

Como (u — ¢)(po) é um maximo, tem-se que

(U = @)za(20,0) <0,

ou seja,
4 _2
Gre(70,0) > Upy(x0,0) = §x0 3, (2.46)

Segue-se de (2.45) e (2.46) que
42 2 2 _2
Ast(9,0) = 3—2x§’ Gpz(20,0) > =231y = — > 0.
Em consequéncia, v ¢ uma subsolugdo de viscosidade de A, ov = 0 em R x {0}. De
maneira similar, temos o fato anterior em {0} x R. Assim, temos que u é uma sub-

solucao de viscosidade de A v = 0 em R?. De forma aniloga mostra-se que v é uma

supersolucao de viscosidade de Aov = 0 em R2. [

Agora, consideremos um problema similar ao problema (B,,):

Aju=¢eP™' em Q,

u=f, em OS2,

(Fpe)

onde  C RY & um dominio limitado e suave, f € C(Q)NW'P(Q) e N < p < <.
De maneira semelhante a andlise feita para o problema (P;;), definimos o que é
uma solugdo fraca para (P, ) e obtemos a existéncia e unicidade de solugio fraca para

o problema (P, ).

p.e
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Definicao 2.20 Uma funcio u : Q@ — R € denominada solucao fraca do problema
(P.) em Q se uw € WHP(Q) tal que

p,e
/( IVulP~2Vu, Vyp)dr = —5p_1/ dz,
0 0
para cada p € WyP(Q) e w= f em 0Q no sentido do trago, isto é, u — f € W,P(Q).

Da mesma maneira que foi feita no Teorema 2.14 , obtém-se o préximo teorema.

Teorema 2.21 Para cada € > 0, o problema (prs) possut uma unica solucao fraca

denotada por ul(f).

Também obtemos um resultado semelhante ao Lema 1.4.

Lema 2.22 Sejam e > 0 e g € C(Q) N WL®(Q). Entio, existem uma subsequéncia
(uéi)) de (u,(f)), onde u) ¢ a solugio fraca do problema (P.2), e uma fungao uf) €

p,€
C(Q)NWh>(Q) tal que

lim u® =), uniformemente em Q. (2.47)

Pr—00 Pk o

Por outra parte, logra-se provar que uée) e ugi) sao solucoes de viscosidade das

equagoes Ayu = &P~ e min{|Vu| — g, Ajou} = 0, respectivamente.
Lema 2.23 Fizando € > 0, tem-se que para cada p > N, a funcao uzgf), que € solucao

fraca do problema (Pp_ﬁ)7 é uma solugdo de viscosidade em ) da equagio Ayu = el !

Com este tultimo lema, demonstramos a existéncia de solucao de viscosidade do
problema (Pao min)-
Teorema 2.24 (Teorema de existéncia e unicidade para (P min), Jensen [17])

Sejam € > 0 e g : 0Q — R uma func¢ao lipschitziana. A funcao uc(;), dada pelo Lema

2.15, € uma solucao de viscosidade em 0 com u, = g em 02 do problema

min{|Vu| —e,Au} =0, em Q,
{ {IVul } (P

u=g, em 0.

O Teorema 2.24 é importante, pois ele serd usado para mostrar a unicidade de

solugdo de viscosidade do problema (Ps).



Capitulo 3

Propriedades e caracterizacoes de uqg

Neste Capitulo, abordaremos algumas caracterizacoes e propriedades para as so-
lugoes de viscosidade de A, u = 0. Como ja é conhecido nos estudos fundamentais
que as funcoes harmonicas e p—harmonicas satisfazem uma Férmula da Média e uma
desigualdade tipo Harnack, entdao o objetivo deste capitulo é provar que as funcoes
oo—harmonicas também possuem propriedades similares. Além disso, veremos uma
caracterizagao das fungoes que sao solucoes de viscosidade de A, u = 0 com as fun¢oes

cones.

3.1 Formula Assintotica da Média

Nesta secao, demonstraremos uma Formula da Média para a equacao A, u =0
mais fraca que a Formula da Média da equacao A,u = 0 para 2 < p < oo. Primeiro

lembremos esta ultima formula.

Teorema 3.1 (Férmula da média para a equagio Au = 0)!

Uma funcao u é harmonica em um dominio () se, e somente se,
(w0) = oy | ula)do 4 ofr?), quando r -0 3.1
u(zy) = ——m— u(z)dr 4+ o(r®), quando r , .
’B(.Ioﬂ")’ B(zo,r)

para cada xqy € €.

Wer [13].
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Também, nas func¢des p-harménicas (isto é, solugdes da equacdo Ay,u = 0) ocorre
a Formula da Média no sentido de viscosidade. Mas, para isso precisamos ver a seguinte

definicao.

Definicao 3.2 Dado 2 < p < oco. Uma funcgao continua u : 2 — R satisfaz

p—2 |1 . 2+ N 9
w(rg) = —— | = | max {u} + min {u} | |+—— u(z)dxz+o(r?), ser — 0,
p+N |2 (B(xo,r) B(zo,r) p+N B(wo,r)
(3.2)
no sentido de wiscosidade em §) se
(i) para qualquer To € Q e ¢ € C*(Q) que toca u em xy por baizo temos que
p—2 |1 . 24+ N 2
—¢(wo)+—— |5 | max {¢} + min {¢} | |+—— u(z)dz+o(r”) <0,
p + N |2 B(zo,r) B(zo,r) p + N B(zo,r)
isto €, u é supersolug¢do de viscosidade da equacao (3.2), e
(ii) para qualquer To € Q e ¢ € C*(Q) que toca u em xy por cima temos que
p—2 |1 . 24+ N 2
—¢(zo)+——— |5 | max {¢} + min {¢} | |+—— u(z)dz+o(r”) 2 0,
p + N |2 B(zo,r) B(zo,r) p + N B(zo,r)

isto €, u € subsolugao de viscostdade da equagio (3.2).

Teorema 3.3 (Formula Assintdtica da Média para a equagio Ayu = 0)?

Sejam 2 < p < o0 e u uma fung¢ao continua em um dominio Q. A sequinte igualdade

+ﬂ u(y)dy-+o(r?), (3.3)

(z) p—2
U\
p N B(zo,r)

" p+N

2 B(z,r) B(z,r)

5 <max{u<y>} +min{u<y>})
quando r — 0, vale para cada x € ) no sentido de viscosidade em ) se, e somente se,
Ayu(z) =0,

no sentido de viscosidade em §Q.
Notemos os seguintes fatos sobre a equacao (3.3):

a) Tomando p = 2 em (3.3), obtemos a equacao (3.1) no sentido de viscosidade em

Q.

2Manfredi, Parvianinen e Rossi [25]
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b) Escolhendo p = 0o em (3.3), temos a identidade:

u(z) = % (max{u(y)} —|—mln{u(y)}> + o(r?), quando r — 0, (3.4)

B(z,r) B(z,r)

no sentido de viscosidade em €. Veremos no Teorema 3.8 que a tltima identidade

é a Formula Assintotica da Média para as fungoes co—harmonicas.

Observagao 3.4 A identidade (3.4) nao é vdlida no sentido cldssico para todas as
funcgoes que sao solugoes de viscosidade da equacio A u = 0. De fato, consideremos

a funcao co—harmonica dada no Exemplo 13:

u: R =5 R
4
3

4
(z,y) — u(z,y)=2x3 —ys.

Temos que

max {u(z1,1)} = u(l +¢,0) = |1 +&l5. (3.5)
B((1,0),¢)

Para determinar o minimo, vamos trabalhar com coordenadas polares, ou seja,

x =ccos(f) e y=esen(d), (3.6)
e resolver a equagao:
d ‘ d i 1
0= @u(l + ecos(f),esen(f)) = E(H + e cos(0)|® + |esen()|3)
= —é(l + €COS(9))%€86TL<9) — —(esen(ﬁ))%s cos(0)
Dai,
(1+¢ cos(&))%sen(e) = —(5sen(6))% cos(0)
(1+ecos())(sen(6))®* = —(esen(d))(cos())?
~&(cos(0))?
1+cecos(f) = (sen @) (3.7)
Aplicando a identidade trigonomélrica (sen(0))> = 1 — (cos(0))* na equacio (3.7),
obtemos
(1+ecos(0))(1 — (cos(0))?) = —e(cos(h))?
1 — (cos(0))? + e cos(f) — e(cos(0))® = —e(cos(d))?
1 — (cos(0))® +ecos(f) = 0

(cos(#))* —ecos(f) —1 = 0.

3Ver pag.55.
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Pela formula de Bhaskara, tem-se que

et V4d+e?
cos(f) = —

assim,

<5i\/4+52>
0. = arccos —5 |

Consideremos a solucao

min {u(zy,y1)} = u(l+ecos(b.),esen(b.))
B((1,0),)

ol

= <1+§(5—\/4+—52))§— (5\/1—1(5—\/@)2) (3:8)

Portanto, de (3.5) e (3.8),

lim <U(1,0) —% (mw(m,yl)} +min{U($hy1)})> # 0.

e—0t €2 Ba,) Br)

Porém, se a Formula Assintdtica da Média vale no sentido cldssico, tal limite deve-
ria ser igual a zero, o que € absurdo. Mostrando assim que nem todas as funcoes
oo—harmédnicas satisfazem, no sentido cldssico, a Formula Assintdtica da Média para

as funcoes co—harmonicas.

Antes de demonstrar a Formula da Média para as funcdes oo—harmonicas, vere-

mos uma lema 1til para isso.

Lema 3.5 Se ¢ € C?(Q) e Vo (xg) # 0, onde xy € 8, entdio vale a sequinte identidade:

2
Blro) = (mwy)} +%{¢<y>}> TR0 (), quando = 0

Demonstragao. Como V¢(zg) # 0, tem-se que existe € > 0 tal que
|IVo(z)| >0, Vo € B(x,¢). (3.9)

Usando o método dos multiplicadores de Lagrange determinaremos os valores extremos

de ¢. De fato, temos

ng(l’l,l’g,"' ,$N) = )\Vg(.fl,ﬂfg,"‘ 7'TN)7

9(951,1‘27"' a:L‘N> = 527
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N (S1)
Z(%‘ o) = ¢
i=1
Logo,
T; = ¢I£E\x) + T, Vi = 1,--- 7]\[’ (310)

pois A nao pode ser igual a zero. Substituindo (3.10) em (S1), obtemos

=1
assim,
N
12 Z(%l () = N2,

i=1

ou seja,
\Y%
A= i%. (3.11)

Substituindo (3.11) em (3.10), tem-se que

()]

Portanto, os pontos onde ¢ atinge seus valores extremos sao

—FIEOM \V/Z:]_, ,N.

Vo(z)
r=x9t¢ . 3.12
e 012
Também,
Vo(z) _ Vo(xo)
= + o(e), (3.13)
IVo(z)|  [V(xo)
quando £ — 0. Por outro lado, seja & um ponto em 2 tal que
T+ T = 2. (3.14)

Fazendo a expansao de Taylor para ¢,

8ly) = 8(z0) + (Vo(ao),y — ) + 3{D*(0)(y = 20).y — o) + olly = ol?).
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Se tomamos y = x e depois y = ¥ na Ultima desigualdade, obtemos

B +6(@) = 20(w) + (Volmo),z — w0+ 7 — 1) + H{D*B(ao)x — w0), @ — x0)
+%(D2¢(a:0)(x —10), T — ) + 0(g?)
" 26(20) + (V6(r0),0) + {D*6(z0) (& — 70), = — o) + 0(&?)
= 2¢(x0) + (D?¢(m0)(x — x0), 7 — o) + 0(e?), (3.15)

quando € — 0. Ora, escolhemos x1, zo € € tal que

Olo) = min {o(y)} e ¢(r2) = max {o(y)}. (3.16)
Notemos que o0
B(12) + B21) < max {6(y)} +_min {6(y)}.

Por (3.17) e (3.15),

(D?*¢(z0)(21—20), T1—20)+0(?), (3.17)

l\')lr—l

§<max{¢< )} + _min {6(y >}> Bao) 2

B(zo,¢) B(z0,¢)

quando € — 0. De maneira similar, temos que

: <n(ax {0} + min {o(y >}> ~olan) 5 S(D0(a0) (2 — w0), 2 — o) + o),
(3.18)

quando ¢ — 0. De (3.12), (3.17) e (3.18),
1 max min — o 5_ 2 Vo(r1) Vo(r:) o(e2
: (Ww( )} + in {5 >}) o) 2 5 (D2oten) Zo - THIL) o)
1 max min . i 24 Vo(ra) Vo(zs) o(&?
2 <B($07€){¢< )}+B(x0€ {¢( >}> ¢( 0) < 9 <D ¢< 0)|V¢(x2)|’ |V¢(ZE2)|>+ (5 )7
quando € — 0. Pelas ultimas desigualdades e (3.13), tem-se
i ) ey = pra Yom) Vol \
2 (B(Ww )“WW”}) olan) = 5 ( D*olea) Ttk TEE ) +ofe?).
ou seja,

_1 max min = T Vézo) V(o) o(e?
o) =3 <B<xos{¢< Vit in (9 ”’) 7 (P ey o) o



64

sendo assim,

P(x0) = % (Br&e(}x {o(y)} + Blalone {o(y )}> - m&mcb(xo) +o(e?),

quando £ — 0. [

Definamos quando uma fung¢ao continua u satisfaz a equagao (3.4) no sentido de

viscosidade.

Definigao 3.6 A funcao u € C(Q) satisfaz

u(z) = 1 max {u(y)} + min {u(y)} | + o(e®), quando ¢ — 0, (3.19)
2 B(z.e) B(z.)

no sentido de viscosidade em () se:

(i) —p(x0) + % (max{(b( )+ mln ‘min {¢(y )}) +0(e*) <0, quando ¢ — 0,

B(x,e) (z,e)
para qualquer xo € e ¢ € C’Q(Q) que toca u em xqo por baizo, isto €, u é super-
solugdo de viscosidade em ) da equacao (3.19). Além disso, se V(o) = 0,

entdao ¢ também deve satisfazer

D?¢(z0) < 0.

B(xz,e

(ii) —(xg) + % (max{1/1( )} +;r(131;{¢(y)}) +0(e?) >0, quando € — 0,

para qualquer xg € Q e ¢ € C?(Q) que toca u em xy por cima, isto €, u é
subsolugdo de viscosidade em ) da equacao (3.19). Além disso, se Vi)(xg) =

0, entao ¢ também deve satisfazer

D*i(x0) > 0.

Observacao 3.7 As restricoes Vo(xg) = 0 e V(xg) = 0 sdo usadas da seguinte

forma
lim ¢(y) — (o) <0 e lim Y(y) — ¥ (o) > 0.
v=mo |y — aof? y=ao |y — 2ol
De fato,
o(y) = @(xo) + (Vo(xo), y — xo) + %(D%(%’o)(y — o),y — o) + o(ly — zo[*).

Bao) + 5 (D9l — o),y — o) + olly — o).
< ¢(x0) + o(ly — wol*), quando e — 0,
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jd que D*¢(x0) < 0. Assim,

lim ?(y) — ¢(x0)

<0.
yoeo |y —xof* T

De forma andloga, obtemos a outra desigualdade.

Agora, mostraremos a equivaléncia entre a identidade (3.4) no sentido de visco-
sidade e as func¢oes co—harmonicas.
Teorema 3.8 (Fdrmula Assintética da Média para as funcées oo—harmonicas)*

Dado u € C(2). Temos Aou = 0 no sentido de viscosidade em ) se, e sd se, a equagao

(3.19) wale no sentido de viscosidade em ).

Demonstracao. Comecemos mostrando a equivaléncia das subsolucoes de viscosidade
da equacdo Ay u = 0 e da identidade (3.19).

Afirmacao 1: A,u > 0 no sentido de viscosidade em 2 se, e s6 se,

1
u(z) < 5 <max{u} + min {u}) + o(g%), quando £ — 0, (3.20)
B(z,) B(z,e)

no sentido de viscosidade em ().

Dado zy € Q e ¢ € C*(Q2) que toca u em xy por cima.
Caso L: Vij(zo) # 0.

Pelo Lema 3.5,

2
o) = (&??;W : Bfétiiﬁ“) G )+l quando ¢ 0

(3.21)
Suponhamos inicialmente que u é uma subsolucao de viscosidade em  de A, u = 0,
entao

Ancth(zo) > 0, (3.22)

dai, por (3.21) e (3.22),

(o) (322) % ( max {¢} + min {1/1}) + 0(¢?), quando £ — 0.

B($075) B(xo,a)

Portanto, u ¢ uma subsoluc¢ao de viscosidade da equacao (3.19). Tomemos agora este

ultimo fato como hipotese e demonstremos que v é uma subsolucao de viscosidade da

“Manfredi, Parvianinen e Rossi [25]
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equacao A, u = 0. Notemos que

(o) < % <maX {¥} + min {¢}> o(?), quando € — 0, (3.23)

B(zo,e) B(zo,e)

assim, por (3.21) e (3.23),
Ascth(zo) > 0. (3.24)

Portanto, quando V() # 0, temos que u é subsolugdo de viscosidade em z, de
Asu =0 se, e s se, u é subsolugao de viscosidade em zy da equagao (3.19).

Caso 2: Vi)(x0) = 0.

Neste caso, para mostrar que u é subsolugao de viscosidade da equagao (3.19) a partir da
hipotese de que u ¢ uma fungao co—subharmonica, precisamos a condigao D%*i(xg) > 0

para a funcao teste v. Logo, pela Observagao 3.7,

U(y) — (o)

li > 0. 3.25

yigﬁlo |y — ZE0|2 - ( )
Dai, consideremos o ponto z. € €2 tal que

¥(z:) = min {¢(z)}. (3.26)

|z—z0|<e

Notemos que

e—0 (20,2 B(zo,e)

lim 1nf— [% ( max {¢(z)} + min {¢(x )}) @/)(xo)]
1 1
2 2

e—0 52 ($0 c

= liminf — [2 ( max {7,/1( )} — ¢(m0)) (mln){w(w)} — ¢(Io)>]

> Jiminf ( min {(r)} - w<xo>)

=0 25 B(xo 15

3.26) lim inf 2%2 (Y(z:) — Y(z0))

1 (@) — ¥(xo) 2
= hran_}glf 522 (W ’335 - $0‘
L (Y(we) — (o) |2 — wol?
=3 hrgn_}lglf ( p— = : (3.27)

Ja que z. € B(xg,¢) e de (3.25) e (3.27), obtemos

liminf E <max{¢<x>} +min{w<x>}) - w<xo>] =

=0 € B(xo,¢) B(xo,e)
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sendo assim,

W(w) < 5 <max{¢<x>} +m'm{¢<as>}) +0(c2), quando = — 0.

B(zo,e) B(zo,e)

Segue-se dai que u é subsolugdo de viscosidade em z, da equagao (3.19) quando

Vi(zo) = 0. Por outro lado, supondo que u é co—subharmonica, tem-se

Anctw0) = 3 (V0 VIVYP) ) 2

pois Vi)(zg) = 0. Consequentemente, u é subsolucao de viscosidade em Q de A u = 0.

Afirmacao 2: Au < 0 no sentido de viscosidade em (2 se, e s se,

1
u(z) > = [ max{u} + min {u} | + o(¢?), quando ¢ — 0, (3.28)
2 \ Bze Bz

no sentido de viscosidade em ().

Pela Proposicao 2.5 e a Afirmacao 1, fica provado esta afirmacao. [

3.2 Comparacao com cones

Nesta secao, apresentamos uma caracterizacao geométrica das solugoes de visco-
sidade para a equacao A, u = 0, denominada “Principio de Comparacao com Cones”
e estabelecida por Crandall, Evans e Gariepy [9].

No que segue, vamos introduzir o conceito de cone e exibir uma de suas proprie-

dades.
Definigao 3.9 Sejam xo € RY e a,b € R. A funcgdo

C:RY 5 R

r — C(x)=a+blz — x|,
¢ denominada cone com vértice em xy € RY.

Proposicao 3.10 Dados v € RY e a,b € R, a funcdo cone com vértice em xy € RY,

denotada por C, é uma solugio de viscosidade de Ajou =0 em RN \ {z0}.

Demonstracao. De fato,

IVC(z)| = [b], YV # o,
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sendo assim,
1
A CO(r) = 5<VC(gc), VIVCO(x)]?) =0, Vo € RV \ {zo}.

Portanto, C' é uma solugao classica da equagao A, u = 0 em RY \ {zo}. Entédo, pelo

Teorema 2.7, Ao,C' = 0 no sentido de viscosidade em RY \ {z}. |

Um fato importante para as fungoes co—harmonicas é que elas podem ser carac-
terizadas através da comparagdo com cones. Para mostrar a comparagao com cones,
primeiro definamos o que venha a ser uma funcao satisfazendo o principio de compa-

racao com cones.
Definigao 3.11 Consideremos uma funcao continua u : ) — R.

(i) Dizemos que a func¢do u salisfaz o principio de comparag¢dao com cones por
baizo se para cada subdominio D CC Q, zo € RV \ D e a,b € R, tem-se que

u(z) > C(x) = a+blx — x|, Vo € 0D,

mmplica
u(z) > C(x) = a+blx — x|, Vo € D.

(ii) A fun¢ao u satisfaz o principio de compara¢do com cones por cima se para
cada subdominio D CC Q, 2o € RYN\ D e a,b € R, tem-se que

u(z) < C(x) =a+blx — x|, Yo € 0D,

implica
u(z) < C(x) =a+blx — x|, Vo € D.

(iii) A func¢do u satisfaz o principio de comparagcao com cones se vale o principio

de comparacao com cones por baizo e cima.

Uma outra maneira de reescrever a tltima definicao é da seguinte forma.
Definicao 3.12 Seja u: Q0 — R uma funcao continua.

(i) Diremos que a fung¢ao u satisfaz o principio de compara¢do com cones por

baizo quando para cada subdominio D CC Q, 1o € RV \ D e b € R, vale que

u(z) — bla — wo| > min{u(€) ~ big — wol}. Var € D.
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(ii) A funcdo u satisfaz o principto de comparagdo com cones por cima quando
para cada subdominio D CC Q, zo € RV \ D e b € R, vale que

u(z) — blx — zo| < ?Elgﬁ{u(f) —bl§ — x|}, Yz € D.

(iii) A funcao u satisfaz o principio de comparag¢do com cone se vale o principio

de comparacao com cones por baizo e cima.

Ora, vejamos que as Afirmacoes 3.11 e 3.12 sdo equivalentes.

Proposicao 3.13 As Definicoes 3.11 e 3.12 sao equivalentes.

Demonstracao. Seja u : {2 — R uma func¢ao continua.
[Defini¢do 3.11.(7) = Definicao 3.12.(¢)] De fato, dados um subdominio D CC €,

ro € RY\ D e b € R, temos que
u(z) = blz — x| 2 min{u(&) —bl¢ — zol}, Vo € D,

ou seja,

u(x) > a+ blx — x|, Vo € 0D,

onde a = érn(;)rDl{u(f) —b|¢ — zo|}. E pela implicagdo da definigdo 3.11.(7), obtemos
€
u(z) > a+blx — x|, Vo € D,

isto é,
u(z) = blz — o > min{u(§) —bJ¢ — zol}, Yo € D.

[Definigao 3.12.(i) = Defini¢ao 3.11.(i)] Dados um subdominio D CC ©Q, zo € RV \ D

e a,b € R tais que
u(x) — blx — xo| > Srgérll){u(g) — bl — x|}, Yx € D. (3.29)
Se vale a seguinte desigualdade:
u(z) > a+blx — x|, Vo € 0D, (3.30)
temos que

(3.29) (3.30)
u(z) — blx — x| > gm(%%{u(ﬁ)—b\f—xd} > a,VzeD,
€
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ou seja,

u(z) > a+blx — x|, Yo € D.

[Defini¢ao 3.12.(ii) < Defini¢ao 3.11.(i7)] A prova ¢ analoga as demonstracoes das duas
ultimas implicagoes.

[Definigao 3.12.(ii7) < Definigao 3.11.(ii7)] A prova segue-se das equivaléncias:
(i) Definigao 3.12.(i) < Definigao 3.11.(4)
(ii) Defini¢ao 3.12.(i1) < Defini¢ao 3.11.(i1)

Por conveniéncia do leitor, mostraremos a seguinte implicacao para funcoes que

satisfazem o principio de comparagao com cones por cima ou por baixo.

Lema 3.14 Se u € C(R) satisfaz o principio de comparagcdo com cones por cima,
entio para cada xo € RY e r > 0 tais que B(zo,r) CC Q vale que

u(r) <wu(we) + max {M} |z — x|, (3.31)

£€0B(zo,r) r

para cada © € B(xo, 7).

Demonstragao. Sejam zy € RY e r > 0 tais que B(xq,7) CC Q. Como

B(xo, ) = 9(B(xo,7) \ {0}) U (B(xo,7) \ {z0}),

entao é suficiente provar que a desigualdade (3.31) vale para cada um dos subconjuntos.
Afirmacao 1: A desigualdade (3.31) vale para cada x € 9(B(zo,7) \ {x0}).
Se x = xy, obtemos que

u(z) = u(ze) +  max {%Qiﬂgﬂ}m—mL

£€0B(zo,r) r

Além disso, quando x € 0B(xg,r), tem-se que

u@) —ulw) _ {u@—u(m)}: . {u(f)—u(m)}

|ZI} — l’0| " ¢€0B(zo0,r) |£ — SL’()| £€0B(xo,r) r

ou seja,

u(z) — u(zo) < max {ﬁﬁ:ﬁ@ﬁ}u—%y

£€0B(xo,r) r
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Portanto, como 9(B(xg,r)\{zo}) = 0B(xo,r)U{x0}, temos a desigualdade (3.31) para
cada z € 9(B(zo,7) \ {xo}).
Afirmacao 2: A desigualdade (3.31) vale para qualquer = € B(zo,7) \ {xo}.

Pela Afirmacao 1, temos

u(z) < C(z) =a+blx —xo|, Vo € O(B(xg,r) \ {x0}),
u(§) — u(wo)

onde a = u(xg) e b = max {
,

£€0B(zo,r)
xg e xg & B(zo,7) \ {20}, entdo,

}. Ja que C' é um cone com vértice em

u(z) < C(x) =a+blx — x|, Yo € B(xo,r) \ {z0},

pois a funcao wu satisfaz o principio de comparacao com cones por cima. Mostrando

assim a Afirmacao 2. [ |

De maneira semelhante ao dltimo lema, prova-se que:

Lema 3.15 Se u € C(Q) satisfaz o principio de compara¢ao com cones por bairo,

entdo para cada o € RN er > 0 tais que B(xzo,r) CC Q vale que

o) 2 ulan) + g {HOZE

£€0B(zo,r) r
para cada v € B(xg,r).
Afim de demonstrar a caracterizacao das funcoes co—harmonicas, primeiro garan-

tiremos que se a fun¢ao u é co—subharmoénica ou co—superharmonica, entao u satisfaz

o principio de comparacao com cones por cima ou por baixo, respectivamente.

Teorema 3.16 Se A u > 0 no sentido de viscosidade em (), entdo u satisfaz o prin-

cipto de comparacao com cones por cima.

Demonstracao. Sejam ~ > 0 suficientemente pequeno, b € R e x5 € RY. Considere-
mos a funcao
Y :RY — R
v = h(x) = blr — 20| — y|r — 20

Comecemos mostrando que para cada subdominio D CC Q, o € R¥V\ D e b € R\ {0},

vale que

u(z) — blx — zo| < gg}g{u(ﬁ) —bl§ — x|}, Yz € D.
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Notemos que, para z € RY \ {z0},

r — g

Vi(z) = V(b|lz — zo| — |z — 20]?) = b — 29(x — xy), (3.32)

|z — x0]

2

(VIVYP)(z) = V'<|x_bxo| _27) (&= %)
= V[0 — dbyle — ol + 477 — wol’]
= V[(b- 27|z — )%

_ 4 (M) (z — z0). (3.33)

|z — x|

Por (3.32) e (3.33), para cada z € (R \ {z0}), obtemos

(V(x), VIV (2)[?)

(=g =) oot (2 ) o)

= —2y(b— 27|z — x0|)® < 0. (3.34)

Aoow(m) =

N~ N~

Por outro lado, como a fungao 1 pertence a C*(RY \ {z¢}), tem-se que u — v atinge
seu maximo em D, onde D CC Q e xy € D. Agora, suponhamos, por absurdo, que

u — 1 atinge seu maximo em D. Pela Proposicao 2.6, temos que
Asth(z0) > 0, (3.35)
onde zg € D é o ponto de maximo. Porém, de (3.34) e (3.35),
0 < Axt(z) <0, (3.36)
o que é uma contradicao. Portanto, u — 1 atinge seu méaximo em 0D, sendo assim,

(v~ )(z) < max{(u— ¥)(©)}, Vo € D,
ou seja,
u(x) — blz — 3| + |7 — T0|* < I?EEB{{U(S) —b|¢€ — mo| +v|€ — x0|*}, V2 € D.

Fazendo v — 0 na ultima desigualdade, obtemos

u(z) = blx — zo| < Igleagc{u(ﬁ) — bl — 0|}, Yz € D.
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Em consequéncia, para cada subdominio D CC Q, 7o € RN\ D e b € R\ {0}, vale que
u(z) — blx — x| < éngg{u(ﬁ) —bl§ — x|}, Yz € D. (3.37)
€
Agora, procederemos a demonstragido da desigualdade (3.37) quando b = 0, ou seja,

u(x) < grelg)g{u(f)}, Vo eD.

De fato, fazendo b — 0 na desigualdade (3.37), obtemos a desigualdade (3.38).
Das anélises feitas, mostra-se que para cada subdominio D CC Q, 2o € RN \ D

e b € R, vale que
u(z) — blz — x| < max{u(§) — bl§ — zol}, V2 € D,
£€0D

isto €, a funcao wu satisfaz o principio de comparacao com cones por cima. [ |

Um resultado anélogo para as supersolucoes de viscosidade.

Teorema 3.17 Se A u < 0 no sentido de viscosidade em ), entdo u satisfaz o prin-

cipto de comparacao com cones por bairo.

A partir dos Teoremas 3.16 e 3.17, fica provado o seguinte resultado.

Teorema 3.18 Se A u = 0 no sentido de viscosidade em ), entao u satisfaz o prin-
cipto de comparacao com cones.

Dos Lemas 3.14 e 3.15 e do Teorema 3.18, notamos que se u ¢ uma solucao de
viscosidade em €2 da equacao A,v = 0, entdao para qualquer zo € RY e r > 0 tais que
B(zg, ) CC 2 vale que

Ci(z) < u(z) < Ca(a),

para cada x € B(z,7), onde C; e Cy sdo fungdes cones com vértice em xy definidas

por

Cl : B(IEQ,T) — R

v oo Cio) = uleo) + _min {M} = — 7o

CQ : B(.To,?") — R

z = Oy(x) =u(xg) + max
2(7) (o) §€8B(:v0,r){

ZGEL) PP

r

Ora, vejamos que a reciproca dos Teoremas 3.16 e 3.17 sao verdadeiros.
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Teorema 3.19 Se u satisfaz o principio de compara¢do com cones por cima (por
baizo), entao Asou >0 (Asxu < 0) no sentido de viscosidade em S).

Demonstragao. Sejam zy € Q e p € C?(Q) que toca u em zy por cima. Entao, existe

r >0 com B(xg,r) C  tal que

u(w) — (w) <0 =u(zg) — e(xo), Yw € B(xg,r) \ {zo}- (3.38)
Como u satisfaz o principio de comparacao com cones por cima, entdo para todo y € RY
e 7 > 0 tais que B(y,7) CC 2 vale que

u(z) <wu(y)+ max {M} |z —yl, (3.39)

- £€OB(y,7) T

para cada x € B(y,T).
Afirmacao 1: Segue-se da desigualdade (3.39) que para qualquer y € RY e 7 > 0 tais
que B(y,7) CC Q vale que

(@) —uly) < max {u(€) —u(@)} —2=Y ve e B, (3.40)

= ¢coB(y,r) T — |z —yl

De fato, para qualquer = € B(y,T),

we) < )+ g {1y

£€OB(y,7) r

lz—yl T—|v—y
= a. —|— s
(X {u(§)} - - u(y)

ou seja,

e TR RG]

Multiplicando por — a ultima desigualdade, obtemos

r—lz—yl
[z —y| r .
e Aul€)} o 2 e ule) —u(y)
eyl N L~
(1+ 22 ) - )
RS Lk | RS
= ()+f_‘x_y‘() (1),

isto &,

[z — Y|
u(z) —u(y) < comax {u(§) — u(z)} o=yl
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Afirmacao 2: Temos que

oz0) — o) < Y o (6(6) - p(an)}

7 — |xg — y| €coB(y,7)
onde 7 > 0 é suficientemente pequeno e |y — zg| < 7.
Dados 7 > 0 com B(xg,7) CC B(zo,7) e y € B(xo,7) tais que B(y,7) CC B(xg,r),
notemos que

(3.38) (3.40) |20 —

p(zo) —wly) < ulzo) —uly) < gegjl%(ﬂ{U(ﬁ) - u(:vo)}m

(3.41)
Além disso, para cada £ € 0B(y, ), vale

(3.38)

u(€) —ulzo) < @(§) — (o), (3.42)

pois 0B(y,7) C B(zo,r). De (3.41) e (3.42), obtemos

K
Plao) —ply) = max {0(6) = plwo)}

Agora, denote ¢ = Vo (zo) e A = D?¢(z).
Caso 1: ¢ # 0

Escolher X > 0 suficientemente pequeno e
Yo = T — AVP(x0) = 19 — Aqg.

Pela Afirmacao 2,

olzo) — () < — 00l o (6(6) — ola0)}

T — |ZL’0 — y()’ £€0B(y,r)

logo,

Ml o {6(6) — o(w0)} (3.43)

_ <
P(z0) — d(yo) < 7 — N q| ¢eaB(y,)

pois Yo — xg = —\q.

Segue-se da formula de Taylor que

Bly) = B(zo) + (0,50 — 20) + 5 (Al — 0),0 — ) + (N,

e como Yy — o = —Aq, temos

)\2
b(y0) = d(wo) = Mal” + 7 (Ag, ) + o(N|q]"),
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ou seja,
(w0 — () = Nal? ~ % (Ag.) ~ o(Xlg]). (3.44)
Por (3.43) e (3.44),
Algl

Nal? = 3 (Adg,) — o(Wgl?) < max_{6(6) — 6(x0))

7 — Mq| ¢coB(y.7)
Dividendo por A a tltima desigualdade, tem-se

A

) 1 o 1o lq|
a* = 5{4g,0) = 5ola) < s max {(6) — o(wo)}

e fazendo A — 0,

=

| max {6(6) - d(x0)} (3.45)

2
<
laI” < T ¢€0B(z0,7)

Seja & o ponto onde ¢ atinge seu maximo sobre a esfera, isto €,

o(&) = fearg%;gﬂd)(f)- (3.46)
De (3.45) e (3.46),
lq* < |g| (#(&) — (o). (3.47)

Novamente, pela formula de Taylor,

¢(&r) — d(x0) = (¢, & — mo) + %(A(& — 20), & — o) + o(|& — z0l?). (3.48)

Substituindo (3.48) na desigualdade (3.47), obtemos que

i < (0.6 = ) + A6 — )6 — ) + (s — o))

2
= |g| (q,& — xo) + |2qr| (A(& — 20),& — o) + |g|0(|ff — o) (3.49)
2 A o o
< Mg -+ M (A (E220), 5200 4 Mg
T 2 T T T

Ja que & € 0B(xg,7), a tltima desigualdade é da seguinte forma:

7 P — X P X “
|q|2 S |Q|2+ ’q, <A (5 _ 0) 75 A 0>+M0(r2).
2 T 7 T

ou seja,

7 7

0< <A (5’; — x“) il $0> + 30(f2). (3.50)

Por outro lado, por (3.49),

i< (0 550 4 3 (A (557) 6 - ) + 2ol - anl)
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e fazendo 7 — 0,

. & — 2o
< | : .01
la < <q,g% - (3.51)
Também, lembremos que
§r—xo\ & — o -~ & — o -~
q,lim = |¢| [lim >——| cos @ = |¢| [ lim =——— | cos @ = |q| cos a,
7—0 7 7—0 r 7—0 r
(3.52)
onde « ¢ o angulo entre os vetores Assim, das desigualdades (3.51) e (3.52),
gl < <q, lim i > = lq| cosav.
Dai, a = 0, e portanto,
<i’hm§f _AI0> —1= <i’i>’
gl 7m0 7 lal " lal
sendo assim,
lim & =% _ 4 (3.53)
Ps0 T \q|
Agora, fazendo 7 — 0 em (3.50),
o< {4 hm&—Axo Jiméﬁ_AxO 659 [ 4 (L) 4
Ps0 PO T |q] \q]
ou seja,
0 < (Ag,q). (3.54)

Em consequéncia,
(3.54)
Aod(x0) = (D*¢(x0)V(0), V(0)) > 0.
Caso 2: ¢ =0
De fato,
Aco(0) = (D?*¢(0)V(0), V(10)) = 0 > 0.

Em conclusao, segue-se dos Casos 1 e 2 que para qualquer xyp € Q e p € C*(Q)

que toca u em xy por cima, vale que

Entao, u ¢ uma subsolugao de viscosidade em 2 da equacao Asv = 0.
De modo anélogo, mostra-se que se u satisfaz o principio de comparacao com

cones por baixo, entdao A, u < 0 no sentido de viscosidade em (2. [
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Resumindo a teoria desenvolvida até agora, obtemos uma caracterizagao para as
fungoes co—harmonicas.
Teorema 3.20 (Principio de Comparacao com Cones para as fungdes co—harmonicas)

Uma fung¢ao u € C (L) € uma solugao de viscosidade em S para Av = 0 se, e somente

se, u satisfaz o principio de comparacao com cones.

3.3 Desigualdade de Harnack

Nesta se¢ao, mostraremos uma desigualdade tipo Harnack para A u = 0 analoga

a desigualdade de Harnack® para a equagao A,v =0 com 2 < p < co.

Teorema 3.21 Consideremos Aot < 0 em ) no sentido de viscosidade. Seu > 0 em
B(xo, R) C Q, entdo
u(y) < 3u(z),

onde x,y € B(xo,r) com 4r < R.

Demonstracao. Como A u < 0 no sentido de viscosidade em €2, entao, pelo Teorema
3.17, u satisfaz o principio de comparacao com cones por baixo. Dados r > 0 tal que

4r < R ey € B(xg,r). Temos que
|z — o] < |z—y|+ |y —x0| <3r+r=4r < R, Vz € B(y,3r).
Segue-se dai que
B(y,3r) C B(xg, R),

e portanto.

u>0 em O0B(y,3r). (3.55)

Além disso, do Lema 3.15,

R e L

_ (1_M> a() + T8 i (o)}

3r [E—y|=3r

59 (1 - y|> u(y), (3.56)

3r

5Ver Teoremas B.8 e B.9 do Apéndice.
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para cada x € B(y, 3r).

Por outro lado, para quaisquer z,y € B(xq,r), temos
|z —y| < |z —x0| + |y — 20| < 21,

assim,

1

T — 1
_| 37"y’ >3 Va,y € B(xg,r). (3.57)

Também, ja que B(xzo,r) C B(y, 3r), pela desigualdade (3.56),

u(z) > (1 i yl) u(y), Yo € B(xg, 7). (3.58)

3r
Das desigualdades (3.57) e (3.56),
u(y) < 3u(z), Vo € B(z,r).
Além disso, consegue-se provar a partir da tltima desigualdade que
sup u(y) <3 inf wu(x), (3.59)
B(xzo,r) B(wo,r)

onde 4r < R, quando u é uma supersolucao de viscosidade em €2 da equagao A, v =0

e ndo negativa em B(xg, R) C Q. [ |

Teorema 3.22 (Desigualdade de Harnack para as fung¢oes co—superharmonicas)
Seja u uma funcao nao negativa em € tal que A u < 0 no sentido de viscosidade

em ). Entao, para qualquer subdominio limitado € CC ), existe uma constante
c=c(N,Q,Q) tal que

sup u < cinf u.
Q/ Q/

Demonstragdo. Dado xy € 2 e uma bola B(zg,7) C . Pela desigualdade (3.59),

temos que

sup u(y) <3 inf wu(x). (3.60)
B(zo,r) B(zo,r)

Seja ¥ CC Q. Escolher xq, x5 € () tais que
u(zy) =supu e u(xg) = infu.
Q/ Q/

Dado um caminho fechado I' C €' que une os pontos z; e x5, tomemos R’ > 0 tal que

AR’ < dist(T,9).
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Pelo Teorema de Heine-Borel-Lebesgue®, temos que I' pode ser coberto por um ni-
mero finito m de bolas de raio R’. Aplicando a desigualdade (3.60) em cada bola e

substituindo em cada desigualdade obtida, obtemos
u(zy) < 3"u(xs).
Consequentemente, da anélise feita, existe uma constante positiva c tal que

sup u < cinf u.
Ql Q/

Ver 20, Teorema 23 do Capitulo 1].



Capitulo 4

Unicidade de solucao de viscosidade

para (Px)

O nosso objetivo neste capitulo é demonstrar a unicidade de solucao de viscosi-

dade para o problema:

Asju =0, em €,
(Poc)
u =g, em 0f),

onde ¢ : 92 — R é uma funcao lipschitziana, pois no Teorema 2.19, foi mostrado a
existéncia de solucao de viscosidade para o problema (P,). Para isso, continuaremos

trabalhando com os argumentos de Jensen [17] e a estrutura dada por Lindqvist [22].

4.1 Resultados relevantes para a unicidade de solucao

Nesta secao, vamos a estudar os resultados e conceitos desenvolvidos pelos mate-
maticos Crandall, Ishii e Lions [11] e também de Koike [19] para demonstrar a unicidade

de solucao de viscosidade.

Proposicao 4.1 (Crandall-Ishii-Lions [11])

Sejam F,G € C(A), onde A é um dominio limitado e G > 0. Além disso, para cada

a > 0, consideremos
M, =sup{F(z) — aG(z)}.

zEN

Se —oo < lim M, < < € z, € A satisfaz

a—r00

lim [M, — (F(za) — aG(z4))] <0,

a—0o0
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entao,
1) lim (aG(z4)) =0,
a—r00

2) G(2)=0 e

3) lim M, = F(2) = sup {F(2)},

a—00 G(Z)ZO

onde 2 € A tal que z, — % quando o — 0.

Demonstragao. Para qualquer o > 0, consideremos
0o = My — (F(z4) — aG(24))- (4.1)

Logo, pela hipotese,

0o = a <0 quando o — oo. (4.2)

[Prova de 1)] Se a; < asg, entdo,
F(2) — aeG(2) < F(z2) —anG(z), Vz € A,
pois G > 0. Assim,

sup{F(z) — aaG(2)} < sup{F(z) — a1G(2)}, se a1 < ag,
zEA z€A
ou seja,

M,, < M,,, se o < ay,

e portanto, M, decresce quando « cresce. Por outro lado,

My = sup{F(z) - SG(2)}

zEA

v

e

N

I
|

e
=
|

QOq
+
| Q
Q
—
N

Q

N—

implicando em

2(Mg — My +6a) 2 aG(za).

Dali,

(4.2)
lim (aG(2,)) < lim [2(Ma — M, + 04)] = lim 26, < 0. (4.3)

a—0o0 a—0o0 a—0o0



83
Além disso,

lim (aG(z,)) > 0, (4.4)

a—r00
pois aG(z,) > 0, para cada a > 0. Em consequéncia, pelas desigualdades (4.3) e (4.4),

lim (aG(z,)) = 0.

a—r 00

Assim fica demonstrado o item 1).

Agora, tomemos uma sequéncia (a;,) tal que

~

Qp —> 00 €  Z, —Z.

n—o0o " n—oo

[Prova de 2)] Pelo item 1), temos que

a,G(2a,) — 0, (4.5)

QU —>00
logo,
lim G(z,,) =0,

n—oo
e segue-se da continuidade de G que G(2) = 0.
[Prova de 3)] De (4.1),

F(za,) — 0nG(za,) = M,, —da

n

= szg{F (2) — nG(2)} — da,
> sup {F(2) — a,G(2)} — ba,
G(z)=0
= sup {F(2)} — da,-
G(z)=0

Segue-se dai que

n—00 n—r00 n—=00 \ G(2)=0

lim (F(za,) — @nG(2a,)) = Um (M,, — d4,) > lim ( sup {F(z2)} — 5%) .
Assim, de (4.5) e (4.2),

F(2)= lim M,, —a> sup {F(z)} —a.
n—00 G(z):O

Logo,
(4.2) A£2
F(z) > lim M,, > sup {F(2)} > F(2),

n—o0 G(Z)ZO
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e portanto,

F(2) = lim M, = sup {F(2)} (4.6)

a—00 G(Z):O

Um caso particular da Proposicao 4.1 é a seguinte sentenca.

Proposicao 4.2 Sejam u,w € C(52) e

My = s fule) = wly) - 3o = o},

z,yef)

para cada j € N. Se —oo < lim M; < oo e (z;,y;) € Q X sdo tais que

Jj—00

. J
lim [Mg‘ - (u(%‘) —w(y;) — Slw; — ?Jj|2)} <0,
j—00 2
entao,
1) lim (jlz; —y;1*) =0, e
J—00

2) lim M; = u(z) — w(z) = sup{u(z) — w(z)},

Jj—roo €

onde & € Q tal que v; — 3.
j—00

Demonstracao. A demonstracao segue pela Proposicao 4.1 fazendo as seguintes con-

sideracoes:
e m=2N,
e A =0 xQ,
o z=(z,9),

o F(2) = F(z,y) = u(z) — w(y),
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No que segue vamos definir dois conceitos que vao ajudar a estabelecer uma

caracterizagao para as solucoes de viscosidade.

Definicao 4.3 Seja u : Q0 — R uma func¢ao. O conjunto
1
{(8.0) € MY x8¥ s uty) < ute) + (8o =)+ X = ha =)+ olly — ),y )

¢ denominado superdiferencial de sequnda ordem de u em x € Q e denotado por
J>Tu(x) ou D*Vu(x). Além disso, o conjunto

{08,200 € N9 8% s uty) 2 ute) + (8o~ ) 4 30X = )2 = )+ olly — ),y )

¢ denominado subdiferencial de sequnda ordem de uw em x € ) e denotado por
J>~u(x) ou D*~u(x).

De acordo com a definicao dada, temos o seguinte corolério.

Corolario 4.4 .

(1) Para cada x € Q, temos

— J* () (2) = T u(x).

(2) Se J*FTu(x) N J> u(z) # 0, entdo Vu(x) e D*u(z) existem e

JE () N J* u(r) = {(Vu(x), D*u(z))}.
Demonstracdo. Comecemos mostrando o item (1). De fato,

(5.X) €~ (~u)(x) & (~B,~X) € I (~u))
& —uly) < —ula) + (~B.y — o)+ Z{~X(y— )7~ )
Yolly — P’
& uly) 2 ulw) + {5y — ) + 3 (X —2),7— )
Yolly — =P
& (8,X) e S u(x).

Por outro lado, a demonstragao do item (2) é uma consequéncia direta da defini-

¢ao. [ |
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Proposicao 4.5 (Koike [19])
Dados v € C(2) e x € Q. Eriste uma sequéncia (x,,) € {2 com x, — x tal que

J* u(z,) # 0, Yn € N,
Além disso, existe uma sequéncia (T,) € Q com &, — x tal que

J*u(i,) # 0, Vn € N.

Demonstracao. Dado x € 2, podemos escolher r > 0 tal que B(x,r) C €. Para cada

g > 0, consideremos a funcao

F.:B(z,r) - R

y — F(y)=uly) - ly =,

3

Como F. é continua e B(x,r) é compacto, existe x. € B(x,r) tal que

F.(z.) = max {F.(y)}.

yeB(z,r)

Portanto, para qualquer € > 0, podemos escolher x. € B(z,r) tal que

u(z.) —e Mo — 2| = max {u(y) — e 'y — z|*}. (4.7)
yEB(m,r)

Assim, para cada € > 0,

2 — ol = = u(zs) = max {uly) -y — 2P} ),
yEB(z,r)

e portanto,
lim |z, — z|* = 0,
e—0
ou seja,
Te — T. 4.8
c e—0 ( )

Logo, podemos supor que

xe € B(x,r), para e ~ 0.

Além disso, da identidade (4.7),
u(y) — ety —2* <u(z.) — e Ha. — 2|?, Yy € B(z,r).

ou seja,

u(y) < u(ze) + ey — 2 — o — 2l”), Yy € B(a,7). (4.9)
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Também, para cada y € B(x,r),

ey —al’ =l —2f) = e ({yy) — (@e ze) — 2w,y — 22))
= ¢ gy — 2+ o) — (w2 —y +y) — 2z,y — 22))
= ' ({y+ oy — ) — 2a,y — o))
= e ((Y+aey —ze) + 202 — 7+ 22,y — 22))

= (26*1($5—w),y—$5>+( ( — %),y — Te))
_ 1
= (27w —2),y —we) + (27 Dy — we)y — 22),
(4.10)
onde I é a matriz identidade de ordem N x N.
Agora, substituindo (4.10) em (4.9),
_ 1 _
uly) < ule) + (267 (e — @),y —we) + (267 )y — w),y — x)),
para qualquer y € B(x,r). Segue-se dai que podemos considerar
B=2Ha.—x) e X=2"I
Em conclusao,
(2e Nz, — x),2e7 ) € J*Tu(z.), (4.11)

Ora, para cada n € N, consideremos ¢ = 1. Por (4.8) e (4.11), existe uma sequéncia

(z,) € Q com z,, — x tal que
(2n(z, — x),2nl) € J*Tu(z,), Vn €N, (4.12)

sendo assim,

JPu(z,) #0, Vn e N. (4.13)

Por outro lado, pelo item (1) da Observacao 4.4, mostra-se que existe uma sequén-

cia (Z,) € Q com &, — x tal que

J*u(i,) # 0, Vn € N.
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Defini¢ao 4.6 O fecho de J*Tu(z) € definido como

J2Hu(z) = {(B,X) e RY x SV : J(z,) € Q,3(Bn, Xn) € J>Tu(z),
(xn’u<xn)vﬁan) m (JZ,U(:E),B,X)}

Também, o fecho de J> u(x) € definido como
J2-u(z) = {(B,X)eRY xSV : 3(z,) € Q,3(Bn, Xn) € J> u(z),
(o ul@), B X) —— (2,u(@). 8, X))
Da Definigao 4.6, é facil ver que:
JE u(z) € J2Fu(z) e JPu(z) € JE ().

Teorema 4.7 (Koike [19])

Consideremos a funcao continua

Fro OxRxR¥xsSY - R
(x,t,8,X) — Fylx,t,p,X)=(Xp,p).

Se u: Q) — R uma funcao continua em €, as sequintes afirmacoes sao equivalentes:
(a.1) Fy(z,u(z), Vu(z), D*u(x)) > 0 no sentido de viscosidade em .
(a.11) Se para cada x € Q e (B, X) € J>Tu(z), temos que

Foo(z,u(z), s, X) > 0.

(a.iii) Se para cada x € Q e (,X) € J>Tu(x), tem-se que

Foo(z,u(z), s, X) > 0.

Além disso, as sentencas:

(b.1) Fe(z,u(z), Vu(z), D*u(z)) <0 no sentido de viscosidade em ,

(b.11) se para cada v € Q e (8,X) € J* u(x), temos que Fy(x,u(x),3,X) <0, e
(b.iii) se para cada x € Q e (B,X) € J2~u(x), tem-se que Fs(z,u(z),5,X) <0

sao equivalentes.
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Demonstracao. [(a.ii) = (a.7ii)] Sejam z € Q e (8, X) € J?>Tu(zx). Pela Definigao

4.6, existem (z,,) C Qe (B, X,,) € J>Tu(x) tais que
(xna u(xn)a 5naXn) m (.I,U(Z’),ﬁ,X)

Pela hipoétese, temos que

Foo(zn, u(y), Bn, Xp) 2> 0.
Agora, fazendo n — oo, obtemos
Foo(z,u(z), 8, X) >0,

pois F, e u sao continuas em seus respectivos dominios.
[(a.i73) = (a.i)] Dados z € Q e ¢ € C?*(Q) uma fun¢ao que toca u em x por cima.

Entdo, existe r > 0 com B(z,r) C ) tal que

u(y) —(y) <0=u(x) =), Vy € Blz,r) \ {z}. (4.14)

Aplicando a féormula de Taylor a fungao v, tem-se que

0(0) = ¥() + (V) y — ) + S (DP6(a)y — ), — ) +olly — af?), y = .

Substituindo a ultima identidade na desigualdade (4.14), encontramos

uly) < ula) + {V(a),y — ) + S (DRH()y — ), 7 — 9+ olly —2P), y =

Logo,
(V(z), D*()) € J* u(z),

e portanto,

(V(z), D*(x)) € J*Fu(),
pois J2>Fu(z) C J2Fu(z). Por hipotese, vale que
0 < Foo(w, ¥(2), Vi (x), D*¥(2)).

Em consequéncia, Fi,(z, u(z), Vu(z), D*u(z)) > 0 no sentido de viscosidade em .

[(a.i) = (a.it)] Sejam = € Qe (8, X) € J>Tu(z). Logo,

uly) < ule) + (B — )+ S(X(y — 2),2 — ) +olly — ), y - .
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Também, existe! wy € C([0,00), [0,00)) tal que wo(0) =0 e

1 1
o () = ) = (B =) = X (=) =) ) < wolly =)

para cada y € B(x,r) \ {z}. No que segue consideremos a fungao:

w:(0,00) — R

r — w(r) = sup wo(t).
te[0,7]

Assim,
1
u(y) < u(@)+ B,y —2) + 5 (X(y =), 2 —y) + |y — 2f*w(r), Yy € Bla,r). (4.15)
Agora, defina

¢Y:Bx,r) - R

y o () = ule) + {8,y — ) + 5 (X —2),7— y) + 2y — al),

() = /t . ( / QSw(r)d'r) ds. (4.16)

Note que ¢ € C*(B(z,r)) e

onde

(8, X) = (Vi (x), D*¢(2)). (4.17)

Além disso,
u(y) —¥(y) <0=u(z) —¢(z), Yy € B(x,r) \ {z}, (4.18)

isto é, v é uma funcao que toca u em x por cima. Entao, por hipotese,
Ascth(z) > 0,

ou seja,
0 < (D*P(x)Vi(2), V(@) = (XB, B) = Fuo(z, ul(z), B, X).

O mesmo argumento pode ser usado para mostrar a equivaléncia entre (b.i), (b.i7)

e (b.iii). ]

Ver Proposicdo B.4 do Apéndice.
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4.2 Unicidade

Iniciemos considerando duas equagoes auxiliares com parametro € > 0 e a equacao

oo-laplaciano:

max{e — |Vv|,Av} =0, (equacdo superior),
Av =0, (equagao oo-laplaciano),
min{|Vov| —e, Ay v} =0,  (equagado inferior).

J’_

Por outro lado, fixando £ > 0, sejam u,

, Up € u,; as solugoes fracas dos problemas:

Apju=—ePt em Q, Apu=0, emQ, Apu=¢eP~t em Q,

u=gq, em 0f2, u=g, em S, u=g, em OS2,

respectivamente, onde Q@ C RY é um dominio limitado com fronteira suave, g €
CQUONWP(Q)e N <p < oo.

_l’_

A proxima proposigao estabelece uma relacao de ordem entre as fungoes w7, u,
e u;
Proposicao 4.8 Temos que as funcoes u), u, e u, satisfazem a desigualdade:
+
u, <wu, < U,
Demonstracao. Como u; é a solucgao fraca da equagao A,u = —eP~!, entdo
Ayu; + 771 < 0 no sentido fraco. (4.19)
Também,
— —1 .
Apu, — """ > 0 no sentido fraco, (4.20)

pois u, ¢ a solucdo fraca da equacio Ayu = eP~'. Seja n € C§° com 1 > 0. Por (4.19)

e (4.20),

/Q< \Vu! P2Vul, Vin)de — eP~! /Qndm >0, (4.21)
e
/( Vu, [P*Vu, , Vin)dz + 5”_1/ ndx <0, (4.22)
0 0

Logo, combinando (4.21) e (4.22),

/( Vu, P2Vu, — |[Vu! P?Vul, Vn)de + 26771 / ndx < 0.
Q Q
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Sendo assim,

/(]Vup\”QVup — |[VuS P*Vul, Vi)da <0,
Q

)t
> —u; )", obtemos

pois / ndz > 0. Ora, escolhendo n = (u;,
Q

p

/Q< |Vu;|p_2Vug - |Vu;|p_2Vu;, V(u, —uy)")dz <0,

assim,

[ TS [ (; —))ds <0
Up >Up

Aplicando a Desigualdade de Tartar? na tiltima desigualdade, obtemos

cp/ . IV (u, —u))|Pdx <0,
{up >up'}

logo,
/ IV (u, —u))"Pdz <0. (4.23)
Q

Por outro lado, pela Proposicao A.10,

> —uh)t e WyP(9Q), (4.24)

(up

pois (u, —u;)* =0 em JQ. De (4.23) e (4.24),

[ (u, — U;>+||ngp(sz) =0,

Segue-se dai que u, < u; . De maneira semelhante a anéalise feita para provar a tltima

. - +
desigualdade, mostra-se que u, < wu, e u, < u,. [

Lembremos que as solucoes fracas u}‘f, uy € u, também sao solugoes de viscosidade
dos problemas (P).), (P,) e (P,_), respectivamente’.

Agora, considere uma sequencia (p) que tende para infinito tal que

u, +h~, w,—h e u’ — h", uniformemente em Q. (4.25)

Pela Proposicao 4.8, vale a seguinte afirmacao.

Proposicao 4.9 As funcoes h™, h e h* possuem a mesma relagao de ordem que as

aplicagoes U, Up € u;j, 15t0 €,

h™ <h<h". (4.26)

2Ver Proposicio B.5 do Apéndice.
3Ver os Lemas 2.17, 2.10 e 2.23.
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Ja que u, e u; sao solugoes fracas das equagoes Ayu = P! e Aju = —eP™ 1

respectivamente, entao

/(quﬂp 2Vu , Vn)dx = 1/77d:1:, (4.27)
Q

/< |Vu;]p_2Vu;, Vn)dr = —P™* / ndzx, (4.28)
Q Q

onde n € Wy*(€). Tomando 1 = ut —u, e de (4.28) e (4.27), obtemos
/Q< \Vul P2Vt — |V, P2V, V(u) — u)))de = 26771 /Q(u; —u, )dz.

Aplicando a Desigualdade de Tartar* com coeficiente ¢, = 2277, temos que

26”_1/9(u; —u, )dr > 22_7’/Q IV (u,y —u, )|Pdz.

Logo,

/lV o )[Pde < &?pl/ﬂ(u;—up)dx

_1/ Auy — uy | Az,
0
e pela Desigualdade de Young?®,

p —-q
|V J)Pde < &Pt A—]u* —u [P+ At dx
o\p " 7 q
AP A¢
< et (—/ uy — u, [Pdx + —|Q|) :
P Ja q

Usando a Desigualdade de Friedrichs® no lado direito da tdltima desigualdade, tem-se

21—p/|v |pdx < 517_1( (diam(Q /|V |pd$+>\—|Q|)

IA

p—1 i)
= O\ diam(Q / V(i) — ;) Pz L e
p 4q
Escolhemos A tal que
p—1
E (Adiam(Q))? = 277 (4.29)
p

Assim,

(217 — (/ V(] |pdx) < ETATIP
qp

4Ver Proposicio B.5 do Apéndice.
5Ver Proposicdo A.4 do Apéndice.
6Ver Teorema A.14 do Apéndice.
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ou seja,

v A QI )
([t appar)} = S sy
ql)

Ja que uf —u; € WyP(Q), vale

p—1 —q 1

_ er A7 |Qp o1
”u;r_upHWOI’p(Q) < —1(21 P27 "h,
qP
Segue-se dai que
_ ce p Qlr _ o1
luy —uy =@ < %(21 P—27P)", (4.30)
qP

pois Wy (Q) esta contido continuamente em L™() para p ~ oo, onde ¢ > 0 é uma

constante. Logo,

It =l < I =l + = 3 ey + 1A = 5 [l
4.25),(4.30 Q
( )<( : €+w(21*p—2*”)_%+5, para p & oo.
qp

Fazendo p — oo na ultima desigualdade,
|hT — W7 || 1) < €+ ce 4+ e = ec,
onde ¢* =1+ ¢+ 1. Em consequéncia,
ht < h™ +ec”. (4.31)

De (4.26) e (4.31),
h™ <h<h"<h +ec. (4.32)

Agora mostraremos um lema que serao relevantes para mostrar a unicidade de
solugdo do problema (P,). Denotemos as funges obtidas nos Lemas 2.15 e 2.22 por
ut e u”, respectivamente. Além disso, pelos Teoremas 2.19 e 2.24, as aplicacoes u™t e
u~ sao as solucoes de viscosidade das equagoes superior e inferior, respectivamente.
Lema 4.10 (Jensen [17]) Se u é uma subsolucdo de viscosidade da equag¢io Av =0
em Qeu<g=u" em 00, entio u < u™ em Q. De forma semelhante, tem-se que
se u € uma supersolucao de viscosidade da equag¢ao Asv =0 em Q eu™ =g < u em

092, entao u~ < u em ). Resumindo ambas implicagoes, afirmamos que se u € uma

solucao de viscosidade da equacio Asv =0 em Q e u = g em OS2, entdao

uw <u<ut em Q.
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Demonstragao. Como u™' pertence a C(Q) N W1(Q), podemos tomar ¢ > 0 tal que

ut + ¢ >0 em Q. Entdo, sem perda de generalidade, consideremos
vt >0 em €,
Notemos que é suficiente mostrar que
max{u — u*} < max{u —u'*}, (4.33)
Q El9)
pois se a desigualdade ¢é verdadeira, entao, por hipotese,
—ut} < —ut} <0
mgx{u ut} < I%%X{u u'} <0,

logo,

uw—ut <0 em Q,

ou seja,

u<u" em €.

Para demonstrar a desigualdade (4.33), suponhamos, por absurdo, que
_ ot
mgx{u u't} > r%%x{u u'}
Definamos a funcao

f:(0,00) —- R

t — f(t)=In(1+a(e - 1)),
onde a > 1. Note que, vale a seguinte desigualdade:
0< f(t)—t<lna, ¥Vt € (0,00), (4.34)

Para mostrar a tltima desigualdade, primeiro suponhamos o caso contrario a desigual-

dade do lado esquerdo de (4.34), isto é, existe t* > 0 tal que
f(t") =t <0.

Ja que a funcdo exponencial é crescente, entao

ef(t*) S et*

Y
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ou seja,
1+a(e!” —1) <el,
assim,
0>1—a+e (a—1)=(a—1)(e —1),

o que ¢ absurdo, pois @ > 1 e e/ > 1. Mostrando assim a desigualdade:
0< f(t)—t, Vt € (0,00), (4.35)
Por outro lado, considerando a funcao

H:[0,00] — R

t = H({)=[f(t) -t

temos:

H'(t)>0 e H(t)> H(0), (4.36)

Sendo assim, H é uma funcao estritamente crescente. Além disso,

e/~ = (1 +a(e' — 1))e™ —a= e
—00

e portanto,

f(t)—t <lna, Vt € (0,00).

Consequentemente, fica demonstrado a desigualdade (4.34). Ora, observe que

" _d ael
=y <1+a(et— 1))
ae'(1+a(e! — 1)) — (ae')?
(1+a(et —1))2
(ae)?
~ (a—-1) (1+a(ett—1))2
f405)

aet

= —(a—1) (4.37)

Dados 29 € Q e ¢ € C?(Q) uma fungao que toca u™ por baixo em x( e seja ¢ = f o ¢.
Notemos que, para cada 7,5 € N,

dp  O(fo9)

- f,(¢)¢$z (4'38)
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8290 o a / e !
Logo,
- Y 0 9p O
AOO()O i1 8@ 8_31:] 8@8%
4.38),(4.39 N N
S (000, Bin, + 3 (F () (0)(00) (0,
N
= (PO 2t + (F()*F(9) D (62)%(s,)’
Dai,
N N
Ao = (f'(0)* Dt + (f'(0))*f" () (Z(aﬁxi)?) ( (%)2)
= (£(9))* At + (£'(0)*f"(9) VeI, (4.40)
pois

D (62 (0n,)" = (Z(%P) <Z(¢%)2> .

ij=1 i=1 j=1
Por outro lado, temos que

(f'(¢(0)))* Asc(o) < 0, (4.41)

ja que u™ é supersolucdo de viscosidade da equacdo superior e f'(¢(xy)) > 0. Por

(4.40) e (4.41), no ponto x,

g < (FORF@)ITf
D (p(o)a - LD

ae?

= —(a—1a e (f(9)"|Vel* <.

Vol

Além disso, ja que” |Vo(zo)| > € e a > 1, obtemos
Acep(0) < —(a— L) e @ (f'(¢(xo)))"e". (4.42)
De (4.42),

Asp(zg) < —(a—1)a e I2legt

"Pois ¢ ¢ uma funcdo teste para a supersolucdo de viscosidade u™, ou seja, ¢ < |V(xg)| e
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pois 0 < f'(t) — 1. E tomando —p = —(a — 1)a" e 1¢l=c* < 0, temos que
Asip(rg) < —p<0.
Também,
V(o) = [V(f 0 0)(xo)| = ' (¢(w0)) Ve (wo)| > [Vd(zo)| > .

Ora, observe que

w(zo) — p(x0) = (fou™) (o) — (f 0 ¢)(wo) = f(uT(x0)) — f(P(20)) =0

1+ a(e* @ —1)
14 a(e?® —1)

w(z) — p(x) = f(u'(z)) - f($(z)) =In ( ) >0, Vo € 2\ {xo}.

Portanto, ¢ = f o ¢ é uma funcao que toca w por baixo em xy. Em consequéncia, da
analise feita,

Ap(zg) < —p <0 e |Ve(z)| >¢, (4.43)

onde ¢ é uma funcao que toca w por baixo em .

Por outro lado, fixemos a ~ 1 tal que

0< flu™) —u" =In(1+a(e” —1)) —u* <9,
ou seja, f(ut) ~u™, e portanto,

mgx{u —w} > r%?zx{u —w}, onde w = f(u'),

- ot ot
pois mgx{u u }>I%%X{u u}.

Agora, para cada j € N, consideremos as fungoes,

R
Li(z,y) =u(x) —w(y) — %‘x oy

Podemos considerar um ponto de méximo (z;,y;) da funcdo L; em Q x Q, pois L;é

continua. Pela Proposicao 4.2, tem-se que

lim (j]a; — y,]*) = 0

Jj—o0
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lim L; = u(2) — w(#) = sup{u(z) — w(z)},

Jj—o0 e

onde 7 € Q tal que z; — #. Além disso, j4 que mgx{u —w} > r%%X{u —w}, £ €Q
Jj—oo

e 2 ¢ um dominio, entao, para j &~ oo,
(xj,y,) €Q e x5,y =€
Do Teorema de Ishii®, existem X;,Y; € SN tais que

Uy —w5), X;) € PPrula;), (lx; —w;)Y;) € JPw(y;) e X; <Y

Aplicando o Teorema 4.7, obtemos

7K — ), (x5 — y;)) =0 (4.44)
7Yy = yy), (25 — ;) (23) —p <0. (4.45)

Subtraendo (4.44) de (4.45),
JHYG = X) (@5 — ), (25 — ) < —p <0 (4.46)

Esta dltima desigualdade é uma contradigao, pois X; <Y, ou seja,

0 <((Y) — X;)E,€), VEERY,
assim, em particular,

(Y = Xj)(; — wj), (25 —5)) = 0.

Em conclusao, a suposigao

mgx{u —ut} > I%%X{u —ut}

é falsa, e portanto,
—_ Tl < e
mgx{u u }_I%%X{u u't}.
Logo,

u<ut em Q.

8Ver Teorema B.7 do Apéndice.
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Agora, suponhamos que o problema (P,,) possui duas solugoes u; e uy. Entao,
pelo Lema 4.10,

u” <wup,u, <utoem Q.

Segue-se dai que
(4.32) (4.32)
—e < u—u <y —uw<ut —um < g
e fazendo € — 0, obtemos que u; = uy. Portanto, o problema (P, ) tem uma unica

solucao de viscosidade. Em decorréncia, fica demonstrado o seguinte resultado classico:

Teorema 4.11 (Teorema de existéncia e unicidade para (Ps,), Jensen [17])
Sejam Q0 C RY um dominio limitado com fronteira suave e g : 02 — R uma funcio
lipschitziana. Entdo, existe uma tunica solugio de viscosidade u € C(2) N WHe(Q)

para o problema oo-laplaciano:

Asu=0, em €,
{ "

u=g, em 0f),

Depois da anélise feita para mostrar a existéncia e unicidade de solucao de vis-

cosidade do problema (P4), a duvida natural que surge no leitor é:

Podemos garantir o mesmo resultado quando o termo da esquerda da primeira

equagao do problema (P,,) é nao nula?

Veremos no proximo capitulo que a resposta para esta davida é afirmativa impondo

condicoes adequadas.



Capitulo 5

Existéncia e unicidade de solucoes de

viscosidades para (P r)

Este capitulo serd dedicado a provar a existéncia e unicidade de solugao de vis-

cosidade para o problema (Ps r), isto é,

Acu=F, em Q,
(Poo,F>
u=gq, em 0f),

onde Q C RY & um dominio limitado com fronteira suave e g : 9Q - Re FF: Q — R
sao fungoes continuas tal que 1nf F>0ou supF < 0. As ideias a seguir para mostrar
isso estao essencialmente baseadas nos trabalhos de Lindqvist [22, Se¢ao 10] e Lu-Wang
[24, Secoes 2 e 3].

Embora tenhamos assumido até o momento que nossas fungoes sejam continuas
na Definicao 2.16, mostraremos que as fungoes semicontinuas que sao supersolugoes
ou subsolucoes de viscosidade de A v = F' sdo necessariamente continuas. Portanto,
podemos redefinir o que é uma solucao de viscosidade.

Definicao 5.1 Consideremos a funcio continua E : Q x R x RY x RV — R ¢ uma

fungao F : Q2 — R limitada e continua.

(i) Uma fungao semicontinua inferiormente u : Q — R é denominada supersolug¢do

de viscostdade em ) da equacao

E(z,v,Vv,D*) = F em 4,
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se para cada o € Q e ¢ € C*(Q) que toca u em xy por baizo temos

E(z, ¢(20), Vé(10), D*¢(x0)) < F(20).

De maneira simples, afirmaremos que ‘E(x,u,Vu, D*u) < F no sentido de vis-
cosidade em ).

(i) Uma funcio semicontinua superiormente u : ) — R € denominada subsolug¢do

de viscostdade em ) da equacao
E(z,v,Vv,D*) =F em (,
se para cada o € Qe p € C*(Q) que toca u em xy por cima tem-se

E(z0, o(x0), Vo(zo), DQSO(%)) > F(xo).

De maneira simples, afirmaremos que ‘E(x,u,Vu, D*u) > F no sentido de vis-

cosidade em €.

(11i) Uma fungao u: 2 — R é denominada solugdo de viscosidade da equagao
E(z,v,Vv,D*) =F em (,

se u € uma supersolucao e subsolucao de viscosidade em €. De maneira simples,

afirmaremos que ‘E(x,u, Vu, D*u) = F no sentido de viscosidade em Q.

As préximas proposicoes mostram que as funcoes semicontinuas que sao super-
solugoes ou subsolugoes de viscosidade da equacao A, v = F também sao continuas,

quando F' =0 ou F # 0.

Proposicao 5.2 Se ' = 0, as supersolucoes e subsolucoes de viscosidade em € da

equacio Asov = F sao continuas em Q.

Demonstracao. Seja u uma subsolucao de viscosidade em  da equacao Ay v = 0.
Logo, por definicdo, u é semicontinua superiormente. Dados zy € 2, r > 0 tal que
B(zg,2r) CCQ e

M = max {u(z)}.

B(zo,2r)

Notemos que M < oo. Escolhemos uma sequéncia (z;) C B(xo,r) tal que

r; ——x9 e lim u(r;) = liminfu(z). (5.1)

j—0o0 j—00 T—x0
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Como u é uma subsolucao de viscosidade em €2 da equacao A, v = 0, entao, pelo
Teorema 3.16, u satisfaz o principio de comparacao com cones por cima. Se |z —xz;| <r
e aplicando o Lema 3.14, temos que

we) < ule)+ e {HEHE g

£€0B(z;,r)

M
= u(z;) + 7|$ — ;] —

|z — x| M
= u(zy) (1—% +7|$—l’j|,

assim,
u(z) — Yo —
u(‘r3> > le—z,]| : (52)
1 — 2=zl
Ja que x; — w9, entao existe j, € N tal que
To € B(Zﬁj,’f’), Y7 > 7. (53)

De (5.2) e (5.3),

M
u\x — — Ty — T3
U(l'j>2 (0) T" 0 .7|

1 — lzo—2;| ’

T

e fazendo 7 — oo, obtemos

N
Tim u(z;) = u(eo)

Logo,
5.1

u(zo) < lim u(zx;) G jim infu(z) <limsupu(z) < u(zy),
J—00 T—X0 T—T0

ou seja,
(o) = lim (),
e portanto, u é continua em xy. Em conclusao, u é continua em €2, pois zy € um ponto
arbitrario de €2.
Por outro lado, se u € uma supersolucao de viscosidade em €2 da equacao A v = 0,
entao, pela Observagao 2.5, —u é uma subsolucao de viscosidade em {2 da equacao

Ay v = 0. Da analise feita para subsolucoes de viscosidades, temos que —u é continua

em (). Assim, u é continua em (). [

Proposicao 5.3 Seja F' # 0. Se F limitada, as supersolucoes e subsolucoes de wvis-

cosidade em Q da equacao Asv = F sao continuas em Q. De forma especifica, as
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supersolugoes de viscosidade em  da equacdo Asov = F sdo continuas em €2, sempre
que I seja limitada superiormente. Além disso, as subsolucoes de viscosidade em Q) da

equagcao Nsov = F sao continuas em S, quando F' € limitada inferiormente.

Demonstracao. Seja u uma supersolucao de viscosidade em 2 da equagao A v = F.

Dados g € Q e ¢* € C*(Q) uma fungio que toca u por baixo em zg. Consideremos

o QCRYM - R
(r,rn01) = (7, 2n41) = @7 (1) — Oéiﬁ?v/il,
onde z = (z1, -+ ,xy) e 2 =Q x (0,00). E facil ver que ®* € C2(). Além disso,
AL ayn) = AL (@) - aayly)

= AW (z) — ALY (azy?)

- (N) ;= 0 4/3 L 4/3
= AL¢"(z) — (OMNH) —(O‘xNH)

0T N4+1 ax?\f—&-l
64
= AY¢*(z) — —a
o) (b (Cl:) 81a ?
ou seja,
64
AV (2, 2n11) = AD " (2) — g@?’- (5.4)

No que segue, vamos considerar a funcao

V:QcRVTT 5 R
(,2n11) = V(z,on41) = u(x) — ax%ih

onde « serd escolhido de forma adequada mais adiante. Sejam (zo,zon41) € Qe

® € C?*(Q) uma fungao que toca V' por baixo em (g, o n41), isto ¢, existe 7 > 0 com

B(([Eo,JZO,N+1),T) C ) tal que
V(z,xn41) — ®(z,2841) > 0=V ((w0, o,n11)) — P((20, To,n41)), (5.5)

para qualquer (z,xn11) € B((zo,zon+1),7) \ {(z0, To,n+1)}. Substituindo a definicao

de V na tultima desigualdade, obtemos
u(z) — (CD(x, Tny1) + ozx}l\{il) > 0,
onde (z,zn41) € B((wo, To,n+1),7) \ {(Z0, Ton+1)}-

u(z) — (P(z, mont1) + oz(xo,N+1)4/3) >0, Vo € B(xg,r) \ {z0} (5.6)
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Além disso,

5.5
0 (22 V(xo, zon+1) — P(z0, To N+1)

u(zo) — (‘I’(%,IO,NH) + a(Io,N+1)4/3) . (5.7)
De (5.6) e (5.7), observamos que a fun¢do ¢ definida como

$:QCcRY = R

= ¢(x) = B(z, 2o n41) + alzons1)?

toca u por baixo em xj. A aplicacao ¢ nao depende da variavel xy 1, e portanto,

0o 0

0= T) =
0T N1 0r N4

((p(x,xO,N_l'_]_) + O((%O,N_H)A‘/?)) , Vo e Q. (58)

J& que u é uma supersolucao de viscosidade em €2 da equacao A v = F e ¢ é uma
funcao teste para u, entao

AL () < F(xo), (5.9)

no qual AL ¢ o operador co-laplaciano para N varidveis. Por (5.8) e (5.4),

64 .
Ag)¢(l‘0) = Ag—i_l)q}(l'o, x07N+1) + 8—1043. (510)
Substituindo (5.10) em (5.9), tem-se que
(N+1) 64 ;
Aoo ®($0,$07N+1) S F(l’o) — 8—106 . (511)

Dai, a funcao V' é uma supersolucao de viscosidade da equacao A U = F — %a?’. Ja

que

w(z) =V(r,xy41) + Ozx%il?

entao para mostrar que u é continua devemos demonstrar que a aplicagao V' é continua.

Para atingir o objetivo, podemos escolher « tal que
64
—a® > sup{F(z)}, (5.12)
81 Q

pois F' é limitada (notar que s6 é preciso que F seja limitada superiormente). De (5.11)
e (5.12),
AL (g, w9 n41) <0, (5.13)
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assim, V' & uma supersolucao de viscosidade da equacao A, U = 0. Aplicando a
Proposicao 5.2, podemos afirmar que V' é continua.
Um argumento similar pode ser usado para mostrar que se v ¢ uma subsolucao

de viscosidade em () da equacao A, v = F, entao u é continua. [

Agora provaremos uma versao mais geral do Teorema 4.7, isto é, um resultado de

equivaléncias para as solucoes de viscosidade da equacdo nao homogénea A v = F.

Teorema 5.4 Consideremos a funcao continua

El :OxRxRYxsSY - R
(x7t7 /87 X) H Eoo(x7 t’ /67 X) = <Xﬂ7 /B>'

Seu: Q — R € uma funcao semicontinua superiormente em 2, as sequintes afirmagoes

sao equivalentes:
(a.i) Eu(z,u(z), Vu(z), D*u(x)) > F(z) no sentido de viscosidade em €.
(a.ii) Se para cada v € Q e (8,X) € J> u(x), temos que

Eo(z,u(z), 5, X) > F(x).

(a.iii) Se para cada x € Q e (5,X) € J>~u(x), temos que

Eo(z,u(z), 5, X) > F(x).

Além disso, quando u :  — R € uma funcao semicontinua inferiormente em €, entdo

as sequintes afirmagoes sao equivalentes:
(b.i) Es(z,u(z), Vu(z), D*u(z)) < F(z) no sentido de viscosidade em €,
(b.11) se para quaisquer x € Q e (8,X) € J> u(x), temos que
Ex(z,u(z), 8,X) < F(z),
(b.iii) se para quaisquer v € Q e (8, X) € J2~u(x), temos que

Eo(z,u(z), 5, X) < F(x).

Demonstragdo. [(a.i) = (a.ii)] Sejam = € Qe (3, X) € J>Tu(zr). Fazendo argumen-
tos similares & demonstracao de [(a.i) = (a.i7)] do Teorema 4.7, obtemos uma funcao

1 que toca u em x por cima. Entao, por hipotese,

Asctp(z) = F(x),
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ou seja,
(D*)(2)Vip(2), Vi (2)) > F().
Da,
Ew(z,t,8,X) > F(x),

pois (8, X) = (Vib(z), D*)(x)).
[(a.ii) = (a.iii)] Sejam = € Q e (8,X) € J2>tu(z). Pela Definigio 4.6, existem
(z,) C Qe (Bn, X,) € J*Tu(z) tais que

(ZL‘n, U((I}n), 6717 Xn) m (l', U(l'), B, X)

Por hipotese,
Eoo(xp,u(y), Bn, Xn) = F(zy,).

Ora, fazendo n — o0, obtemos
Eo(z,u(z), 5, X) > F(x),

pois E,, u e F sao continuas em seus respectivos dominios.
[(a.7i1) = (a.i)] Dados € Q e ¢ € CQ) uma func¢do que toca u em x por cima, isto

é, existe 7 > 0 com B(z,r) C Q tal que
u(y) —¥(y) < 0=u(x) — ¥(x), Yy € Blx,r) \ {z}.
De forma semelhante a demonstracio de [(a.iii) = (a.i)] do Teorema 4.7, concluimos
(V(2), D*P(x)) € J>Fu(w).
Por hipotese, vale que
F(x) < Eao(w,u(x), V@), D*(x)) = (D*(2)d(w), () = At (x).

Portanto, Ew (2, u(x), Vu(z), D*u(z)) > F(z) no sentido de viscosidade em €.
Usando as mesmas ideias pode-se mostrar a equivaléncia entre as afirmacoes (b.1),

(b.ii) e (b.iii). ]
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5.1 Teorema de Comparacao

A fim de mostrar a existéncia e unicidade de solucao de viscosidade do problema
(Px.r), esta secdo estd dedicada ao estudo de um resultado de Comparagdo para a

equacao A,v = F.
Lema 5.5 Sejam u,v € C(Q) tais que
Axv < Fy € Asu > Fy,

no sentido de viscosidade em ), onde Fy, Fy € C(Q2) com Fy < F, em Q. Sev > u em
011, entdo

v>u em S

Demonstracao. Notemos que é suficiente mostrar que
max{u — v} < max{u — v;.
oclu — v} < mac{u — v}
Suponhamos, por absurdo, que
max{u — v} > max{u — v}.
el — v} > maclu — v}

Counsideremos

My = sup fule) = oly) = 3o = o}, (5.14)

para cada j € N. Usando os mesmos argumentos da demonstracao do Lema 4.10,

obtemos que, para j & oo,
(I‘j,yj) e e Tj,Yj %‘%EQ,

onde & € Q e (z;,y;) s@o pontos de maximo para a funcao L, definida por

Li,y) = u(z) — v(y) — Lz —y

| 2
5 .

Aplicando o Teorema de Ishii (ver Teorema B.7), existem X;,Y; € SV tais que

(x5 = y;), X;) € Prulay), (ilz; —y5),Y)) € JPoo(y;) e X; <Y

Pelo Teorema 5.4,

JHXG (5 = y5), (x5 — y5)) > Falxy) (5.15)
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Vi —y5), (25— y5)) < Fily;). (5.16)

Como X; <Yj, entao

Segue-se dai que

j
Ja que Fy, F, € C(Q2), obtemos

im Fi(y;) 2 lim Fy(x;).
—00 j—o0

Fi(2) = F(2),
o que é uma contradi¢ao, pois F; < F5 em 2. Em consequéncia,
_ < _
mgx{u v} < r%?zx{u v},

e portanto,

v>u em ()

pois v > u em 0f). [ |

Teorema 5.6 (Teorema de Comparacio) Sejam u,v € C(Q) tais que
Av < F e A u > F,
no sentido de viscosidade em ), onde F € C(Q) com
igf{F} >0 ou sgp{F} < 0.

Se v >wu em 050, entao

v>u em .

Demonstracao. Para cada 6 > 0, consideremos a aplicagao

us:Q — R

v = us(r) = (1+6)u(z) — dllul|L=(oa)-
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Dados 7o € Qe ¢ € C?*(Q) uma fungao que toca us por cima em xy, isto ¢, existe r > 0
com B(z,r) C Q tal que
us(z) — o(x) < 0 =wugs(zo) — p(x0), VI € B(xo,7) \ {0}
Logo,
(140)u(z) =0|ull Lo (a0) —p(2) < 0= (1408)u(z0) = dl[ull L= (90) —¢(x0), V& € B(zo,r)\{z0},
ou seja,

 Olullreeo0) + @(z)
140

_ Ollullz=@e) + (o)

T , Va € B(xg,7) \ {zo}-

u(x) < 0 = u(zo)

Dai, podemos considerar a seguinte funcao

v:Q — R

RN ¢(I):5IIUHL°°<89>+90(SU)

1+

como uma funcao teste para u em xy. Ja que A u > F no sentido de viscosidade em
2, entao

Por outro lado, para qualquer x € 2,
1
0 =—AL . 1
Boti(s) = b (o) (518)
Substituindo (5.18) em (5.17), obtemos
Avcipl) = (1+6)*F(x).

Em consequéncia, Ay us > (1 + 6)>F no sentido de viscosidade em 2, pois ¢ é uma

funcao teste para us. A hipotese:
1gf{F } > 0.
permite assegurar a desigualdade
F < (1+6)°F.
Além disso, para todo & € 01,

us (&) = (&) + (0u(§) — dljull L~ o)) < u(§) < w(E).
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Resumindo o feito até agora, tem-se que us,v € C (ﬁ) tais que
Av<F e Agus>(1+06)°F,

no sentido de viscosidade em , onde as fungdes F e (1+ §)3F sao continuas em () tal

que F' < (1+6)3F em Q. Como v > us em 02, entdo, pelo Lema 5.5,
v>us em ),

ou seja,

v > (1+06)u— dljul| oo em €.

Fazendo 6 — 0 na ultima desigualdade,

v>u em €.

5.2 Existéncia e unicidade

Nesta secao, usaremos o Método de Perron para assegurar existéncia de solucao
de viscosidade do problema (P ) € 0 Teorema de Comparagdo para a unicidade de

solucao de viscosidade. A aplicacao do Método de Perron consiste em:

e Passo 1: Definir duas fungoes, hry e Iy, associadas ao problema (denominadas

solucoes de Perron),
e Passo 2: Provar que hp, ou hp, € uma solugio de viscosidade para (Pu, r).

Daqui em diante consideraremos que info{F'} > 0, a menos de men¢ao em con-
trario. Para poder definir as solugoes de Perron, primeiro definiremos a classe superior

e inferior de Perron.
Definigcao 5.7 .
(i) O conjunto
Sk, =1{v € C(Q) : Axv < F no sentido de viscosidade em Q e v > g em 0Q}

€ denominado classe superior de Perron.
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(i) O conjunto
Tr, ={w € C(Q) : Apw > F no sentido de viscosidade em Q e w < g em 0Q}.

¢ denominado classe inferior de Perron.

Observacao 5.8 Antes de fazer qualquer afirmacdao que envolva as classes superior
e inferior de Perron, devemos demonstrar que Spy e Lr, sao nao vazias. De fato,

consideremos a fungao

v:Q — R
r — v(x)=sup{g} + 1.
o0

E claro que v € C(Q). Como v € C*(Q), basta mostrar que A v(z) < F(x) em

para afirmar que Asv < F no sentido de viscosidade em 2. Notemos que

Asv(z) = Ay <sup{g} + 1) =0< igf{F} < F(z),
o9
onde x € Q). Além disso, para qualquer x € §2, vale que
v(z) = sup{g} +1 > g().
o0
Portanto, v € Spy. Por outro lado, dado & € 0L, definamos

w:Q — R
x = w(r)=c(lx— §0|% +d),
onde ¢ € R tal que 6‘81;3 > [[F|| o) € d <0 com |d| suficientemente grande. Notemos
que, para cada & € 0f),

w(€) = c(l€ —&l5 +d)
< o((diam())5 + d)
< infg(¢)
< g(§),

pois Q € limitado e g € C(0N), ou seja, g € limitado em 0. Além disso, como



113

w € C%(Q), € suficiente ver que, para cada z € ,
Agw(z) = = <Vw ,VIVw(z)|*)

= %<vwmw%m§+®>vmudM—fa?+®”3

- <CV|x—§O|3 V|eVz — &|3] >

V|5 - &l i - 6)

)

2
- %<§m—&rax—@»
1

_ < u—&|wx—&>ﬁivm—&w>

- 22 (le-gl - 2o - sl e - )
64c3
S
64c3
S
1E' |2 ()

(o = &3 (0 = &), o — &0l 7F (2 — &)

AVARRY,

Como w < g em 09, Asw > F no sentido de viscosidade em Q e w € C(Q), tem-se

que w € Ipy.

O seguinte resultado nos permite construir um novo elemento de alguma das

classe de Perron a partir de uma quantidade finita de elementos da mesma classe.
Proposicao 5.9 Se vy, va, -+ ,v, € Sk, entao a funcgao

v:Q = R

r — v(z)= I{HH {vi(z)}

=
pertence a Spg. Além disso, se wy,wa, -+ ,w, € Lry, entdo a fungdo
w:Q — R

r +— w(r)= max {wz( )}

=1,

pertence a Lp.

Demonstragao. Primeiro mostremos que a fungio v pertence a C'(£2). Para isso, é

suficiente mostrar que a aplicagao
9:Q — R

x = 0(x) = min{v(z), 0s(z)},
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onde 01,0y € Spg, pertence a Zrp,. Lembremos que

(61(2) + o) — |0 (2) — Do(2)]), Y € O,

N —

min{o; (z), 02(z)} =

e portanto,
0= 5(61 + Vg — |01 — Da)).
Da tltima identidade, segue-se que © € C(Q), pois 91, 0 € C(9).

Agora, provemos que A,v < F' no sentido de viscosidade em 2. Sejam zy € ) e

¢ € C*(Q) tais que

v(z) — () >0 =v(x) — P(x0), VI € Q\ {20} (5.19)
Como v(xg) = Z‘:1111"1;.17”{1;1-(900)}, entdo existe 75 € {1,--- ,n} tal que
v(xg) = vy (20). (5.20)

Segue-se de (5.19) e (5.20) que

vig(2) — o) > v(x) = ¢(x) > 0 = v(wo) — P(20) = vis(w0) — Do), V& € 2\ {0},

ou seja,
Vio () — d(x) > 0 = v;5(20) — @(20), V& € 2\ {20}

Assim, ¢ é uma funcao teste para v;,. Logo,
Asd(zg) < F(xg), (5.21)

pois Ay v;, < F no sentido de viscosidade em Q (por hipotese). Ja que ¢ é uma fungao
teste arbitraria para v', entdo A,v < F no sentido de viscosidade em (.

Por outro lado, por hipotese, para cada i € {1,--- ,n},

vi(§) = g(&), V& € 99,

assim,

=1

v(§) = min {0(§)} > (&), V€ € I,

e portanto,

v > g em Of).

Wer a desigualdade (5.19)
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Em consequéncia, v € Sp.
Além disso, fazendo um argumento semelhante, pode-se provar que w pertence a

ZF,Q' [ |

Agora, procedamos a definir as solugoes de Perron.
Definicao 5.10 A funcao

Epygiﬁ — R
r +— hpy(z)= inf {v(z)}

UESRQ

¢ denominada solugao superior de Perron. Também, a aplicag¢ao

EF,giﬁ —+ R
v = hp,(r)= sup {w(z)}

’LUGIRQ

¢ denominada solugao inferior de Perron.

O seguinte resultado garante que as solucoes de Perron sao solucoes de viscosidade
da equacao A,u = F.
Teorema 5.11 Se info{F'} > 0, entdo EF,g € uma solucdo de viscosidade de A u =

F. Também, tem-se que hp, é uma solugao de viscosidade de Au = F, quando
supo{F'} < 0.

Demonstragao. Ja que a demostragao da segunda implicacao do Teorema 5.11 é
similar a primeira, s6 provaremos que Ep,g é uma solucao de viscosidade de A, u = F.
Por facilidade, denotaremos hp, por h. Como h(z) = Uégﬁg{v(x)} e v é continua em
Q, entdo h é semicontinua superiormente em €.

Agora, mostremos que Ay h > F no sentido de viscosidade em €. Sejam zy € Q

e € C?*(Q) tais que

h(z) —(x) < 0= h(xe) — V(x0), Vo € Q\ {20} (5.22)
Suponhamos, por absurdo, que Ay h < F no sentido de viscosidade em Q. ou seja,

Asth(zg) < F(x).

Logo,
Am¢($0) — F(Io) < 0.
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Como ¢ € C*(Q) e F € C(Q), entdo Ayt — F é continua em 2. Dai, existe § > 0 tal
que

A(x) < F(z), Yo € B(xo,20). (5.23)

Por outro lado, de (5.22),
(&) < v(€),

onde & € 0B(xy,9), e portanto,

inf {v(§)} < (&) (5.24)

vESFE,g

Também, existe uma sequéncia (v,) C Sp, tal que
v (§) —— inf {v(¢)}. (5.25)

n—o0 vESEy

Por (5.24) e (5.25), para cada £ € 0B(x0,0), existe (vn(¢)) € Spy tal que

Un(e)(§) < ¥(§), Vn(£) € N.

Dali, existe r¢ > 0 tal que

Un(e)(7) <P(x), Vo € B re), (5.26)

pOis vUp(e) — ¢ & continua. Agora, notemos que

0B(xo,0) C | ) B(& o).

£€0B(x0,0)
Ja que 0B(x0,0) é un conjunto compacto, tem-se que existem &y, -+, &, € 0B(xg, )
tal que
0B(x0,0) C | J B(&,7e,)).
j=1
Entdo, para cada x € 9B(o,0) existe j, € {1,--- ,m} tal que v € B(j,, ¢, ). Deisto

altimo e (5.26), para qualquer & € 0B(xo,0) existe j, € {1,---,m} tal que

n(e;,) (§) < ¥(E),

sendo assim,

min {vne) ()} < 0(E), VE € OB(x, ). (5.27)

.]:17"' T
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Baseados na ultima desigualdade, consideremos
v:Q — R

z = (@)= min {vye()}-

Por (5.27) e a Proposi¢do 5.9, tem-se que
vESE, e v<yem IB(xg,0). (5.28)

Agora, fixemos a funcdo V : 0 — R definida como

min {v(z),¥(z) — <}, x € B(xo,9),
U($)v T e (B(:BO’ 6))07
onde? o = aér(lina){w —v}. Observemos que se desejamos mostrar que V € Sg,, basta
Z0,

provar que ¢ — $ € Sp, no conjunto B(xg,d); pois, pela Proposicao 5.9, V € Sp,

2
no conjunto B(zo,d) sempre que P — § € Spy no conjunto B(zg,d) e, pela Teoria de
Solugdes de Viscosidade [19], uma fungao definida por partes pertence a Sp, quando
cada parte ¢ um elemento de Sp.

Segue-se de (5.23) que,

A <¢(:p) - %) = A(z) < F(z), Vo € Bz, 26),

e de forma similar ao Teorema de Consisténcia (ver Teorema 2.7), obtemos que ¢ —
é uma supersolugao de viscosidade de A u(z) = F(z) em B(xg,20).

C = mi — ta
omo « 81131(1;(1)176){@/} v}, entao
a
g<v<y— 5 em 0B (z9,9).

Além disso, 1) — § pertence a C(B(o,0)), pois ¢ € C*(2). Em conclusao, ¢ —§ € Sp,
no conjunto B(zg, ).

Da definicao da funcao V, segue-se que

V(zg) = min {v(xo), (o) — %}
< (o) — %
2 5y
< (o). (5.29)

2Note que a > 0, por (5.28).
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Da anélise feita para V,
VeSr, e V() < h(x), (5.30)

0 que ¢ absurdo, pois h(z) = inf,cs, {v(z)}. Portanto, h ¢ uma subsoluc¢io de visco-
sidade de Ao, = F. Também, pela Proposicdo (5.3), h é continua em 2.

Agora vamos provar que a funcdo h é uma supersolucio de viscosidade de Ay =
F, pois h é semicontinua inferiormente em Q . Dados zg, B(x,7) CC Qe ¢ €

C?*(B(zg,)) tal que

h(z) — ¢(x) > 0= h(xg) — (), YV € B(xo, )\ {zo}.
Notemos, para cada v € Sp,
(@) = ¢(x) > h(x) — ¢(x), YVa € B(xo,7),

min {v — ¢} > min {h o}

B(zo,r) B(zq,r)

Como v € C(2) e ¢ € C(B(zo,7)), entao

v—¢ € C(B(ao, 1)),
e portanto, v — ¢ atinge seu minimo em r € m. Agora, consideremos a funcao
Oz) = é(2) — o — 2" + (v = ¢)(2), Yz € Blxo, 7).
E facil ver que ¢ € C(B(zo,7)). Além disso,

0(7) = 6(7) — 7 — 2" + (v — 9)(%) = v(3)

o) = ¢(x) = |z —z|'+ (v —0)(2)
< ¢(z) + (v —9)(Z)
< ¢(z) + (v —9)(2)
— o(z).

Portanto,
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e como v é uma supersolucao de viscosidade em (2, obtemos

Lembremos que
DNocd(T) = Docd(T),

assim,

Ad(Z) < F(Z).

Como o raio pode ser arbitrariamente pequeno e pelas continuidade de Ay ¢ e F,
tem-se

Ascd(g) = lim Acd(z) < lim F(z) = F(zo),

T—T0
ou seja,

Em consequéncia, h é uma supersolucao de viscosidade de A, = F.
Resumindo a teoria desenvolvida até agora, temos que h é uma subsolucao e
supersolucao de viscosidade de A, = F', ou seja, h é uma solucao de viscosidade de

Ay =F [

Com base no que fizemos até agora, é suficiente mostrar que EF,Q pertence a C(Q)

e Ep,g = g em Jf) para garantir a existéncia de solucoes de viscosidade do problema

(Poo,F)~

Teorema 5.12 Sejam Q2 C RY um dominio limitado suave, F € C(Q) com igf{F} >0

e g€ C(0). Entao, existe uw € C(2) tal que w =g em 0N e
Au=F

no sentido de viscosidade em ().

Demonstragao. Por simplicidade, denotaremos Ep,g por h. Comecamos mostrando
que a solucdo superior de Perron satisfaz a condicio de fronteira, isto é, h = ¢g em 9€.

Dados & € 092 e € > 0 fixados, existe § > 0 tal que

9(&) —e < g(&) < g(&o) +¢, (5.31)
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para cada & € B(&,0) N 0L, pois g € C(02). Agora, consideremos a fungao

7:0 - R
[z — &

z = v(z)=g(&)+e+ S;Qp{g(ﬁ) —9(&)}

Afirmacao 1: ¥ é uma supersolucao de viscosidade em 2 da equacao A u = F.
Como 7 € C(R), entdo U é semicontinua inferiormente em Q. Além disso, ji que

v € C?%(Q), temos que, para qualquer z € (2,

AB(z) = %< ), VIVo(a)*)
_ %< Sup{g _g(&))}pc |>,V’V (sgg{g(ﬁ)—g(fo)}m—Tgoo 2>
- %< R >
- o (R ve)
1 T —&o
g< \x—; >

9

onde K = sup{g(&) — g(&)}/6. Como igf{F} > 0, obtemos
G
At(x) =0< igf{F} < F(x), Vz €,

assim, ¥ é uma supersolucao de viscosidade em €.
Afirmagao 2: v > g em 0Of).
Se € € B(&o,9) N OS2, tem-se que

0O = 9l6)+ et suplole) - g6}
> gle) ++ (ol8) — ge)) ==
> g(&) +e¢
(5.31) -
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Tambeém, se € € (B(&,d))¢ N L, temos

5O = gle) + < +op{a(©) — gl

g@w+€+%§w@)—ﬂ&ﬂ
9(&) +¢€+ 9(5) - 9(&)

e+9(&)
9(9).

AV AV AV}

V

Dai, obtemos

(&) > 9(§), V€ € 0.

Ja que 7 € C(R) e pelas Afirmagoes 1 e 2, entdo 7 € Sp,. Assim, para quaisquer

& edece >0,

9(&) < h(&) = inf {v(&)} < V(&) = g(6) + <.

Fazendo € — 0, obtemos que

7€) = g(&), V& € 0.

Agora, mostraremos alguns resultados que serao revelantes para afirmar que h

pertence a C'(£2). Notemos que

h é semicontinua inferiormente em Q@ e h < g em 0. (5.32)

Ja que, para cada w € Zp,, temos que w € C({2), e portanto, w é semicontinuo

inferiormente em (2. Assim, h = sup {w} é semicontinuo inferiormente em €. Além
’LUGIRg

disso, como w < g em 0, para cada w € Zp,, entao

h = sup {w} < g em 9.

wEIF,g

Vejamos que a desigualdade

liminf h(z) > g(§), V& € 09.

zEQ—E

¢ verdadeira. Dados £ € 002 e ¢ > 0. Como g € C(09), entao existe r > 0 tal que

]g(é) —g(§)] < e quando £e B(&,r) NoA. (5.33)
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Ja que 2 é limitado, podemos escolher a,b € R tais que

S

a>3lzr—¢,VreQ, e b= (5.34)

1
—as.
4

Notemos que

1
b— Z(a—37")

ol

1
. Z(a - 37")%

(a% — (a — 37")3) > 0.

1 =

1
= -—a
4
Agora, tomemos ¢ > 1 tal que
1 4 3
C b—z(a—3r)3 Z2||g||Loo(ag) e C Z ||F||Loo(Q)

Consideremos a funcao

oo ) =g©) — - (b= 3o 3 - e)i).

Afirmacao 3: w é uma subsolucao de viscosidade em ).
Como w € C(f2), entdo w é semicontinua superiormente em 2. Além disso, ja que

v € C?*(Q), temos que, para cada z € (2,

A w(z) =

12
B < %(x—é) %(-77_6)2

Sendo assim,

= 198 <(a—3lx_5’)3!x:§|)’_2(a_3’x_€|)_ (Ii:;)>

s/ = @)
_ << st = DI (0= 3l - ) |x_§|>

w|—

= " 2| Fllze@ = F(o),

isto é, w é uma subsolucao de viscosidade em (2.

Afirmacao 4: w < g em 0.
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Para qualquer & € B(£,7) N9, temos que

o = o0 -c-c(b- -3 e))

< g —e
(5.33) -
<" g(&).

Também, se £ € (B(&,6))¢ N AN, temos

o) = 90— (b -3 )

< 9(&) — 2|lgl[z= (a0

(9(&) = llgll=(@e)) — [lgllL= @)

IN

— gl <002

9(é).

IN

Dai, obtemos
w(€) < g(§), Y€ € 00
Ja que w € C(Q) e pelas Afirmacdes 3 e 4, obtemos que W € Irg4. Por outro lado, da

definicao de w, temos

mg):g@—e—c(b—

assim, para quaisquer £ € ) e ¢ > 0,

h(§) = sup {w(§)} = w(S) = g(§) —«.

wEIpyg

Fazendo ¢ — 0, obtemos

e por (5.32),
lim inf h(z) > h() = g(§), V& € 0. (5.35)

xeN—E

Usando os resultados obtidos até agora, provaremos que h € C(Q). Pelos Te-
oremas 5.11 e 5.3, tem-se que h € C(€2). Também, observe que h é semicontinua
superiormente em ), pois h(z) = igf {v(z)} e v é continua em . Entdo, como h é

VESF,g

semicontinua superiormente em 2 e h = g em 02,

limsup h(x) < h(€) = g(£), V& € 00. (5.36)

reN—E

Por outro lado, lembremos que, para quaisquer v € Sp, e w € Zp,, temos que:
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e v,w € C(Q) tais que Ayv < F e Ajow > F em Q, no sentido de viscosidade,
e v>g>wemJdf2, e
e FeC()e igf{F} > 0,
e assim, usando o Teorema de Comparacio?,
v>w em Q, Vv €& Spy, YVw e Ip,.

Dai,

Em particular, para cada £ € 010,

. . 7 > . . . .
lim inf h(z) > lim inf h(z) (5.37)
Em consequéncia,
(5.36) _ _ (537 (5.35)
g(&§) > limsuph(z) > liminfh(x) > liminfh(x) > g¢(&),
TEN—E reQ—E reQ—E

ou seja,

im h(z) = g(8), V& € 02

Portanto, h € C'().
Em conclusdo, temos que h € C(Q) tal que h = g em 99 e

A h=F

no sentido de viscosidade em €2, isto é, o problema (P ) possui pelo menos uma

solucao de viscosidade. [

Por outro lado, se supomos a condigao de limitagao superior supo{F'} < 0, entdo,

também pode-se garantir que o problema (P r) tem solucao.

Teorema 5.13 Sejam Q C RY um dominio limitado com fronteira suave, F € C(Q)

com sup{F} <0 e g € C(0Q). Logo, existe u € C(Q) tal que u =g em O e
Q

Aju=F

no sentido de viscosidade em ().

3Ver Teorema 5.6.
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Demonstracao. Como F' € C(2) com sup{F'} < 0e g € C(0Q), entdo
Q
—FeC(Q) com — iréf{—F} <0e —geC(00).

Agora, tomando F=—Fe g = —g, obtemos

F e C(Q) com igf{ﬁ} >0 e ge ().

Pelo Teorema 5.12, existe v € C(Q) tal que v = g em 0 e

Av=F
no sentido de viscosidade em Q. Logo, existe v € C(Q) tal que —v = g em 9Q e
Ay(—v)=F

no sentido de viscosidade em 2. Em consequéncia, existe v € C(Q) tal que u = g em
0 e
Ay =F

no sentido de viscosidade em (2. [ ]

Em conclusao, podemos resumir os Teoremas 5.12 e 5.13 na seguinte afirmacao.

Teorema 5.14 (Teorema de Existéncia para (Psx r), Lu e Wang [24])
Sejam Q C RY um dominio limitado com fronteira suave, F € C(2) com sup{F} < 0
Q

ou igf{F} >0egeC(0N). Entao, existe u € C(R2) tal que u =g em 0N e
Aou=F

no sentido de viscosidade em ().

Ora, com as condigdes do Teorema de Existéncia para (P r), suponhamos que

as fungoes uy, uy € C(£2) sdo solugdes do problema (P r). Entao,
Agus < F e Aguy > F),
no sentido de viscosidade em €2 e us > u; em 0f). Também, tem-se que

Ac>ou1 S F € Aoou2 2 F7
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no sentido de viscosidade em € e u; > uy em 9. Aplicando o Teorema de Comparacao?

para ambos tltimos conjuntos de resultados, obtemos

Uy > up em £ e  up > upy em S,
respectivamente. Segue-se dai que u; = ug em 2. Consequentemente, el Teorema 5.14,
pode escrever-se da seguinte maneira:

Teorema 5.15 (Teorema de existéncia e unicidade para (Px ), Lu e Wang [24])
Sejam Q C RN um dominio limitado suave, F € C() com sup{F} <0 ou igf{F} >0
Q

e g € C(09). Entdo, existe uma tinica u € C(Q) tal que u =g em 0N e
Aou=F

no sentido de viscosidade em ().

4Ver Teorema 5.6.



Apéndice A

Alguns resultados da Teoria da

Medida e Espacos de Sobolev

Neste Apéndice recordamos alguns resultados classicos da Anélise Funcional e da
Teoria de Integracao.

Dizemos que duas funcoes u e v sdo iguais em quase toda parte (q.t.p.) se u e v
sao diferentes apenas em um subconjunto de €2 com medida nula.

A classe de equivaléncia determinada por u consiste de todas as funcoes v que sao

iguais ¢.t.p. a u. Com base na classes de equivaléncia, definimos os seguintes espacos.

Definigao A.1 Sejap € R com 1 < p < oo. O espagco LP(QQ) é definido por

LP(Q) = {f : Q= R: f € mensurdvel e /|f(x)|pdm < oo},
Q

em que representamos simplesmente por f a classe de equivaléncia determinada por f.

A funcao

H : ||LP(Q) : Lp(Q) — R

fo= Al = (/Q\f(x)!pdx)p

define uma norma no espaco LT ().

Definicao A.2

L*(Q)={f:Q—=R: f é mensurdvel e existe uma constante C tal que |f(x)| < C q.t.p. em Q},
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com norma definida por a funcao
|-l : L2(2) — R
[ = | fllee@ =inf{C e R : |f(z)| < C ¢.t.p. em Q}.

Proposicao A.3 (ver [2, Lema 2.2])
Sejam 1 < p < oo ea,b>0, entdo

(a+b)P < 2071 (aP 4 bP). (A.1)

Proposicao A.4 (Desigualdade de Young)(ver [2, Se¢io 8.5])

Dados 0s nimeros a,b>0ep,g e R com1 <p<ooe—-+— =1, entao
p q

ab b
ab < — + —.
p q

Teorema A.5 (Desigualdade de Hélder)(ver [7, Teorema 4.6])
1
Sejam 1 < p,q < oo tais que — + — = 1. Suponhamos que f € LP(Q) e g € L),
p q
entio fg € L'(Q) e

sl < ([ !f(w)\pdx); (f \g<x>|qu)‘l’.

Teorema A.6 (ver [2, Teorema 2.14])
Assumamos que 1 < p,q < o0 e |Q < oco. Sew e LI(Q), entao u € LP() e

11
[ull ey < 192177 |[ull o).
Além disso, se uw € L*(Q), entao

}}ggo |ull o) = llull (-

Também, se u € LI1(Q) com 1 < p < o0 e se existe uma constante K tal que para cada
p vale ||ul|zr) < K, entio u € L®(2) e

HuHLoo(Q) S K.

Agora, apresentaremos alguns definicoes e resultados a respeito do espaco de

Sobolev W1P(Q), onde 1 < p < oo, definido por

0
we€ LP(Q) : Fg1,92, - , gy € LP(Q) tais que /u ¢dm = —/gi(bd:v,
o Ox; Q

para cada ¢ € C§°(2) e para quasquier i = 1,--- | N

Whe(Q) =

munido da norma
” . le,p(Q) . WLP(Q) _> R

o lullwire) = lluller@) + 1Vulllr@
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Teorema A.7 (ver [7, Proposi¢io 9.1])

Valem as sequintes afirmacoes:

e WP(Q) é de Banach para 1 < p < cc.
o WLP(Q) € reflexivo para 1 < p < co.
o WLP(Q) € separdvel para 1 < p < oco.

Teorema A.8 (Rellich-Kondrachov)(ver [7, Teorema 9.16])
Assumamos que QQ C RN € um aberto limitado com fronteira suave. Entdo, a imersao
WP (Q) — C(Q) é compacta, quando p > N.

O espaco W, 7(Q) é definido como sendo o fecho de C$°(€2) com respeito a norma
de W'(Q). Além disso, as fungdes u € W, ?(Q) sdo as fungdes u € WHP(Q) que se

anulam na fronteira 02 no sentido de Traco, isto é,
WoP(Q) = {ue W (Q) s ul,, =0}.

= , . . . . . ~ 1

E necessario dar um sentido preciso a este conceito, pois as fungoes de Wy (Q)
sao definidas a menos de conjunto de medida nula e a fronteira 02 é um conjunto de
medida nula.

Teorema A.9 (Teorema do Trago)(ver [15, Teorema 1, Secio 5.5])

Seja 1 < p < oco. Entao, existe um operador linear limitado
T : W (Q) — LP(0Q)
tal que

(i) Tu=ul,, seuecWP(Q)NCQ),

o0

(ii) existe uma constante ¢ = c(p, Q) > 0 tal que, para qualquer u € W(Q),

1 Tul| o 90) < cllullwre@)-

O operador T' é denominado operador traco. O Teorema A.9 nos permite identi-
ficar Tu como sendo os valores na fronteira de uma fungao u € WH*(9Q).
Suponhamos que a sequéncia (u,) em C§°(2) satisfaz u,, — uw em W'?(Q). Ja

que o operador traco e continuo temos que

Tu = lim Tu, = 0.

n—o0
Desse modo, W, 7(Q) € Ker(T). Um argumento mais sofisticado prova que a reciproca

é verdadeira. Portanto, as funcoes de W, ?(Q) valem zero na fronteira de Q.



130

Proposicao A.10 (ver [7, Teorema 9.17])
Sejam Q um aberto suave e 1 < p < oo. Consideremos a func¢do u € WP(Q) N C(Q),
entao

u=0 em 00 < u e W (Q).

Teorema A.11 (Desigualdade de Poincaré)(ver [7, Corolario 9.19])
Sel < p < oo e ) é um conjunto aberto e limitado, entdo existe uma constante

¢ =c(p, Q) tal que

17
lullr) < ellVulllr), Vu € We™(9). (A.2)
Uma consequéncia da Desigualdade de Poincaré é que a funcao

1
follgo = [ 197) = ¥l

¢ uma norma em Wy”(Q) que é equivalente em Wy™”(Q) & norma || - [|y1.(q). De fato,

pela Desigualdade de Poincaré,

lullwiry = IIVulllre

IN

ull o) + [IVulll o)
= [lullwrr@)
< cllVulllze) + [I[Vulllze@
= (c+ Dllullyrrg):
Teorema A.12 (Morrey)(ver [6, Teorema 2.5.27])
Sejam p > N e Q um dominio limitado em RN. Se v € Wol’p(Q), entao

2pN

_N
p_le—yll IVelllze @, (A.3)

[v(z) —o(y)| <

g.t.p. em Q Além disso, v pode ser estendido para Q tal que v € 017%(5) com v!m = 0.

Proposicao A.13 (ver [7, Observagao 7, Se¢ao 9.1])
Se u € WH>(Q), entao

u(z) —u(y)] < [IVulllp=@le = yl, Yo,y € Q.

Teorema A.14 (Desigualdade de Friedrichs)(ver [27, Capitulo 18])
Se u € WiP(Q), vale

]| Loy < (diam(Q2))¥||Vul| 1e()-



Apéndice B
Resultados Técnicos

Teorema B.1 (Ascoli-Arzeld)(ver [20])
Seja (f,) uma sequéncia de funcoes em C() tal que

e sup |fu(@)] < 4o, ¢
neN

e (fn) é equicontinua, ou seja, dado € > 0, existe § > 0 tal que para qualquer

z,y € Q vale
[z —yl <= |fulz) = fuly)| <&, VR EN.

Entao, existem uma subsequéncia (fn;) C (fn) € uma fungio f € C(Q) tais que (fn;)

converge uniformemente para f em C(9).

Teorema B.2 (Rademacher)(ver [1], Teorema 3.2])

Qualquer funcao lipschitziana f € diferencidvel q.t.p. em §, isto €,
fy) = f(@) + (Vf(x),y —2) + olly — x]), quando y — x,
g.t.p. em .

Proposicao B.3 Sejam g : 002 — R wuma funcgdo lipschitziana e Lip(g,0)) = L.

Temos que as aplicacoes

F:Q0 - R
r = Fi(z) zgéggg{g@)—le—z\}
e
ngﬁ — R

v = By(w) =min{g(y) + Lz —yl}

satisfazem as sequintes propriedades:



132
(p.1.) para qualquer x € 0S), tem-se Fi(x) = g(x) e Fy(z) = g(x), e

(p.2.) Fi e Fy sao fungoes lipschitzianas com Lip(g,) = Lip(F1, Q) = Lip(F3, ).

Demonstracao. .
Afirmagao 1: Para qualquer x € 09, tem-se Fi(z) = g(z) e Fy(x) = g(x).
Dado z € 0€2. Temos que

Fi(z) = max{g(=) — Ll — #I} > g(x) — LIz — 2] = g(x). (B.1)

Além disso, ja que g é uma funcao lipschitziana, vale que

l9(2) — g(x)| < Lz — 2|, Vz € 09,

assim,
g(z) — Lz — z| < g(x), Vz € 09.
Logo,
Fi(x) = manc{g(=) — Lz — =]} < g(a). (B.2)

Segue-se de (B.1) e (B.2) que Fi(x) = g(z). De maneira similar, mostra-se que Fy(x) =
9(@).
Afirmacao 2: F} e F, sdo funcoes lipschitzianas.

Dado = € Q. Notemos que para cada ¢ > 0, existe Z € 92 tal que

Fi(z) — e =max{g(z) — L|z — 2|} — e < g(2) = Llz — 2], (B.3)
Também,
Fy(z) = max{g(2) — L|z — z[} 2 g(2) — Lz — ], (B.4)

Sejam z,y € Q. De (B.3) e (B.4),

Fi(z) — Fi(y) < e+g(2) = Llz — 2] — g(2) + Ly — Z|
= e+ L(ly—z— |z —2|)

< e+ Ly —z|,

ou seja,
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Trocando as variaveis = e y, obtemos
Fi(y) — Fi(z) <e+ Lly — z|. (B.6)
Segue-se das inequagoes (B.5) e (B.6) que
|Fi(x) — Fi(y)| <e+ Lly —z|, Ve > 0.

Portanto,

De forma anéloga, tem-se que

|Fy(2) = Fa(y) < Ly —zl, Yo,y € Q.

Afirmacio 3: Lip(g,Q) = Lip(Fy,Q) = Lip(F,,Q)

Seja Ly = Lip(Fy,(2). Pela Afirmacdo 2, temos que

L, < L.

Suponhamos, por absurdo, que L; < L. Como Ly = Lip(Fy, ), entao
’Fl(‘r) - Fl(y)| < Ll‘y - ‘1;‘7 Vl’ay € g

Em particular,

‘Fl(x) - Fl(y)| < L1|y—l’|, any € aQa

logo, pela Afirmacao 1,
9(z) = g(y)| < Lily — |, Va,y € 09,

assim,

o que ¢é absurdo. Em consequéncia,

Do mesmo jeito, vale que

Lip(F3,Q) = L.
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Proposicao B.4 Dada uma funcao f : Q2 — R e k um ndmero natural. Temos que

f(x) < o(|z|*) quando x — 0 se, somente se, existe w € C([0,0),[0,00)) tal que

f(z)

sup  —— < wp(|z|).
z€B(0,r)\{0} |z[*

Proposicao B.5 (Desigualdade de Tartar)(ver [8, Lema 2.1])
Seja p > 2. Entao,

(|a|P~2a — [b|P~2b,a — b) > c,lb —alf, Va,b € RY,
onde ¢, € uma constante positiva.
Proposicao B.6 Vule a sequinte desigualdade:
b[P > |a|” + p(|aP2a,b —a), Va,b € RY, ondep>1,

Teorema B.7 (Crandall-Ishii)(ver [10])
Sejam u,v € C(Q2). Se existem pontos interiores (z;,y;) €  x  tal que

max (u(z) — v(z) — 2|z~ ") (B.7)

z,yeN

¢ atingido messes pontos, entao existem X;,Y; € SV tais que
(x5 — ;) X;) € JPHul(zg), (i(z; —y;),Y;) € J>7o(y;) e X; <Y (B.8)

Teorema B.8 (Desigualdade de Harnack para a equac¢io Au = 0)(ver [15, Teorema
2.5])
Seja u uma fungao harmonica nao negativa em ). Entao, para qualquer subdominio
limitado € CC €, eziste uma constante ¢ = c¢(N, ', Q) tal que

sup u < cinf u.

Q/ Ql
Teorema B.9 (Desigualdade de Harnack para a equagao Ayu = 0)(ver [21, Teorema
2.20/)
Seja u € I/Vllof(Q) uma solugao fraca do equacao p-laplaciana e uw > 0 em B(0,2r).
Logo,

esssupu < cessinf u,
B(0,2r) B(0,2r)

onde ¢ = ¢(N,p) € uma constante.
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