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Resumo

Neste trabalho de dissertação estudamos a existência e unicidade de solução de

viscosidade para problemas de Dirichlet homogêneos e não homogêneos envolvendo o

operador ∞-laplaciano. As principais ferramentas usadas foram: métodos variacionais

e método de Perron.

Palavras chave: Métodos variacionais, Espaços de Sobolev, Soluções de viscosidade.



Abstract

In this work we study existence and uniqueness of a viscosity solution of the ho-

mogeneous and non-homogeneous Dirichlet problems involving ∞-laplacian operator.

The main tools used were: variational methods and Perron's method.

Keywords: Variational methods, Sobolev spaces, Viscosity solution.
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Notações

� N : número natural;

� 〈·, ·〉 : produto interno em RN ;

� | · | : norma em R ou RN segundo a situação;

� Um subconjunto de RN é denominado domínio quando é aberto e conexo;

� Ω ⊂ RN será sempre um domínio limitado com fronteira suave;

� ∂Ω : fronteira do conjunto Ω;

� Ω : fecho do conjunto Ω;

� |Ω| : medida de Lebesgue do conjunto Ω;

� B(x, ε) = {y ∈ RN : |y − x| < ε};

� A ⊂⊂ Ω : A está compactamente contido em Ω;

� u+(x) = max{u(x), 0};

� u
∣∣
A
: restrição da função u : Ω→ R ao subconjunto A ⊂ Ω;

� Ck(Ω) : conjunto de todas as funções u : Ω → R que possuem derivadas até

ordem k contínuas em Ω;

� ∇u(x) : gradiente da função u em x;

� D2u(x) : hessiana da função u em x;
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� ∆pu = div(|∇u|p−2∇u);

�

 
Ω

Hdx =

�
Ω
Hdx�

Ω
dx

;

� Lip(v,K) = inf{L ∈ R : |v(x) − v(y)| ≤ L|x − y|, ∀x, y ∈ K}, onde v é uma

função de valor real de�nida sobre o conjunto K ⊂ RN ;

� SN : conjunto das N ×N -matrizes simétricas com coe�cientes reais;

� Dados X, Y ∈ SN , temos que X ≤ Y denota a desigualdade:

〈Xξ, ξ〉 ≤ 〈Y ξ, ξ〉, ∀ ξ ∈ RN ;

� → : convergência forte;

� ⇀ : convergência fraca;

� f(t) = o(g(t)) quando t→ t0 desde que lim
t→t0

f(t)

g(t)
= 0;

� f(t) ≤ o(g(t)) quando t→ t0 desde que lim sup
t→t0

f(t)

g(t)
≤ 0;

� f(t) ≥ o(g(t)) quando t→ t0 desde que lim inf
t→t0

f(t)

g(t)
≥ 0;

� p ≈ ∞ : p é um valor real su�cientemente grande;

� q.t.p. : quase toda parte;

� � : �m de uma demonstração;

� [·] : referência bibliográ�ca;



Introdução

A presente dissertação tem como objetivo introduzir alguns dos resultados clás-

sicos para equações envolvendo o operador ∞−laplaciano. Para isso, utilizaremos a

teoria de soluções de viscosidade, que foi obtida no �nal do século passado e inícios

deste século. Além disso, tal tipo de solução foi motivada por suas diversas aplicações,

por exemplo:

� Em Engenharia de Materiais1: no estudo da �uência por fenômenos de torção,

isto é, a deformação permanente de materiais quando estes são sujeitos a torções

constantes.

� Em Macroeconomia: modelos de evolução da distribuição de renda e riqueza e

seu efeito sobre os agregados macroeconômicos, que são os resultados obtidos

através da mensuração da atividade econômica de um país ou região como um

todo. Veja o artigo [1] publicado pelo matemático Lions, o economista Moll e

outros matemáticos.

Daqui em diante, o subconjunto Ω ⊂ RN é um domínio limitado com fronteira

suave. Especi�camente, vamos tratar dois problemas:

1. Mostrar existência e unicidade de um tipo de solução para o problema in�nito-

laplaciano, ou ∞-laplaciano, homogêneo com condições de fronteira tipo

Dirichlet, isto é: ∆∞u = 0, em Ω,

u = g, em ∂Ω,
(P∞)

1Ver Kawohl [18].
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onde g : ∂Ω → R é uma função lipschitziana. Além disso, mostrar algumas

propriedades e caracterizações das soluções.

2. Mostrar existência e unicidade de alguma classe de soluções para o problema

in�nito-laplaciano não homogêneo com condições de fronteira tipo Dirichlet, isto

é: ∆∞u = F, em Ω,

u = g, em ∂Ω,
(P∞,F )

onde g : ∂Ω → R e F : Ω → R são funções contínuas tal que inf
Ω
F > 0 ou

sup
Ω
F < 0. Também, provar algumas propriedades e caracterizações das soluções.

Nos problemas citados anteriormente, ∆∞ denota um operador diferencial de�nido

sobre funções w : Ω→ R de classe C2(Ω) por:

∆∞w =
N∑

i,j=1

∂w

∂xi

∂w

∂xj

∂2w

∂xi∂xj
.

Em seguida, apresentamos os fatos que deram origem ao estudo da equação ∞-

laplaciano e à ferramenta para estudar os problemas (P∞) e (P∞,F ), que como veremos

é a teoria de soluções de viscosidade. Um problema clássico de análise real é estender

funções lipschitzianas, ou seja:

Problema de extensão lipschitziana: Dada uma função de valor real g de�nida

sobre um subconjunto E de um espaço métrico S tal que g é lipschitziana em E,

devemos determinar uma aplicação u : S → R, denominada extensão lipschitziana de

g, tal que

(i)u é lipschitziana em S, (ii)Lip(u, S) = Lip(g, E), e (iii)u = g em E.

Em particular, consideremos E = ∂U e S = U , onde U é um subconjunto aberto

de RN .

Em 1933 e 1934, nos artigos [26, 29], os matemáticos McShane e Whitney mos-

traram que as funções:

MW∗(g) : U → R

x 7→ (MW∗(g))(x) = inf
y∈∂U
{g(y) + Lip(g, ∂U)|x− y|}
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e

MW∗(g) : U → R

x 7→ (MW∗(g))(x) = sup
z∈∂U
{g(z)− Lip(g, ∂U)|x− z|}

são soluções para o problema de extensão lipschitziana.

Por sua vez, em 1967, Gunnar Aronsson publicou o artigo �Extension of functions

satisfying Lipschitz conditions� que deu origem ao estudo da equação∞-laplaciana, [3].

Na Seção 1 de seu artigo, foi mostrado que se u é uma solução do problema de extensão

lipschitziana, então2:

MW∗(g) ≤ u ≤MW∗(g), em U.

Pela desigualdade anterior, as funçõesMW∗(g) eMW∗(g) são denominadas extensão

lipschitziana maximal de g e extensão lipschitziana minimal de g, respectivamente, ou

simplesmente, extensões lipschitzianas extremas.

Se as extensões lipschitzianas extremas são iguais, então o problema de extensão

lipschitziana tem uma única solução, porém nem sempre acontece que MW∗(g) =

MW∗(g). Portanto, a falta de unicidade é um problema importante que os matemá-

ticos começaram a estudar3.

Por outro lado, as extensões maximal e minimal não satisfazem as seguintes

propriedades4:

(1) (comparação) se g1 ≤ g2 em ∂U , tem-se queMW∗(g1) ≤MW∗(g2) eMW∗(g1) ≤

MW∗(g2),

(2) (estabilidade) dado V um subconjunto aberto de U , temos queMW∗
(
MW∗(ḡ)

∣∣
∂V

)
=

MW∗(ḡ) eMW∗
(
MW∗(ḡ)

∣∣
∂V

)
=MW∗(ḡ), onde ḡ = g

∣∣
V
, e

(3) (localidade) para cada V ⊂⊂ U , temos que Lip(MW∗(g), V ) = Lip(MW∗(g), ∂V )

e Lip(MW∗(g), V ) = Lip(MW∗(g), ∂V ),

Os fatos acima levam à seguinte questão: é possível encontrar uma extensão

lipschitziana que tenha as propriedades de comparação, estabilidade e localidade? Além

disso, �xando uma condição de fronteira, essa extensão especial poderia ser única?

2Ver [3, Teorema 1].
3Ver [28, Exemplo 1].
4Ver [28, pág. 5,6].
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Na Seção 3 do artigo [3], Aronsson de�niu a classe de funções lipschitzianas

absolutamente minimizantes em U , que foi denotada por AML(U). Os elementos de

AML(U) são funções contínuas de valor real u de�nidas em U tais que

Lip(u, V ) = Lip(u, ∂V ), ∀V ⊂⊂ U.

As funções que são elementos do conjunto AML(U) possuem a propriedade de ser

local, ou seja, u ∈ AML(V ) quando u ∈ AML(U) e V ⊂⊂ U . Porém, a propriedade

das funções que pertencem a AML(U) não envolve condições de fronteira, é apenas

uma propriedade de funções contínuas de�nidas em conjuntos abertos.

Apesar da última a�rmação do parágrafo anterior, podemos reformular o pro-

blema de extensão lipschitziana como:

Problema modi�cado de extensão lipschitziana: Dada uma função lipschitziana

de valor real g de�nida sobre ∂U , determinar uma aplicação contínua u : U → R tal

que

(i)u ∈ AML(U), e (ii)u = g em ∂U.

As soluções do problema acima são denominadas extensões lipschitzianas absolu-

tamente minimizantes de g. Aronsson foi o primeiro a provar um resultado de existência

para o problema modi�cado de extensão lipschitziana e que toda solução dela também

resolve o problema de extensão lipschitziana, sempre que U seja limitado5.

Também, dados um subconjunto convexo e limitado D ⊂ RN e uma função w

que pertence a C1(D) ∩ C(D), Aronsson demonstrou que:

Lip(w,D) = ‖|∇w|‖∞,

portanto, o problema de minimização do funcional Lip(·, D) é equivalente ao problema

de minimização do funcional H(·) = ‖|∇ · |‖∞ sobre o espaço C1(D) ∩ C(D). Logo, a

ideia de Aronsson foi considerar o funcional H(·) como �limite� de uma sequência de

funcionais (Jn)n∈N de�nidas sobre funções su�cientemente suaves como

Jn(w) =

(�
D

|∇w|2ndx
) 1

2n

.

5Ver [3, Teorema 10].
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Então, para cada n ∈ N, a equação de Euler-Lagrange associado ao funcional Jn é

∆2nu = 0,

onde u é um minimizador do funcional Jn. Assim, para qualquer n ∈ N,

0 = ∆2nu = div(|∇u|2n−2∇u)

= ∇ · (|∇u|2n−2∇u)

= ∇(|∇u|2n−2) · ∇u+ |∇u|2n−2∇ · ∇u

= |∇u|2n−2∆u+ (2n− 2)|∇u|2n−4

N∑
i,j=1

∂u

∂xi

∂u

∂xj

∂2u

∂xi∂xj
,

ou seja,

|∇u|2∆u

2n− 2
+

N∑
i,j=1

∂u

∂xi

∂u

∂xj

∂2u

∂xi∂xj
= 0, (1)

quando |∇u| 6= 0. Fazendo n → ∞ na equação (1), Aronsson derivou a equação dife-

rencial parcial não linear6:

equação de Aronsson-Euler

∆∞u =
N∑

i,j=1

∂u

∂xi

∂u

∂xj

∂2u

∂xi∂xj
= 0,

Além disso, notemos que se u ∈ C2(Ω), o operador ∆∞ tem as seguintes formas:

∆∞u = 〈D2u∇u,∇u〉 =
1

2
〈∇u,∇|∇u|2〉.

Posteriormente, dada Ω uma região arbitraria em RN , Aronsson provou que se u ∈

C2(Ω), vale que u é uma extensão lipschitziana absolutamente minimizante em U se,

e somente se, ∆∞u = 0 em Ω 7.

No ano de 1968, Aronsson [4] mostrou no Teorema 12 que o problema (P∞) com

N = 2 possui no máximo uma solução clássica (isto é, de classe C2), em um domínio

limitado. Além disso, nos últimos teoremas de seu artigo, �xou condições para os quais

o problema (P∞) não tem solução clássica8.

6Ver [3, Seção 3].
7Ver [3, Teorema 8].
8Ver [4, Teorema 13 e Teorema 14].
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Depois de 15 anos, em 1983, Aronsson [5] considerou a condição de fronteira

g(x, y) = |x| 43 − |y| 43 para o problema (P∞) com Ω = B(0, r), onde r > 0. Em tal

artigo, Aronsson exibiu uma solução não clássica:

u : Ω → R

(x, y) 7→ u(x, y) = |x|
4
3 − |y|

4
3 .

Em conclusão, quando N > 2, a questão da unicidade da solução, cuja existência

Aronsson provou, foi um problema em aberto por 26 anos.

Os matemáticos pensaram em de�nir uma solução fraca para os problemas que

envolvem o operador ∞-laplaciano e determinar a unicidade dela. A principal di�cul-

dade em estabelecer uma de�nição para ela é a ausência de estrutura divergente no

operador ∆∞, pois o método usual para de�nir uma solução fraca de equações não

lineares consiste de multiplicar a equação por uma função teste suave e integrar por

partes, e portanto, precisa ter forma divergente.

Por outro lado, no inicio do anos 80, os matemáticos Crandall e Lions [12] de�ni-

ram um novo tipo de solução para a equação de Hamilton-Jacobi, equação de primeira

ordem do tipo F (x, u,∇u) = 0, que posteriormente foi estendida a uma vasta classe de

equações diferenciais parciais fortemente não lineares. Em sua publicação �Viscosity

solutions of Hamilton-Jacobi equations� de 1983, eles denominaram àquelas soluções

como soluções de viscosidade. A de�nição de solução de viscosidade faz uso de

funções teste suaves e de um procedimento para fazer as derivadas que aparecem na

equação incidirem sobre as funções teste. A origem do termo `viscosidade' no nome

das soluções de Crandall-Lions é motivado pelo método de viscosidade evanescente9.

Além disso, Ishii [16] introduziu o Método de Perron na Teoria de Solução de Visco-

sidade, que é uma ferramenta poderosa para provar a existência de soluções. Jensen,

Ishii, Ca�arelli, Crandall, Evans, Lions, Souganidis foram desenvolvedores da Teoria de

Solução de Viscosidade no caso de segunda ordem. Os principais resultados da teoria

estão resumidas em [11].

No ano de 1993 foi dada a primeira prova de unicidade para o problema (P∞)

por Jensen [17]. Ele usou a Teoria de Solução de Viscosidade e a Teoria dos Espaços

de Sobolev. Depois, em 2008, Lu e Wang [24] demonstraram a existência e unicidade

9Ver [23, Seção 3.1].
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de solução de viscosidade do problema (P∞,F ).

Esta dissertação está baseado principalmente no livro de Lindqvist [22] e organi-

zada da seguinte forma:

Capítulo 1: Neste Capítulo, mostramos que o problema:∆pu = 0, em Ω,

u = g, em ∂Ω,
(Pp)

onde g ∈ C(Ω) ∩W 1,p(Ω) e N < p < ∞, possui uma única solução fraca denotada

por up. Uma vez encontrada a solução para p > N , estudamos o comportamento

da solução fraca do problema (Pp) quando p → ∞, e usando o Teorema de Ascoli-

Arzelá asseguramos que existe uma subsequência (upk) de (up) e uma função u∞ ∈

C(Ω) ∩W 1,∞(Ω) tal que upk → u∞ uniformemente em Ω.

Além disso, provamos que a função u∞ é uma solução para o problema L∞-

variacional10 e que satisfaz uma desigualdade tipo Harnack quando é não negativa. Os

resultados apresentados foram desenvolvidos por Jensen [17].

Capítulo 2: Este Capítulo é dedicado ao estudo da existência de solução de

viscosidade do problema (P∞) seguindo as ideias dadas por Jensen [17]. Primeiro

garantimos que o problema: ∆pu = −εp−1, em Ω,

u = g, em ∂Ω,
(P+

p,ε)

onde ε ≥ 0, g ∈ C(Ω) ∩ W 1,p(Ω) e N < p < ∞, possuem uma única solução fraca

denotada por u(ε)
p . Aplicando o Teorema de Ascoli-Arzelá, existe uma função denotada

por u(ε)
∞ tal que é limite de alguma subsequencia de (u

(ε)
p ) quando p→∞.

Em seguida, provamos que u(ε)
∞ é uma solução de viscosidade em Ω com u∞ = g

em ∂Ω do problema: max{ε− |∇u|,∆∞u} = 0, em Ω,

u = g, em ∂Ω,
(P∞,max)

isto é, max{ε − |∇u(ε)
∞ |,∆∞u(ε)

∞ } = 0 no sentido de viscosidade11 e u(ε)
∞ = g em ∂Ω.

Em particular, se ε = 0, o problema (P∞,max) torna-se (P∞), e portanto, o problema

10Ver Teorema 1.5 desta dissertação.
11Ver Teorema 2.18 desta dissertação.
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(P∞) possui como solução de viscosidade em Ω, com valor de fronteira g, a função

u
(0)
∞ = u∞. Por outro lado, de maneira semelhante, demonstra-se que existe uma

solução de viscosidade para:min{|∇u| − ε,∆∞u} = 0, em Ω,

u = g, em ∂Ω.
(P∞,min)

Capítulo 3: Tendo em vista que no Capítulo 2 mostramos que o problema

(P∞) tem uma solução de viscosidade, então, neste Capítulo estudaremos algumas

caracterizações e propriedades para aquelas soluções de viscosidade.

Capítulo 4: Neste Capítulo, estudamos os conceitos e resultados desenvolvi-

dos por Crandall, Ishii & Lions [11] e também por Koike [19] que serão úteis para

demonstrar a unicidade de solução de viscosidade do problema (P∞).

Capítulo 5: Para nosso quinto capítulo, abordaremos a unicidade de solução de

viscosidade do problema (P∞).

Capítulo 6: Por �m, seguindo as ideias de Lindqvist [22, Capítulo 10] e o artigo

de Lu & Wang [24, Seções 2 e 3], estudamos alguns resultados de existência e unicidade

de solução de viscosidade para o problema (P∞,F ). As principais ferramentas utilizadas

são o Método de Perron e um Principio de Comparação para soluções de viscosidade.

Por último, o apêndice traz resultados importantes que foram usados ao longo

desta dissertação.



Capítulo 1

Limite de soluções da equação

p-laplaciano

Neste capítulo, vamos desenvolver as ideias de Jensen [17] seguindo a estrutura

dada por Lindqvist [22]. Jensen provou que uma solução do problema (P∞) pode ser

aproximado a partir da solução de (Pp). Portanto, primeiro demonstraremos que o

problema (Pp) possui uma única solução e depois estudaremos o comportamento dela

quando p→∞.

1.1 A equação p -laplaciano

Consideremos a equação p-laplaciano com condição de fronteira tipo Dirichlet:∆pu = 0, em Ω,

u = g, em ∂Ω,
(Pp)

onde Ω ⊂ RN é um domínio limitado com fronteira suave, g ∈ C(Ω) ∩ W 1,p(Ω) e

N < p <∞.

Aqui, entendemos por uma solução fraca de (Pp), uma função u ∈ W 1,p(Ω) tal

que: �
Ω

〈 |∇u|p−2∇u,∇ϕ〉dx = 0,

para cada ϕ ∈ W 1,p
0 (Ω) com u = g em ∂Ω no sentido do traço, isto é, u− g ∈ W 1,p

0 (Ω).

Notemos o seguinte fato:
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Proposição 1.1 Seja u ∈ W 1,p(Ω). Então, u satisfaz
�

Ω

|∇u|pdx ≤
�

Ω

|∇v|pdx, com v − u ∈ W 1,p
0 (Ω), (1.1)

se, e somente se,
�

Ω

〈 |∇u|p−2∇u,∇ϕ〉dx = 0, onde ϕ ∈ W 1,p
0 (Ω). (1.2)

Demonstração. [(1.1)⇒(1.2)] Dado ϕ ∈ W 1,p
0 (Ω), �xe v = u + εϕ, onde ε ∈ R.

Notemos que

v − u = u+ εϕ− u = εϕ ∈ W 1,p
0 (Ω).

Então, por hipótese,

�
Ω

|∇u|pdx ≤
�

Ω

|∇(u+ εϕ)|pdx, ∀ ε > 0. (1.3)

Agora, consideremos a função

h : R → R

ε 7→ h(ε) =

�
Ω

|∇(u+ εϕ)|pdx.

Já que a função h atinge seu minimo em ε = 0, tem-se

h′(0) = 0,

ou seja, �
Ω

〈 |∇u|p−2∇u,∇ϕ〉dx = 0, onde ϕ ∈ W 1,p
0 (Ω).

[(1.2)⇒(1.1)] Seja v − u ∈ W 1,p
0 (Ω). Pela Proposição B.6,

�
Ω

|∇v|pdx ≥
�

Ω

|∇u|pdx+ p

�
Ω

〈 |∇u|p−2∇u,∇(v − u)〉dx. (1.4)

Tomando ϕ = v − u, por hipótese, temos

�
Ω

〈 |∇u|p−2∇u,∇(v − u)〉dx = 0, (1.5)

pois v − u ∈ W 1,p
0 (Ω). De (1.4) e (1.5),

�
Ω

|∇v|pdx ≥
�

Ω

|∇u|pdx, com v − u ∈ W 1,p
0 (Ω).

�
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Pelo Teorema 1.1, observamos que para mostrar a existência de solução fraca

do problema (Pp) é su�ciente demonstrar a existência de um minimizador para um

funcional adequado associado ao problema (Pp). Vejamos, então, a existência de tal

minimizante.

Proposição 1.2 Seja p > N . Se g ∈ C(Ω) ∩W 1,p(Ω), então existe uma única função

u ∈ C(Ω) ∩W 1,p(Ω) com u = g em ∂Ω que minimiza o funcional energia:

Ip : E → R

v 7→ Ip(v) =

�
Ω

|∇v|pdx,

onde E = {v ∈ W 1,p(Ω) : v = g em ∂Ω}.

Demonstração. Primeiro vejamos que o funcional Ip tem um minimizador. Podemos

considerar

m = inf
v∈E

�
Ω

|∇v|pdx,

pois
�

Ω

|∇v|pdx ≥ 0. Já que g ∈ E, temos que

0 ≤ m ≤ Ip(g) <∞.

Além disso, existe uma sequência (vi) ⊂ E tal que

‖|∇vi|‖pLp(Ω) = Ip(vi) < m+
1

i
, ∀ i ∈ N, (1.6)

pois m = inf
v∈E

Ip(v). Já que vi − g ∈ W 1,p
0 (Ω), onde i ∈ N, podemos aplicar o Teorema

de Poincaré (veja Teorema A.11) com w = vi − g. Então,

||vi − g||Lp(Ω) ≤ c‖|∇(vi − g)|‖Lp(Ω)

≤ c(‖|∇vi‖|Lp(Ω) + ‖|∇g|‖Lp(Ω))

= c((Ip(vi))
1
p + ‖|∇g|‖Lp(Ω))

(1.6)
< c((m+ 1)

1
p + ‖|∇g|‖Lp(Ω)). (1.7)

Segue-se daí que

||vi||Lp(Ω) = ||vi − g + g||Lp(Ω)

≤ ||vi − g||Lp(Ω) + ||g||Lp(Ω)

(1.7)
< c((m+ 1)

1
p + ‖|∇g|‖Lp(Ω)) + ||g||Lp(Ω)

≤ c(m+ 1)
1
p + max{1, c}(‖|∇g|‖Lp(Ω) + ||g||Lp(Ω))

≤ c(m+ 1)
1
p + max{1, c}||g||W 1,p(Ω) <∞.
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Logo, existe M ∈ R tal que

||vi||Lp(Ω) < M, ∀i ∈ N. (1.8)

De (1.6) e (1.8),

‖|∇vi|‖Lp(Ω) + ||vi||Lp(Ω) < (m+ 1)
1
p +M, (1.9)

ou seja, existe M ∈ R tal que

||vi||W 1,p(Ω) ≤M, ∀i ∈ N.

Como W 1,p(Ω) é um espaço de Banach re�exivo e a sequência (vi) é limitada em

W 1,p(Ω), existe1 u ∈ W 1,p(Ω) e uma subsequência (vk) tais que

vk ⇀ u em Lp(Ω) e ∇vk ⇀ ∇u em (Lp(Ω))N . (1.10)

Assim, u− g ∈ W 1,p
0 (Ω), pois W 1,p

0 (Ω) é um espaço fracamente fechado. Já que p > N ,

pelo Teorema de Rellich-Kondrachov2, temos que u ∈ C(Ω). Da análise feita, obtemos

que:

u ∈ C(Ω) ∩W 1,p(Ω) e u = g em ∂Ω. (1.11)

Por outro lado, de (1.10),

Ip(u) ≤ lim inf
k→∞

Ip(vk) = m,

pois Ip é um funcional fracamente semicontínuo inferiormente. Logo,

inf
v∈E

Ip(v) = m ≤ Ip(u) ≤ m = inf
v∈E

Ip(v),

e portanto,

Ip(u) = min
v∈E

Ip(v).

Em conclusão, existe u ∈ C(Ω) ∩W 1,p(Ω) com u = g em ∂Ω tal que u é minimizador

de Ip.

Para unicidade, suponha que as funções u1 e u2 são minimizadores do funcional

energia Ip. Como a função:

h : R → R

t 7→ h(t) = |t|p

1Ver [7, Teorema 3.18].
2Ver Teorema A.8 do Apêndice.
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é convexa quando p ≥ 1, então∣∣∣∣∇u1 +∇u2

2

∣∣∣∣p ≤ ∣∣∣∣ |∇u1|+ |∇u2|
2

∣∣∣∣p ≤ |∇u1|p + |∇u2|p

2
. (1.12)

Suponhamos que ∇u1 6= ∇u2 em um conjunto de medida positiva A. Então, a desi-

gualdade acima é estrita no conjunto A. Além disso, notemos que

u1 + u2

2
=
g + g

2
= g, em ∂Ω,

logo,
u1 + u2

2
∈ E,

pois
u1 + u2

2
∈ W 1,p(Ω). Consequentemente,

Ip(u1) ≤ Ip

(
u1 + u2

2

)
(1.12)
<

�
Ω

|∇u1|p + |∇u2|p

2
dx =

1

2

�
Ω

|∇u1|pdx+
1

2

�
Ω

|∇u2|pdx.

(1.13)

Por outro lado, já que u2 é um minimizador de Ip, temos também

Ip(u1)
(1.13)
<

1

2

�
Ω

|∇u1|pdx+
1

2

�
Ω

|∇u2|pdx

<
1

2

�
Ω

|∇u1|pdx+
1

2

�
Ω

|∇u1|pdx

=

�
Ω

|∇u1|pdx

= Ip(u1),

o que é uma contradição. Sendo assim, ∇u1 = ∇u2, q.t.p. em Ω. Daí,

||u1 − u2||W 1,p
0 (Ω) = 0,

pois u1 − u2 = g − g = 0 em ∂Ω. Portanto, u1 = u2. �

Como uma imediata consequência das proposições 1.1 e 1.2 temos o seguinte

teorema.

Teorema 1.3 O problema (Pp) possui uma única solução fraca denotada por up.

1.2 Construção da função u∞

Seja g : ∂Ω→ R é uma função lipschitziana, isto é, existe L > 0 tal que

|g(z)− g(y)| ≤ L|z − y|, ∀x, z ∈ ∂Ω.
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Se u : Ω → R é uma função lipschitziana com constante Lipschitz L e u = g em ∂Ω,

então, para cada y, z ∈ ∂Ω e x ∈ Ω,

u(x) ≥ u(z)− L|x− z| = g(z)− L|x− z|,

e

u(x) ≤ u(y) + L|x− y| = g(y) + L|x− y|.

Dessa forma,

g(z)− L|x− z| ≤ u(x) ≤ g(y) + L|x− y|.

Sendo assim,

max
z∈∂Ω
{g(z)− L|x− z|} ≤ u(x) ≤ min

y∈∂Ω
{g(y) + L|x− y|}, ∀x ∈ Ω.

As funções

g1 : Ω → R

x 7→ g1(x) = max
z∈∂Ω
{g(z)− L|x− z|},

e

g2 : Ω → R

x 7→ g2(x) = min
y∈∂Ω
{g(y) + L|x− y|}.

são extensões lipschitzianas de g, ou seja3:

� para qualquer x ∈ ∂Ω, tem-se g1(x) = g(x) e g2(x) = g(x), e

� g1 e g2 são funções lipschitzianas tais que as constantes Lipschitz de g, g1 e g2

são iguais.

Por outro lado, pelo Teorema de Rademacher4, a função g é diferenciável q.t.p.,

onde g : Ω→ R é a extensão lipschitziana de g. Além disso, Aronsson mostrou que5:

||∇g||L∞(Ω) ≤ L e g ∈ C(Ω) ∩W 1,∞(Ω). (1.14)

3Ver Proposição B.3 do Apêndice.
4Ver Teorema B.2 do Apêndice.
5Ver [3].
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Agora, analisemos o funcional energia

Ip(v) =

�
Ω

|∇v|pdx (1.15)

em W 1,p(Ω) com v− g ∈ W 1,p
0 (Ω). O objetivo de fazer isto é estudar o comportamento

das soluções minimizantes quando p→∞.

Antes de continuar, enfatizamos que só é necessário analisar o caso em que p é

su�cientemente grande. Além disso, lembremos que se p > N, o espaço de Sobolev

W 1,p(Ω) é formado por funções contínuas.

Segue-se do Teorema 1.3 que existe um único minimizador up para o funcional Ip

tal que

up ∈ W 1,p(Ω) ∩ C(Ω) e up = g em ∂Ω.

Como up é um minimizador,

||∇up||Lp(Ω) ≤ ||∇g||Lp(Ω) ≤ ||∇g||L∞(Ω)|Ω|
1
p ≤ L|Ω|

1
p . (1.16)

Fixando wp = up − g, temos

|up(x)− up(y)| = |g(x)− g(y)− (g(x)− g(y)) + up(x)− up(y)|

= |g(x)− g(y) + up(x)− g(x)− (up(y)− g(y))|

= |g(x)− g(y) + wp(x)− wp(y)|

≤ |g(x)− g(y)|+ |wp(x)− wp(y)|,

e aplicando o Teorema de Morrey6, obtemos

|up(x)− up(y)| ≤ L|x− y|+ 2pN

p−N
|x− y|1−

N
p ||∇wp||Lp(Ω)

≤ L|x− y|+ 2pN

p−N
|x− y|1−

N
p (||∇up||Lp(Ω)) + ||∇g||Lp(Ω))

≤ L|x− y|+ 2pN

p−N
|x− y|1−

N
p (2L|Ω|

1
p ). (1.17)

Para p ≈ ∞ vale que

|up(x)− up(y)| ≤ C1|x− y|+ C2|x− y|
1
2 , (1.18)

onde C1 e C2 são constantes maiores que zero. De maneira semelhante, temos que

||up||L∞(Ω) ≤ ||g||L∞(Ω) + C, para p ≈ ∞, (1.19)

6Ver Teorema A.12 do Apêndice.
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onde C > 0 é uma constante.

De (1.18) e (1.19), tem-se {upn}pn≥p0 é equicontínua e equilimitada. Portanto,

pelo Teorema de Ascoli-Arzelá7, existe uma subsequência (upk) ⊂ (upn)pn≥p0 tal que

upk → u∞ uniformemente, quando k →∞,

onde u∞ ∈ C(Ω) e u∞ = g em ∂Ω. Mais ainda, fazendo pk →∞ en (1.17),

|u∞(x)− u∞(y)| ≤ L|x− y|+ 4NL|x− y| = C3|x− y|, (1.20)

onde C3 > 0 é uma constante.

Por outro lado, se pk > s, onde s é su�cientemente grande, obtemos( 
Ω

|∇upk |sdx
) 1

s

=
‖∇upk‖Ls(Ω)

|Ω| 1s
Teo. A.5
≤

‖∇upk‖Lpk (Ω)

|Ω| 1s
|Ω|

pk−s
spk

=
‖∇upk‖Lpk (Ω)

|Ω|
1
pk

(1.16)

≤ L|Ω|
1
pk

|Ω|
1
pk

= L.

Dessa forma,

||∇upk ||Ls(Ω) ≤ L1,

onde L1 > 0 é uma constante. Para cada s > N , existe uma subsequência (upk), ainda

denotada por ela mesma, tal que

∇upk ⇀ ∇u∞ em (Ls(Ω))N .

Pela semicontinuidade inferior fraca do funcional,(�
Ω

|∇u∞|sdx
) 1

s

≤ lim inf
k→∞

(�
Ω

|∇upk |sdx
) 1

s

.

Segue-se daí que ( 
Ω

|∇u∞|sdx
) 1

s

≤ L.

Fazendo s→∞, obtemos

||∇u∞||L∞(Ω) ≤ L e u∞ ∈ W 1,∞(Ω).

Em decorrência, do estudo feito, �ca provado o seguinte lema.
7Ver Teorema B.1 do Apêndice.
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Lema 1.4 Dado g ∈ C(Ω) ∩W 1,∞(Ω). Existe uma subsequência (upk) de (up) e uma

função u∞ ∈ C(Ω) ∩W 1,∞(Ω) tal que

lim
pk→∞

upk = u∞ uniformemente em Ω.

Agora, vejamos que a função u∞ é uma solução do problema L∞-variacional.

Teorema 1.5 (Existência)

Seja g ∈ C(Ω) ∩ W 1,∞(Ω). Então existe uma função u∞ ∈ C(Ω) ∩ W 1,∞(Ω) com

u∞ = g em ∂Ω tendo a propriedade de minimização em cada subdomínio D ⊂ Ω, isto

é,

||∇u∞||L∞(D) ≤ ||∇v||L∞(D),

onde v ∈ C(D) ∩W 1,∞(D) e v = u∞ em ∂D.

Demonstração. Seja g ∈ C(Ω) ∩ W 1,∞(Ω). Pelo Lema 1.4, existe u∞ ∈ C(Ω) ∩

W 1,∞(Ω) tal que

lim
pj→∞

upj = u∞ uniformemente em Ω.

Basta mostrar que u∞ tem a propriedade minimizadora em D. Para cada j ∈ N, vpj
denota uma solução fraca para

∆pju = 0 em D e u = u∞ em ∂D.

Logo, aplicando a Proposição 1.1, vpj satisfaz�
D

|∇vpj |pjdx ≤
�
D

|∇v|pjdx (1.21)

onde v ∈ W 1,p(D) com v = u∞ em ∂D.

A�rmação 1: max
D

(vpj − upj) = max
∂D

(vpj − upj).

Observemos que

α := max
D

(vpj − upj) ≥ max
∂D

(vpj − upj) =: β.

Suponhamos que α > β. Então,

max
D

(vpj − upj) >
1

2

(
max
D

(vpj − upj) + max
∂D

(vpj − upj)
)
,

ou seja,

α >
α + β

2
.

Como vpj e upj pertencem a C(D), podemos considerar o seguinte conjunto

G =

{
x ∈ D : vpj(x)− upj(x) >

α + β

2

}
.
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Sendo assim, G ⊂ D e vpj = upj + α+β
2

em ∂G. Além disso, vpj e upj + α+β
2

são soluções

da equação pj-laplaciana em G com os mesmos valores de fronteira. Pela unicidade

estabelecida no Teorema 1.2,

vpj = upj +
α + β

2
em G,

o que é uma contradição, pois vpj − upj >
α+β

2
em G. Portanto,

max
D

(vpj − upj) = max
∂D

(vpj − upj).

A�rmação 2: vpj → u∞ uniformemente em D.

Notemos que

‖vpj − u∞‖L∞(D) ≤ ‖vpj − upj‖L∞(D) + ‖upj − u∞‖L∞(D).

Além disso, pela A�rmação 1,

max
D

(vpj − upj) = max
∂D

(vpj − upj)

= max
∂D

(u∞ − upj)

≤ ‖u∞ − upj‖L∞(D),

então,

‖vpj − upj‖L∞(D) → 0 quando j →∞.

Portanto, vpj → u∞ uniformemente em D. Mostrando assim a A�rmação 2.

Fixemos s > 1 su�cientemente grande. Então, para pj > s,( 
D

|∇vpj |sdx
) 1

s

≤
‖∇vpj‖Lpj (D)

|D|
1
pj

.

Aplicando a desigualdade (1.21), obtemos( 
D

|∇vpj |sdx
) 1

s

≤
‖∇v‖Lpj (D)

|D|
1
pj

≤
‖∇v‖L∞(D)|D|

1
pj

|D|
1
pj

= ‖∇v‖L∞(D), (1.22)

ou seja,

‖∇vpj‖s ≤ ‖∇v‖L∞(D)|D|
1
s .
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Como Ls(D) é um espaço de Banach re�exivo, existe uma subsequência (vpj), que ainda

denotaremos como (vpj), tal que

∇vpj ⇀ ∇u∞ em (Ls(D))N .

Pela semicontinuidade inferior fraca, encontramos( 
D

|∇u∞|sdx
) 1

s

≤ lim inf
j→∞

( 
D

|∇vpj |sdx
) 1

s

(1.22)

≤ lim inf
j→∞

‖∇v‖L∞(D)

= ‖∇v‖L∞(D),

ou seja,
‖∇u∞‖s
|D| 1s

≤ ‖∇v‖L∞(D).

Fazendo s→∞, concluímos que

‖∇u∞‖L∞(D) ≤ ‖∇v‖L∞(D).

Consequentemente, u∞ tem a propriedade minimizadora em D. �



Capítulo 2

Existência de solução de viscosidade

para (P∞)

No presente capítulo, continuaremos abordando o trabalho de Jensen [17] e Lindq-

vist [22] para garantir a existência de solução do problema (P∞). Para isso, primeiro

estudaremos a existência e unicidade de solução fraca u(ε)
p do problema (P+

p,ε). Logo

após, analisamos o comportamento de u(ε)
p quando p → ∞. Em seguida, comprovare-

mos que a função u(ε)
∞ , que é limite de alguma subsequência de (u

(ε)
p ), é uma solução

de viscosidade de (P∞,max). Ao tomarmos ε = 0 em (P∞,max), demonstramos que

u
(0)
∞ = u∞ é uma solução de viscosidade de (P∞).

Também, de maneira semelhante, mostramos que o problema (P∞,min) possui

solução de viscosidade.

2.1 Soluções de viscosidade

A existência de derivadas de segunda ordem no operador ∆∞ gera di�culdades,

pois Aronsson [5] mostrou que nem sempre as soluções da equação ∆∞u = 0 pertencem

a C2(Ω). A teoria de soluções de viscosidade permite provar que certas funções que

não são de classe C2 são soluções de problemas que envolvem o operador∞-laplaciano.

Primeiro veremos uma motivação para de�nir solução de viscosidade para a equa-

ção ∆pv = 0, para 2 ≤ p ≤ ∞. Para isso, consideremos uma função auxiliar de classe

C2 de�nida da seguinte forma:
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De�nição 2.1 Sejam u : Ω→ R uma função e x0 ∈ Ω.

� Dizemos que φ ∈ C2(Ω) toca u em x0 por baixo1, se existe r > 0 com B(x0, r) ⊂ Ω

tal que

u(x)− φ(x) > 0 = u(x0)− φ(x0), ∀x ∈ B(x0, r) \ {x0}.

� Dizemos que ϕ ∈ C2(Ω) toca u em x0 por cima2, se existe r > 0 com B(x0, r) ⊂ Ω

tal que

u(x)− ϕ(x) < 0 = u(x0)− ϕ(x0), ∀x ∈ B(x0, r) \ {x0}.

Figura 2.1: De�nição 2.1

Notemos que se a desigualdade da última de�nição vale em todo Ω, ou seja,

u(x)− φ(x) > 0 = u(x0)− φ(x0), ∀x ∈ Ω \ {x0},

então φ ∈ C2(Ω) toca u em x0 por baixo. Do mesmo jeito, se acontece

u(x)− ϕ(x) < 0 = u(x0)− ϕ(x0), ∀x ∈ Ω \ {x0},

tem-se que ϕ ∈ C2(Ω) toca u em x0 por cima.

A seguinte proposição nos permite observar que podemos fazer que as derivadas

da equação ∆pv = 0 incidam sobre as funções φ e ϕ.

1Ver Figura 2.1.
2Ver Figura 2.1.
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Proposição 2.2 Se u ∈ C2(Ω), x0 ∈ Ω e φ ∈ C2(Ω) toca u em x0 por baixo, então

∆u(x0) ≥ ∆φ(x0),

∆pu(x0) ≥ ∆pφ(x0),

∆∞u(x0) ≥ ∆∞φ(x0).

De forma análoga, temos que se u ∈ C2(Ω), x0 ∈ Ω e ϕ ∈ C2(Ω) toca u em x0 por

cima, então

∆u(x0) ≤ ∆ϕ(x0),

∆pu(x0) ≤ ∆pϕ(x0),

∆∞u(x0) ≤ ∆∞ϕ(x0).

Demonstração. De fato, da hipótese,

∇(u− φ)(x0) = 0,

e

D2(u− φ)(x0) ≥ 0.

Dessa forma,

∇u(x0) = ∇φ(x0), (2.1)

e

〈D2u(x0)ξ, ξ〉 ≥ 〈D2φ(x0)ξ, ξ〉, ∀ ξ ∈ RN . (2.2)

Em particular, de (2.2),

∂2u

∂x2
i

(x0) =
〈
D2u(x0)ei, ei

〉
≥
〈
D2φ(x0)ei, ei

〉
=
∂2φ

∂x2
i

(x0), ∀ i = 1, · · · , N,

assim,

∆u(x0) ≥ ∆φ(x0). (2.3)

Agora, notemos que para p =∞ vale

∆∞u(x0) =
〈
D2u(x0)∇u(x0),∇u(x0)

〉 (2.2),(2.1)

≥
〈
D2φ(x0)∇φ(x0),∇φ(x0)

〉
= ∆∞φ(x0).

(2.4)

Por outro lado, para 2 ≤ p <∞,

∆pu(x0) = (div(|∇u|p−2∇u))(x0)

= (∇ · (|∇u|p−2∇u))(x0)

= (〈∇(|∇u|p−2),∇u〉+ |∇u|p−2∇ · ∇u)(x0)

= (〈∇(〈∇u,∇u〉
p−2
2 ),∇u〉+ |∇u|p−2∆u)(x0),
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assim,

∆pu(x0) =

(〈
p− 2

2
〈∇u,∇u〉

p−4
2 ∇〈∇u,∇u〉,∇u

〉
+ |∇u|p−2∆u

)
(x0)

=

(〈
p− 2

2
|∇u|p−4∇|∇u|2,∇u

〉
+ |∇u|p−2∆u

)
(x0)

=

(
(p− 2)|∇u|p−4 1

2

〈
∇|∇u|2,∇u

〉
+ |∇u|p−2∆u

)
(x0)

=
(
(p− 2)|∇u|p−4∆∞u+ |∇u|p−2∆u

)
(x0)

= (p− 2)|∇u(x0)|p−4∆∞u(x0) + |∇u(x0)|p−2∆u(x0).

Aplicando (2.1), (2.3) e (2.4) na identidade anterior, obtemos

∆pu(x0) = (p− 2)|∇u(x0)|p−4∆∞u(x0) + |∇u(x0)|p−2∆u(x0)

≥ (p− 2)|∇φ(x0)|p−4∆∞φ(x0) + |∇φ(x0)|p−2∆φ(x0)

= ∆pφ(x0).

Consequentemente, se u ∈ C2(Ω), x0 ∈ Ω e φ ∈ C2(Ω) toca u em x0 por baixo, tem-se

∆u(x0) ≥ ∆φ(x0),

∆pu(x0) ≥ ∆pφ(x0),

∆∞u(x0) ≥ ∆∞φ(x0).

�

Como uma consequência da Proposição 2.2 temos as seguintes observações:

Observação 2.3 Dado 2 ≤ p ≤ ∞.

� Se u é uma supersolução clássica para a equação ∆pv = 0, isto é, ∆pu ≤ 0 em

Ω, temos que se x0 ∈ Ω e φ ∈ C2(Ω) toca u em x0 por baixo, vale ∆pφ(x0) ≤ 0,

pois ∆pφ(x0) ≤ ∆pu(x0).

� De maneira similar, mostra-se que se u é uma subsolução clássica para a equação

∆pv = 0, isto é, ∆pu ≥ 0 em Ω, temos que se x0 ∈ Ω e φ ∈ C2(Ω) toca u em x0

por cima, vale ∆pφ(x0) ≥ 0, já que ∆pφ(x0) ≥ ∆pu(x0).

Note que as desigualdades 0 ≥ ∆pφ(x0) e 0 ≤ ∆pφ(x0) não dependem da existên-

cia de ∇u(x0) e D2u(x0). Portanto, as desigualdades anteriores fazem sentido mesmo

se u não pertence a C2(Ω). Esta observação é importante para a de�nição que virá a

seguir.
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De�nição 2.4 Seja 2 ≤ p ≤ ∞.

(i) Uma função u ∈ C(Ω) é denominada supersolução de viscosidade da equação

∆pv = 0 em Ω (∆pu ≤ 0 no sentido de viscosidade em Ω ou∞−superharmônica),

se para cada x0 ∈ Ω e φ ∈ C2(Ω) que toca u em x0 por baixo temos

∆pφ(x0) ≤ 0.

(ii) Uma função u ∈ C(Ω) é denominada subsolução de viscosidade da equação

∆pv = 0 em Ω (∆pu ≥ 0 no sentido de viscosidade em Ω ou ∞−subharmônica),

se para cada x0 ∈ Ω e ϕ ∈ C2(Ω) que toca u em x0 por cima tem-se

∆pϕ(x0) ≥ 0.

(iii) Uma função u ∈ C(Ω) é denominada solução de viscosidade da equação ∆pv =

0 em Ω (∆pu = 0 no sentido de viscosidade em Ω ou ∞−harmônica), se u é uma

supersolução e uma subsolução de viscosidade da equação ∆pv = 0 em Ω.

A seguinte proposição proporciona uma equivalência entre as supersoluções e

subsoluções de viscosidade da equação ∆pv = 0.

Proposição 2.5 Sejam 2 ≤ p ≤ ∞ e u ∈ C(Ω). Temos ∆pu ≤ 0 no sentido de

viscosidade em Ω se, e somente se, ∆p(−u) ≥ 0 no sentido de viscosidade em Ω.

Demonstração. Comecemos provando que se ∆pu ≤ 0 no sentido de viscosidade em

Ω, então ∆p(−u) ≥ 0 no sentido de viscosidade em Ω. Dados x0 ∈ Ω e ϕ ∈ C2(Ω) que

toca −u em x0 por cima, isto é, existe r > 0 com B(x0, r) ⊂ Ω tal que

(−u)(x)− ϕ(x) < 0 = (−u)(x0)− ϕ(x0), ∀x ∈ B(x0, r) \ {x0},

sendo assim,

u(x)− (−ϕ(x)) > 0 = u(x0)− (−ϕ)(x0), ∀x ∈ B(x0, r) \ {x0}.

Portanto, −ϕ ∈ C2(Ω) toca u em x0 por baixo. Por hipótese, tem-se que

∆p(−ϕ)(x0) ≤ 0,

ou seja,

∆pϕ(x0) ≥ 0.

Em consequência, ∆p(−u) ≥ 0 no sentido de viscosidade em Ω. A demonstração da

recíproca é similar. �

Por motivos técnicos, vamos mostrar algumas equivalências importantes.
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Proposição 2.6 Dados 2 ≤ p ≤ ∞ e u : Ω→ R uma função. As seguintes a�rmações

são equivalentes:

(i) ∆pu ≤ 0 (resp., ∆pu ≥ 0) no sentido de viscosidade em Ω,

(ii) Para cada x0 ∈ Ω e φ ∈ C2(Ω) tal que u − φ possui um mínimo local estrito

(resp., máximo local estrito) em x0, tem-se

∆pφ(x0) ≤ 0 (resp., ∆pφ(x0) ≥ 0),

(iii) Para cada x0 ∈ Ω e φ ∈ C2(Ω) tal que u − φ possui um mínimo local (resp.,

máximo local) em x0, temos

∆pφ(x0) ≤ 0 (resp., ∆pφ(x0) ≥ 0).

Demonstração. .

Caso 1: Supersolução.

[(i) ⇒ (ii)] Dados x0 ∈ Ω e φ ∈ C2(Ω) tal que u − φ possui um mínimo local estrito

em x0, ou seja, existe r > 0 com B(x0, r) ⊂ Ω tal que

u(x)− φ(x) > u(x0)− φ(x0), ∀x ∈ B(x0, r) \ {x0}. (2.5)

Consideremos a função3:

φ̃ : Ω → R

x 7→ φ̃(x) = φ(x) + (u− φ)(x0),

Notemos que φ̃ ∈ C2(Ω). Além disso,

u(x0)− φ̃(x0) = u(x0)− φ(x0)− (u− φ)(x0) = 0

e, para cada x ∈ B(x0, r) \ {x0},

u(x)− φ̃(x) = u(x)− φ(x)− (u− φ)(x0)
(2.5)
> 0.

Portanto,

u(x)− φ̃(x) > 0 = u(x0)− φ̃(x0), ∀x ∈ B(x0, r) \ {x0}.
3Ver Figura 2.2.
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Assim, pela hipótese, obtemos ∆pφ̃(x0) ≤ 0. Agora, observe que, para 2 ≤ p <∞,

∆pφ̃(x) = ∆p(φ(x) + (u− φ)(x0))

= div(|∇(φ(x) + (u− φ)(x0))|p−2∇(φ(x) + (u− φ)(x0)))

= div(|∇φ(x)|p−2∇φ(x)) = ∆pφ(x),

e, para p =∞,

∆pφ̃(x) = ∆p(φ(x) + (u− φ)(x0))

=
1

2
〈∇(φ(x) + (u− φ)(x0)),∇|∇(φ(x) + (u− φ)(x0))|2〉

=
1

2
〈∇φ(x),∇|∇φ(x)|2〉 = ∆pφ(x).

Sendo assim, ∆pφ(x0) ≤ 0.

[(ii) ⇒ (i)] Dados x0 ∈ Ω e φ ∈ C2(Ω) que toca u em x0 por baixo. Então, u − φ

possui um mínimo local estrito em x0. Portanto, por hipótese, ∆pu ≤ 0 no sentido de

viscosidade.

[(ii)⇒ (iii)] Dados x0 ∈ Ω e φ ∈ C2(Ω) tal que u− φ possui um mínimo local em x0,

ou seja, existe r > 0 com B(x0, r) ⊂ Ω tal que

u(x)− φ(x) ≥ u(x0)− φ(x0), ∀x ∈ B(x0, r) \ {x0}.

Agora, consideremos a função4:

φ̄ : Ω → R

x 7→ φ̄(x) = φ(x) + (u− φ)(x0)− |x− x0|4,

De maneira similar à demonstração [(i)⇒ (ii)], obtemos que ∆pφ(x0) ≤ 0.

[(iii)⇒ (ii)] Dados x0 ∈ Ω e φ ∈ C2(Ω) tal que u− φ possui um mínimo local estrito

em x0. Logo, u− φ possui um mínimo local em x0. Então, por hipótese, ∆pφ(x0) ≤ 0.

Caso 2: Subsolução.

Aplicando a Proposição 2.5 �ca mostrada a equivalência entre (i), (ii) e (iii) para uma

subsolução da equação ∆pv = 0. �

Observe os seguintes fatos envolvendo as soluções de viscosidade:

4Ver Figura 2.2.
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Figura 2.2: Funções φ̃ e φ̄

� As funções φ e ϕ na De�nição 2.4 são habitualmente denominadas funções teste.

� Cada ponto possui sua própria família de funções teste (que pode ser vazia).

Quando não existe alguma função em C2(Ω) que toca u em x0 por baixo ou por

cima, então não existe requerimento no ponto x0.

� Dados 2 ≤ p ≤ ∞ e c ∈ R. Se ∆pu = 0 no sentido de viscosidade em Ω, então

u+ c é uma solução de viscosidade da equação ∆pv = 0 em Ω.

Primeiro mostraremos que ∆p(u + c) ≤ 0 no sentido de viscosidade em Ω. De

fato, dados x0 ∈ Ω e φ ∈ C2(Ω) que toca u + c em x0 por baixo, isto é, existe

r > 0 com B(x0, r) ⊂ Ω tal que

(u+ c)(x)− φ(x) > 0 = (u+ c)(x0)− φ(x0), ∀x ∈ B(x0, r) \ {x0},

ou seja,

u(x)− φ(x) > 0 = u(x0)− φ(x0), ∀x ∈ B(x0, r) \ {x0}.

Pela hipótese e a última desigualdade,

∆pφ(x0) ≤ 0,
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assim, u + c é uma supersolução de viscosidade da equação ∆pv = 0 em Ω. De

forma análoga, ∆p(u+ c) ≥ 0 no sentido de viscosidade em Ω. Portanto, u+ c é

uma solução de viscosidade da equação ∆pv = 0 em Ω.

Na próximo teorema, observaremos que as de�nições de solução no sentido de

viscosidade e clássico são equivalentes quando u ∈ C2(Ω).

Teorema 2.7 (Consistência)

Dado 2 ≤ p ≤ ∞. Uma função u ∈ C2(Ω) é uma solução de viscosidade da equação

∆pu = 0 em Ω se, e só se, ∆pu = 0 vale pontualmente em Ω.

Demonstração. Suponhamos inicialmente que a função u é uma solução de viscosi-

dade da equação ∆pu = 0 em Ω. Como u é uma solução de viscosidade da equação

∆pu = 0 em Ω, então

∆pu ≤ 0 e ∆pu ≥ 0 no sentido de viscosidade em Ω.

Para cada x0 ∈ Ω, consideremos a função

φx0 : Ω → R

x 7→ φx0(x) = u(x)− |x− x0|4.

Notemos que

u(x)− φx0(x) > 0 = u(x0)− φx0(x0), ∀x ∈ Ω \ {x0},

e portanto φx0 é uma função teste para u. Assim,

∆pφx0(x0) ≤ 0, ∀x0 ∈ Ω,

pois ∆pu ≤ 0 no sentido de viscosidade em Ω. Logo,

∆pu(x0) ≤ 0, ∀x0 ∈ Ω, (2.6)

pois ∆pφx0(x0) = ∆pu(x0). De maneira similar, obtemos que

∆pu(x0) ≥ 0, ∀x0 ∈ Ω, (2.7)

pois ∆pu ≥ 0 no sentido de viscosidade em Ω. Segue-se de (2.6) e (2.7) que ∆pu = 0

pontualmente em Ω. Tomemos agora este último fato como hipótese e provemos que u

é uma solução de viscosidade da equação ∆pu = 0 em Ω. Já que ∆pu = 0 pontualmente

em Ω, temos
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∆pu(x) ≤ 0 e ∆pu(x) ≥ 0 em Ω.

Dados x0 ∈ Ω e φ ∈ C2(Ω) que toca u em x0 por baixo. Pela Proposição 2.2,

0 ≥ ∆pu(x0) ≥ ∆pφ(x0).

Portanto, ∆pu ≤ 0 no sentido de viscosidade em Ω. De maneira similar, mostra-se

que ∆pu ≥ 0 no sentido de viscosidade em Ω. Em conclusão, u é uma solução de

viscosidade da equação ∆pu = 0 em Ω. �

2.2 up é uma solução de viscosidade

Para demonstrar que a função u∞ obtida no Lema 1.4 é uma solução de vis-

cosidade de ∆∞v = 0, primeiro provaremos que up é uma solução de viscosidade da

equação ∆pv = 0. No que segue, é su�ciente considerar N < p <∞.

Lema 2.8 Dado v ∈ C(Ω) ∩W 1,p(Ω) tal que ∆pv ≤ 0 no sentido fraco, ou seja,
�

Ω

〈 |∇v|p−2∇v,∇ϕ〉dx ≥ 0,

para qualquer ϕ ∈ C∞0 (Ω) com ϕ ≥ 0. Então, ∆pv ≤ 0 no sentido de viscosidade em

Ω.

Demonstração. Suponhamos, por absurdo, que v não é uma supersolução de vis-

cosidade em Ω. Então, existem x0 ∈ Ω, φ ∈ C2(Ω) e r > 0 com B(x0, r) ⊂ Ω tais

que

v(x)− φ(x) > 0 = v(x0)− φ(x0), ∀x ∈ B(x0, r) \ {x0} e ∆pφ(x0) > 0. (2.8)

Como ∆pφ é contínua, existe r > r1 > 0 tal que

∆pφ(x) > 0, ∀x ∈ B(x0, r1). (2.9)

Assim, φ é uma subsolução clássica em B(x0, r1). De�nindo

ψ : Ω → R

x 7→ ψ(x) = φ(x) +
1

2
min

∂B(x0,r1)
{v − φ}.
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e denotando m = min
∂B(x0,r1)

{v − φ}, temos

ψ(x0) = φ(x0) +
1

2
m

(2.8)
= v(x0) +

1

2
m

(2.8)
> v(x0). (2.10)

Além disso, para cada x ∈ Ω,

∆pψ(x) = ∆p

(
φ(x) +

1

2
m

)
= ∆pφ(x). (2.11)

Segue-se de (2.9) e (2.11) que

∆pψ(x) = ∆pφ(x) > 0, ∀x ∈ B(x0, r1).

Multiplicando por (ψ − v)+ e integrando por partes a desigualdade anterior, obtemos

0 ≤
�
B(x0,r1)

∆pψ(ψ − v)+dx

= −
�
B(x0,r1)

〈|∇ψ|p−2∇ψ,∇(ψ − v)+〉dx

= −
�
B(x0,r1)∩{ψ>v}

〈|∇ψ|p−2∇ψ,∇(ψ − v)〉dx. (2.12)

Estendendo a função (ψ − v)+ como zero em Ω \ B(x0, r1) e pelo fato ∆pv ≤ 0 no

sentido fraco, vale que

0 ≤
�

Ω

〈 |∇v|p−2∇v,∇(ψ − v)+〉dx

=

�
B(x0,r1)

〈 |∇v|p−2∇v,∇(ψ − v)+〉dx

=

�
B(x0,r1)∩{ψ>v}

〈 |∇v|p−2∇v,∇(ψ − v)〉dx (2.13)

De (2.12) e (2.13),

�
B(x0,r1)∩{ψ>v}

〈|∇ψ|p−2∇ψ,∇(ψ − v)〉dx ≤ 0

e

−
�
B(x0,r1)∩{ψ>v}

〈 |∇v|p−2∇v,∇(ψ − v)〉dx ≤ 0,

implicando em

�
B(x0,r1)∩{ψ>v}

〈|∇ψ|p−2∇ψ − |∇v|p−2∇v,∇(ψ − v)〉dx ≤ 0.
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Pela Desigualdade de Tartar5,

cp

�
B(x0,r1)∩{ψ>v}

|∇ψ −∇v|pdx ≤ 0,

onde cp > 0, ou seja, �
B(x0,r1)

|∇(ψ − v)+|pdx ≤ 0. (2.14)

Observando que

(ψ − v)+ ∈ W 1,p
0 (B(x0, r1)), (2.15)

pois (ψ − v)+ = 0 em ∂B(x0, r1), segue-se de (2.14) e (2.15) que

(ψ − v)+ = 0 em B(x0, r1),

e portanto,

ψ(x0) = v(x0),

o que é absurdo, pois, de (2.10), ψ(x0) > v(x0). Em conclusão, v é uma supersolução

de viscosidade em Ω. �

De maneira análoga, temos o seguinte resultado.

Lema 2.9 Dado v ∈ C(Ω)∩W 1,p(Ω) tal que ∆pv ≥ 0 no sentido fraco, então ∆pv ≥ 0

no sentido de viscosidade em Ω.

Pelos Lemas 2.8 e 2.9 �ca demonstrado a seguinte proposição.

Proposição 2.10 As funções up são soluções de viscosidade da equação ∆pv = 0.

A seguir, mostraremos um lema que será útil no estudo da existência de solução

de viscosidade do problema (P∞).

Lema 2.11 Suponhamos que fn → f uniformemente em Ω, fn, f ∈ C(Ω) e x0 ∈ Ω.

Além disso, seja φ ∈ C2(Ω) toca f em x0 por baixo, em outras palavras, existe r > 0

com B(x0, r) ⊂ Ω tal que

f(x)− φ(x) > 0 = f(x0)− φ(x0), ∀x ∈ B(x0, r) \ {x0}.

Então, existe uma sequência (xn) em Ω com xn → x0 tal que

fn(xn)− φ(xn) = min
B(x0,r)

{fn(x)− φ(x)}.

5Ver Proposição B.5 do Apêndice.
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Demonstração. Como φ ∈ C2(Ω) toca f em x0 por baixo, existe r > 0 com B(x0, r) ⊂

Ω tal que

f(x)− φ(x) > 0 = f(x0)− φ(x0), ∀x ∈ B(x0, r) \ {x0}.

Então,

inf
A(x0,r,r/2)

{f(x)− φ(x)} > 0, (2.16)

onde A(x0, r, r/2) = B(x0, r) \B(x0, r/2). Logo, podemos escolher

ε =
1

2
inf

A(x0,r,r/2)
{f(x)− φ(x)} > 0.

Como fn → f uniformemente em B(x0, r), tem-se que existe n̄0 ∈ N tal que

|fn(x)− f(x)| < ε =
1

2
inf

A(x0,r,r/2)
{f(x)− φ(x)}, ∀x ∈ B(x0, r), ∀n > n̄0. (2.17)

Quando x ∈ A(x0, r, r/2), temos

1

2
inf

A(x0,r,r/2)
{f(x)− φ(x)} = inf

A(x0,r,r/2)
{f(x)− φ(x)} − 1

2
inf

A(x0,r,r/2)
{f(x)− φ(x)}

≤ (f − φ)(x)− 1

2
inf

A(x0,r,r/2)
{f(x)− φ(x)}. (2.18)

Logo, para quaisquer x ∈ A(x0, r, r/2) e n > n̄0,

1

2
inf

A(x0,r,r/2)
{f(x)− φ(x)}

(2.18)

≤ (f − φ)(x)− 1

2
inf

A(x0,r,r/2)
{f(x)− φ(x)}

(2.17)

≤ (f − φ)(x) + (fn − f)(x)

= (fn − φ)(x).

Segue-se daí que

0 <
1

2
inf

A(x0,r,r/2)
{f(x)− φ(x)} ≤ inf

A(x0,r,r/2)
{fn(x)− φ(x)}, ∀n > n̄0,

Por outro lado, já que fn → f uniformemente em Ω, x0 ∈ Ω e f(x0) = φ(x0),

lim
n→∞

fn(x0) = f(x0) = φ(x0),

assim, lim
n→∞

(fn(x0)− φ(x0)) = 0. Portanto, existe n̄1 ∈ N tal que n̄1 ≥ n̄0 e

fn(x0)− φ(x0) < inf
A(x0,r,r/2)

{fn(x)− φ(x)}, ∀n > n̄1,
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Consequentemente, para cada n > n̄1, o valor no centro da bola B(x0, r) é menor que

o ín�mo sobre B(x0, r) \B(x0, r/2). Então, existe xn1 ∈ B(x0, r/2) tal que

inf
B(x0,r)

{fn1(x)− φ(x)} = fn1(xn1)− φ(xn1),

onde n1 > n̄1. Fazendo o mesmo argumento para r
3
, podemos obter n̄2 ≥ n̄1 que

satisfaz

fn(x0)− φ(x0) < inf
A(x0,r,r/3)

{fn(x)− φ(x)}, ∀n > n̄2,

Então, existe xn2 ∈ B(x0,
r
3
) tal que

inf
B(x0,r)

{fn2(x)− φ(x)} = fn2(xn2)− φ(xn1),

onde n2 > n̄2. Para concluir, para cada i ∈ N, consideremos ri = r
i+1

. Logo, xni → x0,

pois ri → 0. Em conclusão, existe uma sequência (xn) em Ω com xn → x0 tal que

fn(xn)− φ(xn) = min
B(x0,r)

{fn(x)− φ(x)}.

�

2.3 A equação p-laplaciano não homogênea

Nesta seção, dado ε ≥ 0, estudaremos a equação p-laplaciano não homogênea

com condição de fronteira tipo Dirichlet:∆pu = −εp−1, em Ω,

u = g, em ∂Ω,
(P+

p,ε)

onde Ω ⊂ RN é um domínio limitado com fronteira suave, g ∈ C(Ω) ∩ W 1,p(Ω) e

N < p <∞.

Diremos que uma função u : Ω → R é uma solução fraca do problema (P+
p,ε) se

u ∈ W 1,p(Ω) e �
Ω

〈 |∇u|p−2∇u,∇ϕ〉dx = εp−1

�
Ω

ϕdx,

para cada ϕ ∈ W 1,p
0 (Ω) e u = g em ∂Ω no sentido do traço, isto é, u− g ∈ W 1,p

0 (Ω).

Teorema 2.12 Seja u ∈ W 1,p(Ω). Então, u satisfaz

1

p

�
Ω

|∇u|pdx− εp−1

�
Ω

udx ≤ 1

p

�
Ω

|∇v|pdx− εp−1

�
Ω

vdx, com v − u ∈ W 1,p
0 (Ω),

(2.19)
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se, e somente se,�
Ω

〈 |∇u|p−2∇u,∇ϕ〉dx = εp−1

�
Ω

ϕdx, onde ϕ ∈ W 1,p
0 (Ω). (2.20)

Demonstração. [(2.19)⇒(2.20)] Dado ϕ ∈ W 1,p
0 (Ω), escolhemos v = u + tϕ, onde

t ∈ R. Assim,

v − u = u+ tϕ− u = tϕ ∈ W 1,p
0 (Ω).

Em particular,

1

p

�
Ω

|∇u|pdx− εp−1

�
Ω

udx
(2.19)

≤ 1

p

�
Ω

|∇(u+ tϕ)|pdx− εp−1

�
Ω

(u+ tϕ)dx.

Considerando a função

F : R → R

t 7→ F (t) =
1

p

�
Ω

|∇(u+ tϕ)|pdx− εp−1

�
Ω

(u+ tϕ)dx,

observamos que F atinge seu mínimo em t = 0. Assim, F ′(0) = 0, e portanto,
�

Ω

〈 |∇u|p−2∇u,∇ϕ〉dx− εp−1

�
Ω

ϕdx = 0, ∀ϕ ∈ W 1,p
0 (Ω).

[(2.20)⇒(2.19)] De fato, dado v tal que v − u ∈ W 1,p
0 (Ω),

1

p

�
Ω

|∇v|pdx− εp−1

�
Ω

vdx

Prop. B.6
≥ 1

p

(�
Ω

|∇u|pdx+ p

�
Ω

〈
|∇u|p−2∇u,∇(v − u)

〉
dx

)
− εp−1

�
Ω

vdx

=
1

p

�
Ω

|∇u|pdx+

�
Ω

〈
|∇u|p−2∇u,∇(v − u)

〉
dx− εp−1

�
Ω

vdx

(2.20)
=

1

p

�
Ω

|∇u|pdx+ εp−1

�
Ω

(v − u)dx− εp−1

�
Ω

vdx

=
1

p

�
Ω

|∇u|pdx− εp−1

�
Ω

udx.

Portanto,

1

p

�
Ω

|∇u|pdx− εp−1

�
Ω

udx ≤ 1

p

�
Ω

|∇v|pdx− εp−1

�
Ω

vdx, com v − u ∈ W 1,p
0 (Ω).

�

Pelo último teorema, para mostrar a existência de solução fraca do problema (P+
p,ε)

é su�ciente demonstrar a existência de um minimizador para um funcional adequado

associado ao problema (P+
p,ε).
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Teorema 2.13 Sejam p > N e g ∈ C(Ω) ∩W 1,p(Ω). Fixando ε ≥ 0, consideremos o

funcional energia

Jp(v) =
1

p

�
Ω

|∇v|pdx− εp−1

�
Ω

vdx,

onde v ∈ C(Ω) ∩ W 1,p(Ω) com v = g em ∂Ω. Então, existe uma única função em

C(Ω) ∩W 1,p(Ω), denotada por u(ε)
p , com valores de fronteira g tal que u(ε)

p minimiza o

funcional energia Jp.

Demonstração. Em primeiro lugar, mostraremos que existe um minimizador para

Jp. Notemos primeiramente que

‖|∇(v − g)|‖pLp ≤ 2p(‖|∇v|‖pLp + ‖|∇g|‖pLp),

assim,

‖|∇v|‖pLp ≥
1

2p
‖|∇(v − g)|‖pLp − ‖|∇g|‖

p
Lp . (2.21)

Logo,

Jp(v) =
1

p

�
Ω

|∇v|pdx− εp−1

�
Ω

vdx

≥ 1

2pp

�
Ω

|∇(v − g)|pdx− ‖|∇g|‖pLp − ε
p−1

�
Ω

vdx.

Já que v − g ∈ W 1,p
0 (Ω),

Jp(v) ≥ 1

2pp
‖v − g‖p

W 1,p
0 (Ω)

− ‖|∇g|‖pLp − ε
p−1

�
Ω

fdx− εp−1

�
Ω

(v − g)dx.

Fazendo a seguinte identi�cação:

cg = ‖|∇g|‖pLp + εp−1

�
Ω

gdx, (2.22)

e, usando a desigualdade de Hölder6, �camos com

Jp(v) ≥ 1

2pp
‖v − g‖p

W 1,p
0 (Ω)

− cg − εp−1|Ω|
1
p

(�
Ω

|v − g|pdx
) 1

p

.

Aplicando a Desigualdade de Poincaré7 e denotando εp−1|Ω|
1
p por c1,

Jp(v) ≥ 1

2pp
‖v − g‖p

W 1,p
0 (Ω)

− cg − c1‖v − g‖W 1,p
0 (Ω).

6Ver Teorema A.5 do Apêndice.
7Ver Teorema A.11 do Apêndice.
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Considerando a função:

h : [0,∞] → R

t 7→ h(t) =
1

2pp
tp − cg − c1t,

notamos que existe l > 0 tal que

Jp(v) ≥ h(‖v − g‖p
W 1,p

0 (Ω)
) ≥ −l, ∀ v ∈ W 1,p(Ω).

Dessa forma, podemos �xar

m = inf
v∈E

Jp(v), (2.23)

onde E = {v ∈ W 1,p(Ω) : v = g em ∂Ω}. De maneira similar ao Teorema 1.2, mostra-

se que existe u(ε)
p ∈ C(Ω) ∩ W 1,p(Ω) com valores de fronteira g tal que u(ε)

p é um

minimizador de Jp.

Ora, para unicidade, suponhamos que v1 e v2 são minimizadores do funcional Jp.

Notemos que ∣∣∣∣∇v1 +∇v2

2

∣∣∣∣p ≤ ∣∣∣∣ |∇v1|+ |∇v2|
2

∣∣∣∣p < |∇v1|p + |∇v2|p

2
, (2.24)

quando ∇v1 6= ∇v2 q.t.p. em Ω, pois a função h de�nida como h(t) = |t|p para cada

t ∈ R é convexa. Temos que

Jp(v1) ≤ Jp

(
v1 + v2

2

)
=

1

p

�
Ω

∣∣∣∣∇v1 +∇v2

2

∣∣∣∣p dx− εp−1

�
Ω

v1 + v2

2
dx

(2.24)
<

1

p

�
Ω

|∇v1|p + |∇v2|p

2
dx− εp−1

�
Ω

v1 + v2

2
dx

=
1

2

(
1

p

�
Ω

|∇v1|pdx− εp−1

�
Ω

v1dx

)
+

1

2

(
1

p

�
Ω

|∇v2|pdx− εp−1

�
Ω

v2dx

)
=

1

2
Jp(v1) +

1

2
Jp(v2)

= Jp(v1),

o que é absurdo. Portanto, ∇v1 = ∇v2 q.t.p. em Ω. Daí,

||v1 − v2||W 1,p
0 (Ω) = 0,

pois v1 − v2 = g − g = 0 em ∂Ω. Logo, v1 = v2. �

Portanto, pelos Teoremas 2.12 e 2.13 �ca mostrado o seguinte teorema.
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Teorema 2.14 Para cada ε ≥ 0, o problema (P+
p,ε) possui uma única solução fraca

denotada por u(ε)
p .

Agora, de forma similar ao Lema 1.4, garantiremos a existência de uma nova

função importante.

Lema 2.15 Sejam ε ≥ 0 e g ∈ C(Ω) ∩W 1,∞(Ω). Então, existem uma subsequência

(u
(ε)
pk ) de (u

(ε)
p ), onde u(ε)

p é a solução fraca do problema (P+
p,ε), e uma função u(ε)

∞ ∈
C(Ω) ∩W 1,∞(Ω) tal que

lim
pk→∞

u(ε)
pk

= u(ε)
∞ , uniformemente em Ω. (2.25)

Demonstração. Do Teorema 2.13, existe uma única função u(ε)
p ∈ C(Ω) ∩W 1,p(Ω)

com valores de fronteira g tal que up minimiza o funcional energia Jp. Denotemos u(ε)
p

por up, pois ε está �xado. Como up é um minimizador para Jp e g ∈ C(Ω)∩W 1,∞(Ω),

então
1

p

�
Ω

|∇up|pdx− εp−1

�
Ω

updx ≤
1

p

�
Ω

|∇g|pdx− εp−1

�
Ω

gdx,

ou seja,
1

p

�
Ω

|∇up|pdx ≤
1

p

�
Ω

|∇g|pdx+ εp−1

�
Ω

(up − g)dx. (2.26)

Além disso, aplicando as Desigualdades de Young8 e de Friedrichs9,∣∣∣∣�
Ω

(up − g)dx

∣∣∣∣ ≤ �
Ω

|up − g|dx

=

�
Ω

(λ|up − g|)λ−1dx

≤
�

Ω

λp|up − g|p

p
dx+

�
Ω

λ−q

q
dx

=
λp

p

�
Ω

|up − g|pdx+
λ−q

q
|Ω|

≤ λp

p
(diam(Ω))p

�
Ω

|∇(up − g)|pdx+
λ−q

q
|Ω|

≤ (λdiam(Ω))p

p
2p
[�

Ω

|∇up|pdx+

�
Ω

|∇g|pdx
]

+
λ−q

q
|Ω|, (2.27)

8Ver Teorema A.4 do Apêndice.
9Ver Teorema A.14 do Apêndice.
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onde 1
p

+ 1
q

= 1. Segue-se de (2.26) e (2.27) que

1

p

�
Ω

|∇up|pdx

≤ 1

p

�
Ω

|∇g|pdx+ εp−1

(
(λdiam(Ω))p

p
2p
[�

Ω

|∇up|pdx+

�
Ω

|∇g|pdx
]

+
λ−q

q
|Ω|
)

=
1

p

�
Ω

|∇g|pdx+
εp−1(2λdiam(Ω))p

p

[�
Ω

|∇up|pdx+

�
Ω

|∇g|pdx
]

+
εp−1λ−q

q
|Ω|.

Escolhendo λ tal que εp−1(2λdiam(Ω))p =
1

2
, obtemos

1

p

�
Ω

|∇up|pdx ≤
1

p

�
Ω

|∇g|pdx+
1

2p

[�
Ω

|∇up|pdx+

�
Ω

|∇g|pdx
]

+
εp−1λ−q

q
|Ω|.

Daí, (
1

p
− 1

2p

) �
Ω

|∇up|pdx ≤
(

1

p
+

1

2p

) �
Ω

|∇g|pdx+
εp−1λ−q

q
|Ω|,

ou seja,
1

2p

�
Ω

|∇up|pdx ≤
3

2p

�
Ω

|∇g|pdx+
εp−1λ−q

q
|Ω|.

Logo,

‖|∇up|‖Lp(Ω) ≤ (3|Ω|)
1
p‖|∇g|‖L∞(Ω) +

(
2pεp−1λ−q|Ω|

q

) 1
p

. (2.28)

Notemos que

lim sup
p→∞

(
2pεp−1λ−q|Ω|

q

) 1
p

= ε, (2.29)

pois,

lim sup
p→∞

p
1
p = 1 e lim sup

p→∞

(
λ−q

q

) 1
p

= 1.

Por (2.28) e (2.29),

lim sup
p→∞

‖|∇up|‖Lp(Ω) ≤ ‖|∇g|‖L∞(Ω) + ε.

Por outro lado, pelo Teorema A.12 e a Proposição A.13,

|up(x)− up(y)| = |(up(x)− g(x))− (up(y)− g(y)) + (g(x)− g(y))|

≤ |(up − g)(x)− (up − g)(y)|+ |(g(x)− g(y))|

≤ 2pN

p−N
|x− y|1−

N
p ‖|∇(up − g)|‖Lp(Ω) + ‖|∇g|‖L∞(Ω)|x− y|.

Assim, para p ≈ ∞,

|up(x)− up(y)| ≤ 2N(|x− y|+ |x− y|
1
2 )‖|∇(up − g)|‖Lp(Ω) + ‖|∇g|‖L∞(Ω)|x− y|

≤ c1|x− y|+ c2|x− y|
1
2 ,
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onde c1 e c2 são constantes positivas. Em consequência, (up) é equilimitada e equi-

contínua. Pelo Teorema de Ascoli-Arzelá10, existe uma função contínua u
(ε)
∞ e uma

subsequência tal que

upj → u(ε)
∞ uniformente em Ω.

�

2.4 u
(ε)
p é uma solução de viscosidade

Devido ao fato que podemos formular diferentes equações diferenciais, fazemos a

seguinte de�nição geral para soluções de viscosidade.

De�nição 2.16 Consideremos uma função contínua F : Ω× R× RN × SN → R.

(i) Uma função u ∈ C(Ω) é denominada supersolução de viscosidade da equação

F (x, v,∇v,D2v) = 0 em Ω,

ou F (x, u,∇u,D2u) ≤ 0 no sentido de viscosidade em Ω, se para cada x0 ∈ Ω e

φ ∈ C2(Ω) que toca v em x0 por baixo temos

F (x0, φ(x0),∇φ(x0), D2φ(x0)) ≤ 0.

(ii) Uma função u ∈ C(Ω) é denominada subsolução de viscosidade da equação

F (x, v,∇v,D2v) = 0 em Ω,

ou F (x, u,∇u,D2u) ≥ 0 no sentido de viscosidade em Ω, se para cada x0 ∈ Ω e

ϕ ∈ C2(Ω) que toca v em x0 por cima tem-se

F (x0, ϕ(x0),∇ϕ(x0), D2ϕ(x0)) ≥ 0.

(iii) Uma função u ∈ C(Ω) é denominada solução de viscosidade da equação

F (x, v,∇v,D2v) = 0 em Ω,

ou F (x, u,∇u,D2u) = 0 no sentido de viscosidade em Ω, se u é uma supersolução

e subsolução de viscosidade.

Vejamos a função F correspondente a equação ∆pu = 0 para 2 ≤ p ≤ ∞:

10Ver Teorema B.1 do Apêndice.
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� Seja 2 ≤ p <∞, considere-se a função

F : Ω× R× RN × SN → R

(x, t, z,M) 7→ F (x, t, z,M) = |z|p−2
traço(M) + (p− 2)|z|p−4〈Mz, z〉,

pois,

∆pu = |∇u|p−2∆u+ (p− 2)|∇u|p−4〈D2u∇u,∇u〉.

� Para p =∞, consideremos a aplicação

F : Ω× R× RN × SN → R

(x, t, z,M) 7→ F (x, t, z,M) = 〈Mz, z〉,

pois,

∆∞u = 〈D2u∇u,∇u〉.

Agora, mostraremos que a função u(ε)
∞ obtida no Lema 2.15 é uma solução de

viscosidade para uma certa equação. Primeiro, observemos o seguinte lema.

Lema 2.17 Fixando ε ≥ 0, tem-se que para cada p > N , a função u(ε)
p , que é solução

fraca do problema (P+
p,ε), é uma solução de viscosidade em Ω da equação ∆pu = −εp−1.

Demonstração. Denotemos u(ε)
p por up. Como up minimiza o funcional energia Jp,

então �
Ω

〈 |∇up|p−2∇up,∇ϕ〉dx− εp−1

�
Ω

ϕdx = 0, ∀ϕ ∈ C∞0 (Ω),

ou seja, ∆pup + εp−1 ≤ 0 no sentido fraco.

A�rmação 1: up é uma supersolução de viscosidade da equação ∆pu+ εp−1 = 0.

Suponhamos, por absurdo, que up não é uma supersolução de viscosidade da equação

∆pu + εp−1 = 0, isto é, existem x0 ∈ Ω e φ ∈ C2(Ω) tais que existe δ > 0 com

B(x0, δ) ⊂ Ω e

up(x)− φ(x) > 0 = up(x0)− φ(x0), ∀x ∈ B(x0, δ) \ {x0} e ∆pφ(x0) + εp−1 > 0.

(2.30)
Considerar

Fp : Ω× R× RN × SN → R

(x, t, z,M) 7→ F (x, t, z,M) = |z|p−2
traço(M) + (p− 2)|z|p−4〈Mz, z〉+ εp−1,
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logo

Fp(x, u,∇u,D2u) = ∆pu+ εp−1.

Como Fp é contínua, tem-se que para algum raio δ > r > 0 su�cientemente pequeno

vale

Fp(x, φ(x),∇φ(x), D2φ(x)) > 0, ∀x ∈ B(x0, r),

pois ∆pφ(x0) + εp−1 > 0. Daí,

∆pφ(x) + εp−1 > 0, ∀x ∈ B(x0, r), (2.31)

assim, φ é uma subsolução clássica emB(x0, r) da equação Fp(x, u(x),∇u(x), D2u(x)) =

0. Agora, de�nindo

ψ : Ω → R

x 7→ ψ(x) = φ(x) +
1

2
min

∂B(x0,r)
{up − φ}.

e denotando m = min
∂B(x0,r)

{up − φ}, temos

ψ(x0) = φ(x0) +
1

2
m

(2.30)
= up(x0) +

1

2
m

(2.30)
> up(x0). (2.32)

Além disso, para cada x ∈ Ω,

∆pψ(x) = ∆p

(
φ(x) +

1

2
m

)
= ∆pφ(x). (2.33)

Segue-se de (2.31) e (2.33) que

∆pψ(x) + εp−1 = ∆pφ(x) + εp−1 > 0, ∀x ∈ B(x0, r).

Multiplicando por (ψ − up)+ e integrando por partes a última desigualdade, temos

0 ≤
�
B(x0,r)

(∆pψ + εp−1)(ψ − up)+dx

=

�
B(x0,r)

[∇ · (|∇ψ|p−2∇ψ)](ψ − up)+dx+

�
B(x0,r)

εp−1(ψ − up)+dx

= −
�
B(x0,r)

〈|∇ψ|p−2∇ψ,∇(ψ − up)+〉dx+

�
B(x0,r)

εp−1(ψ − up)+dx

= −

[�
B(x0,r)∩{ψ>up}

〈|∇ψ|p−2∇ψ,∇(ψ − up)〉dx−
�
B(x0,r)∩{ψ>up}

εp−1(ψ − up)dx

]
.

(2.34)
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Estendendo a função (ψ−up)+ como zero em Ω\B(x0, r) e pelo fato Fp(x, up,∇up, D2up) ≤

0 no sentido fraco, obtemos de maneira similar à desigualdade (2.34) que

0 ≤
�

Ω

〈 |∇up|p−2∇up,∇(ψ − up)+〉dx−
�

Ω

εp−1(ψ − up)+dx

=

�
B(x0,r)

〈 |∇up|p−2∇up,∇(ψ − up)+〉dx−
�
B(x0,r)

εp−1(ψ − up)+dx

=

�
B(x0,r)∩{ψ>up}

〈 |∇up|p−2∇up,∇(ψ − up)〉dx−
�
B(x0,r)∩{ψ>up}

εp−1(ψ − up)dx.

(2.35)

Das desigualdades (2.34) e (2.35), tem-se que

�
B(x0,r)∩{ψ>up}

〈|∇ψ|p−2∇ψ,∇(ψ − up)〉dx−
�
B(x0,r)∩{ψ>up}

εp−1(ψ − up)dx ≤ 0

e

−
�
B(x0,r)∩{ψ>up}

〈 |∇up|p−2∇up,∇(ψ − up)〉dx+

�
B(x0,r)∩{ψ>up}

εp−1(ψ − up)dx ≤ 0,

assim, �
B(x0,r1)∩{ψ>up}

〈|∇ψ|p−2∇ψ − |∇up|p−2∇up,∇(ψ − up)〉dx ≤ 0.

Daí, de forma análoga ao Lema 2.8,

ψ ≤ up em B(x0, r),

concluímos que up é uma supersolução de viscosidade em Ω.

A�rmação 2: up é uma subsolução de viscosidade da equação ∆pu+ εp−1 = 0.

Com um argumento similar à A�rmação 1, mostra-se que up é uma subsolução de

viscosidade da equação ∆pu+ εp−1 = 0.

Em conclusão, das A�rmações 1 e 2, a função up é uma solução de viscosidade

da equação ∆pu = −εp−1. �

2.5 u
(ε)
∞ é uma solução de viscosidade

Nesta seção, provaremos que a função u(ε)
∞ é uma solução de viscosidade de uma

equação que envolve o operador ∞-laplaciano. Assim, veremos que isto é su�ciente

para garantir que o problema (P∞) possui pelo menos uma solução de viscosidade.
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Teorema 2.18 Para cada ε ≥ 0, a função u(ε)
∞ é uma solução de viscosidade da equa-

ção

max{ε− |∇v|,∆∞v} = 0.

Demonstração. Dado ε ≥ 0, considerando a aplicação

F : Ω× R× RN × SN → R

(x, t, z,M) 7→ F (x, t, z,M) = max{ε− |z|, 〈Mz, z〉},

na De�nição 2.16, observamos que para mostrar o teorema temos que veri�car:

I. max
{
ε− |∇u(ε)

∞ |,∆∞u(ε)
∞

}
= F

(
x, u,∇u(ε)

∞ , D2u
(ε)
∞

)
≤ 0 no sentido de viscosi-

dade em Ω,

II. max
{
ε− |∇u(ε)

∞ |,∆∞u(ε)
∞

}
= F

(
x, u,∇u(ε)

∞ , D2u
(ε)
∞

)
≥ 0 no sentido de viscosi-

dade em Ω.

Isto é:

I. para qualquer x0 ∈ Ω e φ ∈ C2(Ω) que toca u(ε)
∞ em x0 por baixo, vale que

max {ε− |∇φ(x0)|,∆∞φ(x0)} ≤ 0,

II. para qualquer x0 ∈ Ω e ϕ ∈ C2(Ω) que toca u(ε)
∞ em x0 por cima, vale que

max {ε− |∇ϕ(x0)|,∆∞ϕ(x0)} ≥ 0.

Ou seja:

I. para qualquer x0 ∈ Ω e φ ∈ C2(Ω) que toca u(ε)
∞ em x0 por baixo, vale que

ε ≤ |∇φ(x0)| e ∆∞φ(x0) ≤ 0,

II. para qualquer x0 ∈ Ω e ϕ ∈ C2(Ω) que toca u(ε)
∞ em x0 por cima, vale que

ε ≥ |∇ϕ(x0)| ou ∆∞ϕ(x0) ≥ 0.

[ I. ] Seja x0 ∈ Ω e φ ∈ C2(Ω) uma função que toca u(ε)
∞ por baixo em x0. Então, existe

r > 0 com B(x0, r) ⊂ Ω tal que

u(ε)
∞ (x)− φ(x) > 0 = u(ε)

∞ (x0)− φ(x0), ∀x ∈ B(x0, r) \ {x0}. (2.36)
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Pelos Lemas 2.15 e 2.17, tem-se que existe uma subsequência (u
(ε)
pk ) de (u

(ε)
p ) ⊂ C(Ω)∩

W 1,p(Ω) tal que

u(ε)
pk
→ u(ε)

∞ uniformemente em Ω, (2.37)

onde u(ε)
p é uma solução de viscosidade em Ω da equação ∆pu = −εp−1. Segue-se de

(2.36), (2.37) e do Lema 2.11 que existe uma sequência (xk) com xk → x0 tal que

u(ε)
pk

(xk)− φ(xk) = min
B(x0,r)

(u(ε)
pk
− φ).

Pelo Lema 2.17 e de forma similar à Proposição 2.6, temos que

∆pkφ(xk) ≤ −εpk−1, ∀ k ∈ N,

assim,

|∇φ(xk)|pk−4(|∇φ(xk)|2∆φ(xk) + (pk − 2)∆∞φ(xk)) ≤ −εpk−1, ∀ k ∈ N. (2.38)

Se ε > 0, então, pela desigualdade (2.38),

|∇φ(xk)| > 0, (2.39)

pois se |∇φ(xk)| = 0, dá um absurdo. Agora, dividindo a desigualdade (2.38) por

(pk − 2)|∇φ(xk)|pk−4 encontramos

|∇φ(xk)|2

(pk − 2)
∆φ(xk) + ∆∞φ(xk) ≤

−ε3

(pk − 2)

(
ε

|∇φ(xk)|

)pk−4

,

Fazendo k →∞, temos que

∆∞φ(x0) ≤ lim
k→∞

[
−ε3

(pk − 2)

(
ε

|∇φ(xk)|

)pk−4
]
, (2.40)

Agora, suponhamos, por absurdo, que |∇φ(x0)| < ε, então

∆∞φ(x0) = −∞,

o que é absurdo, pois ∆∞φ(x0) ∈ R para cada x0 ∈ Ω. Portanto,

|∇φ(x0)| ≥ ε. (2.41)

Por (2.40) e (2.41),

∆∞φ(x0) ≤ 0.
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Das últimas desigualdades, concluímos que se ε > 0, então

ε ≤ |∇φ(x0)| e ∆∞φ(x0) ≤ 0. (2.42)

Por outro lado, seja ε = 0. Quando |∇φ(x0)| = 0, temos que

∆∞φ(x0) =
1

2
〈∇φ(x0),∇|∇φ(x0)|2〉 = 0,

e assim,

ε ≤ |∇φ(x0)| e ∆∞φ(x0) ≤ 0.

Além disso, se |∇φ(x0)| > 0, existe k0 ∈ N tal que

|∇φ(xk)| > 0, ∀ k ≥ k0,

que juntamente com (2.38), implica que

∆φ(xk)

(pk − 2)
+

∆∞φ(xk)

|∇φ(xk)|2
≤ 0, ∀ k ≥ k0.

Fazendo k →∞, encontramos
∆∞φ(x0)

|∇φ(x0)|2
≤ 0,

assim,

∆∞φ(x0) ≤ 0,

pois |∇φ(x0)| > 0. Portanto, se ε = 0, vale que

ε ≤ |∇φ(x0)| e ∆∞φ(x0) ≤ 0. (2.43)

Segue-se de (2.42) e (2.43) que

ε ≤ |∇φ(x0)| e ∆∞φ(x0) ≤ 0. (2.44)

[ II. ] É verdadeiro que max{ε − |∇u(ε)
∞ |,∆∞u(ε)

∞ } ≥ 0 no sentido de viscosidade em Ω,

pois a demonstração é similar a [ I. ]. �

O próximo teorema resume a teoria o que foi desenvolvido até agora.

Teorema 2.19 (Teorema de existência e unicidade para (P∞,max) e (P∞), Jensen [17])

Sejam ε ≥ 0 e g : ∂Ω → R uma função lipschitziana. A função u(ε)
∞ , dada pelo Lema

2.15, é uma solução de viscosidade em Ω com u∞ = g em ∂Ω do problema{
max{ε− |∇u|,∆∞u} = 0, em Ω,

u = g, em ∂Ω.
(P∞,max)
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Em particular, se ε = 0, temos que o problema{
∆∞u = 0, em Ω,

u = g, em ∂Ω.
(P∞)

possui como solução de viscosidade em Ω com valor de fronteira g à função u(0)
∞ = u∞,

dada na Seção 1.2.

Tendo em vista que no Teorema 2.19 demonstramos que o problema (P∞) tem

solução de viscosidade, agora apresentaremos uma solução de viscosidade explicita da

equação ∆∞v = 0.

Exemplo 1 A função

u : R2 → R

(x, y) 7→ u(x, y) = x
4
3 − y

4
3 ,

é uma solução de viscosidade de ∆∞v = 0 em R2.

Demonstração. Notemos que

∂u

∂x
(x, y) =

4

3
x

1
3 , em R2,

∂u

∂y
(x, y) = −4

3
y

1
3 , em R2,

∂2u

∂x∂y
(x, y) =

∂2u

∂y∂x
(x, y) = 0, em R2,

∂2u

∂x2
(x, y) =

4

9
x−

2
3 , em (R \ {0})× R

∂2u

∂y2
(x, y) = −4

9
y−

2
3 , em R× (R \ {0}).

Logo, para cada (x, y) ∈ (R \ {0})× (R \ {0}),

∆∞u(x, y) =

(
∂u

∂x
(x, y)

)2
∂2u

∂x2
(x, y) + 2

∂u

∂x
(x, y)

∂u

∂y
(x, y)

∂2u

∂x∂y
(x, y)

+

(
∂u

∂y
(x, y)

)2
∂2u

∂y2
(x, y)

=
43

34
x

2
3x−

2
3 + 0 + 0− 43

34
y

2
3y−

2
3 = 0.

Portanto, u é uma solução de viscosidade da equação ∆∞v = 0 em (R\{0})×(R\{0}),

pois u ∈ C2((R \ {0}) × (R \ {0})). Agora, tomemos um ponto p0 ∈ {(x0, 0), (0, y0)}
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e φ ∈ C2(R2) uma função que toca u por cima em p0. Então, existe r > 0 com

B(p0, r) ⊂ Ω tal que

u(x)− φ(x) < 0 = u(p0)− φ(p0), ∀x ∈ B(p0, r) \ {p0}.

Em particular, tomando p0 = (x0, 0), observamos que(
∂φ

∂x
(x0, 0),

∂φ

∂y
(x0, 0)

)
= ∇φ(x0, 0) = ∇u(x0, 0) =

4

3
(x

1
3
0 , 0),

então,

∆∞φ(x0, 0) = (φx(x0, 0))2φxx(x0, 0) + 2φx(x0, 0)φy(x0, 0)φyx(x0, 0)

+(φy(x0, 0))2φyy(x0, 0)

=
42

32
x

2
3
0 φxx(x0, 0). (2.45)

Como (u− φ)(p0) é um máximo, tem-se que

(u− φ)xx(x0, 0) ≤ 0,

ou seja,

φxx(x0, 0) ≥ uxx(x0, 0) =
4

9
x
− 2

3
0 . (2.46)

Segue-se de (2.45) e (2.46) que

∆∞φ(x0, 0) =
42

32
x

2
3
0 φxx(x0, 0) ≥ 43

34
x

2
3
0 x
− 2

3
0 =

43

34
> 0.

Em consequência, u é uma subsolução de viscosidade de ∆∞v = 0 em R × {0}. De

maneira similar, temos o fato anterior em {0} × R. Assim, temos que u é uma sub-

solução de viscosidade de ∆∞v = 0 em R2. De forma análoga mostra-se que u é uma

supersolução de viscosidade de ∆∞v = 0 em R2. �

Agora, consideremos um problema similar ao problema (P+
p,ε):∆pu = εp−1, em Ω,

u = f, em ∂Ω,
(P−p,ε)

onde Ω ⊂ RN é um domínio limitado e suave, f ∈ C(Ω) ∩W 1,p(Ω) e N < p <∞.

De maneira semelhante a análise feita para o problema (P+
p,ε), de�nimos o que é

uma solução fraca para (P−p,ε) e obtemos a existência e unicidade de solução fraca para

o problema (P−p,ε).



57

De�nição 2.20 Uma função u : Ω → R é denominada solução fraca do problema

(P−p,ε) em Ω se u ∈ W 1,p(Ω) tal que

�
Ω

〈 |∇u|p−2∇u,∇ϕ〉dx = −εp−1

�
Ω

ϕdx,

para cada ϕ ∈ W 1,p
0 (Ω) e u = f em ∂Ω no sentido do traço, isto é, u− f ∈ W 1,p

0 (Ω).

Da mesma maneira que foi feita no Teorema 2.14 , obtém-se o próximo teorema.

Teorema 2.21 Para cada ε ≥ 0, o problema (P−p,ε) possui uma única solução fraca

denotada por u(ε)
p .

Também obtemos um resultado semelhante ao Lema 1.4.

Lema 2.22 Sejam ε ≥ 0 e g ∈ C(Ω) ∩W 1,∞(Ω). Então, existem uma subsequência

(u
(ε)
pk ) de (u

(ε)
p ), onde u(ε)

p é a solução fraca do problema (P−p,ε), e uma função u(ε)
∞ ∈

C(Ω) ∩W 1,∞(Ω) tal que

lim
pk→∞

u(ε)
pk

= u(ε)
∞ , uniformemente em Ω. (2.47)

Por outra parte, logra-se provar que u(ε)
p e u(ε)

∞ são soluções de viscosidade das

equações ∆pu = εp−1 e min{|∇u| − ε,∆∞u} = 0, respectivamente.

Lema 2.23 Fixando ε ≥ 0, tem-se que para cada p > N , a função u(ε)
p , que é solução

fraca do problema (P−p,ε), é uma solução de viscosidade em Ω da equação ∆pu = εp−1.

Com este último lema, demonstramos a existência de solução de viscosidade do

problema (P∞,min).

Teorema 2.24 (Teorema de existência e unicidade para (P∞,min), Jensen [17])

Sejam ε ≥ 0 e g : ∂Ω → R uma função lipschitziana. A função u(ε)
∞ , dada pelo Lema

2.15, é uma solução de viscosidade em Ω com u∞ = g em ∂Ω do problema{
min{|∇u| − ε,∆∞u} = 0, em Ω,

u = g, em ∂Ω.
(P∞,min)

O Teorema 2.24 é importante, pois ele será usado para mostrar a unicidade de

solução de viscosidade do problema (P∞).



Capítulo 3

Propriedades e caracterizações de u∞

Neste Capítulo, abordaremos algumas caracterizações e propriedades para as so-

luções de viscosidade de ∆∞u = 0. Como já é conhecido nos estudos fundamentais

que as funções harmônicas e p−harmônicas satisfazem uma Fórmula da Média e uma

desigualdade tipo Harnack, então o objetivo deste capítulo é provar que as funções

∞−harmônicas também possuem propriedades similares. Além disso, veremos uma

caracterização das funções que são soluções de viscosidade de ∆∞u = 0 com as funções

cones.

3.1 Fórmula Assintótica da Média

Nesta seção, demonstraremos uma Fórmula da Média para a equação ∆∞u = 0

mais fraca que a Fórmula da Média da equação ∆pu = 0 para 2 ≤ p < ∞. Primeiro

lembremos esta última fórmula.

Teorema 3.1 (Fórmula da média para a equação ∆u = 0)1

Uma função u é harmônica em um domínio Ω se, e somente se,

u(x0) =
1

|B(x0, r)|

�
B(x0,r)

u(x)dx+ o(r2), quando r → 0, (3.1)

para cada x0 ∈ Ω.

1Ver [13].
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Também, nas funções p-harmônicas (isto é, soluções da equação ∆pu = 0) ocorre

a Fórmula da Média no sentido de viscosidade. Mas, para isso precisamos ver a seguinte

de�nição.

De�nição 3.2 Dado 2 ≤ p ≤ ∞. Uma função contínua u : Ω→ R satisfaz

u(x0) =
p− 2

p+N

[
1

2

(
max
B(x0,r)

{u}+ min
B(x0,r)

{u}

)]
+

2 +N

p+N

 
B(x0,r)

u(x)dx+o(r2), se r → 0,

(3.2)

no sentido de viscosidade em Ω se

(i) para qualquer x0 ∈ Ω e φ ∈ C2(Ω) que toca u em x0 por baixo temos que

−φ(x0)+
p− 2

p+N

[
1

2

(
max
B(x0,r)

{φ}+ min
B(x0,r)

{φ}

)]
+

2 +N

p+N

 
B(x0,r)

u(x)dx+o(r2) ≤ 0,

isto é, u é supersolução de viscosidade da equação (3.2), e

(ii) para qualquer x0 ∈ Ω e φ ∈ C2(Ω) que toca u em x0 por cima temos que

−φ(x0)+
p− 2

p+N

[
1

2

(
max
B(x0,r)

{φ}+ min
B(x0,r)

{φ}

)]
+

2 +N

p+N

 
B(x0,r)

u(x)dx+o(r2) ≥ 0,

isto é, u é subsolução de viscosidade da equação (3.2).

Teorema 3.3 (Fórmula Assintótica da Média para a equação ∆pu = 0)2

Sejam 2 ≤ p ≤ ∞ e u uma função contínua em um domínio Ω. A seguinte igualdade

u(x) =
p− 2

p+N

[
1

2

(
max
B(x,r)

{u(y)}+ min
B(x,r)

{u(y)}

)]
+

2 +N

p+N

 
B(x0,r)

u(y)dy+o(r2), (3.3)

quando r → 0, vale para cada x ∈ Ω no sentido de viscosidade em Ω se, e somente se,

∆pu(x) = 0,

no sentido de viscosidade em Ω.

Notemos os seguintes fatos sobre a equação (3.3):

a) Tomando p = 2 em (3.3), obtemos a equação (3.1) no sentido de viscosidade em

Ω.
2Manfredi, Parvianinen e Rossi [25]
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b) Escolhendo p =∞ em (3.3), temos a identidade:

u(x) =
1

2

(
max
B(x,r)

{u(y)}+ min
B(x,r)

{u(y)}

)
+ o(r2), quando r → 0, (3.4)

no sentido de viscosidade em Ω. Veremos no Teorema 3.8 que a última identidade

é a Fórmula Assintótica da Média para as funções ∞−harmônicas.

Observação 3.4 A identidade (3.4) não é válida no sentido clássico para todas as

funções que são soluções de viscosidade da equação ∆∞u = 0. De fato, consideremos

a função ∞−harmônica dada no Exemplo 13:

u : R2 → R

(x, y) 7→ u(x, y) = x
4
3 − y

4
3 .

Temos que

max
B((1,0),ε)

{u(x1, y1)} = u(1 + ε, 0) = |1 + ε|
4
3 . (3.5)

Para determinar o mínimo, vamos trabalhar com coordenadas polares, ou seja,

x = ε cos(θ) e y = εsen(θ), (3.6)

e resolver a equação:

0 =
d

dθ
u(1 + ε cos(θ), εsen(θ)) =

d

dθ
(|1 + ε cos(θ)|

4
3 + |εsen(θ)|

4
3 )

= −4

3
(1 + ε cos(θ))

1
3 εsen(θ)− 4

3
(εsen(θ))

1
3 ε cos(θ).

Daí,

(1 + ε cos(θ))
1
3 sen(θ) = −(εsen(θ))

1
3 cos(θ)

(1 + ε cos(θ))(sen(θ))3 = −(εsen(θ))(cos(θ))3

1 + ε cos(θ) = −ε(cos(θ))3

(sen(θ))2
. (3.7)

Aplicando a identidade trigonométrica (sen(θ))2 = 1 − (cos(θ))2 na equação (3.7),

obtemos

(1 + ε cos(θ))(1− (cos(θ))2) = −ε(cos(θ))3

1− (cos(θ))2 + ε cos(θ)− ε(cos(θ))3 = −ε(cos(θ))3

1− (cos(θ))2 + ε cos(θ) = 0

(cos(θ))2 − ε cos(θ)− 1 = 0.

3Ver pág.55.
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Pela fórmula de Bhaskara, tem-se que

cos(θ) =
ε±
√

4 + ε2

2
,

assim,

θε = arccos

(
ε±
√

4 + ε2

2

)
.

Consideremos a solução

min
B((1,0),ε)

{u(x1, y1)} = u(1 + ε cos(θε), εsen(θε))

=
(

1 +
ε

2
(ε−

√
4 + ε2)

) 4
3 −

(
ε

√
1− 1

4
(ε−

√
4 + ε2)2

) 4
3

.(3.8)

Portanto, de (3.5) e (3.8),

lim
ε→0+

1

ε2

(
u(1, 0)− 1

2

(
max
B(x,r)

{u(x1, y1)}+ min
B(x,r)

{u(x1, y1)}

))
6= 0.

Porém, se a Fórmula Assintótica da Média vale no sentido clássico, tal limite deve-

ria ser igual a zero, o que é absurdo. Mostrando assim que nem todas as funções

∞−harmônicas satisfazem, no sentido clássico, a Fórmula Assintótica da Média para

as funções ∞−harmônicas.

Antes de demonstrar a Fórmula da Média para as funções ∞−harmônicas, vere-

mos uma lema útil para isso.

Lema 3.5 Se φ ∈ C2(Ω) e ∇φ(x0) 6= 0, onde x0 ∈ Ω, então vale a seguinte identidade:

φ(x0) =
1

2

(
max
B(x0,ε)

{φ(y)}+ min
B(x0,ε)

{φ(y)}

)
− ε2

2|∇φ(x0)|2
∆∞φ(x0)+o(ε2), quando ε→ 0.

Demonstração. Como ∇φ(x0) 6= 0, tem-se que existe ε > 0 tal que

|∇φ(x)| > 0, ∀x ∈ B(x0, ε). (3.9)

Usando o método dos multiplicadores de Lagrange determinaremos os valores extremos

de φ. De fato, temos∇φ(x1, x2, · · · , xN) = λ∇g(x1, x2, · · · , xN),

g(x1, x2, · · · , xN) = ε2,
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onde x0 = (x0,1, · · · , x0,N) e g(x1, x2, · · · , xN) =
N∑
i=1

(xi − x0,i)
2. Daí,


∇φ(x) = 2λ(x− x0),
N∑
i=1

(xi − x0,i)
2 = ε2.

(S1)

Logo,

xi =
φxi(x)

2λ
+ x0,i, ∀ i = 1, · · · , N, (3.10)

pois λ não pode ser igual a zero. Substituindo (3.10) em (S1), obtemos

N∑
i=1

(φxi(x))2

4λ2
= ε2,

assim,

1

4ε2

N∑
i=1

(φxi(x))2 = λ2,

ou seja,

λ = ±|∇φ(x)|
2ε

. (3.11)

Substituindo (3.11) em (3.10), tem-se que

xi = ±ε φxi(x)

|∇φ(x)|
+ x0,i, ∀ i = 1, · · · , N.

Portanto, os pontos onde φ atinge seus valores extremos são

x = x0 ± ε
∇φ(x)

|∇φ(x)|
. (3.12)

Também,
∇φ(x)

|∇φ(x)|
=
∇φ(x0)

|∇φ(x0)|
+ o(ε), (3.13)

quando ε→ 0. Por outro lado, seja x̄ um ponto em Ω tal que

x+ x̄ = 2x0. (3.14)

Fazendo a expansão de Taylor para φ,

φ(y) = φ(x0) + 〈∇φ(x0), y − x0〉+
1

2
〈D2φ(x0)(y − x0), y − x0〉+ o(|y − x0|2).
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Se tomamos y = x e depois y = x̄ na última desigualdade, obtemos

φ(x) + φ(x̄) = 2φ(x0) + 〈∇φ(x0), x− x0 + x̄− x0〉+
1

2
〈D2φ(x0)(x− x0), x− x0〉

+
1

2
〈D2φ(x0)(x̄− x0), x̄− x0〉+ o(ε2)

(3.14)
= 2φ(x0) + 〈∇φ(x0), 0〉+ 〈D2φ(x0)(x− x0), x− x0〉+ o(ε2)

= 2φ(x0) + 〈D2φ(x0)(x− x0), x− x0〉+ o(ε2), (3.15)

quando ε→ 0. Ora, escolhemos x1, x2 ∈ Ω tal que

φ(x1) = min
|y−x0|=ε

{φ(y)} e φ(x2) = max
|y−x0|=ε

{φ(y)}. (3.16)

Notemos que

φ(x2) + φ(x1)
(3.16)

≤ max
B(x0,ε)

{φ(y)}+ min
B(x0,ε)

{φ(y)}.

Por (3.17) e (3.15),

1

2

(
max
B(x0,ε)

{φ(y)}+ min
B(x0,ε)

{φ(y)}

)
−φ(x0) ≥ 1

2
〈D2φ(x0)(x1−x0), x1−x0〉+o(ε2), (3.17)

quando ε→ 0. De maneira similar, temos que

1

2

(
max
B(x0,ε)

{φ(y)}+ min
B(x0,ε)

{φ(y)}

)
− φ(x0)

(3.15)

≤ 1

2
〈D2φ(x0)(x2 − x0), x2 − x0〉+ o(ε2),

(3.18)

quando ε→ 0. De (3.12), (3.17) e (3.18),

1

2

(
max
B(x0,ε)

{φ(y)}+ min
B(x0,ε)

{φ(y)}

)
− φ(x0) ≥ ε2

2

〈
D2φ(x0)

∇φ(x1)

|∇φ(x1)|
,
∇φ(x1)

|∇φ(x1)|

〉
+ o(ε2)

e

1

2

(
max
B(x0,ε)

{φ(y)}+ min
B(x0,ε)

{φ(y)}

)
−φ(x0) ≤ ε2

2

〈
D2φ(x0)

∇φ(x2)

|∇φ(x2)|
,
∇φ(x2)

|∇φ(x2)|

〉
+ o(ε2),

quando ε→ 0. Pelas últimas desigualdades e (3.13), tem-se

1

2

(
max
B(x0,ε)

{φ(y)}+ min
B(x0,ε)

{φ(y)}

)
−φ(x0) =

ε2

2

〈
D2φ(x0)

∇φ(x0)

|∇φ(x0)|
,
∇φ(x0)

|∇φ(x0)|

〉
+ o(ε2),

ou seja,

φ(x0) =
1

2

(
max
B(x0,ε)

{φ(y)}+ min
B(x0,ε)

{φ(y)}

)
− ε

2

2

〈
D2φ(x0)

∇φ(x0)

|∇φ(x0)|
,
∇φ(x0)

|∇φ(x0)|

〉
+ o(ε2),
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sendo assim,

φ(x0) =
1

2

(
max
B(x0,ε)

{φ(y)}+ min
B(x0,ε)

{φ(y)}

)
− ε2

2|∇φ(x0)|2
∆∞φ(x0) + o(ε2),

quando ε→ 0. �

De�namos quando uma função contínua u satisfaz a equação (3.4) no sentido de

viscosidade.

De�nição 3.6 A função u ∈ C(Ω) satisfaz

u(x) =
1

2

(
max
B(x,ε)

{u(y)}+ min
B(x,ε)

{u(y)}

)
+ o(ε2), quando ε→ 0, (3.19)

no sentido de viscosidade em Ω se:

(i) −φ(x0) +
1

2

(
max
B(x,ε)

{φ(y)}+ min
B(x,ε)

{φ(y)}

)
+ o(ε2) ≤ 0, quando ε→ 0,

para qualquer x0 ∈ Ω e φ ∈ C2(Ω) que toca u em x0 por baixo, isto é, u é super-

solução de viscosidade em Ω da equação (3.19). Além disso, se ∇φ(x0) = 0,

então φ também deve satisfazer

D2φ(x0) ≤ 0.

(ii) −ψ(x0) +
1

2

(
max
B(x,ε)

{ψ(y)}+ min
B(x,ε)

{ψ(y)}

)
+ o(ε2) ≥ 0, quando ε→ 0,

para qualquer x0 ∈ Ω e ψ ∈ C2(Ω) que toca u em x0 por cima, isto é, u é

subsolução de viscosidade em Ω da equação (3.19). Além disso, se ∇ψ(x0) =

0, então φ também deve satisfazer

D2ψ(x0) ≥ 0.

Observação 3.7 As restrições ∇φ(x0) = 0 e ∇ψ(x0) = 0 são usadas da seguinte

forma

lim
y→x0

φ(y)− φ(x0)

|y − x0|2
≤ 0 e lim

y→x0

ψ(y)− ψ(x0)

|y − x0|2
≥ 0.

De fato,

φ(y) = φ(x0) + 〈∇φ(x0), y − x0〉+
1

2
〈D2φ(x0)(y − x0), y − x0〉+ o(|y − x0|2).

= φ(x0) +
1

2
〈D2φ(x0)(y − x0), y − x0〉+ o(|y − x0|2).

≤ φ(x0) + o(|y − x0|2), quando ε→ 0,
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já que D2φ(x0) ≤ 0. Assim,

lim
y→x0

φ(y)− φ(x0)

|y − x0|2
≤ 0.

De forma análoga, obtemos a outra desigualdade.

Agora, mostraremos a equivalência entre a identidade (3.4) no sentido de visco-

sidade e as funções ∞−harmônicas.

Teorema 3.8 (Fórmula Assintótica da Média para as funções ∞−harmônicas)4

Dado u ∈ C(Ω). Temos ∆∞u = 0 no sentido de viscosidade em Ω se, e só se, a equação

(3.19) vale no sentido de viscosidade em Ω.

Demonstração. Comecemos mostrando a equivalência das subsoluções de viscosidade

da equação ∆∞u = 0 e da identidade (3.19).

A�rmação 1: ∆∞u ≥ 0 no sentido de viscosidade em Ω se, e só se,

u(x) ≤ 1

2

(
max
B(x,ε)

{u}+ min
B(x,ε)

{u}

)
+ o(ε2), quando ε→ 0, (3.20)

no sentido de viscosidade em Ω.

Dado x0 ∈ Ω e ψ ∈ C2(Ω) que toca u em x0 por cima.

Caso 1: ∇ψ(x0) 6= 0.

Pelo Lema 3.5,

ψ(x0) =
1

2

(
max
B(x0,ε)

{ψ}+ min
B(x0,ε)

{ψ}

)
− ε2

2|∇ψ(x0)|2
∆∞ψ(x0) + o(ε2), quando ε→ 0.

(3.21)

Suponhamos inicialmente que u é uma subsolução de viscosidade em Ω de ∆∞u = 0,

então

∆∞ψ(x0) ≥ 0, (3.22)

daí, por (3.21) e (3.22),

ψ(x0)
(3.22)

≤ 1

2

(
max
B(x0,ε)

{ψ}+ min
B(x0,ε)

{ψ}

)
+ o(ε2), quando ε→ 0.

Portanto, u é uma subsolução de viscosidade da equação (3.19). Tomemos agora este

último fato como hipótese e demonstremos que u é uma subsolução de viscosidade da

4Manfredi, Parvianinen e Rossi [25]



66

equação ∆∞u = 0. Notemos que

ψ(x0) ≤ 1

2

(
max
B(x0,ε)

{ψ}+ min
B(x0,ε)

{ψ}

)
+ o(ε2), quando ε→ 0, (3.23)

assim, por (3.21) e (3.23),

∆∞ψ(x0) ≥ 0. (3.24)

Portanto, quando ∇ψ(x0) 6= 0, temos que u é subsolução de viscosidade em x0 de

∆∞u = 0 se, e só se, u é subsolução de viscosidade em x0 da equação (3.19).

Caso 2: ∇ψ(x0) = 0.

Neste caso, para mostrar que u é subsolução de viscosidade da equação (3.19) a partir da

hipótese de que u é uma função∞−subharmônica, precisamos a condição D2ψ(x0) ≥ 0

para a função teste ψ. Logo, pela Observação 3.7,

lim
y→x0

ψ(y)− ψ(x0)

|y − x0|2
≥ 0. (3.25)

Daí, consideremos o ponto xε ∈ Ω tal que

ψ(xε) = min
|x−x0|≤ε

{ψ(x)}. (3.26)

Notemos que

lim inf
ε→0

1

ε2

[
1

2

(
max
B(x0,ε)

{ψ(x)}+ min
B(x0,ε)

{ψ(x)}

)
− ψ(x0)

]

= lim inf
ε→0

1

ε2

[
1

2

(
max
B(x0,ε)

{ψ(x)} − ψ(x0)

)
+

1

2

(
min
B(x0,ε)

{ψ(x)} − ψ(x0)

)]

≥ lim inf
ε→0

1

2ε2

(
min
B(x0,ε)

{ψ(x)} − ψ(x0)

)
(3.26)
= lim inf

ε→0

1

2ε2
(ψ(xε)− ψ(x0))

= lim inf
ε→0

1

2ε2

(
ψ(xε)− ψ(x0)

|xε − x0|2

)
|xε − x0|2

=
1

2
lim inf
ε→0

(
ψ(xε)− ψ(x0)

|xε − x0|2

)
|xε − x0|2

ε2
. (3.27)

Já que xε ∈ B(x0, ε) e de (3.25) e (3.27), obtemos

lim inf
ε→0

1

ε2

[
1

2

(
max
B(x0,ε)

{ψ(x)}+ min
B(x0,ε)

{ψ(x)}

)
− ψ(x0)

]
≥ 0,
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sendo assim,

ψ(x0) ≤ 1

2

(
max
B(x0,ε)

{ψ(x)}+ min
B(x0,ε)

{ψ(x)}

)
+ o(ε2), quando ε→ 0.

Segue-se daí que u é subsolução de viscosidade em x0 da equação (3.19) quando

∇ψ(x0) = 0. Por outro lado, supondo que u é ∞−subharmônica, tem-se

∆∞ψ(x0) =
1

2
〈∇ψ,∇|∇ψ|2〉(x0) ≥ 0,

pois ∇ψ(x0) = 0. Consequentemente, u é subsolução de viscosidade em Ω de ∆∞u = 0.

A�rmação 2: ∆∞u ≤ 0 no sentido de viscosidade em Ω se, e só se,

u(x) ≥ 1

2

(
max
B(x,ε)

{u}+ min
B(x,ε)

{u}

)
+ o(ε2), quando ε→ 0, (3.28)

no sentido de viscosidade em Ω.

Pela Proposição 2.5 e a A�rmação 1, �ca provado esta a�rmação. �

3.2 Comparação com cones

Nesta seção, apresentamos uma caracterização geométrica das soluções de visco-

sidade para a equação ∆∞u = 0, denominada �Princípio de Comparação com Cones�

e estabelecida por Crandall, Evans e Gariepy [9].

No que segue, vamos introduzir o conceito de cone e exibir uma de suas proprie-

dades.

De�nição 3.9 Sejam x0 ∈ RN e a, b ∈ R. A função

C : RN → R

x 7→ C(x) = a+ b|x− x0|,

é denominada cone com vértice em x0 ∈ RN .

Proposição 3.10 Dados x0 ∈ RN e a, b ∈ R, a função cone com vértice em x0 ∈ RN ,

denotada por C, é uma solução de viscosidade de ∆∞u = 0 em RN \ {x0}.

Demonstração. De fato,

|∇C(x)| = |b|, ∀x 6= x0,



68

sendo assim,

∆∞C(x) =
1

2
〈∇C(x),∇|∇C(x)|2〉 = 0, ∀x ∈ RN \ {x0}.

Portanto, C é uma solução clássica da equação ∆∞u = 0 em RN \ {x0}. Então, pelo

Teorema 2.7, ∆∞C = 0 no sentido de viscosidade em RN \ {x0}. �

Um fato importante para as funções ∞−harmônicas é que elas podem ser carac-

terizadas através da comparação com cones. Para mostrar a comparação com cones,

primeiro de�namos o que venha a ser uma função satisfazendo o princípio de compa-

ração com cones.

De�nição 3.11 Consideremos uma função contínua u : Ω→ R.

(i) Dizemos que a função u satisfaz o princípio de comparação com cones por

baixo se para cada subdomínio D ⊂⊂ Ω, x0 ∈ RN \D e a, b ∈ R, tem-se que

u(x) ≥ C(x) = a+ b|x− x0|, ∀x ∈ ∂D,

implica

u(x) ≥ C(x) = a+ b|x− x0|, ∀x ∈ D.

(ii) A função u satisfaz o princípio de comparação com cones por cima se para

cada subdomínio D ⊂⊂ Ω, x0 ∈ RN \D e a, b ∈ R, tem-se que

u(x) ≤ C(x) = a+ b|x− x0|, ∀x ∈ ∂D,

implica

u(x) ≤ C(x) = a+ b|x− x0|, ∀x ∈ D.

(iii) A função u satisfaz o princípio de comparação com cones se vale o princípio

de comparação com cones por baixo e cima.

Uma outra maneira de reescrever a última de�nição é da seguinte forma.

De�nição 3.12 Seja u : Ω→ R uma função contínua.

(i) Diremos que a função u satisfaz o princípio de comparação com cones por

baixo quando para cada subdomínio D ⊂⊂ Ω, x0 ∈ RN \D e b ∈ R, vale que

u(x)− b|x− x0| ≥ min
ξ∈∂D
{u(ξ)− b|ξ − x0|}, ∀x ∈ D.
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(ii) A função u satisfaz o princípio de comparação com cones por cima quando

para cada subdomínio D ⊂⊂ Ω, x0 ∈ RN \D e b ∈ R, vale que

u(x)− b|x− x0| ≤ max
ξ∈∂D
{u(ξ)− b|ξ − x0|}, ∀x ∈ D.

(iii) A função u satisfaz o princípio de comparação com cone se vale o princípio

de comparação com cones por baixo e cima.

Ora, vejamos que as A�rmações 3.11 e 3.12 são equivalentes.

Proposição 3.13 As De�nições 3.11 e 3.12 são equivalentes.

Demonstração. Seja u : Ω→ R uma função contínua.

[De�nição 3.11.(i) ⇒ De�nição 3.12.(i)] De fato, dados um subdomínio D ⊂⊂ Ω,

x0 ∈ RN \D e b ∈ R, temos que

u(x)− b|x− x0| ≥ min
ξ∈∂D
{u(ξ)− b|ξ − x0|}, ∀x ∈ ∂D,

ou seja,

u(x) ≥ a+ b|x− x0|, ∀x ∈ ∂D,

onde a = min
ξ∈∂D
{u(ξ)− b|ξ − x0|}. E pela implicação da de�nição 3.11.(i), obtemos

u(x) ≥ a+ b|x− x0|, ∀x ∈ D,

isto é,

u(x)− b|x− x0| ≥ min
ξ∈∂D
{u(ξ)− b|ξ − x0|}, ∀x ∈ D.

[De�nição 3.12.(i) ⇒ De�nição 3.11.(i)] Dados um subdomínio D ⊂⊂ Ω, x0 ∈ RN \D

e a, b ∈ R tais que

u(x)− b|x− x0| ≥ min
ξ∈∂D
{u(ξ)− b|ξ − x0|}, ∀x ∈ D. (3.29)

Se vale a seguinte desigualdade:

u(x) ≥ a+ b|x− x0|, ∀x ∈ ∂D, (3.30)

temos que

u(x)− b|x− x0|
(3.29)

≥ min
ξ∈∂D
{u(ξ)− b|ξ − x0|}

(3.30)

≥ a, ∀x ∈ D,
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ou seja,

u(x) ≥ a+ b|x− x0|, ∀x ∈ D.

[De�nição 3.12.(ii)⇔ De�nição 3.11.(ii)] A prova é análoga as demonstrações das duas

últimas implicações.

[De�nição 3.12.(iii) ⇔ De�nição 3.11.(iii)] A prova segue-se das equivalências:

(i) De�nição 3.12.(i) ⇔ De�nição 3.11.(i)

(ii) De�nição 3.12.(ii) ⇔ De�nição 3.11.(ii)

�

Por conveniência do leitor, mostraremos a seguinte implicação para funções que

satisfazem o princípio de comparação com cones por cima ou por baixo.

Lema 3.14 Se u ∈ C(Ω) satisfaz o princípio de comparação com cones por cima,

então para cada x0 ∈ RN e r > 0 tais que B(x0, r) ⊂⊂ Ω vale que

u(x) ≤ u(x0) + max
ξ∈∂B(x0,r)

{
u(ξ)− u(x0)

r

}
|x− x0|, (3.31)

para cada x ∈ B(x0, r).

Demonstração. Sejam x0 ∈ RN e r > 0 tais que B(x0, r) ⊂⊂ Ω. Como

B(x0, r) = ∂(B(x0, r) \ {x0}) ∪ (B(x0, r) \ {x0}),

então é su�ciente provar que a desigualdade (3.31) vale para cada um dos subconjuntos.

A�rmação 1: A desigualdade (3.31) vale para cada x ∈ ∂(B(x0, r) \ {x0}).

Se x = x0, obtemos que

u(x) = u(x0) + max
ξ∈∂B(x0,r)

{
u(ξ)− u(x0)

r

}
|x− x0|.

Além disso, quando x ∈ ∂B(x0, r), tem-se que

u(x)− u(x0)

|x− x0|
≤ max

ξ∈∂B(x0,r)

{
u(ξ)− u(x0)

|ξ − x0|

}
= max

ξ∈∂B(x0,r)

{
u(ξ)− u(x0)

r

}
,

ou seja,

u(x)− u(x0) ≤ max
ξ∈∂B(x0,r)

{
u(ξ)− u(x0)

r

}
|x− x0|.
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Portanto, como ∂(B(x0, r)\{x0}) = ∂B(x0, r)∪{x0}, temos a desigualdade (3.31) para

cada x ∈ ∂(B(x0, r) \ {x0}).

A�rmação 2: A desigualdade (3.31) vale para qualquer x ∈ B(x0, r) \ {x0}.

Pela A�rmação 1, temos

u(x) ≤ C(x) = a+ b|x− x0|, ∀x ∈ ∂(B(x0, r) \ {x0}),

onde a = u(x0) e b = max
ξ∈∂B(x0,r)

{
u(ξ)− u(x0)

r

}
. Já que C é um cone com vértice em

x0 e x0 6∈ B(x0, r) \ {x0}, então,

u(x) ≤ C(x) = a+ b|x− x0|, ∀x ∈ B(x0, r) \ {x0},

pois a função u satisfaz o princípio de comparação com cones por cima. Mostrando

assim a A�rmação 2. �

De maneira semelhante ao último lema, prova-se que:

Lema 3.15 Se u ∈ C(Ω) satisfaz o princípio de comparação com cones por baixo,

então para cada x0 ∈ RN e r > 0 tais que B(x0, r) ⊂⊂ Ω vale que

u(x) ≥ u(x0) + min
ξ∈∂B(x0,r)

{
u(ξ)− u(x0)

r

}
|x− x0|,

para cada x ∈ B(x0, r).

A�m de demonstrar a caracterização das funções∞−harmônicas, primeiro garan-

tiremos que se a função u é∞−subharmônica ou∞−superharmônica, então u satisfaz

o princípio de comparação com cones por cima ou por baixo, respectivamente.

Teorema 3.16 Se ∆∞u ≥ 0 no sentido de viscosidade em Ω, então u satisfaz o prin-

cípio de comparação com cones por cima.

Demonstração. Sejam γ > 0 su�cientemente pequeno, b ∈ R e x0 ∈ RN . Considere-

mos a função

ψ : RN → R

x 7→ ψ(x) = b|x− x0| − γ|x− x0|2.

Comecemos mostrando que para cada subdomínio D ⊂⊂ Ω, x0 ∈ RN \D e b ∈ R\{0},

vale que

u(x)− b|x− x0| ≤ max
ξ∈∂D
{u(ξ)− b|ξ − x0|}, ∀x ∈ D.
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Notemos que, para x ∈ RN \ {x0},

∇ψ(x) = ∇(b|x− x0| − γ|x− x0|2) = b
x− x0

|x− x0|
− 2γ(x− x0), (3.32)

e

(∇|∇ψ|2)(x) = ∇
∣∣∣∣( b

|x− x0|
− 2γ

)
(x− x0)

∣∣∣∣2
= ∇

[
b2 − 4bγ|x− x0|+ 4γ2|x− x0|2

]
= ∇

[
(b− 2γ|x− x0|)2

]
= −4γ

(
b− 2γ|x− x0|
|x− x0|

)
(x− x0). (3.33)

Por (3.32) e (3.33), para cada x ∈ (RN \ {x0}), obtemos

∆∞ψ(x) =
1

2
〈∇ψ(x),∇|∇ψ(x)|2〉

=
1

2

〈(
b

|x− x0|
− 2γ

)
(x− x0),−4γ

(
b− 2γ|x− x0|
|x− x0|

)
(x− x0)

〉
= −2γ(b− 2γ|x− x0|)2 < 0. (3.34)

Por outro lado, como a função ψ pertence a C2(RN \ {x0}), tem-se que u − ψ atinge

seu máximo em D, onde D ⊂⊂ Ω e x0 6∈ D. Agora, suponhamos, por absurdo, que

u− ψ atinge seu máximo em D. Pela Proposição 2.6, temos que

∆∞ψ(z0) ≥ 0, (3.35)

onde z0 ∈ D é o ponto de máximo. Porém, de (3.34) e (3.35),

0 ≤ ∆∞ψ(z0) < 0, (3.36)

o que é uma contradição. Portanto, u− ψ atinge seu máximo em ∂D, sendo assim,

(u− ψ)(x) ≤ max
ξ∈∂D
{(u− ψ)(ξ)}, ∀x ∈ D,

ou seja,

u(x)− b|x− x0|+ γ|x− x0|2 ≤ max
ξ∈D
{u(ξ)− b|ξ − x0|+ γ|ξ − x0|2}, ∀x ∈ D.

Fazendo γ → 0 na última desigualdade, obtemos

u(x)− b|x− x0| ≤ max
ξ∈D
{u(ξ)− b|ξ − x0|}, ∀x ∈ D.
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Em consequência, para cada subdomínio D ⊂⊂ Ω, x0 ∈ RN \D e b ∈ R \ {0}, vale que

u(x)− b|x− x0| ≤ max
ξ∈∂D
{u(ξ)− b|ξ − x0|}, ∀x ∈ D. (3.37)

Agora, procederemos à demonstração da desigualdade (3.37) quando b = 0, ou seja,

u(x) ≤ max
ξ∈∂D
{u(ξ)}, ∀x ∈ D.

De fato, fazendo b→ 0 na desigualdade (3.37), obtemos a desigualdade (3.38).

Das análises feitas, mostra-se que para cada subdomínio D ⊂⊂ Ω, x0 ∈ RN \D

e b ∈ R, vale que

u(x)− b|x− x0| ≤ max
ξ∈∂D
{u(ξ)− b|ξ − x0|}, ∀x ∈ D,

isto é, a função u satisfaz o princípio de comparação com cones por cima. �

Um resultado análogo para as supersoluções de viscosidade.

Teorema 3.17 Se ∆∞u ≤ 0 no sentido de viscosidade em Ω, então u satisfaz o prin-

cípio de comparação com cones por baixo.

A partir dos Teoremas 3.16 e 3.17, �ca provado o seguinte resultado.

Teorema 3.18 Se ∆∞u = 0 no sentido de viscosidade em Ω, então u satisfaz o prin-

cípio de comparação com cones.

Dos Lemas 3.14 e 3.15 e do Teorema 3.18, notamos que se u é uma solução de

viscosidade em Ω da equação ∆∞v = 0, então para qualquer x0 ∈ RN e r > 0 tais que

B(x0, r) ⊂⊂ Ω vale que

C1(x) ≤ u(x) ≤ C2(x),

para cada x ∈ B(x0, r), onde C1 e C2 são funções cones com vértice em x0 de�nidas

por

C1 : B(x0, r) → R

x 7→ C1(x) = u(x0) + min
ξ∈∂B(x0,r)

{
u(ξ)− u(x0)

r

}
|x− x0|

e

C2 : B(x0, r) → R

x 7→ C2(x) = u(x0) + max
ξ∈∂B(x0,r)

{
u(ξ)− u(x0)

r

}
|x− x0|.

Ora, vejamos que a recíproca dos Teoremas 3.16 e 3.17 são verdadeiros.
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Teorema 3.19 Se u satisfaz o princípio de comparação com cones por cima (por

baixo), então ∆∞u ≥ 0 (∆∞u ≤ 0) no sentido de viscosidade em Ω.

Demonstração. Sejam x0 ∈ Ω e ϕ ∈ C2(Ω) que toca u em x0 por cima. Então, existe

r > 0 com B(x0, r) ⊂ Ω tal que

u(w)− ϕ(w) < 0 = u(x0)− ϕ(x0), ∀w ∈ B(x0, r) \ {x0}. (3.38)

Como u satisfaz o princípio de comparação com cones por cima, então para todo y ∈ RN

e r̄ > 0 tais que B(y, r̄) ⊂⊂ Ω vale que

u(x) ≤ u(y) + max
ξ∈∂B(y,r̄)

{
u(ξ)− u(y)

r̄

}
|x− y|, (3.39)

para cada x ∈ B(y, r̄).

A�rmação 1: Segue-se da desigualdade (3.39) que para qualquer y ∈ RN e r̄ > 0 tais

que B(y, r̄) ⊂⊂ Ω vale que

u(x)− u(y) ≤ max
ξ∈∂B(y,r̄)

{u(ξ)− u(x)} |x− y|
r̄ − |x− y|

, ∀x ∈ B(y, r̄). (3.40)

De fato, para qualquer x ∈ B(y, r̄),

u(x) ≤ u(y) + max
ξ∈∂B(y,r̄)

{
u(ξ)− u(y)

r̄

}
|x− y|

= max
ξ∈∂B(y,r̄)

{u(ξ)} |x− y|
r̄

+
r̄ − |x− y|

r̄
u(y),

ou seja,

u(x)− r̄ − |x− y|
r̄

u(y) ≤ max
ξ∈∂B(y,r̄)

{u(ξ)} |x− y|
r̄

.

Multiplicando por
r̄

r̄ − |x− y|
a última desigualdade, obtemos

max
ξ∈∂B(y,r̄)

{u(ξ)} |x− y|
r̄ − |x− y|

≥ r̄

r̄ − |x− y|
u(x)− u(y)

=

(
1 +

|x− y|
r̄ − |x− y|

)
u(x)− u(y).

= u(x) +
|x− y|

r̄ − |x− y|
u(x)− u(y),

isto é,

u(x)− u(y) ≤ max
ξ∈∂B(y,r̄)

{u(ξ)− u(x)} |x− y|
r̄ − |x− y|

.
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A�rmação 2: Temos que

φ(x0)− φ(y) ≤ |x0 − y|
r̂ − |x0 − y|

max
ξ∈∂B(y,r̂)

{φ(ξ)− φ(x0)} ,

onde r̂ > 0 é su�cientemente pequeno e |y − x0| < r̂.

Dados r̂ > 0 com B(x0, r̂) ⊂⊂ B(x0, r) e y ∈ B(x0, r̂) tais que B(y, r̂) ⊂⊂ B(x0, r),

notemos que

ϕ(x0)− ϕ(y)
(3.38)

≤ u(x0)− u(y)
(3.40)

≤ max
ξ∈∂B(y,r̂)

{u(ξ)− u(x0)} |x0 − y|
r̂ − |x0 − y|

. (3.41)

Além disso, para cada ξ ∈ ∂B(y, r̂), vale

u(ξ)− u(x0)
(3.38)

≤ ϕ(ξ)− ϕ(x0), (3.42)

pois ∂B(y, r̂) ⊂ B(x0, r). De (3.41) e (3.42), obtemos

ϕ(x0)− ϕ(y) ≤ max
ξ∈∂B(y,r̂)

{ϕ(ξ)− ϕ(x0)} |x0 − y|
r̂ − |x0 − y|

.

Agora, denote q = ∇φ(x0) e A = D2φ(x0).

Caso 1: q 6= 0

Escolher λ > 0 su�cientemente pequeno e

y0 = x0 − λ∇φ(x0) = x0 − λq.

Pela A�rmação 2,

φ(x0)− φ(y0) ≤ |x0 − y0|
r̂ − |x0 − y0|

max
ξ∈∂B(y,r̂)

{φ(ξ)− φ(x0)} ,

logo,

φ(x0)− φ(y0) ≤ λ|q|
r̂ − λ|q|

max
ξ∈∂B(y,r̂)

{φ(ξ)− φ(x0)} , (3.43)

pois y0 − x0 = −λq.

Segue-se da fórmula de Taylor que

φ(y0) = φ(x0) + 〈q, y0 − x0〉+
1

2
〈A(y0 − x0), y0 − x0〉+ o(λ2|q|2),

e como y0 − x0 = −λq, temos

φ(y0) = φ(x0)− λ|q|2 +
λ2

2
〈Aq, q〉+ o(λ2|q|2),
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ou seja,

φ(x0)− φ(y0) = λ|q|2 − λ2

2
〈Aq, q〉 − o(λ2|q|2). (3.44)

Por (3.43) e (3.44),

λ|q|2 − λ2

2
〈Aq, q〉 − o(λ2|q|2) ≤ λ|q|

r̂ − λ|q|
max

ξ∈∂B(y,r̂)
{φ(ξ)− φ(x0)}

Dividendo por λ a última desigualdade, tem-se

|q|2 − λ

2
〈Aq, q〉 − 1

λ
o(λ2|q|2) ≤ |q|

r̂ − λ|q|
max

ξ∈∂B(y,r̂)
{φ(ξ)− φ(x0)} ,

e fazendo λ→ 0,

|q|2 ≤ |q|
r̂

max
ξ∈∂B(x0,r̂)

{φ(ξ)− φ(x0)} . (3.45)

Seja ξr̂ o ponto onde φ atinge seu máximo sobre a esfera, isto é,

φ(ξr̂) = max
ξ∈∂B(x0,r̂)

φ(ξ). (3.46)

De (3.45) e (3.46),

|q|2 ≤ |q|
r̂

(φ(ξr̂)− φ(x0)). (3.47)

Novamente, pela fórmula de Taylor,

φ(ξr̂)− φ(x0) = 〈q, ξr̂ − x0〉+
1

2
〈A(ξr̂ − x0), ξr̂ − x0〉+ o(|ξr̂ − x0|2). (3.48)

Substituindo (3.48) na desigualdade (3.47), obtemos que

|q|2 ≤ |q|
r̂

(
〈q, ξr̂ − x0〉+

1

2
〈A(ξr̂ − x0), ξr̂ − x0〉+ o(|ξr̂ − x0|2)

)
=
|q|
r̂
〈q, ξr̂ − x0〉+

|q|
2r̂
〈A(ξr̂ − x0), ξr̂ − x0〉+

|q|
r̂
o(|ξr̂ − x0|2) (3.49)

≤ |q|2

r̂
|ξr̂ − x0|+

|q|r̂
2

〈
A

(
ξr̂ − x0

r̂

)
,
ξr̂ − x0

r̂

〉
+
|q|
r̂
o(|ξr̂ − x0|2).

Já que ξr̂ ∈ ∂B(x0, r̂), a última desigualdade é da seguinte forma:

|q|2 ≤ |q|2 +
|q|r̂
2

〈
A

(
ξr̂ − x0

r̂

)
,
ξr̂ − x0

r̂

〉
+
|q|
r̂
o(r̂2).

ou seja,

0 ≤
〈
A

(
ξr̂ − x0

r̂

)
,
ξr̂ − x0

r̂

〉
+

2

r̂2
o(r̂2). (3.50)

Por outro lado, por (3.49),

|q| ≤
〈
q,
ξr̂ − x0

r̂

〉
+

1

2

〈
A

(
ξr̂ − x0

r̂

)
, ξr̂ − x0

〉
+

1

r̂
o(|ξr̂ − x0|2),
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e fazendo r̂ → 0,

|q| ≤
〈
q, lim
r̂→0

ξr̂ − x0

r̂

〉
. (3.51)

Também, lembremos que〈
q, lim
r̂→0

ξr̂ − x0

r̂

〉
= |q|

∣∣∣∣limr̂→0

ξr̂ − x0

r̂

∣∣∣∣ cosα = |q|
(

lim
r̂→0

|ξr̂ − x0|
r̂

)
cosα = |q| cosα,

(3.52)

onde α é o ângulo entre os vetores Assim, das desigualdades (3.51) e (3.52),

|q| ≤
〈
q, lim
r̂→0

ξr̂ − x0

r̂

〉
= |q| cosα.

Daí, α = 0, e portanto, 〈
q

|q|
, lim
r̂→0

ξr̂ − x0

r̂

〉
= 1 =

〈
q

|q|
,
q

|q|

〉
,

sendo assim,

lim
r̂→0

ξr̂ − x0

r̂
=

q

|q|
. (3.53)

Agora, fazendo r̂ → 0 em (3.50),

0 ≤
〈
A

(
lim
r̂→0

ξr̂ − x0

r̂

)
, lim
r̂→0

ξr̂ − x0

r̂

〉
(3.53)
=

〈
A

(
q

|q|

)
,
q

|q|

〉
,

ou seja,

0 ≤ 〈Aq, q〉 . (3.54)

Em consequência,

∆∞φ(x0) = 〈D2φ(x0)∇φ(x0),∇φ(x0)〉
(3.54)

≥ 0.

Caso 2: q = 0

De fato,

∆∞φ(x0) = 〈D2φ(x0)∇φ(x0),∇φ(x0)〉 = 0 ≥ 0.

Em conclusão, segue-se dos Casos 1 e 2 que para qualquer x0 ∈ Ω e ϕ ∈ C2(Ω)

que toca u em x0 por cima, vale que

∆∞φ(x0) ≥ 0.

Então, u é uma subsolução de viscosidade em Ω da equação ∆∞v = 0.

De modo análogo, mostra-se que se u satisfaz o princípio de comparação com

cones por baixo, então ∆∞u ≤ 0 no sentido de viscosidade em Ω. �
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Resumindo a teoria desenvolvida até agora, obtemos uma caracterização para as

funções ∞−harmônicas.

Teorema 3.20 (Princípio de Comparação com Cones para as funções∞−harmônicas)

Uma função u ∈ C(Ω) é uma solução de viscosidade em Ω para ∆∞v = 0 se, e somente

se, u satisfaz o princípio de comparação com cones.

3.3 Desigualdade de Harnack

Nesta seção, mostraremos uma desigualdade tipo Harnack para ∆∞u = 0 análoga

à desigualdade de Harnack5 para a equação ∆pv = 0 com 2 ≤ p <∞.

Teorema 3.21 Consideremos ∆∞u ≤ 0 em Ω no sentido de viscosidade. Se u ≥ 0 em

B(x0, R) ⊂ Ω, então

u(y) ≤ 3u(x),

onde x, y ∈ B(x0, r) com 4r < R.

Demonstração. Como ∆∞u ≤ 0 no sentido de viscosidade em Ω, então, pelo Teorema

3.17, u satisfaz o princípio de comparação com cones por baixo. Dados r > 0 tal que

4r < R e y ∈ B(x0, r). Temos que

|z − x0| ≤ |z − y|+ |y − x0| < 3r + r = 4r < R, ∀ z ∈ B(y, 3r).

Segue-se daí que

B(y, 3r) ⊂ B(x0, R),

e portanto.

u ≥ 0 em ∂B(y, 3r). (3.55)

Além disso, do Lema 3.15,

u(x) ≥ u(y) + min
|ξ−y|=3r

{
u(ξ)− u(y)

3r

}
|x− y|

=

(
1− |x− y|

3r

)
u(y) +

|x− y|
3r

min
|ξ−y|=3r

{u(ξ)}

(3.55)

≥
(

1− |x− y|
3r

)
u(y), (3.56)

5Ver Teoremas B.8 e B.9 do Apêndice.
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para cada x ∈ B(y, 3r).

Por outro lado, para quaisquer x, y ∈ B(x0, r), temos

|x− y| ≤ |x− x0|+ |y − x0| < 2r,

assim,

1− |x− y|
3r

>
1

3
, ∀x, y ∈ B(x0, r). (3.57)

Também, já que B(x0, r) ⊂ B(y, 3r), pela desigualdade (3.56),

u(x) ≥
(

1− |x− y|
3r

)
u(y), ∀x ∈ B(x0, r). (3.58)

Das desigualdades (3.57) e (3.56),

u(y) ≤ 3u(x), ∀x ∈ B(x0, r).

Além disso, consegue-se provar a partir da última desigualdade que

sup
B(x0,r)

u(y) ≤ 3 inf
B(x0,r)

u(x), (3.59)

onde 4r < R, quando u é uma supersolução de viscosidade em Ω da equação ∆∞v = 0

e não negativa em B(x0, R) ⊂ Ω. �

Teorema 3.22 (Desigualdade de Harnack para as funções ∞−superharmônicas)

Seja u uma função não negativa em Ω tal que ∆∞u ≤ 0 no sentido de viscosidade

em Ω. Então, para qualquer subdomínio limitado Ω′ ⊂⊂ Ω, existe uma constante

c = c(N,Ω′,Ω) tal que

sup
Ω′
u ≤ c inf

Ω′
u.

Demonstração. Dado x0 ∈ Ω e uma bola B(x0, r) ⊂ Ω. Pela desigualdade (3.59),

temos que

sup
B(x0,r)

u(y) ≤ 3 inf
B(x0,r)

u(x). (3.60)

Seja Ω′ ⊂⊂ Ω. Escolher x1, x2 ∈ Ω′ tais que

u(x1) = sup
Ω′
u e u(x2) = inf

Ω′
u.

Dado um caminho fechado Γ ⊂ Ω′ que une os pontos x1 e x2, tomemos R′ > 0 tal que

4R′ < dist(Γ, ∂Ω).
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Pelo Teorema de Heine-Borel-Lebesgue6, temos que Γ pode ser coberto por um nú-

mero �nito m de bolas de raio R′. Aplicando a desigualdade (3.60) em cada bola e

substituindo em cada desigualdade obtida, obtemos

u(x1) ≤ 3mu(x2).

Consequentemente, da análise feita, existe uma constante positiva c tal que

sup
Ω′
u ≤ c inf

Ω′
u.

�

6Ver [20, Teorema 23 do Capítulo 1].



Capítulo 4

Unicidade de solução de viscosidade

para (P∞)

O nosso objetivo neste capítulo é demonstrar a unicidade de solução de viscosi-

dade para o problema: ∆∞u = 0, em Ω,

u = g, em ∂Ω,
(P∞)

onde g : ∂Ω → R é uma função lipschitziana, pois no Teorema 2.19, foi mostrado a

existência de solução de viscosidade para o problema (P∞). Para isso, continuaremos

trabalhando com os argumentos de Jensen [17] e a estrutura dada por Lindqvist [22].

4.1 Resultados relevantes para a unicidade de solução

Nesta seção, vamos a estudar os resultados e conceitos desenvolvidos pelos mate-

máticos Crandall, Ishii e Lions [11] e também de Koike [19] para demonstrar a unicidade

de solução de viscosidade.

Proposição 4.1 (Crandall-Ishii-Lions [11])

Sejam F,G ∈ C(Λ), onde Λ é um domínio limitado e G ≥ 0. Além disso, para cada

α > 0, consideremos

Mα = sup
z∈Λ
{F (z)− αG(z)}.

Se −∞ < lim
α→∞

Mα <∞ e zα ∈ Λ satisfaz

lim
α→∞

[Mα − (F (zα)− αG(zα))] ≤ 0,



82

então,

1) lim
α→∞

(αG(zα)) = 0,

2) G(ẑ) = 0 e

3) lim
α→∞

Mα = F (ẑ) = sup
G(z)=0

{F (z)},

onde ẑ ∈ Λ tal que zα → ẑ quando α→∞.

Demonstração. Para qualquer α > 0, consideremos

δα = Mα − (F (zα)− αG(zα)). (4.1)

Logo, pela hipótese,

δα → a ≤ 0 quando α→∞. (4.2)

[Prova de 1)] Se α1 < α2, então,

F (z)− α2G(z) ≤ F (z)− α1G(z), ∀ z ∈ Λ,

pois G ≥ 0. Assim,

sup
z∈Λ
{F (z)− α2G(z)} ≤ sup

z∈Λ
{F (z)− α1G(z)}, se α1 < α2,

ou seja,

Mα2 ≤Mα1 , se α1 < α2,

e portanto, Mα decresce quando α cresce. Por outro lado,

Mα
2

= sup
z∈Λ
{F (z)− α

2
G(z)}

≥ F (zα)− α

2
G(zα)

= F (zα)− αG(zα) +
α

2
G(zα)

(4.1)
= Mα − δα +

α

2
G(zα),

implicando em

2(Mα
2
−Mα + δα) ≥ αG(zα).

Daí,

lim
α→∞

(αG(zα)) ≤ lim
α→∞

[2(Mα
2
−Mα + δα)] = lim

α→∞
2δα

(4.2)

≤ 0. (4.3)
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Além disso,

lim
α→∞

(αG(zα)) ≥ 0, (4.4)

pois αG(zα) ≥ 0, para cada α > 0. Em consequência, pelas desigualdades (4.3) e (4.4),

lim
α→∞

(αG(zα)) = 0.

Assim �ca demonstrado o item 1).

Agora, tomemos uma sequência (αn) tal que

αn −−−→
n→∞

∞ e zαn −−−→
n→∞

ẑ.

[Prova de 2)] Pelo item 1), temos que

αnG(zαn) −−−−→
αn→∞

0, (4.5)

logo,

lim
n→∞

G(zαn) = 0,

e segue-se da continuidade de G que G(ẑ) = 0.

[Prova de 3)] De (4.1),

F (zαn)− αnG(zαn) = Mαn − δαn

= sup
z∈Λ
{F (z)− αnG(z)} − δαn

≥ sup
G(z)=0

{F (z)− αnG(z)} − δαn

= sup
G(z)=0

{F (z)} − δαn .

Segue-se daí que

lim
n→∞

(F (zαn)− αnG(zαn)) = lim
n→∞

(Mαn − δαn) ≥ lim
n→∞

(
sup
G(z)=0

{F (z)} − δαn

)
.

Assim, de (4.5) e (4.2),

F (ẑ) = lim
n→∞

Mαn − a ≥ sup
G(z)=0

{F (z)} − a.

Logo,

F (ẑ)
(4.2)

≥ lim
n→∞

Mαn ≥ sup
G(z)=0

{F (z)}
Af.2
≥ F (ẑ),
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e portanto,

F (ẑ) = lim
α→∞

Mα = sup
G(z)=0

{F (z)} (4.6)

�

Um caso particular da Proposição 4.1 é a seguinte sentença.

Proposição 4.2 Sejam u,w ∈ C(Ω) e

Mj = sup
x,y∈Ω

{
u(x)− w(y)− j

2
|x− y|2

}
,

para cada j ∈ N. Se −∞ < lim
j→∞

Mj <∞ e (xj, yj) ∈ Ω× Ω são tais que

lim
j→∞

[
Mj −

(
u(xj)− w(yj)−

j

2
|xj − yj|2

)]
≤ 0,

então,

1) lim
j→∞

(j|xj − yj|2) = 0 , e

2) lim
j→∞

Mj = u(x̂)− w(x̂) = sup
x∈Ω
{u(x)− w(x)},

onde x̂ ∈ Ω tal que xj −−−→
j→∞

x̂.

Demonstração. A demonstração segue pela Proposição 4.1 fazendo as seguintes con-

siderações:

� m = 2N ,

� Λ = Ω× Ω,

� z = (x, y),

� F (z) = F (x, y) = u(x)− w(y),

� G(z) = G(x, y) = 1
2
|x− y|2,

� α = j,

� zα = zj = (xj, yj) e

� ẑ = (x̂, ŷ).
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�

No que segue vamos de�nir dois conceitos que vão ajudar a estabelecer uma

caracterização para as soluções de viscosidade.

De�nição 4.3 Seja u : Ω→ R uma função. O conjunto{
(β,X) ∈ NN × SN : u(y) ≤ u(x) + 〈β, y − x〉+

1

2
〈X(y − x), x− y〉+ o(|y − x|2), y → x

}
é denominado superdiferencial de segunda ordem de u em x ∈ Ω e denotado por
J2,+u(x) ou D2,+u(x). Além disso, o conjunto{

(β,X) ∈ NN × SN : u(y) ≥ u(x) + 〈β, y − x〉+
1

2
〈X(y − x), x− y〉+ o(|y − x|2), y → x

}
é denominado subdiferencial de segunda ordem de u em x ∈ Ω e denotado por

J2,−u(x) ou D2,−u(x).

De acordo com a de�nição dada, temos o seguinte corolário.

Corolário 4.4 .

(1) Para cada x ∈ Ω, temos

− J2,+(−u)(x) = J2,−u(x).

(2) Se J2,+u(x) ∩ J2,−u(x) 6= ∅, então ∇u(x) e D2u(x) existem e

J2,+u(x) ∩ J2,−u(x) = {(∇u(x), D2u(x))}.

Demonstração. Comecemos mostrando o item (1). De fato,

(β,X) ∈ −J2,+(−u)(x) ⇔ (−β,−X) ∈ J2,+(−u)(x)

⇔ −u(y) ≤ −u(x) + 〈−β, y − x〉+
1

2
〈−X(y − x), x− y〉

+o(|y − x|2)

⇔ u(y) ≥ u(x) + 〈β, y − x〉+
1

2
〈X(y − x), x− y〉

+o(|y − x|2)

⇔ (β,X) ∈ J2,−u(x).

Por outro lado, a demonstração do item (2) é uma consequência direta da de�ni-

ção. �
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Proposição 4.5 (Koike [19])

Dados u ∈ C(Ω) e x ∈ Ω. Existe uma sequência (xn) ∈ Ω com xn → x tal que

J2,+u(xn) 6= ∅, ∀n ∈ N.

Além disso, existe uma sequência (x̃n) ∈ Ω com x̃n → x tal que

J2,−u(x̃n) 6= ∅, ∀n ∈ N.

Demonstração. Dado x ∈ Ω, podemos escolher r > 0 tal que B(x, r) ⊂ Ω. Para cada

ε > 0, consideremos a função

Fε : B(x, r) → R

y 7→ Fε(y) = u(y)− |y − x|
2

ε
.

Como Fε é contínua e B(x, r) é compacto, existe xε ∈ B(x, r) tal que

Fε(xε) = max
y∈B(x,r)

{Fε(y)}.

Portanto, para qualquer ε > 0, podemos escolher xε ∈ B(x, r) tal que

u(xε)− ε−1|xε − x|2 = max
y∈B(x,r)

{u(y)− ε−1|y − x|2}. (4.7)

Assim, para cada ε > 0,

|xε − x|2 = ε

(
u(xε)− max

y∈B(x,r)
{u(y)− ε−1|y − x|2}

)
,

e portanto,

lim
ε→0
|xε − x|2 = 0,

ou seja,

xε −−→
ε→0

x. (4.8)

Logo, podemos supor que

xε ∈ B(x, r), para ε ≈ 0.

Além disso, da identidade (4.7),

u(y)− ε−1|y − x|2 ≤ u(xε)− ε−1|xε − x|2, ∀ y ∈ B(x, r).

ou seja,

u(y) ≤ u(xε) + ε−1(|y − x|2 − |xε − x|2), ∀ y ∈ B(x, r). (4.9)
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Também, para cada y ∈ B(x, r),

ε−1(|y − x|2 − |xε − x|2) = ε−1(〈y, y〉 − 〈xε, xε〉 − 2〈x, y − xε〉)

= ε−1(〈y, y − xε + xε〉 − 〈xε, xε − y + y〉 − 2〈x, y − xε〉)

= ε−1(〈y + xε, y − xε〉 − 2〈x, y − xε〉)

= ε−1(〈y + xε, y − xε〉+ 2〈xε − x+ xε, y − xε〉)

= 〈2ε−1(xε − x), y − xε〉+ 〈ε−1(y − xε), y − xε〉)

= 〈2ε−1(xε − x), y − xε〉+
1

2
〈(2ε−1I)(y − xε), y − xε〉),

(4.10)

onde I é a matriz identidade de ordem N ×N .

Agora, substituindo (4.10) em (4.9),

u(y) ≤ u(xε) + 〈2ε−1(xε − x), y − xε〉+
1

2
〈(2ε−1I)(y − xε), y − xε〉),

para qualquer y ∈ B(x, r). Segue-se daí que podemos considerar

β = 2ε−1(xε − x) e X = 2ε−1I.

Em conclusão,

(2ε−1(xε − x), 2ε−1I) ∈ J2,+u(xε), (4.11)

Ora, para cada n ∈ N, consideremos ε = 1
n
. Por (4.8) e (4.11), existe uma sequência

(xn) ∈ Ω com xn → x tal que

(2n(xn − x), 2nI) ∈ J2,+u(xn), ∀n ∈ N, (4.12)

sendo assim,

J2,+u(xn) 6= ∅, ∀n ∈ N. (4.13)

Por outro lado, pelo item (1) da Observação 4.4, mostra-se que existe uma sequên-

cia (x̃n) ∈ Ω com x̃n → x tal que

J2,−u(x̃n) 6= ∅, ∀n ∈ N.

�



88

De�nição 4.6 O fecho de J2,+u(x) é de�nido como

J2,+u(x) = {(β,X) ∈ RN × SN : ∃(xn) ⊂ Ω,∃(βn, Xn) ∈ J2,+u(x),

(xn, u(xn), βn, Xn) −−−→
n→∞

(x, u(x), β,X)}

Também, o fecho de J2,−u(x) é de�nido como

J2,−u(x) = {(β,X) ∈ RN × SN : ∃(xn) ⊂ Ω,∃(βn, Xn) ∈ J2,−u(x),

(xn, u(xn), βn, Xn) −−−→
n→∞

(x, u(x), β,X)}

Da De�nição 4.6, é fácil ver que:

J2,+u(x) ⊂ J2,+u(x) e J2,−u(x) ⊂ J2,−u(x).

Teorema 4.7 (Koike [19])

Consideremos a função contínua

F∞ : Ω× R× RN × SN → R

(x, t, β,X) 7→ F∞(x, t, β,X) = 〈Xp, β〉.

Se u : Ω→ R uma função contínua em Ω, as seguintes a�rmações são equivalentes:

(a.i) F∞(x, u(x),∇u(x), D2u(x)) ≥ 0 no sentido de viscosidade em Ω.

(a.ii) Se para cada x ∈ Ω e (β,X) ∈ J2,+u(x), temos que

F∞(x, u(x), β,X) ≥ 0.

(a.iii) Se para cada x ∈ Ω e (β,X) ∈ J2,+u(x), tem-se que

F∞(x, u(x), β,X) ≥ 0.

Além disso, as sentenças:

(b.i) F∞(x, u(x),∇u(x), D2u(x)) ≤ 0 no sentido de viscosidade em Ω,

(b.ii) se para cada x ∈ Ω e (β,X) ∈ J2,−u(x), temos que F∞(x, u(x), β,X) ≤ 0, e

(b.iii) se para cada x ∈ Ω e (β,X) ∈ J2,−u(x), tem-se que F∞(x, u(x), β,X) ≤ 0

são equivalentes.
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Demonstração. [(a.ii) ⇒ (a.iii)] Sejam x ∈ Ω e (β,X) ∈ J2,+u(x). Pela De�nição

4.6, existem (xn) ⊂ Ω e (βn, Xn) ∈ J2,+u(x) tais que

(xn, u(xn), βn, Xn) −−−→
n→∞

(x, u(x), β,X).

Pela hipótese, temos que

F∞(xn, u(xn), βn, Xn) ≥ 0.

Agora, fazendo n→∞, obtemos

F∞(x, u(x), β,X) ≥ 0,

pois F∞ e u são contínuas em seus respectivos domínios.

[(a.iii) ⇒ (a.i)] Dados x ∈ Ω e ψ ∈ C2(Ω) uma função que toca u em x por cima.

Então, existe r > 0 com B(x, r) ⊂ Ω tal que

u(y)− ψ(y) < 0 = u(x)− ψ(x), ∀ y ∈ B(x, r) \ {x}. (4.14)

Aplicando a fórmula de Taylor à função ψ, tem-se que

ψ(y) = ψ(x) + 〈∇ψ(x), y − x〉+
1

2
〈D2ψ(x)(y − x), x− y〉+ o(|y − x|2), y → x.

Substituindo a última identidade na desigualdade (4.14), encontramos

u(y) < u(x) + 〈∇ψ(x), y − x〉+
1

2
〈D2ψ(x)(y − x), x− y〉+ o(|y − x|2), y → x.

Logo,

(∇ψ(x), D2ψ(x)) ∈ J2,+u(x),

e portanto,

(∇ψ(x), D2ψ(x)) ∈ J2,+u(x),

pois J2,+u(x) ⊂ J2,+u(x). Por hipótese, vale que

0 ≤ F∞(x, ψ(x),∇ψ(x), D2ψ(x)).

Em consequência, F∞(x, u(x),∇u(x), D2u(x)) ≥ 0 no sentido de viscosidade em Ω.

[(a.i)⇒ (a.ii)] Sejam x ∈ Ω e (β,X) ∈ J2,+u(x). Logo,

u(y) ≤ u(x) + 〈β, y − x〉+
1

2
〈X(y − x), x− y〉+ o(|y − x|2), y → x.
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Também, existe1 w0 ∈ C([0,∞), [0,∞)) tal que w0(0) = 0 e

sup
y∈B(x,r)\{x}

1

|x− y|2

(
u(y)− u(x)− 〈β, y − x〉 − 1

2
〈X(y − x), x− y〉

)
≤ w0(|y − x|),

para cada y ∈ B(x, r) \ {x}. No que segue consideremos a função:

w : (0,∞) → R

r 7→ w(r) = sup
t∈[0,r]

w0(t).

Assim,

u(y) ≤ u(x) + 〈β, y − x〉+
1

2
〈X(y − x), x− y〉+ |y − x|2w(r), ∀ y ∈ B(x, r). (4.15)

Agora, de�na

ψ : B(x, r) → R

y 7→ ψ(y) = u(x) + 〈β, y − x〉+
1

2
〈X(y − x), x− y〉+ γ(|y − x|),

onde

γ(t) =

� √2t

t

(� 2s

s

w(r)dr

)
ds. (4.16)

Note que ψ ∈ C2(B(x, r)) e

(β,X) = (∇ψ(x), D2ψ(x)). (4.17)

Além disso,

u(y)− ψ(y) < 0 = u(x)− ψ(x), ∀ y ∈ B(x, r) \ {x}, (4.18)

isto é, ψ é uma função que toca u em x por cima. Então, por hipótese,

∆∞ψ(x) ≥ 0,

ou seja,

0 ≤ 〈D2ψ(x)∇ψ(x),∇ψ(x)〉 = 〈Xβ, β〉 = F∞(x, u(x), β,X).

O mesmo argumento pode ser usado para mostrar a equivalência entre (b.i), (b.ii)

e (b.iii). �

1Ver Proposição B.4 do Apêndice.
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4.2 Unicidade

Iniciemos considerando duas equações auxiliares com parâmetro ε > 0 e a equação

∞-laplaciano:

max{ε− |∇v|,∆∞v} = 0, (equação superior),

∆∞v = 0, (equação ∞-laplaciano),

min{|∇v| − ε,∆∞v} = 0, (equação inferior).

Por outro lado, �xando ε > 0, sejam u+
p , up e u

−
p as soluções fracas dos problemas:∆pu = −εp−1, em Ω,

u = g, em ∂Ω,

∆pu = 0, em Ω,

u = g, em ∂Ω,

∆pu = εp−1, em Ω,

u = g, em ∂Ω,

respectivamente, onde Ω ⊂ RN é um domínio limitado com fronteira suave, g ∈

C(Ω) ∩W 1,p(Ω) e N < p <∞.

A próxima proposição estabelece uma relação de ordem entre as funções u+
p , up

e u−p .

Proposição 4.8 Temos que as funções u+
p , up e u

−
p satisfazem a desigualdade:

u−p ≤ up ≤ u+
p .

Demonstração. Como u+
p é a solução fraca da equação ∆pu = −εp−1, então

∆pu
+
p + εp−1 ≤ 0 no sentido fraco. (4.19)

Também,

∆pu
−
p − εp−1 ≥ 0 no sentido fraco, (4.20)

pois u−p é a solução fraca da equação ∆pu = εp−1. Seja η ∈ C∞0 com η ≥ 0. Por (4.19)

e (4.20), �
Ω

〈 |∇u+
p |p−2∇u+

p ,∇η〉dx− εp−1

�
Ω

ηdx ≥ 0, (4.21)

e �
Ω

〈 |∇u−p |p−2∇u−p ,∇η〉dx+ εp−1

�
Ω

ηdx ≤ 0, (4.22)

Logo, combinando (4.21) e (4.22),

�
Ω

〈 |∇u−p |p−2∇u−p − |∇u+
p |p−2∇u+

p ,∇η〉dx+ 2εp−1

�
Ω

ηdx ≤ 0.
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Sendo assim, �
Ω

〈 |∇u−p |p−2∇u−p − |∇u+
p |p−2∇u+

p ,∇η〉dx ≤ 0,

pois
�

Ω

ηdx ≥ 0. Ora, escolhendo η = (u−p − u+
p )+, obtemos

�
Ω

〈 |∇u−p |p−2∇u−p − |∇u+
p |p−2∇u+

p ,∇(u−p − u+
p )+〉dx ≤ 0,

assim, �
{u−p >u+p }

〈 |∇u−p |p−2∇u−p − |∇u+
p |p−2∇u+

p ,∇(u−p − u+
p )〉dx ≤ 0,

Aplicando a Desigualdade de Tartar2 na última desigualdade, obtemos

cp

�
{u−p >u+p }

|∇(u−p − u+
p )|pdx ≤ 0,

logo, �
Ω

|∇(u−p − u+
p )+|pdx ≤ 0. (4.23)

Por outro lado, pela Proposição A.10,

(u−p − u+
p )+ ∈ W 1,p

0 (Ω), (4.24)

pois (u−p − u+
p )+ = 0 em ∂Ω. De (4.23) e (4.24),

‖(u−p − u+
p )+‖W 1,p

0 (Ω) = 0,

Segue-se daí que u−p ≤ u+
p . De maneira semelhante à análise feita para provar a última

desigualdade, mostra-se que u−p ≤ up e up ≤ u+
p . �

Lembremos que as soluções fracas u+
p , up e u

−
p também são soluções de viscosidade

dos problemas (P+
p,ε), (Pp) e (P−p,ε), respectivamente3.

Agora, considere uma sequencia (p) que tende para in�nito tal que

u−p → h−, up → h e u+
p → h+, uniformemente em Ω. (4.25)

Pela Proposição 4.8, vale a seguinte a�rmação.

Proposição 4.9 As funções h−, h e h+ possuem a mesma relação de ordem que as

aplicações u−p , up e u
+
p , isto é,

h− ≤ h ≤ h+. (4.26)
2Ver Proposição B.5 do Apêndice.
3Ver os Lemas 2.17, 2.10 e 2.23.
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Já que u−p e u+
p são soluções fracas das equações ∆pu = εp−1 e ∆pu = −εp−1,

respectivamente, então
�

Ω

〈 |∇u+
p |p−2∇u+

p ,∇η〉dx = εp−1

�
Ω

ηdx, (4.27)

e �
Ω

〈 |∇u−p |p−2∇u−p ,∇η〉dx = −εp−1

�
Ω

ηdx, (4.28)

onde η ∈ W 1,p
0 (Ω). Tomando η = u+

p − u−p e de (4.28) e (4.27), obtemos
�

Ω

〈 |∇u+
p |p−2∇u+

p − |∇u−p |p−2∇u−p ,∇(u+
p − u−p )〉dx = 2εp−1

�
Ω

(u+
p − u−p )dx.

Aplicando a Desigualdade de Tartar4 com coe�ciente cp = 22−p, temos que

2εp−1

�
Ω

(u+
p − u−p )dx ≥ 22−p

�
Ω

|∇(u+
p − u−p )|pdx.

Logo,

21−p
�

Ω

|∇(u+
p − u−p )|pdx ≤ εp−1

�
Ω

(u+
p − u−p )dx

≤ εp−1

�
Ω

λ|u+
p − u−p |λdx,

e pela Desigualdade de Young5,

21−p
�

Ω

|∇(u+
p − u−p )|pdx ≤ εp−1

�
Ω

(
λp

p
|u+
p − u−p |p +

λ−q

q

)
dx

≤ εp−1

(
λp

p

�
Ω

|u+
p − u−p |pdx+

λ−q

q
|Ω|
)
.

Usando a Desigualdade de Friedrichs6 no lado direito da última desigualdade, tem-se

21−p
�

Ω

|∇(u+
p − u−p )|pdx ≤ εp−1

(
λp

p
(diam(Ω))p

�
Ω

|∇(u+
p − u−p )|pdx+

λ−q

q
|Ω|
)

=
εp−1

p
(λ diam(Ω))p

�
Ω

|∇(u+
p − u−p )|pdx+

εp−1λ−q|Ω|
q

Escolhemos λ tal que
εp−1

p
(λ diam(Ω))p = 2−p. (4.29)

Assim,

(21−p − 2−p)
1
p

(�
Ω

|∇(u+
p − u−p )|pdx

) 1
p

≤ ε
p−1
p λ

−q
p |Ω|

1
p

q
1
p

,

4Ver Proposição B.5 do Apêndice.
5Ver Proposição A.4 do Apêndice.
6Ver Teorema A.14 do Apêndice.
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ou seja, (�
Ω

|∇(u+
p − u−p )|pdx

) 1
p

≤ ε
p−1
p λ

−q
p |Ω|

1
p

q
1
p

(21−p − 2−p)−
1
p .

Já que u+
p − u−p ∈ W

1,p
0 (Ω), vale

‖u+
p − u−p ‖W 1,p

0 (Ω) ≤
ε
p−1
p λ

−q
p |Ω|

1
p

q
1
p

(21−p − 2−p)−
1
p .

Segue-se daí que

‖u+
p − u−p ‖L∞(Ω) ≤

cε
p−1
p λ

−q
p |Ω|

1
p

q
1
p

(21−p − 2−p)−
1
p , (4.30)

pois W 1,p
0 (Ω) está contido continuamente em L∞(Ω) para p ≈ ∞, onde c > 0 é uma

constante. Logo,

‖h+ − h−‖L∞(Ω) ≤ ‖h+ − u+
p ‖L∞(Ω) + ‖u+

p − u−p ‖L∞(Ω) + ‖h− − u−p ‖L∞(Ω)

(4.25),(4.30)
< ε+

cε
p−1
p λ

−q
p |Ω|

1
p

q
1
p

(21−p − 2−p)−
1
p + ε, para p ≈ ∞.

Fazendo p→∞ na última desigualdade,

‖h+ − h−‖L∞(Ω) < ε+ cε+ ε = εc∗,

onde c∗ = 1 + c+ 1. Em consequência,

h+ ≤ h− + εc∗. (4.31)

De (4.26) e (4.31),

h− ≤ h ≤ h+ ≤ h− + εc∗. (4.32)

Agora mostraremos um lema que serão relevantes para mostrar a unicidade de

solução do problema (P∞). Denotemos as funções obtidas nos Lemas 2.15 e 2.22 por

u+ e u−, respectivamente. Além disso, pelos Teoremas 2.19 e 2.24, as aplicações u+ e

u− são as soluções de viscosidade das equações superior e inferior, respectivamente.

Lema 4.10 (Jensen [17]) Se u é uma subsolução de viscosidade da equação ∆∞v = 0

em Ω e u ≤ g = u+ em ∂Ω, então u ≤ u+ em Ω. De forma semelhante, tem-se que

se u é uma supersolução de viscosidade da equação ∆∞v = 0 em Ω e u− = g ≤ u em

∂Ω, então u− ≤ u em Ω. Resumindo ambas implicações, a�rmamos que se u é uma

solução de viscosidade da equação ∆∞v = 0 em Ω e u = g em ∂Ω, então

u− ≤ u ≤ u+ em Ω.
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Demonstração. Como u+ pertence a C(Ω)∩W 1,∞(Ω), podemos tomar c > 0 tal que

u+ + c > 0 em Ω. Então, sem perda de generalidade, consideremos

u+ > 0 em Ω,

Notemos que é su�ciente mostrar que

max
Ω
{u− u+} ≤ max

∂Ω
{u− u+}, (4.33)

pois se a desigualdade é verdadeira, então, por hipótese,

max
Ω
{u− u+} ≤ max

∂Ω
{u− u+} ≤ 0,

logo,

u− u+ ≤ 0 em Ω,

ou seja,

u ≤ u+ em Ω.

Para demonstrar a desigualdade (4.33), suponhamos, por absurdo, que

max
Ω
{u− u+} > max

∂Ω
{u− u+}.

De�namos a função

f : (0,∞) → R

t 7→ f(t) = ln(1 + a(et − 1)),

onde a > 1. Note que, vale a seguinte desigualdade:

0 < f(t)− t < ln a, ∀ t ∈ (0,∞), (4.34)

Para mostrar a última desigualdade, primeiro suponhamos o caso contrario à desigual-

dade do lado esquerdo de (4.34), isto é, existe t∗ > 0 tal que

f(t∗)− t∗ ≤ 0.

Já que a função exponencial é crescente, então

ef(t∗) ≤ et
∗
,
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ou seja,

1 + a(et
∗ − 1) ≤ et

∗
,

assim,

0 ≥ 1− a+ et
∗
(a− 1) = (a− 1)(et

∗ − 1),

o que é absurdo, pois a > 1 e et
∗
> 1. Mostrando assim a desigualdade:

0 < f(t)− t, ∀ t ∈ (0,∞), (4.35)

Por outro lado, considerando a função

H : [0,∞] → R

t 7→ H(t) = f(t)− t,

temos:

H ′(t) > 0 e H(t) > H(0), (4.36)

Sendo assim, H é uma função estritamente crescente. Além disso,

ef(t)−t = (1 + a(et − 1))e−t −−−→
t→∞

a = eln a,

e portanto,

f(t)− t < ln a, ∀ t ∈ (0,∞).

Consequentemente, �ca demonstrado a desigualdade (4.34). Ora, observe que

f ′′(t) =
d

dt

(
aet

1 + a(et − 1)

)
=

aet(1 + a(et − 1))− (aet)2

(1 + a(et − 1))2

= −(a− 1)

(aet)2

(1+a(et−1))2

aet

= −(a− 1)
(f ′(t)2)

aet
. (4.37)

Dados x0 ∈ Ω e φ ∈ C2(Ω) uma função que toca u+ por baixo em x0 e seja ϕ = f ◦ φ.

Notemos que, para cada i, j ∈ N,

∂ϕ

∂xi
=
∂(f ◦ φ)

∂xi
= f ′(φ)φxi (4.38)
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e
∂2ϕ

∂xj∂xi
=

∂

∂xj
(f ′(φ)φxi) = f ′′(φ)φxjφxi + f ′(φ)φxixj . (4.39)

Logo,

∆∞ϕ =
N∑

i,j=1

∂ϕ

∂xi

∂ϕ

∂xj

∂2ϕ

∂xi∂xj

(4.38),(4.39)
=

N∑
i,j=1

(f ′(φ))3φxiφxjφxixj +
N∑

i,j=1

(f ′(φ))2f ′′(φ)(φxi)
2(φxj)

2

= (f ′(φ))3∆∞φ+ (f ′(φ))2f ′′(φ)
N∑

i,j=1

(φxi)
2(φxj)

2

Daí,

∆∞ϕ = (f ′(φ))3∆∞φ+ (f ′(φ))2f ′′(φ)

(
N∑
i=1

(φxi)
2

)(
N∑
j=1

(φxj)
2

)
= (f ′(φ))3∆∞φ+ (f ′(φ))2f ′′(φ)|∇φ|4, (4.40)

pois
N∑

i,j=1

(φxi)
2(φxj)

2 =

(
N∑
i=1

(φxi)
2

)(
N∑
j=1

(φxj)
2

)
.

Por outro lado, temos que

(f ′(φ(x0)))3∆∞φ(x0) ≤ 0, (4.41)

já que u+ é supersolução de viscosidade da equação superior e f ′(φ(x0)) > 0. Por

(4.40) e (4.41), no ponto x0,

∆∞ϕ ≤ (f ′(φ))2f ′′(φ)|∇φ|4

(4.37)
= −(f ′(φ))2(a− 1)

(f ′(φ)2)

aeφ
|∇φ|4

= −(a− 1)a−1e−φ(f ′(φ))4|∇φ|4 ≤ 0.

Além disso, já que7 |∇φ(x0)| ≥ ε e a > 1, obtemos

∆∞ϕ(x0) ≤ −(a− 1)a−1e−φ(x0)(f ′(φ(x0)))4ε4. (4.42)

De (4.42),

∆∞ϕ(x0) ≤ −(a− 1)a−1e−‖φ‖∞ε4,

7Pois φ é uma função teste para a supersolução de viscosidade u+, ou seja, ε ≤ |∇φ(x0)| e
∆∞φ(x0) ≤ 0.
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pois 0 < f ′(t)− 1. E tomando −µ = −(a− 1)a−1e−‖φ‖∞ε4 < 0, temos que

∆∞ϕ(x0) ≤ −µ < 0.

Também,

|∇ϕ(x0)| = |∇(f ◦ φ)(x0)| = |f ′(φ(x0))∇φ(x0)| > |∇φ(x0)| ≥ ε.

Ora, observe que

w(x0)− ϕ(x0) = (f ◦ u+)(x0)− (f ◦ φ)(x0) = f(u+(x0))− f(φ(x0)) = 0

e

w(x)− ϕ(x) = f(u+(x))− f(φ(x)) = ln

(
1 + a(eu

+(x) − 1)

1 + a(eφ(x) − 1)

)
> 0, ∀x ∈ Ω \ {x0}.

Portanto, ϕ = f ◦ φ é uma função que toca w por baixo em x0. Em consequência, da

análise feita,

∆∞ϕ(x0) ≤ −µ < 0 e |∇ϕ(x0)| ≥ ε, (4.43)

onde ϕ é uma função que toca w por baixo em x0.

Por outro lado, �xemos a ≈ 1 tal que

0 < f(u+)− u+ = ln(1 + a(eu
+ − 1))− u+ < δ,

ou seja, f(u+) ≈ u+, e portanto,

max
Ω
{u− w} > max

∂Ω
{u− w}, onde w = f(u+),

pois max
Ω
{u− u+} > max

∂Ω
{u− u+}.

Agora, para cada j ∈ N, consideremos as funções,

Lj : Ω× Ω → R

(x, y) 7→ Lj(x, y) = u(x)− w(y)− j

2
|x− y|2.

Podemos considerar um ponto de máximo (xj, yj) da função Lj em Ω × Ω, pois Lj é

contínua. Pela Proposição 4.2, tem-se que

lim
j→∞

(j|xj − yj|2) = 0
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e

lim
j→∞

Lj = u(x̂)− w(x̂) = sup
x∈Ω
{u(x)− w(x)},

onde x̂ ∈ Ω tal que xj −−−→
j→∞

x̂. Além disso, já que max
Ω
{u− w} > max

∂Ω
{u− w}, x̂ ∈ Ω

e Ω é um domínio, então, para j ≈ ∞,

(xj, yj) ∈ Ω e xj, yj → x̂ ∈ Ω.

Do Teorema de Ishii8, existem Xj, Yj ∈ SN tais que

(j(xj − yj), Xj) ∈ J2,+u(xj), (j(xj − yj), Yj) ∈ J2,−w(yj) e Xj ≤ Yj.

Aplicando o Teorema 4.7, obtemos

j2〈Xj(xj − yj), (xj − yj)〉 ≥ 0 (4.44)

e

j2〈Yj(xj − yj), (xj − yj)〉
(4.43)

≤ −µ < 0. (4.45)

Subtraendo (4.44) de (4.45),

j2〈(Yj −Xj)(xj − yj), (xj − yj)〉 ≤ −µ < 0. (4.46)

Esta última desigualdade é uma contradição, pois Xj ≤ Yj, ou seja,

0 ≤ 〈(Yj −Xj)ξ, ξ〉, ∀ ξ ∈ RN ,

assim, em particular,

〈(Yj −Xj)(xj − yj), (xj − yj)〉 ≥ 0.

Em conclusão, a suposição

max
Ω
{u− u+} > max

∂Ω
{u− u+}.

é falsa, e portanto,

max
Ω
{u− u+} ≤ max

∂Ω
{u− u+}.

Logo,

u ≤ u+ em Ω.

8Ver Teorema B.7 do Apêndice.
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�

Agora, suponhamos que o problema (P∞) possui duas soluções u1 e u2. Então,

pelo Lema 4.10,

u− ≤ u1, u2 ≤ u+ em Ω.

Segue-se daí que

− ε
(4.32)

≤ u− − u+ ≤ u1 − u2 ≤ u+ − u−
(4.32)

≤ ε,

e fazendo ε → 0, obtemos que u1 = u2. Portanto, o problema (P∞) tem uma única

solução de viscosidade. Em decorrência, �ca demonstrado o seguinte resultado clássico:

Teorema 4.11 (Teorema de existência e unicidade para (P∞), Jensen [17])

Sejam Ω ⊂ RN um domínio limitado com fronteira suave e g : ∂Ω → R uma função

lipschitziana. Então, existe uma única solução de viscosidade u ∈ C(Ω) ∩ W 1,∞(Ω)

para o problema ∞-laplaciano: {
∆∞u = 0, em Ω,

u = g, em ∂Ω,
(P∞)

Depois da análise feita para mostrar a existência e unicidade de solução de vis-

cosidade do problema (P∞), a dúvida natural que surge no leitor é:

Podemos garantir o mesmo resultado quando o termo da esquerda da primeira

equação do problema (P∞) é não nula?

Veremos no próximo capítulo que a resposta para esta dúvida é a�rmativa impondo

condições adequadas.



Capítulo 5

Existência e unicidade de soluções de

viscosidades para (P∞,F )

Este capítulo será dedicado a provar a existência e unicidade de solução de vis-

cosidade para o problema (P∞,F ), isto é,∆∞u = F, em Ω,

u = g, em ∂Ω,
(P∞,F )

onde Ω ⊂ RN é um domínio limitado com fronteira suave e g : ∂Ω → R e F : Ω → R

são funções contínuas tal que inf
Ω
F > 0 ou sup

Ω
F < 0. As ideias a seguir para mostrar

isso estão essencialmente baseadas nos trabalhos de Lindqvist [22, Seção 10] e Lu-Wang

[24, Seções 2 e 3].

Embora tenhamos assumido até o momento que nossas funções sejam contínuas

na De�nição 2.16, mostraremos que as funções semicontínuas que são supersoluções

ou subsoluções de viscosidade de ∆∞v = F são necessariamente contínuas. Portanto,

podemos rede�nir o que é uma solução de viscosidade.

De�nição 5.1 Consideremos a função contínua E : Ω×R×RN ×RN×N → R e uma

função F : Ω→ R limitada e contínua.

(i) Uma função semicontínua inferiormente u : Ω→ R é denominada supersolução

de viscosidade em Ω da equação

E(x, v,∇v,D2v) = F em Ω,
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se para cada x0 ∈ Ω e φ ∈ C2(Ω) que toca u em x0 por baixo temos

E(x0, φ(x0),∇φ(x0), D2φ(x0)) ≤ F (x0).

De maneira simples, a�rmaremos que `E(x, u,∇u,D2u) ≤ F no sentido de vis-

cosidade em Ω'.

(ii) Uma função semicontínua superiormente u : Ω → R é denominada subsolução

de viscosidade em Ω da equação

E(x, v,∇v,D2v) = F em Ω,

se para cada x0 ∈ Ω e ϕ ∈ C2(Ω) que toca u em x0 por cima tem-se

E(x0, ϕ(x0),∇ϕ(x0), D2ϕ(x0)) ≥ F (x0).

De maneira simples, a�rmaremos que `E(x, u,∇u,D2u) ≥ F no sentido de vis-

cosidade em Ω'.

(iii) Uma função u : Ω→ R é denominada solução de viscosidade da equação

E(x, v,∇v,D2v) = F em Ω,

se u é uma supersolução e subsolução de viscosidade em Ω. De maneira simples,

a�rmaremos que `E(x, u,∇u,D2u) = F no sentido de viscosidade em Ω'.

As próximas proposições mostram que as funções semicontínuas que são super-

soluções ou subsoluções de viscosidade da equação ∆∞v = F também são contínuas,

quando F = 0 ou F 6= 0.

Proposição 5.2 Se F = 0, as supersoluções e subsoluções de viscosidade em Ω da

equação ∆∞v = F são contínuas em Ω.

Demonstração. Seja u uma subsolução de viscosidade em Ω da equação ∆∞v = 0.

Logo, por de�nição, u é semicontínua superiormente. Dados x0 ∈ Ω, r > 0 tal que

B(x0, 2r) ⊂⊂ Ω e

M = max
B(x0,2r)

{u(x)}.

Notemos que M <∞. Escolhemos uma sequência (xj) ⊂ B(x0, r) tal que

xj −−−→
j→∞

x0 e lim
j→∞

u(xj) = lim inf
x→x0

u(x). (5.1)
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Como u é uma subsolução de viscosidade em Ω da equação ∆∞v = 0, então, pelo

Teorema 3.16, u satisfaz o principio de comparação com cones por cima. Se |x−xj| ≤ r

e aplicando o Lema 3.14, temos que

u(x) ≤ u(xj) + max
ξ∈∂B(xj ,r)

{
u(ξ)− u(xj)

r

}
|x− xj|

= u(xj) +
M

r
|x− xj| −

u(xj)

r
|x− xj|

= u(xj)

(
1− |x− xj|

r

)
+
M

r
|x− xj|,

assim,

u(xj) ≥
u(x)− M

r
|x− xj|

1− |x−xj |
r

. (5.2)

Já que xj → x0, então existe j0 ∈ N tal que

x0 ∈ B(xj, r), ∀ j ≥ j0. (5.3)

De (5.2) e (5.3),

u(xj) ≥
u(x0)− M

r
|x0 − xj|

1− |x0−xj |
r

,

e fazendo j →∞, obtemos

lim
j→∞

u(xj) ≥ u(x0).

Logo,

u(x0) ≤ lim
j→∞

u(xj)
(5.1)
= lim inf

x→x0
u(x) ≤ lim sup

x→x0
u(x) ≤ u(x0),

ou seja,

u(x0) = lim
j→∞

u(xj),

e portanto, u é contínua em x0. Em conclusão, u é contínua em Ω, pois x0 é um ponto

arbitrário de Ω.

Por outro lado, se u é uma supersolução de viscosidade em Ω da equação ∆∞v = 0,

então, pela Observação 2.5, −u é uma subsolução de viscosidade em Ω da equação

∆∞v = 0. Da análise feita para subsoluções de viscosidades, temos que −u é contínua

em Ω. Assim, u é contínua em Ω. �

Proposição 5.3 Seja F 6= 0. Se F limitada, as supersoluções e subsoluções de vis-

cosidade em Ω da equação ∆∞v = F são contínuas em Ω. De forma especí�ca, as
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supersoluções de viscosidade em Ω da equação ∆∞v = F são contínuas em Ω, sempre

que F seja limitada superiormente. Além disso, as subsoluções de viscosidade em Ω da

equação ∆∞v = F são contínuas em Ω, quando F é limitada inferiormente.

Demonstração. Seja u uma supersolução de viscosidade em Ω da equação ∆∞v = F .

Dados x0 ∈ Ω e φ∗ ∈ C2(Ω) uma função que toca u por baixo em x0. Consideremos

Φ∗ : Ω̃ ⊂ RN+1 → R

(x, xN+1) 7→ Φ∗(x, xN+1) = φ∗(x)− αx4/3
N+1,

onde x = (x1, · · · , xN) e Ω̃ = Ω× (0,∞). É fácil ver que Φ∗ ∈ C2(Ω̃). Além disso,

∆(N+1)
∞ Φ∗(x, xN+1) = ∆(N+1)

∞ (φ∗(x)− αx4/3
N+1)

= ∆(N)
∞ φ∗(x)−∆(N+1)

∞ (αx
4/3
N+1)

= ∆(N)
∞ φ∗(x)−

(
∂

∂xN+1

(αx
4/3
N+1)

)2
∂2

∂x2
N+1

(αx
4/3
N+1)

= ∆(N)
∞ φ∗(x)− 64

81
α3,

ou seja,

∆(N+1)
∞ Φ∗(x, xN+1) = ∆(N)

∞ φ∗(x)− 64

81
α3. (5.4)

No que segue, vamos considerar a função

V : Ω̃ ⊂ RN+1 → R

(x, xN+1) 7→ V (x, xN+1) = u(x)− αx4/3
N+1,

onde α será escolhido de forma adequada mais adiante. Sejam (x0, x0,N+1) ∈ Ω̃ e

Φ ∈ C2(Ω̃) uma função que toca V por baixo em (x0, x0,N+1), isto é, existe r > 0 com

B((x0, x0,N+1), r) ⊂ Ω tal que

V (x, xN+1)− Φ(x, xN+1) > 0 = V ((x0, x0,N+1))− Φ((x0, x0,N+1)), (5.5)

para qualquer (x, xN+1) ∈ B((x0, x0,N+1), r) \ {(x0, x0,N+1)}. Substituindo a de�nição

de V na última desigualdade, obtemos

u(x)−
(

Φ(x, xN+1) + αx
4/3
N+1

)
> 0,

onde (x, xN+1) ∈ B((x0, x0,N+1), r) \ {(x0, x0,N+1)}.

u(x)−
(
Φ(x, x0,N+1) + α(x0,N+1)4/3

)
> 0, ∀x ∈ B(x0, r) \ {x0}. (5.6)
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Além disso,

0
(5.5)
= V (x0, x0,N+1)− Φ(x0, x0,N+1)

= u(x0)−
(
Φ(x0, x0,N+1) + α(x0,N+1)4/3

)
. (5.7)

De (5.6) e (5.7), observamos que a função φ de�nida como

φ : Ω ⊂ RN → R

x 7→ φ(x) = Φ(x, x0,N+1) + α(x0,N+1)4/3

toca u por baixo em x0. A aplicação φ não depende da variável xN+1, e portanto,

0 =
∂φ

∂xN+1

(x) =
∂

∂xN+1

(
Φ(x, x0,N+1) + α(x0,N+1)4/3

)
, ∀x ∈ Ω. (5.8)

Já que u é uma supersolução de viscosidade em Ω da equação ∆∞v = F e φ é uma

função teste para u, então

∆(N)
∞ φ(x0) ≤ F (x0), (5.9)

no qual ∆
(N)
∞ é o operador ∞-laplaciano para N variáveis. Por (5.8) e (5.4),

∆(N)
∞ φ(x0) = ∆(N+1)

∞ Φ(x0, x0,N+1) +
64

81
α3. (5.10)

Substituindo (5.10) em (5.9), tem-se que

∆(N+1)
∞ Φ(x0, x0,N+1) ≤ F (x0)− 64

81
α3. (5.11)

Daí, a função V é uma supersolução de viscosidade da equação ∆∞U = F − 64
81
α3. Já

que

u(x) = V (x, xN+1) + αx
4/3
N+1,

então para mostrar que u é contínua devemos demonstrar que a aplicação V é contínua.

Para atingir o objetivo, podemos escolher α tal que

64

81
α3 ≥ sup

Ω
{F (x)}, (5.12)

pois F é limitada (notar que só é preciso que F seja limitada superiormente). De (5.11)

e (5.12),

∆(N+1)
∞ Φ(x0, x0,N+1) ≤ 0, (5.13)
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assim, V é uma supersolução de viscosidade da equação ∆∞U = 0. Aplicando a

Proposição 5.2, podemos a�rmar que V é contínua.

Um argumento similar pode ser usado para mostrar que se u é uma subsolução

de viscosidade em Ω da equação ∆∞v = F , então u é contínua. �

Agora provaremos uma versão mais geral do Teorema 4.7, isto é, um resultado de

equivalências para as soluções de viscosidade da equação não homogênea ∆∞v = F .

Teorema 5.4 Consideremos a função contínua

E∞ : Ω× R× RN × SN → R

(x, t, β,X) 7→ E∞(x, t, β,X) = 〈Xβ, β〉.

Se u : Ω→ R é uma função semicontínua superiormente em Ω, as seguintes a�rmações

são equivalentes:

(a.i) E∞(x, u(x),∇u(x), D2u(x)) ≥ F (x) no sentido de viscosidade em Ω.

(a.ii) Se para cada x ∈ Ω e (β,X) ∈ J2,−u(x), temos que

E∞(x, u(x), β,X) ≥ F (x).

(a.iii) Se para cada x ∈ Ω e (β,X) ∈ J2,−u(x), temos que

E∞(x, u(x), β,X) ≥ F (x).

Além disso, quando u : Ω→ R é uma função semicontínua inferiormente em Ω, então

as seguintes a�rmações são equivalentes:

(b.i) E∞(x, u(x),∇u(x), D2u(x)) ≤ F (x) no sentido de viscosidade em Ω,

(b.ii) se para quaisquer x ∈ Ω e (β,X) ∈ J2,−u(x), temos que

E∞(x, u(x), β,X) ≤ F (x),

(b.iii) se para quaisquer x ∈ Ω e (β,X) ∈ J2,−u(x), temos que

E∞(x, u(x), β,X) ≤ F (x).

Demonstração. [(a.i)⇒ (a.ii)] Sejam x ∈ Ω e (β,X) ∈ J2,+u(x). Fazendo argumen-

tos similares à demonstração de [(a.i) ⇒ (a.ii)] do Teorema 4.7, obtemos uma função

ψ que toca u em x por cima. Então, por hipótese,

∆∞ψ(x) ≥ F (x),
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ou seja,

〈D2ψ(x)∇ψ(x),∇ψ(x)〉 ≥ F (x).

Daí,

E∞(x, t, β,X) ≥ F (x),

pois (β,X) = (∇ψ(x), D2ψ(x)).

[(a.ii) ⇒ (a.iii)] Sejam x ∈ Ω e (β,X) ∈ J2,+u(x). Pela De�nição 4.6, existem

(xn) ⊂ Ω e (βn, Xn) ∈ J2,+u(x) tais que

(xn, u(xn), βn, Xn) −−−→
n→∞

(x, u(x), β,X).

Por hipótese,

E∞(xn, u(xn), βn, Xn) ≥ F (xn).

Ora, fazendo n→∞, obtemos

E∞(x, u(x), β,X) ≥ F (x),

pois E∞, u e F são contínuas em seus respectivos domínios.

[(a.iii) ⇒ (a.i)] Dados x ∈ Ω e ψ ∈ C(Ω) uma função que toca u em x por cima, isto

é, existe r > 0 com B(x, r) ⊂ Ω tal que

u(y)− ψ(y) < 0 = u(x)− ψ(x), ∀ y ∈ B(x, r) \ {x}.

De forma semelhante à demonstração de [(a.iii)⇒ (a.i)] do Teorema 4.7, concluímos

(∇ψ(x), D2ψ(x)) ∈ J2,+u(x).

Por hipótese, vale que

F (x) ≤ E∞(x, u(x),∇ψ(x), D2ψ(x)) = 〈D2ψ(x)ψ(x), ψ(x)〉 = ∆∞ψ(x).

Portanto, E∞(x, u(x),∇u(x), D2u(x)) ≥ F (x) no sentido de viscosidade em Ω.

Usando as mesmas ideias pode-se mostrar a equivalência entre as a�rmações (b.i),

(b.ii) e (b.iii). �
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5.1 Teorema de Comparação

A �m de mostrar a existência e unicidade de solução de viscosidade do problema

(P∞,F ), esta seção está dedicada ao estudo de um resultado de Comparação para a

equação ∆∞v = F .

Lema 5.5 Sejam u, v ∈ C(Ω) tais que

∆∞v ≤ F1 e ∆∞u ≥ F2,

no sentido de viscosidade em Ω, onde F1, F2 ∈ C(Ω) com F1 < F2 em Ω. Se v ≥ u em

∂Ω, então

v ≥ u em Ω.

Demonstração. Notemos que é su�ciente mostrar que

max
Ω
{u− v} ≤ max

∂Ω
{u− v}.

Suponhamos, por absurdo, que

max
Ω
{u− v} > max

∂Ω
{u− v}.

Consideremos

Mj = sup
x,y∈Ω

{
u(x)− v(y)− j

2
|x− y|2

}
, (5.14)

para cada j ∈ N. Usando os mesmos argumentos da demonstração do Lema 4.10,

obtemos que, para j ≈ ∞,

(xj, yj) ∈ Ω e xj, yj → x̂ ∈ Ω,

onde x̂ ∈ Ω e (xj, yj) são pontos de máximo para a função Lj de�nida por

Lj(x, y) = u(x)− v(y)− j

2
|x− y|2.

Aplicando o Teorema de Ishii (ver Teorema B.7), existem Xj, Yj ∈ SN tais que

(j(xj − yj), Xj) ∈ J2,+u(xj), (j(xj − yj), Yj) ∈ J2,−v(yj) e Xj ≤ Yj.

Pelo Teorema 5.4,

j2〈Xj(xj − yj), (xj − yj)〉 ≥ F2(xj) (5.15)
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e

j2〈Yj(xj − yj), (xj − yj)〉 ≤ F1(yj). (5.16)

Como Xj ≤ Yj, então

F1(yj)
(5.16)

≥ j2〈Yj(xj − yj), (xj − yj)〉

≥ j2〈Xj(xj − yj), (xj − yj)〉
(5.15)

≥ F2(xj).

Segue-se daí que

lim
j→∞

F1(yj) ≥ lim
j→∞

F2(xj).

Já que F1, F2 ∈ C(Ω), obtemos

F1(x̂) ≥ F2(x̂),

o que é uma contradição, pois F1 < F2 em Ω. Em consequência,

max
Ω
{u− v} ≤ max

∂Ω
{u− v},

e portanto,

v ≥ u em Ω,

pois v ≥ u em ∂Ω. �

Teorema 5.6 (Teorema de Comparação) Sejam u, v ∈ C(Ω) tais que

∆∞v ≤ F e ∆∞u ≥ F,

no sentido de viscosidade em Ω, onde F ∈ C(Ω) com

inf
Ω
{F} > 0 ou sup

Ω
{F} < 0.

Se v ≥ u em ∂Ω, então

v ≥ u em Ω.

Demonstração. Para cada δ > 0, consideremos a aplicação

uδ : Ω → R

x 7→ uδ(x) = (1 + δ)u(x)− δ‖u‖L∞(∂Ω).
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Dados x0 ∈ Ω e ϕ ∈ C2(Ω) uma função que toca uδ por cima em x0, isto é, existe r > 0

com B(x, r) ⊂ Ω tal que

uδ(x)− ϕ(x) < 0 = uδ(x0)− ϕ(x0), ∀x ∈ B(x0, r) \ {x0}.

Logo,

(1+δ)u(x)−δ‖u‖L∞(∂Ω)−ϕ(x) < 0 = (1+δ)u(x0)−δ‖u‖L∞(∂Ω)−ϕ(x0), ∀x ∈ B(x0, r)\{x0},

ou seja,

u(x)−
δ‖u‖L∞(∂Ω) + ϕ(x)

1 + δ
< 0 = u(x0)−

δ‖u‖L∞(∂Ω) + ϕ(x0)

1 + δ
, ∀x ∈ B(x0, r) \ {x0}.

Daí, podemos considerar a seguinte função

ψ : Ω → R

x 7→ ψ(x) =
δ‖u‖L∞(∂Ω) + ϕ(x)

1 + δ

como uma função teste para u em x0. Já que ∆∞u ≥ F no sentido de viscosidade em

Ω, então

∆∞ψ(x0) ≥ F (x0). (5.17)

Por outro lado, para qualquer x ∈ Ω,

∆∞ψ(x) =
1

(1 + δ)3
∆∞ϕ(x). (5.18)

Substituindo (5.18) em (5.17), obtemos

∆∞ϕ(x0) ≥ (1 + δ)3F (x0).

Em consequência, ∆∞uδ ≥ (1 + δ)3F no sentido de viscosidade em Ω, pois ϕ é uma

função teste para uδ. A hipótese:

inf
Ω
{F} > 0.

permite assegurar a desigualdade

F < (1 + δ)3F.

Além disso, para todo ξ ∈ ∂Ω,

uδ(ξ) = u(ξ) + (δu(ξ)− δ‖u‖L∞(∂Ω)) ≤ u(ξ) ≤ v(ξ).
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Resumindo o feito até agora, tem-se que uδ, v ∈ C(Ω) tais que

∆∞v ≤ F e ∆∞uδ ≥ (1 + δ)3F,

no sentido de viscosidade em Ω, onde as funções F e (1 + δ)3F são contínuas em Ω tal

que F < (1 + δ)3F em Ω. Como v ≥ uδ em ∂Ω, então, pelo Lema 5.5,

v ≥ uδ em Ω,

ou seja,

v ≥ (1 + δ)u− δ‖u‖L∞(∂Ω) em Ω.

Fazendo δ → 0 na última desigualdade,

v ≥ u em Ω.

�

5.2 Existência e unicidade

Nesta seção, usaremos o Método de Perron para assegurar existência de solução

de viscosidade do problema (P∞,F ) e o Teorema de Comparação para a unicidade de

solução de viscosidade. A aplicação do Método de Perron consiste em:

� Passo 1: De�nir duas funções, hF,g e hF,g, associadas ao problema (denominadas

soluções de Perron),

� Passo 2: Provar que hF,g ou hF,g é uma solução de viscosidade para (P∞,F ).

Daqui em diante consideraremos que infΩ{F} > 0, a menos de menção em con-

trário. Para poder de�nir as soluções de Perron, primeiro de�niremos a classe superior

e inferior de Perron.

De�nição 5.7 .

(i) O conjunto

SF,g = {v ∈ C(Ω) : ∆∞v ≤ F no sentido de viscosidade em Ω e v ≥ g em ∂Ω}

é denominado classe superior de Perron.
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(ii) O conjunto

IF,g = {w ∈ C(Ω) : ∆∞w ≥ F no sentido de viscosidade em Ω e w ≤ g em ∂Ω}.

é denominado classe inferior de Perron.

Observação 5.8 Antes de fazer qualquer a�rmação que envolva as classes superior

e inferior de Perron, devemos demonstrar que SF,g e IF,g são não vazias. De fato,

consideremos a função

v : Ω → R

x 7→ v(x) = sup
∂Ω
{g}+ 1.

É claro que v ∈ C(Ω). Como v ∈ C2(Ω), basta mostrar que ∆∞v(x) ≤ F (x) em Ω

para a�rmar que ∆∞v ≤ F no sentido de viscosidade em Ω. Notemos que

∆∞v(x) = ∆∞

(
sup
∂Ω
{g}+ 1

)
= 0 < inf

Ω
{F} ≤ F (x),

onde x ∈ Ω. Além disso, para qualquer x ∈ Ω, vale que

v(x) = sup
∂Ω
{g}+ 1 > g(x).

Portanto, v ∈ SF,g. Por outro lado, dado ξ0 ∈ ∂Ω, de�namos

w : Ω → R

x 7→ w(x) = c(|x− ξ0|
4
3 + d),

onde c ∈ R tal que 64c3

81
> ‖F‖L∞(Ω) e d < 0 com |d| su�cientemente grande. Notemos

que, para cada ξ ∈ ∂Ω,

w(ξ) = c(|ξ − ξ0|
4
3 + d)

≤ c((diam(Ω))
4
3 + d)

≤ inf
∂Ω
g(ξ̃)

≤ g(ξ),

pois Ω é limitado e g ∈ C(∂Ω), ou seja, g é limitado em ∂Ω. Além disso, como
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w ∈ C2(Ω), é su�ciente ver que, para cada x ∈ Ω,

∆∞w(x) =
1

2

〈
∇w(x),∇|∇w(x)|2

〉
=

1

2

〈
∇(c(|x− ξ0|

4
3 + d)),∇|∇(c(|x− ξ0|

4
3 + d))|2

〉
=

1

2

〈
c∇|x− ξ0|

4
3 ,∇|c∇|x− ξ0|

4
3 |2
〉

=
1

2

〈
4c

3
|x− ξ0|−

2
3 (x− ξ0),∇

∣∣∣∣4c3 |x− ξ0|−
2
3 (x− ξ0)

∣∣∣∣2
〉

=
1

2

〈
4c

3
|x− ξ0|−

2
3 (x− ξ0),

16c2

9
∇ |x− ξ0|

2
3

〉
=

32c3

27

〈
|x− ξ0|−

2
3 (x− ξ0),

2

3
|x− ξ0|−

4
3 (x− ξ0)

〉
=

64c3

81

〈
|x− ξ0|−

2
3 (x− ξ0), |x− ξ0|−

4
3 (x− ξ0)

〉
=

64c3

81
> ‖F‖L∞(Ω)

≥ F (x).

Como w ≤ g em ∂Ω, ∆∞w ≥ F no sentido de viscosidade em Ω e w ∈ C(Ω), tem-se

que w ∈ IF,g.

O seguinte resultado nos permite construir um novo elemento de alguma das

classe de Perron a partir de uma quantidade �nita de elementos da mesma classe.

Proposição 5.9 Se v1, v2, · · · , vn ∈ SF,g, então a função

v : Ω → R

x 7→ v(x) = min
i=1,··· ,n

{vi(x)}

pertence a SF,g. Além disso, se w1, w2, · · · , wn ∈ IF,g, então a função

w : Ω → R

x 7→ w(x) = max
i=1,··· ,n

{wi(x)}

pertence a IF,g.

Demonstração. Primeiro mostremos que a função v pertence a C(Ω). Para isso, é

su�ciente mostrar que a aplicação

v̂ : Ω → R

x 7→ v̂(x) = min{v̂1(x), v̂2(x)},
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onde v̂1, v̂2 ∈ SF,g, pertence a IF,g. Lembremos que

min{v̂1(x), v̂2(x)} =
1

2
(v̂1(x) + v̂2(x)− |v̂1(x)− v̂2(x)|), ∀x ∈ Ω,

e portanto,

v̂ =
1

2
(v̂1 + v̂2 − |v̂1 − v̂2|).

Da última identidade, segue-se que v̂ ∈ C(Ω), pois v̂1, v̂2 ∈ C(Ω).

Agora, provemos que ∆∞v ≤ F no sentido de viscosidade em Ω. Sejam x0 ∈ Ω e

φ ∈ C2(Ω) tais que

v(x)− φ(x) > 0 = v(x0)− φ(x0), ∀x ∈ Ω \ {x0}. (5.19)

Como v(x0) = min
i=1,··· ,n

{vi(x0)}, então existe i0 ∈ {1, · · · , n} tal que

v(x0) = vi0(x0). (5.20)

Segue-se de (5.19) e (5.20) que

vi0(x)− φ(x) > v(x)− φ(x) > 0 = v(x0)− φ(x0) = vi0(x0)− φ(x0), ∀x ∈ Ω \ {x0},

ou seja,

vi0(x)− φ(x) > 0 = vi0(x0)− φ(x0), ∀x ∈ Ω \ {x0}.

Assim, φ é uma função teste para vi0 . Logo,

∆∞φ(x0) ≤ F (x0), (5.21)

pois ∆∞vi0 ≤ F no sentido de viscosidade em Ω (por hipótese). Já que φ é uma função

teste arbitraria para v1, então ∆∞v ≤ F no sentido de viscosidade em Ω.

Por outro lado, por hipótese, para cada i ∈ {1, · · · , n},

vi(ξ) ≥ g(ξ), ∀ ξ ∈ ∂Ω,

assim,

v(ξ) = min
i=1,··· ,n

{vi(ξ)} ≥ g(ξ), ∀ ξ ∈ ∂Ω,

e portanto,

v ≥ g em ∂Ω.

1Ver a desigualdade (5.19)
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Em consequência, v ∈ SF,g.

Além disso, fazendo um argumento semelhante, pode-se provar que w pertence a

IF,g. �

Agora, procedamos a de�nir as soluções de Perron.

De�nição 5.10 A função

hF,g : Ω → R

x 7→ hF,g(x) = inf
v∈SF,g

{v(x)}

é denominada solução superior de Perron. Também, a aplicação

hF,g : Ω → R

x 7→ hF,g(x) = sup
w∈IF,g

{w(x)}

é denominada solução inferior de Perron.

O seguinte resultado garante que as soluções de Perron são soluções de viscosidade

da equação ∆∞u = F .

Teorema 5.11 Se infΩ{F} > 0, então hF,g é uma solução de viscosidade de ∆∞u =

F . Também, tem-se que hF,g é uma solução de viscosidade de ∆∞u = F , quando

supΩ{F} < 0.

Demonstração. Já que a demostração da segunda implicação do Teorema 5.11 é

similar à primeira, só provaremos que hF,g é uma solução de viscosidade de ∆∞u = F .

Por facilidade, denotaremos hF,g por h. Como h(x) = inf
v∈SF,g

{v(x)} e v é contínua em

Ω, então h é semicontínua superiormente em Ω.

Agora, mostremos que ∆∞h ≥ F no sentido de viscosidade em Ω. Sejam x0 ∈ Ω

e ψ ∈ C2(Ω) tais que

h(x)− ψ(x) < 0 = h(x0)− ψ(x0), ∀x ∈ Ω \ {x0}. (5.22)

Suponhamos, por absurdo, que ∆∞h < F no sentido de viscosidade em Ω, ou seja,

∆∞ψ(x0) < F (x0).

Logo,

∆∞ψ(x0)− F (x0) < 0.
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Como ψ ∈ C2(Ω) e F ∈ C(Ω), então ∆∞ψ − F é contínua em Ω. Daí, existe δ > 0 tal

que

∆∞ψ(x) < F (x), ∀x ∈ B(x0, 2δ). (5.23)

Por outro lado, de (5.22),

h(ξ) < ψ(ξ),

onde ξ ∈ ∂B(x0, δ), e portanto,

inf
v∈SF,g

{v(ξ)} < ψ(ξ). (5.24)

Também, existe uma sequência (vn) ⊂ SF,g tal que

vn(ξ) −−−→
n→∞

inf
v∈SF,g

{v(ξ)}. (5.25)

Por (5.24) e (5.25), para cada ξ ∈ ∂B(x0, δ), existe (vn(ξ)) ∈ SF,g tal que

vn(ξ)(ξ) < ψ(ξ), ∀n(ξ) ∈ N.

Daí, existe rξ > 0 tal que

vn(ξ)(x) < ψ(x), ∀x ∈ B(ξ, rξ), (5.26)

pois vn(ξ) − ψ é contínua. Agora, notemos que

∂B(x0, δ) ⊂
⋃

ξ∈∂B(x0,δ)

B(ξ, rξ).

Já que ∂B(x0, δ) é un conjunto compacto, tem-se que existem ξ1, · · · , ξm ∈ ∂B(x0, δ)

tal que

∂B(x0, δ) ⊂
m⋃
j=1

B(ξj, rξj).

Então, para cada x ∈ ∂B(x0, δ) existe jx ∈ {1, · · · ,m} tal que x ∈ B(ξjx , rξjx ). De isto

último e (5.26), para qualquer ξ ∈ ∂B(x0, δ) existe jx ∈ {1, · · · ,m} tal que

vn(ξjx )(ξ) < ψ(ξ),

sendo assim,

min
j=1,··· ,n

{vn(ξj)(ξ)} < ψ(ξ), ∀ ξ ∈ ∂B(x0, δ). (5.27)
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Baseados na última desigualdade, consideremos

v : Ω → R

x 7→ v(x) = min
j=1,··· ,m

{vn(ξj)(x)}.

Por (5.27) e a Proposição 5.9, tem-se que

v ∈ SF,g e v < ψ em ∂B(x0, δ). (5.28)

Agora, �xemos a função V : Ω→ R de�nida como

V (x) =

min
{
v(x), ψ(x)− α

2

}
, x ∈ B(x0, δ),

v(x), x ∈ (B(x0, δ))
c,

onde2 α = min
∂B(x0,δ)

{ψ − v}. Observemos que se desejamos mostrar que V ∈ SF,g, basta

provar que ψ − α
2
∈ SF,g no conjunto B(x0, δ); pois, pela Proposição 5.9, V ∈ SF,g

no conjunto B(x0, δ) sempre que ψ − α
2
∈ SF,g no conjunto B(x0, δ) e, pela Teoria de

Soluções de Viscosidade [19], uma função de�nida por partes pertence a SF,g quando

cada parte é um elemento de SF,g.

Segue-se de (5.23) que,

∆∞

(
ψ(x)− α

2

)
= ∆∞ψ(x) < F (x), ∀x ∈ B(x0, 2δ),

e de forma similar ao Teorema de Consistência (ver Teorema 2.7), obtemos que ψ − α
2

é uma supersolução de viscosidade de ∆∞u(x) = F (x) em B(x0, 2δ).

Como α = min
∂B(x0,δ)

{ψ − v}, então

g ≤ v ≤ ψ − α

2
em ∂B(x0, δ).

Além disso, ψ− α
2
pertence a C(B(x0, δ)), pois ψ ∈ C2(Ω). Em conclusão, ψ− α

2
∈ SF,g

no conjunto B(x0, δ).

Da de�nição da função V , segue-se que

V (x0) = min
{
v(x0), ψ(x0)− α

2

}
≤ ψ(x0)− α

2
(5.22)
= h(x0)− α

2

< h(x0). (5.29)

2Note que α > 0, por (5.28).
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Da análise feita para V ,

V ∈ SF,g e V (x0) < h(x0), (5.30)

o que é absurdo, pois h(x) = infv∈SF,g{v(x)}. Portanto, h é uma subsolução de visco-

sidade de ∆∞ = F . Também, pela Proposição (5.3), h é contínua em Ω.

Agora vamos provar que a função h é uma supersolução de viscosidade de ∆∞ =

F , pois h é semicontínua inferiormente em Ω . Dados x0, B(x0, r) ⊂⊂ Ω e φ ∈

C2(B(x0, r)) tal que

h(x)− φ(x) > 0 = h(x0)− φ(x0), ∀x ∈ B(x0, r) \ {x0}.

Notemos, para cada v ∈ SF ,

v(x)− φ(x) ≥ h(x)− φ(x), ∀x ∈ B(x0, r),

assim,

min
B(x0,r)

{v − φ} ≥ min
B(x0,r)

{h− φ}.

Como v ∈ C(Ω) e φ ∈ C(B(x0, r)), então

v − φ ∈ C(B(x0, r)),

e portanto, v − φ atinge seu mínimo em x̄ ∈ B(x0, r). Agora, consideremos a função

φ(x) = φ(x)− |x− x̄|4 + (v − φ)(x̄), ∀x ∈ B(x0, r).

É fácil ver que φ ∈ C(B(x0, r)). Além disso,

φ(x̄) = φ(x̄)− |x̄− x̄|4 + (v − φ)(x̄) = v(x̄)

e, para cada x ∈ B(x0, r) \ {x̄},

φ(x) = φ(x)− |x− x̄|4 + (v − φ)(x̄)

< φ(x) + (v − φ)(x̄)

≤ φ(x) + (v − φ)(x)

= v(x).

Portanto,

v(x)− φ(x) > 0 = v(x̄)− φ(x̄), ∀x ∈ B(x0, r) \ {x̄},
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e como v é uma supersolução de viscosidade em Ω, obtemos

∆∞φ(x̄) ≤ F (x̄).

Lembremos que

∆∞φ(x̄) = ∆∞φ(x̄),

assim,

∆∞φ(x̄) ≤ F (x̄).

Como o raio pode ser arbitrariamente pequeno e pelas continuidade de ∆∞φ e F ,

tem-se

∆∞φ(x0) = lim
x̄→x0

∆∞φ(x̄) ≤ lim
x̄→x0

F (x̄) = F (x0),

ou seja,

∆∞φ(x0) ≤ F (x0).

Em consequência, h é uma supersolução de viscosidade de ∆∞ = F .

Resumindo a teoria desenvolvida até agora, temos que h é uma subsolução e

supersolução de viscosidade de ∆∞ = F , ou seja, h é uma solução de viscosidade de

∆∞ = F �

Com base no que �zemos até agora, é su�ciente mostrar que hF,g pertence a C(Ω)

e hF,g = g em ∂Ω para garantir a existência de soluções de viscosidade do problema

(P∞,F ).

Teorema 5.12 Sejam Ω ⊂ RN um domínio limitado suave, F ∈ C(Ω) com inf
Ω
{F} > 0

e g ∈ C(∂Ω). Então, existe u ∈ C(Ω) tal que u = g em ∂Ω e

∆∞u = F

no sentido de viscosidade em Ω.

Demonstração. Por simplicidade, denotaremos hF,g por h. Começamos mostrando

que a solução superior de Perron satisfaz a condição de fronteira, isto é, h = g em ∂Ω.

Dados ξ0 ∈ ∂Ω e ε > 0 �xados, existe δ > 0 tal que

g(ξ0)− ε < g(ξ) < g(ξ0) + ε, (5.31)
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para cada ξ ∈ B(ξ0, δ) ∩ ∂Ω, pois g ∈ C(∂Ω). Agora, consideremos a função

v : Ω → R

x 7→ v(x) = g(ξ0) + ε+ sup
∂Ω
{g(ξ)− g(ξ0)}|x− ξ0|

δ
.

A�rmação 1: v é uma supersolução de viscosidade em Ω da equação ∆∞u = F .

Como v ∈ C(Ω), então v é semicontínua inferiormente em Ω. Além disso, já que

v ∈ C2(Ω), temos que, para qualquer x ∈ Ω,

∆∞v(x) =
1

2

〈
∇v(x),∇|∇v(x)|2

〉
=

1

2

〈
∇
(

sup
∂Ω
{g(ξ)− g(ξ0)}|x− ξ0|

δ

)
,∇
∣∣∣∣∇(sup

∂Ω
{g(ξ)− g(ξ0)}|x− ξ0|

δ

)∣∣∣∣2
〉

=
1

2

〈
K

(x− ξ0)

|x− ξ0|
,∇
∣∣∣∣K (x− ξ0)

|x− ξ0|

∣∣∣∣2
〉

=
1

2

〈
K

(x− ξ0)

|x− ξ0|
,∇(K2)

〉
=

1

2

〈
K

(x− ξ0)

|x− ξ0|
, 0

〉
= 0,

onde K = sup
∂Ω
{g(ξ)− g(ξ0)}/δ. Como inf

Ω
{F} > 0, obtemos

∆∞v(x) = 0 < inf
Ω
{F} ≤ F (x), ∀x ∈ Ω,

assim, v é uma supersolução de viscosidade em Ω.

A�rmação 2: v ≥ g em ∂Ω.

Se ξ̃ ∈ B(ξ0, δ) ∩ ∂Ω, tem-se que

v(ξ̃) = g(ξ0) + ε+ sup
∂Ω
{g(ξ)− g(ξ0)}|ξ̃ − ξ0|

δ

≥ g(ξ0) + ε+ (g(ξ0)− g(ξ0))
|ξ̃ − ξ0|

δ

≥ g(ξ0) + ε

(5.31)
> g(ξ̃).
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Também, se ξ̃ ∈ (B(ξ0, δ))
c ∩ ∂Ω, temos

v(ξ̃) = g(ξ0) + ε+ sup
∂Ω
{g(ξ)− g(ξ0)}|ξ̃ − ξ0|

δ

≥ g(ξ0) + ε+ sup
∂Ω
{g(ξ)− g(ξ0)}

≥ g(ξ0) + ε+ g(ξ̃)− g(ξ0)

≥ ε+ g(ξ̃)

> g(ξ̃).

Daí, obtemos

v(ξ̃) > g(ξ̃), ∀ ξ̃ ∈ ∂Ω.

Já que v ∈ C(Ω) e pelas A�rmações 1 e 2, então v ∈ SF,g. Assim, para quaisquer

ξ0 ∈ ∂Ω e ε > 0,

g(ξ0) ≤ h(ξ0) = inf
v∈SF
{v(ξ0)} ≤ v(ξ0) = g(ξ0) + ε.

Fazendo ε→ 0, obtemos que

h(ξ0) = g(ξ0), ∀ ξ0 ∈ ∂Ω.

Agora, mostraremos alguns resultados que serão revelantes para a�rmar que h

pertence a C(Ω). Notemos que

h é semicontínua inferiormente em Ω e h ≤ g em ∂Ω. (5.32)

Já que, para cada w ∈ IF,g, temos que w ∈ C(Ω), e portanto, w é semicontínuo

inferiormente em Ω. Assim, h = sup
w∈IF,g

{w} é semicontínuo inferiormente em Ω. Além

disso, como w ≤ g em ∂Ω, para cada w ∈ IF,g, então

h = sup
w∈IF,g

{w} ≤ g em ∂Ω.

Vejamos que a desigualdade

lim inf
x∈Ω→ξ

h(x) ≥ g(ξ), ∀ ξ ∈ ∂Ω.

é verdadeira. Dados ξ ∈ ∂Ω e ε > 0. Como g ∈ C(∂Ω), então existe r > 0 tal que

|g(ξ̃)− g(ξ)| < ε quando ξ̃ ∈ B(ξ, r) ∩ ∂Ω. (5.33)
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Já que Ω é limitado, podemos escolher a, b ∈ R tais que

a > 3|x− ξ|, ∀x ∈ Ω, e b =
1

4
a

4
3 . (5.34)

Notemos que

b− 1

4
(a− 3r)

4
3 =

1

4
a

4
3 − 1

4
(a− 3r)

4
3 =

1

4

(
a

4
3 − (a− 3r)

4
3

)
> 0.

Agora, tomemos c ≥ 1 tal que

c

(
b− 1

4
(a− 3r)

4
3

)
≥ 2‖g‖L∞(∂Ω) e c3 ≥ ‖F‖L∞(Ω).

Consideremos a função

w : Ω → R

x 7→ w(x) = g(ξ)− ε− c
(
b− 1

4
(a− 3|x− ξ|)

4
3

)
.

A�rmação 3: w é uma subsolução de viscosidade em Ω.

Como w ∈ C(Ω), então w é semicontínua superiormente em Ω. Além disso, já que

v ∈ C2(Ω), temos que, para cada x ∈ Ω,

∆∞w(x) =
1

2

〈
∇w(x),∇|∇w(x)|2

〉
=

1

2

〈
∇
( c

4
(a− 3|x− ξ|)

4
3

)
,∇
∣∣∣∇( c

4
(a− 3|x− ξ|)

4
3

)∣∣∣2〉
=

c3

128

〈
∇
(

(a− 3|x− ξ|)
4
3

)
,∇
∣∣∣∇((a− 3|x− ξ|)

4
3

)∣∣∣2〉
=

c3

128

〈
−4(a− 3|x− ξ|)

1
3

(x− ξ)
|x− ξ|

,∇
∣∣∣∣−4(a− 3|x− ξ|)

1
3

(x− ξ)
|x− ξ|

∣∣∣∣2
〉
.

Sendo assim,

∆∞w(x) =
−64c3

128

〈
(a− 3|x− ξ|)

1
3

(x− ξ)
|x− ξ|

,∇
(

(a− 3|x− ξ|)
2
3

)〉
=
−64c3

128

〈
(a− 3|x− ξ|)

1
3

(x− ξ)
|x− ξ|

,−2(a− 3|x− ξ|)−
1
3

(x− ξ)
|x− ξ|

〉
=

128c3

128

〈
(a− 3|x− ξ|)

1
3

(x− ξ)
|x− ξ|

, (a− 3|x− ξ|)−
1
3

(x− ξ)
|x− ξ|

〉
= c3 ≥ ‖F‖L∞(Ω) ≥ F (x),

isto é, w é uma subsolução de viscosidade em Ω.

A�rmação 4: w ≤ g em ∂Ω.
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Para qualquer ξ̃ ∈ B(ξ, r) ∩ ∂Ω, temos que

w(ξ̃) = g(ξ)− ε− c
(
b− 1

4
(a− 3|ξ̃ − ξ|)

4
3

)
(5.34)
< g(ξ)− ε

(5.33)
< g(ξ̃).

Também, se ξ̃ ∈ (B(ξ0, δ))
c ∩ ∂Ω, temos

w(ξ̃) = g(ξ)− ε− c
(
b− 1

4
(a− 3|ξ̃ − ξ|)

4
3

)
< g(ξ)− 2‖g‖L∞(∂Ω)

= (g(ξ)− ‖g‖L∞(∂Ω))− ‖g‖L∞(∂Ω)

≤ −‖g‖L∞(∂Ω)

≤ g(ξ̃).

Daí, obtemos

w(ξ̃) < g(ξ̃), ∀ ξ̃ ∈ ∂Ω.

Já que w ∈ C(Ω) e pelas A�rmações 3 e 4, obtemos que w ∈ IF,g. Por outro lado, da

de�nição de w, temos

w(ξ) = g(ξ)− ε− c
(
b− 1

4
a

4
3

)
(5.34)
= g(ξ)− ε,

assim, para quaisquer ξ ∈ ∂Ω e ε > 0,

h(ξ) = sup
w∈IF,g

{w(ξ)} ≥ w(ξ) = g(ξ)− ε.

Fazendo ε→ 0, obtemos

h(ξ) ≥ g(ξ), ∀ ξ ∈ ∂Ω,

e por (5.32),

lim inf
x∈Ω→ξ

h(x) ≥ h(ξ) ≥ g(ξ), ∀ ξ ∈ ∂Ω. (5.35)

Usando os resultados obtidos até agora, provaremos que h ∈ C(Ω). Pelos Te-

oremas 5.11 e 5.3, tem-se que h ∈ C(Ω). Também, observe que h é semicontínua

superiormente em Ω, pois h(x) = inf
v∈SF,g

{v(x)} e v é contínua em Ω. Então, como h é

semicontínua superiormente em Ω e h = g em ∂Ω,

lim sup
x∈Ω→ξ

h(x) ≤ h(ξ) = g(ξ), ∀ ξ ∈ ∂Ω. (5.36)

Por outro lado, lembremos que, para quaisquer v ∈ SF,g e w ∈ IF,g, temos que:
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� v, w ∈ C(Ω) tais que ∆∞v ≤ F e ∆∞w ≥ F em Ω, no sentido de viscosidade,

� v ≥ g ≥ w em ∂Ω, e

� F ∈ C(Ω) e inf
Ω
{F} > 0,

e assim, usando o Teorema de Comparação3,

v ≥ w em Ω, ∀ v ∈ SF,g, ∀w ∈ IF,g.

Daí,

h = inf
v∈SF,g

{v} ≥ sup
w∈IF,g

{w} = h em Ω.

Em particular, para cada ξ ∈ ∂Ω,

lim inf
x∈Ω→ξ

h(x) ≥ lim inf
x∈Ω→ξ

h(x). (5.37)

Em consequência,

g(ξ)
(5.36)

≥ lim sup
x∈Ω→ξ

h(x) ≥ lim inf
x∈Ω→ξ

h(x)
(5.37)

≥ lim inf
x∈Ω→ξ

h(x)
(5.35)

≥ g(ξ),

ou seja,

lim
x∈Ω→ξ

h(x) = g(ξ), ∀ ξ ∈ ∂Ω.

Portanto, h ∈ C(Ω).

Em conclusão, temos que h ∈ C(Ω) tal que h = g em ∂Ω e

∆∞h = F

no sentido de viscosidade em Ω, isto é, o problema (P∞,F ) possui pelo menos uma

solução de viscosidade. �

Por outro lado, se supomos a condição de limitação superior supΩ{F} < 0, então,

também pode-se garantir que o problema (P∞,F ) tem solução.

Teorema 5.13 Sejam Ω ⊂ RN um domínio limitado com fronteira suave, F ∈ C(Ω)

com sup
Ω
{F} < 0 e g ∈ C(∂Ω). Logo, existe u ∈ C(Ω) tal que u = g em ∂Ω e

∆∞u = F

no sentido de viscosidade em Ω.
3Ver Teorema 5.6.
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Demonstração. Como F ∈ C(Ω) com sup
Ω
{F} < 0 e g ∈ C(∂Ω), então

− F ∈ C(Ω) com − inf
Ω
{−F} < 0 e − g ∈ C(∂Ω).

Agora, tomando F̃ = −F e g̃ = −g, obtemos

F̃ ∈ C(Ω) com inf
Ω
{F̃} > 0 e g̃ ∈ C(∂Ω).

Pelo Teorema 5.12, existe v ∈ C(Ω) tal que v = g̃ em ∂Ω e

∆∞v = F̃

no sentido de viscosidade em Ω. Logo, existe v ∈ C(Ω) tal que −v = g em ∂Ω e

∆∞(−v) = F

no sentido de viscosidade em Ω. Em consequência, existe u ∈ C(Ω) tal que u = g em

∂Ω e

∆∞u = F

no sentido de viscosidade em Ω. �

Em conclusão, podemos resumir os Teoremas 5.12 e 5.13 na seguinte a�rmação.

Teorema 5.14 (Teorema de Existência para (P∞,F ), Lu e Wang [24])

Sejam Ω ⊂ RN um domínio limitado com fronteira suave, F ∈ C(Ω) com sup
Ω
{F} < 0

ou inf
Ω
{F} > 0 e g ∈ C(∂Ω). Então, existe u ∈ C(Ω) tal que u = g em ∂Ω e

∆∞u = F

no sentido de viscosidade em Ω.

Ora, com as condições do Teorema de Existência para (P∞,F ), suponhamos que

as funções u1, u2 ∈ C(Ω) são soluções do problema (P∞,F ). Então,

∆∞u2 ≤ F e ∆∞u1 ≥ F,

no sentido de viscosidade em Ω e u2 ≥ u1 em ∂Ω. Também, tem-se que

∆∞u1 ≤ F e ∆∞u2 ≥ F,
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no sentido de viscosidade em Ω e u1 ≥ u2 em ∂Ω. Aplicando o Teorema de Comparação4

para ambos últimos conjuntos de resultados, obtemos

u2 ≥ u1 em Ω e u1 ≥ u2 em Ω,

respectivamente. Segue-se daí que u1 = u2 em Ω. Consequentemente, el Teorema 5.14,

pode escrever-se da seguinte maneira:

Teorema 5.15 (Teorema de existência e unicidade para (P∞,F ), Lu e Wang [24])

Sejam Ω ⊂ RN um domínio limitado suave, F ∈ C(Ω) com sup
Ω
{F} < 0 ou inf

Ω
{F} > 0

e g ∈ C(∂Ω). Então, existe uma única u ∈ C(Ω) tal que u = g em ∂Ω e

∆∞u = F

no sentido de viscosidade em Ω.

4Ver Teorema 5.6.



Apêndice A

Alguns resultados da Teoria da

Medida e Espaços de Sobolev

Neste Apêndice recordamos alguns resultados clássicos da Análise Funcional e da

Teoria de Integração.

Dizemos que duas funcoes u e v são iguais em quase toda parte (q.t.p.) se u e v

são diferentes apenas em um subconjunto de Ω com medida nula.

A classe de equivalência determinada por u consiste de todas as funcoes v que são

iguais q.t.p. a u. Com base na classes de equivalência, de�nimos os seguintes espaços.

De�nição A.1 Seja p ∈ R com 1 ≤ p <∞. O espaço Lp(Ω) é de�nido por

Lp(Ω) =

{
f : Ω→ R : f é mensurável e

�
Ω

|f(x)|pdx <∞
}
,

em que representamos simplesmente por f a classe de equivalência determinada por f .

A função

‖ · ‖Lp(Ω) : Lp(Ω) → R

f 7→ ‖f‖Lp(Ω) =

(�
Ω

|f(x)|pdx
) 1

p

de�ne uma norma no espaço LP (Ω).

De�nição A.2

L∞(Ω) = {f : Ω→ R : f é mensurável e existe uma constante C tal que |f(x)| ≤ C q.t.p. em Ω} ,
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com norma de�nida por a função

‖ · ‖L∞(Ω) : L∞(Ω) → R

f 7→ ‖f‖L∞(Ω) = inf{C ∈ R : |f(x)| ≤ C q.t.p. em Ω}.

Proposição A.3 (ver [2, Lema 2.2])

Sejam 1 ≤ p <∞ e a, b ≥ 0, então

(a+ b)p ≤ 2p−1(ap + bp). (A.1)

Proposição A.4 (Desigualdade de Young)(ver [2, Seção 8.3])

Dados os números a, b ≥ 0 e p, q ∈ R com 1 < p <∞ e
1

p
+

1

q
= 1, então

ab ≤ ap

p
+
bq

q
.

Teorema A.5 (Desigualdade de Hölder)(ver [7, Teorema 4.6])

Sejam 1 ≤ p, q ≤ ∞ tais que
1

p
+

1

q
= 1. Suponhamos que f ∈ Lp(Ω) e g ∈ Lq(Ω),

então fg ∈ L1(Ω) e
�

Ω

|f(x)g(x)|dx ≤
(�

Ω

|f(x)|pdx
) 1

p
(�

Ω

|g(x)|qdx
) 1

q

.

Teorema A.6 (ver [2, Teorema 2.14])

Assumamos que 1 ≤ p, q ≤ ∞ e |Ω| <∞. Se u ∈ Lq(Ω), então u ∈ Lp(Ω) e

‖u‖Lp(Ω) ≤ |Ω|
1
p
− 1
q ‖u‖Lq(Ω).

Além disso, se u ∈ L∞(Ω), então

lim
p→∞
‖u‖Lp(Ω) = ‖u‖L∞(Ω).

Também, se u ∈ Lq(Ω) com 1 ≤ p <∞ e se existe uma constante K tal que para cada

p vale ‖u‖Lp(Ω) ≤ K, então u ∈ L∞(Ω) e

‖u‖L∞(Ω) ≤ K.

Agora, apresentaremos alguns de�nições e resultados à respeito do espaço de

Sobolev W 1,p(Ω), onde 1 ≤ p ≤ ∞, de�nido por

W 1,p(Ω) =


u ∈ Lp(Ω) : ∃g1, g2, · · · , gN ∈ Lp(Ω) tais que

�
Ω

u
∂φ

∂xi
dx = −

�
Ω

giφdx,

para cada φ ∈ C∞0 (Ω) e para quasquier i = 1, · · · , N


munido da norma

‖ · ‖W 1,p(Ω) : W 1,p(Ω) → R

f 7→ ‖u‖W 1,p(Ω) = ‖u‖Lp(Ω) + ‖|∇u|‖Lp(Ω)
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Teorema A.7 (ver [7, Proposição 9.1])

Valem as seguintes a�rmações:

� W 1,p(Ω) é de Banach para 1 ≤ p ≤ ∞.

� W 1,p(Ω) é re�exivo para 1 < p <∞.

� W 1,p(Ω) é separável para 1 ≤ p <∞.

Teorema A.8 (Rellich-Kondrachov)(ver [7, Teorema 9.16])

Assumamos que Ω ⊂ RN é um aberto limitado com fronteira suave. Então, a imersão

W 1,p(Ω) ↪→ C(Ω) é compacta, quando p > N .

O espaço W 1,p
0 (Ω) é de�nido como sendo o fecho de C∞0 (Ω) com respeito à norma

de W 1,p(Ω). Além disso, as funções u ∈ W 1,p
0 (Ω) são as funções u ∈ W 1,p(Ω) que se

anulam na fronteira ∂Ω no sentido de Traço, isto é,

W 1,p
0 (Ω) =

{
u ∈ W 1,p(Ω) : u

∣∣
∂Ω

= 0
}
.

É necessário dar um sentido preciso a este conceito, pois as funções de W 1,p
0 (Ω)

são de�nidas a menos de conjunto de medida nula e a fronteira ∂Ω é um conjunto de

medida nula.

Teorema A.9 (Teorema do Traço)(ver [13, Teorema 1, Seção 5.5])

Seja 1 ≤ p <∞. Então, existe um operador linear limitado

T : W 1,p(Ω)→ Lp(∂Ω)

tal que

(i) Tu = u
∣∣
∂Ω

se u ∈ W 1,p(Ω) ∩ C(Ω),

(ii) existe uma constante c = c(p,Ω) > 0 tal que, para qualquer u ∈ W 1,p(Ω),

‖Tu‖Lp(∂Ω) ≤ c‖u‖W 1,p(Ω).

O operador T é denominado operador traço. O Teorema A.9 nos permite identi-

�car Tu como sendo os valores na fronteira de uma função u ∈ W 1,p(Ω).

Suponhamos que a sequência (un) em C∞0 (Ω) satisfaz un → u em W 1,p(Ω). Já

que o operador traço e contínuo temos que

Tu = lim
n→∞

Tun = 0.

Desse modo,W 1,p
0 (Ω) ⊂ Ker(T ). Um argumento mais so�sticado prova que a recíproca

é verdadeira. Portanto, as funções de W 1,p
0 (Ω) valem zero na fronteira de Ω.
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Proposição A.10 (ver [7, Teorema 9.17])

Sejam Ω um aberto suave e 1 ≤ p <∞. Consideremos a função u ∈ W 1,p(Ω) ∩ C(Ω),

então

u = 0 em ∂Ω⇔ u ∈ W 1,p
0 (Ω).

Teorema A.11 (Desigualdade de Poincaré)(ver [7, Corolario 9.19])

Se 1 ≤ p < ∞ e Ω é um conjunto aberto e limitado, então existe uma constante

c = c(p,Ω) tal que

||u||Lp(Ω) ≤ c‖|∇u|‖Lp(Ω), ∀u ∈ W 1,p
0 (Ω). (A.2)

Uma consequência da Desigualdade de Poincaré é que a função

‖u‖W 1,p
0 (Ω) =

(�
Ω

|∇u|p
) 1

p

= ‖|∇u|‖Lp(Ω)

é uma norma em W 1,p
0 (Ω) que é equivalente em W 1,p

0 (Ω) à norma ‖ · ‖W 1,p(Ω). De fato,

pela Desigualdade de Poincaré,

‖u‖W 1,p
0 (Ω) = ‖|∇u|‖Lp(Ω)

≤ ‖u‖Lp(Ω) + ‖|∇u|‖Lp(Ω)

= ‖u‖W 1,p(Ω)

≤ c‖|∇u|‖Lp(Ω) + ‖|∇u|‖Lp(Ω)

= (c+ 1)‖u‖W 1,p
0 (Ω).

Teorema A.12 (Morrey)(ver [6, Teorema 2.3.27])

Sejam p > N e Ω um domínio limitado em RN . Se v ∈ W 1,p
0 (Ω), então

|v(x)− v(y)| ≤ 2pN

p−N
|x− y|1−

N
p ‖|∇v|‖Lp(Ω), (A.3)

q.t.p. em Ω Além disso, v pode ser estendido para Ω tal que v ∈ C1−N
p (Ω) com v

∣∣
∂Ω

= 0.

Proposição A.13 (ver [7, Observação 7, Seção 9.1])

Se u ∈ W 1,∞(Ω), então

|u(x)− u(y)| ≤ ‖|∇u|‖L∞(Ω)|x− y|, ∀x, y ∈ Ω.

Teorema A.14 (Desigualdade de Friedrichs)(ver [27, Capítulo 18])

Se u ∈ W k,p
0 (Ω), vale

||u||Lp(Ω) ≤ (diam(Ω))k‖|∇u|‖Lp(Ω).



Apêndice B

Resultados Técnicos

Teorema B.1 (Ascoli-Arzelá)(ver [20])

Seja (fn) uma sequência de funções em C(Ω) tal que

� sup
n∈N
|fn(x)| < +∞, e

� (fn) é equicontínua, ou seja, dado ε > 0, existe δ > 0 tal que para qualquer

x, y ∈ Ω vale

|x− y| < δ ⇒ |fn(x)− fn(y)| < ε, ∀n ∈ N.

Então, existem uma subsequência (fnj) ⊂ (fn) e uma função f ∈ C(Ω) tais que (fnj)

converge uniformemente para f em C(Ω).

Teorema B.2 (Rademacher)(ver [14, Teorema 3.2])

Qualquer função lipschitziana f é diferenciável q.t.p. em Ω, isto é,

f(y) = f(x) + 〈∇f(x), y − x〉+ o(|y − x|), quando y → x,

q.t.p. em Ω.

Proposição B.3 Sejam g : ∂Ω → R uma função lipschitziana e Lip(g, ∂Ω) = L.

Temos que as aplicações

F1 : Ω → R

x 7→ F1(x) = max
z∈∂Ω
{g(z)− L|x− z|}

e

F2 : Ω → R

x 7→ F2(x) = min
y∈∂Ω
{g(y) + L|x− y|}

satisfazem as seguintes propriedades:
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(p.1.) para qualquer x ∈ ∂Ω, tem-se F1(x) = g(x) e F2(x) = g(x), e

(p.2.) F1 e F2 são funções lipschitzianas com Lip(g,Ω) = Lip(F1,Ω) = Lip(F2,Ω).

Demonstração. .

A�rmação 1: Para qualquer x ∈ ∂Ω, tem-se F1(x) = g(x) e F2(x) = g(x).

Dado x ∈ ∂Ω. Temos que

F1(x) = max
z∈∂Ω
{g(z)− L|x− z|} ≥ g(x)− L|x− x| = g(x). (B.1)

Além disso, já que g é uma função lipschitziana, vale que

|g(z)− g(x)| ≤ L|x− z|, ∀ z ∈ ∂Ω,

assim,

g(z)− L|x− z| ≤ g(x), ∀ z ∈ ∂Ω.

Logo,

F1(x) = max
z∈∂Ω
{g(z)− L|x− z|} ≤ g(x). (B.2)

Segue-se de (B.1) e (B.2) que F1(x) = g(x). De maneira similar, mostra-se que F2(x) =

g(x).

A�rmação 2: F1 e F2 são funções lipschitzianas.

Dado x ∈ Ω. Notemos que para cada ε > 0, existe z̄ ∈ ∂Ω tal que

F1(x)− ε = max
z∈∂Ω
{g(z)− L|x− z|} − ε < g(z̄)− L|x− z̄|, (B.3)

Também,

F1(x) = max
z∈∂Ω
{g(z)− L|x− z|} ≥ g(z̄)− L|x− z̄|, (B.4)

Sejam x, y ∈ Ω. De (B.3) e (B.4),

F1(x)− F1(y) < ε+ g(z̄)− L|x− z̄| − g(z̄) + L|y − z̄|

= ε+ L(|y − z̄| − |x− z̄|)

≤ ε+ L|y − x|,

ou seja,

F1(x)− F1(y) < ε+ L|y − x|. (B.5)
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Trocando as variáveis x e y, obtemos

F1(y)− F1(x) < ε+ L|y − x|. (B.6)

Segue-se das inequações (B.5) e (B.6) que

|F1(x)− F1(y)| < ε+ L|y − x|, ∀ ε > 0.

Portanto,

|F1(x)− F1(y)| ≤ L|y − x|, ∀x, y ∈ Ω.

De forma análoga, tem-se que

|F2(x)− F2(y)| ≤ L|y − x|, ∀x, y ∈ Ω.

A�rmação 3: Lip(g,Ω) = Lip(F1,Ω) = Lip(F2,Ω)

Seja L1 = Lip(F1,Ω). Pela A�rmação 2, temos que

L1 ≤ L.

Suponhamos, por absurdo, que L1 < L. Como L1 = Lip(F1,Ω), então

|F1(x)− F1(y)| ≤ L1|y − x|, ∀x, y ∈ Ω.

Em particular,

|F1(x)− F1(y)| ≤ L1|y − x|, ∀x, y ∈ ∂Ω,

logo, pela A�rmação 1,

|g(x)− g(y)| ≤ L1|y − x|, ∀x, y ∈ ∂Ω,

assim,

L = Lip(g, ∂Ω) < L1,

o que é absurdo. Em consequência,

L1 = L.

Do mesmo jeito, vale que

Lip(F2,Ω) = L.

�
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Proposição B.4 Dada uma função f : Ω → R e k um número natural. Temos que

f(x) ≤ o(|x|k) quando x→ 0 se, somente se, existe w ∈ C([0,∞), [0,∞)) tal que

sup
x∈B(0,r)\{0}

f(x)

|x|k
≤ w0(|x|).

Proposição B.5 (Desigualdade de Tartar)(ver [8, Lema 2.1])

Seja p ≥ 2. Então,

〈|a|p−2a− |b|p−2b, a− b〉 ≥ cp|b− a|p, ∀ a, b ∈ RN ,

onde cp é uma constante positiva.

Proposição B.6 Vale a seguinte desigualdade:

|b|p ≥ |a|p + p〈 |a|p−2a, b− a〉, ∀ a, b ∈ RN , onde p ≥ 1,

Teorema B.7 (Crandall-Ishii)(ver [10])

Sejam u, v ∈ C(Ω). Se existem pontos interiores (xj, yj) ∈ Ω× Ω tal que

max
x,y∈Ω
{u(x)− v(x)− j

2
||x− y|2} (B.7)

é atingido nesses pontos, então existem Xj, Yj ∈ SN tais que

(j(xj − yj), Xj) ∈ J2,+u(xj), (j(xj − yj), Yj) ∈ J2,−v(yj) e Xj ≤ Yj. (B.8)

Teorema B.8 (Desigualdade de Harnack para a equação ∆u = 0)(ver [15, Teorema

2.5])

Seja u uma função harmônica não negativa em Ω. Então, para qualquer subdomínio

limitado Ω′ ⊂⊂ Ω, existe uma constante c = c(N,Ω′,Ω) tal que

sup
Ω′
u ≤ c inf

Ω′
u.

Teorema B.9 (Desigualdade de Harnack para a equação ∆pu = 0)(ver [21, Teorema

2.20])

Seja u ∈ W 1,p
loc (Ω) uma solução fraca do equação p-laplaciana e u ≥ 0 em B(0, 2r).

Logo,

ess sup
B(0,2r)

u ≤ c ess inf
B(0,2r)

u,

onde c = c(N, p) é uma constante.
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