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Resumo

Um anel é chamado Azumaya se ¢ uma extensao separavel de seu centro. Neste
trabalho, estudamos condig¢oes para que o produto cruzado parcial de um grupo finito G
por uma agao parcial torcida a seja Azumaya. Os critérios abordados sao obtidos por meio
dos conceitos de H-separabilidade, separabilidade e extensoes de Galois parcial. Trazemos
o estudo detalhado das algebras separéveis, em particular, das algebras de Azumaya, e
das extensoes H-separaveis, buscando compreender as principais caracterizagoes desses
conceitos e estabelecer relagoes entre eles.

Palavras-chave: Algebras de Azumaya; Produto cruzado parcial; Teoria

de Galois; Acao parcial torcida; H-separabilidade.



Abstract

A ring is called Azumaya if it is a separable extension of its center. In this work, we
study conditions for the partial crossed product of a finite group G by a twisted partial
action a to be Azumaya. The results are obtained through the concepts of H-separability,
separability, and partial Galois extensions. We introduce a detailed study of separable
algebras, in particular, Azumaya algebras, and H-separable extensions, to understand the
main characterizations of these concepts and establish relationships between them.

Azumaya algebras; Partial crossed product; Galois theory; Twisted par-

tial action; H-separability.
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Introducao

A teoria das algebras separaveis sobre anéis comutativos tem forte ligagao com todas
as areas da algebra, incluindo a teoria algébrica dos ntimeros, a teoria dos anéis, a algebra
comutativa e a geometria algébrica. A partir disso, nos dedicamos ao estudo das algebras
separaveis e, em particular, das algebras que sao centrais separaveis, ou, algebras de
Azumaya, como também sao chamadas. Em todo nosso estudo, consideraremos algebras
associativas sobre anéis comutativos.

Em 1960, M. Auslander e O. Goldman no artigo [3| apresentaram os fundamentos
da teoria geral das &dlgebras separaveis sobre anéis comutativos arbitréarios, teoria esta
que generaliza a teoria cléssica das algebras centrais simples sobre corpos e o grupo de
Brauer de um corpo. O artigo [3] se tornou a referéncia principal para a construgao
do material de F. DeMeyer e E. Ingraham [9], uma das referéncias primordiais para
a elaboracao do nosso trabalho. Das varias condigoes equivalentes da separabilidade
na teoria classica das éalgebras separaveis sobre um corpo, existe aquela que é a mais
adequada para generalizagao, segundo os autores. Dizemos que uma algebra A sobre um
anel comutativo R é separédvel se A for um modulo projetivo sobre sua algebra envolvente
A® = A®pr A. Ademais, dizemos que A é central se A é um R-moddulo fiel e R -1 coincide
com o centro de A. Ao lidar com algebras fiéis, identificamos R com R -1 e, portanto,
consideramos R como um subanel do centro de A. Uma R-algebra A é uma algebra de
Azumaya se A é central e separéavel.

Muitas caracteristicas importantes das algebras separaveis serao estudadas, com
énfase para aquelas que sdo preservadas da teoria classica. E mostrado que o produto
tensorial de duas algebras separédveis é ainda uma algebra separavel. A separabilidade é

transitiva, ou seja, se A é separavel sobre S e S é separavel sobre R, entao A é separavel



sobre R. Além disso, uma algebra A é separével sobre R se, e somente se, A é separavel
sobre seu centro C(A) e C(A) é separéavel sobre R (|9, Teorema 3.8]). Este fato mostra
que o estudo da separabilidade pode ser dividido em dois casos: algebras comutativas
e algebras centrais. O caso envolvendo as algebras comutativas foi estudado com maior
destaque por M. Auslander e D. A. Buchsbaum em [2]. J& em [3], os autores se dedicaram
as algebras que sao centrais.

Em 1951, o matemético japonés Goré Azumaya antecipou alguns dos resultados
que tratam das propriedades formais das dlgebras separéveis e do grupo de Brauer em [4].
No entanto, a definicao dada por Azumaya de uma algebra maximalmente central é uma
versao local do que M. Auslander e O. Goldman chamam de algebra central separavel.
Sendo assim, muitos dos resultados apresentados pelos autores acima citados podem ser
deduzidos dos resultados de Azumaya.

O conceito de agoes parciais surgiu na teoria de algebra dos operadores. R. Exel em
[13] introduziu a nogao de uma acao parcial torcida de um grupo localmente compacto
em uma C*-algebra e o produto cruzado correspondente a essa agao e provou também a
associatividade desse produto cruzado parcial. Os estudos de R. Exel inspiraram outros
trabalhos em torno do conceito de agoes parciais. Em 2005, é iniciado por M. Dokuchaev
e R. Exel o estudo das agoes parciais em um contexto puramente algébrico. Utilizando a
algebra dos multiplicadores, M. Dokuchaev e R. Exel em [10] generalizam um resultado
de Exel (1997) relacionado a associatividade do produto cruzado obtido no contexto de
C*-algebras. Nesse caso, os autores apresentam condig¢oes para que o produto cruzado
correspondente a uma acao parcial de um grupo em uma algebra seja associativo. Ja em
2008, M. Dokuchaev, R. Exel e J. Simén em [12] introduziram a nogao de agdes parciais
torcidas de grupos em anéis abstratos e produtos cruzados correspondentes, mostrando
também a associatividade desse produto cruzado.

No ano de 2007, M. Dokuchaev, A. Paques e M. Ferrero generalizam em [11] a teoria
de Galois de Chase, Harrison e Rosenberg [8]. Com [11], os autores definem extensoes
parciais de Galois e provam um teorema que traz condi¢oes equivalentes para que tenha-
mos uma extensao de Galois parcial (|11, Teorema 4.1]). Além disso, definem a aplicagao
trago parcial e o subanel dos invariantes, sendo este tltimo utilizado com frequéncia nos
resultados principais.

O objetivo principal deste trabalho é investigar condigoes necessarias e suficientes



para que o produto cruzado parcial S = R X, G por uma agao parcial torcida o de um
grupo finito G em um anel R seja Azumaya, de acordo com [21]. Para isso, sdo necessarios
os conceitos de H-separabilidade, separabilidade e extensoes de Galois parciais.

A nogao de H-separabilidade foi introduzida na literatura por Hirata [16] e isso
proporcionou uma nova visao para o estudo das extensoes separaveis. Dada uma extensao
de anéis R C S, dizemos que S é H-separavel sobre R se S®pg S é isomorfo a um somando
direto de uma soma direta finita de copias de S como um S-bimédulo. Também podemos
caracterizar as extensoes de anéis H-separaveis por meio de um sistema de coordenadas,
chamado de sistema H-separével [26].

Este trabalho esta dividido em 4 capitulos. No primeiro Capitulo, apresentamos os
conceitos bésicos que serao utilizados em todo o trabalho, como o conceito de modulo,
sequéncia exata, tipos especiais de modulos (projetivo, finitamente gerado, fiel, gerador,
progerador), entre outros.

No Capitulo 2, trazemos o estudo das &algebras separédveis e suas respectivas pro-
priedades, enfatizando que determinadas propriedades da teoria classica sao preservadas
quando estamos trabalhando com este tipo de algebra. As algebras centrais separaveis
(ou &lgebras de Azumaya) ganham notoriedade neste capitulo. Para qualquer R-algebra
A temos que A pode ser considerada como um A°-moédulo & esquerda através do pro-
duto (a ® b) - © = axd, paraa,z € Aeb € A°. Esta estrutura induz um homomorfismo
de R-algebras ¢ : A — Hompg(A, A). Podemos caracterizar as élgebras de Azumaya a
partir do homomorfismo ¢ e dos mddulos progeradores (|9, Teorema 3.4]). Ainda neste
capitulo, apresentamos a nocao de H-separabilidade e suas principais caracterizagoes. Os
resultados principais desse capitulo mostram que extensoes H-separaveis sao separaveis
[16] e que todo anel que ¢ Azumaya é H-separavel sobre seu centro [24].

No Capitulo 3 nos dedicamos a estudar as agoes parciais e a Teoria de Galois parcial
para anéis comutativos. Como um dos exemplos fundamentais deste capitulo, trazemos a
construgao de uma agao parcial através de uma agao global dada. Baseando-se em [12],
expomos a definicdo de ac@o parcial torcida de um grupo em uma algebra (associativa
e nao necessariamente unitéria) sobre um anel comutativo e unitério. E provado que o
produto cruzado parcial correspondente é associativo. Por fim, apresentamos a defini¢ao
e o resultado que caracteriza a extensao de Galois parcial.

No Capitulo 4, apresentamos os resultados de A. Paques e A. Sant’Ana [21] que



expressam condicoes para que o produto cruzado parcial por uma agao parcial torcida
seja Azumaya. Os autores estendem os principais resultados de Alfaro e Szeto [1] e
Carvalho |7] para o contexto de agbes parciais torcidas, em termos de H-separabilidade,
separabilidade e extensoes parciais de Galois (|21, Teorema 2.4, Proposigoes 3.1, 3.2, 3.3

e 3.4]).



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo, apresentamos os conceitos fundamentais utilizados durante toda a
construcao do trabalho, trazendo como referéncias principais [9] e [23]. Quando utilizamos
o termo ideal, estamos nos referindo a ideais bilaterais, salvo indicacao contraria. O
estudo de modulos, que tem aplicagoes em diferentes areas, esta fortemente associado
a ideia de espacos vetoriais. Apresentamos também alguns tipos especiais de modulos,
como os livres, projetivos, finitamente gerados, geradores e progeradores. Os conceitos de
sequéncia exata e sequéncia cinde sao amplamente abordados. Como pré-requisitos para

a leitura deste capitulo, estabelecemos os conceitos de grupo, anel e espaco vetorial.

1.1 Mobdulos

Definicao 1.1 Seja R um anel com unidade. Dizemos que um conjunto nao vazio M é
um modulo a esquerda sobre R, ou um R-modulo a esquerda, se M é um grupo abeliano
com rela¢ao a uma operacao que denotaremos por +, e estd definida uma lei de composi¢ao
externa que a cada par (a,m) € R x M associa um elemento a-m € M, que satisfaz as

sequintes condicoes:
(i) ai - (az-m) = (ajaz) - m,
(11) ay - (mq +mg) = ay - my + ay - my,
(ii1) (ay +az)-m=ay-m+az-m,
(iv) 1-m =m,

para todo ai,as € R e my,my € M.



De forma analoga, pode-se definir a no¢cao de R-moédulo a direita, considerando a

multiplicagao a direita por elementos do anel.

Exemplo 1.2 (i) Todo espago vetorial V' sobre um corpo K é um K-mddulo.

(11) Seja I um ideal d esquerda de um anel R. Entao, I admite uma estrutura de R-
maodulo com a soma induzida pela soma de R e a multiplicacao por escalares definida

pela multiplicagao de R, ou seja,
a-r=ax,

para todo a € R ex € I. Em particular, todo anel R pode ser considerado como um

mdodulo sobre si mesmo, onde tomamos R = 1.

(i1i) Seja G um grupo abeliano. Indicaremos por End(G) o conjunto de todos os endo-
morfismos de G. Pode-se definir em G uma estrutura de End(G)-mddulo associando
a cada par (f,z) € End(G) x G o elemento f-x = f(x) € G.

Mais exemplos podem ser vistos em [23]. Essa diversidade de exemplos mostra as

possiveis aplicagoes da teoria de médulos em outras areas.

Definicao 1.3 Seja M um R-mddulo. Um subconjunto N C M diz-se um R-submddulo

de M, ou simplesmente, um submodulo se:
(i) N € um subgrupo aditivo de M.

(ii)) N é fechado d multiplicagao por escalares, isto é, para todo a € R e todo n € N,

tem-se que, a-n € N.

Exemplo 1.4 (i) Seja V' um espago vetorial sobre um corpo K. Um subconjunto S C

V' € um submddulo se, e somente se, S € um subespago de V.
(1) Seja R um anel. Os R-submddulos de rR sao seus ideais 4 esquerda.

(11i) Sejam Ny e Ny submddulos de um R-mddulo M. O conjunto
N1+N2:{n1+n2 | ny € Nieny GNQ}
também € um submddulo de M, chamado submddulo soma de N1 e Ns.

(iv) Seja M um R-mddulo e {N;}ic; uma familia de submddulos de M. Entao (\,c; N

também € um submodulo de M.



(v) Seja S um subconjunto de um R-mddulo M, o conjunto

n

(S) = {Zaisi|n€N,ai GR,siES}

)

¢ um submodulo de M chamado submaodulo gerado por S.
Se S = {m}, comm € M, o submddulo (S) = (m) diz-se o mddulo ciclico gerado

por m.

Proposicao 1.5 (Lei modular) Sejam L,M e N submddulos de um mddulo tal que
L C N. Entao,
L+ (MnNN)=(L+M)NN.

Demonstracao. Seja z € L+ (M N N), entdo existem x € L e y € M NN tais que
z=x+y. Comox € Le L C N, temos que z =x+y € N. Além disso, z = x4y € L+ M,
ou seja, z € (L+ M) N N, provando que L+ (M NN) C (L+ M)N N. Para a inclusdo
contraria, seja z € (L+ M)NN. Como z € L+ M, existem x € L e y € M tais que
z = x +y. Observe que:

y=z—x €N,

pois z € N,x € L C N e N é um submoédulo. Dai, z=xz+y € L+ (M N N). Portanto,

vale a igualdade. ]

Defini¢ao 1.6 Um R-mddulo M diz-se simples se M # (0) e os unicos submddulos de
M sao (0) e o proprio M.

Definicao 1.7 Sejam R um anel e M um R-mddulo. O conjunto
Anlg(M)={a € R|a-m=0,Ym € M}

diz-se o anulador do maodulo M. De forma andloga define-se anulador de um subconjunto

de M. Um R-mddulo M é dito fiel se Anlp(M) = {0}.

Seja agora M um R-médulo e N um submodulo de M. Considerando apenas a
estrutura de grupo abeliano de M podemos construir o médulo quociente M /N = {m+N |

m € M} cuja estrutura de grupo abeliano é dada por
(mi+N)+ (mg+ N) = (my +mg) + N
e a multiplicagao por escalares de R é definida por
a-(m+N)=(a-m)+ N.

7



A definigao independe do representante. De fato, sejam my+N = myo+ N em M/N,

entao m; — mo € N. Como N é um subméddulo de M, temos que
a-(my—mg)=a-my—a-myg €N,

para todo a € A. Assim, (a-my)+ N = (a-m2)+ N em M/N. Portanto, a-(m; + N) =
a-(mg+ N).

Nessas condigoes, obtemos uma estrutura de A-mo6dulo em M/N.

Definicao 1.8 Sejam M e N dois R-modulos. Uma aplicagio f : M — N diz-se um
homomorfismo de R-mddulos, ou um R-homomorfismo, se para todos my, my € M e todo

a € R se verifica:
(i) f(mi+ma) = f(m1) + f(ma),
(ir) fla-mi) =a- f(mi).

Dado um homomorfismo de R-moédulos f : M — N chama-se imagem de f e ntcleo

(ou kernel) de f respectivamente os conjuntos:
Im(f)={n € N |n= f(m), para algumm € M},

ker(f) ={mem| f(m)=0}.
E facil ver que Im(f) e ker(f) sdo submoédulos de N e M, respectivamente.

Exemplo 1.9 (i) Homomorfismo inclusio: Seja N um submddulo de um R-mddulo
M. A aplicagio f : N — M definida por f(n) = n, para todo n € N, é um
homomorfismo de R-maodulos. Em particular, se N = M, temos o homomorfismo

identidade sobre o R-modulo M, que iremos denotar por Iy;.

(ii) Homomorfismo canoénico: Seja N um submdédulo de um R-mddulo M. A aplicagdo
m: M — M/N definida por f(m) =m+ N, para todo m € M, é um homomorfismo
de R-mddulos. Além disso, temos que € sobrejetor e ker(m) = N.

Definicao 1.10 Um homomorfismo de R-mddulos f : M — N € dito um
(a) Epimorfismo se f for sobrejetor;
(b) Monomorfismo se f for injetor.
Claramente, um R-homomorfismo f : M — N é um R-epimorfismo se, e somente se,

Im(f) = N. Da mesma forma, f é um R-monomorfismo se, e somente se, ker(f) = {0}.

Na préxima proposicao, sao apresentadas propriedades elementares dos R-homomorfismos.

8



Proposicao 1.11 (i) Sejam M SEY VU AN Y [ R-homomorfismos. Entdao go f :
M — M" é um R-homomorfismo.

(ii) Se M LML M s M sio R-homomorfismos, entao
ho(gof)=(hog)of.

(ii1) Sejam M DM S M e M ML M homomorfismos de R-mddulos,
entao

go(fi+ fa)=gofit+gofo

Em condigoes andlogas vale:
(g1 +g)of=giof+gaolf.
(iv) Dado um R-homomorfismo f: M — N, entdo:
Iyof=f e folu=/f

(v) Dados R-homomorfismos M T ML M tais que go f = Iy, entao f € um

monomorfismo e g € um epimorfismo.

Demonstracao. A demonstracdo dos itens (i) — (iv) é imediata. Vamos demonstrar

apenas (v). Para isso, sejam x1,z9 € M tais que f(x;) = f(x2). Entdo, go f(z1) =

go f(xs), ou seja, Iny(x1) = Ip(xs) e dai xy = x4, provando que f é monomorfismo.
Agora, seja x € M. Temos Iy (z) =z e go f(x) = x. Tomando y = f(x) € M’,

segue que ¢g(y) = z e portanto g é um epimorfismo. [ ]

Definicao 1.12 Um R-homomorfismo f : M — N diz-se um R-isomorfismo se existe
um R-homomorfismo g : N — M tal que

gof=1Iy e fog=Iy.
Neste caso, dizemos que M e N sao isomorfos e denotaremos por M ~ N.

Proposicao 1.13 Um R-homomorfismo f : M — N ¢é um isomorfismo se, e somente se,

f € simultaneamente, monomorfismo e epimorfismo.

Demonstragao. |23, Proposigao 2.1.3]. ]

Teorema 1.14 (Teorema do Homomorfismo para modulos) Sejam M e N R-mddulos,
f: M — N um R-homomorfismo, m: M — M/ker(f) a projecdo candnica ao quociente

ei:Im(f) — N ainclusio. Existe uma tunica fungao

f*: M/ker(f) — Im(f)

tal que:



(i) f=1io0f om.
(i1) f* é um isomorfismo.
A relacao entre as funcgoes do enunciado pode-se visualizar no diagrama abaizo:

f

M N
M/ ker(f) —=Im(f)
Demonstracao. |23, Teorema 2.1.1]. u

Corolario 1.15 Se f: M — N € um R-epimorfismo, entao M /ker(f) ~ N.

1.2 Sequéncias exatas

Definicao 1.16 Sejam F, G e H trés R-modulos e f : FF — G, g : G — H R-

homomorfismos. Diz-se que o diagrama:
F-La%H
¢ uma sequéncia exata em G se Im(f) = ker(g).

Observagao 1.17 No contezto acima, a condigao Im(f) C ker(g) € equivalente a go f =
0.

Defini¢ao 1.18 Seja {..., M; 1, M;, M;11,...} uma familia, eventualmente infinita, de
R-mdédulos e {..., fi : M; — M;1,...} uma familia de R-homomorfismos. Diz-se que o

diagrama:
coo — M E)Ml L>MZ+1 ﬂ
¢ uma sequéncia exata se € exata em M; Vi € I, isto €, se Im(fi_1) = ker(f;),Vi € I.

Exemplo 1.19 (i) A sequéncia 0 — E s G € exata se, e somente se, f € um

R-monomorfismo.
(1) A sequéncia 0 Ty E 5 G ¢ exata se, e somente se, f € um R-epimorfismo.
(i1i) A sequéncia 0 — F i> F — 0 € exata se, e somente se, f é um isomorfismo.
(iv) A sequéncia 0 — M — 0 € exata se, e somente se, M = 0.

(v) Em geral, se E é um submddulo de um R-mddulo F e indicamos pori: E — F a

inclusao e por m: F — F/E a projecdo candnica, entio a sequéncia
0—E-5F-"F/E—0
€ exata.
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1.3 Somas e produtos diretos

Dados dois R-moédulos M e N, pode-se obter um novo R-moédulo considerando o

conjunto de todos os pares ordenados da forma (m,n) onde m € M en € N, e definindo:
(m,n) + (m',n')y = (m+m/,n+n'),

a(m,n) = (am,an).

Seja {M;}ier uma familia de R-modulos e M = [[,.; M; = {(mi)ier | mi € M;} o
produto cartesiano dos membros da familia. Em M pode-se introduzir uma estrutura de

R-modulo definindo as operacoes por:
(mi)ier + (mg)ier = (M +m})ier,

a(mi)iel = (am;)icr.

O R-modulo construido acima diz-se o produto cartesiano ou direto da familia { M, }ie;.

Agora, sejam {M;};c; uma familia de R-médulos e M = []..; M;. Uma familia

iel
(m;)ier € M diz-se uma familia quase-nula se m; = 0 exceto para um numero finito de
indices. No conjunto das familias quase nulas de M pode-se introduzir uma estrutura de
R-modulo, por restrigao de operagoes de M (ja que a soma de familias quase nula é quase

nula e produto de uma familia quase nula por um escalar também é quase nula).

Definigao 1.20 Seja {M;}ic;r uma familia de R-mddulos. O conjunto das familias quase
nulas de M =[]

ie1 Mi, com a estrutura de R-mddulo definida pela restrigao das operagoes

de M, chama-se soma direta externa da familia e se indica pelo simbolo G}MZ
iel
Quando I ={1,2,...,n}, a soma e o produto direto da familia { M, };c; coincidem.
A nocao de soma direta interna esta fortemente associada a ideia vista em espacos
vetoriais. Um R-modulo M é soma direta interna de uma familia {M,};c; de submoddulos
se todo elemento de M se escreve, de uma tnica forma, como soma de elementos dos

submoédulos M;. Podemos caracterizar a nocao de soma direta interna de outra forma,

como em [23].

Proposicao 1.21 Seja {M;}icr uma familia de submddulos de um R-mddulo M. As

sequintes afirmacoes sao equivalentes:

(i) Todo elemento m € M se escreve de wm tinico modo na forma m =3, m;, onde

m; € M;Vi € I e a familia (m;);e; € quase nula.
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(ii) M =3 .., M e se) ..,mi =0 comm; € M, tem-se m; =0,Vi € I.

Demonstragao. [23, Proposigao 2.4.1]. ]

Defini¢ao 1.22 Um R-mddulo M diz-se soma direta interna de uma familia {M;};cr de
submddulos se estiver verificando alguma (e portanto todas) das condigdes equivalentes da

Proposicao acima.

Para indicar que M é a soma direta interna dos submoédulos {M;};c; usaremos o

simbolo

M =P M

i€l

ese, [ ={1,2,...,n} escreveremos
M=M®&M & - & M,.

As proposigoes 2.4.2 e 2.4.3 de [23] mostram que existe uma correspondéncia entre
somas diretas externas e internas. Por causa disso, é frequente nao distingui-las e usar

indistintamente o simbolo ¢ para ambas.

Definicao 1.23 Seja N um submodulo de um R-mddulo M. Diz-se que um submaodulo
N1 C M é um suplementar de N se M = N & Ny. Um submodulo, que admite um

suplementar, diz-se um somando direto de M .

Definicao 1.24 Seja M um R-mddulo. Um R-homomorfismo p : M — M diz-se um
projetor se p* = p (onde p* = pop).

O préximo resultado é bastante tutil quando queremos mostrar que um certo sub-

modulo é um somando direto.

Lema 1.25 Seja N um submddulo de um R-modulo M. Entiao N é um somando direto

de M se, e somente se, existir um endomorfismo f : M — M tal que fo f = f e
Im(f)=N.

Demonstragao. Suponha que N é um somando direto de M. Entao, M = N & N’, para
algum N’ submoédulo de M. Consideremos f: M = N@® N’ — N dada por f(n+n') =n,
onde n € N en’ € N'. Claramente f é um homomorfismo com Im(f) = N. Agora, seja

m € M,comm=n+n', paran€ N en € N'. Veja que:

f(fm)) = f(f(n+n") = f(n) = f(n+n') = f(m).

12



Logo, f? = f.

Reciprocamente, suponha que existe um endomorfismo f : M — M tal que fof = f
e Im(f) = N. Temos que M = ker(f) ® Im(f), pois:
(1) M = ker(f)+ Im(f). De fato, inicialmente, observe que para todo m € M, tem-se

que m — f(m) € ker(f), uma vez que

fm = f(m)) = f(m) = f(f(m)) = f(m) — f(m) = 0.
Além disso, podemos ver todo elemento m € M como
m = (m — () + f(m) € ker(f) + Im()
(ii) ker(f) N Im(f) = {0}. Seja m € Im(f) N ker(f), entio existe m' € M tal que
f(m') =m. Sendo f(m) = 0, veja que:
f(fm) = f(m) = f(m') =0=m=0.

Portanto, M = ker(f) @ Im(f). Como Im(f) = N, temos o resultado desejado.

Agora, estudaremos uma relagao entre somas diretas e sequéncias exatas.
Definicao 1.26 Diz-se que uma sequéncia exata de R-maodulos
0—E-LF-4HaG—0

cinde se E' = Im(f) = ker(g) € um somando direto de F.

O resultado a seguir se destaca como um dos mais importantes dessa se¢ao, pois
apresenta uma caracterizagao de quando uma determinada sequéncia exata cinde.
Proposicao 1.27 Dada uma sequéncia exata de R-modulos

0—E-LF-5aG—0
as sequintes afirmacoes sao equivalentes:
(i) A sequéncia cinde;
(11) Existe um R-homomorfismo ¢ : F — E tal que ¢ o f = I;
(i1i) Eziste um R-homomorfismo ¢ : G — F tal que go ¢ = Ig;
Nestas condigoes, F ~ FE & G.
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Demonstracgao.

(1) = (ii) Denotando E' = Im(f), ja que a sequéncia cinde, deve existir um submoédulo
E" de F tal que F = E'® E". Podemos definir ¥ da seguinte forma: dado = € F, escreva
=242, coma’ € E ez’ € E'. Como f ¢é injetora (sequéncia exata), existe um
tinico yy € E tal que f(y) = 2’. Definimos entdo ¢(x) = ¥(f(y) +2") = y. E imediato
verificar que ¢ é um R-homomorfismo. Dado y € F, temos que f(y) € E’ e se escreve da

forma f(y) = f(y) +0. Assim,

e portanto @ o f = Ig.
(it) = (4) Vamos mostrar que F' = Im(f) @ ker(y). De fato, dado x € F considere
y=fo(r)€ Fetomez=x—y € F. Entdo z = y+ 2 com y € Im(f). Vamos mostrar

que z € ker(y). Observe que:

(z) = (@) = (y) = (@) Yo foy(r) =P(x) — Ie(¥(x) = P(z) —(x) = 0.

Logo, F' = Im(f) + ker(y). Agora, seja y € Im(f) N ker(y). Entao existe x € E tal que
f(z) =y. Assim,

e portanto y = f(x) = 0.
(1) = (4ii) Escrevendo novamente F' = E' @ E", onde E' = ker(g), definimos ¢ : G — F
por: dado y € G, como g é sobrejetora, existe z € F tal que g(x) = y. Escreva x = 2’ +2",

onde 2/ € E' = ker(g) e 2" € E", assim

i 17

) =g(z).

y=g(x) =g(a) +g(z") =0+ g(a’

Defina entdo ¢(y) = z". Dai, go ¢ = Ig.
(17) = (i) Nessas condigoes, conseguimos mostrar que F' = ker(g) @ Im(¢), utilizando
um raciocinio anélogo ao que fizemos anteriormente.

Como ¢ o f =1Igego¢ = Ig, pela Proposigao 1.11 (v), f e ¢ sao injetoras. Pelo
Teorema 1.14, temos que

E G
~Im(f) e G~ her(d)

Logo, E ~ Im(f) = ker(g) e G ~ Im(¢). Sendo F = ker(g) & Im(¢), segue que

~ Im(p).

F~FE®d.
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Observacao 1.28 Considere a sequéncia exata de R-mddulos 0 — E Jy F. Pela
proposicao acima, se existir um R-homomorfismo g : F — E tal que go f = Ig, entdo a

sequéncia cinde. Além disso, temos que F = Im(f) @ ker(g).

1.4 Modulos progeradores

Vamos considerar anéis associativos que possuem unidade 1. Além disso, assumire-
mos que os subanéis contém a unidade do anel superior e que um homomorfismo de anéis
de R para S leva a identidade de R & unidade de S. Quando nos referirmos a modulos
estamos falando de moédulos a esquerda.

Dado um anel R, denotaremos por R) o conjunto de todas as familias quase-nulas
(\i)ier onde \; € R,Vi € I. Note que R ¢ uma soma direta @;c;R; onde cada somando

é igual a R.

Definigao 1.29 Seja {z;}ic; uma familia de elementos de um R-mddulo M. Diz-se que

um elemento x € M € uma combinagao linear dos elementos da familia, se existe (N\;)ier €

RY tal que

A soma acima estda bem definida, pois s6 um nimero finito de parcelas é diferente
de zero.
Dado um subconjunto S de M, vimos pelo Exemplo 1.4 (v) que o submoédulo gerado

por S é, precisamente, o conjunto de todas as combinagoes lineares de elementos de S.

Defini¢ao 1.30 Uma familia {x;}ic; de elementos de um R-mddulo M diz-se linearmente

independente ou livre se para toda (\;)ier € RY) tem-se que:

Z Aix; = 0implica \; = 0 para todoi € 1.

Definigao 1.31 Uma familia {x;};c; de elementos de um R-mddulo M diz-se uma base

de M se € uma familia linearmente independente e gera M.
Definicao 1.32 Um R-mddulo M diz-se livre se ele contém uma base.

Exemplo 1.33 (i) Todo espago vetorial sobre um corpo K é um K-mddulo livre.

(1) Se R é um anel com unidade, o R-mddulo rR € livre e o conjunto {1} é uma base.
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(i) Dado um anel R consideremos a soma direta RV . Indicaremos por e;, o elemento
exr = (13)ier onde vy =1 ex; = 0 se i # k. A familia {ex}rer € uma base de RY),

chamada sua base candnica.

Definicao 1.34 Dizemos que um R-mddulo M € finitamente gerado se existe uma familia
{x1,...,2,} de elementos de M tal que todo outro x € M € da forma x =", \ix; com

A proposicao seguinte mostra que para definirmos um homomorfismo de R-mo6dulos

f: M — N, sendo M livre, é suficiente definirmos em uma base.

Proposigao 1.35 Sejam M e N R-mddulos. Suponhamos M livre e seja X = {x;}ier
uma base de M. Dada uma funcao f : X — N sempre € possivel estender f a um

R-homomorfismo f : M — N. Tal homomorfismo € tinico.

Demonstracao. Seja
f: X - N
r; = f(rg)
Como X é base de M, entao todo elemento de M se escreve de forma tinica como m =

Yo A, com (N)er € RU . Defina f da seguinte forma

E imediato verificar que f é um R-homomorfismo. Dado z; € X, temos que z; = lx;.
Agora, veja que:

flai) = f(lai) = 1f (i) = f(x)).

Logo, f = f. Mostraremos agora a unicidade de f. Seja g : M — N um R-homomorfismo

tal que g(z;) = f(z;), para todo x; € X. Considere m = > . \;jz; € M. Aplicando g em

M, temos:
g(m) =g ( > M:) =D Niglx)
= Z)\Zf(xl) = ?(ZAZ@“Z)
= f(m)
Portanto, f é tnica e temos o resultado. [
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Como consequéncia da proposi¢ao acima, temos que se M é um R-modulo livre com
base X = {x;}ics, entdo M é isomorfo a R,
O proximo resultado mostra que todo R-modulo é a imagem homeomorfica de um

R-modulo livre.

Proposicao 1.36 Todo R-modulo M é isomorfo a um quociente de um R-modulo livre.

Demonstragao. |23, Proposigao 2.5.3|. ]

Proposicao 1.37 Seja L um R-maodulo livre. Dados dois R-mddulos M e N, um epi-
morfismo f : M — N e um homomorfismo g : L — N sempre existe um homomorfismo
g:L— M tal que fog=g.

Em outras palavras, dado o diagrama com tragos continuos abairo, sempre existe g,

que faz com que o diagrama abaizo seja comutativo:

L

_ Ve

9 ,

by lg

}
M—t-N_— 0

Demonstragao. Como L ¢ um R-moédulo livre, L tem uma base. Seja X = {x;}ies
uma base de L. Calculamos y; = g(x;) € N,Vi € I. Como f é um epimorfismo, existem
elementos m; € M tais que f(m;) = y;,Vi € I. Definindo g; sobre a base por g(z;) =
m;Vi € I, pela Proposicao 1.35, g; pode ser estendida a um tinico R-homomorfismo
g : M — N tal que g restringido a X coincida com g¢;. Dai, segue imediatamente que
feg=y. =

A propriedade da Proposicao 1.37 é caracteristica de uma classe mais ampla de

modulos, que estudaremos agora.

Definicao 1.38 Um R-moaddulo P diz-se projetivo se, dados R-mddulos M e N, um epi-
morfismo f : M — N e um homomorfismo g : P — N, sempre existe um homomorfismo
g: P — M tal que fog=g.

Em outras palavras, P € projetivo se para todo diagrama como o dado abaixo conti-

nuos, existe um homomorfismo g que faz com que o diagrama completo seja comutativo:

A seguinte proposicao da uma caracterizacao dos modulos projetivos.
Proposigao 1.39 Seja P um R-mddulo. As sequintes afirmagoes sao equivalentes:
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(i) P € projetivo;
(11) Qualquer sequéncia exata curta 0 — M — N — P — 0 cinde.

(11i) P € somando direto de um R-mddulo livre.

Demonstragao.
(1) = (i) Suponha que P é um R-moédulo projetivo. Seja 0 — M — N — P — 0

uma sequéncia exata e considere o diagrama

P

B

N-2-p_ -0

Como P é projetivo, existe ¢’ : P — N tal que o diagrama é comutativo

ou seja, go g = Ip. Como existe ¢’ : P — N tal que ¢’ o g = Iy, pela Proposicao 1.27, a
sequéncia 0 — M —» N — P — 0 cinde.
(1) = (ii1) Como todo R-moédulo é a imagem homeomorfica de um R-modulo livre
(Proposicao 1.36), entao existe um R-modulo livre L e uma projegdo m : L — M, assim
temos a sequéncia exata

0—P SL-55P—0
Como P satisfaz (i7), entdo a sequéncia acima cinde e L ~ P & P’.
(1ii) = (i) Seja L um R-modulo livre tal que L = P & S. Dados R-moédulos M e N,
um epimorfismo f : M — N e um homomorfismo g : P — N, podemos estender g a um
homomorfismo ¢’ : L — N definido por

g(x), se x€P,

g'(z) =
0, se x€S.

Dado = € L, escreva x = x1 + x2 de maneira tnica com 27 € P,xy € S e g(z) = g(x1).
Como L é livre, pela Proposicao 1.37, existe um homomorfismo ¢ : L — M tal que

fogd =g, conforme o digrama.



Considerando a inclusao i : P — L, temos que g =¢ oi: P — M ¢
fog=fogoi=goi=yg.
Portanto, P é projetivo. [

Observacao 1.40 Todo mddulo livre € projetivo.

Proposigao 1.41 Seja {P;}ic; uma familia de R-mddulos. A soma direta ®;c;P; € pro-

jetivo, se e somente se, cada P; o €.

Demonstragao. |17, Proposigao 3.5]|. ]

Teorema 1.42 (Lema da Base Dual) Seja P um R-mddulo a esquerda. Entao, P é
projetivo se, e somente se, existem conjuntos {z;}ier C P e {fitiesr C Homgr(P,R) (I

conjunto de indices) tais que
(i) para qualquer x € P, fi(z) =0 a menos de um nimero finito de I; e
(it) para qualquer x € P, ) fi(v)x; = x.

Além disso, I € um conjunto finito se, e somente se, P € finitamente gerado. A

cole¢io { fi,x; }ier € chamada base dual de P.

Demonstragao. Suponha que P é projetivo, entao existe um conjunto I tal que P é
isomorfo como R-modulo & esquerda a um somando direto do modulo livre RY), pela
Proposicao 1.39. Equivalentemente, existe uma aplicacio R-linear ¢ : P — R e 1 :
RY — P tal que mo ¢ = Ip. Podemos considerar RY) como um conjunto de funcoes de
I em R.

Seja m; : RY) — R dada por 7;(f) = f(i), para todo f € RYD. Seja b; € R a
fungdo dada por b;(j) = 6;;. Entdo, {m;,b;} é uma base dual para RY). De fato, para
todo f € RY), temos

(Zmtn)o) = ninmo)

i€l el

S~—
Il
S
)
s
SN—
Ve
.
SN—
Il
~
Ve
<
N~—

para todo j € I. Logo, para todo f € RY) temos

> m(Nbi = f.

el
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Considere m; = w(b;) e fi = m;f. Claramente, f;(m) = 0 exceto para um ntimero finito

de indices ¢ € I e para todo m € P

> film)ms =Y " mi(p(m))mi(bi)

- :@”(“’(m)>b’)
— n(p(m) = m

Logo, {fi,m;} é uma base dual para P.

Reciprocamente, se {fi,m;} ¢ uma base dual de P, defina ¢ : P — RY por
e(m)(i) = fi(m) e 7 : RO — P por n(f) = Y,c; f(i)m;. E imediato verificar que
¢ e m sao homomorfismos de R-moddulos e que

m(p(m)) = film)m; = m.
iel
Assim, mop = Ip. Logo, P é isomorfo a um somando direto de RY) e portanto é projetivo.
]
Suponha que R e S sdo anéis (possivelmente nao comutativos) e # : R — S um

homomorfismo de anéis. Entao S tem uma estrutura de R-modulo via
r-s=0(r)s.

Isso induz naturalmente uma estrutura de R-médulo em qualquer S-médulo M por:
r-m=0(r)m,

para todor € Rem € M.

Agora, vejamos algumas aplicacoes do Lema da Base Dual.

Proposicao 1.43 (Transitividade dos médulos projetivos) Sejam R e S anéis e
0 : R — S um homomorfismo de anéis tal que S € projetivo como um R-mddulo. Entao,
qualquer S-mddulo projetivo P € projetivo como um R-mddulo. Além disso, se P € fini-
tamente gerado sobre S e S € finitamente gerado sobre R, entao P € finitamente gerado

sobre R.

Demonstragao. Como P é um S-moédulo projetivo, pelo Lema da Base Dual (Teorema
1.42), exitem {z;} C P e {fi} € Homg(P,S), i € I com f;(x) = 0 para quase todo

iele), filx)r; = x, para todo x € P. Analogamente, ja que S é projetivo como um
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R-moédulo, existem {s;} C S e {g;} C Homg(S,R), j € J com g;(s) = 0 para quase todo
j€Je);gi(s)s; =s, paratodo s € S. Temos que g;f; € Homg(P, R) e s;z; € P (P ¢
um S-modulo), com g; fi(x) = 0 para quase todo (7,7) € I x J. Observe que:

Zgjfi(@iji = Z (Zgjfi(ii)sj) Ti = Zfz(l’)ﬂiz =ux,Vor € P.

Assim, {g;fi, sjm;} é base dual de P, o que mostra que P é um R-mo6dulo projetivo. A
tltima afirmacao ¢ imediata, pois agora temos um conjunto finito de indices. [ ]
Proposicao 1.44 Sejam R C S uma extensao de anéis comutativos e Ay, Ay S-maddulos

projetivos e finitamente gerados. Entao Ay ®r Ay € um S ®g S maddulo projetivo e fini-

tamente gerado, onde a agao € dada por

(51 ® s2) - (a1 ® S2) = 5101 @ S2a5.

Demonstracao. Suponha que A; é um S-moédulo projetivo e finitamente gerado. Pelo
Lema da Base Dual, existem {a;} C Ay e {fi} € Homg(A1,S), i = 1,...,n, tais que
Yo, fila)a; = a, para todo a € A;. Analogamente, sendo A um S-moédulo projetivo
e finitamente gerado, existem {b;} C Ay e {g;} C Homg(A3,S), j = 1,...,m, tais que
Y71 9i(b)bj = b, para todo b € A;. Considere f; ®p g; € Homsg,s(A1 ®@r Az, S®@r S) e
a;, @b € Ay ®r Ay, i=1,...,nej=1,...,m. Paratodoa®be A; ®r Ay, temos:

n m

Y > (fiwg)a®b)-(a;@b) ZZ fila) ® g;(b)) - (a; © b))

i=1 j=1 =1 j=1

=> ) fila)a; ® g;(b)b;

i=1 j=1
= fila)a; @) g;(b)b

i=1 j=1
=a®b.

Portanto, {f; ® gj,a; ® b;} é base dual de A; ® A, e temos o resultado desejado.
|
Sejam R e T anéis. Dados rA, gRBr e Ny modulos, existe um homomorfismo o :
Homy(B,N)®r A — Homp(Homg(A, B), N) definido por [o(f ® a)|(g) = f(g(a)) para
f € Homp(B,N),g € Homg(A, B),a € A. De fato, considere o diagrama abaixo:

Homp(B,N) x A - Homp(B,N) ®p A

—
_
—
—

—
/ -~ o
o —

P

Homy(Hompg(A, B), N)
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Para verificar que o esta bem definida, basta mostrar que ¢’ é R-balanceada e, em seguida,
utilizar a Propriedade Universal do produto tensorial. Observe que Hompg(B, N) tem uma

estrutura de T-modulo & direita dada por:

(f-1)(b) = f(t-0)

para f € Homg(B,N),t € T,b € B. Isto ocorre devido ao fato de B ser um T-modulo a

direita.

Proposicao 1.45 Nas condigoes acima, se A € um R-mddulo projetivo e finitamente

gerado, entao o € um isomorfismo.

Demonstragao. |6, Proposigao 5.2|. ]

Para qualquer R-mo6dulo M, vamos considerar o conjunto
Tr(M) = {Z filmy), fi € Homp(M, R),m; € M}

Como Hompg(M, R) é um R-mo6dulo a direita via

para todo m € M, entao

(S i) = 3 stemy = v on ) € T )

(S am))r =Sty = (S pom)r et (12

De (1.1) e (1.2), seque que Tr(M) é um ideal de R, chamado de ideal trago de M.

Defini¢ao 1.46 Dizemos que um R-mddulo M é um gerador se Tpr(M) = R.

Observagao 1.47 M ¢ um R-gerador se, e somente se, existem {f;} C Homg(M,R) e
{m;} C M, comi €1, tais que Y, fi(m;) = 1.

Proposigao 1.48 (Transitividade dos modulos geradores) Sejam R e S anéis e 6 :
R — S um homomorfismo de anéis tal que S é um R-mddulo gerador. Entdo, qualquer

S-mddulo gerador M ¢é um R-mddulo gerador.
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Demonstragao. Como M é um S-modulo gerador, pela Observagao 1.47, existem { f;} C
Homg(M,S) e {m;} C M tais que ), fi(m;) = 1. Analogamente, ja que S é um R-
moédulo gerador, existem {g;} C Homg(S, R) e {s;} C S tais que }_; g;(s;) = 1. Entdo,
g;jfi € Homgr(M, R) e sjm; € M com

Zgjfi(sjmi) = Zgj(sj - filmy)) = Zgj(sj : Zfi(mi) = Zgj(sj) =1

Portanto, M é um R-gerador. [
Podemos definir agora a nocao de modulo progerador.

Definicao 1.49 Um R-mddulo M é um R-progerador se M € finitamente gerado, proje-

tivo e um gerador sobre R.

Das Proposicoes 1.43 e 1.48, podemos concluir o seguinte:

Proposigao 1.50 (Transitividade dos modulos progeradores) Sejam R e S anéis
el : R — S um homomorfismo de anéis tal que S é um R-mddulo progerador. Entao,

qualquer S-modulo progerador M é um R-mddulo progerador.

Proposigao 1.51 Seja R um anel comutativo e M um R-mddulo projetivo e finitamente
gerado. Entao, Tr(M) @ Anlgr(M) = R, onde Anlg(M) € o anulador de M em R.

Demonstracao. |9, Corolario 1.8]. |

Corolario 1.52 Se R ¢ um anel comutativo, um R-mddulo M é um progerador, se e

somente se, M € projetivo, finitamente gerado e fiel.

Demonstragao. Suponha que M é um R-progerador. Entao, M é finitamente gerado,
projetivo e um gerador sobre R. Pela Proposigao 1.51, temos que Tr(M)® Anlgr(M) = R.
Além disso, Tr(M) = R, pois M é um R-gerador. Assim, R®Anlgr(M) = R, o que implica
em Anlg(M) = (0). Logo, M é um R-mddulo fiel.

Reciprocamente, suponha que M é projetivo, finitamente gerado e fiel. Para mostrar
que M é um progerador, resta mostrar que M é um gerador sobre R. Aplicando a
Proposigao 1.51, temos que Tr(M) @ Anlg(M) = R. Como M é fiel, segue que Tr(M) =

R, mostrando que M é um R-gerador. [
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Capitulo 2

Algebras Separaveis

Neste capitulo, trataremos das algebras separédveis. Inicialmente, trazemos a des-
crigdo das algebras separaveis com base em [9]. Como um caso das algebras separaveis,
temos as algebras centrais separdveis ou também como sao chamadas de algebras de Azu-
maya, devido as fortes contribui¢goes do matemético japonés Goro Azumaya em 1951 para
este tipo de algebra. O Teorema 2.22 caracteriza as algebras de Azumaya por meio dos
modulos progeradores e do homomorfismo de R-algebras ¢ : A — Hompg(A, A). Mostra-
mos que uma R-algebra A é separavel se, e somente se, A é separavel sobre seu centro e
seu centro é uma R-algebra separavel (Teorema 2.26). Por fim, abordaremos a nogao de
H-separabilidade, que foi introduzida na literatura por Hirata [16]. O Teorema 2.41 mos-
tra que extensoes de anéis H-separaveis sao separaveis. Além disso, podemos relacionar
a H-separabilidade com as dlgebras de Azumaya. Trazemos alguns resultados a respeito

disso por meio de [18], [24], entre outros.

2.1 Definicoes, exemplos e propriedades

Suponha que R é um anel comutativo. Uma R-algebra A é um anel com um homo-
morfismo de anéis 6 : R — C(A). Isso induz uma estrutura de R-modulo em A definida
por

r-a=0(r)a,

para todo r € R e a € A. Observe que

r-(ab) = (r-a)b=a(r-b), (2.1)



para todo r € R e a,b € A. De fato,
r- (ab) = 0(r)(ab) = (6(r)a)b = (r - a)b.
Além disso, como 0(r) € C(A), temos
r - (ab) = 0(r)(ab) = (6(r)a)b = (af(r))b = a(0(r)b) = a(r - b).

Reciprocamente, se A é um anel que também é um R-médulo que satisfaz a condigao
(2.1), entdao 6§ : R — C(A), definida por #(r) = r -1, é um homomorfismo de anéis e

portanto A é uma R-algebra. De fato, inicialmente vejamos que 6 esta bem-definida, ou

seja, 0(r) € C(A). Dado a € A, temos
(r)a=(r-Va=r-(la) =r(al) =a(r-1) = ad(r).
Logo, 0(r) € C'(A). Além disso, para 7,1’ € R, temos
o)) = (r- 1) 1) =7 (10 1) =7 (1) = (r') - 1 = O(rr").

Vamos denotar por R -1 a imagem de R por § e vamos usar as duas defini¢oes de
algebra intercaladamente. Em particular, uma R-algebra A é fiel se, e somente se, 6 é
injetor.

Exemplo 2.1 Todo anel R é uma R-dlgebra, ou seja, todo anel é uma dlgebra sobre si

mesmo.

Definigao 2.2 Sejam A e B dlgebras sobre um anel R. Dizemos que um homomorfismo
de mddulos f : A — B é um homomorfismo de dlgebras se f(aa') = f(a)f(da’), para
quaisquer a,a’ € A.

Agora, vamos definir a ideia de centralizador e centro que utilizaremos em todo o
trabalho. Para qualquer subconjunto nao vazio X de um anel A e qualquer subanel B de

A, denotaremos por
Cp(X) ={b e B|bx = zb, para todox € X},

o centralizador de X em B. Se X = B, obtemos o centro de B, e vamos denotar por
simplicidade por

C(B) ={b € B | bx = xb, para todoz € B}.
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Sejam R um anel comutativo e A uma R-algebra. A algebra A¢ = A® A° é chamada
de dlgebra envolvente de A, onde A° é o anel oposto de A, sendo A° = A como grupo
aditivo e a multiplicacao * definida por a * b = ba, onde ba denota o produto de b com a
no anel A. Para simplificar a notagao, supriremos a notagao *, ja que o contexto deixara
claro se estamos operando em A ou A°.

A algebra A tem uma estrutura de A°-modulo a esquerda induzida por
(a®0b) -z = azh,

para a,x € A e b e A°. Considere a aplicagao u: A — A definida por

,u(zn:ai ® bl) = zn:aibi.
i=1 i=1

E facil verificar que g € um homomorfismo de A°-mo6dulos e que se A é comutativa, entao
€ um homomorfismo sobrejetor de anéis. Denotando por J o ntucleo de p, temos a
sequéncia exata

0—J -5 A2 A —50 (2.2)
de A°-mobdulos & esquerda, onde 7 denota o homomorfismo inclusao.

Observagao 2.3 J € o ideal a esquerda gerado por {a®1—1®a,a € A}. De fato, seja
I o ideal d esquerda de A gerado por {a®1—1®a,a € A}. Para todo a € A, temos que

pla®l—1®a)=pla®l)—pu(l®a)=a-1—1-a=a—a=0.

Logo, a®1—1®a € J para todo a € A e assim I C J. Por outro lado, seja Y a;®b; € J,
i=1

n
entio > a;b; =0 e assim
i=1

n n

i=1 E? i=1

n

=1 =1
=1

Logo,

n

da@b=-) (e)bol-1ab) €l
=1

i=1
Portanto, J = 1.
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Proposicao 2.4 Seja A uma R-dlgebra. Sao equivalentes:
(i) A é um A®-mddulo projetivo;

(i) 0 — J - A° L5 A — 0 cinde como uma sequéncia exata de A°-mddulos a

esquerday

(1i1) Eziste um elemento e € A® tal que p(e) =1 e Je = 0.

Demonstragao.
(1) & (ii) Segue diretamente da Proposicao 1.39.
(17) < (4i7) Vamos assumir que a sequéncia (2.2) cinde. Entao pela Proposigao 1.27
existe um A°-homomorfismo ¢ : A — A€ tal que pup = I4. Seja e = ¢(1) € A®, entdo
p(e) = p(e(l)) = 1. Além disso, para todo a € A, temos
(a®l)e=(a® (1) =p((la®1)-1)

= ¢(a) =p((l®a)-1)

— (19 a)¢(1) = (1 @ a)e.
Ou seja, (a®1—1®a)e = 0. Segue entao da Observagao 2.3 que Je = 0.

Reciprocamente, suponha que existe e € A€ tal que p(e) =1 e Je = 0. Considere

a aplicagao ¢ : A — A€ definida por
pla)=(a®@1l)e = (1®a)e.
Observe que ¢ é um A°-homomorfismo, pois

o((a®b)-c) = plach) = (acb @ 1)e
=(ac®1)(b®1)e = (ac®1)(1 R b)e
=(ac®@b)e=(a®@b)(c®1)e
= (a®b)p(c),

para todoa ® b € A®ec € A. Além disso, para todo a € A, temos
ppla) = pl(a @ 1)e) = (a@ Du(e) = (@@ 1) -1 = a
Logo, a sequéncia 0 — J s A¢ 5 A — 0 cinde. [

Definicao 2.5 Dizemos que uma R-dlgebra A € separdvel se satisfaz uma e, portanto,

todas as condigoes da Proposicao 2.4.
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Observe que o elemento e da condigao (7i7) da Proposi¢ao 2.4 é necessariamente um
idempotente, pois

e’—e=(e—1®@1)ec Je=0.

Este elemento é chamado de idempotente de separabilidade de A. Veja que um idem-
potente de separabilidade para uma &algebra nao reside na prépria algebra, mas em sua

algebra envolvente.

Observagao 2.6 A condigao (iii) da Proposi¢ao 2.4 € equivalente a dizer que existe
Y a; @b € Caga(A) tal que > a;b; = 1, para todo a € A. De fato, suponha que eziste
um elemento e = Y a; @ b; € A° tal que pu(e) = 1 e Je = 0. Inicialmente, como
AR A = A® A, como conjunto, entio e € A® A. Agora, dado a € A, temos que
a®l—-—1®acJ eassim

(a®1—1®a)e:(a®1—1®a)2ai®bi:Zaai@)bi—Zai@bia.
Como Je =0, seque que > aa; @b; — > a; @bja=0 e dai > aa; ®b; = > a; ® b;a, para

1 1 K 1
todo a € A, ou seja, Y a; ®b; € Caga(A). A reciproca € imediata. Sendo assim, vamos
i

utilizar essas condicoes sem distingao.

Observagao 2.7 Sejam A um anel e B um subanel de A. Dizemos que é separdvel sobre

B, ou uma extensao separdvel, se a sequéncia exata
7
AR A—A—0

cinde, onde pla®a’') = ad’, para a,a’ € A. De fato, temos que isso ocorre pela Proposi¢ao

A seguir, trazemos alguns exemplos de algebras separaveis.

Exemplo 2.8 O anel R é uma R-dlgebra separdvel. De fato, tomando e = 1901 € RQ R°,

temos que p(e) =1 e Je =0, ou seja, e é um idempotente de separabilidade de R sobre

R.

Exemplo 2.9 Seja M, (R) o anel das matrizes n X n com entradas em R. Denote por

e;; a matriz que tem 1 na entrada (i,7) e 0 nas demais entradas. Fizado j entre 1 e n,

n
considere e =) €;; ® ej;, entao
=1

,LL(@) = Zeijeﬁ = Z@ii = In
=1 =1
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Para 1 < k,l <n, temos

n

(en®1—1@ep)e=> (eney @ eji — e @ i)

i=1

= €kj ®€jl — €kj ®€ﬂ = 0.

Como ey gera M,(R) como um R-mddulo, seque entio que Je =0. Logo, e = ) €;; ®ej;
i=1

¢ um idempotente de separabilidade de M, (R) sobre R. Portanto, M,(R) € separdvel

sobre R.

Exemplo 2.10 Seja G um grupo finito cuja a ordem n é uma unidade de R. Entao a
dlgebra de grupo R(G) € separdvel sobre R. De fato, considere e = %ZO‘EGO‘ ol e
R(G)¢. Temos que e é um idempotente de separabilidade de R(G) sobre R e, portanto,
R(G) é uma R-dlgebra separdvel.

Como vimos no Exemplo 2.9, o idempotente de separabilidade e nem sempre € tinico.
Porém, se A é uma algebra comutativa, entao e é tnico. De fato, sejam e; e e; € A€ tais

que p(er) = pu(es) =1 e Jeg = Jey = 0. Observe que
pler — e2) = pler) — ple) =1 -1=0,
ou seja, e, — ey € J. Assim,
(e1 — ex)er = € — ege; = € — exe; € Jeg = 0.
O que implica que e; — exe; = 0. Da mesma forma,
(62— e1)es =€ — €163 =€y — €163 € Jey =0,

e assim, ey — e;es = 0. Segue entao da igualdade que e; — ege; = €3 — e1e5. Como A é
comutativa, devemos ter e; = es.
Seja A uma R-algebra e M um A-modulo a esquerda, entao M herda uma estrutura

de R-modulo a esquerda definida por
r-m=(r-1)-m,¥r € Rem € M.

Da mesma forma, se M é um A-moédulo a direita, entao M herda uma estrutura de

R-médulo a direita definida por

m-r=m-(r-1),Vr € Rem € M.
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Um A/R-mdédulo bilateral M é um A-A-bimédulo que é central como R-modulo.
Mais explicitamente, um A/R-médulo bilateral M é um A-mo6dulo a esquerda que também
é um A-moédulo a direita satisfazendo que
(7) (a-m)-ad' =a-(m-da'), paratodome M, a,ad € A
(6) (r-1)-m=m-(r-1), paratodome M,r € R.

Observagao 2.11 Os conceitos de A/ R-mddulo bilateral e A°-mddulo sao equivalentes.

De fato, seja M um A¢-mddulo a esquerda, entao M pode ser considerado como um
A/R-mddulo bilateral definindo

a-m=(@1l)m e m-a=(1®a)m

para a € A em € M. Inicialmente, vejamos que M é um A-mddulo a esquerda. Como as
outras condi¢oes sao de fdcil verificagao, mostraremos apenas que (aa’) -m = a - (a'-m),
para quaisquer a,a’ € A em € M. Como M € um A®-mddulo a esquerda, temos:
(ad")-m = (ad’ @ 1)m = ((a®1)(d @1))m
=(a®1)((d®@1)m) =a-((d' ®1)m)

=a-(d-m).

Assim, M € um A-mddulo a esquerda. Analogamente mostra-se que M é um A-mddulo a

direita. Para a,a’ € A e m € M, temos

(@-m)-d =(a@)m-d = (1@d)(a® )m
= (a®d)m (a®1)(1®a')m
=a-[(1®d)m]=a-(m-d),

o que mostra que M é um A-bimddulo. Agora, note que para r € R,
m-(r-1)=1®r-1)m=>01-rel)m=(r-1)-m

Entao, M é um AJ/R-mddulo bilateral.
Reciprocamente, qualquer A/R-mddulo bilateral M pode ser considerado como um
A¢-modulo via

(a®a')-m = amad, param € M,a,d € A.

Da observacao acima, temos que, em particular, A é um A-bimodulo se, e somente
se, A é um A°-modulo.

Para todo A/R-moédulo bilateral M, vamos denotar por M* o R-submodulo
={meM|a-m=m-a, para todoa € A}.

Em particular, A4 = {a € A | ar = za, para todoz € A} = C(A) que é o centro da

algebra A.
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Lema 2.12 Para qualquer A/R-mddulo bilateral M, Home(A, M) ~ M#* como R-
mddulos sobre a correspondéncia f — f(1), para todo f € Homue(A, M). Para qualquer
outro A/ R-mddulo bilateral N e qualquer g € Homae(M, N), o diagrama

Homae(A, M) 2249 1om 1o (A, N)

gl

comuta.

Demonstragao. Primeiramente, observe que se f € Home(A, M), entao
a-f(1)=(a®1)f(1)=f((a®1)-1)= f(a)

=f(1®a)-1)=(1®a)f(1)

i) a
Assim, f(1) € M* e portanto a aplicacao

©: Homu(A, M) — M4

f = f(1)
estd bem-definida.
Sejam € M4, considere a funcao definida por f(a) = a-m. Entdo, f € Hom.(A, M),
pois para a,a’,b € A, temos
fl(a®b)-d') = f(ad'b) = (aa’b)m = ad’(bm)
= aa'(mb) = a(a’'m)b = (a®b) - f(d).

Além disso, temos que

Logo, ¢ é sobrejetora. Vejamos que ¢ é injetora. Sejam f,g € Homa.(A, M) tais que
f(1) = ¢g(1). Para todo a € A, temos

fla) = f(1®a)-1) = (1®a)f(1) = (1®a)g(1) = g((1®a) - 1) = g(a).

Assim, f = g. Portanto, ¢ é um isomorfismo.
Sejam ¢ : Homae(A, M) — M* e ¢' : Hom (A, N) — N os isomorfismos dados
acima. Entdo, para cada f € Homa<(A, M), temos
¢'(gof)=go f(1)=g(f(1))
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e por outro lado

Logo, o diagrama é comutativo. ]

Corolario 2.13 Homy.(A, A) ~ C(A).

Demonstragao. Fazendo A = M no Lema 2.12, temos Homa(A, A) ~ A = C(A). =

Corolario 2.14 Seja Anla<(J) o anulador a direita de J em A¢. Entao, Hom (A, A¢) ~
Anlye(J). Além disso, se A é R-separdvel, entao p(Anlae(J)) = C(A).

Demonstragao. Pelo Lema 2.12, temos

Hompe (A, A°) ~ (A ={z € A°|a-zv=1-a,Ya € A}
={recA|(a®l)x=(l®a)x,Va € A}
={recA|(a®1—-1®a)x=0,Ya € A}
= Anlae(J).

Agora, se A é R-separavel, entao A é um A°-modulo projetivo. Assim, pela Proposicao
A3, o funtor Homye(A, ) é exato e dai a sequéncia

) Hom e (A,p)

Hom (A, A Homae(A,A) — 0

¢é exata. Entao,
p(Homae(A, A%)) = Homae(A, A).

Como Hom (A, A®) ~ Anlae(J) e Homue(A, A) ~ C(A), pelo Corolario 2.13, entdo a
igualdade acima é equivalente a pu(Anlae(J)) = C(A). u

Proposigao 2.15 (Transitividade da Separabilidade) Sejam S uma R-dlgebra se-

pardvel e comutativa e A uma S-dlgebra separdvel. Entao, A é uma R-dlgebra-separdvel.

Demonstragao. Sejam e; = > ;. 4, @b € AQRgAe ey = ZT’:l a;®p; € SRk S
os idempotentes de separabilidade de A sobre S e de S sobre R, respectivamente, que
existem pela Proposicao 2.4. Entao, a aplicagao

w A Kg A —- A KRR A

TRY Z:vozj®ﬁjy
J
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é uma aplicacao bem-definida. Para verificar que 1 esta bem-definida, precisamos verificar
que @ é S-balanceada e utilizar a Propriedade Universal do produto tensorial. Sendo

es € Csgrs(S), para z,y € A e b € B, segue que:

W(xs,y) :Z rs)a; ®5gy9€3(2% ®BJ)
7=1 7j=1
(Laes)su=rY ey

j=1 j=1

= (x, sy).

Segue que ¥ é S-balanceada e pela Propriedade Universal do produto tensorial, existe
uma unica aplicagao ¥ : A ®g A - A®pr A tal que Y(z ®@y) = Z zroy @ By,

Temos que e = Y 1, Z;n:l a;o; @ Bb; € o idempotente de séparabilidade de A sobre
R. De fato, representando por pu o homomorfismo referente a R-algebra A, temos:

= Z Z aiajﬁjbi = Z a; ( Z Ozjﬁj) b;
=1 j=1

i=1 j=1
i=1

Além disso, e € Cugra(A), pois como a € Cygra(A), para a € A, temos:
ZZaaiaj@)ﬁjbi— Zaaz@)b Zal®ba ZZalajﬁjba
i=1 j=1 i=1 j=1

Portanto, A é uma R-algebra separével. [

Proposigao 2.16 Sejam S uma R-dlgebra comutativa e A uma S-dlgebra que € separdvel

sobre R. Entao, A é uma S-dlgebra separdvel.

Demonstracao. Suponha que A é separéavel sobre R. Entao, pela Proposicao 2.4, existe

n

e1 = .. ,0;, @b € A®r A um idempotente de separabilidade de A sobre R. Da
Propriedade Universal do produto tensorial sobre R e sabendo que S é uma R-algebra,

existe um homomorfismo de A ® g A-modulos & esquerda ¢ : A®Rr A — A®g A dado por
Y(a®b)=a®be ARg A,
para a®b € AQrA. O elemento e = (>, a;®b;) ¢ um idempotente de separabilidade de

A sobre S. De fato, representando por p 0 homomorfismo referente a R-algebra A, temos
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que pu(e) =1, pois Y1, a;b; = 1, por hipotese. Além disso, como ¢ ¢ um homomorfismo
de A ®r A-modulos & esquerda, para todo a € A, temos que

(@8 e = (@ Do a o b) = v San o)

i=1 i=1
i=1 i=1
Logo, e € Cagpa(A). Assim, A é uma R-algebra separavel. ]

O seguinte resultado é imediato das Proposicoes 2.15 e 2.16.

Corolario 2.17 Sejam A uma R-dlgebra separdvel e S uma R-subdlgebra do centro de

A. Entdo, A € uma S-dlgebra separdvel.

Como caso particular do resultado acima, temos que se A é uma R-algebra separavel,
entao A também é uma algebra separéavel sobre seu centro. Na se¢ao seguinte, provaremos

um teorema (Teorema 2.26) que generaliza esse resultado.

2.2 Algebras de Azumaya

Sejam R um anel comutativo e A uma R-algebra. Pelo Corolario 2.17, vimos que se
A é uma R-algebra separavel, entao A é separavel quando considerada como uma algebra
sobre seu centro. Agora, vamos nos dedicar ao estudo desse tipo de algebra.

Dizemos que A é central se A é um R-moédulo fiel e R - 1 coincide com o centro de
A. Ao lidar com algebras fiéis, identificamos R com R -1 e, portanto, consideramos R
como um subanel do centro de A. Uma R-algebra A é uma algebra de Azumaya se A é
central e separavel. Também nos referimos a este tipo de algebra como sendo as algebras
centrais separaveis.

Para qualquer R-algebra A temos que A pode ser considerada como um A¢-moédulo

a esquerda através do produto
(a®Db)-x=axb, paraa,r € Aeb € A°.

Esta estrutura induz um homomorfismo de R-algebras ¢ : A° — Hompg(A, A) definido

por

@(i a; ® bi) () = i(ai Db;) - x = iaixbi. (2.3)

i=1 i=1 i=1
Nesta secao, vamos provar que se A é uma R-algebra de Azumaya, entao ¢ é na verdade

um isomorfismo.
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Lema 2.18 Seja A uma R-dlgebra de Azumaya, entio R é um R-somando direto de A.

Demonstracao. Como A é uma algebra de Azumaya, entao A é central e separéavel
sobre R. Seja e € A° um idempotente de separabilidade de A sobre R. Seja ¢ a aplicagao
definida em (2.3) e considere o homomorfismo ¢(e) € Hompg(A, A). Como ¢ é um
homomorfismo de anéis, entdo p(e) ¢ um idempotente. Assim, temos que ¢(e) ¢ uma
projecao de A em A. Dai, A = Im(p(e)) @ ker(p(e)), pelo Lema 1.25. Vamos mostrar
que R = Im(p(e)). Como Je = 0, entao para todo a,b € A, temos

ap(e)(b) = (a®1)-¢(e)(b) = (a®1) - (e-b)
—((a®1)e)-b=((1®a)e)-b
=(1®a)-(e-b) =(1®a) p(e)(b)
= p(e)(b)a.
Donde, p(e)(b) € C(A) = R. Logo, Im(p(e)) € R. Por outro lado, representando por
4t o homomorfismo de A sobre R, segue que u(e) = 1 e dai p(e)(1) = 1 € Im(p(e)),

provando a outra inclusdo. Logo, Im(p(e)) = R, o que mostra que R é um R-somando

direto de A. ]

Corolario 2.19 Seja A uma R-dlgebra de Azumaya. Se I € um ideal de R, entdo IAN
R=1.

Demonstragao. Pelo Lema 2.18, temos que A = L & R para algum R-submodulo L de
A. Entao,
IANR=I(L&R)NR=(IL&I)NR.

Como RNL = {0}, entao INL ={0} edai IL C INL = {0}. Segue entao que IL&I =1
e portanto

IANR=(ILeI)NR=INR=1.
|

Proposigao 2.20 Sejam A e B R-dlgebras de Azumaya, entio A ® B também é uma
R-dlgebra de Azumaya.

Demonstracao. |9, Proposigao 3.3|. ]
A seguir, apresentaremos um resultado técnico que sera utilizado na demonstragao

do teorema de caracterizacao das algebras de Azumaya.
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Lema 2.21 Sejam A uma R-dlgebra de Azumaya e M um ideal maximal de A. Entao,
existe um ideal I de R tal que ITA = M.

Demonstragao. |9, Lema 3.5]. u
O proximo teorema caracteriza as algebras de Azumaya por meio do homomorfismo

de R-algebras ¢ e dos modulos progeradores.

Teorema 2.22 Seja A uma R-dlgebra. As sequintes afirmagoes sao equivalentes:
(i) A € uma dlgebra de Azumaya;
(1i)) A é um A°-progerador e A é R-central;

(ii1) A € um R-progerador e a aplicagio ¢ : A* — Hompg(A, A) é um isomorfismo.

Demonstragao.

(77) = (i) Suponha que (ii) seja verdadeiro. Em particular, A é A°-projetivo e, portanto,
A é R-separavel, pela Proposicao 2.4. Além disso, ja que A é R-central, segue que A é
uma algebra de Azumaya.

(7i) = (4i7) Seja A um A°-modulo progerador e R-central, entdao pelo Corolario 2.13
R~ C(A) ~ Homue(A, A).

Pelos Teoremas de Morita (Corolario B.4), temos que A é um R-progerador. Além disso,
pelo mesmo resultado, A¢ é isomorfo a Hompg(A, A) através da aplicagao dada pelo pro-

duto escalar, ou seja, a aplicagao 0 : A° — Hompg(A, A) definida por

O(a®@b)(x) = Z a;xb; = p(a ® b)(x),

n

paraa®b= " a,®b; € A°, x € A e ¢ definida como em 2.3.
(7ii) = (ii) Suponha que A é um R-progerador e a aplicacao ¢ : A° — Hompg(A, A) é
um isomorfismo. Pelos Teoremas de Morita, temos que A é um Hompg(A, A)-progerador

e assim A é um A°-progerador. Além disso, temos que
R ~ Hompgomua,a) (A, A) ~ Homye (A, A) ~ C(A).

Logo, A é R-central.
(1) = (i7) Suponha que A é uma é&lgebra de Azumaya. Por definigao, temos que A é um

A¢-modulo projetivo e claramente 1 gera A sobre A€, entao A é finitamente gerado sobre
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A¢. Resta verificar que A é um A¢-gerador.Pelo item (i) do Lema B.2, basta mostrar
que a aplicagao
v A'®rA — A°
fea = fla)
¢ um isomorfismo, onde A* @p—pfom 4o (4,4) A = Homae(A, A°) @ A. Pelo Corolario 2.14,
A* = Homye (A, A¢) é isomorfo a Annae(J) sobre a aplica¢ao f +— f(1). Assim, considere
o diagrama

Homae(A A°)® A

v A

Anlae(J) ® A

AE

onde

@ HOmAe(A,Ae)®A — AnlAe(J)®A
f®a - fM®a

Definindo
0: Anlpe(J) @ A — A°

b®a — (1®a)b=(a®1)b

temos que o diagrama é comutativo, pois

(O op)(f@a)=0(p(f®a))=0(f(1) ©a)
= (1®a)f(l) = f((12a)l)
= fla) =¢(f @a).

Como ¢ é um isomorfismo, entao basta provar que 6 é um isomorfismo, pois a composigao

de isomorfismos é ainda um isomorfismo.

Afirmagao 2.23 0 é um isomorfismo se, e somente se, A°Anlye(J) = A°. De fato,
suponha que 0 € um isomorfismo. Observe que A° C A°Anla.(J), pois dado y € A, existe
Yobi®a; € Anlae(J) @ A tal quey =030 bi®a;) = (1Qa;)b; € A°Anlye(J). A
lo_ultm inclusao € imediata. Dai, temos a 1qualdade.

Reciprocamente, suponha que A°Anlae(J) = A°. Vamos construir uma inversa para
0. Seja x € A°, entao x = > (a; ® b;)c;, onde Y a; @ b; € A® e ¢; € Anlac(J). Sendo

7
assim, defina

-1 A — AnlAe(J)®A
r ch®a2bz
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Agora, veja que:

Gobdt(z)= H(Z i ® aibi) = Z(l ® a;b;)c;

7 7

= Z(l ®b;)(1® a;)e; = Z(l ® b;)(a; @ 1)¢;, poisc; € Anlae(J)

% 7

(2

0l ofb®a)=0""((1Ra)) =bRla=bR®a.

Portanto, 0 € um isomorfismo, com inversa 0~ ".

Suponha por absurdo que A¢Anl,e(J) # A€, ou seja, A Anlae(J) é um ideal proprio
de A°. Assim, existe um ideal maximal M de A° que contém A°Anlse(J). Como A e A°
sao algebras de Azumaya, entao A ® A° = A° também é uma élgebra de Azumaya. Pelo

Lema 2.21, existe um ideal préprio I de R tal que M = I A°. Entao,
AAnlae(J) C M = TA°.

Aplicando a u, temos

A°p(Anlae(J)) C u(1A°) = IA.

Pelo Corolario 2.14, pu(Anlse(J)) = C(A) = R, entdo A°R = A C I A. Dai, temos que
A = I A e isto implica que
A®=TA° = M.

O que é um absurdo, ja que M é maximal. Portanto, A°Anly.(J) = A® e A é um A°-
gerador. Sendo assim, concluimos que A é um A°-gerador e como A é uma &lgebra de
Azumaya, em particular, é R-central. [
Como decorréncia do Teorema acima, temos os dois seguintes corolarios que podem
ser encontrados em [9].
Corolario 2.24 Se A é uma Algebra de Azumaya sobre R, entdo para qualquer R-médulo
M, a aplicacao
(M A*  — M
m® 1 —=m

¢ um isomorfismo de R-mddulos. Além disso, para qualquer A/R-mddulo bilateral N, a
aplica¢ao
Ni@A - N

Do ®a =) N

€ um isomorfismo.
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Corolario 2.25 Seja A uma Algebra de Azumaya sobre R. Entio existe uma correspon-

déncia biunivoca entre os ideais I de R e os ideais U de A dada por

I'—-IA e U—UNR.

Agora, vamos provar um resultado que justifica nossa divisao de estudo das algebras

separaveis em casos centrais e comutativos.

Teorema 2.26 Uma R-dlgebra A € separdvel se, e somente se, A € separdvel como uma

dlgebra sobre seu centro e seu centro é uma R- dlgebra separdvel.

Demonstragao.

(=) Suponha que A é uma R-algebra separavel, entdo A é separavel e central sobre seu
centro. Basta mostrar que C'(A) é separavel sobre R. Como A é central separavel sobre seu
centro, entao pelo Teorema 2.22, segue que A e A° sdo C'(A)-progerador e, em particular,
A e A° sao C(A)-projetivo, assim temos que A° = A ® A° ¢ C(A) ® C(A)-projetivo,
pela Proposicao 1.44. Temos também, pela separabilidade de A, que A é um A®-mddulo
projetivo. Assim, pela transitividade dos modulos projetivos (Proposi¢ao 1.43), temos que
A ¢ um C(A) ® C(A)-modulo projetivo. Logo, qualquer C'(A) ® C(A)-somando direto
de A ¢ um C(A) ® C(A)-moddulo projetivo, pela Proposigao 1.41, pois qualquer somando
direto de um moédulo projetivo é também projetivo. Mas, como C(A) é o centro de A,
qualquer C'(A)-somando direto de A ¢ um C(A) ® C(A)-somando direto. Por A ser uma
C(A)-algebra separavel central, segue do Lema 2.18 que C'(A) é um C(A)-somando direto
de A. Logo, C(A) é um C'(A)® C(A)-mddulo projetivo e portanto C'(A) é separavel sobre
R, pela Proposicao 2.4.

(<) Reciprocamente, suponha que A é separavel como uma algebra sobre seu centro e
seu centro é uma R- algebra separavel. Pela transitividade da separabilidade (Proposigao

2.15), temos que A é R-separavel. [

Proposicao 2.27 Seja E um R-progerador. Entao, A = Homg(FE, E) é uma R-dlgebra

de Azumaya.

Demonstragao. |9, Proposigao 4.1]. ]

Corolario 2.28 Seja A uma R-dlgebra que é um R-mddulo progerador. Entao, R € um

R-somando direto de qualquer subdlgebra B de A.
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Demonstragao. Seja B uma subalgebra de A. Pela Proposicao 2.27, Hompg(A, A) é
uma R-algebra de Azumaya. Pelo Lema 2.18, R é um R-somando direto de Homg(A, A),
ou seja, existe um R-submodulo L de Hompg(A, A) tal que LN R = {0} e L+ R =
Hompg(A, A). Podemos considerar A com uma subalgebra de Hompg(A, A), onde para
cada a € A, podemos identifica-lo com ¢, € Hompg(A, A) dado por p,(x) = azx para todo
x € A. Assim, temos as inclusdes R C B C A C Hompg(A, A). Temos RN (BN L) = {0}

e pela lei modular (Proposigao 1.5)
R+ (BNL)=(R+L)NB=Homgr(A, A)N B = B.

Logo, R é um R-somando direto de B. ]
Sejam A uma R-algebra e B uma subalgebra de A. Entao, A é naturalmente um

B/R-modulo bilateral e assim temos A? = {a € A | ab = ba, para todob € B}. Observe

que AP ¢ uma R-subalgebra de A que comuta com B.

Teorema 2.29 Seja A uma R-dlgebra de Azumaya. Suponha que B é uma subdlgebra

separdvel de A que contém R e considere C = AB. Entao, C € uma subdlgebra separdvel

de A e A° = B. Se B ¢ central, entio C também é central e a aplicacio de R-dlgebras

B®C — A dada por b® ¢+ bc é um isomorfismo.

Demonstragao. |9, Teorema 4.3|. n

Teorema 2.30 Seja A uma R-dlgebra de Azumaya. Suponha que B e C' sdo subdlgebras
tais que

BeC — A

b®c — be

¢ um isomorfismo de R-dlgebras. Entao, B e C sio R-dlgebras de Azumaya com AP = C
e A® = B.

Demonstragao. |9, Teorema 4.4]. n

2.3 H-separabilidade

Nesta segao, sejam R um anel, A e B dois R-moédulos & esquerda, S = Endg(A)
e T' = Endgr(B). Vamos assumir também que todos os anéis tém unidade e todos os
subanéis contém este elemento.

Temos que Hom(grB, rA) ¢ um T-modulo a esquerda sobre a operagao
h-g=goh,paratodoh € Teg € Hom(gB, rA).
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Analogamente, Hom(gB, rA) ¢ um S-modulo a direita com a operagao
g-f'=fog, paratodo f' € Seg € Hom(grB, gA).

E facil ver que Homg(B, A) ¢ um (T, S)-bimédulo. Analogamente, temos que Homg(A, B)
¢ um (S, T)-bimo6dulo. Além disso, S e T operam a direita de A e B, respectivamente, e
temos que A e B sao (R, S)-bimoédulos. Por fim, se f € Homg(A, B) e g € Hompg(B, A),
entao f-g=gofeSeqg-f=fogeT.

Denotamos por B|A se o R-mo6dulo B é isomorfo a um somando direto de uma soma
direta finita de copias de g A. Em outras palavras, B|A se existe um R-modulo a esquerda

B’ tal que A" ~ B @ B’, para algum n € N.

Lema 2.31 Sejam A e B R-mddulos a esquerda. Entio B|A se, e somente se, existem

homomorfismos de R-mddulos a esquerda f; : A — B egj: B — A, comj=12...,n,
tais que Y f;o0g; = Ip.
j=1

Demonstragao. Se B|A, entao existem n € N e um R-modulo a esquerda T' tais que

A ~ B@ T. Considere
fi=moi;: A-5 AW B e gi=moi: B - AW L4

para j = 1,2,...,n, onde 7; e i; sao as projegoes e inclusoes canodnicas, respectivamente.

Entao, f; e g; sao R-homomorfismos a esquerda e

ijogj :Z(WoijOWjoi) :WOZ(ijowj)oi
j=1 j=1 j=1
=molymoi=Ig.
Reciprocamente, suponha que existem f; : A - Beg;: B — A, comj=1,2,...,n,
tais que Zn: fjog; = Ig. Considere g : B — A" definida por g(b) = (g1(b), ..., gn(b)).
Como g; ];éssui inversa a esquerda, entao g; é injetora, para todo j =1,2,...,n,edai g

é também injetora. Além disso, sendo Im(g) um submoédulo de A™ | podemos considerar

A(n)). Assim, temos a sequéncia exata (Exemplo 1.19 (v))

a projecao m: A™ — Tm@)

Am)

0— B 25 AW T,
Im(g)

— 0 (2.4)

Considerando f : A™ — B definida por
f(xla s 7xn) = Zf](x])7
j=1
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¢ imediato verificar que f é um R-homomorfismo a esquerda. Além disso, temos
fog(b) = flg(b)) = f(gr(b), -, ga(0) = Y f;(g;(b)) = b.
j=1

Logo, pela Proposigao 1.27, a sequéncia (2.4) cinde e portanto B é um somando direto de

A provando que B|A.

[

Existe um homomorfismo p : Hom(grB, gA)®sHom(gA, gB) — Hom(gB,grB) =T

definido por p(g ® f) = f o g. De fato, para f € Hom(rA,grB), g € Hom(rB, rA) e
h € S = Endg(A), observe que:

p(g-h,f)=plhog, f)=fohog.

Por outro lado,
plg.h-f)=plg,foh)=fohog.

Logo, p(g - h, f) = p(g,h - f), para quaisquer f € Hom(rA, gB), g € Hom(rB, rA) e
h € S = Endgr(A). Pela Propriedade Universal do produto tensorial, existe um tnico
homomorfismo p : Hom(grB, rA) ®s Hom(rA, rB) — Hom(gB, rB) = T tal que p(g ®
f)=1roy

Proposigao 2.32 [16, Proposicao 1.1] Vale que B|A se, e somente se, p € um epimor-

fismo. Se p € um epimorfismo, entao p € um isomorfismo.

Demonstragao. Suponha que B|A. Entao, pelo Lema 2.31, existe um numero finito
de g; € Hom(grB,gA) e f; € Hom(gA,gB), i =1,...,n, tais que »_ fiog = Ig. Seja

=1
¢ € T. Considere ¢; = g; 0 p € Hom(gB, rA), para todo i =1,2,...,n, entdo:

P(Z@i@?fi) = Zfio%' = (Zfiogi) op=Ipop=y.
i=1 i=1 i=1
Logo, p é sobrejetora. Como p ja € um homomorfismo, segue que p é um epimor-
fismo. Reciprocamente, suponha que p é um epimorfismo. Entao, existem aplicagoes
g; € Hom(rB, grA) e f; € Hom(rA, rB) tais que p( Zn:gi ®fi) = Ip, ou seja, Zn: fiogi =
I. Pelo Lema 2.31, B|A. . .

Agora, suponha que p é um epimorfismo e vejamos que p é um isomorfismo. Pelo

que vimos acima, B|A, ou seja, existem g; € Hom(grB, rA) e f; € Hom(rA, rB), i =

42



n

1,2,...,n, tais que Y f; o g; = Ig. Vamos construir uma inversa para p. Defina
i=1

p: T — Hom(rB,rA)®s Hom(rA, rB)
° o Ngiop®f: '

Como g;0¢p € Hom(grB, rA), para todo i = 1,2,...,n, entdo p estd bem-definida. Sejam
p €T, g€ Hom(rB, rA) e f € Hom(rA, gB). Temos:

pop(e) = p(p(e)) = p(Zgi O§0®fi>

IZin(gioso)ZZ(fiogi)oso

=Igop=¢.

Por outro lado,
poplg® f)=nlplg® ) =p(fog) = Zgz fog)® f;

_Z]%Oﬂ0m®ﬁ—zgg%m0ﬂ®ﬁ

es

=) g®(giof) fi=) g®fiogiof
i=1 i=1
=9®(§:ﬁ0%)of:9®th
=1

=g® f.

Portanto, p é a inversa de p. Como p é um homomorfismo com inversa p, entao p é um

isomorfismo. ]

Observacao 2.33 Hom(Hom(rB, rA)s,Ss) € um (S,T)-bimddulo. Inicialmente, va-
mos determinar a estrutura de S-mddulo a esquerda que Hom(Hom(gB, rA)s, Ss) possui.
Sejam ¢ € Hom(Hom(gB, rA)s, Ss) e f € S. Dado g € Hom(rB, rA), defina

(f-9)(g) =w(fog)

Vejamos que essa operacao faz de Hom(Hom(gB, rA)s, Ss) um S-mddulo a esquerda. Se-
jam ¢ € Hom(Hom(gB, rA)s,Ss), [, f' € S e g € Hom(grB, rA). Jd que Hom(rB, rA)

€ um S-modulo a direita, temos:
((f- 1) -e)g)=o((f-fog)=wlg-(f-f))=wllg-f)-f)
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(f-(f oDl = (f-o)g-f)=wllg- ) f).
Como as outras propriedades sao de facil verificacao, seque que Hom(Hom(rB, rA)s, Ss)
€ um S-modulo a esquerda.

Além disso, Hom(Hom(grB, rA)s, Ss) € um T-mddulo a direita com a operagao

(- h)(g) =p(goh),

para todo ¢ € Hom(Hom(gB, rA)s,Ss),h €Teg € Hom(gB, rA).
Agora, sendo rHom(gB, rA)s, observe que para todo ¢ € Hom(Hom(grB, rA)s, Ss),
fleSeheT, temos:

((f @) -h)(g) = (f"-¢)goh)=(f-¢)h-g)
=o((h-g)- f)=¢h-(g-f))
=(p-h)(g-f)=("(p-h)(g)

Isso mostra que Hom(Hom(rB, rA)s, Ss) € um (S, T)-bimodulo.

Existe um homomorfismo v : Hom(rA, gB) — Hom(Hom(gB, rA)s, Ss) definido
por ¥(f)(g) = go f para f € Hom(rA, rB) e g € Hom(grB, rA). De fato, vejamos que
1 estd bem-definida. Para isso, devemos verificar que ¢ (f) é S-linear a direita, ou seja,

W(f)(g-h) =1(f)(g) - h, para todo h € S. Observe que:

V(f)(g-h)=v(f)(hog)=(hog)of=ho(gof)=hoy(f)(g)=1v(f)(g)-h,

para todo h € S. Para [’ € S, observe que:

U(f - )lg) =U(fof)g)=gofof. (2.5)
Por outro lado,
(f (g = ()g- f)=v(f)g)-f'=gofolf (2.6)
es

De (2.5) e (2.6), concluimos que ) ¢ S-linear a esquerda.
Agora, vejamos que ¢ é T-linear a direita. Sabendo que Hom(Hom(grA, rB)s, Ss)
¢ um T-modulo a direita, para f € Hom(grA, rB),g € Hom(gB,rA) e h € T, temos:

Y(f-h)(g) =v(ho f)(g)=gohof

(W(f)-h)(g) =o(f)(goh)=gohof.
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Portanto, ¢ é (S, T)-homomorfismo.
Analogamente, o conjunto Hom(sHom(gB, rA),sS) é um (T,5)-bim6dulo com

agoes definidas por

(g-0) () =plgof) e (p-h)(f)=wlfoh),

para ¢ € Hom(sHom(gB,rA),sS),g € T,f € Hom(gB,rA) e h € S. A aplicagao
V' Hom(rB,rA) — Hom(sHom(rA, grB),sS) definida por ¢/'(¢)(f) = go f ¢ um
(T, S)-homomorfismo.

Lema 2.34 Considere as sequintes aplicagoes:

(a) I @Y : A®s Hom(rA, rB) — A ®s Hom(Hom(rB, rA)s, Ss) definida por (I ®
V) (a® f)=a®y(f);

(b) T: A®s Hom(grA, gB) — B definida por T(a® f) = f(a);
(c) i: B— Hom(Hom(rB, rA)s, As) definida por i(b)(g) = g(b);

(d) v:A®sHom(Hom(gB, rA)s, Ss) = Hom(Hom(rB, pA)s, As) definida por v(a®
h)(g) = h(g)(a);

ondea € A, f € Hom(rA, grB),b € B,g € Hom(gB, rA) eh € Hom(Hom(rB, rA)s, Ss).
Temos que todas as aplicagoes acima definidas sao (R, T)-homomorfismos. Além disso,

ioT=vo(l®1).
Demonstragao. Vejamos cada um dos casos:
(a) Como 1 ¢ um T-homomorfismo & direita, segue imediatamente que I ®1 é um (R, T')-

homomorfismo.

(b) Inicialmente, provaremos que 7 esta bem-definida. Considere f, f' € S e a € A, temos:

T(a- [ f) =7(f(a), f) = f(f'(a))

T(a, f' - f)=71(a,fof)=fof(a)=f(f(a)).
Logo, 7 é S-balanceada. Pela Propriedade Universal do produto tensorial, garantimos a

existéncia do homomorfismo 7. Como f é R-linear & esquerda, segue que 7 também é

R-linear a esquerda. Além disso, para a € A, f € Hom(grA, gB) e ¢ € T, temos

r(r-a®f)=fr-a)=r-f(a)=r-7(a® )
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Ta® f-g) =7y of)=g(fla)) =Tl [) g

Logo, 7 é T-linear a direita.
(c¢) Inicialmente, mostremos que i estd bem-definida, ou seja, i(b) é S-linear & direita.

Sejam f € S, g € Hom(gB, rA) e b € B, temos:

i(0)(g - f) =i(b)(fog)= f(g(b))

Por outro lado,
i(0)(g) - f = f(i(b)(9)) = f(g(b)).
Agora, vejamos que i é um (R, T)-homomorfismo. Como g é R-linear a esquerda, segue

que i também é. Além disso, seja ¢’ € T, g € Hom(gB, rA) e b € B, temos:

i(b-g')(g) =i(g'(b))(g) = g(g'(b))

e por outro lado
(i(b) - g")(g) = i(b)(g ° ¢') = g(g'(b)).
Logo, i é T-linear a direita.

(d) Vejamos a boa defini¢ao da aplicacao v. Seja f' € S. Observe que:

v(a- f',h)(g) = h(g)(a- f) = h(g)(f'(a)) = (h(g) © f)(a)

v(a, f*- h)(g) = (f"- h)(9)(a) = h(g - [')(a) = (@-f’)(a) = (h(g) o f')(a),
es

pois h é S-linear a direita. Pela Propriedade Universal do produto tensorial sobre S, te-

mos que v esta bem-definida. Dado r € R, temos:
v(r-a®h)(g) =h(g)(r-a) =r-h(g)(a) =r-v(a®h)(g).
Agora, seja B’ € T, temos:
v{(a®h)-1(g) = (h-1')(g)(a) = h(g o) (a).
Por outro lado,
[(v(a@h))-H](g) =v(a@h)(goh') =h(goh)(a).
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Logo, v é (R, T)-linear.
Agora, para a € A, f € Hom(rA, rB),g € Hom(rB, rA), temos:
ioT(a® f)(g) =i(r(a® [))(g) =1i(f(a))(g)
=g(f(a)) =go f(a)

e por outro lado

vo(I®y)(a® f)g) =v(I@Y)(a® f))(g) =via®¢(f))(9)
=¥(f)(g9)(a) = go f(a).

Assim, ioT =vo (I ®1).

Pelo Lema 2.34, obtemos o diagrama comutativo

A®s Hom(gA, rB) 1994 ®s Hom(Hom(gB, rA)s, Ss)

j : l

B : Hom(Hom(rB, rA)s, As)

(2

Teorema 2.35 Se B|A, entdo temos:
(i) ¥ e sao isomorfismos;
(1i) Todos os homomorfismos do Lema 2.3/ sdo isomorfismos;

(11i)) Hom(grA, gB) é um S-mddulo a esquerda projetivo e finitamente gerado assim como
¢ um T-mddulo gerador a direita. Hom(gB, rA) € um S-mddulo a direita projetivo

e finitamente gerado assim como € um T-modulo gerador a esquerda.
(iv) Hom(sHom(rA, rB),sHom(rA,rB)) ~T e Hom(Hom(gB, rA)s, Hom(rB, rA)g) ~

T como anéis.

Demonstracao. |16, Teorema 1.2|. n

Definicao 2.36 Seja A O R anéis com a mesma unidade. Dizemos que A € uma extensao
H-separdvel de R se A ®gr A € isomorfo a um somando direto de uma soma direta finita

de copias de A como A-bimddulo, ou seja, A Qg A|A.

Lema 2.37 Sejam A um anel com unidade e R um subanel de A com a mesma unidade.
Considere os A-bimddulos A @r A e A. Entao, temos os sequintes isomorfismos de A-

bimddulos:
(i) Hom(A, A) ~ C(A).
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(it) Hom(A®r A, AQr A) >~ Cagra(R) = {e € A®Qr A | re = er, para todor € R}.
(11i)) Hom(A®pr A, A) ~ Ca(R).
(iv) Hom(A, A®pr A) ~ Cagra(A).

Demonstragao. Como o procedimento para verificar cada uma das identificagoes acima

¢ semelhante, vamos provar apenas (iii). Defina
¢: Hom(A®r A, A) — Ca(R)
f = el
Vejamos que ¢ esta bem-definida. Como R C Ae f € Hom(A®g A, A), temos:
r-fAel)=fr-1e1)=[frel)
1l@r-1)=f1®1-7r)

(1®1)-r

f
f

Assim, f(1® 1) € Ca(R). Dado d € C4(R), defina a aplicagao

©d - A@RA - A
TRY > :Edy‘

Dado r € R, temos
pa(zr,y) = xrdy = xdry = @a(z,Ty).

Logo, ¢4 € R-balanceada e portanto estd bem-definida.

Vejamos que a inversa de ¢ é dada por

o' Ca(R) — Hom(A®prA,A)

d = P4

De fato, para d € Cy(R), f € Hom(A®r A,A) ex @y € ARgr A, temos:

o Hd) = p(ps) = pa(l®1) =1dl =d

plop(Nz@y) = (fAR 1)) (z0y) =af(1® 1)y = f(zr®y).

Logo, ¢ &é um isomorfismo, com inversa ¢!
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Teorema 2.38 [2/, Teorema 1.1] Sejam A O R anéis com a mesma unidade. FEntao,
A D R é uma extensao H-separdvel se, e somente se, Ca(R) € um C(A)-mddulo projetivo
e finitamente gerado e n: AQr A — Home(a)(Ca(R), A) tal que n(z ®@y)(d) = xdy € um

isomorfismo de A-bimddulos.
Demonstracao. Suponha que A é uma extensao H-separavel de R. Como A ®r A pode
ser visto como um R-mo6dulo & esquerda (R C A), aplicando as conclusdes do Teorema
2.35, temos o seguinte diagrama comutativo, onde todos os homomorfismos do diagrama
sao na verdade isomorfismos.

A®s Hom(pA, A®p A) 2% A s Hom(Hom(A ®p A, rA)s, Ss)

j : l

A®rA - Hom(Hom(A ®gr A, rA)s, As)

Pelo Lema 2.37, sabemos que Hom(aAx, aAa) =~ C(A) e ¢ : Hom(A Qr A, 4A4) —
C4(R) dada por ¢(f) = f(1 ® 1) é um isomorfismo, para todo f € Hom(A ®r A, 4AA).
Assim, S = Endp(A) ~ C(A) e temos que i : A ®@r A = Homea)(Ca(R),A) é um

isomorfismo. Entao, temos o diagrama comutativo

A®p A d Homeay(Hom(A®g A, A), A)

\ Hom(p,A)

Homc(A) (CA(R), A)

onde Hom(p, A)(f) = fop™t com o' : Ca(R) — Homa_4(A®r A, A). De fato, para
todod € Ca(R) ex @y € ARgr A, temos:
Hom(ip, A) o i(z ® y)(d) = Hom(p, A)(i(z @ y))(d) = i(z @ y) (¢~ (d))
=@ H(d)(x®y) =zdy
=n(d)(z @y).
Logo, n = Hom(p, A) o i ¢ um isomorfismo.
Além disso, pelo item (iii) do Teorema 2.35, segue que Hom(A ®r A, A) ~ C4(R)
¢ um C(A)-modulo projetivo e finitamente gerado.
Reciprocamente, suponha que C4(R) ¢ um C(A)-modulo projetivo e finitamente
gerado e : A®r A = Home(a)(Ca(R), A) tal que n(z ® y)(d) = xdy é um isomorfismo
de A-bimodulos. Uma vez que C4(R) ¢ um C(A)-modulo projetivo e finitamente gerado

e o centro de A é um anel comutativo, segue que
Y Cx(R) @c(ay Homae (A, A®p A) = Homa-(Home(a)(Ca(R), A), A®r A)
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dado por ¥(d ® f)(h) = f(h(d)) é um isomorfismo (Proposi¢ao 1.45). Pelo Lema 2.37,

temos que
©: Homa(A®r A/ A) — Ca(R)

f = f1®1)

é um isomorfismo. Entao, temos os isomorfismos,

Hompe(A®r A, A) @cay Homye (A, A®Qp A)
&1

Ca(R) ®c(ay Homae(A, A ®p A)

¥

Hom e (Homeay(Ca(R), A), A®pr A)
Hom(n~—', AQrA)

HomAe(A ®R A,A ®R A)

onde Hom(n™', A ®p A)(f) = fon. A composicio v/ : Homa(A ®p A, A) ®c(a)
Homae(A, A ®p A) — Homa(A®r A, A®g A) é dada por ¢/'(f ® g) = go f. De
fato, veja que:
V'(f®g)a®b) = Hom(n™', A@g A) oo (p @ I)(f © g)(a ®b)
= Hom(n™", A®r A)(U(e(f) @ 9))(a®b)
= Hom(n™', A®@r A)(U(f(1®1) @ g))(a @b)

le

=¢(f1e1)®@g)nla®b)) =gnlaxb)(f(1®1))

=g(af(1®1)b) =9g((a®b)- f(1®1)), pois f & A°linear

=9(fla@b)(1®1)) =g(fla®b)) =go fla®b),
para todo a®@b € A®r A. Portanto, ¢ : Homae(A®r A, A) @cay Homae (A, A®r A) —
Homa:(A®r A, AQpr A) tal que ¥'(f ® g) = g o f &€ um isomorfismo e, em particular, é
um epimorfismo. Pela Proposigao 2.32, segue que A ®pg A|A, onde A tem uma estrutura
de A°-modulo a esquerda, assim como A ®g A. Pela Observagao 2.11, temos que A ®r A
¢ um A-bimoédulo e dai A ®r A|A, ou seja, A é uma extensao H-separavel de R.

u

Observagao 2.39 Como C(A) C Cu(R), entio Ca(R) é C(A)-fiel. Se A®pr A|A, pelo
Teorema 2.38, Cx(R) é um C(A)-mddulo projetivo e finitamente gerado. Sendo C(A)
um anel comutativo e Ca(R) um C(A)-mddulo projetivo, finitamente gerado e fiel, seque

que Ca(R) é um C(A)-progerador (Coroldrio 1.52). Pelo Coroldrio 2.28, C(A) é um
C(A)-somando direto de C4(R).
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Proposigao 2.40 Sejam A um anel e A um subanel de A contendo C(A). Defina um
epimorfismo de A-bimddulos ¢o : Homeay(A, A) = A por oo(f) = f(1). Entao, existe
um homomorfismo de A-bimddulos ¢ : A — Homeay(A, A) tal que g o)y = 14 se, e
somente se, C(A) é um C(A)-somando direto de A.

Demonstragao. Inicialmente, observe que Homea)(A, A) é um A-bimédulo, com as

acoes a esquerda e a direita definidas por

(a-9)(d) = ag(d) e (g-a)(d)=g(d)a,

para todo a € A, g € Homea)(A,A) e d € A. Agora, suponha que existe um homo-
morfismo de A-bimédulos 1y : A — Homea)(A, A) tal que g o1y = I4. Considere
g = Yo(1) € Homeay(A, A). Mostremos que g € Home(a)(A,C(A)) e ¢* = g. Para

a € A, temos:

a-g=a-to(l) =vo(al) =vo(la) = ¢o(1)-a=g-a.
Assim (a - g)(d) = (g - a)(d), para todo a € A e d € A, entao ag(d) = g(d)a. Logo,
g(d) € C(A). Isso mostra que g € Homea)(A, C(A)). Observe que:
1 =g o1n(l) =poog=o(g) = g(1).

Sendo ¢ € C(A) e g € Home(a)(A, C(A)), segue que
g(c) =g(cl) =cg(l) =cl =c.
Como g(d) € C(A), pela igualdade acima, obtemos que
g(g(d)) = g(d), para todod € A.

Portanto, g? = ¢g. Assim, C'(A) é um somando direto de A, pela Proposicao 1.25.

Reciprocamente, suponha que C'(A) é um C(A)-somando direto de A. Entao, existe
p € Homeay (A, C(A)) tal que p? = p. Assim, p(d) € C(A) para todo d € A e p(1) = 1.
Logo, ap(d) = p(d)a, para todo a € A. Defina

wo: A — HomC(A)(A,A)

a — a-p=p-a
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Nessas condig¢oes, temos que ¥y é um homomorfismo de A-bimoédulos. Agora, veja que

para todo a € A, temos:

o 0 Yo(a) = wo(to(a)) = wol(a-p))
= (a-p)(1) = ap(1)
=al = a.
e portanto g o ¥y = 4. [
A partir desses resultados, conseguimos provar que se A é uma extensao H-separavel

de R, entao A é uma extensao separavel de R, onde A O R sao anéis com mesma unidade.
Teorema 2.41 [16, Teorema 2.2| Sejam A um anel e R um subanel de A. Se A®gr A é
1somorfo a um somando direto de uma soma direta finita de copias de A como A-bimaddulos
(ou seja, A é uma extensao H-separdvel de R), entdo Ca(R) é um C(A)-mddulo projetivo

e finitamente gerado e A é uma extensao separdvel de R.

Demonstracao. Como A ®@p A|A, entdo Cy(R) é uma C(A)-modulo projetivo e fini-
tamente gerado e  : A®r A = Homea)(Ca(R), A) tal que n(z ® y)(d) = zdy é um

isomorfismo de A-bimédulos, pelo Teorema 2.38. Considere o diagrama

A®r A ! Homc(A)(C’A(R),A)
X /
A
onde n(zx ®@ y)(d) = zdy, p(z @ y) = zy e po(f) = f(1). Observe que:

poon(r®y) = go(n(z®y)) =nlrey)1)
=zly=1xy = p(r®y).
Logo, ¢ o n = ¢, mostrando que o diagrama acima é comutativo. Pela Observagao
2.39, C(A) é um C(A)-somando direto de C'4(R). Aplicando a Proposigdo 2.40, temos
que existe um homomorfismo de A-bimédulos ¥y : A = Homea)(Ca(R), A) tal que
0o 01y = I4. Uma vez que n é um isomorfismo de A-bimédulos, existe a inversa n~! :
Homea)(Ca(R), A) - A®pg A. Defina ¢ = 57! 0¢)y. Assim, ¢) é um homomorfismo de

A-bimédulos. Além disso,

ot =pyonon oy =0ty =14

Portanto, a sequéncia cinde, o que mostra que A é separavel sobre R, pela Observacao
2.7. [ |

A seguinte defini¢ao pode ser encontrada em [15].
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Definicao 2.42 Sejam R um anel e M um R-bimaddulo. Dizemos que M € centralmente
projetivo sobre R se M ¢€ isomorfo a um somando direto de uma soma direta finita de

copias de R como um R-bimaodulo.

Lema 2.43 Um R-bimodulo M é centralmente projetivo sobre R se, e somente se, existem
n

g;i € Hom(rMpg, rRg) e m; € Cy(R), 1 =1,2,...,n, tais que m = >, gi(m)m;, para todo
i=1
m € M.

Demonstracgao. Pelo Lema 2.31, existem homomorfismos de R-bimoédulos f; : R — M
egi: M — R,comi=1,2,...,n, tais que > f;og; = I);. Observe que f;(1) € Cy(R),

=1
pois para todo i = 1,2,...,n, temos

fi(D) -r = fi(lr) = fi(r1) = - fi(1).

Assim, para todo m € M, temos:

n

m=>_ fig(m)) = Zgi(m)fi(l) = Zgi(m)mu

i=1
onde m; = f;(1), para todoi =1,2,...,n; [ ]

Tendo em vista esses resultados, podemos provar o seguinte Teorema.

Teorema 2.44 [26, Proposicao 1| Sejam A um anel e R um subanel de A. FEntao, A

¢ uma extensio H-separdvel de R se, e somente se, existem elementos x; € Cu(R) e
n

Yi € Cagpa(A),1 < i <n, tais que > z;y; = 1®@ 1. O conjunto {z;,y; | 1 <i < n} é
i=1

chamado um sistema H-separdvel de A sobre R.

Demonstracgao. Pelo Lema 2.43, A é uma extensao H-separavel de R se, e somente se,

existem ¢; € Hom(A®rA, 4A) e 6; € Cagra(A),i=1,2,...,n,tais que Y p;(z®y)d; =
=1

T ®y, para todo r ® y € A ®r A. Em particular, zn: pi(l®1)s; =1®1, jaque 1®1
gera A®p A como A-bimddulos. Por outro lado, Hol;Ll(A ®@r A, 4A4) & isomorfo a Cy(R)
pela aplicagao ¢ — p(1® 1), onde cada homomorfismo de A-bimddulos ¢ de A @z A em
A é dado pela multiplicagao de algum d € C4(R). Assim, @; e J; existem se, e somente
se, existem d; € Cy(R) e §; € Cagra(A) tais que i dio; =1® 1,1 <i<n. Tomando
x; =d; e d; = y;, 1 < i <mn, temos o resultado desezjzaldo. [

Os proximos resultados relacionam as extensoes H-separaveis com as algebras de

Azumaya, mostrando que todo anel que é Azumaya é também H-separédvel sobre seu

centro.
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Proposicao 2.45 Seja A uma dlgebra sobre um anel comutativo R e C(A) o seu centro.
Entao, A é uma extensao H-separdvel de R se, e somente se, A é separdvel sobre C(A) e
C(A) ®@r C(A) ~ C(A) pela aplicagao ¢ tal que p(x @ y) = xy.

Demonstragao. |24, Proposigao 1.1]. [ |
Corolario 2.46 Seja A O R uma extensdo de anéis com mesma unidade. A € uma
extensao H-separdvel de C(A) se, e somente se, A é uma C(A)-dlgebra de Azumaya.
Demonstragao. Suponha que A é uma extensao H-separavel de C'(A), entao pelo Teo-
rema 2.41, A & separavel sobre C'(A) e assim A é uma C(A)-algebra de Azumaya. Reci-
procamente, suponha que A é uma C'(A)-algebra de Azumaya. Como A é separavel sobre
C(A) e C(A) ®cay C(A) ~ C(A), temos que A é uma extensao H-separavel de C'(A),
pela Proposicao 2.45. [
Proposigao 2.47 Se A ¢ uma extensao H-separdvel de R tal que R é um R-somando
direto de A a esquerda (ou a direita), entao Cy(Ca(R)) = R.

Demonstragao. |24, Proposigao 1.2]. |
Proposicao 2.48 Seja A uma extensao H-separdvel de R tal que rRp|rAr. FEntao,
Ca(R) € separavel sobre C(A) e Ca(Ca(R)) = R.

Demonstragao. |25, Proposigao 1.3]. ]

Teorema 2.49 [18, Teorema 1| Sejam A uma C(A)-dlgebra de Azumaya e B um subanel
de A, onde A D B D C(A). Se Ap € projetivo e finitamente gerado, entio A € uma

extensao H-separdvel de B.

Demonstracao. Suponha que A é uma C(A)-algebra de Azumaya, em particular, A é
uma extensao separavel de C'(A). Assim, pela Proposi¢ao 2.4 (iii), existe um elemento
Yri®s; € A®ca) A tal que Y 15y =1e ) ar; ®s; = Y r; ® s,a, para todo a € A.
Azlém disso, como Ap é projetivo Ze finitamente :gerado, pelo Lzema da Base Dual, existe um
ntmero finito de elementos t; € A e f; € Hom(Ap, Bg) tal que Zt fi(a) = a, para todo
a € A. Considere a aplicagao 0 : A®ca)A = ARca)A, dada por 9(u®v) > ut;® f;(v).
Temos que § € Enda(A ®@ca) A). De fato, para todo r € C(A), temos: ]

(ur, ) Zurt ® f(v Zutr@fj , poisr € C(A)
—Zut @ rf;(v Zut @ f;(v)r, pois f;(v) € B C Aer € C(A)
= Zut ® f;(vr) Zut ® f;(rv), pois f é B-linear e C(A) C B
:9(u,rv).
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Sendo assim, ja que § é C'(A)-balanceada, pela Propriedade Universal do produto tensorial,
existe uma tinico homomorfismo 0 : AQca)A = A®c(a)A tal que O(u®v) = > ut;® f;(v).
J

Defina agora
gb: A®BA — A®C(A)A

Ty = YTty ® fi(sir)y
Pela Propriedade Universal do produto tensorial sobre B, garantimos a boa-definigao
da aplicacao ¢. Agora, vejamos que ¢ é um homomorfismo de A-bimédulos. Sejam
a,r,y € A. Observe que:
$la(r @y)) = dplax @y) = Y _rit; @ fi(sax)y
i?j

:0<Zri®siaa:)y: Q(Zan@)six)y, pois Zri@)si € OA®C(A)A(A)

7 %

= Z arit; @ fi(six)y = az rit; @ fi(siv)y
i,3 i,J

= ad(z @ y)

¢((z @ y)a) = ¢(z @ ya) Z rit; ® fi(siw)ya = d(z ® y)a.

Claramente, a aplicagdo canodnica ¢ : A ®ca) A — A ®p A é um homomorfismo de

A-bimoédulos. Agora, observe que para todo r ® y € A ®p A, temos:

b0 oz ®sy) = (B 5 9)) (Zm Seun (s

=) _rit; ®p filsix)y = rit; f;(siw) ©p y
i

= Zﬂ'(ztjfj(sﬂ)> ®py =) Tisit Op Y

=lz®py=2QpY

= Tagpa(r @B Y).

Logo, o¢ = Iag,a. Assim, temos A®p A i> A®ca)A i> A®p A homomorfismos de
A-bimoédulos tais que Yop = Iag,4. Entao, ¢ € um monomorfismo e ¢ ¢ um epimorfismo,
pela Proposicao 1.11. Logo, a sequéncia 0 — A ®pg A A ®c(a) A & exata, ja que
¢ € um monomorfismo. Como existe um homomorfismo de (A, A)-mddulos ) tal que

Yo ¢ = Iag,a, temos que a sequéncia acima cinde (Proposigao 1.27). Nessas condigoes,
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A ®cwy A = Im(p) @ ker(yp). Como ¢ ¢é injetora, pelo Teorema do Homomorfismo
para modulos (Teorema 1.14), A ®p A ~ Im(¢). Dai, segue que A @p A|A ®c(a) A.
Pelo Corolario 2.46, A é uma extensao H-separavel de C(A) (A é uma C(A)-algebra de
Azumaya), ou seja, A ®c(ay A|A. Pela transitividade, segue que A ®p A|A, mostrando

que A é uma extensao H-separavel de B. [

Proposicao 2.50 Sejam A uma extensao H-separdvel de B e 4M um A-mdodulo com

unidade. Se gM € um gerador, entao s M também é um gerador.

Demonstragao. [18, Lema). n

Proposigao 2.51 [7, Proposicao 2.1| Seja A C B uma extensao de anéis tal que B é um
A-mddulo projetivo a esquerda (ou a direita) e A é um somando direto de B como um

A-bimaodulo. Sao equivalentes:
(i) B é Azumaya e C(B) C A;

(11) B é uma extensio H-separdvel de A e A € separdvel sobre C(B) N A.

Demonstragao. Suponha que B é Azumaya e C'(B) C A. Observe que B D A D C(B).
Sendo B um A-mo6dulo projetivo & esquerda (ou a direita), pelo Teorema 2.49, segue
que B é uma extensao H-separdvel de A. Como A é um somando direto de B como um
A-bimédulo, utilizando a Proposigao 2.48, temos que Cp(A) é uma extensao separavel
de C(B) e Cp(Cp(A)) = A. Observe que C(B) = C(B)N A, ja que C(B) C A. Pelo
Teorema 2.29, sabemos que Cp(Cp(A)) é uma extensao separavel de C'(B). Dessa forma,
temos que A é uma extensao separavel de C(B) N A.

Reciprocamente, suponha que B é uma extensao H-separavel de A e A é separavel
sobre C'(B)NA. Dai, B é uma extensao separavel de A (Teorema 2.41). Pela transitividade
da separabilidade, temos que B é uma extensao separavel de C'(B) N A. Como B é uma
extensdo H-separavel de A e A é um somando direto de B como um (A, A)-bimodulo,
entao pela Proposigao 2.48, Cp(Cp(A)) = A. Uma vez que C(B) C Cp(Cp(A)), temos
que C(B) C A. Logo, C(B)N A= C(B). Assim, B ¢ uma extensao separavel de C(B),

ou seja, B é Azumaya. [ ]
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Capitulo 3

Acoes parciais e teoria de (Galois

Neste capitulo, estudaremos as agoes parciais de um grupo GG em uma algebra as-
sociativa A e o seu respectivo anel de grupo skew parcial, baseado em [10]. Usando a
algebra dos multiplicadores, conseguimos condi¢Oes necessarias e suficientes para que o
anel de grupo skew parcial seja associativo. Por meio de [11], apresentamos a teoria de
Galois parcial para anéis comutativos. Por fim, trazemos o estudo das acoes parciais
torcidas, com base em [12], apresentando o produto cruzado parcial correspondente e as
suas principais caracteristicas. O Teorema 3.18 mostra que o produto cruzado parcial por

uma ac¢ao parcial torcida é associativo.

3.1 Acoes parciais

Definigao 3.1 Sejam G um grupo com elemento neutro 1 e A uma K -dlgebra associativa
(n@o necessariamente unitaria). Uma agdo parcial o de G em A € uma coleg¢io de ideais

D, C A(g € G) e isomorfismos de dlgebras ag : Dy-1 — Dy tais que
(i) D1 = A e ay € a aplicagao identidade de A;
(i) Dgny-1 2 o, (Dy N Dy-1);
(iii) oy o an(z) = ag(x) para cada x© € o (Dy N Dy1).
A agao parcial o &€ um par e é normalmente representada por & = ({D, }geq, {0y }oec)-
Da definicao acima, podemos perceber algumas propriedades das agoes parciais.

Inicialmente, observe que as condigoes (i7) e (i77) mostram que a fungao a,y, € uma extensao

da funcao o, o ay,. Além disso, ozgl = qy,-1, para todo h € GG. De fato, primeiramente



observe que o, *

e ay,-1 tém o mesmo dominio e contradominio. Pelas condigoes (i) e (i),
temos que para todo x € Dy-1, ap-1 0 ap(z) = ap-1,(x) = a1(x) = z. Analogamente,
temos que ay, o a1 (x) = x, para todo x € D), = Oé;,ll(thl N Dy-1).

Note que a condigao (ii) da Definigao 3.1 é equivalente a dizer que
a}jl(Dh N Dg—1) =Dp-1N D(gh)—l- (31)

Por defini¢io, o, ' (D, N Dy,1) C D 4py-1 N Dp-1, para todo g, h € G. Substituindo h por

h=' e g por gh, obtemos que

o, 1 (Dy-1 N Dygpy-1) € Dy-1 N Dy, (3.2)
Aplicando aj-1 em (3.2), encontramos que

Dy—1 N Digpy—1 € a-1(Dg-1 N Dy).
Como ayp-1 = a;l, segue que

D1 0 Dgnyr € . (Dg1 N Dy)-

Portanto, temos a igualdade. Reciprocamente, se a equagao (3.1) é satisfeita, é imediato
que a condi¢ao (7i) da Defini¢ao 3.1 é verificada.

Diante disso, podemos reescrever as condi¢oes da Defini¢ao 3.1 da seguinte forma:

(1) D1 = A e ay é a aplicacdo identidade de A;

(i1) ag(Dy—1 N Dy) = Dy N Dgp;

(ii1) g o () = agp(x), para todo & € Dp-1 N Dgpy-1.

Observagao 3.2 Se D, = X, para todo g € G, entao o = ({Dy}gec, {y}tsec) € uma
agao global de G sobe X. Dessa forma, as agoes globais sao um caso particular das agoes

parciais.

Agora, vejamos um exemplo que mostra a construgao de uma agao parcial a partir

de uma acao global dada.

Exemplo 3.3 Sejam G um grupo e B uma dlgebra. Suponha que existe uma ac¢ao global
B de G sobre B, ou seja, existe uma aplicagio B : G — Aut(B), dada por (g) = B,
satisfazendo que B = Ip € a identidade sobre B e que By, = B4 0 B, para todo g, h € G.

Considere A um ideal de B. Podemos obter uma agao parcial o de G sobre A por restri¢ao

de B a A. Defina
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D,=AnNg,(A),Vg €.
Como A € um ideal de B e B, é um isomorfismo, entdo 4(A) também é um ideal de B,
logo Dy = AN By(A) € ideal de B.
Defina agora
Qg = ﬁg‘Dg—r
Veja que By(Dy-1) = Dy. De fato, sejay € Dy-1 = AN PBy-1(A), entioy € A ey =
Bg-1(x), onde x € A. Logo,

By(y) = Bg(By-1(x)) = Bgg—1(x) = fi(x) =z € AN Py(A) = Dy.
Assim, By(Dg-1) C Dgy. Agora, sejay € Dy. Entao, y € A e x = y(x), onde v € A.
Assim,
By-1(y) = By-1(By(2)) = v € By-1(A) N A = Dy-1.
Logo, x € Dy-1 e entao

y = By(r) € By(Dy1).

Assim, Dy C By(Dy-1) e portanto vale a igualdade. Desta forma, as aplicagoes
Qg = 69|Dg_1 : Dg—l — Dg

sao isomorfismos de dlgebras.

Agora, observe que:

(1)) D1 =ANBG(A)=ANA=Aca; =pi|a=Ia.

(i7) ag(Dy-1 N Dy) € Dy N Dgy, para todo g, h € G. Com efeito, seja y € ag(Dy-1 N Dy),
entao existe x € Dy N Dy, tal que y = ag(x) € Dy. Como x € Dy e oy : D1 — Dy €

um isomorfismo, entao existe z € Dy-1 tal que x = ap,(z). Assim,

y = ag(x) = aglan(z)) = By(Br(2)) = Ben(2) € Bgn(A).
Ou seja, y € Bgn(A)NA = Dgy. Logo, y € DgN Dy e com isso ag(Dg-1NDy) € Dy Dy,
(ii1) agn(x) = ag o ap(x), para todo x € Dy-1 N Digpy-1. Com efeito, jd que x € Dp-1 N
Dgny-1 e ag(Dg— N Dy) € Dy N Dy, para todo g, h € G, entao ap(Dp-1 N Dgpy-1) C
Dy, N Dy-1 e, em particular, ay(x) € Dyg-1. Assim, para todo v € D1 N Dgpy-1, temos

que
agn(r) = Bgn(x) = By (Bn(x)) = By(cn(x))
= ay(an(x)) = ay 0 (@)
Portanto, as condi¢oes da Definicao 3.1 sao satisfeitas e a € uma ag¢ao parcial de G

sobre A.

Definicao 3.4 Dada uma ag¢do parcial o de um grupo G sobre uma dlgebra A, o anel
de grupo skew parcial A X, G correspondente a o € o conjunto de todas as somas finitas
{dea ag0, : a, € Dy}, onde &, sao simbolos. A adi¢io € definida de forma usual e a

multiplicacao € determinada por
(agq)(brdn) = ag(ag-1(ag)bp)dgn.

29



E imediato verificar que a aplicacdo A — A x, G, a — ady, é uma imersao que nos
permite identificar A com Ad;. A primeira questao que surge sobre o anel de grupo skew
parcial A x, G é se 0 mesmo é ou nao associativo. Em geral, isso nao ocorre. O exemplo
a seguir justifica esse fato.

Exemplo 3.5 Seja A um K-espago vetorial de dimensao 4 com base {14,u,v,t}. A

adi¢ao € definida de forma usual e a multiplicacao sobre A € dada por:

W = V=w=vu=tu=ut=1t>=0
tv = vi=u
laa = aly = a,para todo a € A.

Entao, A € uma dlgebra associativa com unidade 14. Considere o grupo G = {1, g}, com
g?> =1, eI o ideal gerado por v. Temos que A x, G nao € associativo.
De fato, observe que quando I € visto como um subespaco vetorial de A, temos que

1 € gerado por u e v, pois
I =(v) ={zv; x € A}
= {(alg + bu+ cv + dt)v; a,b,c,d € K}
= {av + buv + cv® + dtv; a,b,c,d € K}
={av +du; a,d € K}.
Agora, considere os ideias Dy = A, Dy = I e a agao parcial de o sobre A definida por
ay; =1y ea,: I — 1, dada por ag(au + bv) = av + bu, para todo a,b € K. Seja A x, G
o anel de grupo skew parcial correspondente a o. Tome x = t6; + ud, € A X, G. Temos
que Tx = vy, Pois
xx = (t01 + udy)(to1 + ud,) = t61t6; + td1ud, + ud,tdy + udyud,
= 126 + tudy + (g1 (u)t)d, + ay(a,-1(u)u)d
= ay(vt)d, + ay(vu)dy
= V.
Assim,
(xx)x = v64(td1 + udy) = vé,td1 + vizud,
= ay(ay-1(v)t)6, + ag(ay-1(v)u)dy
= a,(ut)d, + a,(u®)d; = 0.
Por outro lado,
z(xx) = (t01 + udy)(vd,) = to v, + ud,vd,
= tvdy + ag(ay-1(u)v)d
= ud, + a,(v*)d; = ud,.

Logo, (xx)x # x(xx). Portanto, A X, G nao € associativo.
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Nas proximas segoes, veremos algumas condi¢oes que tornam o anel de grupo skew

parcial associativo.

3.2 Algebra dos multiplicadores

Sejam K um corpo, A uma &lgebra associativa com unidade e I um ideal de A.
Tome um elemento x € I e considere as aplicacoes L, : I — I e R, : I — I definidas pela

multiplicagao & esquerda e a direita por x, respectivamente, ou seja,
L.(a)=2za e R.(a)=axz,

para todo a € I. Entao, L = L, e R = R, sao transformacoes lineares tais que as
seguintes propriedades sao satisfeitas, para todo a,b € I:

(i) Lab) = L(a)s

(17) R(ab) = aR(b);

(17i) R(a)b = aL(D).

Definicao 3.6 A dlgebra de multiplicadores de A de uma dlgebra I é o conjunto M(I) de
todos os pares ordenados (L, R), onde L e R sdo transformagoes lineares de I que satisfa-

zem as propriedades (i)-(iii) descritas acima. Para quaisquer o« € K e (L, R),(L',R') €
M(I), as operagoes sio dadas por

a(L,R) = (aL,aR),
(L,R)+ (L'\R)=(L+L,R+ R,
(L,R)(L',R) = (Lo L',R o R).

Dizemos que R é um multiplicador a direita e L € um multiplicador d esquerda de I.

E imediato verificar que M(I) é uma 4lgebra associativa com unidade (L, R;), onde
(L1, Ry) sao as aplicagoes identidade (que no caso de um ideal I em uma algebra com
unidade A pode ser considerada como as multiplicagoes pelo elemento de unidade de A a
esquerda e a direita, respectivamente).

Defina a aplicagdo ¢ : I — M(I) por ¢(x) = (L, R,),x € I. Vejamos que ¢ é um

homomorfismo de algebras. Inicialmente, observe que para x,y,a € I, temos:

Ryy(a) = a(zy) = (ax)y = (Ru(a))y = Ry(R.(a)) = Ry o Ry(a)

Lyy(a) = (zy)a = z(ya) = x(Ly(a)) = L,(Ly(a)) = L, o Ly(a).
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Portanto,

P(xy) = (Lwy’Rwy) = (Ly o Ly, Ry o Ry) = (L, Rw)(Lw Ry) = ¢(z)o(y).

E imediato verificar que ¢ ¢ K-linear e ¢(z +5) = ¢(z) + ¢(y), ou seja, ¢ ¢ um homo-

morfismo de K-algebras.

Defini¢ao 3.7 Dizemos que uma dlgebra I é nao-degenerada se a aplica¢ao ¢ : I — M(I)
definida por ¢p(x) = (L, R:) € injetora.

Agora, vamos estudar o ker(¢). Observe que:

ker(¢) ={x € I; ¢(x) = (0,0)}
={zr € ; (L, R;) = (0,0)}
={z e€I; R,(a) =0eL,(a) = 0,para todoa € I}

={z €I; ar =0exa = 0,para todoa € I}.

Ou seja, ker(¢) é a intersegao do anulador & direita com o anulador a esquerda de I.
Assim, I é nao-degenerada se, e somente se, para todo elemento nao-nulo a € I existe

b € I tal que ab # 0 ou ba # 0.
Proposicao 3.8 [10, Proposicao 2.3] As sequintes afirmagoes sao vdlidas:
(i) ¢(I) é um ideal de M(I);

(i) ¢ : I — M(I) € um isomorfismo se, e somente se, I € uma dlgebra com unidade.

Demonstragao.
(1) Considere z € I eseja (L, R) um elemento arbitrario de M(I). Entao, (L., R;)(L, R) =
(L, o L,Ro R,). Vamos verificar que (L, o L, Ro R,) € ¢(I). Dado a € I, temos:

(L o L)(a) = Ly(L(a)) = #(L(a)) = (R(z))a = Lr@)(a) = Ls o L = La(),

onde R(x) € I, para todo a € I. Assim, L, o L = Lp(,), com R(z) € I. Analogamente,

para todo a € I, temos:
(Ro R;)(a) = R(Ry(a)) = R(ax) = aR(z) = Rpy)(a) = Ro Ry = Ry,
onde R(x) € I. Assim, Ro R, = Rp(s), com R(x) € I. Logo,

(Ly, Ry)(L, R) = (Lp(z), Rr@)) € o(1).
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De forma anéloga, obtemos que (L, R)(L,, R;) = (Lr), Ri@)) € ¢(I). Portanto, ¢(I) é
um ideal de M(I).
(i7) (=) Suponha que ¢ : I — M(I) é um isomorfismo. Denote por (L1, Ry) a unidade
de M(I), ou seja,
Li(z) =2 e Ri(r)=uz, paratodox € I.
Como ¢ é sobrejetora, existe e € I tal que ¢(e) = (L1, Ry), assim (Le, R.) = (L1, Ry), ou seja, R, =
RyeL. = L,. Logo, dado a € I, temos:

ea = Le(a) = Li(a) =a e
ae = R.(a) = Ri(a) = a

Portanto, e é a unidade da algebra I.

(<) Suponha que e € I é a unidade da algebra I. Entao, ¢(e) = (L., R.) € ¢(I).

Afirmacao 3.9 ¢(e) = (L, R.) € a unidade de M(I). De fato, dado a € I, temos que

L.(a) =ea =a e R.(a) = ae = a. Logo, (L., R.) = (L1, Ry) € ().

Por (i), temos que ¢(I) ¢ um ideal de M(I) e como (Ly, Ry) € ¢(I), segue que ¢(I) =

M(I), ou seja, ¢ é sobrejetora.

Para mostrar que ¢ é injetora, considere z,y € I tais que ¢(x) = ¢(y),ou seja, (L, R,) =

(Ly, Ry). Assim, L,(a) = Ly(a), Va € I. Em particular, L,(e) = L,(e), ou seja, re = ye

edai x =y.

Dessa forma, ¢ é injetora e, portanto, ¢ é um isomorfismo. [
Seja I uma algebra (ndo necessariamente unitéaria). Dados (L, R), (L', R') € M(I)

vamos nos concentrar na validade da férmula
RoL=LoR. (3.3)

Se (L,R) = (L, R;) e (L', R") = (L, Ry ), com z,2" € I, entdo (3.3) vale. De fato,

para todo a € I, temos:

R'oL(a) = R'(L(a)) = R'(L.(a)) = R'(za) = Ry(za)
= (za)a’ = z(az’) = (Ry(a)) = z(R'(a))
— L(R(a) = L(R(a)) = (Lo R)(a).

No entanto, nem sempre a equagao (3.3) é satisfeita.
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Defini¢ao 3.10 Uma dlgebra I é (L, R)-associativa se, dado quaisquer dois multiplica-
dores (L,R) e (L', R") € M(I), vale que R'o L = Lo R'.

O resultado a seguir lista duas condigoes suficientes para a (L, R)-associatividade.

Proposicao 3.11 /10, Proposicao 2.5 A dlgebra I é (L, R)-associativa quando qualquer

uma das condi¢oes a sequir € satisfeita:
(i) I é nao-degenerada, ou
(11) 1 € idempotente.

Demonstragao.

(1) Sejam (L, R), (L', R") € M(I). Dados a,b € I, temos
R(L'(a))b = L'(a)L(b) = L'(aL(b)) = L'(R(a)b) = L'(R(a))b.

Assim, (R(L'(a)) — L'(R(a)))b = 0. Logo R(L'(a)) — L'(R(a)) pertence ao anulador
a esquerda de I. De forma analoga, concluimos que R(L'(a)) — L'(R(a)) pertence ao
anulador a direita de I, entdo R(L'(a)) — L'(R(a)) € ker(¢). Como I é ndo-degenerada,
segue que R(L/'(a))—L'(R(a)) = 0edai R((L'(a))) = L'(R(a)), para todo a € I. Portanto,
Ro I = L' o R, mostrando que I é (L, R)-associativa.

(i7) Suponha que a algebra I ¢ idempotente. Sejam (L, R), (L', R') € M(I). Considere

ai,as € I tais que a = ayas. Note que:

Como a algebra I é idempotente, entao todo elemento de I é soma de produtos ajas,

como ay,as € I. Logo,
R(L'(a)) = L'(R(a)),Va € I.

Ou seja, I é (L, R)-associativa. |
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Proposicao 3.12 [10, Proposigao 2.7| Seja m : I — J um isomorfismo de K-dlgebras.
Entao, para (L, R) € M(I), o par (toLor !, 7o Ron™t) é um elemento em M(J).
Além disso, a aplicagao 7@ : M(I) — M(J), definida por

#(L,R)=(mroLorn Y, moRom 1),

€ um isomorfismo de K-dlgebras.

Demonstragao. De fato, vamos denotar ¢ = mo Lor ! e ) = mo Ron !, entdo, para

todo a,b € J, temos

Como as condigoes da Defini¢ao 3.6 sao satisfeitas, segue que
(7roLo7r_1,7ToRo7r_1) eJ.
Agora, sejam (L, R), (L', R') € M(I). Veja que:
#(L,R)(L',R)) =#(LoL/,RoR)=(roLolL'on !, toRoRon ).
Por outro lado,

#(L,R)7(L',R)=(roLon ', mroRor )(moL on ', moR o™ 1)
=(moLo(rtomol/on,roR o(n tor)oRon™})

=(moLoL'or ', moR oRorm™ ).

Assim, 7 é um homomorfismo de K-algebras.
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Defina a aplicacao
o M(J) - M)
(L,R) — (n'oLomatoRom) .
Agora, observe que:

fom'(L,R)=7(n'(L,R)) =7(ntoLon !, 7 1o Rom)

1

=(montoLoron ! mror'oRomon™})

= (L,R).

' ow(L,R) = 7'(7(L, R))
=n(roLon ', ToRo7 ™)

1 -1

=(ntoroLortommloroRon!

o)
= (L, R).
Portanto, 7’ é a inversa de 7 e com isso 7 é um isomorfismo de K-algebras. ]

Agora, vamos tratar da questao da associatividade para o anel de grupo skew parcial

Teorema 3.13 [10, Teorema 3.1| Se A ¢ uma dlgebra e o é uma agdao parcial de um
grupo G sobre A tal que cada D, (g € G) € (L, R)-associativo, entao o anel de grupo skew

parcial A X, G € associativo.

Demonstragao. Observe que A x, G é associativo se, e somente se,

((adn)(bdy))cds = adn((bdy)(cdy)) (3.4)

para todos h,g, f € Gea € Dy,be Dy, c e Dy. Desenvolvendo o lado esquerdo de (3.4),

temos

((adn)(bdg))cds = an(an-1(a)b)ongcdy = ang{amg)—1[an(an-1(a)b)lc}ongy,

com a-1(a)b € Dp-1N Dy e dai ap(ap-1(a)b) € ap(Dyp-1 N Dy) = Dy, N Dy, pela condicao
(74) da Defini¢ao 3.1. Entao

A ng)-t[on(a-1(a)b)] = ag-1{ap-1[an(ap-1(a)b)]} = ag-1(ap-1(a)b).

Como a1 (ap-1(a)b) € ag-1(Dy-1 N Dy) = Dy-1 N Dgy-1, entdo podemos aplicar ap, e

obtemos oy = (-1 (ap-1(a)b)) = an{aglayz-1(ay-1(a)b)c]}. Assim,

((adn)(bdg))cos = an{agag-1(an-1(a)b)c]}ongs.
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Por outro lado,
adp((bdy)(cdy)) = adn(ay(ag-1(b)c))dgr = anlan-1(a)ay(ay-1(b)e)|dngs-

Aplicando aj-1 na igualdade acima, temos que (3.4) é valida se, e somente se,

ag{ag-1(ap-1(a)b)c} = ap-1(a)ay(oy-1(b)c).

Como -1 : D, = Dy—1 € um isomorfismo e ay,-1(a) € Dj-1, podemos escrever

ag{ag-1(ab)c} = aag(ag-1(b)c),

coma € Dy-1,b€ Dy,c€ Dyeh,g,f €G. Seh=f =1, entao D, = Dy = A e assim
A x, G & associativo se, e somente se, (3.4) vale para todos g € G,b € D, e a,c € A.

Observe que:
O‘Q{O‘g*(amc} = O‘g<RC(O‘g*1(ab))) = ag(RC(O‘g*(La(b))))
= ((ogo Rcoag-1) 0 Ly)(b).
Além disso, note que:
acg(ag-1(b)c) = La(ag(ag-1(b)c)) La(og(Re(og-1(D))))
= (Lo o (ago Reoay-1))(b).

Assim, A x, G é associativo se, e somente se,
(agoReoag1)oL,=1Lgo(agoR.oay1) (3.5)

¢ vélida sobre D, para todo g € G e a,c € A.

Considere R, um multiplicador a direita de D,-1 e L, um multiplicador a esquerda
de D, . Assim, pela Proposi¢ao 3.12, temos que oy o R, o ag-1 ¢ um multiplicador a
direita de D,. Por D, ser (L, R)-associativo, segue que (3.5) é valida e portanto A x, G

é associativo. ]

Corolario 3.14 [10, Corolario 3.2] Se « é uma agao parcial de um grupo G sobre uma
dlgebra A tal que cada D, (g € G) € idempotente ou nao-degenerado, entdo o anel de

grupo skew parcial A X, G € associativo.

Demonstracao. Como cada ideal D, (g € G) é idempotente ou nao-degenerado, pela
Proposigao 3.11, segue que cada D, (g € G) é (L, R)-associativo. Assim, pelo Teorema

3.13, temos o resultado. [
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3.3 Acoes parciais torcidas

Sejam K um anel comutativo com unidade e A uma K-algebra associativa (nao
necessariamente com unidade). Considerando um multiplicador w = (L, R) € M(A) e
um elemento a € A, denotamos por aw = R(a) e wa = L(a), e dessa maneira sempre

temos que (aw)b = R(a)b = aL(b) = a(wb), para todo a,b € A.
Definicao 3.15 Uma ag¢ao parcial torcida de um grupo G sobre A é uma tripla

a = ({Dy}gea; {ag}gea, {wg,h}(g,h)EGxG)a

onde para cada g € G, Dy € um ideal de A, ay : Dyg-1r — Dy é um isomorfismo de
K -dlgebras, e para cada (g,h) € G X G, wg, € um elemento invertivel de M(D, - D),

satisfazendo as sequintes condigoes, para todo g, h,l € G:

(i) D; = DgeDgy- Dy = Dy - Dy;

(11)) D1 = A e ay € a aplicagao identidade 14 de A;

(iit) og(Dg-1 - Dp) = Dy - Dyp;

() ayoap(a) = wgvhozgh(a)w;fll,Va € Dp-1 - D115

(v) wig=wg1 = Ip,;

(Vi) ag(awp )wgm = og(a)wg nwgn,¥a € Dy—1 - Dy, - Dy

Segue imediatamente do item (i) que um produto finito de ideais Dy - Dy, ... é

idempotente.

Pelas condigoes (i) e (iii), temos que
ag(Dg-1 - Dy - Dy) = Dy - Dgp, - Dy,
para todo g, h, f € G. De fato, por (i) e (1), segue que:
ag(Dy-1 - Dy, - Dy) = ag(Dy-1 - Dy, - Dy-1 - Dy)

= ag(Dy-1 - Dp)og(Dg-1 - Dy)
= Dy Dyp, - Dy - Dyy
= Dg Dy, - Dy
=Dy -Dgp - Dyy.

Também segue imediatamente de (i7i) que

a,'(Dy - Dy) = Dg-1 - Dy, (3.6)
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para todo g, h € G. De fato, tomando h := g~'h em (i77), temos
ag(Dy-1 - Dy-1y,) = Dy - Dy,
Aplicando ag_l na igualdade acima, obtemos que

Dy-1 - Dy-1y, = a, ' (Dg - Dy),

g

para todo g, h € G.
Por (vi), vemos que os multiplicadores sao aplicaveis.
Dada uma algebra idempotente I, segue da Proposi¢ao 3.11 que I é (L, R)-associativa,

assim

(wx)w = w(zw'), (3.7)
para todo w,w’ € M(I) e x € I. Como os ideais D, sdo idempotentes, segue que a
igualdade (3.7) é valida e portanto nao precisamos de parénteses no lado direito de (iv).

Definicao 3.16 Dada uma acao parcial torcida o de G sobre A, o produto cruzado par-

cial, denotado por A X, G, € a soma direta:

@QEG Dydy,

em que 0s 0,’s sao usados simplesmente como marcadores de lugar. A adigao é definida

de forma usual e a multiplicacao € dada pela regra:

(agdy) - (bndn) = ag(agl(ag>bh)wg,h59h'

Nesse caso, w,,, age como um multiplicador a direita sobre o (a ' (ag)by) € ag(Dy-1-
Dy) =D, - Dyp.

Dado um isomorfismo « : I — J e um multiplicador u = (L, R) de I, temos
que u* = (aLa',a 'Ra) ¢ um multiplicador de J (Proposi¢ao 3.12). Observe que o
efeito de a'Ra em x € I ¢ (a™'Ra) -z = a'Ra(z) = a(R(a"(x))), assim como
(aLa™) -z = (aLa™)(z) = a(L(a™(x))).

Para a demonstragao da associatividade de A x,, G, vamos precisar do seguinte

resultado técnico.

Lema 3.17 [12, Lema 2.3] Temos as duas sequintes propriedades:

(i)
acn (i (8)¢) = (e, (ab)e),

para quaisquer a,c € A,b € Dy eh € G.
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(i1)
[ogn (wgnogn())]le = agy (wynagn(c)),

para quaisquer * € Dyp-1 - Dy-15-1,9,h € Gec € A.

Demonstragao.
(1) Como o, : Dyp—1 — Dy, & um isomorfismo e (L., R.) ¢ um multiplicador de Dj-1, entao
o par (apL.o; ', o' Reay) é um multiplicador de Dy, (Proposi¢io 3.12). Usando (3.7)

para os multiplicadores (o L. ', a; ' Reay) e (Lq, R,), temos que
Lo+ (b (o Reay,)) = (Lg - ) - (o' Reawy,).

Veja que:

Logo, temos o resultado desejado.

(1) Pelo item (4i7) da Definicao 3.15, sabemos que agp(Dp-1 - Dyp-1,-1) = Dgy, - Dy Assim,
oy, restrito a Dy-1 - Dp-14-1 fornece um isomorfismo gy, @ Dyp—1 - Dp-1g-1 — Dy - Dy
Como a;hl : Dy - Dy, = Dp-1 - Dp-14-1 € um isomorfismo e wy; € M(D, - Dgyp,), temos

-1 -1

[e% [0
gh 2 : . . . . gh
que w, 3" ¢ um multiplicador de Dj-1 - Dp-14-1. Considerando os multiplicadores w 3" e

(Le, R.), por (3.7), temos que

[(agnwynagn) - 2] - Re = (aglwgnag) - [ - Re].

Veja que:
[(O‘gihlwg,hagh) ‘z]- R, = (Oé;;fwg,h%h) o R
[ (Wonogn(2))] - Re = (g wynogn) - (wc)
[y (wg nagn())]e = o (wg nagn(xc)).
Logo, temos o resultado desejado. ]

Para finalizar, vamos provar que o produto cruzado parcial por uma acao parcial

torcida é sempre associativo.
Teorema 3.18 [12, Teorema 2.4 | O produto cruzado A X, G € associativo.
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Demonstracao. Sabemos que A %, G' ¢é associativo se, e somente se,
(adgybép)coy = ady(boycod;) (3.8)
para arbitrérios g,h,t € G e a € Dy, b € Dy, c € D,. Desenvolvendo o lado esquerdo da

equacao acima, temos

(adybdp)coy = ozg(ozg_l(a)b)wgﬁcét = agh{a;hl [ag(ag_l(a)b)wg,h]c}wgh,téght.

Por outro lado,

ady(bopcdy) = aégah(agl(b)c)wwéht = ag[ozg_l(a)ozh(oz,:l(b)c)whﬁt]wgﬁtéght.

Veja que a,*(a)an(a, ' (b)c) € Dy-1 - an(Dp-1 - Dy) = Dy - Dy, - Dy Pela condigao (vi)

da Definicao 3.15, segue
ady(bdpcdy) = Ozg[ag_l(a)ah(a}jl(b)c)]wg,hwgméght.
Comparando os dois lados da equagao (3.8), podemos cancelar wy,; que é invertivel. Além
disso, para todo g € G, %—1 : Dy — Dy é um isomorfismo, e podemos "identificar"a com
a;l(a), para todo a € Dy-1. Assim, temos que a equagao (3.8) ocorre se, e somente se,
O‘gh{a;hl [ag(ab)wgple} = ay [aah(a,;l(b)c)]wg_h (3.9)
¢ verificada para quaisquer g,h € G ea € Dy-1,b € Dy, c € A (faca t =1 e podemos ver

¢ como um elemento arbitrario em A). Aplicando o item (i) do Lema 3.17 no lado direito

da equagao (3.9), temos

aglaag (ot (b)e)wyn = aglan(a;, (ab)e)wg p.
Agora, sendo y = ab € Dy-1 - Dy, precisamos mostrar que
agniag, lag(y)wgale} = aglan(ay (y)e)wg (3.10)
¢ satisfeita para arbitrarios g,h € G,y € Dy - Dy,c € A. Escreva v = a;l(y) €
o, (Dy-1 - Dy) = Dj-1 - Dj—141. Dai, y = ay(z). Entdo, aplicando a condigao (iv) da
Defini¢ao 3.15 e o item (ii) do Lema 3.17 no lado esquerdo da equagao (3.10), obtemos
agniag, [ag(y)wgnley = ag{ag, lag(an(@))wgnlc}
= agn{ay, [y nagn(T)w, Lwynlc}
= agn{ag, [wenagn(x)]c}
= agn{ary, [wgnagn(zc)]}

= Wy nagn(zC).
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Considere z = xc e a equagao (3.10) torna-se
Wy ngn(2) = aglan(z)]wg (3.11)
para arbitrarios g,h € G e z € Dy-1 - D-14-1. Por fim, note que:
g (2)wg n = wg,hagh(z)wgiiwg,h = Wy n0gn(2),

pelo item (iv) da Definigao 3.15. Dessa forma, a equacao (3.11) é verdadeira e, portanto,

o produto cruzado parcial A X, G é associativo. [ ]

3.4 Teoria de Galois

3.4.1 Extensoes de Galois para anéis comutativos

Nesta secao, vamos abordar a definigao de extensao de Galois para o caso de anéis
comutativos. Além desse caso, a teoria de Galois tem aplicacoes em outras areas da
matematica, como a teoria de Galois para anéis de divisao, ou mais geralmente, para anéis
comutativos, assim como na teoria das equagoes diferenciais. Apresentaremos o conceito
de extensao de Galois no contexto das agoes parciais para anéis comutativos, definicao
esta que serd usada como uma importante ferramenta de prova para a demonstracao dos
resultados principais.

No que segue R sempre denotara um anel comutativo com unidade 1 e o simbolo ®
significard ®pg.

Seja S uma R-algebra comutativa com elemento identidade que também sera deno-
tado por 1. Dizemos que S é uma extensao de R se S ¢ fiel como R-modulo. Logo, se S é
uma extensao de R existe uma imersao natural R — S tal que r — r-1. Por simplicidade,
identificamos R com sua imagem R -1 em S.

Dados uma extensao S de um anel R e G um subgrupo finito de Aut(S) (todos os
automorfismos de §), denotamos por S x G o S-modulo livre com base {0, : ¢ € G}.

Sobre S x G defina a multiplicagao

(Zagag> (ZbT(ST) =Y a,0(b;)0r.

ceG TEG o,7eG

Esta multiplicagao faz de S X G um anel ndo comutativo (exceto se G = {Ig}) com

unidade 10; = J; (também denotaremos o elemento neutro de G' por 1). Observe que

72



S x G é em particular um R-moédulo e S x G é uma R-algebra se, e somente se, G C
Autg(S) = {o € Aut(S) | o(x) = x para todox € R}.
Sejam A = Hompg(S,S) e ¢ : S x G — A dada por
o) ( Z aa&,) (s) = Z a,0(s),
oeq@ oeq
para qualquer s € S.
Entao A é uma R-algebra com elemento identidade 14 = I5. Por outro lado, A é

também um S-moédulo via a acao
(sf)(s') = sf(s') para quaisquers, s’ € Se f € A

e ¢ ¢ um homomorfismo de S-modulos e, em particular, de R-médulos. Além disso, ¢ é
um homomorfismo de anéis e se G C Autg(S), entdo ¢ ¢ também um homomorfismo de
R-algebras.

Considere uma mesma extensao S de R e o mesmo subgrupo finito G C Aut(S).
Denote por V(S : G) o S-modulo livre de base {d, | 0 € G}. Sobre V(S : G) definimos a

multiplicacao

(Zagég) (25757) = > aob:b,:0,,

oceG TEG o,TeG
onde

1, seoc=r71

50’,7': .
0, sedc#T

Esta multiplicacao faz de V(S : G) uma S-algebra (em particular uma R-dlgebra) comu-

tativa com elemento identidade 1 = ) . E facil verificar que os elementos 0,,0 € G,

oceG

sao idempotentes (nao nulos) que verificam 6,0, = 0 se o # 7. De fato,

e se 0 # T, entao

Consequentemente, temos que V(S : G) é naturalmente isomorfo a S-algebra S@&...® S.

Seja 1 : S® S — V(S : G) dada por

(g a; ® bi> - i > aio(b;)d,.

1=1 oG
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Considerando S ® S como uma S-algebra via a acao
s+ (a®b) = (sa) ® bpara quaisquera, b, s € S,
verifica-se que 1 é um homomorfismo de S-dlgebras (em particular de R-algebras).

Teorema 3.19 Sejam S uma extensio de R e G um subgrupo finito de Aut(S). Seja

S¢ ={z € S |o(x) ==z, para todoo € G}. As sequintes condicdes sao equivalentes:

(i) 1. S € um R-mddulo projetivo e finitamente gerado.
2. ¢: S %G — Hompg(S,S) € um isomorfismo de R-dlgebras.
(ii) 1. S =R.
2.90:5®85 = V(S:G) € um isomorfismo de S-dlgebras.
(isi) 1. S¢=R.

2. Existem elementos x1,...,Tn,Y1,...,Yn €m S tais que

1, seoc=1
, para todoo € G.

zjo(y;) =015 =
; T 0, seo#1

(iv) 1. S¢=R.

2. Para cada 0 # 1 em G e para cada ideal mazximal M de S, existe x € S tal
que o(z) —x ¢ M.

(v) 1. 8¢ =R.

I\S)

. para cada idempotente nao nulo e em S e para cada par o # T em G existe
x €S tal que o(z)e # T(x)e.

Co

. S € separdvel sobre R.

Demonstragao. [22, Teorema 3.4|. n

Definigao 3.20 Sejam S uma extensao de R e G C Aut(S) um subgrupo finito. Dizemos
que S € uma extensao de Galois de R com grupo de Galois G, se satisfaz uma das condigoes

equivalentes do Teorema 3.19.

Corolario 3.21 Sejam S uma extensao de R e G C Aut(S) um subgrupo finito tal que

S¢ =R. Se S € um corpo, entio S é uma extensio de Galois de R.

Demonstragao. Se S é um corpo, entao a condigao (iv) 2. do Teorema 3.19 é claramente

satisfeita, uma vez que 0 é o tnico ideal maximal. [
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3.4.2 A aplicagao trago e subanéis fixos

Sejam G um grupo e S uma R-algebra unitaria. Nesta se¢ao, vamos assumir que
a = ({S;}gea: {ay}tsec) € uma acao parcial de G sobre S, onde os ideais associados a
acao serao denotados por S, salvo indicacao contraria. Além disso, assumiremos que o
grupo G ¢ finito e qualquer R-algebra S é comutativa, com unidade e fiel. Identificamos
R com Rlg e assim R C S. Também assumiremos que cada S, ¢ gerado por um elemento

idempotente 1,, ou seja, S, ¢ uma R-algebra com identidade. Neste caso,
Sg N Sh - 1gth-

De fato, seja y € S, N Sp,. Entao, y = sl,, para algum s € S. Além disso, y = yl;, € 5.
Assim,

y=yl, = Slglh = 1g1h3 c 1gth-

Logo, S, NS, C 1,1,5. A outra inclusao segue do fato de S, e S}, serem ideais de S.

Portanto, temos a igualdade.

Observacao 3.22 Se cada S, € gerado por um elemento idempotente 14, entao a multi-

plicagao em S X, G € dada apenas por
(ag0g)(brdn) = agoy(brlg—1)dgh.
De fato, para azo4,bp0n € S X4 G, temos

(ag0y)(bndn) = ag(ag-1(ag)bn)dgn = ag(ag-1(ag)lg-1bn)dgn
= agy(ag-1(ag))ay(bnly—1)dgn

= ag()zg<bhlg—1 )5gh‘

O proximo resultado serda usado com bastante frequéncia no restante do texto.

Lema 3.23 Seja o uma agao parcial de um grupo G sobre uma R-dlgebra S tal que cada

R-dlgebra S, tem unidade 1,. Entao, as igualdades
(Z) Oég(lg—llh) = lglgh €
(ii) ag(ap(xlp-11p-14-1)) = aglap(xlp-1)1-1) = agp(xlp-14-1)1,

valem para todo g,h € G ex € 5.

Demonstragao.
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(¢) Como « é uma acao parcial de G sobre S, temos que ay(Sy-1 N Sy) = Sy N Sy Além
disso, sendo «, um isomorfismo de R-dlgebras, para cada g € G, segue que cada o
preserva unidade, ou seja, ag(1,-11p) = 1,14y

(77) Usando o item (i), temos

aglon(xlp-11p-14-1)) = ag(an(xlp-11p-11p-14-1))

I
Q
<

I
Q

glan(xly-1)11,-1)

(aun(
(an(zlp-1)an(lp-11p-14-1))
(an(
(an(

= ag(ap(xly-1)14-1).

Por outro lado, ja que 21p-11-15-1 € Sp-1 N Sp-15-1 = @ (Sp-1NS,-1), usando novamente

(1), temos que

ag(ah(xlh—llh—1g—1)) = :L’lh 11h 1 —1)

Qgp fElh 11h lg 11h lg )

Il
Q

Qgp, l’lh 1 —1) ghl

Qg
(
gh(T1p-1g-1)agn(Lp-11p-14-1)
(
gh (1p-14-1)14

O subanel dos invariantes de S segundo « é definido por
S*={x €S| ay(zrl;-1) =zl para todog € G}.

Note que x € S ¢ equivalente a ay(za) = way(a), para todo a € S;-1,9 € G. De

fato, se x € §% e a € §,-1, entao
ag(za) = ag(rl-1a) = ag(xly-1)oy(a) = vlzay(a) = zagy(a).

Por outro lado, se z € S ¢é tal que a4(ra) = za,(a), para todo a € S;-1,9 € G, temos,
em particular, que a igualdade vale para a = 1,-1 € S;-1. Assim, ay(zl,-1) = zag(1,-1).
Como para cada g € G,ay : S;-1 — S, é um isomorfismo, segue que ay(zl,-1) = zl,.

Assim, ag(xl,-1) = xl, e portanto x € S°.

Observagao 3.24 Como para cada g € G, o, € R-linear, ou seja, ay(ra) = roy(a), para
quaisquer v € R,a € Sg—1, entao R C S°.
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A aplicacao trago desempenha um papel importante quando se tem agoes de grupos

finitos em algebras. No nosso caso, definimos

trgyp: S — 5S¢
T Y eq 0g(Tlym1) '
Vejamos que trg g estd bem-definida, ou seja, trg/r(r) € S*. De fato, como trg/pr(x) € S
¢ suficiente verificar que para cada h € G, ay(trg/rly-1) = trg/rly. Observe que:

ap(trs/p(x)ly-1) = ah(Zozg(xlg_1)1h_1> = Zah(ag(xlg-l)lh-1)

geG geG

= Z Cth<.’Elg—1h—1)1h

9eG
= trg/p(x)1s,
onde a terceira igualdade segue do Lema 3.23.
Observe que trg/p : S — S ¢ uma aplicacao R-linear a esquerda e a direita, visto

que o ¢ R-linear, para todo g € G.

3.4.3 Extensoes de Galois Parciais

Nesta sec@o, vamos supor que o grupo G ¢ finito e a = ({9, }4ec, {ay}gec) € uma
acao parcial de G sobre S. Vale salientar que as seguintes definicoes nao precisam da
comutatividade dos anéis em questao, mas, nesse caso, estamos trabalhando com anéis

comutativos.

Definicao 3.25 Uma R-dlgebra S ¢ dita uma extensao de Galois parcial de R com a¢ao
parcial « (uma extensao de Galois a-parcial, abreviado) se S® = R e existem x;,y; €
S, 1 <@ <n, satisfazendo

lg, se g=1

Tr;x (yzl 71):517: .

Os elementos x;,y; sao chamados de coordenadas de Galois parciais de S.

Considere a aplicagao natural j : S x, G — Endg(S) definida por

j(2a959> (x) = Zagag(xlgfl), para todoz € S.

geG gelG

Observe que estamos identificando S com Sd; em S %, G.
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Lema 3.26 Temos que:
(i) j € um homomorfismo de S-mddulos d esquerda.

(i1) j € um homomorfismo de R-dlgebras.

Demonstragao.
(i) Sejam s,z € S'e 3 5a40, €S xq G. Veja que:
J (s Z agég) (x) =7 ( Z sagdg) (x)
geG geqG
= Z Sag0g (141
geG
=5 Z agag(zl,-
geG

(g

E imediato verificar que j(ay6,+b,0,)(x) = j(ayd,)+75(byd,). Assim, j ¢ um homomorfismo
de S-modulos a esquerda.

(17) Para quaisquer g,h € G e x € S, temos

3((agdy)(bron))(x) = jagoy(bply-1)dgn)(x) = agoy(bply-1)agn(x1p-14-1).
Por outro lado,

7(ag0g)j(bndn)(x) = j(agdy)(brau(x1p-1))(x)
= agag(bpap(ly-1)1,-1)
agag(bply—1) oy (ap(xlp-1)1,-1)
= agoy(bply-1)agn(xlp-1,-1)1,
ag(bply—1)ogn(xlp-14-1).

Portanto j((ag0,)(bron))(x) = j(ayd,)j(brdn)(x), para todo x € S, mostrando que j é um

homomorfismo de R-élgebras.

Seja M um S %, G-moédulo. Defina

={me M| (1,0,)m = 1,m, para todog € G}
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o R-submoddulo formado pelos elementos de M invariantes por a. Note que M também
pode ser visto como um S-modulo a esquerda através da imersao x — xdq, ja que S C
S %, G.
A algebra S pode ser considerada como um S x, G médulo via a aplicagdo 7, ou
seja:
(agdyg)x = j(agdy)(x) = agay(xly-1),

para todo z € S e g € GG. Entao, o subanel de invariantes como definido acima é

S¢ ={x €S| (1,6,)x = 1,2, para todog € G}}
={z € 5| 1,04(xly-1) = 14z, para todog € G}
={zx eS| ayrl,~1) =1,x, para todog € G}.

Ou seja, SY coincide com a definicao de S©.

Agora, vejamos o resultado principal dessa segao.

Teorema 3.27 Seja o uma agao parcial de um grupo G (finito) sobre uma R-dlgebra S.

Entao, as sequintes afirmagoes sao equivalentes:
(i) S é uma extensao de Galois a-parcial de R.

(11) S é um R-mddulo projetivo e finitamente gerado e j : S Xo G — Endg(S) é um

isomorfismo de S-maodulos a esquerda e R-dlgebras.

(1ii)) S* = R, S é um R-mddulo projetivo e finitamente gerado e para todo S X, G-
mdodulo & esquerda a aplicagdo pn: S ® MY — M, dada por p(x @ m) = xm, é um

isomorfismo de S-mddulos a esquerda.

(iv) S* =R, S é um R-mddulo projetivo e finitamente gerado e a aplicagdo 1) : S®S —
[1,ea Sgs dada por (z @ y) = (xay(yle-1))eec, € um isomorfismo de S-mddulos a

esquerda.

Demonstragao.
(1) = (di) Suponha que S é uma extensdo a-parcial de Galois de R. Entao, S® = R e
existem elementos z;,y; € 5,1 < i < n, satisfazendo ), z;0(y;1,-1) = 61 4. Para cada

i€{1,2,...,n}, defina f; € Homg(S, R) por

filz) = trg/r(yir) = Zag(yimlgﬂ),‘v;ﬂ es.

geG
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Vamos mostrar que {x;, f;} ¢ uma base dual para S como R-mo6dulo. De fato, dado x € S,

temos
Z ZtrS/R Y;X )T ZZQQ yll‘l
i=1 i=1 geG
- ZZag Yilg—1)og (2l ,- Zag (x1,- {Z g(yilgl):pi]
i=1 geG geG i=1
—Zag (x1y-1)01,4 = n(xls) = .
geG

Portanto, pelo Lema da Base Dual (Teorema 1.42), S é um R-moédulo projetivo e finita-
mente gerado. Agora, mostraremos que a aplicacao j é um isomorfismo de R-élgebras.
Pelo Lema 3.26, resta mostrar que j é injetora e sobrejetora. Dado h € Endg(S), consi-

dere

w-Zthzagy, 1)0, € S %, G.

geCG =1

Assim, para todo z € S, temos

n

Zthl ag(yily-1)og(xl,-1) Zthl ag(yily—1z)

gGGz 1 g€eG i=1
n

= Zh {Z% il 1 = ;h(mﬁ(m)

= ; h(ﬂﬂz‘fz‘;)) = h(gxifi(x)> = h(z).

Logo, j(w) = h e portanto j é sobrejetora. Finalmente, suponha que v = dec ag0, €

ker(j). Entao, j(v)(x;) = 0, para todo 1 <14 < n. Observe que:

0 = ZZ] Jan (il 5h—ZZZa9a9 x;ilg-1)an(yilp-1)0n

heG i=1 heG i=1 geqG
= ZZ% Zag(xilg_1)1gah(yilh_1)] on
hedG geG - =1
= ZZ@Q Zag<$ilg—1>ag(06g—l(1gO{h(yi1h—l)1g):| o,
heG geG - =1
- Y%, Z%@%_1<ah<yi1h_1)1g>>}5h
heG geG - =1
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= ZZ%[Z@Q xi0g-15,(Yilp-14)14-1)) | On, pelo Lema 3.23

heG gelG =1

- Z Z agag((sl,g*lhlgfl )5h

heG geG

= D) agay(Ongly-1)dn

heG geG

= Z ahozh(lhq

heG

= Z ahlhéh

heG

= Zahéh = .

heG

Logo, v = 0 e com isso concluimos que j é injetora, o que mostra que j é de fato um
isomorfismo.
(17) = (i4i) Como S é um R-modulo projetivo e finitamente gerado, pelo Lema da base

dual, existem x; € S e f; € Homg(S, R), 1 <i <, tais que

I
T = Z fi(z)x;, para todoz € S.

i=1
Ja que j é sobrejetora e f; € Hompg(S, R) C Endg(S), existem v; € S x, G, 1 <i <,

tais que

Entao
3((Lgdg)vi)(x) = j(1404)7(vi)(x) = j(1404)(fi(z))

= Loy (fi(z)14-1)

=1,fi(z)1,, pois f;(z) € R C S“

= 1fi()
= 1,§(0) ()
= j(1,4v;)(x), para todox € S.
Assim, j((1,8,)v;)(x) = j(1,0;). Como j & injetora, segue que

1959”01' = 1gUi = (1951)(01‘), (312)

para todo g € G. Suponha que M é um S x, G-mddulo & esquerda, em particular, vale

a associatividade dos escalares. Dai, para m € M, temos por (3.12) que

(146) (vim) = [(1404)]vim = (1gvi)m = 14(v;m).
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Ou seja, v; € MY, para todo 1 < i <.

Defina
v: M — S® M®

!
mo= Y T @um

Observe que

(Zx vz) zl: z;j(v;)( szfz T,

=1
para todo z € S. Além disso, j(151)(£€) x, para todo x € S. Novamente, como j é

injetora, devemos ter

l
ZCL’Z‘UZ' = 1(51 es Ha G. (313)

Observe também que para todo = € S,v =Y, _,b,0, € S %, Gem € M®, temos

geG

v(zm) = (vz)m = (Z(bgag)(ml)) m

geG

- (Zbgag(mgl)(sg)m = (Z(bg%(xlgl)al)(1g(5g))m

geG geaq

= Z(byay(mlg—l)51)((19(551)7”) = Z(bgag(xlg—1>5l)(1gm)

geG geG

= (Z(bgag(ﬂgl)al)ugal))m = (Zbgag(mgl)al)m

geG geq
= j(v)(z)m.
Nessas condicgoes,
v(zm) = j(v)(z)m. (3.14)
Vejamos que v € a inversa de p. Inicialmente, note que para todo m € M, pela equacao

(3.13), temos:

(wov)(m (Za@@vz ):gmi(vi (val) (101)m = m = Inr(m).

Por outro lado, para todo x € Sem € MY, pela equacao (3.14), temos

(vop)(z®@m)=v(u(z®m)) =v(zm)
= sz ® v;(zm) = le ® j(v;)(x)m
= sz ® fi(z)m = (Z%fz(x)) ®m

=x®@m = [ggyc(x @m).
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Assim, v é a inversa de p e portanto p é um isomorfismo de S-moédulos a esquerda. Resta
mostrar apenas que S* = R. Pela Observacao 3.24, a inclusao R C 5S¢ ocorre. Seja
r e S*={zx eS| arl~1) = xl, paratodog € G}. Note que z € C(S %, G). De

fato, seja a =3 5 a,0, € S % G, entao

za = (z6;) (Z agag) = zayd,

geG geG
= Z agrd, = Z aglyxd,
geG geG
= Z ag0g(Tl4-1)d5 = (Z ag(sg) (xd1)
geG geG
= ax.

Como j é um isomorfismo de R-algebras, entao j preserva elementos do centro, logo
j(x) € C(Endg(S)). Ja que S é um R-mddulo projetivo, finitamente gerado e fiel, temos
que S é um R-progerador e portanto, pela Proposigao 2.27, segue que Endg(S) é central,

ou seja, C'(Endg(S)) = R. Logo, j(z) € R. Isso significa que
j(x61)(s) = xs € R, para todos € S.
Em particular, para s = 1g, temos
r=uxlg € R.

Dai, S* C R e assim S* = R.
(t3i) = (iv) Seja F ={f : G = S| f(g) € Sy, para todo g € G}. Claramente, a aplicagao

v F o— ngGSQ
[ = (f(9)gec

¢ um isomorfismo de S-modulos & esquerda. Além disso, observe que F tem estrutura de

S X, G-modulo & esquerda dada por

[(ag0g f)I(h) = agog(f(g~ h)1g-1),

para todo f € F e g,h € G. Por (iii), sabemos que a aplicacdo u : S ®@ F¢ — M ¢é

um isomorfismo de S-moédulos 4 esquerda. Assim, 71 : S ® F¢ — [[.cq Sy, definida por

geG
Wz ® f) =voulr® f) = (vf(g9))gec, para todo x € Se f € F, é um isomorfismo de

S-modulos a esquerda.
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Considere agora a aplicacao

onde f, : G — S é definida por
f2(9) = ay(z1,-1), para todog € G.

Vamos mostrar que ¢ esta bem-definida, ou seja, f, € F¢ onde F¢ = {f € F | (1,6,)f
1,f, para todog € G}. De fato, para todo h € G, pelo Lema 3.23, temos

[(1g09) fal (h) = Lgag(fulg™ h)1g-1) = ag(ag-1p(@lp-1g)14-1)
= ap(zlp-1)1, = fu(h)1,
Dai, f, € F€ e a aplicacdo estd bem-definida. Ademais, a reciproca é também verdadeira:
se f € FY temos
[(1409).f1(h) = ag(f(h™ g)1g1) = 14 f (h),

para todo g, h € GG. Em particular, tomando h = g, obtemos

ag(f(1)1g-1) = 1,f(g9) = [(9)-

Denotando = = f(1), temos

f(9) = ay(@1y-1) = fa(g), para todog € G,

ou seja, f = fu, com x = f(1). Assim, f é unicamente determinada por f(1). Com isso,
concluimos que a aplicacdo ¢ : S — F¢ é um isomorfismo de R-moédulos 4 esquerda com
inversa dada por
ol F¢ S
foeor
Logo, temos o seguinte diagrama:

Is®¢

S®S S® FC

N

ngG

Vejamos que o diagrama acima é comutativo. Para z @ y € S ® S, temos

o
\

fo(Is®p)(z®y) =T ®p(y) =nz e fy)
= (zf ( ))gGG = (xag(ylgfl))ge(?

=Yz ®y).
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Portanto, 1) é um isomorfismo de S-moédulos & esquerda.

(tv) = (i) Por hipotese, temos que S* = R. Entao, s6 resta mostrar que existem as
coordenadas de Galois parciais. Para a segunda parte de (i), considere (1g,0,...,0) €
I1 gec Og» onde a primeira parte ¢ correspondente ao elemento g =1 em G. Como ¢ é um
isomorfismo, existe w ="' | z; ® y; € S® S tal que ¢(w) = (1g,0,...,0). Assim,

=¢<iixi®yi> = (iilxioég(yilgl)) = (1g,0,...,0),

gelG

ou seja,

(inag(yilgl)) = 5179.
i=1

geG
Logo, x;,y; sao as coordenadas de Galois parciais de S. Portanto, o teorema esta provado.

[ ]
Teorema 3.28 [11, Teorema 4.2| Seja o uma agao parcial de G sobre uma R-dlgebra S.
Se S € uma extensdo de Galois a-parcial de R, entdo S € separdvel sobre R.
Demonstragao. Suponha que S é uma extensao de Galois a-parcial de R, ou seja,
S = R e existem elementos z;,y; € 5,1 <1 < n, tais que Z?Zl z;iog(y;l,-1) = 014, para
todo g € G. Vamos mostrar que o elemento e = Y_"" ;@ y; € S® S é o idempotente de

separabilidade de S. Inicialmente, observe que

= mS<inag(yilgl)) = inyi = ls.
=1 i=1

Além disso, para todo x € S, temos

Zxxi@)yi:Z(Zag w1, 519)®yizz<2a9 w1, Zx]ag yil, )®yZ
i=1

=1 geG =1 gelG
= 3 (Seuteraity Jos o= S mirsatara) o
ij=1 \geG t,j=1

= Z r; @ trg)r(xy;)yi, poistrs r(zx;y;) € S* =R

‘,jfl
= Z z; ® Z Z ag(ray;ly-1)1,y;
i=1 geQG
= Z Tj & Z Z ag(zziyile-1)ag-1(yily)
i=1 geQG
_Zx]@@Zag(Zxag 1(yily)y;xly- )
geG
= Z z; ® Z ay(01,9yj21,-1) = Z T ® Y.
geG j=1
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Logo, e € Csgs(S). Assim, e é o idempotente de separabilidade de S e portanto S ¢
separavel sobre R, pela Proposicao 2.4. [

A préxima proposicao mostra que a aplicagao trago parcial é sobrejetora.
Proposicao 3.29 Seja S uma extensao a-parcial de Galois de R. Temos que:

(i) Para qualquer f € Hompg(S, R) existe s = s(f) € S tal que f(y) = trs/r(sy), para
todoy € S.

(ii) Existe c € S com trg/r(c) = 1.

Demonstragao.

(1) Suponha que S é uma extensdo a-parcial de Galois de R. Entao, pelo Teorema 3.27,
1

j: 8 %, G — Endp(S) é um isomorfismo. Como Homp(S, R) C Endg(S) ~ S x, G,

existe w =) _;a,05 € S X, G tal que f = j(w). Assim,

fly) =j(w)(y) = Zagag(ylgq), para todoy € S.
geG
Usando o Lema 3.23, temos

an(f () 1h-s) = ah(z agag<ylgl>1h1) = 5" (g Lyt Jom(rg(y1y1) 11)

geG geG

- Z ap(agly-1)ang(ylg-1p-1)1
geG

= Z Oéh<ah—111h—1)041(y11—1),

lea

para todo h € (G, onde a tltima igualdade foi obtida fazendo hg = I.
Por outro lado, ja que f(y) € R = S%, temos ay(f(y)1p-1) = f(y)1,. Entéao,

Z an(ap-ulp-1)ou(yli-1) = Z @ (yli-1)1p,

lea leG
e isto implica que

J ( > ah(ah—lzlh—1)115z) ()= ( > a11h5z) (v),
leG lea

para todo y € S e h € G. Como j é um isomorfismo, temos ), an(ap-115-1)L;6 =
> eq wlpdy e portanto ap(ap-11,-1) = @, para todo g,h € G. Em particular, para
[ = h, temos

ap(a1ly-1) = aply = ap, para todoh € G.
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Para todo y € S, temos
fly) = Z = agoy(yly-1) = Zag(allg_1)ag(ylg_1) = Z(alylg_1) = trg/r(a1y).
geG geqG geq@

(17) Pelo Teorema 3.27, segue que S é um R-modulo projetivo e finitamente gerado. Sendo
S também fiel, pelo Corolario 1.52, temos que S é um R-progerador e, em particular, S é
um R-gerador. Entdo, existem y; € Se f; € Homg(S,R),1 <i<mn,com Y ., f;(y;) = L.

Usando o item (i), existem z; € S tais que f;(y) = trg/p(2;y), para todo y € S. Assim,
1= fily) = trsjrlzy)
i=1 i=1

=trs/r ( Z xiyi) = trg/r(c),

=1

onde ¢ =Y 1" x;y; € 5. n
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Capitulo 4

Quando um produto cruzado parcial
por uma acao parcial torcida é

Azumaya?

Sejam R um anel e G um grupo. Neste capitulo, discutiremos as condi¢oes necessa-
rias e suficientes para que o produto cruzado parcial S = R x,,, G’ por uma agao parcial
torcida a = ({Dy}gea; {0 tgeas {Wgn}(g.neaxa) de um grupo finito G' sobre um anel R
seja Azumaya, de acordo com [21].

De agora em diante, vamos supor que para cada g € G, D, ¢ um ideal de R gerado
por um idempotente central 1, de R, ou seja, Dy = 1,R. Como 1, ¢ idempotente, entao
D, = Dg, para todo g € G. Além disso, sendo Dy, = 1, R, onde 1, € R é um idempotente
central, segue que D, - D), = 1,1, R = 1,1,R = D}, - D,, mostrando que D, - Dy, = Dy, - Dy,
para quaisquer g, h € G. Sabendo que para cada g € G, D, é uma algebra com unidade,
temos que D, é isomorfo a M(D,), pela Proposi¢ao 3.8. Assim, assumindo que cada ideal
D, ¢ gerado por um idempotente central, podemos reescrever a Definicao 3.15 da seguinte

forma:

Definicao 4.1 Uma acao parcial torcida o de G em R € uma tripla

= <{Dg}g€Ga {O‘g}geGa {wg,h}(g,h)erG)a

onde para todo g € G, D, € um ideal de R gerado por um idempotente central 1, de
R, ay : Dy-1 — D, € um isomorfismo de anéis, e para todo (g,h) € G x G, wyy €
um elemento invertivel de Dy - Dy, satisfazendo as sequintes condigoes, para quaisquer
g,h,l €G:



(1) D1 = R e ay € a aplicagao identidade I de R;
(i) ag(Dg-1 - Dp) = Dy - Dgn;

(117) oy 0 apla) = wg,hozgh(a)w;,ll,‘v’a € Dp-1 - Dp-rg1;
(v) wig =wg1 = 1y;

(

V) ag(awp )Wy = agla)wg pWen,Va € Dy-1 - Dy, - Dy,

Dizemos que a é global se D, = R, para todo g € G.

Note que se wy;, = 14141, para todo g, h € G, temos apenas a nogao de agao parcial

apresentada na Definigdo 3.1. De fato, ja que os itens (i) e (ii) s@o satisfeitos, basta

verificarmos se (iii) ocorre. Para r € Dj-1 - Dgp)-1, temos que:

ag o ap(r) = wg,ho‘gh(r)w;ill = 1glgnagn(r)lelgn = 1glgnagn(r).

Observe que agy(r) € agh(Dp-1 - Digny-1) = Dy Dgj,. Como 1414, € a unidade de Dy - Dy,

e ay(r) € Dy - Dyp, entao ag o ap(r) = agn(r),Vr € Dy-1 - Dgpy-1.

Observe que, para todo g € G,

O‘g(wgfl,g) = Wg,g—1-

De fato, pela condigoes (iv) e (v), para todo g € G, temos:

ag(Wg-1,9) = ag(wg-1 glg-1)wy1 = Lywy g-1w1 g = wy g-11, = wy 41

Como cada o, ¢ um homomorfismo de algebras, entao

O‘g(wgfl,g) = ag(wg-1,)7",

para todo g € G.
Ademais, para todo g € G,

oy (a) = wgill’gagﬂ(a)wgq,g,

para todo a € D,. Pela condi¢ao (iii) e por (4.1), para todo a € D, temos:

ag(wg_fll,gagfl (@)wg-1,4) = O‘g(wg_flgg)ag(ag*l (a))og(wy-1,4)

= O‘g(wgfl,g)_lwg,gfl aw;;,l g (wg-1,9)

=W, Wy g-1aW

0 Wy g1 = a.

Analogamente, temos que agl(a) o ay(a) = a, para todo a € Dy-1.
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Sendo o = ({Dg}gea; {0 tgec: {Wgn}(gncaxe) uma acdo parcial torcida de um
grupo G em um anel R, onde para todo g € G, D, ¢ um ideal de R, vamos considerar o

produto cruzado parcial R X, G, onde agora a multiplicacao ¢ definida pela regra

(rg0g)(rnon) = rg0rg(rply—1)wy nogh-
De fato, veja que:

(r40g)(Tn0n) = ag(ag;l(rg)rh)wg,hégh = O‘g(ag_l(rg)lg*”h)wy,h%h
= O‘g(ogl(?”g))ag(rhlg‘l)wg,hégh
= 1g0y(rnly-1)wy nogh.

Temos que R X4, G ¢ um anel com unidade 1z6;. Além disso, a aplicacao R —
R x40 G,7 +— 101, ¢ uma imersao que nos permite identificar R com Rd; e portanto
podemos ver R X, , G como uma extensao de anéis de R.
Tome W = {wg 1} (g,neaxa- Relembre da Se¢ao 3.4.2 que o subanel dos invariantes
de R segundo « ¢é definido por
R* ={r e R| ay(rl,-1) =rly, para todog € G}.
Lema 4.2 [5, Lema 2.1] Sejam R,G ea como acima e r € R. Para todo g € G, temos:
(1) Ser € R*, entao ay(rl,—1) € Cr(W).
(ii) ag(Cr(W)lg-1) C Cr(W).
(iii) ag(C(R)1,-1) € C(R).
Demonstragao.

(¢) Suponha que r € R, ou seja, ay(rly,—1) = rly, para todo g € G. Como a(rl,-1) €

D, C R, basta verificar que
ag(rlg-1)wpy = wpiog(rlg-1),
para todo g, h,l € G. Veja que:

Oég(Tlg—1>1h1hl = 1gT1h1hl = lgrlhlhlhl = 1gah(rlh*1)ah(1llh*1)y pelo Lema 3.23
= 1gah(r111h_1) = 1904h<0(l<7“1[—1)1h—1)

= lgap(a(rl-11py-1)), pelo Lema 3.23
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-1
= 1gwh71ahl(7’1[ 11(hl )wh’l
—1

= Lywnion(rlgy-1)om(Li-1Lgy-1)wy,;
= 1gwh,lozhl (T’l (hl)— 1)1h1hlwhl
= 1gwh,lahl(r1 (hl)~ 1)whl, pois Wh € Dy, - Dy,

-1
= 1gwh,lr1hlwh’l

1 .

= 1gwh7lrwhyl, poiswy; € Dy, - Dy,
— 1 -1
= WhilgTWh,

= whlag(?"lg_l)w,;ll.

Logo,
g (rlg-1) 1Ly = wpog(rlg-—)wy, ), (4.2)
para todo g,h,l € G. Como wy; é inversivel em Dy, - Dy, multiplicando ambos os lados

de (4.2) por wp,, obtemos
ag(rlgq)lhlhlwhl = thOég(T’lg—l)w};llwh’l

e assim ay(rl,—1)wp = wh oy(rly-1)11y, para todo g, h,l € G. Portanto, ay(rl,-1) €
Cr(W), para todo g € G.

(¢7) Para todo wy,; € Weg € G, tome

_ -1 -1 -1
5= wg_17gag-1(wh,llg)wg_1yg = wg_l’gagq(wh,l1g)wg_17hlwg_1’hlwg_1,g,

pois ay-1(wpily) € ag-1(Dy - Dy - Dy) = Dy-1 - Dy-1p, - Dy—1p. Pela condicao (v) da
Definigao 4.1, segue que

o

S_wgfl,gagfl(lg) -1 pWy- 1hlw 1hlw9 g
=w Y 1,-1w W wl o w

= Wy1,gtg7tWgt,hWg=1h W -1 pWg=1,g
-1 —1

= W1 (Wg=—1 pWg=1p, | W 1 pWg=1 g,

pois wy-1p, € Dy-1 - Dy-1p,. Dai, s € W. Agora, observe que:

ag(s) = O‘g(w;—ll,gag‘l (whilg)wg-1,4)

1

= Gy (w;_17g)ag (ag-1(wnlg))ay (wg‘l,g)

= ag(wgfl,g)_lwgy*lo‘gg Hwpglg)w,

1
9,971

9,9 1wgg 1

=w Wy g1 Whilgly

= 1gwh,llg = wh,llg.
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Se r € Cgr(W), entéo rs = sr, ja que s € W. Assim, para todo r € Cr(W), temos
ag(rlg-1)wp; = ag(rly-1)wyly = ag(rly-1)ay(s) = ag(rsl,-1)
= ay(srlg-1) = ag(s)ag(rlyg-1) = wylgag(rly-1)
= w0y (rl,-1).

Logo,
ag(Cr(W)1g-1) € Cr(W),

para todo g € G.
(i7i) Para todo s € R e g € G, considere
s = w;_llygozg-l(slg)wg_%g.
Utilizando um raciocinio analogo a demonstragao do item (i), encontramos
ay(s) = s,
para todo g € G. Para r € C(R), temos
ag(rly-1)s = ag(rl-1)1,s = ag(rly-1)ay(s") = ay(rs'ly-1)
=y (s'r1y-1) = ay(s)ay(rly-1) = slyay(rl,—1)
= s0y(rly-1).

Como 7 e s foram tomados de forma arbitraria, concluimos que ay(C(R)1,-1) € C(R),

para todo g € G. [ ]

Corolario 4.3

(i) ey = {Cr(W)lg}ec, {ag|CR(W)1g_1}geG) (respectivamente, alcr) = ({C(R)1g}gea
{ag|C(R)1g_l}geg)) ¢ uma agao parcial de G em Cr(W) (respectivamente, C(R)).

(ii) O subanel dos invariantes de R sequndo oo € Cr(W) = {r € Cr(W) | ay(rly-1) =
rl,, para todog € G}.

Demonstracgao.
(i) Basta mostrar que o = aglcpw) : Cr(W)1g-1 = Cr(W)1, é um isomorfismo. Para

isso, é suficiente mostrar que

ag(Cr(W)lg—1) = Cr(W)1,.
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Pelo Lema 4.2, temos que ay(Cr(W)1,-1) € Cr(W). Claramente, ay(Cr(W)1,-1) € Dy e
portanto oy (Cr(W)1,-1) C Cr(W)1,. Para a inclusao contraria, considere y € Cr(W)1,,
entdo y € Cr(W) ey € D,. Como oy : Dy-1 — D, é um isomorfismo, entdo existe

x € Dy-1 tal que y = ay(x). Aplicando ay-1 temos, pelo Lema 4.2, que

zw !

w _
9,971

= a,-1(y) € Cr(W).

9.9

Assim, como w;;_l € D1 = R, segue

xr = w;;,lagq(y)wg,gq
= O‘gfl(ww;;flwg,g*l
= ag-1(y) € Cr(W).
Logo, y = ay(z) € ay(Cr(W)1,-1). Portanto, vale a igualdade. Para
o' = ({C(R)1g}, {aglomn,—. }) é andlogo.
(41) E imediato que Cr(W)* C R?, ja que Cr(W) C R. Se r € R®, entdo pelo Lema 4.2,
temos que

rly = ag(rly-1) € Cr(W),Vg € G.

Em particular, para ¢ = 1, temos que
r=rlgp=o(rlg) € Cr(W).

Logo, r € Cr(W)*. -

4.1 H-separabilidade

De agora em diante, & = ({ Dy }gea, {@g tgea {Wgn }(g,0)cax s ) sempre denotard uma
acgao parcial torcida de um grupo G sobre Re S = R %, ,, G sera o correspondente produto
cruzado parcial. Temos:

Observagao 4.4 Todo elemento em S ®gr S pode ser representado de modo unico na

forma

T = g Tgn0g & 1405, comryp, € Dy - Dy,
g,heG

De fato, seja x = Zg,heG 740 @ 10 € S @R S, comry € Dy ery € Dy, Assim,

T = Z 740y @ Th0) = Z 740y @ (rn01)(140n)

g,hGG g,hGG
- Z (Tgég)(,rhél) ® 1h5h = Z Tg&g(rhlg—1)5g (%9 1h(5h-
guhGG g,hGG
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Sendo ag(rply-1) € ag(Dy - Dy-1) = Dy - Dy e considerando rq), = rooy(rply-1) €
Dy - Dy - Dy, = Dy - Dy, temos a expressao desejada para v € S ®p S. A unicidade

decorre das propriedades do produto tensorial.
Para cada par (g,h) € G x G, seja
Ggn =11 € Dy - Dgp, | (rwgp)agn(sligny-1) = s(rwyy), para todos € R}.

Veja que:
trg={r€Dy-Dy| (rwgi)oy(sly-1) = s(rwy), para todos € R}
={reDy| (rly)ay(sl,-1) = s(rl,), para todos € R}
={r e Dy | ray(sl,-1) = sr, para todos € R}.
Analogamente, ¢,1 = {r € Dy | ray(sl,-1) = sr, para todos € R} paratodo g € G.

Assim, vamos denotar simplesmente por ¢, = ¢1 4 = ¢g1.

Definicao 4.5 Dizemos que a a¢ao parcial torcida o de G sobre R € w-externa em R se
¢g =0, para todo g # 1.

Lema 4.6
(1) Cs(R) =3 geq Do
(11) Sao equivalentes:
(1) a é w-externa em R;
(2) Cs(R) € R;
(3) Cs(R) = C(R).

Neste caso, C(S) = C(R)".

Demonstracgao.

(i) Seja s =3 5740, € S. Entdo, s € Cs(R) se, e somente se, para todo r € R,
TS = ST (4.3)

Temos:
rs = Zr(rgég) = erg(Sg.
geG geG
Por outro lado:

sr = Z(rgég)r = ngozg(rlgfl)c;g.

geG geG
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Assim, a equagao (4.3) ocorre se, e somente se, 17, = ry0,(rl,-1), para todo g € G, ou,
equivalentemente, 4 € ¢4, para todo g € G.

(#) (1) = (2) Suponha que a & w-externa em R. Seja x € Cs(R), com x = Y 740,
Sendo Cs(R) = )_ e @404, Pelo item (i), segue que ry € ¢y, para todo g € G. Como «
¢ w-externa em R, temos ¢, = 0 para todo 1 # g € G. Logo, x = ri0; € D; = R e dai
Cs(R) C R.

(2) = (3) Suponha que Cg(R) C R. Seja v € Cg(R). Entdo, x € S comuta com os
elementos de R. Como = € Cg(R) C R, segue que z € Redaiz € C(R). Reciprocamente,
seja © € C(R). Como R C S, temos que z € Cs(R), provando a igualdade.

(3) = (1) Suponha que Cs(R) = C(R). Pelo item (i), Cs(R) = > cq g0y Assim,
deG $40, C R. Ou seja, ¢, = 0, para todo 1 # g € G. mostrando que o é w-externa em
R.

Agora, suponha que vale (1) e portanto todas as condigbes equivalentes de (ii). Vamos
mostrar que C(S) = C(R)*. Se r € C(R)®, entao r € C(R)eay(rl,~1) = rl,, para todo
g € G. Observe que r € S, ja que R C S. Assim, s6 resta provar que 7 comuta com 0s

elementos de S. Para todo g € G e ry € D, temos

(1g0g)T = (1404)(101) = Tgg(r1y-1)w, 104
=1glyrdy = 1y1rd,
=11y05 = (rd1)(rydy)
=1(rydy).
Dessa forma, C'(R)* C C(S). Reciprocamente, seja z € C(S) C Cg(R) = C(R). Como
xz € C(5), em particular,

z(1404) = (140,),

para todo g € G. Veja que:
2(Lgdg) = (201)(140,) = 2140,
(140¢)x = (1404)(x61) = Lgag(x14-1)dy = ag(x1y-1)d,.
Assim, 1,6, = a4(z1,-1)dg, 0 que implica em x1, = ay(xl,-1), para todo g € G. Por-

tanto, x € C'(R)".
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Temos que S = R X4, G ¢ um R-bimddulo cuja estrutura ¢ definida por:

7(rgdg) = (161)(rgdy) = 1740,

(rg0g)1 = (rg0y)(1d1) = 1404 (114-1)dy,
para todo r € R,r,0, € S.

Além disso, S ®g S é um S-bimoédulo cuja estrutura é definida por:

(rldl)(rgyhég X 1h5h) = (rlél)(rg,h(Sg) X 1h6h

(rg.n0g @ 110,)(1101) = 14105 @ (1101)(1107),
para todo 7,0, ® 1,0, € S ®r S erid € 5.
Proposicao 4.7
(i) ZgﬁeG 7910y @ 110 € Csgrs(S) se, e somente se,
Tgh € ¢g,h € Oéz(Tlflg,hlzfl)wl,zflg = Tg,hzflag(whlfl,llgfl);
para todo g, h,l € G.

(it) Se Yy ne Tandg®@1n0n € Csgps(S), entdo rin € C(R) erg g1 = O‘g(rlvllg_l)w;é‘“

para todo g € G.

(i) Se G € finito, entao Y g ag(rlgfl)w;;,ﬁg ® 1,-104-1 € Csgps(S), para qualquer
r e C(R).

(iv) Se G € finito e o € w-externa em R, entao todo elemento em Cgg,s(S) € do tipo

descrito em (ii).

Demonstracgao.

(Z) Seja Tr = Z Tg’h(gg ® 1,0, € S®R S, comrgp € Dg . Dgh.
g,heG

Afirmacgao 4.8 = € Csg,s(S) se, e somente se,

re = xr (4.4)

(Lg4)x = x(140,) (4.5)

para todor € R egeG.
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De fato, se x € Csgps(S), entiao (4.4) e (4.5) ocorrem, jd que x comuta com os
elementos de S e, em particular, R C S. Reciprocamente, assuma que (4.4) e (4.5)
valem. Como x € S ®g S, s0 resta verificar que x comuta com os elementos de S. Seja

s= 1cand €S. Una vez que S ®r S € um (S, S)-bimddulo, seque que:

s = x(Zrlél) = x(Z(ml)(m))

leG leG

= a(rdy) (L)) = [a(ridn)] (L)

leG leG

= Z [(r01)2](1,8;), pela equagado (4.4)
leG

= Z 7”551 1 (5[

leG

= Z(Tlél)[(llfsl)x], pela equagdo (4.5)

= 3 () (Ld))a

leG

= <Zrl5l)x = su.

leG

Assim, x € Csg,s(S), provando o resultado.

Por (4.4), temos:

Z TTg’h(Sg & 1h6h = Z rg,hég X (1h(5h)(7”51)

gzhEG g,hGG

= Z T’g’h(;g X 1hah<r1h—1>wh,15h
g,heG

= Z rg,hég ® (Oéh(Tlh—l)(Sl)(lhéh)
g,heG

= Z (79,104) (a(r1-1)01) ® 1404, pois ap(rly-1)d; € R
g,heG

= Z Tg.n0g (0 (T1h-1)14-1)wg 104 ® 1,04
g,heG

= Z g n0g O O (T1)- 11 (gny—1 1)0, ® 1405, pelo Lema 3.23
g,heG

= Z Tg7hnghagh(7“1h71 1(gh)71)w;,1159 ® 1,05
g,heG

= Z rg7hwg7hagh(r1(gh)_1)agh(lh_1 1(gh)_1)w;}L59 ® 1h5h
g,heG

= Z rgﬁwg,h&gh(rl(gh)q)1ghlgw;}lég X 1h5h
g,heG

- Z Tg,hwg,ho‘gh(ﬂ(gh)‘l)w;,flb(sg @ 140,
g,heG
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pois wy, € Dy - Dyp. Assim, 171y, = Tg7hwg7h0zgh(rl(gh)—1)w;i, parar € Reg,h € G. Ja

que wy, € inversivel em Dy - Dy, segue que

TTghWgh = TghWghCgh (7“1(gh)‘1 )

para todor € Re g,h € G e isso é equivalente a dizer que 74 € ¢g .

Agora, note que para todo [ € GG, temos

(L6)e = > (L6)(rgndy) © 146

g,heG

= Z 1[0&[(T91h11—1)w179559 X 1h5h7 (tome lg = k))
g,heG

= Z (-1 p L0 )wy 110k ® 146y,  (tomeg = k)
kheG

= E (1/[(7‘1—197;111—1)101,[71959 X 1h5h
g,heG

x(llél) = Z Tg,hég X (1h5h)(1161)

g,heG

= Z 7g.n0g @ 1nan(11-1)wp, 16
g,heG

= E Tg.10g @ 1p1pwh 100
g,heG

= E Tg,h0g @ Wh10p1, POISWhy € Dy - Dy
g,heG

= Z Tg7h5g & (wh,151)(1hl5hl)

g,heG

= Z (7g.n09) (Wh,101) @ 1p0p, POiswp 01 € R
g,heG

= Z Tg7h0ég(wh’llg—l)wg,1($g X 1hl5hl (tome hl = l{?)
g,heG

= Z T’g,kl—loég<wklfl,llg—1)5g X 1k5k (tome h = k)
g,keG

= E rg,hlqozg(whlfl,llgq)ég X 1h5h'
g,heG

Portanto, segue de (4.5) que

E @l<rl—1g,hll—1)wl7l—1g5g ® 1,0, = E rgyhl_mg(whl_l’llg_l)dg ® 1,0,
g,heG g,heG
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o que significa que

al(rlqg,hllﬂ)wl,lag = ’I"g7hlflag(’whl717llgfl), (46)

para todo g, h,l € G.
(#) Suponha que 3_ g0y ® 1n0n € Cseps(S). Por (i), rgn € ¢ €

&l(rl—lg,hlz—l)wz,z—lg = Tg,hz—lag(whl—l,llg—l), (4.7)
para todo g, h,l € G. Para g = h = 1, temos que 7 ; € ¢; = C(R), pois:
¢ = {r € Dy | ra;y(s) = sr, para todos € R} ={r € R|rs = sr, para todos € R} = C(R).
Além disso, tomando g =1l e h =1 em (4.7), temos
ag(r11lg-1) = rgg10g(wg-1,g1g-1) = rg g1 6-1,
para todo g € G. Como w, ;-1 é um elemento inversivel de Dy e r, ;-1 € D, obtemos que

ag(rmlg_l)w;g_l =744-1, para todo g € G.

(i) Sejax =3 ¢ ozg(rlgq)wg_;,lég ®14-10,-1 € S®g S, com r € C(R). Para verificar

que = € Csg,s(5), basta verificar que

r'e = axr

(1g0g)z = 2(14dg),
para todo 7’ € R e g € G. Veja que:

xr’ = Zag(rlg_l)w;;_lég ® (14-104-1)(r'd1) = Zag(rlg_1)w;;_1ég ® 1101 (r'lg)wg—1 16,1

geG geG
= Z O‘g(rlg‘l)w;;—lég ® ((org=1(r'14)01)(1g-104-1))
geG
- Z ag(rlgfl)w;;,légaga(T’lg)51 ® 1y-10,4-1, poisay-1(rly)d, € R
geG
= Z Oég(’f‘]_g—l)w;;,loég(oég—l(Tllg>)wg’1(;g ® 1y-10,-1
geG
= Z O[g('rlg—l)UJ;;_lwg’g—lO[l(Tllg)w;;_lég ® 14-10,-1, pela Definicao 4.1 (#i4)
geG
= Z ag(rlg—)r'w, L 10y © 110,
geG
- Z T’ag(rlgfl)wg_;,lég ® 1,-1,-1, pelo Lema 4.2 (i17)
geG
=r'r.
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Agora, note que para todo [ € GG, temos

L)z = (L) ag(rly1)

geG

= Z Liay(oyg(rly—1)

geG

w;;_15g X 19—1 (59—1

w;;,l L-1)wy g1y @ 14-104-1,  (tomelg = k)

= Z (g1 (rl-1)wihy o e w10k @ 1-1yd-1, - (tomek = g)

keG

E -1
= al(alflg(rlgfll)wlflgkqfll1l*1)wl,lflgé‘g ® 19*1l59*1l

geG

1551 Z Oég 7”1

geG

= Zag(rlg_l)

geG

= Zag(rlgf

geG

= Zag(rlgf

geG

—Zag rl 1)

geG

,1(59 & (19715971)(1551)

-1
wgy_lég ® 1g_1ag_1(111g)wg_1715g_1l
-1
1)wg7g,1(59 ® 11151 1g*1lwg*1,l59*11

-1
1 )wg’g,légwgq,lél X ]_gfll(;gfll

_1Oég( g—lyllg—1)wg’1(5g (029 1g—1l(5g—1l~

Assim, (1,6;)z = x(1,0;) se, e somente se,

O-/l(alflg(rlgfll)wl_fllghqfll]-l*l)wl,l*lg = Ojg(Tlgfl)w;;,lolg(wgfl’llg—l),

para todo [ € G. Vejamos que isso ocorre. Das propriedades (iii) e (v) da Definigao 4.1,

para todo g,l € G, temos:

ocl(oclf1g(rlgfll)wlf_11g,g_ll

ll*1 )wl,lflg

Oél(Oélflg(’f’].gfll)ll—l)Oél(wlillg g—llllfl)wl,lflg

Wy -140g rl —111 —1)'11}” 1 (Oél(ll 1)?1)” lg’ll)gg—ll) lwu—lg

(

w190y (11g-1)ay (111, 1l)wz_,rlgw;;fllwl_,zflgwlflg
( Llgw b w1,
(

Wy 140 (111 oWy

-1 .
Wy 1900 (114~ 1)w” 1, W, g-17> POIS Wy g-17 € Dy - D,

wl,l_lgwﬁl_lg rlg—l)w;;_ll, pois ay(rl,-1) € C(R)

ag(rly-1)wy g1y, poiswy 1, € Dy - D

-1

4, gflwg,gflwg,g*l
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Logo, temos o resultado desejado.
(7v) Suponha que G ¢ finito e a é w-externa em R. Seja © = Y, 7410y @ 110 €

Csg,s(S). Pelo item (i), temos que 745 € ¢gp. Isso significa que
(rg.nWg.n)tgn (81igny-1) = 5(rgnwyp), para todos € R.

Como ¢y, = {r € Dgp, | ragn(sligny-1) = sr, para todos € R}, segue que vy ,Wypn € G-
Pelo item (i) do Lema 4.6, sabemos que Cs(R) = >~ ¢ #40y- Logo, rgpwyndgn € Cs(R) =
C(R), pelo item (i4) do mesmo Lema, ja que a é w-externa. Assim, ry;, = 0 para
todo g,h € G tal que gh # 1 e, consequentemente, r = deG Tg9-10g ® 1g-104-1. Por
(1), sabemos que r1; € C(R) e ry,-1 = ag(rl,llgq)w;;,l, para todo g € G. Logo,
r = Ozg(rmlg_l)w;;_lég ® 14-104-1. Tomando 77 = r € C(R), obtemos o resultado

desejado.

Corolario 4.9 Considere as sequintes afirmacaoes:
(i) Cs(R) € um anel comutativo;
(i) Cs(R) = C(R);
(1i)) Cs(R) C R;
(i) Cs(C(R)) = R;
(v) a é w-externa em R.

Entao, (it) = (i), (i1) < (i) < (v), e (iv) = (v). Se em adi¢io Cs(Cs(R)) = R,

entao (i) = (it) = (iv) e, em particular, neste caso as condigdes sao equivalentes.

Demonstragao.

(17) = (i) Temos que Cg(R) é um subanel de S e assim Cg(R) é por si um anel (com as
mesmas operagoes de §). Como C(R) é comutativo e Cs(R) = C(R), entao Cg(R) é um
anel comutativo.

(11) < (iii) < (v) Pelo item (i7) do Lema 4.6.

(tv) = (v) Suponha que Cgs(C(R)) = R. Queremos mostrar que « é w-externa em R.
Como Cs(R) C Cs(C(R)) = R, entdao Cs(R) C R. Pelo item (i) do Lema 4.6, sabemos
que Cs(R) = ) cq $40y- Dai, ¢4 = 0 para todo 1 # g € G, mostrando que « é w-externa

em R.
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Assuma agora que Cs(Cs(R)) = R. Vejamos que:

(1) = (ii) Sendo Cs(R) um anel comutativo, entao
Cs(R) € Cs(Cs(R)) = R.

Logo,
Cs(R) = {z € S;xr = rz, para todor € R} = C(R).

(i7) = (iv) Supondo que Cs(R) = C(R), temos
Cs(C(R)) = Cs(Cs(R)) = R.
m

Observacgao 4.10 Se S é H-separdvel sobre R, entao as afirmagoes do Coroldrio 4.9 sao
equivalentes. De fato, observe que R € um somando direto de S como R-bimaodulo, jd que
o produto cruzado parcial S € a soma direta ©yeqDgydy ¢ R = ROy = D1d1. O resultado

seque pela Proposicao 2.47.

Teorema 4.11 Suponha que G € finito. Entao, C(R) € uma extensao de Galois a-parcial
de C(R)™ se, e somente se, S é uma extensio H-separdvel de R e qualquer uma das
condigoes equivalentes do Coroldrio 4.9 € valida.

Demonstragao.

(=) Suponha que G ¢ finito e C(R) ¢ uma extensao de Galois a-parcial de C'(R)®. Entao,

pela Defini¢ao 3.25, existem elementos x;,y; € C(R), com i = 1,2, ..., m, tais que

lg, se g=1

inag(yilg_l) =014 = )
i=1 0, se g#1

Temos que o conjunto

{xi,zi = Zag(yilg_l)w;;,lég ®@ 110,11 <i < m}

geG

¢ um sistema H-separavel de S sobre R. De fato, observe que z; € C(R) C Cs(R).
Como y; € C(R), pelo item (ii7) da Proposigao 4.7, segue que z; € Csg,5(S), para todo
1=1,2,...,m. Veja que:

Z T2 = Z Zmiag(yilg_1)w;;_159 ® 1g-164-1

i=1 geG i=1

= Z (517gw;;,1(59 X 1g—159—1

geG
= 1plRd ® 1y

== 1R61 &® 1351 - 1S® 15.
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Assim, S é uma extensao H-separavel de R, pelo Teorema 2.44.
Agora, mostraremos que o é w-externa em R. Seja r € ¢4, ou seja, 1 € Dy e

rog(sly,-1) = sr, para todo s € R. Para todo 1 # g € G e r € ¢4, temos
r=rlg :r(iny,»)
—T(le yi — ag(y;1 ))), poisg # lex;ay(y;1,-1) =0

= Zr:clyz rziog(yily—1)

=1

Ty — xirag(yily-1), poisz;,y; € C(R)

1

.
Il
—

zi(yir — rag(yily-1))

'MS

.
I
_

[
M3

zi(yir — yir), poisT € ¢,
1

= 0.
Logo, ¢, = 0 para todo 1 # g € G e portanto o é w-externa em R.
(<) Suponha que S é uma extensdo H-separdvel de R e qualquer uma das condigoes
equivalentes do Corolario 4.9 é valida. Sendo S uma extensao H-separavel de R, pelo
Teorema 2.44, existem elementos z; € Cs(R) e y; € Csg,s(5), 1 < i < m, tais que

inyi =1lg® 1s.

i=1

Pelo Corolario 4.9 (ii), temos que Cs(R) = C(R). Assim, z; € C(R). Além disso,
pelo mesmo Corolério, sabemos que a é w-externa em R. Considerando que G ¢ finito,
a ¢ w-externa em R e y; € Csg,s(S), entdo pelo item (iv) da Proposigao 4.7, y; =
> g ocg(nlgfl)w;;,lég ® 14-10,-1, para r; € C(R). Temos que {z;,r; | 1 <i<m} éo
sistema de coordenadas de Galois parcial de C'(R) sobre C'(R)®. De fato, veja que:

1r0; ® 1] = 1S®1S:inyizz (Z:L’l()ég Tz —1 )(5 ®1 —15 —1.

i=1 geG

Para g = 1, temos

szri1R51 ® 1gd1 = 1r0; ® 1R0;.

geG
E assim deG x;1; = 1g. Para todo 1 # g € G, devemos ter Y .-, x;0y(rily-1)w, ,~1 = 0.

2 . z ~ m .
Como wy ;-1 ¢ um elemento inversivel em Dy, entao > " z;a4(r;1,-1) = 0.

Portanto, > 1" x;r; = 1g e Y 10, xa4(r;ly-1) = 0 para todo 1 # g € G. u
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4.2 Propriedade de Azumaya

Nesta secao, R, G, «a sao considerados como na anterior, ou seja, R é um anel, G é
um grupo, a = ({Dg}eea: {ag}tgea, {Wontgneaxa) ¢ uma acao parcial torcida de G em
R,e S =R x4, G ¢é o correspondente produto cruzado parcial.

A primeira proposicao é, de fato, uma consequéncia imediata da Proposicao 2.51.

Proposicao 4.12 As sequintes afirmacoes sao equivalentes:
(i) S é Azumaya e C(S) C R;

(1) S € uma extensao H-separdvel de R e R € uma extensao separdvel de C(R)®.

Demonstracao.

(i) & (ii) Como R ~ Ré; = D101 e S = P Dydy, entao R é um somando direto de S e
S é um R-bimdédulo livre de base GG, e pela Observagao 1.40, um R-mo6dulo projetivo. Além
disso, temos que C(S)N R = C(R)*. De fato, seja z € C(S) N R. Ja que C(S) C Cs(R),
segue que = € Cg(R), ou seja, x comuta com os elementos de R, logo © € C'(R). Ademais,

para todo ¢g € G, temos z(1,0,) = (1,6,)z e assim
xl40, = ag(zl,-1)d,.

Logo, x € C(R)*. Por outro lado, considere z € C(R)®, entdo x € C(R) e oy(xly-1) =

xl,. Em particular, x € R. Para s =) __, 1,0, € S, temos

geG
sr = Z(rgég)(x51) = ngag(xlgfl)ég = ngxlg5g
geG geG geG
= Zxrgég = (xdl) ZTg(Sg = IS.
geG geqG

Como s foi tomado de forma arbitraria em S, entdo x € C(S) e portanto x € C'(S) N R,
provando a igualdade. Portanto, o resultado segue da Proposicao 2.51. [

Para os nossos proximos resultados, vamos supor que G € finito. Note que se subs-
tituirmos C'(S) C R por Cs(R) C R na condigao (i) da Proposigao 4.12, obtemos mais.

Antes de provarmos isso, vejamos o seguinte resultado.

Lema 4.13 [1/, Proposigao 2.5| Sejam A um anel, B e T subanéis de A tais que B 2 T.

Se A é uma extensao separdvel de T, entao A € uma extensao separdvel de B.
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Demonstragao. Suponha que A é uma extensao separavel de T. FEntao, existe um
elemento z = > a; ® b; € Cagra(A) tal que Y a;b; = 1. Defina p : A®r A - A®p A
por gp(zz o; @ BZ-) = >, ®p f;. Considere ) a; ® f; € A®r Aeac A Temos:

SO(GZOQ'@B@') :SD<Z@0%®5@') :ZCLO@@@ZCZZO@@B@':G@(ZO@@@)-

Analogamente, mostra-se que go(( S ® ﬁi)a) = gp( Yo ® Bi)a. Assim, ¢ ¢ um homo-
morfismo de A-bimédulos. Além disso, ¢(x) € A ®p A satisfaz as condigoes de separabi-

lidade de A sobre B. De fato, para todo a € A, temos

ap(x) = ¢(ax), pois ¢ é¢ um homomorfismo de A-bimddulos;

p(za), poisx € Cagra(A);
2

(x)a, pois ¢ é um homomorfismo de A-bimo6dulos.

Logo, ¢(z) € Cagza(A). Como > a;b; = 1, por hipotese, temos que A é uma extensao
separavel de B. n

Proposicao 4.14 As sequintes afirmacoes sao equivalentes:
(i) S é Azumaya e Cs(R) C R;

(11) S € uma extensio H-separdvel de R, R é uma extensio separdvel de C(R)* e a é

w-externa em R;

(11i)) R é Azumaya e C(R) é uma extensao de Galois a-parcial de C'(R)*.

Demonstracgao.

(1) < (i) Note que C(S) C Cg(R). Pela Proposicao 4.12, S é Azumaya e C(S) C
Cs(R) C R se, e somente se, S é uma extensao H-separavel de R e R é uma extensao
separavel de C(R)“. Pelo Lema 4.6 (it), Cs(R) C R se, e somente se, o é w-externa em
R.

(77) = (i7i) Como S é uma extensao H-separavel de R e o é w-externa em R, pelo Teorema
4.11, C(R) é uma extensao de Galois a-parcial de C'(R)*. Além disso, temos que C(R) e
C(R)® sao subanéis de R tais que C(R) D C(R)*. Sendo R uma extensao separavel de
C(R)%, segue pelo Lema 4.13 que R é separavel sobre C'(R) e portanto R é Azumaya.
(7i1) = (i1) Como C(R) é uma extensao de Galois a-parcial de C'(R)®, pelo Teorema
4.11, S é uma extensdo H-separdvel de R e a é w-externa em R. Além disso, C(R) é

separavel sobre C'(R)*, pelo Teorema 3.28. Ja que R é separavel sobre C(R) e C(R)
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¢ separavel sobre C(R)®, pela transitividade da separabilidade (Proposi¢ao 2.15), temos
que R é separavel sobre C(R)“. ]
Se supormos que R é comutativo e o é w-externa em R, entao temos as seguintes

equivaléncias.
Proposicao 4.15 Suponha que R é comutativo e a € w-externa em R. Entdo, as sequin-
tes afirmacgoes sao equivalentes:

(i) S € Azumaya;

(i) S é uma extensao H-separdvel de R;

(1) R € uma extensao de Galois a-parcial de R™.

Demonstracgao.

(i) = (i7) Suponha que S é Azumaya. Como « é w-externa em R, entao pelo Lema 4.6

(17), Cs(R) C R. Pela Proposigao 4.12, temos que S é uma extensao H-separavel de R.

(77) = (i) Suponha que S é uma extensao H-separavel de R. Pela Proposigao 2.48, temos

que Cg(R) ¢é uma extensao separavel de C'(S). Como « é w-externa em R, pelo Lema 4.6

(71), entao Cg(R) = C(R) e C(S) = C(R)*. Logo, C(R) é uma extensao separavel de

C(R)*. Como R ¢é comutativo, R = C(R) e dai R ¢ uma extensao separavel de C'(R)“.

Aplicando a Proposicao 4.12, temos que S é Azumaya.

(i7) < (iii) Observe que C(R) = R e a é w-externa em R. Logo, o resultado segue pelo

Teorema 4.11. ]
Vamos considerar R como um (S, R*)-bimodulo com a estrutura natural, ou seja,

T¢0g - T = Tg0q(r1ly-1) e 71" =11’ para todo ry € Dy,r € Rer’ € R

Lema 4.16 /20, Proposigao 5.1.2] A aplicacio 0 : R* — Endg(R), definida por 0(a) =

0., onde 0,(x) = xa,para todo x € R, é um isomorfismo de anéis.

Demonstragao. Defina 6 : R* — Endg(R), tomando para cada a € R*, 0, : R — R,

onde 0,(x) = xa, para todo z € R (multiplica¢do a direita). Para ver que 0, € Endg(R),

¢ suficiente verificar que 0, é S-linear a esquerda. Para ry € Dy e r € R, temos:
0a((rg0g)r) = ba(rgoyg(rig-1)) = ryay(rig-1)a
= rg0,(rl,—1)l,a
= rg0y(rly-1)ay(al,-1), poisa € R*
= ryay(raly-1)
= (rgdy)(ra) = (rydy)ba(r).
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Assim, 0, € Ends(R), o que mostra que a aplicacio 6 esta bem-definida. E facil ver que
f ¢ um homomorfismo de anéis. Defina
0 : Ends(R) — R~
f = f(1r) |
Vejamos que ' estd bem-definida, ou seja, f(1g) € R*. Como f é S-linear a esquerda,
temos:
ag(f(1r)1g—1) = (1404)(f(1r)) = f((1404)1R)

f(gag(1rlg-1))
= [(1gay(1g-1))

flag((1g-1)01)1R)
= (ag((1g-1)01) f(1r)
= (1,00)(f(1r)) = 15/ (1R).

Logo, f(1r) € R*. Para f € Endg(R),r € R e a € R*, temos:

000" (f)(r)=0(0(f)(r) =0(f(1r))(r)
=071, (r) =7f(1r) = (rd1) f(1r)
= f((ré1)1gr) = f(rig) = f(r).

Assim, 0 0 0 = Ip,q4(r). Por outro lado,
0 06(a)=0(0(a)) =0(a)(1r) = 0.(1g) = 1ga = a.

Assim, 0’ 0 § = Ira. Ou seja, €' é a inversa de . Portanto, R* « Endg(R). [ ]
Na tultima proposigao, considerando o anel de grupo skew parcial, consegue-se de-

terminar o centro de S.

Proposicao 4.17 Suponha que R € comutativo e wy;, = 1414, para todo g, h € G. Entao,

as sequintes afirmagoes sao equivalentes:
(i) S € Azumaya com centro R®;
(1) S € uma extensio H-separdvel de R;

(1ii) R € uma extensdo de Galois a-parcial de R™.
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Demonstracgao.

(i) = (ii) Como R >~ Réy = D101 e S = @, Dyd,, entao R é um somando direto de S

geq@
e S é um R-bimoédulo livre de base G, e pela Observagao 1.40, um R-moédulo projetivo.
Como G é finito, S é um R-mo6dulo projetivo e finitamente gerado. Além disso, sendo S
Azumaya e S D R D R“, segue que S é uma extensao H-separavel de R, pelo Teorema
2.49.

(73) = (i4i) Suponha que S é uma extensao H-separavel de R. Sabemos que R é um S-
modulo & esquerda com unidade 1z. Como rR é um gerador, entao pela Proposicao 2.50,
sR também é um gerador. Pelo Lema 4.16, vimos que R* = Endg(R). Como R é um
gerador para a categoria dos S-modulos a esquerda, pela Proposicao B.5, concluimos que
R é um R*-modulo projetivo e finitamente gerado e a aplica¢do ¢ : S — Endg.(R) dada
por ¢(1404)(r) = ryay(rl,—1), paratodo g € G,ry € Dyer € R, é um isomorfismo. Agora,
vamos verificar que ¢ é um isomorfismo de anéis e R*-moédulos. Sejam r, € Dy, 1" € R*

er € R. Temos:

P((1")(rg0g)) (1) = @((r'61)(rg0)) (1) = @(r740,4) ()
= 1'rgay(rlg-1) = 1'p(ryd,)(r).

Ou seja, ¢ ¢ R*linear. Por outro lado, considerando r, € Dy, 1, € Dy e r € R, temos:

[p(rg0g)p(rndn)|(r) = @(redg) (rnan(rly-1)) = reog(rnan(riy-1)ls-r)
= rg0g(rplg1)ag(an(rly-1)14-1) = rgag(rply-1)ag(an(rlp-11gn)-1))
= 1g0g(rplg-1)agn(rly-11gny-1) = rgog(ralg-1)agn(rlgn)-1)ogn(1p-11gn)-1)
= rgag(ralg—1)agn(rlgn-1) = @(rgog(rnle-1)dgn)(r)
= @((rgdg) (rndn))(r).
Logo, ¢ é um isomorfismo de anéis e também de R“-moddulos. Portanto, pelo Teorema
3.27 (i7), R é uma extensao de Galois a-parcial de R®.
(731) = (i) Suponha que R é uma extensao de Galois a-parcial de R*. Pelo Teorema
3.27 (i), R ¢ um R*-modulo projetivo e finitamente gerado e S v Endga(R). Como R

¢ comutativo e R ¢ um R%modulo fiel, entdo R ¢ um R*-progerador (Corolario 1.52).

Logo, pela Proposigao 2.27, S = Endgr(R) é Azumaya de centro R®.
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Apéndice A

Categoria e Funtores de moédulos:

funtor produto tensorial e funtor Hom

Seja R um anel. Vamos denotar por g/ M a categoria dos R-modulos a esquerda, isto
é, os objetos sao os R-modulos a esquerda e os morfismos sao todos os homomorfismos de
R-modulos & esquerda. O produto é a composicao de aplicagoes. Da mesma forma, Mg
denotara a categoria de todos os R-moédulos a direita e R-homomorfismos.

Para qualquer anel R, denotamos por R° o anel cujo grupo abeliano é o mesmo que
o de R, mas cuja a multiplicagao é dada por a * b = ba, onde ba é o produto em R. R°
é chamado de anel oposto de R. Claramente um R-mo6dulo a esquerda M pode ser dado

uma estrutura de R° & direita definindo
m-r=rm, Vre R meM.

Em particular, se R é um anel comutativo, entao R = R° e qualquer R-moédulo pode ser
considerado como um R-moédulo a direita e & esquerda. Consequentemente, quando R é
comutativo, temos pM = Mp.

Agora, vejamos as duas defini¢oes a seguir: funtor covariante e funtor exato.

Definicao A.1 Um funtor covariante de uma categoria de modulos C em uma categoria
de mddulos D é uma correspondéncia F' que associa para todo modulo M em C um modulo
F(M) em D e que associa para todo homomorfismo f: M — N em C um homomorfismo
F(f): F(M)— F(N) tal que para todo M em C

(1) F(Irx) = Ipouy;



(11) se f,g sao homomorfismos em C tal que fg estd definida, entao F(fg) = F(f)F(g).

Definicao A.2 Um funtor F de uma categoria C para uma categoria D € dito exato a

esquerda se para toda sequéncia exata de modulos e aplicacoes
0—L—M-—N—70 (A1)
em C,
0— F(L) — F(M) — F(N)

¢ exata em D. Analogamente, F é dito exato a direita se (A.1) sempre fornece uma
sequéncia
F(L) — F(M) — F(N) —0

exata em D.

Um funtor € dito exato se € exato a esquerda e a direita.

Estamos interessados nos funtores produto tensorial e o conjunto de todos os homo-
morfismos de um modulo fixo em outro médulo. Agora, vamos ver as principais proprie-

dades desses conceitos.

A.0.1 Funtor produto tensorial

O conceito de produto tensorial de moédulos é uma generalizacao de um antigo
conceito de espacos vetoriais que tem desempenhado papel importante ha bastante tempo
em varios ramos da matematica, como geometria diferencial e teoria da representacgao, de
acordo com [19].

Seja R um anel. Dado um R-mo6dulo & direita M e um R-moddulo a esquerda N,
vamos formar o produto tensorial M ® N, considerando o grupo abeliano livre ZM*N

indexado pelo produto cartesiano M x N e entao fazendo o quociente pelo subgrupo R

gerado por todos os elementos da forma:

b(m+m’,n) - b(m,n) - b(m’,n)7 (AQ)
b(m,n+n’) - b(m,n) - bm,n/a (A3)
b(m-r,n) - b(m,r-n)a (A4)

onde m,m’' € M,n,n" € N er € R e by, denota o elemento da base de ZM*N determi-

nado por (m,n). Vamos denotar a classe
b(m,n) +R=men.
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Como os elementos (A.2), (A.3) e (A.4) pertencem a R, temos que as classes satisfazem

(m+m)@n=men+m'n,
a®@n+n)=ax@n+axn,
(m-r)@n=m®ar-n,

para todo m,m' € M,n,n" € N er € R.

Observa-se que um elemento tipico de M ®r N é da forma

k
=1

e que nao necessariamente pode ser representado por um monémio m ® n.
Sejam M um R-modulo a direita e N um R-moédulo a esquerda. M ®pr N satisfaz
uma propriedade que se G é um grupo abeliano e f : M x N — G é uma aplicagao

R-balanceada, ou seja,
(i) flm+m',n) = f(m,n)+ f(m',n),
(ii) f(m,n+n') = f(m,n)+ f(m,n'),
(iii) f(m-r,n)= f(m,r-n),

para todo m,m’ € M,n,n’ € Ner € R, entao existe um tnico homomorfismo f* :
M ®r N — G com f*(m®mn) = f(m,n), para todo m € M e n € N. Essa propriedade
¢ conhecida como Propriedade Universal do produto tensorial e sera usada para provar a
boa definicao de determinadas aplicagoes.

Sejam R e S anéis. Dizemos que um grupo abeliano M é um (R, S)-bimédulo a

esquerda se M é um R-modulo a esquerda e um S-moédulo & esquerda tal que
r-(s-m)=s-(r-m),

para r € R,s € S e m € M. Vamos denotar por p_sM a categoria de todos os
(R, S)-bimodulos & esquerda, onde os morfismos da categoria sdo aplicagdes que sdo
R-homomorfismos e S-homomorfismos. Analogamente, definimos a categoria Mpz_g de
(R, S)-bimodulos a direita e a categoria g Mg de (R, S)-bimodulos (R-moédulo a esquerda

e S-modulo a direita).
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Até agora, M ®r N tem apenas uma estrutura de grupo abeliano. Entretanto, sobre

certas condi¢oes, podemos dar a M ®zr N uma estrutura de moédulo. Por exemplo, se

N € gpMg, entao M ®pr N torna-se um S-modulo a direita através da operagao

k k
(Zmi ®ni> 5= Zmi@) (n;s).
i=1 i=1

Observe que esta operacao estd bem definida, pois N tem uma estrutura de S-moédulo a

direita. O mesmo pode ser feito se M € Mg, M € Mgr_ge N € p_sM. Em particular,

vemos que se R ¢ comutativo, entdao todo R-modulo é visto como um (R — R)-bimodulo

(de todas as maneiras possiveis) e assim M ®r N tem uma estrutura de R-moédulo.

A seguir, trazemos algumas propriedades do produto tensorial, que podem ser en-

contradas em [9].

(a)

Para qualquer anel R e quaisquer R-modulos a direita M e a esquerda N, M ®pg
N ~ N ®pro M sobre a aplicagado m ® n — n ® m. Se R é comutativo, entao

M®@r N~ N ®r M como um R-médulo.

(Associatividade) Para quaisquer anéis R e S e L € Mg, M € pRMge N € sM,

temos
(L&gr M)®s N ~L®g(M®gN)
sob a aplicacdo ({®@m)®@n +— l® (m®n), onde L ®r M é um S-moddulo e M @g N

é¢ um R-modulo devido a estrutura de bimédulo de M.

Para qualquer anel R e qualquer M € pRM, R®Qr M ~ M sobre a aplicagao r®@m
rm. Da mesma forma, para M € Mpgr, M ®r R ~ M.

Para M, M' € Mr,N,N' € pkM, f € Homr(M,M')eg € Homgr(N, N') existe um
homomorfismo f ® g € Homg(M ®r N, M’ @ N') dado por

(f@g)(m@n) = f(m)@g(n).

Sejam {M,};c; uma colecdo de R-moddulos & direita e {INV,},c; uma colegdo de R-

modulos & esquerda. Entao, temos

PPN ~PMeN,).

iel jedJ 2%}
Dado M € g M, podemos definir um funtor ( ) ®g M : Mg — zM por:
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(i) Dado N € Mg, temos N ®r M € z M.
(ii) Sejam N,N' € Mpe f € Homgr(N,N'), entao

fem: NogM — N ®rM
nem f(n)@m

A.0.2 Funtor Hom

Seja R um anel e M e N R-mo6dulos. Vamos denotar por Hompg(M, N) o conjunto

de todas as fungoes f : M — N tais que
(i) f(m+m') = f(m)+ f(m/)
(i) f(r-m)=r-f(m),

para todo m,m’ € M e r € R. Temos que Hompg(M, N) tem uma estrutura de grupo

abeliano sob a operacao
(f +9)(m) = f(m) + g(m),

para todo f,g € Homg(M,N) e m € M.
Além disso, se M ou N é um bimo6dulo, por exemplo M € rpMg, entdao Homg(M, N)

pode ser dotado com uma estrutura de S-modulo pela operacao

(s f)(m) = f(m-s),

para todo s € S, m € M e f € Homg(M,N). Quando R é comutativo, todo R-modulo
pode ser considerado como um (R, R)-bimédulo, entdo Hompg(M, N) torna-se um R-
modulo. Quando M = N a composigao de fungoes de elementos de Hompg(M, M) serve
como uma multiplica¢do sobre a qual Hompg(M, M) torna-se um anel. Assim, quando R
¢ comutativo, Hompg(M, M) tem uma estrutura de R-algebras.

Para qualquer R-modulo fixado M e qualquer homomorfismo f de um R-moédulo N
para um R-modulo N’ temos a aplicagdo Hompg (I, f) : Homg(M,N) — Homg(M, N’)
dada por

Homg(In, f)(g9) = fglu = fg.

E imediato verificar que Homg(M, ) pode ser visto como um funtor de rpM para zM.
As seguintes propriedades fundamentais de Hompg(M, ) sdo facilmente verificadas e

podem ser vistas em [9].
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Proposicao A.3 Temos as sequintes propriedades:

(a) Homg(M, ) € um funtor exato a esquerda e é exato se, e somente se, M € R-

projetivo.

(b) Para My, My, ..., M,, N1, Na, ..., Ny R-mddulos, temos

n k
HOTI’LR(@ Mi, @ N]> = @ HomR(Mi, N])
i=1 j=1

]

(¢) Homgr(M, R) ~ M sobre a aplicacao f+— f(1).
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Apéndice B
Teoria de Morita

Sejam C e D categorias de modulos e suponha que temos dois funtores 7' e 7" de C
em D. Dizemos que T" e T" sao naturalmente equivalentes se para todo médulo M em C
existe um isomorfismo ¢y, em Homp(T(M),T'(M')) tal que para todo par de modulos

M e N em C e qualquer f € Home(M, N) o diagrama

(M) 2L (v

Wl lw
7 T'(N)
comuta. Vamos denotar por Io o funtor identidade sobre a categoria C definido por
Ie(M) = M e Ic(f) = f, para modulos M e aplicagoes f.

Dizemos que duas categorias C e D sao equivalentes se existem funtores ' : C — D
e G : D — C tal que F o G é naturalmente equivalente a Ip e G o F' é naturalmente
equivalente a Io. Dizemos que F' e GG sao inversos equivalentes.

Vamos mostrar que Mpr e s M sao categorias equivalentes quando S ¢é o anel de
endomorfismos de algum R-progerador. Essa equivaléncia e suas consequéncias sao co-
nhecidas como Teoremas de Morita e dizemos que R e S sao Morita equivalentes.

Antes disso, vejamos o seguinte resultado geral de categorias.

Proposicao B.1 Sejam C e D categorias equivalentes de mddulos com inversas equi-
valentes F' : C — D e G : D — C. FEntao, para quaisquer objetos L e L' em C, o
homomorfismo
Home(L,L') — Homp(F(L),F(L"))
g = F(g)



€ injetor e sobrejetor.

Demonstracao. |9, Proposigao 3.1]. ]
Para qualquer anel R e qualquer R-modulo M, seja M* = Hompgr(M,R) e S =
Endg(M). Como R é um (R, R)-bimddulo, entdo M* é um R-moédulo a direita sob a

operagao

Além disso, M é um S-mo6dulo a esquerda com a operagao
s-m = s(m).

Sobre essas operagoes M é um (R, S)-bimodulo a esquerda e assim M* torna-se um S-

modulo a direita sobre a operacao

Assim, M* é um (R, S)-bimodulo a direita. Logo, podemos formar M*®g M ¢ M* ®g M.
Além disso, M* ®r M é um (S, S)-bimodulo, onde

s-(feom)=f®s-m=f®s(m) e (fom) s=fsxm.
Analogamente, temos que M* ®g M é um (R, R)-bimodulo, onde:
r-(fem)=frm e (foam)r=/[f-rxm.

Seja Og a aplicacao de M* ®@g M para S dada por Oz (>, fi®@m;)(m) =>_. fi(m)m,.
Vejamos que 0i é um S-homomorfismo de modulos a direita e a esquerda. De fato, sejam

seSex=Y f;®@m; € M*®r M, entdo para todo m € M,

on(s L ) () = eR(; Fo s(m) ) () = 5 sm)stm).

Por outro lado,

;. e(zf ) m) = s (gmm)mi) _ s(;fxm)mi) = 3 imstm)

pois s é R-linear a esquerda. Logo, g é um homomorfismo de S-modulos & esquerda.

Além disso, para todo m € M

eR(;f@- S ) m) = e(Zf & m ) (m) = iﬁ»(s(m))mi.
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Por outro lado,

{eR(;ﬁ wm;) - m) = eR(;fi m ) s(m) = > fstmpm

Logo, 6 € um homomorfismo de S-moédulos a direita.

Considere agora g a aplicagao de M* ®¢ M para R dada por

es(gjﬁ ® m,-) = Eijfi(mn-

Temos que s ¢ um R-homomorfismo de moédulos a direita e a esquerda. De fato, sejam

reRe f;®m; € M*®g M, entao
95<T'Zfi®mi) ZQS(Zfi(XWmi) :Zfz(rmz)
:TZfz'(mz‘) =T95<Zfz‘®mz‘>-

Isso mostra que g ¢ um R-homomorfismo de modulos a esquerda. Agora, veja que:

e(zmm) :es(gijfi-mami) = St em)

=3 flmyr = 9<Zf @mi)r.

Logo, s € um R-homomorfismo de moédulos a direita. Ademais, a imagem do homomor-

fismo g é o ideal trago Tr(M).

Lema B.2 (i) Or € sobrejetor se, e somente se, M € finitamente gerado e projetivo.

Se O € sobrejetor, entao Or € injetor.

(ii) Os € sobrejetor se, e somente se, M € um gerador. Se Og € sobrejetor, entao s €

mjetor.

Demonstragao. |9, Lema 3.2]. u

Como visto acima, para qualquer R-modulo M, podemos ver M como um (R, S)-
bimédulo & esquerda e M* = Hompg(M, R) como um (R, S)-bimédulo & direita, onde
S = Endgr(M). Assim, para qualquer R-moédulo a direita L, L ® gz M tem uma estrutura
de S-moédulo a esquerda, e para qualquer S-modulo & esquerda N, M* ®g N tem uma
estrutura de R-moédulo a direita. Assim, temos funtores ( ) g M : Mp — sM e

M*®( )IsM—>MR.
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Proposicao B.3 Sejam R um anel qualquer e M um R-progerador. Se S = Endgr(M)
e M* = Homg(M, R), entao

( )®RM1MR—>SM e M*®5( )ISM—>MR
sao inversas equivalentes.

Demonstracao. Seja L um objeto de Mp. Pelas propriedades do produto tensorial e

pelo Lema B.2 (b) temos
M*®g(L@g M)~ M ®s (M Qg L) ~ (M*®s M) @po L
~RQ®pro L~ LRrR~1L,

onde o isomorfismo é dado por
f@lem)—1-0s(f ®@m)=1f(m).

Isso permite verificar que a composigao dos funtores ( )®@rM e M*®g( ) é naturalmente
equivalente ao funtor identidade sobre Mp.

Analogamente, pelo Lema B.2 (a), para qualquer S-modulo a esquerda N, temos
(M* ®SN> ®RM ~ (N®SO M*) ®RM2 N®S° (M* ®RM)
~NR®Rg S>~85®s N ~N,

sobre a aplicagdo (f ® n) ® m — Og(f ® m)n. Novamente, isso nos da que M* ®@g ( ) e
() ®gr M é naturalmente equivalente ao funtor identidade M. Portanto, M* ®¢( ) e

() ®g M sao inversas equivalentes. n

Corolario B.4 Com a notac¢do da proposicao anterior, temos:

(i) R~ Homg(M, M) (como anéis) sobre a aplicagcio que associa um elemento r € R

ao endomorfismo de M induzido pela multiplicagdo por escalar.

(11)) M* ~ Homg(M,S) (como S-mddulos a direita) sobre a aplicag¢do que associa a um
elemento f € M* o homomorfismo Or(f @ () de M em S.

(11i)) M ~ Hompgr(M*, R) ~ M** (como R-mddulos & esquerda) sobre a aplica¢io que

associa um elemento m € M um elemento em M** que leva f € M* a f(m).

(iv) S° ~ Hompgr(M*, M*) (como anéis) sobre a aplicagao que associa um elemento

s € §° a um homomorfismo de M* em M* dado por f > fs.

(v) M é um S-progerador.
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(vi) M* é um R-progerador.

(vii) M* é um S-progerador.

Demonstracao. |9, Proposigao 3.3|. ]

Proposicao B.5 Sejam M um A-mddulo a direita e B = Enda(M) e consideremos de

modo natural, M como um B-mddulo a esquerda. Entdo as sequintes afirmagoes sao
equivalentes:

(i) M € um gerador para a categoria dos A-mddulos a direita;

(11) M € um B-mddulo a esquerda, projetivo e finitamente gerado e A ~ Endg(M).

Demonstragao. |20, Teorema 1.5.32].
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