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“Mesmo em domínios irregulares, a harmonia matemática

persiste, e nela revela-se a arte da controlabilidade: agir apenas

onde se pode, e ainda assim dominar o que se propaga.”



Resumo

Neste trabalho, investigamos o problema da controlabilidade exata para a equação

u2
´ ∆u “ 0 em pQ, (1)

onde pQ é um domínio não cilíndrico de Rn`1. Para contornar os desafios impostos pela

geometria não cilíndrica, realizamos uma mudança de variáveis apropriada, que nos permite

transformar o problema (1) em um problema equivalente em um domínio cilíndrico. Assim,

estudamos a controlabilidade exata da equação

w2
´

n
ÿ

i,j“1

B

Bxi

ˆ

aijpx, tq
Bw

Bxj

˙

`

n
ÿ

i“1

bipx, tq
Bw1

Bxi
`

n
ÿ

i“1

βipx, tq
Bw

Bxi
“ 0 em Q,

onde Q “ Ωˆ p0, T q é um cilindro, com Ω Ă Rn um domínio limitado. Os resultados de boa

colocação foram estabelecidos via método de Galerkin, garantindo existência e unicidade de

soluções. Em seguida, estudamos a controlabilidade exata utilizando o Método da Unicidade

de Hilbert (HUM) e, por fim, demonstramos a equivalência entre os sistemas, o que assegura

que os resultados de controlabilidade obtidos no cilindro se estendem de forma rigorosa ao

domínio não-cilíndrico pQ.

Palavras-chave: Equação da onda; Domínio não-cilíndrico; Controlabilidade exata.
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Abstract

In this work, we investigate the problem of exact controllability for the equation

u2
´ ∆u “ 0 in pQ, (2)

where pQ is a non-cylindrical domain of Rn`1. To overcome the challenges imposed by the

non-cylindrical geometry, we perform an appropriate change of variables, which allows us to

transform problem (2) into an equivalent problem in a cylindrical domain. Thus, we study

the exact controllability of the equation

w2
´

n
ÿ

i,j“1

B

Bxi

ˆ

aijpx, tq
Bw

Bxj

˙

`

n
ÿ

i“1

bipx, tq
Bw1

Bxi
`

n
ÿ

i“1

βipx, tq
Bw

Bxi
“ 0 in Q,

where Q “ Ω ˆ p0, T q is a cylinder, with Ω Ă Rn a bounded domain. The well-posedness

results are established via the Galerkin method, ensuring existence and uniqueness of soluti-

ons. In this setting, we study the exact controllability using the Hilbert Uniqueness Method

(HUM) and, finally, demonstrate the equivalence between these systems, which ensures that

the controllability results obtained in the cylinder extend rigorously to the non-cylindrical

domain pQ.

Key Words: Wave equation; Non-cylindrical domain; Exact controllability.

viii



Sumário

Introdução 2

1 Preliminares 7

1.1 Espaços funcionais . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

1.2 Principais resultados utilizados . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

1.3 Introdução à teoria de controle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

2 Existência, Unicidade e Regularidade da Solução 22

2.1 Formulação do problema . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

2.2 Solução forte . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35

2.3 Solução fraca . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45

2.3.1 Desigualdades inversa e direta . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57

2.4 Solução Ultra-fraca . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78

3 Controlabilidade Exata 93

3.1 Descrição do problema . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 93

3.2 Controlabilidade exata no domínio cilíndrico . . . . . . . . . . . . . . . . . . 94

4 Equivalência de Controlabilidade 100

A Existência e Prolongamento de Soluções Aproximadas 115

B Espaços em Domíno Não-Cilíndrico 120

Bibliografia 125

ix



Lista de Figuras

1 Sistemas de irragação na Mesopotâmia, arquedutos romanos e regulador cen-

trífugo, respectivamente. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3

1.1 Controle exato: A solução atinge exatamente o estado desejado. . . . . . . . 18

1.2 Controle aproximado: A solução pode ser o mais próximo possível do estado

desejado. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

1.3 Controle nulo: A solução é conduzida para zero. . . . . . . . . . . . . . . . . 18

1.4 Controle exato para trajetórias: Independente da trajetória, a solução atinge

exatamente o estado desejado. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

2.1 Gráfico da função kptq “ 1 `
1

3
e´t sin2ptq. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

2.2 Mudança de variáveis através do difeomorfismo T , que mapeia o domínio não

cilíndrico pQ no domínio cilíndrico fixo Q. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

3.1 Porção da fronteira Σpx0q em azul, onde acionamos o controle. . . . . . . . . 94



Notações e simbologias

‚ p¨, ¨q denota o produto interno em L2pΩq.

‚ | ¨ | denota a norma em L2pΩq.

‚ pp ¨, ¨ qq denota o produto interno em H1
0 pΩq.

‚ } ¨ } denota a norma em H1
0 pΩq.

‚ x¨, ¨y quando não especificado, denota diferentes pares de dualidade.

‚ ∇f “

ˆ

Bf

Bx1
,

Bf

Bx2
, ¨ ¨ ¨ ,

Bf

Bxn

˙

denota o gradiente da função f .

‚ ∆f “

n
ÿ

i“1

B2f

Bx2i
denota o operador Laplaciano da função f .

‚ q.s. - quase sempre.

‚ ãÑ denota uma imersão contínua.

‚
c

ãÑ denota imersão compacta.

‚ 1 “
B

Bt
denota a derivada em relação a variável t (tempo).

‚ Ñ denota convergência forte.

‚ á denota convergência fraca.

‚
˚

á denota convergência fraca´˚.

‚ Dpfq denota o domínio da função f .

‚ CpI,Xq “ tf : I ÝÑ X | f é contínua emXu, em que I Ă R é aberto e X é um espaço de

Banach.

‚ CmpI,Xq “ tf : I ÝÑ X | f pkq P CpI,Xq, k “ 0, . . . ,mu.

‚ Cm,αpI,Xq “ tf : I ÝÑ X | f P CmpI,Xq e f pmq é Hölder Contínua com expoenteαu.

Seja α P p0, 1s. Uma função f : I ÝÑ X é dita Hölder Contínua com expoente α se existir

uma constante real C tal que

}fptq ´ fpsq}X ď C |t ´ s|α, @ t, s P I.

‚ pP qj denota a equação j do problema P .



Introdução

O termo controle permite duas interpretações: a de verificação e a de ação. Na primeira,

controlar significa observar e garantir que um sistema se comporte de forma satisfatória; na

segunda, implica intervir para ajustar o sistema e fazê-lo funcionar conforme o desejado.

Essa noção de controlar é muito anterior à sua formalização matemática, estando presente

tanto nas práticas humanas quanto na própria natureza.

Ao longo da história, é possível identificar práticas que evidenciam o princípio funda-

mental da Teoria de Controle: o ajuste do comportamento de um sistema para atingir um

estado pretendido. Como exemplificado em [9], na Mesopotâmia, há mais de 2000 anos antes

de Cristo, o manejo de sistemas de irrigação (Figura 1) exigia técnicas de controle precisas.

Já na Roma Antiga, sistemas de válvulas eram utilizados para regular o fluxo de água nos

arquedutos (Figura 1), demonstrando uma forma primitiva de controle automático. Essas

práticas marcaram o início de uma longa busca pela compreensão científica dos mecanismos

de controle.

Com o avanço da ciência, no final do século XVII, surgiram desenvolvimentos decisivos.

Ch. Huygens e R. Hooke estudaram o movimento do pêndulo, buscando controlar suas

oscilações para medir o tempo com precisão, o que teve grande impacto na navegação. Mais

tarde, o princípio de autorregulação foi explorado em mecanismos como os moinhos de vento

e, especialmente, na máquina a vapor de James Watt, que usava um regulador centrífugo

(Figura 1) para manter constante a velocidade do sistema. Esse dispositivo inspirou análises

matemáticas fundamentais no período da Revolução Industrial entre os séculos XVIII e XIX,

como as de G. Airy e, posteriormente, de J.C. Maxwell, que em 1868 formulou as primeiras

descrições matemáticas rigorosas, onde alguns dos comportamentos erráticos encontrados na

máquina a vapor foram descritos e alguns mecanismos de controle foram propostos.
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Figura 1: Sistemas de irragação na Mesopotâmia, arquedutos romanos e regulador centrí-
fugo, respectivamente.

Com o decorrer dos anos, as ideias centrais da Teoria de Controle ganharam um impacto

notável. Nos anos vinte, a preferência de engenheiros por técnicas de controle contínuo,

semiautomático ou automático impulsionou o reconhecimento da Engenharia de Controle

como uma disciplina de destaque. Ao fim da década de trinta, dois métodos e abordagens

diferentes estavam disponíveis: um baseado no uso de Equações Diferenciais e outro, de

natureza frequencial, desenvolvido pelo matemático francês Joseph Fourier. Após 1960,

esses métodos passaram a ser considerados parte da Teoria de Controle “clássica”.

Hoje em dia, graças aos trabalhos de matemáticos como R. Bellman, H. Fattorini, R.

Kalman, J.-L. Lions, L. Potryagin e D.L. Russell, e muitos outros, a Teoria de Controle é

um rico ramo interdisciplinar da matemática, com aplicações em áreas como Engenharia,

Biologia, Economia e Medicina. Para mais detalhes ver, por exemplo, [9], [34] e [35].

Quanto à controlabilidade de Equações Diferenciais Parciais (EDP), o tema teve desen-

volvimento intenso nas últimas décadas, embora conceitos relacionados já existissem antes.

Em 1965, L. Markus [19] introduziu o conceito de controlabilidade para sistemas descritos

por Equações Diferenciais Ordinárias (EDO). Na teoria de EDP, um impulso decisivo veio

em 1973 e 1978 com os trabalhos de D.L. Russel [31] e [32], que organizaram e destacaram

os resultados mais relevantes até então, muitos dos quais se relacionavam com técnicas de

multiplicadores e com a análise de Fourier não-harmônica. Em 1988, J.-L. Lions [13], [15]

introduziu o Método de Unicidade Hilbertiana (HUM), um método sistemático e construtivo

que reduz a questão da controlabilidade exata de sistemas lineares à continuação única e à

obtenção de uma desigualdade inversa (também chamada desigualdade de observabilidade,

atribuída a L.F. Ho em [11]). A partir do HUM foram obtidos inúmeros resultados e des-

cobertas significativas para a controlabilidade de EDP, as quais compõem a base teórica da
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presente dissertação.

Em termos matemáticos, de forma breve, para compreendermos um problema de con-

trole, supomos que queremos obter um bom comportamento de um sistema físico governado

pela equação de estado

Apyq “ fpvq. (3)

Aqui, y é o estado, a incógnita do sistema que pretendemos controlar, pertencente a um es-

paço vetorial Y e v é o controle. Tal controle pertencerá ao conjunto de controles admissíveis

Uad. Assumamos que A : DpAq Ă Y ÝÑ Y e f : Uad ÝÑ Y são duas aplicações (lineares ou

não lineares) dadas. O operador A determina a equação que deve ser satisfeita pela variável

de estado y, de acordo com as leis da Física. A função f indica a maneira como o controle

v atua no sistema que governa o estado.

Para simplificar, assumamos ainda que, para cada v P Uad, a equação de estado (3)

possui exatamente uma solução y “ ypvq em Y . Então, de maneira concisa, controlar (3) é

encontrar v P Uad tal que a solução de (3) se aproxime de um estado desejado.

Neste trabalho, nos dedicamos ao estudo de algumas propriedades (existência, unici-

dade, regularidade e controlabilidade) da Equação da Onda. Esta equação ocupa um papel

central, pois além de ser a EDP hiperbólica mais representativa ela serve para modelar fenô-

menos físicos fundamentais, como pequenas vibrações de corpos elásticos, propagação do

som e certos modelos da mecânica quântica. Sua relevância para a teoria da controlabili-

dade decorre tanto das aplicações quanto das propriedades matemáticas que ela exibe.

Em particular, estudamos a controlabilidade exata para a Equação da Onda em um

domínio não-cilíndrico pQ Ă Rn`1. Assim, consideramos o seguinte sistema
$

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

%

u2 ´ ∆u “ 0 em pQ,

u “ g sobre pΣ,

up¨, 0q “ u0p¨q, u1p¨, 0q “ u1p¨q em Ω0,

(4)

em que u “ upy, tq é o estado e g “ gpy, tq é o controle que atua no sistema através da

fronteira lateral pΣ. O problema de controlabilidade que buscamos resolver consiste em exibir

um controle g em um espaço adequado de tal forma que a solução u do sistema (4) alcançe

o equilíbrio no instante T , ou seja, tal que a solução u do sistema (4) satisfaça

up¨, T, gq “ 0 e u1
p¨, T, gq “ 0.
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Para resolver este problema, nossa abordagem consiste, primeiramente, em transformar

(4) utilizando uma mudança de variáveis adequada, em um sistema definido em um domínio

cilíndrico. Assim, estudamos a controlabilidade exata para o sistema
$

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

%

w2 ´

n
ÿ

i,j“1

B

Bxi

ˆ

aijpx, tq
Bw

Bxj

˙

`

n
ÿ

i“1

bipx, tq
Bw1

Bxi
`

n
ÿ

i“1

βipx, tq
Bw

Bxi
“ 0 em Q,

w “ v sobre Σ,

wp¨, 0q “ w0p¨q, w1p¨, 0q “ w1p¨q em Ω,

(5)

em que Ω é um domínio limitado do Rn com fronteira regular Γ e Q “ Ω ˆ p0, T q o cilindro

com fronteira lateral Σ “ Γˆ p0, T q. Para controlabilidade exata de (5) utilizamos o Método

de Unicidade Hilbertiana (HUM).

A existência de soluções para o problema de valor de contorno inicial da Equação da

Onda não linear em domínios não-cilíndricos gerais pQ foi estudada, entre outros autores, por

J.-L. Lions [17], L. A. Medeiros [20], quando pQ é crescente, e por C. Bardos e J. Cooper [3],

quando pQ é do tipo-tempo. O caso linear foi tratado por J. Sikorav [36], quando pQ é do

tipo-tempo. Ele utilizou ferramentas da Topologia Diferencial. O controle interno exato

para a equação da onda em domínios não cilíndricos foi tratado por C. Bardos e G. Cheng

[2]. Os autores usaram invariantes de energia para estudar as estimativas de crescimento e

decaimento de soluções da equação da onda em um domínio não-cilíndrico e, a partir daí,

estabeleceram condições suficientes para garantir a controlabilidade exata (de parâmetros

distribuídos) da equação da onda.

No que se refere à controlabilidade exata para o sistema (5), notamos que o caso

aij “ δijaptq, bi “ βi “ 0, foi estudado por J.-L. Lions [14] e J.M. Rivera [30], e o caso

aij “ δijapxq, bi “ βi “ 0, por E. Zuazua [38]. Além disso, R. Fuentes [10] analisou a

situação bi “ βi “ 0. Observamos que a presença do termo
Bw1

Bxi
em (5) gera desafios técnicos

significativos, tornando a abordagem deste trabalho distinta das apresentadas acima.

Enquanto a teoria de controle para a equação da onda em domínios cilíndricos é bem

estabelecida (ver [28]), muitos problemas físicos envolvem meios cujas fronteiras evoluem

temporalmente. Este trabalho busca, tomando como base os resultados apresentados por

J.-L. Lions [13], [15] e M.M. Miranda [25]– [27], estender essa teoria para uma classe mais

geral de domínios, aproximando-se assim de uma gama mais ampla de aplicações.

Esta dissertação está organizada da seguinte forma:
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No Capítulo 1, introduzimos os conceitos e resultados matemáticos fundamentais que

servirão de base para o restante do trabalho. Apresentamos os principais espaços funcionais

utilizados, como os espaços de Sobolev e de Lebesgue, bem como alguns resultados clássicos

da Análise Funcional. Ainda neste capítulo, fazemos uma breve introdução à Teoria de

Controle, na qual discutimos as noções de controlabilidade exata, aproximada, nula e exata

para trajetórias, que ajudam a compreender o problema de controlabilidade à ser estudado.

Já no Capítulo 2, realizamos a formulação matemática do problema de controlabili-

dade para a equação da onda em um domínio não-cilíndrico. A partir de uma mudança de

variáveis conveniente, passamos a trabalhar com o sistema equivalente (5) em um domínio

cilíndrico fixo. Provamos a existência, unicidade e regularidade de soluções forte, fraca e

ultra-fraca para o sistema adjunto associado ao sistema (5). Usamos o Método de Faedo-

Galerkin para provar a existência de solução forte. A solução fraca é obtida como limite de

uma sequência de soluções fortes. Ademais, provamos as Desigualdades Direta e Inversa para

esta solução fraca, e o Método da Transposição é usado para definir a solução ultra-fraca.

No Capítulo 3, estudamos a controlabilidade exata do sistema (5). O controle é consi-

derado atuando apenas em uma parte da fronteira, o que caracteriza um controle localizado

e remete à ideia de otimização e minimização de custos. O resultado principal é obtido por

meio do HUM, que estabelece a equivalência entre o problema de controle e o problema

adjunto. Sob hipóteses adequadas, demonstramos que o sistema é exatamente controlável

em um tempo suficientemente grande.

No Capítulo 4, tratamos da equivalência entre a controlabilidade obtida no domínio

cilíndrico e a correspondente no domínio não-cilíndrico original. Por meio da transformação

inversa de variáveis, mostramos que os resultados de controlabilidade estabelecidos para

(5) estendem-se de maneira rigorosa a (4), concluindo assim a demonstração do resultado

principal desta dissertação.

Por fim, no Apêndice A, apresentamos o resultado que nos garante a existência

e prolongamento de soluções aproximadas, e é parte essencial à obtenção da solução forte

estudada no Capítulo 2. Já no Apêndice B, formalizamos os espaços funcionais definidos em

domínios não-cilíndricos. Esses espaços são essenciais para garantir a validade matemática

da equivalência de controlabilidade demonstrada no Capítulo 4.



Capı́tulo 1
Preliminares

Neste capítulo daremos algumas definições e resultados essenciais à continuidade do

trabalho.

1.1 Espaços funcionais

Dados Ω Ă Rn um aberto e uma função contínua f : Ω ÝÑ R, define-se suporte de f, e

denota-se por supppfq, o fecho em Ω do conjunto tx P Ω; f pxq ‰ 0u . Assim, supppfq é um

subconjunto fechado de Ω.

Uma n-upla de inteiros não negativos α “ pα1, ..., αnq é denominada de multi-índice e

sua ordem é definida por |α| “ α1 ` ... ` αn.

Representa-se por Dα o operador de derivação de ordem |α| , isto é,

Dα
“

B|α|

Bxα1
1 ...Bx

αn
n

.

Para α “ p0, 0, ..., 0q , define-se D0u “ u, para toda função u.

Por C8
0 pΩq denota-se o espaço vetorial, com as operações usuais, das funções infinita-

mente diferenciáveis definidas, e com suporte compacto, em Ω.

Um exemplo clássico de uma função de C8
0 pΩq é dado por

Exemplo 1.1 Seja Ω Ă Rn um aberto tal que B1 p0q “ tx P Rn; }x} ă 1u compactamente
contido em Ω. Consideremos f : Ω ÝÑ R, tal que

f pxq “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

e
1

}x}
2

´1 , se }x} ă 1

0, se }x} ě 1
,
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onde x “ px1, x2, ..., xnq e }x} “

ˆ

n
ř

i“1

x2i

˙
1
2

é a norma euclidiana de x. Temos que f P C8 pΩq

e supppfq “ B1 p0q é compacto, isto é, f P C8
0 pΩq .

Definição 1.1 Diz-se que uma sequência pφnqnPN em C8
0 pΩq converge para φ em C8

0 pΩq ,

quando forem satisfeitas as seguintes condições:

(i) Existe um compacto K de Ω tal que supppφq Ă K e supppφnq Ă K, @ n P N,

(ii) Dαφn Ñ Dαφ uniformemente em K, para todo multi-índice α.

Observação 1.1 É possível (ver Schwartz [33]) dotar C8
0 pΩq com uma topologia de forma

que a noção de convergência nessa topologia coincida com a dada pela Definição 1.1.

O espaço C8
0 pΩq, munido da convergência acima definida, será denotado por D pΩq e

denominado de Espaço das Funções Testes sobre Ω.

Uma distribuição (escalar) sobre Ω é todo funcional linear contínuo sobre D pΩq . Mais

precisamente, uma distribuição sobre Ω é um funcional T : D pΩq Ñ R satisfazendo as

seguintes condições:

piq T pαφ ` βψq “ αT pφq ` βT pψq , @ α, β P R e @ φ, ψ P D pΩq ,

piiq T é contínua, isto é, se pφnqnPN converge para φ, em D pΩq , então pT pφnqqnPN converge

para T pφq , em R.

É comum denotar o valor da distribuição T em φ por xT, φy .

O conjunto de todas as distribuições sobre Ω com as operações usuais é um espaço

vetorial, o qual representa-se por D1 pΩq.

Os seguintes exemplos de distribuições escalares desempenham um papel fundamental

na teoria.

Exemplo 1.2 Seja u P L1
loc pΩq . O funcional Tu : D pΩq Ñ R, definido por

xTu, φy “

ż

Ω

u pxqφ pxq dx,

é uma distribuição sobre Ω univocamente determinada por u (ver Medeiros-Miranda [22]).
Por esta razão, identifica-se u à distribuição Tu por ela definida e, desta forma, L1

loc pΩq será
identificado a uma parte (própria) de D1 pΩq .
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Exemplo 1.3 Consideremos 0 P Ω e o funcional δ0 : D pΩq Ñ R, definido por

xδ0, φy “ φ p0q .

Em [22], vê-se que δ0 é uma distribuição sobre Ω. Além disso, mostra-se que δ0 não é definido
por uma função de L1

loc pΩq .

Definição 1.2 Diz-se que uma sequência pTnqnPN em D1 pΩq converge para T em D1 pΩq ,

quando a sequência numérica pxTn, φyqnPN convergir para xT, φy em R, para toda φ P D pΩq .

Definição 1.3 Sejam T uma distribuição sobre Ω e α um multi-índice. A derivada DαT

(no sentido das distribuições) de ordem |α| de T é o funcional definido em D pΩq por

xDαT, φy “ p´1q
|α|

xT,Dαφy , @φ P D pΩq .

Observação 1.2 Decorre da Definição 1.3 que cada distribuição T sobre Ω possui derivadas
de todas as ordens.

Observação 1.3 DαT é uma distribuição sobre Ω, onde T P D1 pΩq. De fato, vê-se facil-
mente que DαT é linear. Agora, para a continuidade, consideremos pφnqnPN convergindo para
φ em D pΩq . Assim, |xDαT, φny ´ xDαT, φy| ď |xT,Dαφn ´ Dαφy| Ñ 0, quando n Ñ 8.

Observação 1.4 Vê-se em Medeiros-Rivera [24] que a aplicação Dα : D1 pΩq Ñ D1 pΩq tal
que T ÞÑ DαT é linear e contínua no sentido da convergência definida em D1 pΩq .

Dado um número inteiro m ą 0, por Wm,p pΩq , 1 ď p ď 8, representa-se o espaço de

Sobolev de ordem m, sobre Ω, das pclasses deq funções u P Lp pΩq tais que Dαu P Lp pΩq,

para todo multi-índice α, com |α| ď m. Wm,p pΩq é um espaço vetorial, qualquer que seja

1 ď p ă 8.

Munido das normas

}u}Wm,ppΩq
“

¨

˝

ÿ

|α|ďm

ż

Ω

|Dαu pxq|
p dx

˛

‚

1
p

, quando 1 ď p ă 8

e

}u}Wm,8pΩq
“

ÿ

|α|ďm

sup ess
xPΩ

|Dαu pxq| , quando p “ 8,

os espaços de sobolev Wm,p pΩq são espaços de Banach (vide Medeiros-Rivera [24]).

Observação 1.5 Quando p “ 2, o espaço Wm,2 pΩq é denotado por Hm pΩq, o qual munido
do produto interno

pu, vqHmpΩq
“

ÿ

|α|ďm

ż

Ω

Dαu pxqDαv pxq dx

é um espaço de Hilbert.
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Dado um espaço de Banach X, denotaremos por Lp p0, T ;Xq , 1 ď p ă 8, o espaço de

Banach das pclasses deq funções u, definidas em p0, T q com valores em X, que são fortemente

mensuráveis e }u ptq}
p
X é integrável a Lebesgue em p0, T q, com a norma

}u}Lpp0,T ;Xq
“

ˆ
ż T

0

}u ptq}
p
X dt

˙

1
p

.

Por L8 p0, T ;Xq representa-se o espaço de Banach das pclasses deq funções u, definidas em

p0, T q com valores em X, que são fortemente mensuráveis e }u ptq}X possui supremo essencial

finito em p0, T q, com a norma

}u}L8p0,T ;Xq
“ sup ess

tPp0,T q

}u ptq}X .

Observação 1.6 Quando p “ 2 e X é um espaço de Hilbert, o espaço L2 p0, T ;Xq é um
espaço de Hilbert, cujo produto interno é dado por

pu, vqL2p0,T ;Xq
“

ż T

0

pu ptq , v ptqqX dt.

Consideremos o espaço Lp p0, T ;Xq, 1 ă p ă 8, com X sendo Hilbert separável, então

podemos fazer a seguinte identificação

rLp
p0, T ;Xqs

1
« Lq

p0, T ;X 1
q ,

onde
1

p
`

1

q
“ 1. Quando p “ 1, faremos a identificação

“

L1
p0, T ;Xq

‰1
« L8

p0, T ;X 1
q .

Essas identificações encontram-se detalhadamente em Lions [18].

Observação 1.7 Se 1 ď q ď p ď 8, então Lpp0, T ;Xq ãÑ Lqp0, T ;Xq.

Observação 1.8 Se X ãÑ Y e se f P L1p0, T ;Xq, então f P L1p0, T ;Y q e as integrais de f
no sentido de X e Y coincidem.

O espaço vetorial das aplicações lineares e contínuas de D p0, T q em X é denominado de

Espaço das Distribuições Vetoriais sobre p0, T q com valores emX e denotado por D1 p0, T ;Xq.

Definição 1.4 Dada S P D1 p0, T ;Xq, define-se a derivada de ordem n como sendo a dis-
tribuição vetorial sobre p0, T q com valores em X dada por

B

dnS

dtn
, φ

F

“ p´1q
n

B

S,
dnφ

dtn

F

, @φ P D p0, T q .
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Exemplo 1.4 Dadas u P Lp p0, T ;Xq, 1 ď p ă 8, e φ P D p0, T q a aplicação Tu : D p0, T q Ñ

X, definida por

Tu pφq “

ż T

0

u ptqφ ptq dt,

integral de Bochner em X, é linear e contínua no sentido da convergência de D p0, T q, logo
uma distribuição vetorial. A aplicação u ÞÑ Tu é injetiva, de modo que podemos identificar
u com Tu e, neste sentido, temos Lp p0, T ;Xq Ă D1 p0, T ;Xq .

Consideremos o espaço

Wm,p
p0, T ;Xq “

␣

u P Lp
p0, T ;Xq ; upjq

P Lp
p0, T ;Xq , j “ 1, ...,m

(

,

onde upjq representa a j-ésima derivada de u no sentido das distribuições vetoriais. Equipado

com a norma

}u}Wm,pp0,T ;Xq
“

˜

m
ÿ

j“0

›

›upjq
›

›

p

Lpp0,T ;Xq

¸
1
p

,

Wm,p p0, T ;Xq é um espaço de Banach (Vide Adams [1]).

Observação 1.9 Quando p “ 2 e X é um espaço de Hilbert, o espaço Wm,p p0, T ;Xq será
denotado por Hm p0, T ;Xq, o qual, munido do produto interno

pu, vqHmp0,T ;Xq
“

m
ÿ

j“0

`

upjq, vpjq
˘

L2p0,T ;Xq
,

é um espaço de Hilbert. Denota-se por Hm
0 p0, T ;Xq o fecho, em Hm p0, T ;Xq, de D p0, T ;Xq

e por H´m p0, T ;Xq o dual topológico de Hm
0 p0, T ;Xq.

1.2 Principais resultados utilizados

Lema 1.1 (Imersão de Sobolev) Seja Ω um aberto limitado do Rn com fronteira Γ regu-
lar.

piq Se n ą 2m, então Hm pΩq ãÑ Lp pΩq, onde p P

„

1,
2n

n ´ 2m

ȷ

.

piiq Se n “ 2m, então Hm pΩq ãÑ Lp pΩq , onde p P r1,`8q.

piiiq Se n “ 1 e m ě 1, então Hm pΩq ãÑ L8 pΩq.

Prova: Ver Brezis [5].

Lema 1.2 (Rellich-Kondrachov) Seja Ω um aberto limitado do Rn com fronteira Γ regu-
lar.
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piq Se n ą 2m, então Hm pΩq
c

ãÑ Lp pΩq , onde p P

„

1,
2n

n ´ 2m

˙

.

piiq Se n “ 2m, então Hm pΩq
c

ãÑ Lp pΩq , onde p P r1,`8q.

piiiq Se 2m ą n então Hm pΩq
c

ãÑ Ck
`

Ω
˘

, onde k é um inteiro não negativo tal que k ă

m ´
n

2
ď k ` 1.

Prova: Ver Brezis [5].

Teorema 1.1 Seja Ω aberto limitado do Rn pn ě 1q, de classe Cm. Então

Wm,8
pΩq ãÑ Cm´1,1

pΩq.

Prova: Ver Medeiros-Milla [21].

Teorema 1.2 (Banach-Alaoglu-Bourbaki) O conjunto BE1 “ tf P E 1; }f} ď 1u é com-
pacto pela topologia fraca´˚ σ pE 1, Eq , onde E é um espaço de Banach.

Prova: Ver Brezis [5].

Lema 1.3 (Du Bois Raymond) Seja u P L1
locpΩq. Então

ż

Ω

upxqφpxqdx “ 0, @ φ P DpΩq,

se, e somente se, u “ 0 quase sempre em Ω.

Prova: Ver Medeiros-Rivera [24].

Lema 1.4 (Desigualdade de Poincaré) Seja Ω Ă Rn um aberto limitado. Se u P H1
0 pΩq,

então existe uma constante C ą 0, tal que

}u}
2
L2pΩq

ď C }∇u}
2
L2pΩq

.

Prova: Ver Brezis. [5]

Lema 1.5 (Desigualdade de Young) Sejam a, b constantes positivas, 1 ă p ă 8 e 1 ă

q ă 8, tais que
1

p
`

1

q
“ 1, então

ab ď
ap

p
`
bq

q
.

Prova: Ver Brezis [5].
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Lema 1.6 (Desigualdade de Young com δ) Sejam 1 ă p, q ă 8 com
1

p
`
1

q
“ 1 e δ ą 0.

Então,
ab ď δap ` Cpδqbq, @a, b ě 0,

onde Cpδq “ pδpq
´

q
p q´1. No caso particular quando p “ q “ 2, a desigualdade reduz-se a

ab ď δa2 `
1

4δ
b2, @a, b ě 0.

Prova: Ver Evans [8].

Observação 1.10 A desigualdade acima será usada ao decorrer do trabalho no caso parti-
cular em que p “ q “ 2 e δ “

ε

2
, com ε ą 0.

Lema 1.7 (Desigualdade de Hölder) Sejam f P Lp pΩq e g P Lq pΩq, com 1 ď p ď 8 e
1

p
`

1

q
“ 1, então fg P L1 pΩq e

}fg}L1pΩq
“

ż

Ω

|fg| ď }f}LppΩq
}g}LqpΩq

.

Prova: Ver Brezis [5].

Teorema 1.3 (Teorema do Traço) A aplicação linear

u ÞÑ pγ0u, γ1u, ..., γm´1uq “

ˆ

u|Γ ,
Bu

BνA

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Γ

, ...,
Bm´1u

Bνm´1
A

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Γ

˙

de D
`

Ω
˘

em
m´1
ź

j“0

Wm´j´ 1
p
,p

pΓq, prolonga-se, por continuidade, a uma aplicação linear, con-

tínua e sobrejetiva de Wm,p pΩq em
m´1
ź

j“0

Wm´j´ 1
p
,p

pΓq .

Prova: Ver Lions [18].

Observação 1.11 Note que para o caso unidimensional, isto é, Ω “ pα, βq, se u P Hm pα, βq,
então pelo Lema 1.2, u P Cm´1 prα, βsq . Logo faz sentido definir a função u e suas derivadas
suas derivadas na fronteira, que no caso será Γ “ tα, βu.

Proposição 1.1 Seja Ω um aberto limitado do Rn, com fronteira Γ bem regular. Então a
aplicação

v ÞÑ }∆v}L2pΩq

define em H2pΩq X H1
0 pΩq uma norma equivalente à norma em H2pΩq.

Prova: Ver Medeiros-Miranda [22].
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Definição 1.5 Uma forma bilinear a : H ˆ H Ñ R é dita

(i) Contínua se existe uma constante C tal que

|apu, vq| ď C|u||v| @u, v P H;

(ii) Coerciva se existe uma constante α ą 0 tal que

apv, vq ě α|v|
2

@v P H.

Definição 1.6 Seja V um espaço de Hilbert e considere um operador linear A : V Ñ V 1,
onde V 1 denota o dual de V , associado a uma forma bilinear ap¨, ¨q tal que

xAu, vy “ apu, vq, @u, v P V.

Dizemos que o operador A (ou, equivalentemente, a forma bilinear ap¨, ¨q) é uniformemente
coercivo se existe uma constante α ą 0 tal que

apu, uq ě α }u}
2
V , @u P V.

Essa propriedade é conhecida como condição de coercividade uniforme (ou elipticidade

uniforme) e garante que o operador seja positivo definido em todas as direções do espaço,

assegurando a existência, unicidade e estabilidade da solução de problemas variacionais as-

sociados.

Exemplo 1.5 Considere o espaço de Hilbert H1
0 pΩq e o operador elíptico de segunda ordem

Au “ ´

N
ÿ

i,j“1

B

Bxi

ˆ

aijpxq
Bu

Bxj

˙

,

definido em um domínio aberto e limitado Ω Ă RN , cujos coeficientes aijpxq P C1pΩq,
1 ď i, j ď N , satisfazem a condição de elipticidade uniforme

N
ÿ

i,j“1

aijpxq ξiξj ě α |ξ|
2, @x P Ω, @ ξ P RN ,

para algum α ą 0. Nessas condições, a forma bilinear associada,

apu, vq “

ż

Ω

N
ÿ

i,j“1

aijpxq
Bu

Bxj

Bv

Bxi
dx,

é uniformemente coerciva em H1
0 pΩq, o que garante, pelo Teorema de Lax–Milgram, a exis-

tência e unicidade da solução fraca do problema variacional correspondente.
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Teorema 1.4 (Lax-Milgram) Seja H um espaço de Hilbert e p pu, vq uma forma bilinear,
contínua e coerciva. Para toda f P H 1 existe um único u P H tal que

p pu, vq “ xf, vy , @ v P H.

Além disso, se p é simétrica, u se caracteriza pela propriedade

u P H e
1

2
p pu, uq ´ xf, uy “ Min

vPH

"

1

2
p pv, vq ´ xf, vy

*

.

Prova: Ver Brezis [5].

Teorema 1.5 (Representação de Riesz-Fréchet) Sejam H um espaço de Hilbert e φ :

H ÝÑ R um funcional linear contínuo. Então existe um único y0 P H tal que

φpxq “ xx, y0y, @x P H.

Além disso, }φ} “ }y0}.

Prova: Ver Botelho-Pellegrino [4].

Teorema 1.6 (Isomorfismo de Banach) Sejam E e F dois espaços de Banach e seja T
um operador linear contínuo e bijetivo de E sobre F . Então T´1 é contínuo de F em E. Ou
seja, T é um isomorfismo.

Prova: Ver Brezis [5].

Proposição 1.2 Seja T : pE, } ¨ }1q Ñ pF, } ¨ }2q um operador linear bijetor. Então, T é um
isomorfismo se, e somente se, existem constantes C1, C2 ą 0 tais que

C1}u}1 ď }Tu}2 ď C2}u}1, @u P E.

Prova: Ver Botelho-Pellegrino [4].

Teorema 1.7 Seja T : X Ñ Y um operador linear e considere T ˚ : Y ˚ Ñ X˚ seu adjunto.
Então T ˚ é contínuo e ∥T∥ “ ∥T ˚∥. Se T é um isomorfismo (ou isometria), então T ˚

também é isomorfismo (ou isometria).

Prova: Ver Pellegrini [29].

Teorema 1.8 Sejam X e Y espaços de Hilbert tal que X ãÑ Y e µ P Lpp0, T,Xq, µ1 P

Lpp0, T ;Y q, 1 ď p ď 8, então µ P C0pr0, T s ;Y q.

Prova: Ver Brezis [5].
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Teorema 1.9 Sejam E um espaço de Banach, E 1 seu dual e pfnq uma sucessão de E 1. Se
fn

˚
á f em σpE 1, Eq, então }fn} ď C e }f} ď lim inf }fn} .

Prova: Ver Brezis [5].

Teorema 1.10 (Gauss-Green) Se u P C1pΩq, então
ş

Ω
uxi
dx “

ş

Γ
uνidΓ pi “ 1, 2, ..., nq.

Prova: Ver Brezis [5].

Teorema 1.11 (Fórmulas de Green) Valem:

(i) Se γ P H2pΩq, então
ż

Ω

∇γ.∇u dx “ ´

ż

Ω

u∇γ dx `

ż

Γ

Bγ

Bν
u dΓ, @u P H1

pΩq.

(ii) Se u, γ P H2pΩq, então
ż

Ω

u∆γ ´ γ∆u dx “

ż

Γ

u
Bγ

Bν
´ γ

Bu

Bν
dΓ.

Prova: Ver Brezis [5].

Teorema 1.12 (Desigualdade de Gronwall) Se

xptq ď hptq `

ż t

t0

kpsqxpsqds, t P rt0, T q,

onde todas as funções envolvidas são contínuas em rt0, T q, T ď `8, e kptq ě 0, então xptq

satisfaz

xptq ď hptq `

ż t

t0

hpsqkpsq exp

„
ż t

s

kpuqdu

ȷ

ds, t P rt0, T q.

Se, em adição, hptq é não decrescente, então

xptq ď hptq exp

ˆ
ż t

t0

kpsqds

˙

, t P rt0, T q.

Prova: Ver Corduneanu [6].

Teorema 1.13 (Generalização não-linear da desigualdade de Gronwall) Seja uptq

uma função não negativa que satisfaz a desigualdade integral

uptq ď c `

ż t

t0

papsqupsq ` bpsquαpsqq ds, c ě 0, α ě 0,

onde aptq e bptq são funções contínuas não negativas para t ě t0. Para 0 ď α ă 1 temos

uptq ď

"

c1´α exp

„

p1 ´ αq

ż t

t0

apsq ds

ȷ

` p1 ´ αq

ż t

t0

bpsq exp

„

p1 ´ αq

ż t

s

aprq dr

ȷ

ds

*

1
1´α

;
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para α “ 1,

uptq ď c exp

"
ż t

t0

rapsq ` bpsqs ds

*

;

e para α ą 1 com a hipótese adicional

c ă

"

exp

„

p1 ´ αq

ż t0`h

t0

apsq ds

ȷ*

1
a´1

"

pα ´ 1q

ż t0`h

t0

bpsq ds

*´ 1
a´1

nós também obtemos para t0 ď t ď t0 ` h, para h ą 0,

uptq ď

"

c exp

„

p1 ´ αq

ż t

t0

apsq ds

ȷ

´ c´1
pα ´ 1q

ż t

t0

bpsq exp

„

p1 ´ αq

ż t

s

aprq dr

ȷ

ds

*

1
α´1

.

Prova: Ver Dragomir [7].

1.3 Introdução à teoria de controle

Nesta seção faremos uma breve introdução à Teoria de Controle, apresentando algumas

definições presentes na literartura.

Um sistema de controle é uma equação de evolução (EDO ou EDP) que depende de um

parâmetro v, que descreveremos da seguinte forma: Consideremos dois espaços de Hilbert

(real ou complexo) H e U , um tempo T ą 0, y0 P H e um operador fechado ilimitado

A : DpAq ÝÑ H que gera um semigrupo fortemente contínuo Sptqtě0. Estamos interessados

na seguinte classe de problemas de controle linear
$

’

&

’

%

yt “ Ay ` Bv, t P r0, T s,

yp¨, 0q “ y0p¨q,

(1.1)

em que B P LpU , DpA1qq é o operador que descreve a maneira como o controle v atua no

sistema. Assumiremos que o operador B satisfaz a seguinte condição de admissibilidade:

@T ą 0, D CT ą 0 tal que
ż T

0

}B˚Sptq˚z}U dt ď CT }z}
2
H, @ z P DpA˚

q, (1.2)

em que B˚, Sptq˚ e A˚ são os operadores adjuntos de B, Sptq e A, respectivamente.

Sob a condição de admissibilidade (1.2), o problema de Cauchy (1.1) está bem posto

no sentido de Hadamard, isto é, para cada y0 P H e v P L2p0, T ;Uq existe um único y P

Cpr0, T s;Hq satisfazendo (1.1). Além disso,

}y}Cpr0,T s;Hq ď C
`

}y0}H ` }v}L2p0,T ;Uq

˘

,

para uma constante positiva C que depende de T , A e B.

Apresentaremos agora algumas noções de controlabilidade para o sistema (1.1).
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Definição 1.7 (Controlabilidade exata) O sistema (1.1) é exatamente controlável no
instante T se, para quaisquer y0, yT P H, existe v P L2p0, T ;Uq tal que a solução y de
(1.1) cumpre yp¨, T q “ yT .

y0

yT

Figura 1.1: Controle exato: A solução atinge exatamente o estado desejado.

Definição 1.8 (Controlabilidade aproximada) O sistema (1.1) é aproximadamente con-
trolável no instante T se, para quaisquer y0, yT P H e algum ε ą 0, existe v P L2p0, T ;Uq tal
que a solução y de (1.1) cumpre }yp¨, T q ´ yT }H ă ε.

y0

yT
ε

Figura 1.2: Controle aproximado: A solução pode ser o mais próximo possível do estado
desejado.

Definição 1.9 (Controlabilidade nula) O sistema (1.1) possui a propriedade de controle
nulo no instante T se, para qualquer y0 P H, existir v P L2p0, T ;Uq tal que a solução y de
(1.1) cumpre yp¨, T q “ 0.

y0

yT “ 0

Figura 1.3: Controle nulo: A solução é conduzida para zero.
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A partir das definições acima é possível perceber que a controlabilidade exata implica

tanto a controlabilidade nula como aproximada. A recíproca, em geral, não é verdade.

Uma vez que o problema (1.1) é linear, pode-se verificar que a controlabilidade nula é

equivalente à controlabilidade exata para trajetórias:

Definição 1.10 (Controlabilidade exata para trajetórias) O sistema (1.1) é exatamente
controlável para trajetórias no tempo T se, para qualquer y0 P H e qualquer solução y de
(1.1), e algum dado v, existe um controle v tal que a solução associada de (1.1) cumpre
yp¨, T q “ yp¨, T q.

y0

yT

Figura 1.4: Controle exato para trajetórias: Independente da trajetória, a solução atinge
exatamente o estado desejado.

Observa-se que, no sistema (1.1), o controle v atua diretamente na equação de evolução,

afetando o comportamento da solução ao longo do tempo através do termo Bv. Esse tipo

de formulação representa o caso em que o controle é interno, isto é, aplicado no interior do

domínio do sistema.

Entretanto, em diversos contextos práticos e teóricos, é natural considerar situações

em que o controle não atua no interior do domínio, mas sim na fronteira. Nesses casos, a

ação controladora é implementada por meio de condições de contorno que dependem de um

parâmetro de controle, o que conduz ao chamado problema de controle de fronteira.

Um exemplo bem representativo é o controle de temperatura em uma haste (ou barra)

unidimensional. Para formular esse problema consideremos:

• Uma haste metálica de comprimento L, ou seja, o domínio espacial do problema é

dado pelos elementos x P p0, Lq (o interior da haste), com fronteira x “ 0 e x “ L (as

extremidades da haste).
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• A evolução da temperatura dentro da haste é dada pela Equação do Calor Unidimen-

sional
Bu

Bt
“ α

B2u

Bx2
,

em que upx, tq é a temperatura (variável de estado), α é a difusividade térmica do

material da haste pα ą 0q e t ě 0. Nesse caso, upx, tq é a variável que se quer

controlar.

• Não aplicamos o calor (ou resfriamento) no interior da haste, mas em uma de suas

extremidades (fronteira). Assumimos que o controle vptq é aplicado na extremidade

x “ L, forçando a temperatura à chegar a um estado desejado.

• Suponhamos que a extremidade x “ 0 está isolada, ou seja, não há fluxo de calor

(ou resfriamento), e que tenhamos uma distribuição inicial de temperatura na haste

(condição inicial).

Assim, o sistema de controle de fronteira para a haste unidimensional, com a intenção

de controlar a temperatura upx, tq por meio da ação vptq, é definido por
$

’

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

’

%

Bu

Bt
“ α

B2u

Bx2
em p0, Lq ˆ p0,8q

Bu

Bx
p0, tq “ 0 (Condição na fronteira isolada)

upL, tq “ vptq (Condição de controle na fronteira)

upx, 0q “ u0pxq (condição inicial)

Nesse sentido, o objetivo é escolher a função de controle vptq (a temperatura aplicada

na extremidade) de tal forma que a temperatura em toda a haste atinja um perfil desejado,

por exemplo, esfriar a haste até zero ou estabilizar a temperatura em um valor constante C0.

Além do intuito de estabilizar ou direcionar um sistema dinâmico, a Teoria de Controle

possui um caráter otimizante. De modo geral, busca-se determinar um controle capaz de

conduzir o sistema a um estado desejado, minimizando simultaneamente um custo associado

à atuação do controle. Essa característica de otimização está presente em diversas formula-

ções clássicas, como os problemas de controle ótimo, nos quais se considera uma função de

custo que mede o desempenho do sistema, penalizando tanto o erro em relação ao estado

alvo quanto a energia gasta pelo controle. Esse princípio é particularmente relevante em con-

textos industriais, ambientais e tecnológicos, onde o controle ideal deve equilibrar eficácia e

eficiência.
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Voltando à controlabilidade de fronteira, é possível observar que em muitas situações

práticas, a aplicação do controle em toda a fronteira de um domínio pode ser inviável ou des-

necessária, seja por restrições físicas, limitações de acesso ou mesmo por custos operacionais

elevados. Assim, é natural considerar o caso em que o controle atua apenas em uma parte

da fronteira. Essa forma de minimização de custos não compromete o desempenho global do

sistema e representa justamente a característica otimizante dessa teoria.

Do ponto de vista matemático, essa restrição implica que o termo de controle está

associado a uma porção da fronteira, enquanto nas demais regiões impõem-se condições

homogêneas. Assim, busca-se determinar controles capazes de garantir as propriedades de-

sejadas de controlabilidade e otimização, mantendo o esforço de controle concentrado em

uma região reduzida. Esse tipo de configuração reflete de maneira realista a necessidade de

equilibrar eficiência e viabilidade prática na implementação de estratégias de controle, que

é o caso desse trabalho.



Capı́tulo 2
Existência, Unicidade e Regularidade da
Solução

Neste capítulo estabeleceremos a formulação do problema que iremos estudar e re-

alizaremos a análise das soluções fortes e fracas, com ênfase em existência, unicidade e

regularidade.

2.1 Formulação do problema

Seja Ω um conjunto aberto e limitado de Rn com fronteira Γ de classe C2, que sem

perda de generalidade, pode ser assumido contendo a origem de Rn, e k : r0,8q Ñ p0,8q

uma função continuamente diferenciável.

Para T ą 0, seja tΩtut P r0,T s uma família de subconjuntos abertos limitados de Rn com

fronteira regular representada por Γt, definido da seguinte maneira

Ωt “ ty P Rn
| y “ kptqx, x P Ωu, 0 ď t ď T ă 8.

Denotamos por pQ o domínio não cilíndrico de Rn`1 como sendo

pQ “
ď

0ătăT

Ωt ˆ ttu,

com fronteira lateral dada por
pΣ “

ď

0ătăT

Γt ˆ ttu.

Seja x0 P Rn. Representamos por mpxq a função vetorial mpxq “ x ´ x0 e por νpxq o

vetor normal unitário em x P Γ, direcionado para o exterior de Ω. Determinamos os seguintes
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conjuntos

Partição da fronteira Γ de Ω

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Γpx0q “ tx P Γ |mpxq ¨ νpxq ě 0u,

Γ˚px0q “ tx P Γ |mpxq ¨ νpxq ă 0u “ ΓzΓpx0q

e

Partição da fronteira lateral Σ de Q

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Σpx0q “ Γpx0q ˆ p0, T q,

Σ˚px0q “ Γ˚px0q ˆ p0, T q.

Com isso, definimos os conjuntos correspondentes

Γtpx
0
q “ ty P Γt | y “ kptqx, x P Γpx0q, 0 ď t ď T u, e pΣpx0q “

ď

0ătăT

Γtpx
0
q ˆ ttu.

Consideramos

Rpx0q “ supt|mpxq|; x P Ωu, M “ supt|x|; x P Ωu

em que |x| é o comprimento do vetor x P Rn e λ1 o primeiro autovalor do problema espectral

´∆φ “ λφ, φ P H1
0 pΩq.

Sobre a função k suponhamos que

k P W 3,8
loc p0,8q, (H1)

0 ă k0 “ inf
tě0

kptq, sup
tě0

kptq “ k1 ă 8, (H2)

sup
tě0

|k1
ptq| “ τ ă

1

M
, (H3)

ℓ1 “

ż 8

0

|k1
ptq| dt ă 8 e ℓ2 “

ż 8

0

|k2
ptq| dt ă 8. (H4)

Exemplo 2.1 Uma função que satisfaz as condições acima é dada por

kptq “ 1 `
1

3
e´tsen2

ptq.

De fato, observamos que

(H1) kptq é infinitamente diferenciável para t ą 0, pois é o produto de funções C8p0,8q, e
portanto, k P C8p0,8q Ă W 3,8

loc p0,8q.
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(H2) Temos

sen2
ptq P r0, 1s ùñ e´tsen2

ptq P r0, 1s ùñ 1 `
1

3
e´tsen2

ptq P

„

1, 1 `
1

3

ȷ

“

„

1,
4

3

ȷ

.

Logo, kptq P

„

1,
4

3

ȷ

. Assim,

k0 “ inf
tě0

kptq “ 1 ą 0, k1 “ sup
tě0

kptq “
4

3
ă 8.

(H3) Calculando a derivada de kptq obtemos

k1
ptq “

1

3

“

´e´tsen2
ptq ` e´t

¨ 2senptq cosptq
‰

“
1

3
e´t

“

´sen2
ptq ` senp2tq

‰

.

Desde que |sen2ptq| ď 1 e |senp2tq| ď 1, tem-se

|k1
ptq| ď

1

3
e´t

p1 ` 1q “
2

3
e´t

ď
2

3
.

Logo,

sup
tě0

|k1
ptq| “

2

3
.

Podemos escolher τ “
2

3
e M “ 1 por exemplo.

(H4)

ℓ1 “

ż 8

0

|k1
ptq| dt ď

ż 8

0

2

3
e´t dt “

2

3
ă 8.

Para k2ptq, derivamos k1ptq, obtendo

k2
ptq “

1

3
e´t

“

sen2
ptq ´ 2 senp2tq ` 2 cosp2tq

‰

,

o que implica

|k2
ptq| ď

1

3
e´t

p1 ` 2 ` 2q “
5

3
e´t.

Logo,

ℓ2 “

ż 8

0

|k2
ptq| dt ď

ż 8

0

5

3
e´t dt “

5

3
ă 8.

Portanto, a função kptq “ 1`
1

3
e´tsen2ptq, para todo t ě 0, satisfaz as hipóteses (H1) - (H4).

0 1 2 3 4 5 6 7 8
0

0.5

1

1.5

2

t

k
pt

q

kptq
limtÑ8 kptq “ 1

Figura 2.1: Gráfico da função kptq “ 1 `
1

3
e´t sin2ptq.
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O principal objetivo deste trabalho é obter a controlabilidade exata para o problema
$

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

%

u2 ´ ∆u “ 0 em pQ,

u “ g sobre pΣ,

up¨, 0q “ u0p¨q, u1p¨, 0q “ u1p¨q em Ω0,

(2.1)

em que u “ upy, tq é o estado e g “ gpy, tq é o controle que atua no sistema através da

fronteira lateral pΣ.

Problema: Dado T ą 0 suficientemente grande, queremos encontrar um espaço de Hilbert

apropriado H tal que para quaisquer dados iniciais tu0, u1u P H, exista um controle g P

L2
´

pΣpx0q

¯

, tal que a solução de (2.1) cumpra a condição de equilíbrio

up¨, T, gq “ 0 e u1
p¨, T, gq “ 0.

Sendo assim, podemos formular o problema de controlabilidade exata para o sistema

(2.1) como segue:

Nossa abordagem consiste em transformar o sistema (2.1) em um problema equivalente

definido no cilindro Q “ Ω ˆ p0, T q pelo difeomorfismo

T : pQ Ñ Q

dado por T py, tq “ px, tq com x “
y

kptq
. A inversa T´1 : Q Ñ pQ é definida por

T´1
px, tq “ py, tq com y “ kptqx.

Agora, iremos proceder de forma a transformar o sistema (2.1) em um novo problema

definido em um domínio cilíndrico.

Ω0

Ωt

ΩT

pΣ

pQ

t

0

T

T

T py, tq “ px, tq

x “
y

kptq Ω

Ω

Σ

Q “ Ω ˆ p0, T q

t

0

T

Figura 2.2: Mudança de variáveis através do difeomorfismo T , que mapeia o domínio não
cilíndrico pQ no domínio cilíndrico fixo Q.
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Usando o difeomorfismo T temos que

upy, tq “ pu ˝ T´1
qpx, tq “ wpx, tq.

Tomando as derivadas de primeira e segunda ordem e utilizando a regra da cadeia para

funções de várias variáveis, segue que

Bu

Byi
py, tq “

B

Byi

„

w

ˆ

y

kptq
, t

˙ȷ

“
Bw

Bxi

ˆ

y

kptq
, t

˙

1

kptq
“

1

kptq

Bw

Bxi
px, tq ,

isto é, ∇upy, tq “
1

kptq
∇wpx, tq e

B2u

By2i
py, tq “

B

Byi

„

Bu

Byi
py, tq

ȷ

“
B

Byi

„

1

kptq

Bw

Bxi

ˆ

y

kptq
, t

˙ȷ

“
1

kptq

„

B2w

Bx2i
px, tq

1

kptq

ȷ

“
1

kptq2
B2w

Bx2i
px, tq, (2.2)

ou seja,

∆upy, tq “
1

pkptqq2
∆wpx, tq.

Por outro lado, derivemos em relação a variável temporal, daí

u1
py, tq “ rw px, tqs

1
“

n
ÿ

i“1

Bw

Bxi
px, tqx1

i ` w1
px, tq t1

“

n
ÿ

i“1

Bw

Bxi
px, tq

ˆ

´yi
k1ptq

kptq2

˙

` w1
px, tq

“ ´
k1ptq

kptq2

n
ÿ

i“1

kptqxi
Bw

Bxi
px, tq ` w1

px, tq

“ ´
k1ptq

kptq

n
ÿ

i“1

xi
Bw

Bxi
px, tq ` w1

px, tq (2.3)

e

u2
py, tq “

«

´
k1ptq

kptq

n
ÿ

i“1

xi
Bw

Bxi
px, tq ` w1

px, tq

ff1

“ ´

„

k1ptq

kptq

ȷ1 n
ÿ

i“1

xi
Bw

Bxi
px, tq ´

k1ptq

kptq

«

n
ÿ

i“1

xi
Bw

Bxi
px, tq

ff1

` rw1
px, tqs

1.

Assim, usando as propriedades de derivação e observando que x “
y

kptq
, temos,

u2
py, tq “ ´

„

k2ptqkptq ´ pk1ptqq2

pkptqq2

ȷ n
ÿ

i“1

xi
Bw

Bxi
px, tq ´

k1ptq

kptq

n
ÿ

i“1

„

yi
kptq

Bw

Bxi
px, tq

ȷ1

`

n
ÿ

i“1

Bw1

Bxi
px, tq

ˆ

´yi
k1ptq

pkptqq2

˙

` w2
px, tq,
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ou seja,

u2
py, tq “

„

pk1ptqq2 ´ k2ptqkptq

pkptqq2

ȷ n
ÿ

i“1

xi
Bw

Bxi
px, tq ´

k1ptq

kptq

n
ÿ

i“1

„

´yi
k1ptq

pkptqq2

Bw

Bxi
px, tq

ȷ

´
k1ptq

kptq

«

n
ÿ

i,j“1

yi
kptq

ˆ

B2w

BxjBxi
px, tq

ˆ

´yj
k1ptq

pkptqq2

˙

`
Bw1

Bxi
px, tq

˙

ff

`

n
ÿ

i“1

Bw1

Bxi
px, tq

ˆ

´kptqxi
k1ptq

pkptqq2

˙

` w2
px, tq.

Evidenciando que y “ kptqx e simplificando a expressão, obtemos

u2
py, tq “

„

pk1ptqq2 ´ k2ptqkptq

pkptqq2

ȷ n
ÿ

i“1

xi
Bw

Bxi
px, tq `

k1ptq

kptq

n
ÿ

i“1

ˆ

kptqxi
k1ptq

pkptqq2

˙

Bw

Bxi
px, tq

´
k1ptq

kptq

n
ÿ

i“1

ˆ

kptqxi
kptq

˙

Bw1

Bxi
px, tq

k1ptq

kptq

n
ÿ

i,j“1

ˆ

pkptqxiqpkptqxjqk
1ptq

kptq pkptqq2

˙

B2w

BxjBxi
px, tq

´

n
ÿ

i“1

ˆ

xi
k1ptq

kptq

˙

Bw1

Bxi
px, tq ` w2

px, tq

“

„

pk1ptqq2 ´ k2ptqkptq

pkptqq2

ȷ n
ÿ

i“1

xi
Bw

Bxi
px, tq `

ˆ

k1ptq

kptq

˙2 n
ÿ

i“1

xi
Bw

Bxi
px, tq

´
k1ptq

kptq

n
ÿ

i“1

xi
Bw1

Bxi
px, tq `

ˆ

k1ptq

kptq

˙2 n
ÿ

i,j“1

xixj
B2w

BxjBxi
px, tq

´

n
ÿ

i“1

k1ptq

kptq
xi

Bw1

Bxi
px, tq ` w2

px, tq,

ou seja,

u2
py, tq “

ˆ

2pk1ptqq2 ´ k2ptqkptq

kptq2

˙ n
ÿ

i“1

xi
Bw

Bxi
px, tq `

ˆ

k1ptq

kptq

˙2 n
ÿ

i,j“1

xixj
B2w

BxjBxi
px, tq

´
2k1ptq

kptq

n
ÿ

i“1

xi
Bw1

Bxi
px, tq ` w2

px, tq. (2.4)

Observação 2.1 A fim de simplificar a notação, quando não houver risco de ambiguidade,
denotaremos por w e k as funções wpx, tq e kptq, respectivamente. Essa notação será reto-
mada em sua forma completa sempre que for relevante destacar tal dependência.

Substituindo (2.2) e (2.4) em (2.1)1, obtemos

w2
`

ˆ

2pk1q2 ´ k2k

k2

˙ n
ÿ

i“1

xi
Bw

Bxi
`

ˆ

k1

k

˙2 n
ÿ

i,j“1

xixj
B2w

BxjBxi
´

2k1

k

n
ÿ

i“1

xi
Bw1

Bxi
´

1

k2
∆w “ 0. (2.5)

Sendo δij o delta de kronecker, ou seja,
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δij “

$

’

&

’

%

0, se i ‰ j

1, se i “ j ,

note que,
n
ÿ

i,j“1

ˆ

δij ´ pk1q2xixj
k2

˙

B

Bxj

ˆ

Bw

Bxi

˙

“

n
ÿ

i,j“1

δij
k2

B2w

BxjBxi
´

n
ÿ

i,j“1

pk1q2xixj
k2

B2w

BxjBxi

“

n
ÿ

i“1

1

k2
B2w

Bx2i
´

ˆ

k1

k

˙2 n
ÿ

i,j“1

xixj
B2w

BxjBxi

“ ´

«

ˆ

k1

k

˙2 n
ÿ

i,j“1

xixj
B2w

BxjBxi
´

1

k2
∆w

ff

.

Assim, em (2.5) podemos escrever

w2
´

n
ÿ

i,j“1

ˆ

δij ´ pk1q2xixj
k2

˙

B

Bxj

ˆ

Bw

Bxi

˙

`

ˆ

2pk1q2 ´ k2k

k2

˙ n
ÿ

i“1

xi
Bw

Bxi
´
2k1

k

n
ÿ

i“1

xi
Bw1

Bxi
“ 0. (2.6)

Denotemos por aij o termo

aijpx, tq “
δij ´ pk1q2xixj

k2
(2.7)

Além disso, podemos perceber ainda que,

B

Bxj

ˆ

aij
Bw

Bxi

˙

“
Baij
Bxj

Bw

Bxi
` aij

B2w

BxjBxi
, ou seja, aij

B2w

BxjBxi
“

B

Bxj

ˆ

aij
Bw

Bxi

˙

´
Baij
Bxj

Bw

Bxi
.

Substituindo em (2.6), temos

w2
´

n
ÿ

i,j“1

B

Bxj

ˆ

aij
Bw

Bxi

˙

`

n
ÿ

i,j“1

Baij
Bxj

Bw

Bxi
`

ˆ

2pk1q2 ´ k2k

k2

˙ n
ÿ

i“1

xi
Bw

Bxi
´
2k1

k

n
ÿ

i“1

xi
Bw1

Bxi
“ 0. (2.8)

Observemos agora que o terceiro termo da igualdade acima pode ser escrito como
n
ÿ

i,j“1

Baij
Bxj

Bw

Bxi
“

n
ÿ

i“1

ÿ

j“i

B

Bxi

ˆ

1 ´ pk1q2x2i
k2

˙

Bw

Bxi
`

n
ÿ

i“1

ÿ

j‰i

B

Bxj

ˆ

´pk1q2xixj
k2

˙

Bw

Bxi

“

n
ÿ

i“1

ÿ

j“i

ˆ

´2pk1q2xi
k2

˙

Bw

Bxi
`

n
ÿ

i“1

ÿ

j‰i

ˆ

´pk1q2xi
k2

˙

Bw

Bxi
.

Perceba que o somatório quando i ‰ j nos dá pn ´ 1q parcelas, isto é,
n
ÿ

i,j“1

Baij
Bxj

Bw

Bxi
“

n
ÿ

i“1

ˆ

´2pk1q2xi
k2

˙

Bw

Bxi
`

n
ÿ

i“1

ˆ

´pn ´ 1qpk1q2xi
k2

˙

Bw

Bxi

“

n
ÿ

i“1

ˆ

p´1 ´ nqpk1q2xi
k2

˙

Bw

Bxi
.
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Portanto, segue que podemos escrever a igualdade (2.8) na forma

w2
´

n
ÿ

i“1

B

Bxj

ˆ

aijpx, tq
Bw

Bxi

˙

`

n
ÿ

i“1

bipx, tq
Bw1

Bxi
`

n
ÿ

i“1

βipx, tq
Bw

Bxi
“ 0, (2.9)

em que

bipx, tq “
´2k1

k
xi (2.10)

e

βipx, tq “

ˆ

p1 ´ nqpk1q2 ´ k2k

k2

˙

xi (2.11)

Para verificar os termos de fronteira notemos que upy, tq “ gpy, tq sobre pΣ e, usando o

difeomorfismo, temos

gpy, tq “ upy, tq “ pu ˝ T´1
qpx, tq “ wpx, tq,

ou ainda,

wpx, tq “ gpkptqx, tq.

Daí, basta considerar vpx, tq “ gpkptqx, tq.

Para completar o problema, vejamos o que ocorre com as condições iniciais em Ω0.

Note que,

u0pyq “ upy, 0q “ upkp0qx, 0q “ wpx, 0q “ w0
pxq.

Se kp0q “ 1, tem-se Ω0 “ Ω. Então,

w0
pxq “ u0pxq “ u0pyq.

Além disso, por (2.3) segue que

u1pyq “ u1
py, 0q “ ´

k1p0q

kp0q

n
ÿ

i“1

xi
Bw

Bxi
px, 0q ` w1

px, 0q “ ´
k1p0q

kp0q

n
ÿ

i“1

xi
Bw0

Bxi
pxq ` w1

px, 0q.

Assim,

w1
pxq “ w1

px, 0q “ u1pyq `
k1p0q

kp0q

n
ÿ

i“1

xi
Bw0

Bxi
pxq

e, consequentemente, se kp0q “ 1, teremos

w1
pxq “ u1pxq ` k1

p0q

n
ÿ

i“1

xi
Bw0

Bxi
pxq.
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Portanto, o problema (2.1) é transformado no seguinte problema equivalente
$

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

%

w2 ´

n
ÿ

i,j“1

B

Bxi

ˆ

aijpx, tq
Bw

Bxj

˙

`

n
ÿ

i“1

bipx, tq
Bw1

Bxi
`

n
ÿ

i“1

βipx, tq
Bw

Bxi
“ 0 em Q,

w “ v sobre Σ,

wp¨, 0q “ w0p¨q, w1p¨, 0q “ w1p¨q em Ω,

(2.12)

em que Ω é um domínio limitado do Rn com fronteira regular Γ e Q “ Ω ˆ p0, T q o cilindro

com fronteira lateral Σ “ Γ ˆ p0, T q.

Observação 2.2 No que segue, adotaremos as seguintes convenções:

• Será utilizada a convenção de soma de Einstein. No entanto, o símbolo de somatório
será explicitamente incluído em casos onde a ambiguidade possa surgir, ou para maior
clareza da expressão.

• A notação C será utilizada para denotar uma constante genérica positiva que pode
variar de linha para linha (a menos que seja indicado de outra forma).

Nas próximas seções, 2.2 e 2.3, será estabelecida a existência e unicidade de soluções,

bem como a identidade de energia correspondente, para um operador diferencial de segunda

ordem na variável temporal t.

Todavia, tal análise será conduzida especificamente para o sistema adjunto associado

a (2.12), tendo em vista que, por meio do princípio de dualidade, os resultados obtidos

para o adjunto também implicam propriedades análogas para o problema original. Assim,

procedemos à dedução do operador adjunto de (2.12).

Multipliquemos formalmente (2.12)1 por z P DpQq e integremos em Q “ Ω ˆ p0, T q,

para obter,
ż T

0

ż

Ω

w2z dx dt ´

ż T

0

ż

Ω

B

Bxi

ˆ

aij
Bw

Bxj

˙

z dx dt

`

ż T

0

ż

Ω

bi
Bw1

Bxi
z dx dt `

ż T

0

ż

Ω

βi
Bw

Bxi
z dx dt “ 0,

ou seja,
ż T

0

ż

Ω

w

„

z2
´

B

Bxi

ˆ

aij
Bz

Bxj

˙

`
B

Bxi
pbizq

1
´

B

Bxi
pβizq

ȷ

dx dt “ 0. (2.13)

Analisemos os dois últimos termos do lado direito da igualdade anterior. Para isso, recorde-

mos as expressões (2.10) e (2.11) e notemos que



Capítulo 2. Formulação do problema 31

b1
i “ 2xi

ˆ

pk1q2 ´ k2k

k2

˙

,
Bb1

i

Bxi
“ 2

ˆ

pk1q2 ´ k2k

k2

˙

,

Bbi
Bxi

“
´2k1

k
e

Bβi
Bxi

“
p1 ´ nqpk1q2 ´ k2k

k2
.

Assim, podemos escrever

B

Bxi
pbizq

1
“

n
ÿ

i“1

B

Bxi
pb1

iz ` biz
1
q

“

n
ÿ

i“1

ˆ

Bb1
i

Bxi
z ` b1

i

Bz

Bxi
`

Bbi
Bxi

z1
` bi

Bz1

Bxi

˙

“

n
ÿ

i“1

„

2

ˆ

pk1q2 ´ k2k

k2

˙

z ` 2xi

ˆ

pk1q2 ´ k2k

k2

˙

Bz

Bxi
´

2k1

k
z1

´
2k1

k
xi

Bz1

Bxi

ȷ

“

ˆ

2npk1q2 ´ 2nk2k

k2

˙

z `

ˆ

2pk1q2 ´ 2k2k

k2

˙

xi
Bz

Bxi
´

2nk1

k
z1

´
2k1

k
xi

Bz1

Bxi
(2.14)

e

´
B

Bxi
pβizq “ ´

n
ÿ

i“1

ˆ

Bβi
Bxi

z ` βi
Bz

Bxi

˙

“ ´

n
ÿ

i“1

ˆ

p1 ´ nqpk1q2 ´ k2k

k2

˙

z `

ˆ

p1 ´ nqpk1q2 ´ k2k

k2

˙

xi
Bz

Bxi

“

ˆ

´np1 ´ nqpk1q2 ` nk2k

k2

˙

z `

ˆ

k2k ´ p1 ´ nqpk1q2

k2

˙

xi
Bz

Bxi
. (2.15)

Dessa forma, de (2.14) e (2.15), obtemos

B

Bxi
pbizq

1
´

B

Bxi
pβizq “ ´

2k1

k
xi

Bz1

Bxi
´

2nk1

k
z1

`

ˆ

npn ` 1qpk1q2 ´ nk2k

k2

˙

z

`

ˆ

pn ` 1qpk1q2 ´ k2k

k2

˙

xi
Bz

Bxi
.

Substituindo a igualdade acima em (2.13), temos que

z2
´

B

Bxi

ˆ

aijpx, tq
Bz

Bxj

˙

` bipx, tq
Bz1

Bxi
` cpx, tqz1

` dipx, tq
Bz

Bxi
` fpx, tqz “ 0, (2.16)

em que

cpx, tq “ ´
2nk1

k

dipx, tq “

ˆ

pn ` 1qpk1q2 ´ k2k

k2

˙

xi (2.17)



Capítulo 2. Formulação do problema 32

fpx, tq “
npn ` 1qpk1q2 ´ nk2k

k2

Definamos o operador

Rz “ z2
` Aptqz ` bipx, tq

Bz1

Bxi
` cpx, tqz1

` dipx, tq
Bz

Bxi
` fpx, tqz (2.18)

em que

Aptqz “ ´
B

Bxi

ˆ

aijpx, tq
Bz

Bxj

˙

. (2.19)

Usaremos as seguintes notações:

xAptqz, ξy “ apt, z, ξq “

ż

Ω

aijpx, tq
Bz

Bxj

Bξ

Bxi
dx,

a1
pt, z, ξq “

ż

Ω

a1
ijpx, tq

Bz

Bxj

Bξ

Bxi
dx (2.20)

e

a2
pt, z, ξq “

ż

Ω

a2
ijpx, tq

Bz

Bxj

Bξ

Bxi
dx.

Lema 2.1 Os coeficientes de Rz satisfazem as condições
$

’

’

’

&

’

’

’

%

aij são simétricos e uniformemente coercivos em Q,

aij P C1pQq; a2
ij P L8pQq,

bi, c, di, f P W 1,8p0, T ;L8pΩqq;
Bbi
Bxi

P L8pQq.

(2.21)

Além disso, o operador Rz pode ser identificado como o operador adjunto L˚z, o qual pode
ser expresso na forma

L˚z “ z2
´

B

Bxi

ˆ

aij
Bz

Bxj

˙

`
1

2

B

Bxi
pbiz

1
q `

1

2

B

Bxi
pbizq

1
`

B

Bxi

ˆ

npk1q2

k2
xiz

˙

. (2.22)

Prova. De fato, como δij “ δji, então aij “ aji, ou seja, são simétricos. Além disso,

aijpx, tqξiξj “
1

k2

˜

n
ÿ

i,j“1

δijξiξj ´ pk1
q
2

n
ÿ

i,j“1

xixjξiξj

¸

“
1

k2

˜

n
ÿ

i,j“1

ξ2i ´ pk1
q
2
xx, ξy

2

¸

.
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Aqui, x¨, ¨y denota o produto interno. Por Cauchy- Schwarz, |xx, ξy|2 ď |x|2|ξ|2. Daí, (H2),

(H3) e a definição de M implicam que

aijpx, tqξiξj ě
1

k2
`

|ξ|
2

´ pk1
q
2
|x|

2
|ξ|

2
˘

ě
1

k21

`

1 ´ τ 2M2
˘

|ξ|
2

“ α|ξ|
2,

com α “
1 ´ τ 2M2

k21
ě 0. Portanto, é possível concluir que aij é uniformemente coercivo, o

que confirma a validade de (2.21)1.

Como xi P C8pΩq e por (H1) e pelo Torema 1.1, tem-se k P W 3,8pr0, T sq ãÑ C2,1pr0, T sq,

segue que aij P CpΩˆ r0, T sq “ CpQq. Desde que as primeiras derivadas de aij em relação a

variável espacial e temporal dependem no máximo de k2, temos que aij P C1pQq. Além disso,

a2
ij depende no máximo de k3, e por (H1) temos que k, k1, k2 e k3 são funções localmente

em L8p0,8q, logo, são limitadas em p0, T q, ou seja, a2
ij P L8pQq, deduzindo (2.21)2.

Perceba ainda, que desde que bi, c, di, f e suas primeiras derivadas em relação a variá-

vel temporal dependem no máximo de k3, a limitação de k e suas derivadas, mencionada

anteriormente, nos permite concluir que

bi, c, di, f P W 1,8
p0, T ;L8

pΩqq.

De modo análogo justificamos que
Bbi
Bxi

P L8pQq, confirmando (2.21)3.

Além disso, note que

1

2

B

Bxi
pbizq

1
“

1

2

˜

n
ÿ

i“1

Bbi
Bxi

z1
` bi

Bz1

Bxi

¸

“
1

2

˜

n
ÿ

i“1

´2
k1

k
z1

´ 2
k1

k
xi

Bz1

Bxi

¸

“ ´n
k1

k
z1

´
k1

k
xi

Bz1

Bxi
(2.23)

e

B

Bxi

ˆ

npk1q2

k2
xiz

˙

“
npk1q2

k2

n
ÿ

i“1

ˆ

z ` xi
Bz

Bxi

˙

“
npk1q2

k2

ˆ

nz ` xi
Bz

Bxi

˙

“
n2pk1q2

k2
z `

npk1q2

k2
xi

Bz

Bxi
. (2.24)
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Combinando (2.23) e (2.24) e utilizando (2.14), obtemos que L˚z pode ser escrito como

dado em (2.22).

Consideremos o problema
$

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

%

Rz “ h em Q,

z “ 0 sobre Σ,

zp¨, 0q “ z0p¨q, z1p¨, 0q “ z1p¨q em Ω

(2.25)

com dados tz0, z1, hu em H1
0 pΩq ˆ L2pΩq ˆ L1p0, T ;L2pΩqq.

A seguir, apresentaremos lemas técnicos necessários para o estudo da existência, uni-

cidade e regularidade de solução para o problema (2.25).

Lema 2.2 A fórmula de Green fornece
ˆ

bi
Bξ

Bxi
, ξ

˙

“ ´
1

2

ˆ

Bbi
Bxi

ξ, ξ

˙

, @ ξ P H1
0 pΩq.

Prova. Observemos inicialmente que

Bpξ2q

Bxi
“ 2 ξ

Bξ

Bxi
, ou seja,

Bξ

Bxi
ξ “

1

2

Bpξ2q

Bxi
.

Assim, pelo Teorema de Green, segue que
ˆ

bi
Bξ

Bxi
, ξ

˙

“

ż

Ω

bi
Bξ

Bxi
ξ dx “

1

2

ż

Ω

bi
Bpξ2q

Bxi
dx “ ´

1

2

ż

Ω

Bbi
Bxi

ξ2dx “ ´
1

2

ˆ

Bbi
Bxi

ξ, ξ

˙

,

para todo ξ P H1
0 pΩq.

Lema 2.3 Valem a identidade

a1
pt, z, z2

q “
d

dt
a1

pt, z, z1
q ´ a2

pt, z, z1
q ´ a1

pt, z1, z1
q

e a estimativa
|a1

pt, zptq, z1
ptqq| ď

C

η
}zptq}

2
` η}z1

ptq}
2,

em que C e η são constantes positivas arbitrárias.

Prova. De fato, usando a notação estabelecida em (2.20), temos que

d

dt
a1

pt, z, z1
q “

ż

Ω

d

dt

ˆ

a1
ijpx, tq

Bz

Bxj

Bz1

Bxi

˙

dx

“

ż

Ω

a2
ijpx, tq

Bz

Bxj

Bz1

Bxi
` a1

ijpx, tq

ˆ

Bz1

Bxj

Bz1

Bxi
`

Bz

Bxj

Bz2

Bxi

˙

dx

“ a2
pt, z, z1

q ` a1
pt, z1, z1

q ` a1
pt, z, z2

q,
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o que nos fornece,

a1
pt, z, z2

q “
d

dt
a1

pt, z, z1
q ´ a2

pt, z, z1
q ´ a1

pt, z1, z1
q.

Além disso, da condição (2.21)2, temos a1
ij P CpQq, assim, existe C ą 0 tal que

|a1
ijpx, tq| ď C, @px, tq P Q.

Daí, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos

|a1
pt, z, z1

q| ď

ż

Ω

|a1
ijpx, tq|

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Bz

Bxj

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Bz1

Bxi

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

dx ď C

ż

Ω

|∇z| |∇z1
| dx ď C |∇z| |∇z1

| dx.

Aplicando, em seguida, a desigualdade de Young e, recordando que |∇z| ď }z}, pode-

mos obter a estimativa

|a1
pt, z, z1

q| ď
C

η
|∇z|

2
` η|∇z1

|
2

ď
C

η
}zptq}

2
` η}z1

ptq}
2,

com constantes C e η positivas.

2.2 Solução forte

O objetivo nesta seção é provar a existência e unicidade de solução para o problema

(2.25) quando z0, z1 e h são dados bem regulares.

Definição 2.1 (Solução forte) Dizemos que uma função z : Q Ñ R é uma solução forte
do problema (2.25) quando

z P L8
p0, T ;H2

pΩq X H1
0 pΩqq, z1

P L8
p0, T ;H1

0 pΩqq, z2
P L8

p0, T ;L2
pΩqq,

satisfaz

z2
´

B

Bxi

ˆ

aij
Bz

Bxj

˙

` bi
Bz1

Bxi
` Pz “ h q.s. em Q

e as condições iniciais zp¨, 0q “ z0p¨q e z1p¨, 0q “ z1p¨q, em que

Pz “ cz1
` di

Bz

Bxi
` fz

Enunciaremos agora um resultado que garante existência de solução forte para o pro-

blema (2.25).
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Teorema 2.1 (Existência e Unicidade) Sejam

z0 P H2
pΩq X H1

0 pΩq; z1 P H1
0 pΩq; h, h1

P L1
p0, T ;L2

pΩqq.

Então existe uma única solução forte z do problema (2.25).

Prova. Para provarmos a existência de solução usaremos o Método de Faedo-Galerking que

consiste em três etapas:

1. Construção de “soluções aproximadas” em um espaço de dimensão finita;

2. Obtenção de estimativas à priori;

3. Passagem ao limite (recuperando os espaços infinito dimensionais).

Soluções aproximadas

Munindo H1
0 pΩq X H2pΩq da norma

}z}H1
0 pΩqXH2pΩq “ }z}H1

0 pΩq ` }z}H2pΩq,

temos que esse espaço é separável, e assim, possui uma base Hilbertiana twjujPN. Seja

Vm “ rw1, . . . , wms o espaço gerado pelos m primeiros vetores da base twjujPN. Queremos

encontrar soluções aproximadas do tipo variáveis separáveis

zmpx, tq “

m
ÿ

i“1

gimptqwipxq,

onde os g1
ims satisfazem o sistema de EDOs:

$

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

%

pz2
mptq, ξq ` apt, zmptq, ξq `

ˆ

bi
Bz1

m

Bxi
ptq, ξ

˙

` pPzm, ξq “ ph, ξq, @ ξ P Vm

zmpx, 0q “ z0m “

m
ÿ

i“1

αiwi Ñ z0 em H1
0 pΩq X H2

pΩq

z1
mpx, 0q “ z1m “

m
ÿ

i“1

ζiwi Ñ z1 em H1
0 pΩq

(PA)

Pelo Teorema de Carathéodory o problema aproximado (PA) possui solução local no

intervalo r0, tms com tm ă T (ver Apêndice A). Essa solução pode ser estendida a todo

intervalo r0, T s como consequência das estimativas à priori que faremos a seguir.

Estimativas à priori

Estimativa I
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Fazendo ξ “ z1
mptq P Vm em (PA)1, temos

pz2
mptq, z1

mptqq ` apt, zmptq, z1
mptqq `

ˆ

bi
Bz1

mptq

Bxi
, z1

mptq

˙

` pPzm, z
1
mptqq “ ph, z1

mptqq. (2.26)

Pela simetria de aij e usando o Lema 2.3, obtemos

apt, zm, z
1
mq “

1

2

d

dt
apt, zm, zmq ´

1

2
a1

pt, zm, zmq (2.27)

e
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

´
1

2
a1

pt, zm, zmq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“
1

2

ż

Ω

|a1
ijpx, tq||∇zm|

2dx ď
C

2
}zm}

2
“ C}zm}

2. (2.28)

Além disso, pelo Lema 2.2 e usando o fato de que
Bbi

Bxi
P L8pQq, segue que

ˆ

bi
Bz1

m

Bxi
, z1

m

˙

“ ´
1

2

ˆ

Bbi
Bxi

z1
m, z

1
m

˙

ď

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

´
1

2

ż

Ω

Bbi
Bxi

pz1
mq

2dx

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
1

2

›

›

›

›

Bbi
Bxi

›

›

›

›

L8

|z1
m|

2
“ C|z1

m|
2.

(2.29)

Utilizando as desigualdades de Cauchy-Schwarz e Young, e (2.21)3, temos

pPzm, z
1
mptqq “

ż

Ω

cpz1
mq

2
` di

Bzm
Bxi

z1
m ` fzmz

1
mdx

ď }c}L8

ż

Ω

|z1
m|

2dx ` }di}L8

ż

Ω

Bzm
Bxi

z1
mdx ` }f}L8

ż

Ω

zmz
1
mdx

ď }c}L8 |z1
m|

2
` }di}L8 |∇zm||z1

m| ` }f}L8}zm}|z1
m|

ď C|z1
m|

2
` C

ˆ

}zm}2

2
`

|z1
m|2

2

˙

“ C|z1
m|

2
` C}zm}

2 (2.30)

e

ph, z1
mptqq ď |h||z1

m| ď
|h|2

2
`

|z1
m|2

2
. (2.31)

Substituindo as estimativas (2.28), (2.29), (2.30) e (2.31) em (2.26), temos

1

2

d

dt
|z1

m|
2

`
1

2

d

dt
apt, zm, zmq ď C}zm}

2
` C|z1

m|
2

` C|z1
m|

2
` C}zm}

2
`

|h|2

2
`

|z1
m|2

2

ď C|z1
m|

2
` C}zm}

2
`

|h|2

2
. (2.32)

Agora, integrando a desigualdade acima de 0 a t, concluimos que

1

2
|z1

mptq|
2

`
1

2
apt, zmptq, zmptqq ď

1

2
|z1m|

2
`

1

2
ap0, z0m, z

0
mq ` C

ż t

0

|z1
m|

2ds

` C

ż t

0

}zm}
2ds `

ż T

0

|h|2

2
ds.
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Pela coercividade de apt, ¨, ¨q, pela hipótese sobre h e pelas convergências em (PA)2 e (PA)3,

temos
1

2
|z1

mptq|
2

`
α

2
}zm}

2
ď C1 `

ż t

0

C
`

|z1
m|

2
` }zm}

2
˘

ds,

com C1 “
1

2
|z1m|2 `

1

2
ap0, z0m, z

0
mq `

1

2

ż T

0

|h|
2 ds. Assim, pelo Lema de Gronwall, podemos

escrever
1

2
|z1

mptq|
2

`
α

2
}zm}

2
ď C,

em que a constante C ą 0 independe de m e t. Dessa forma, podemos estender a solução

aproximada zmptq a todo intervalo r0, T s, e passando o supremo essencial na desigualdade

acima, obtemos

pzmq é limitada em L8
p0, T ;H1

0 pΩqq

pz1
mq é limitada em L8

p0, T ;L2
pΩqq.

Note que as pertinências acima não são suficientes para atender os requisitos do teo-

rema, assim, necessitamos de mais algumas estimativas.

Estimativa II

Inicialmente, derivamos (PA)1 em relação a t, isto é,

d

dt
pz2

m, ξq `
d

dt
apt, zm, ξq `

d

dt

ˆ

bi
Bz1

m

Bxi
, ξ

˙

`
d

dt
pPzm, ξq “

d

dt
ph, ξq,

ou seja,

pz3
m, ξq ` a1

pt, zm, ξq ` apt, z1
m, ξq `

ˆ

b1
i

Bz1
m

Bxi
, ξ

˙

`

ˆ

bi
Bz2

m

Bxi
, ξ

˙

`

ˆ

c1z1
m ` cz2

m ` d1
i

Bzm
Bxi

` di
Bz1

m

Bxi
` f 1zm ` fz1

m, ξ

˙

“ ph1, ξq. (2.33)

Fazendo ξ “ z2
mptq P Vm em (2.33), segue que

pz3
m, z

2
mq ` a1

pt, zm, z
2
mq ` apt, z1

m, z
2
mq `

ˆ

b1
i

Bz1
m

Bxi
, z2

m

˙

`

ˆ

bi
Bz2

m

Bxi
, z2

m

˙

`

ˆ

c1z1
m ` cz2

m ` d1
i

Bzm
Bxi

` di
Bz1

m

Bxi
` f 1zm ` fz1

m, z
2
m

˙

“ ph1, z2
mq (2.34)

Utilizando o Lema 2.3 e (2.27), obtemos

a1
pt, zm, z

2
mq ` apt, z1

m, z
2
mq “

d

dt
a1

pt, zm, z
1
mq `

1

2

d

dt
apt, z1

m, z
1
mq ´

3

2
a1

pt, z1
m, z

1
mq ´ a2

pt, zm, z
1
mq.
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Analisemos inicialmente os dois últimos termos da igualdade acima.

Usando as condições (2.21) e as desigualdades de Cauchy-schwarz e Young obtemos
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

´
3

2
a1

pt, z1
m, z

1
mq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
3

2

ż

Ω

|a1
ijpx, tq||∇z1

m|
2dx ď

3C

2
}z1

m}
2

“ C}z1
m}

2,

e

|a2
pt, zm, z

1
mq| ď

ż

Ω

|a2
ijpx, tq||∇zm||∇z1

m|dx ď C}zm}}z1
m} ď Cp}zm}

2
` }z1

m}
2
q.

Usando a mesma estratégia, estimemos agora os demais termos de (2.34), ou seja,

•
ˆ

b1
i

Bz1
m

Bxi
, z2

m

˙

“

ż

Ω

b1
i

Bz1
m

Bxi
z2
m dx ď }b1

i}L8 |∇z1
m||z2

m| “ C
`

}z1
m}

2
` |z2

m|
2
˘

;

•
ˆ

bi
Bz2

m

Bxi
, z2

m

˙

ď

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

´1
2

ż

Ω

Bbi
Bxi

pz2
mq

2dx

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
1

2

›

›

›

›

Bbi
Bxi

›

›

›

›

L8

|z2
m|2 “ C|z2

m|2;

• pc1z1
m, z

2
mq ď }c1}L8 |z1

m||z2
m| ď Cp|z1

m|2 ` |z2
m|2q;

• pcz2
m, z

2
mq ď }c}L8 |z2

m|2 “ C|z2
m|2;

•
ˆ

d1
i

Bzm
Bxi

, z2
m

˙

ď }d1
i}L8 |∇zm||z2

m| ď Cp}zm}2 ` |z2
m|2q;

•
ˆ

di
Bz1

m

Bxi
, z2

m

˙

ď }di}L8 |∇z1
m||z2

m| ď Cp}z1
m}2 ` |z2

m|2q;

• pf 1zm, z
2
mq ď }f 1}L8 |zm||z2

m| ď Cp|zm|2 ` |z2
m|2q;

• pfz1
m, z

2
mq ď }f}L8 |z1

m||z2
m| ď Cp|z1

m|2 ` |z2
m|2q;

• ph1, z2
mq ď |h1||z2

m| ď Cp|h1|2 ` |z2
m|2q.

Substituindo as desigualdades acima em (2.34), segue que

1

2

d

dt
|z2

m|
2

`
d

dt
a1

pt, zm, z
1
mq`

1

2

d

dt
apt, z1

m, z
1
mq ď Cp}z1

m}
2

`}zm}
2

`|z2
m|

2
`|z1

m|
2

`|zm|
2

`|h1
|
2
q.

Pela Estimativa I, as normas }zm}2, |z1
m|2 e |zm|2 podem ser majoradas por constantes,

logo,

1

2

d

dt
|z2

m|
2

`
d

dt
a1

pt, zm, z
1
mq `

1

2

d

dt
apt, z1

m, z
1
mq ď Cp}z1

m}
2

` |z2
m|

2
` |h1

|
2
q. (2.35)

Integrando a desigualdade acima de 0 a t é possível reescrevê-la na forma

1

2
|z2

mptq|
2

` a1
pt, zmptq, z1

mptqq `
1

2
apt, z1

mptq, z1
mptqq

ď
1

2
|z2

mp0q|
2

` a1
p0, z0m, z

0
mq `

1

2
ap0, z1m, z

1
mq `

ż t

0

Cp}z1
m}

2
` |z2

m|
2
qds ` C

ż T

0

|h1
|
2ds.

(2.36)
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Pelo Lema 2.3 e pela Estimativa I tem-se

|a1
pt, zmptq, z1

mptqq| ď
C

η
}zmptq}

2
` η}z1

mptq}
2

ď C ` η}z1
mptq}

2,

e, mais uma vez, pela coercividade de apt, ¨, ¨q, podemos escrever em (2.36) que

1

2
|z2

mptq|
2

`
α

2
}z1

mptq}
2

ď
1

2
|z2

mp0q|
2

` a1
p0, z0m, z

0
mq `

1

2
ap0, z1m, z

1
mq

` C `

ż t

0

Cp}z1
m}

2
` |z2

m|
2
qds ` C

ż T

0

|h1
|
2ds. (2.37)

Afirmação 2.1 z2
mp0q é limitado.

De fato, se z2
mp0q “ 0 não há o que fazer. Suponhamos que z2

mp0q ‰ 0 e tomemos t “ 0

e ξ “ z2
mp0q em (PA)1 para obter

pz2
mp0q, z2

mp0qq ` ap0, z0m, z
2
mp0qq `

ˆ

bi
Bz1m
Bxi

, z2
mp0q

˙

` pcz1m, z
2
mp0qq

`

ˆ

di
Bz0m
Bxi

, z2
mp0q

˙

` pfz0m, z
2
mp0qq “ php0q, z2

mp0qq. (2.38)

Observe que

ap0, z0m, z
2
mp0qq “ xAp0qz0m, z

2
mp0qy “

ż

Ω

´
B

Bxi

ˆ

aijpx, 0q
Bz0m
Bxj

˙

z2
mp0qdx

ď

ż

Ω

ˆˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Baij
Bxi

px, 0q
Bz0m
Bxj

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

`

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

aijpx, 0q
B2z0m

BxiBxj

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

˙

|z2
mp0q|dx.

Como aij P C1pQ̄q, temos que aij e
Baij
Bxi

são contínuas no compacto Q̄. Além disso,

z0m P H2pΩq X H1
0 pΩq. Logo, existem m1,m2,m3,m4 ą 0 tais que

|aijpx, 0q| ď m1,

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Baij
Bxi

px, 0q

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď m2,

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Bz0m
Bxj

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď m3 e
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

B2z0m
BxiBxj

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď m4.

Tomando C “ maxtm1,m2,m3,m4u temos

ap0, z0m, z
2
mp0qq ď C|z2

mp0q|

Recordando de (2.21)3 que bi, c, di, f P W 1,8p0, T ;L8pΩqq, em (2.38) segue que

|z2
mp0q|

2
ď C|z2

mp0q| ` C

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Bz1m
Bxi

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

|z2
mp0q| ` Cp|z1m| ` C ` |z0m|q|z2

mp0q| ` |hp0q||z2
mp0q|,

ou seja,

|z2
mp0q| ď C,
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Assim, z2
mp0q é limitado. Dessa forma, em (2.37) temos

1

2
|z2

mptq|
2

`
α

2
}z1

mptq}
2

ď C `

ż t

0

Cp}z1
m}

2
` |z2

m|
2
q ds,

Pelo Lema de Gronwall, concluímos que

1

2
|z2

mptq|
2

`
α

2
}z1

mptq}
2

ď C

em que C ą 0 é uma constante independente de m. Daí, passando o supremo essencial,

obtemos

pz1
mq é limitada em L8

p0, T ;H1
0 pΩqq

pz2
mq é limitada em L8

p0, T ;L2
pΩqq.

Estimativa III

Tomemos ξ “ ´∆z1
m P Vm em (PA)1, ou seja,

pz2
mptq,´∆z1

mptqq ` apt, zmptq,´∆z1
mptqq `

ˆ

bi
Bz1

mptq

Bxi
,´∆z1

mptq

˙

` pPzm,´∆z1
mptqq “ ph,´∆z1

mptqq. (2.39)

Analisaremos cada termo da expressão acima separadamente. Note que

pz2
mptq,´∆z1

mptqq “ ppz2
mptq, z1

mqq “
1

2

d

dt
}z1

m}
2

e

apt, zmptq,´∆z1
mptqq “ ´

ż

Ω

aij
Bzm
Bxj

Bp∆z1
mq

Bxj
dx “

ż

Baij
Bxi

Bzm
Bxj

∆z1
m ` aij∆zm∆z

1
m dx.

Desde que aij P C1pQq, pelo Teorema de Green e pelas desigualdades de Cauchy-Schwarz e

Young, tem-se

apt, zmptq,´∆z1
mptqq ď ´C

ż

Ω

∆zm∇z1
m dx ` C

ż

Ω

∆zm∆z
1
m dx

ď C|∆zm|}z1
m} `

C

2

d

dt
|∆zm|

2

ď C|∆zm|
2

` C}z1
m}

2
`
C

2

d

dt
|∆zm|

2.
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Ademais, pelo Lema 2.2 temos
ˆ

bi
Bz1

mptq

Bxi
,´∆z1

mptq

˙

“ ´

ż

Ω

bi∆z
1
m

Bz1
m

Bxi
dx “

1

2

ż

Ω

Bbi
Bxj

Bz1
m

Bxi

Bz1
m

Bxi
dx

ď
1

2

›

›

›

›

Bbi
Bxj

›

›

›

›

L8

}z1
m}

2

“ C}z1
m}

2.

Seguindo a mesma estratégia e levando em consideração as condições (2.21), também obtemos

que

pPzmptq,´∆z1
mptqq “

ż

Ω

cz1
mp´∆z1

mq ` di
Bzm
Bxi

p´∆z1
mq ` fzmp´∆z1

mq dx

“

ż

Ω

B

Bxi
pcz1

mq
Bz1

m

Bxj
`

B

Bxi

ˆ

di
Bzm
Bxi

˙

Bz1
m

Bxj
`

B

Bxi
pfzmq

Bz1
m

Bxj
dx

“

ż

Ω

Bc

Bxi
z1
m

Bz1
m

Bxj
` c

Bz1
m

Bxi

Bz1
m

Bxj
`

Bdi
Bxi

Bzm
Bxi

Bz1
m

Bxj
dx

`

ż

Ω

di
B2zm
Bx2i

Bz1
m

Bxj
`

Bf

Bxi
zm

Bz1
m

Bxj
` f

Bzm
Bxi

Bz1
m

Bxj
dx

ď C|z1
m|

2
` C}z1

m}
2

` C}zm}
2

` C|∆zm|
2

e

ph,´∆z1
mptqq “ ´

ż

Ω

h∆z1
m dx “

ż

Ω

λ1h z
1
m dx ď

|h|2

2
`
λ1|z

1
m|2

2
.

Daí, pelas Estimativas I e II, existe uma constante C tal que em (2.39) podemos escrever

1

2

d

dt
}z1

m}
2

`
M

2

d

dt
|∆zm|

2
ď C|∆zm|

2
`

|h|2

2
` C.

Integrando a desigualdade acima de 0 a t temos

1

2
}z1

mptq}
2

`
C

2
|∆zmptq|

2
ď

1

2
}z1m}

2
`
C

2
|∆zmp0q|

2
` C ` C

ż t

0

|∆zm|
2 ds `

ż T

0

|h|2

2
ds.

De modo análogo ao realizado na Afirmação 2.1 da Estimativa II, é possível mostrar

que ∆zmp0q é limitado. Logo, pelo Lema de Gronwall, podemos afirmar que

pzmq é limitada em L8
p0, T ;H1

0 pΩq X H2
pΩqq.

Da combinação das pertinências obtidas em cada uma das Estimativas à priori, con-

cluímos que

pzmq é limitada em L8
p0, T ;H1

0 pΩq X H2
pΩqq (2.40)

pz1
mq é limitada em L8

p0, T ;H1
0 pΩqq (2.41)

pz2
mq é limitada em L8

p0, T ;L2
pΩqq. (2.42)
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Passagem ao limite

Segue de (2.40) - (2.42) e do Teorema de Banach-Alaoglu-Bourbaki que existe uma

subsequência (que ainda denotaremos da mesma forma) tal que

zm
˚

á z em L8
p0, T ;H1

0 pΩq X H2
pΩqq ãÑ D1

pQq (2.43)

z1
m

˚
á α em L8

p0, T ;H1
0 pΩqq ãÑ D1

pQq (2.44)

z2
m

˚
á β em L8

p0, T ;L2
pΩqq ãÑ D1

pQq (2.45)

Sabemos de (2.43) que zm Ñ z em D1pQq e, sendo o operador derivada contínuo em D1,

temos z1
m Ñ z1 em D1pQq e z2

m Ñ z2 em D1pQq. Pela unicidade do limite é possível concluir

que α “ z1 e β “ z2.

Agora, considere em (PA)1, ξ P DpΩq, e integremos de 0 a T para obter
ż T

0

pz2
m, ξq dt `

ż T

0

apt, zm, ξqdt `

ż T

0

ˆ

bi
Bz1

m

Bxi
, ξ

˙

dt `

ż T

0

pPzm, ξq dt “

ż T

0

ph, ξq dt (2.46)

Pelas convergências (2.43) - (2.45), quando m ÝÑ 8, temos
ż T

0

pz2
m, ξq dt ÝÑ

ż T

0

pz2, ξq dt,

ż T

0

apt, zm, ξq dt “ ´

ż T

0

ż

Ω

B

Bxi

ˆ

aij
Bzm
Bxj

˙

ξ dxdt ÝÑ ´

ż T

0

ż

Ω

B

Bxi

ˆ

aij
Bz

Bxj

˙

ξ dxdt

“

ż T

0

ż

Ω

aij
Bz

Bxj

Bξ

Bxj
dxdt,

ż T

0

ˆ

bi
Bz1

m

Bxi
, ξ

˙

dt ÝÑ

ż T

0

ˆ

bi
Bz1

Bxi
, ξ

˙

dt,

e
ż T

0

pPzm, ξq dt “

ż T

0

ż

Ω

ˆ

cz1
m ` di

Bzm
Bxi

` fzm

˙

ξ dxdt ÝÑ

ż T

0

ż

Ω

ˆ

cz1
` di

Bz

Bxi
` fz

˙

ξ dxdt

“

ż T

0

pPz, ξq dt.

Fazendo m ÝÑ 8 em (2.46) e usando as convergências anteriores, obtemos
ż T

0

pz2, ξq dt `

ż T

0

apt, z, ξqdt `

ż T

0

ˆ

bi
Bz1

Bxi
, ξ

˙

dt `

ż T

0

pPz, ξq dt `

ż T

0

ph, ξq dt. (2.47)

Sendo βpx, tq “ ξpxqθptq P DpQq, temos
ż T

0

ż

Ω

z2β ´
B

Bxi

ˆ

aij
Bz

Bxj

˙

β ` bi
Bz1

Bxi
β ´

ˆ

cz1
` di

Bz

Bxi
` fz

˙

β dxdt “

ż T

0

ż

Ω

hβ dxdt,
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ou seja, 〈
z2

´
B

Bxi

ˆ

aij
Bz

Bxj

˙

` bi
Bz1

Bxi
` cz1

` di
Bz

Bxi
` fz ´ h , β

〉
D1pQq,DpQq

“ 0

Pelas convergências (2.43) - (2.45), pelas condições (2.21) e pelas Observações 1.7 e 1.8,

temos que

z, z1, z2,
Bz

Bxi
,

Bz1

Bxi
, aij, bi, c, di, f P L1

p0, T ;L2
pΩqq.

Assim, pelo Lema 1.3, podemos concluir que

z2
´

B

Bxi

ˆ

aij
Bz

Bxj

˙

` bi
Bz1

Bxi
` cz1

` di
Bz

Bxi
` fz “ h q.s. em Q.

Unicidade

Suponhamos que z1 e z2 sejam soluções de (2.25) nas condições do Teorema 2.1. Então

w “ z1 ´ z2 satisfaz
$

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

%

w2 ` Aptqz1 ´ Aptqz2 ` bi
Bw1

Bxi
` cw1 ` di

Bw
Bxi

` fw “ 0 q.s. em Q,

w “ 0 sobre Σ,

wp¨, 0q “ 0, w1p¨, 0q “ 0 em Ω

(2.48)

e

w P L8
p0, T ;H1

0 pΩq X H2
pΩqq, w1

P L8
p0, T ;H1

0 pΩqq e w2
P L8

p0, T ;L2
pΩqq.

Mostremos que w “ 0. Com efeito, multiplicando (2.48)1 por w1 e integrando em Ω, obtemos

pw2,w1
q ` pAptqz1 ´ Aptqz2,w1

q `

ˆ

bi
Bw1

Bxi
,w1

˙

` pcw1,w1
q `

ˆ

di
Bw
Bxi

,w1

˙

` pfw,w1
q “ 0.

(2.49)

Note que

pAptqz1 ´ Aptqz2,w1
q “ apt, z1,w1

q ´ apt, z2,w1
q

“

ż

Ω

aij
Bz1
Bxj

Bw1

Bxi
dx ´

ż

Ω

aij
Bz2
Bxj

Bw1

Bxi
dx

“

ż

Ω

aij
Bpz1 ´ z2q

Bxj

Bw1

Bxi
dx

“ apt,w,w1
q.

Logo, em (2.49) temos

pw2,w1
q ` apt,w,w1

q `

ˆ

bi
Bw1

Bxi
,w1

˙

` pcw1,w1
q `

ˆ

di
Bw
Bxi

,w1

˙

` pfw,w1
q “ 0.
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Integrando a igualdade acima de 0 a t e prosseguindo de forma análoga ao realizado

na Estimativa I, obtemos

1

2
|w1

ptq|
2

`
α

2
}wptq}

2
ď

1

2
|w1

p0q|
2

`
1

2
ap0,wp0q,wp0qq ` C

ż t

0

}wpsq}
2ds ` C

ż t

0

|w1
psq|

2ds,

ou seja,
1

2
|w1

ptq|
2

`
α

2
}wptq}

2
ď C

ż t

0

|w1
psq|

2
` }wpsq}

2 ds.

Aplicando o Lema de Gronwall concluímos que

1

2
|w1

ptq|
2

`
α

2
}wptq}

2
ď 0.

Portanto, wptq “ 0, ou seja, z1 “ z2.

Além disso, desde que z P L8p0, T ;H1
0 pΩq XH2pΩqq e z1 P L8p0, T ;H1

0 pΩqq, temos pelo

Teorema 1.8, que faz sentido considerar os dados iniciais no tempo t “ 0, ou seja, zp0q e

z1p0q.

2.3 Solução fraca

O objetivo nesta seção é considerar o problema (2.25) com dados iniciais z0, z1 e h

menos regulares.

Definição 2.2 (Solução fraca) Uma função z : Q Ñ R será chamada de solução fraca do
problema (2.25) se z pertencente a classe

z P L8
p0, T ;H1

0 pΩqq, z1
P L8

p0, T ;L2
pΩqq,

satisfaz a equação

´

ż T

0

pz1, ξ1
qdt `

ż T

0

apt, z, ξqdt `

ż T

0

B

bi
Bz1

Bxi
, ξ

F

H´1pΩq,H1
0 pΩq

dt `

ż T

0

pPz, ξqdt

“

ż T

0

ph, ξqdt @ξ P L2
p0, T ;H1

0 pΩqq, ξ1
P L2

p0, T ;L2
pΩqq, ξp¨, 0q “ ξp¨, T q “ 0, (2.50)

e as condições iniciais
zp¨, 0q “ z0p¨q e z1

p¨, 0q “ z1p¨q.

Teorema 2.2 (Existência e Unicidade) Sejam

z0 P H1
0 pΩq, z1 P L2

pΩq, h P L1
p0, T ;L2

pΩqq.

Então
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(i) Existe uma única solução fraca z do problema (2.25) pertencente a classe

z P Cpr0, T s;H1
0 pΩqq X C1

pr0, T s;L2
pΩqq.

(ii) A aplicação linear

H1
0 pΩq ˆ L2

pΩq ˆ L1
p0, T ;L2

pΩqq ÝÑ Cpr0, T s;H1
0 pΩqq X C1

pr0, T s;L2
pΩqq

tz0, z1, hu ÞÝÑ z ,

em que z é obtido em (i), é contínua.

(iii) Além disso, a energia

Eptq “
1

2
|z1

ptq|
2

`
1

2
apt, zptq, zptqq

associada ao problema (2.25), com z obtida em piq, satisfaz

Eptq “ Ep0q `
1

2

ż t

0

a1
ps, z, zq ds `

ż t

0

ph, z1
q ds

`
1

2

ż t

0

ˆ

Bbi
Bxi

z1, z1

˙

ds ´

ż t

0

pPz, z1
q ds,

onde Pz foi estabelecido na Definição 2.1.

Prova. Desde que os espaços H2pΩq XH1
0 pΩq, H1

0 pΩq e W 1,1p0, T ;L2pΩqq são densos, respec-

tivamente, nos espaços H1
0 pΩq, L2pΩq e L1p0, T ;L2pΩqq, existem sequências pz0µq Ă H2pΩq X

H1
0 pΩq, pz1µq Ă H1

0 pΩq e phµq Ă W 1,1p0, T ;L2pΩqq tais que

z0µ ÝÑ z0 em H1
0 pΩq, z1µ ÝÑ z1 em L2

pΩq e hµ ÝÑ h em L1
p0, T ;L2

pΩqq. (2.51)

Denotemos por zµ a solução obtida no Teorema 2.2 com dados z0µ, z1µ, hµ. Como zµ P

L8p0, T ;H2pΩq X H1
0 pΩqq, z1

µ P L8p0, T ;H1
0 pΩqq e z2

µ P L8p0, T ;L2pΩqq, pelo Teorema 1.8,

tem-se

zµ P Cpr0, T s;H1
0 pΩqq X C1

pr0, T s;L2
pΩqq.

Desenvolvendo pRzµ, z
1
µq “ ph, z1

µq, usando o Lema 2.2 e

apt, z, z1
q “

1

2

d

dt
apt, z, zq ´

1

2
a1

pt, z, zq,

obtemos,

1

2

d

dt
|z1

µ|
2

`
1

2

d

dt
apt, zµ, zµq ´

1

2
a1

pt, zµ, zµq ´
1

2

ˆ

Bbi
Bxi

z1
µ, z

1
µ

˙

` pPzµ, z
1
µq “ ph, z1

µq.
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Integrando a igualdade acima de 0 a t, temos que

Eµptq “ Eµp0q `
1

2

ż t

0

a1
ps, zµ, zµqds `

ż t

0

phµ, z
1
µqds

`
1

2

ż t

0

ˆ

Bbi
Bxi

z1
µ, z

1
µ

˙

ds ´

ż t

0

pPzµ, z
1
µqds, (2.52)

com

Eµptq “
1

2
|z1

µptq|
2

`
1

2
apt, zµptq, zµptqq.

Usando as desigualdades (2.28), (2.29) e (2.30) obtidas na Estimativa I do Teorema 2.1

e a desigualdade de Cauchy-Schwarz, obtemos

Eµptq ď Eµp0q ` C

ż t

0

}zµ}
2 ds `

ż t

0

|hµ||z1
µ| ds ` C

ż t

0

|z1
µ|

2 ds.

Além disso, da coercividade de apt, ¨, ¨q, segue que

Eµptq ď Eµp0q `

ż t

0

|hµ||z1
µ| ds ` C

ż t

0

Eµpsq ds.

Desde que |z1
µ|2 ď 2Eµptq implica que |z1

µ| ď
?
2E

1
2
µ ptq, temos

Eµptq ď Eµp0q `

ż t

0

?
2|hµ|E

1
2
µ psq ds ` C

ż t

0

Eµpsq ds.

Usando o Teorema 1.13, obtemos

Eµptq ď

"

E
1
2
µ p0q e

1
2

şt
0 C ds

`
1

2

ż t

0

?
2|hµ|e

1
2

şt
s C drds

*2

ď

"

E
1
2
µ p0q e

1
2
CT

`
1

2

ż t

0

?
2|hµ|e

1
2
CTds

*2

,

ou seja,

Eµptq ď

„

E
1
2
µ p0q `

1
?
2

ż t

0

|hµ| ds

ȷ2

eCT

ď

«

Eµp0q `
1

2

ˆ
ż t

0

|hµ| ds

˙2

` 2E
1
2
µ p0q

1
?
2

ż t

0

|hµ| ds

ff

eCT

Usando o fato de que 2ab ď a2 ` b2 na última parcela do lado direito da desigualdade

acima, concluimos que

Eµptq ď

«

2Eµp0q `

ˆ
ż T

0

|hµ| dt

˙2
ff

eCT , (2.53)

em que C é uma constante que independe de µ ou t.
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Repetindo os mesmos argumentos usados para obter (2.53) com zµ ´ zσ ao invés de zµ,

obtemos

|z1
µptq ´ z1

σptq|
2

` apt, zµptq ´ zσptq, zµptq ´ zσptqq

ď 2

«

|z1µ ´ z1σ|
2

` ap0, z0µ ´ z0σ, z
0
µ ´ z0σq `

ˆ
ż T

0

|hµ ´ hσ|dt

˙2
ff

eCT (2.54)

Novamente pela coercividade de apt, ¨, ¨q, e passando ao limite em (2.54) quando µ, σ Ñ

8, tem-se

|z1
µptq ´ z1

σptq|
2

` α }zµptq ´ zσptq}
2

ÝÑ 0, @ t P r0, T s,

pois (2.51) implica que

|z1µ ´ z1σ|
2

ÝÑ 0, ap0, z0µ ´ z0σ, z
0
µ ´ z0σq ÝÑ 0 e

ˆ
ż T

0

|hµ ´ hσ|dt

˙2

ÝÑ 0.

Consequentemente,

|z1
µptq ´ z1

σptq|
2

ÝÑ 0 em L2
pΩq e }zµptq ´ zσptq}

2
ÝÑ 0 em H1

0 pΩq,

ou seja, pz1
µq e pzµq são sequências de Cauchy em Cpr0, T s;L2pΩqq e Cpr0, T s;H1

0 pΩqq respec-

tivamente. Desde que esses são espaços de Banach, existe uma função z P Cpr0, T s;H1
0 pΩqqX

C1pr0, T s;L2pΩqq tal que

zµ ÝÑ z em Cpr0, T s;H1
0 pΩqq

z1
µ ÝÑ z1 em Cpr0, T s;L2

pΩqq. (2.55)

Agora, escrevendo zµ em vez de z em (2.50) e passando ao limite quando µ ÝÑ 8,

podemos afirmar, considerando as convergências em (2.55), que

•
ż T

0

pz1
µ, ξ

1
q dt ÝÑ

ż T

0

pz1, ξ1
q dt

•
ż T

0

apt, zµ, ξq dt “

ż T

0

aij
Bzµ
Bxj

Bξ

Bxi
dt ÝÑ

ż T

0

aij
Bz

Bxj

Bξ

Bxi
dt “

ż T

0

apt, z, ξq dt

Pelo Teorema de Green, temos ainda que

•
ż T

0

ˆ

bi
Bz1

µ

Bxi
, ξ

˙

dt “

ż T

0

ż

Ω

bi
Bz1

µ

Bxi
ξ dx dt “ ´

ż T

0

ż

Ω

ˆ

Bbi
Bxi

ξ `
Bξ

Bxi
bi

˙

z1
µ dx dt

ÝÑ ´

ż T

0

ż

Ω

ˆ

Bbi
Bxi

ξ `
Bξ

Bxi
bi

˙

z1 dx dt “

ż T

0

ˆ

bi
Bz1

Bxi
, ξ

˙

dt
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•
ż T

0

pPzµ, ξq dt “

ż T

0

ż

Ω

ˆ

cz1
µ ` di

Bzµ
Bxi

` fzµ

˙

ξ dx dt

ÝÑ

ż T

0

ż

Ω

ˆ

cz1
` di

Bz

Bxi
` fz

˙

ξ dx dt “

ż T

0

pPz, ξq dt

•
ż T

0

phµ, ξq dt ÝÑ

ż T

0

ph, ξq dt.

Assim, passando ao limite em (2.50) quando µ Ñ 8, pelas convergências acima, pode-

mos afirmar que z satisfaz

´

ż T

0

pz1, ξ1
qdt `

ż T

0

apt, z, ξqdt `

ż T

0

B

bi
Bz1

Bxi
, ξ

F

H´1pΩq,H1
0 pΩq

dt `

ż T

0

pPz, ξqdt

“

ż T

0

ph, ξqdt, @ξ P L2
p0, T ;H1

0 pΩqq, ξ1
P L2

p0, T ;L2
pΩqq, ξp¨, 0q “ ξp¨, T q “ 0.

Além disso, desde que zµp¨, 0q “ z0µp¨q e z1
µp¨, 0q “ z1µp¨q, e por (2.55) , zµp¨, 0q ÝÑ zp¨, 0q

em H1
0 pΩq e z1

µp¨, 0q ÝÑ z1p¨, 0q em L2pΩq, segue, pela unicidade do limite, que

zp¨, 0q “ z0p¨q e z1
p¨, 0q “ z1p¨q.

Portanto, obtemos a existência no item piq. Sua unicidade é provada de modo análogo

ao realizado no Teorema 2.1.

Mostremos agora o item piiq. Não é difícil ver que dado l : H1
0 pΩq ˆ L2pΩq ˆ

L1p0, T ;L2pΩqq ÝÑ Cpr0, T s;H1
0 pΩqq X C1pr0, T s;L2pΩqq com lpz0, z1, hq “ z, usando as

convergências (2.51) e (2.55), obtemos tz0µ, z
1
µ, hµu ÝÑ tz0, z1, hu em H1

0 pΩq ˆ L2pΩq ˆ

L1p0, T ;L2pΩqq, então lpz0µ, z
1
µ, hµq ÝÑ lpz0, z1, hq em Cpr0, T s;H1

0 pΩqq X C1pr0, T s;L2pΩqq,

ou seja, zµ ÝÑ z em Cpr0, T s;H1
0 pΩqq X C1pr0, T s;L2pΩqq.

Já para o item piiiq, observe que como zµptq ÝÑ zptq em H1
0 pΩq, temos pela continui-

dade de apt, ¨, ¨q, que

|apt, zµ, zµq ´ apt, z, zq| “ |apt, zµ ´ z, zµ ´ zq| ď C }zµ ´ z}
2

ÝÑ 0,

e desde que z1
µptq ÝÑ z1ptq em L2pΩq, obtemos

‚ Eµptq ÝÑ
1

2
|z1

ptq|
2

`
1

2
apt, zptq, zptqq.

De modo análogo, pelas convergências em (2.51),

‚ Eµp0q ÝÑ
1

2
|z1|2 `

1

2
ap0, z0, z0q.
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Além disso, como aij P C1pQq, vale

‚ |a1
ps, zµ, zµq ´ a1

ps, z, zq| “ |a1
ps, zµ ´ z, zµ ´ zq|

ď

ż

Ω

ˇ

ˇa1
ij

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Bpzµ ´ zq

Bxi

Bpzµ ´ zq

Bxj

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

dx

ď C }zµ ´ z}
2

Ñ 0.

Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, tem-se

‚
ˇ

ˇphµ, z
1
µq ´ ph, z1

q
ˇ

ˇ “ |phµ, z
1
µq ´ ph, z1

µq ` ph, z1
µq ´ ph, z1

q|

ď |phµ ´ h, z1
µq| ` |ph, z1

µ ´ z1
q|

ď |hµ ´ h||z1
µ| ` |h||z1

µ ´ z1
| Ñ 0;

‚

ˆ

Bbi
Bxi

z1
µ, z

1
µ

˙

´

ˆ

Bbi
Bxi

z1, z1

˙

“

ˆ

Bbi
Bxi

z1
µ, z

1
µ

˙

´

ˆ

Bbi
Bxi

z1, z1
µ

˙

`

ˆ

Bbi
Bxi

z1, zµ1

˙

´

ˆ

Bbi
Bxi

z1, z1

˙

“

ˆ

Bbi
Bxi

pz1
µ ´ zq, z1

µ

˙

`

ˆ

Bbi
Bxi

z1, zµ1
´ z1

˙

ď

›

›

›

›

Bbi
Bxi

›

›

›

›

L8

|z1
µ ´ z1

||z1
µ| `

›

›

›

›

Bbi
Bxi

›

›

›

›

L8

|z1
||z1

µ ´ z1
| Ñ 0;

‚ pPzµ, z
1
µq ´ pPz, z1

q “ pPzµ, z
1
µq ´ pPz, z1

µq ` pPz, z1
µq ´ pPz, z1

q

“ pP pzµ ´ zq, z1
µq ` pPz, z1

µ ´ zq

ď |P pzµ ´ zq||z1
µ| ` |Pz||z1

µ ´ z|.

Analisando os termos do lado direito da desigualdade acima, é possível notar, pelas condições

(2.21) e pelas convergências (2.55), que

|P pzµ ´ zq| ď }c}L8 |z1
µ ´ z1

| ` }di}L8

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Bpzµ ´ zq

Bxi

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

` }f}L8 |zµ ´ z| ÝÑ 0 e |z1
µ| ă 8,

e ainda que,

|Pz| ď }c}L8 |z1
| ` }di}L8

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Bz

Bxi

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

` }f}L8 |z| ă 8 e |z1
µ ´ z| ÝÑ 0.

Assim, podemos escrever que

‚ pPzµ, z
1
µq ´ pPz, z1

q ÝÑ 0.
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Portanto, passando ao limite em (2.52) quando µ ÝÑ 8, e considerando que as con-

vergências acima são uniformes em relação a t, temos que z satisfaz

Eptq “ Ep0q `
1

2

ż t

0

a1
ps, z, zqds `

ż t

0

ph, z1
qds

`
1

2

ż t

0

ˆ

Bbi
Bxi

z1, z1

˙

ds ´

ż t

0

pPz, z1
qds.

Agora vamos considerar um problema que será usado no estudo da regularidade para

a solução w do problema (2.12). Este é,
$
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Rz “ h1 em Q,

z “ 0 sobre Σ,

zp¨, 0q “ 0, z1p¨, 0q “ 0 em Ω.

(2.56)

Podemos notar que se h1 P L1p0, T ;L2pΩqq então a solução fraca z do problema acima

tem a regularidade piq do Teorema 2.2.

Teorema 2.3 Sejam

h P L2
p0, T ;H1

0 pΩqq e h1
P L2

p0, T ;L2
pΩqq com hp¨, 0q “ 0.

Então a solução z do Problema (2.56) satisfaz

}zptq} ` |z1
ptq ´ hptq| ď C

ż T

0

}h} dt, @t P r0, T s,

em que C é uma constante independente de z e h.

Prova. Desde que z1p¨, 0q “ 0 e zp¨, 0q “ 0, temos Ep0q “ 0, e daí, pela identidade piiiq do

Teorema 2.2, segue que

Eptq “
1

2

ż t

0

a1
ps, z, zqds `

ż t

0

ph, z1
qds `

1

2

ż t

0

ˆ

Bbi
Bxi

z1, z1

˙

ds ´

ż t

0

pPz, z1
qds. (2.57)

onde Pz foi estabelecido na Definição 2.1.

Por integração por partes em r0, ts e notando que hp¨, 0q “ 0 temos
ż t

0

ph1, z1
q ds “ phpsq, z1

psqq

ˇ

ˇ

ˇ

t

0
´

ż t

0

ph1, z2
q ds “ phptq, z1

ptqq ´

ż t

0

ph1, z2
q ds.

Recorde que (2.18) nos fornece que

z2
“ h1

´ Az ´ bi
Bz1

Bxi
´ Pz.
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Assim, podemos reescrever a última igualdade na forma
ż t

0

ph1, z1
q ds “ phptq, z1

ptqq ´

ż t

0

ph, h1
q ds `

ż t

0

ph,Azq ds

`

ż t

0

ˆ

h, bi
Bz1

Bxi

˙

ds `

ż t

0

ph, Pzq ds,

ou seja,
ż t

0

ph1, z1
q ds “ phptq, z1

ptqq ´
1

2
|hptq|

2
`

ż t

0

ph,Azq ds

`

ż t

0

ˆ

h, bi
Bz1

Bxi

˙

ds `

ż t

0

ph, Pzq ds. (2.58)

Analisando o quarto termo da igualdade acima temos, pelo Teorema de Green, que
ż t

0

ˆ

h, bi
Bz1

Bxi

˙

ds “

ż t

0

ż

Ω

hbi
Bz1

Bxi
dx ds

“ ´

ż t

0

ż

Ω

Bphbiq

Bxi
z1 dx ds

“ ´

ż t

0

ż

Ω

ˆ

Bh

Bxi
bi ` h

Bbi
Bxi

˙

z1 dx ds.

“ ´

ż t

0

ˆ

h,
Bbi
Bxi

z1

˙

ds ´

ż t

0

ˆ

Bh

Bxi
, biz

1

˙

ds. (2.59)

Combinando (2.57), (2.58) e (2.59), obtemos

Eptq “
1

2

ż t

0

a1
ps, z, zq ds ` phptq, z1

ptqq ´
1

2
|hptq|

2
`

ż t

0

ph,Azq ds

´

ż t

0

ˆ

h,
Bbi
Bxi

z1

˙

ds ´

ż t

0

ˆ

Bh

Bxi
, biz

1

˙

ds `

ż t

0

ph, Pzq ds

`
1

2

ż t

0

ˆ

Bbi
Bxi

z1, z1

˙

ds ´

ż t

0

pPz, z1
q ds. (2.60)

Desde que
1

2
|z1

ptq|
2

´ phptq, z1
ptqq `

1

2
|hptq|

2
“

1

2
|z1

ptq ´ hptq|
2,

podemos reescrever (2.60) na forma

1

2
|z1

ptq ´ hptq|
2

`
1

2
apt, zptq, zptqq “

1

2

ż t

0

a1
ps, z, zq ds `

ż t

0

ph,Azq ds ´

ż t

0

ˆ

h,
Bbi
Bxi

z1

˙

ds

´

ż t

0

ˆ

Bh

Bxi
, biz

1

˙

ds `

ż t

0

ph, Pzq ds

`
1

2

ż t

0

ˆ

Bbi
Bxi

z1, z1

˙

ds ´

ż t

0

pPz, z1
q ds. (2.61)
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Fazendo θ “ z1 ´ h em (2.61) e substituindo z1 por θ` h nesta igualdade, nós obtemos

1

2
|θptq|

2
`

1

2
apt, zptq, zptqq “

1

2

ż t

0

a1
ps, z, zq ds `

ż t

0

ph,Azq ds ´

ż t

0

ż

Ω

h
Bbi
Bxi

pθ ` hq dx ds

`

ż t

0

ż

Ω

´
Bh

Bxi
bipθ ` hq ` hcpθ ` hq ` hdi

Bz

Bxi
` hfz dx ds

`

ż t

0

ż

Ω

1

2

Bbi
Bxi

pθ2 ` 2hθ ` h2q ´ cpθ2 ` 2hθ ` h2q dx ds

`

ż t

0

ż

Ω

´di
Bz

Bxi
pθ ` hq ´ fzpθ ` hq dx ds.

Desenvolvendo as expressões da igualdade acima e simplificando-a, podemos escrever que

1

2
|θptq|

2
`

1

2
apt, zptq, zptqq “

1

2

ż t

0

a1
ps, z, zq ds `

ż t

0

ph,Azq ds `
1

2

ż t

0

ˆ

Bbi
Bxi

θ, θ

˙

ds

´

ż t

0

ˆ

Bh

Bxi
bi, θ

˙

ds ´

ż t

0

pcθ, θqds ´

ż t

0

pch, θq ds

´

ż t

0

ˆ

di
Bz

Bxi
, θ

˙

ds ´

ż t

0

pfz, θq ds

`

ż t

0

´
1

2

ˆ

Bbi
Bxi

h, h

˙

´

ˆ

bi
Bh

Bxi
, h

˙

ds. (2.62)

Pelo Lema 2.2 a última parcela da expressão (2.62) se anula. Agora, utilizando as condições

(2.21), conseguimos limitar cada termo do seu lado direito conforme a seguir.

•
1

2

ż t

0

a1
ps, z, zq ds ď

1

2

ż t

0

ż

Ω

|a1
ij|

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Bz

Bxj

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Bz

Bxi

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

dx ds ď
C

2

ż t

0

|∇z|
2 ds ď C

ż t

0

}z}
2 ds;

•
ż t

0

ph,Azq ds “

ż t

0

apt, z, hq ds ď C

ż t

0

|∇z||∇h| ds ď C

ż t

0

}z}}h} ds;

•
1

2

ż t

0

ˆ

Bbi
Bxi

θ, θ

˙

ds ď
1

2

ż t

0

ż

Ω

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Bbi
Bxi

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

|θ|
2 dx ds ď

1

2

›

›

›

›

Bbi
Bxi

›

›

›

›

L8

ż t

0

|θ|
2 ds ď C

ż t

0

|θ|
2 ds;

• ´

ż t

0

ˆ

Bh

Bxi
bi, θ

˙

ds ď }bi}L8

ż t

0

|∇h||θ| ds ď C

ż t

0

}h}|θ| ds;

• ´

ż t

0

pcθ, θq ds ď

ż t

0

ż

Ω

|c||θ|
2 dx ds ď }c}L8

ż t

0

|θ|
2 ds ď C

ż t

0

|θ|
2 ds;

• ´

ż t

0

pch, θq ds ď

ż t

0

ż

Ω

|c||h||θ| dx ds ď }c}L8

ż t

0

|h||θ| ds ď C

ż t

0

}h}|θ| ds.

Seguindo a mesma estratégia e utilizando a desigualdade de Young, temos

• ´

ż t

0

ˆ

di
Bz

Bxi
, θ

˙

ds ď }di}L8

ż t

0

}z}|θ| ds ď C

ż t

0

}z}
2

` |θ|
2 ds;
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• ´

ż t

0

pfz, θq ds ď }f}L8

ż t

0

}z}|θ| ds ď C

ż t

0

}z}
2

` |θ|
2 ds.

Pelas estimativas acima e pela coercividade de apt, ¨, ¨q, temos, em (2.62), que

1

2
|θptq|

2
`

1

2
}zptq}

2
ď C

ż t

0

}h}p}z} ` |θ|q ds ` C

ż t

0

}z}
2

` |θ|
2ds, (2.63)

em que C é uma constante que independe de z e h.

Multiplicando a igualdade acima por 2 e usando o fato de que

|θptq| ` }zptq} ď
?
2
a

|θptq|2 ` }zptq}2, (2.64)

obtemos

|θptq|
2

` }zptq}
2

ď C

ż t

0

}h}
a

|θ|2 ` }z}2 ds ` C

ż t

0

}z}
2

` |θ|
2ds.

Aplicando o Teorema 1.13, podemos escrever que

|θptq|
2

` }zptq}
2

ď

"

1

2

ż t

0

C}h}

´

e
1
2

şt
s C dr

¯

ds

*2

ď
C2

4

ˆ
ż t

0

}h} ds

˙2

eCT ,

ou seja,

|θptq|
2

` }zptq}
2

ď C

ˆ
ż T

0

}h} dt

˙2

.

Extraindo a raiz de ambos os lados, usando (2.64) e substituindo θ por z1´h, concluímos

que

}zptq} ` |z1
ptq ´ hptq| ď C

ż T

0

}h} dt.

Observação 2.3 Sejam as funções definidas por

qaijpx, tq “ aijpx, T ´ tq, qAptq “ ApT ´ tq, qbipx, tq “ ´bipx, T ´ tq,

qcpx, tq “ ´cpx, T ´ tq, qdipx, tq “ dipx, T ´ tq, qfpx, tq “ fpx, T ´ tq,

qhpx, tq “ hpx, T ´ tq, qzpx, tq “ zpx, T ´ tq

e considere o operador

qRqz “ qz2
` qAqz `qbi

Bqz1

Bxi
` qcqz1

` qdi
Bqz

Bxi
` qfqz.

Nessas condições, é possível observar que os coeficientes aij, bi, c, di e f satisfazem (2.21) se,
e somente se, os coeficientes transformados qaij,qbi,qc, qdi e qf também satisfazem.
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Com efeito, já sabemos que os coeficientes aij, bi, c, di e f verificam (2.21). Além disso,
considerando que aij é simétrico, seque que

qaijpx, tq “ aijpx, T ´ tq “ ajipx, T ´ tq “ qajipx, tq,

o que garante a simetria de qaijpx, tq. Ademais, existe α ą 0 tal que

aijpx, tqξiξj ě α|ξ|
2, @ ξ P Rn e px, tq P Q.

Desde que a função φptq “ T ´ t mapeia o intervalo r0, T s para si mesmo, temos que
px, T ´ tq P Q. Logo,

qaijpx, tqξiξj “ aijpx, T ´ tqξiξj ě α|ξ|
2,

ou seja, qaij é uniformemente coercivo.
Agora, seja ϕpx, tq “ px, T ´ tq. Considerando que aij P C1pQq e que podemos escrever

qaijpx, tq “ paij ˝ ϕqpx, tq como composição de funções contínuas, e de forma análoga suas
primeiras derivadas, temos que qaij P C1pQq. Ademais, note que

qa1
ijpx, tq “ raijpx, T ´ tqs

1
“ a1

ijpx, T ´ tqpT ´ tq1
“ p´a1

ij ˝ ϕqpx, tq.

e daí,

qa2
ijpx, tq “ rqa1

ijpx, T ´ tqs
1

“ r´a1
ijpx, T ´ tqs

1
“ a2

ijpx, T ´ tqpT ´ tq1
“ p´a2

ij ˝ ϕqpx, tq.

Dessa forma, se a2
ij P L8pQq e a composição acima preserva a propriedade de limitação

essencial, temos que qa2
ij P L8pQq. Seguindo o mesmo raciocínio mostramos que qbi,qc, qdi,

qf P W 1,8p0, T ;L8pΩqq e que
Bbi
Bxi

P L8
pQq. A recíproca é feita de maneira análoga.

Consideremos o problema
$

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

%

qRqz “ qh em Q,

qz “ 0 sobre Σ,

qzp¨, T q “ z0p¨q, qz1p¨, T q “ ´z1p¨q em Ω.

(2.65)

Para este, podemos definir, de maneira análoga ao problema (2.25), uma solução fraca.

Observação 2.4 z é uma solução fraca do problema (2.25) se, e somente se, qz é uma
solução fraca do problema (2.65).

De fato, suponhamos que z é uma solução fraca do problema (2.25), ou seja, consi-
deramos z satisfazendo a Definição 2.2. Assim, sabemos que existe uma constante C tal
que

}z}L8p0,T ;H1
0 pΩqq “ sup ess

tPr0,T s

}z ptq } ď C e }z1
}L8p0,T ;L2pΩqq “ sup ess

tPr0,T s

|z1
ptq| ď C.
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Desde que φptq “ T ´ t mapeia r0, T s para si mesmo, tem-se

sup ess
tPr0,T s

}qz ptq } “ sup ess
tPr0,T s

}z pT ´ tq } ď C e sup ess
tPr0,T s

|qz1
ptq| “ sup ess

tPr0,T s

|z1
pT ´ tq| ď C,

ou seja, qz P L8p0, T ;H1
0 pΩqq e qz1 P L8p0, T ;L2pΩqq.

Agora, verifiquemos que a função qz pode ser expressa também pela formulação fraca
equivalente a (2.50).

Fazendo em (2.50) a mudança de variável s “ T ´ t, temos t “ T ´s e dt “ ´ds. Daí,
quando t “ 0 temos s “ T , e quando t “ T , s “ 0. Definindo qξpx, tq “ ξpx, T ´ tq, temos

ξ1px, tq “ ´ξ1px, T ´ sq “ ´qξ1px, sq

z1px, tq “ ´z1px, T ´ sq “ ´qz1px, sq

Bz

Bxi
px, tq “

Bqz

Bxi
px, sq

aijpx, tq “ aijpx, T ´ sq “ qaijpx, sq

bipx, tq “ bipx, T ´ sq “ ´qbipx, sq

e de modo análogo os demais coeficientes. Dessa forma,

• ´

ż T

0

pz1, ξ1
q dt “ ´

ż 0

T

p´qz1,´qξ1
q ds “ ´

ż T

0

pqz1, qξ1
q ds;

•
ż T

0

apt, z, ξq dt “ ´

ż 0

T

ż

Ω

qaij
Bqz

Bxj

Bqz

Bxi
dx ds “

ż T

0

qapt, qz, qξq ds;

•
ż T

0

ˆ

bi
Bz1

Bxi
, ξ

˙

dt “ ´

ż 0

T

ˆ

´qbi
´Bqz1

Bxi
, qξ

˙

ds “

ż T

0

ˆ

qbi
Bqz1

Bxi
, qξ

˙

ds;

•
ż T

0

pPz, ξq dt “ ´

ż 0

T

ˆ

´qcp´qz1
q ` qdi

Bqz

Bxi
` qfqz, qξ

˙

ds “

ż T

0

p qPqz, qξq ds;

•
ż T

0

ph, ξq dt “ ´

ż 0

T

pqh, qξq ds “

ż T

0

pqh, qξq ds.

Isso demonstra que qz satisfaz a formulação fraca (2.50), como desejado. Ademais,
recordando que para t “ 0 tem-se s “ T , podemos notar que para as condições iniciais
obtemos

qzp¨, T q “ zp¨, T ´ T q “ zp¨, 0q “ z0p¨q

e
qz1

p¨, T q “ ´z1
p¨, T ´ T q “ ´z1

p¨, 0q “ ´z1p¨q.

De modo análogo mostramos a recíproca.
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2.3.1 Desigualdades inversa e direta

O Método da Unicidade Hilbertiana (HUM), que será visto posteriormente, é baseado

em duas expressões fundamentais denominadas Desigualdade Direta e Desigualdade Inversa.

Essa seção é dedicada a provar essas desigualdades para a solução fraca do problema
$
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’

’

’
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L˚z “ h em Q,

z “ 0 sobre Σ,

zp¨, 0q “ z0p¨q, z1p¨, 0q “ z1p¨q em Ω,

(2.66)

em que L˚z, definido em (2.22), é o adjunto formal do operador

Lw “ w2
´

B

Bxi

ˆ

aijpx,tq
Bw

Bxj

˙

` bipx, tq
Bw1

Bxi
` βipx, tq

Bw

Bxi
, (2.67)

em que aij, bi e βi foram definidos, respectivamente, em (2.7), (2.10) e (2.11).

Pelo Lema 2.1, os resultados de existência, unicidade e regularidade das soluções, es-

tabelecidos nesse Capítulo 2, permanecem válidos quando substituímos o operador R por

L˚.

Lema 2.4 Existem constantes a0, a1 P R, com a0 ą 0, tais que

(i) Para todo px, tq P Q e todo ξ P Rn, vale

a0ξiξi ď aijξiξj ď a1ξiξi.

(ii) Para todo z P H1
0 pΩq, tem-se

|∇z|
2

ď
1

a0
apt, z, zq.

Prova. Desde que aij P C1pQq é uniformemente coercivo, existe α ą 0 e uma constante

C ą 0 tais que

aijξiξj ě α|ξ|
2

“ αxξ, ξy “ α ξ2i

e
n
ÿ

i,j“1

aijξiξj ď C
n
ÿ

i,j“1

|ξi||ξj| “ C

˜

n
ÿ

i“1

|ξi|

¸2

.

Sejam y1 “ p|ξ1|, . . . , |ξn|q e y2 “ p1, . . . , 1q. Por Cauchy-Schwarz segue que

˜

n
ÿ

i“1

|ξi|

¸2

“ xy1, y2y
2

ď |y1|
2
|y2|

2
“ n

n
ÿ

i“1

|ξi|
2.
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Daí,
n
ÿ

i,j“1

aijξiξj ď Cn
n
ÿ

i“1

ξiξi.

Assim, basta tomar a0 “ α e a1 “ Cn para obter o item piq.

Agora, considerando ξi “
Bz

Bxi
no item piq e integrando em Ω, temos

ż

Ω

Bz

Bxi

Bz

Bxi
dx ď

1

a0

ż

Ω

aij
Bz

Bxj

Bz

Bxi
dx,

ou seja,

|∇z|
2

ď
1

a0
apt, z, zq.

Conforme mostrado no Teorema 2.2, a energia do problema (2.66) é dada por

Eptq “
1

2
|z1

ptq|
2

`
1

2
apt, zptq, zptqq.

Em particular,

E0 “
1

2
|z1|

2
`

1

2
ap0, z0, z0q.

Teorema 2.4 Seja z a solução fraca do problema (2.66). Então

(i) se h “ 0,
E0e

´C0 ď Eptq ď E0e
C0 , @t P r0,8q.

(ii) se h ‰ 0,

Eptq ď

«

2E0 `

ˆ
ż T

0

|h| dt

˙2
ff

eC0 , @t P r0, T s,

em que,

C0 “
2 p1 ` τk1M

2 ` τ 2M2 ` na0k
2
1q

a0k30
pℓ1 ` ℓ2q `

2
`?

λ1M ` n
˘

pnτ ` τ ` k1q
?
a0 k20

?
λ1

pℓ1 ` ℓ2q

(ver notações da Seção 2.1).

Prova. piq Derivando com respeito a t a identidade piiiq do Teorema 2.2 e supondo que

h “ 0, temos

E 1
ptq “

1

2
a1

pt, z, zq `
1

2

ˆ

Bbi
Bxi

z1, z1

˙

´ pPz, z1
q. (2.68)
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Analisemos cada termo do lado direito da equação acima. Para isso, note que

a1
ij “

n
ÿ

i,j“1

„

δij ´ pk1q2xixj
k2

ȷ1

“

n
ÿ

i“1

´2x2i k
1k2k ´ 2k1 ` 2pk1q3x2i

k3

“ 2

„

´
k1

k3
´

ˆ

k1k2k ´ pk1q3

k3

˙

x2i

ȷ

.

Desse modo, podemos escrever

1

2
a1

pt, z, zq “
1

2

ż

Ω

a1
ij

Bz

Bxj

Bz

Bxi
dx “ ´

k1

k3

ˆ

Bz

Bxi
,

Bz

Bxi

˙

´

ˆ

k1k2k ´ pk1q3

k3

˙ ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

xi
Bz

Bxi

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2

. (2.69)

Ademais, os outros termos são escritos da forma

1

2

ˆ

Bbi
Bxi

z1, z1

˙

“
1

2

ż

Ω

Bbi
Bxi

pz1
q
2 dx “ ´

1

2

ż

Ω

2n
k1

k
pz1

q
2 dx “ ´n

k1

k
|z1

|
2 (2.70)

e

´pPz, z1
q “ ´pcz1, z1

q ´

ˆ

di
Bz

Bxi
, z1

˙

´ pfz, z1
q

“ 2n
k1

k
|z1

|
2

´

ˆ

di
Bz

Bxi
, z1

˙

´ pfz, z1
q. (2.71)

Substituindo (2.69), (2.70) e (2.71) em (2.68), obtemos

E 1
ptq “ ´

k1

k3

ˆ

Bz

Bxi
,

Bz

Bxi

˙

´

ˆ

k1k2k ´ pk1q3

k3

˙ ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

xi
Bz

Bxi

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2

` n
k1

k
|z1

|
2

´

ˆ

di
Bz

Bxi
, z1

˙

´ pfz, z1
q. (2.72)

Limitaremos cada um dos termos da desigualdade acima. Vejamos que, utilizando o

Lema 2.4 e recordando o fato de que k é uma função positiva, temos

´
k1

k3

ˆ

Bz

Bxi
,

Bz

Bxi

˙

ď
|k1|

k3

ż

Ω

|∇z|
2 dx ď

|k1|

a0k3
apt, z, zq ď

2|k1|

a0k3
Eptq,

´

ˆ

k1k2k ´ pk1q3

k3

˙ ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

xi
Bz

Bxi

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2

ď
|k1k2k ´ pk1q3|

k3
M2

|∇z|
2

ď
M2|k1k2k ´ pk1q3|

a0k3
apt, z, zq

ď
2M2|k1k2k ´ pk1q3|

a0k3
Eptq
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e

n
k1

k
|z1

|
2

ď 2n
|k1|

k
Eptq “ 2n

a0k
2|k1|

a0k3
Eptq.

Por (2.17) e pelas desigualdades de Cauchy-Schwarz e Young, temos que

´

ˆ

di
Bz

Bxi
, z1

˙

ď
|pn ` 1qpk1q2 ´ k2k|M

k2
|∇z||z1

|

ď
|pn ` 1qpk1q2 ´ k2k|M

?
a0 k2

a

apt, z, zq|z1
|

ď
|pn ` 1qpk1q2 ´ k2k|M

?
a0 k2

ˆ

apt, z, zq

2
`

|z1|2

2

˙

ď
2
?
λ1|pn ` 1qpk1q2 ´ k2k|M

?
a0

?
λ1 k2

Eptq,

em que λ1 foi definido no início do Capítulo 2.

Seguindo o mesmo raciocínio, por (2.1) e desde que a desigualdade de Poincaré e o

Lema 2.4 implicam que

|z| ď

a

apt, z, zq
?
λ1

?
a0

,

temos,

´pfz, z1
q ď

n|pn ` 1qpk1q2 ´ k2k|

k2
|z||z1

|

ď
n|pn ` 1qpk1q2 ´ k2k|

?
a0

?
λ1 k2

a

apt, z, zq|z1
|

ď
n|pn ` 1qpk1q2 ´ k2k|

?
a0

?
λ1 k2

ˆ

apt, z, zq

2
`

|z1|2

2

˙

ď
2n|pn ` 1qpk1q2 ´ k2k|

?
a0

?
λ1 k2

Eptq.

Pelas limitações acima, podemos escrever em (2.72) que

|E 1
ptq| ď GptqEptq, (2.73)

em que

Gptq “ 2

ˆ

|k1| ` M2|k1k2k ´ pk1q3| ` na0k
2|k1|

a0k3

˙

` 2

ˆ

p
?
λ1M ` nq|pn ` 1qpk1q2 ´ k2k|

?
a0

?
λ1 k2

˙

.

Usando as hipóteses (H2) e (H3) sobre a função k, podemos limitar cada termo de G,

isto é,

Gptq ď 2

ˆ

|k1| ` M2pτ |k2|k1 ` τ 2|k1|q ` na0k
2
1|k1|

a0k30

˙

` 2

ˆ

p
?
λ1M ` nqpnτ |k1| ` τ |k1| ` |k2|k1q

?
a0

?
λ1 k20

˙

.
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Usando agora a hipótese (H4), nós obtemos
ż 8

0

Gptq dt ď 2

ˆ

ℓ1 ` M2pτ ℓ2 k1 ` τ 2 ℓ1q ` na0k
2
1 ℓ1

a0k30

˙

` 2

ˆ

p
?
λ1M ` nqpnτ ℓ1 ` τ ℓ1 ` ℓ2 k1q

?
a0

?
λ1 k20

˙

,

ou seja,
ż 8

0

Gptq dt ď C0. (2.74)

Segue de (2.73) que

´Gptq ď
E 1ptq

Eptq
ď Gptq,

isto é,

´

ż t

0

Gpsq ds ď

ż t

0

ln1
pEpsqq ds ď

ż t

0

Gpsq ds,

e por (2.74),

´C0 ď lnEptq ´ lnEp0q ď C0, @ t P r0,8q.

Usando propriedades logarítmicas nós podemos escrever que

´C0 ď ln

ˆ

Eptq

Ep0q

˙

ď C0, @ t P r0,8q,

e elevando os membros da desigualdade acima como expoentes da base e, obtemos

E0e
´C0 ď Eptq ď E0e

C0 , @ t P r0,8q.

piiq Utilizando os mesmos argumentos do item piq para obter (2.72), segue que

E 1
ptq “ ´

k1

k3

ˆ

Bz

Bxi
,

Bz

Bxi

˙

´

ˆ

k1k2k ´ pk1q3

k3

˙
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

xi
Bz

Bxi

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2

` n
k1

k
|z1

|
2

` ph, z1
q ´

ˆ

di
Bz

Bxi
, z1

˙

´ pfz, z1
q.

E analogamente ao que foi feito em (2.73), obtemos

E 1
ptq ď GptqEptq ` ph, z1

q.

Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz e integrando de 0 a t, temos

Eptq ď Ep0q `

ż t

0

|h||z1
| ` GpsqEpsq ds.

De forma semelhante ao realizado para obter (2.53) na demonstração do Teorema 2.2

e usando (2.74), concluimos que
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Eptq ď

«

2E0 `

ˆ
ż T

0

|h| dt

˙2
ff

eC0 , @ t P r0, T s.

A seguir, provaremos uma identidade que será fundamental na obtenção das estimativas

para
Bz

Bν
.

Teorema 2.5 Seja q “ pqℓq um campo vetorial em Ω, q P rC1pΩqsn. Então toda solução
fraca z do problema (2.66) verifica

1

2

ż T

0

ż

Γ

aijνiνjqℓνℓ

ˆ

Bz

Bν

˙2

dΓdt “

ˆ

z1
`

1

2

B

Bxi
rbizs, qℓ

Bz

Bxℓ

˙
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

T

0

`
1

2

ĳ

Bqℓ
Bxℓ

ˆ

pz1
q
2

´ aij
Bz

Bxj

Bz

Bxi

˙

` pn ` 1q

ĳ

pk1q2

k2
xi

Bz

Bxi
qℓ

Bz

Bxℓ

`

ĳ

aij
Bz

Bxj

Bqℓ
Bxj

Bz

Bxℓ
`

1

2

ĳ

Bbi
Bxi

Bz

Bxℓ
qℓz

1
`

1

2

ĳ

Bbi
Bxℓ

Bz

Bxi
qℓz

1 (2.75)

`
1

2

ĳ

Bbi
Bxi

z
Bqℓ
Bxℓ

z1
`

1

2

ĳ

bi
Bz

Bxi

Bqℓ
Bxℓ

z1
´

1

2

ĳ

biz
1 Bqℓ
Bxi

Bz

Bxℓ

´
1

2

ĳ

n2 pk1q2

k2
Bqℓ
Bxℓ

z2 ´

ĳ

hqℓ
Bz

Bxℓ

em que
ĳ

φ denota
ż T

0

ż

Ω

φdx dt.

Prova. Primeiro provaremos (2.75) para a solução forte z do problema (2.66), ou seja,

consideremos inicialmente zptq P H2pΩq X H1
0 pΩq e z1ptq P H1

0 pΩq.

Seja L˚z como estabelecido em (2.22). Multiplicando a equação (2.66)1 por qℓ
Bz

Bxℓ
e

integrando em Q, temos
ĳ

z2qℓ
Bz

Bxℓ
´

ĳ

B

Bxi

ˆ

aij
Bz

Bxj

˙

qℓ
Bz

Bxℓ
`

ĳ

1

2

B

Bxi
pbiz

1
qqℓ

Bz

Bxℓ

`

ĳ

1

2

B

Bxi
pbizq

1qℓ
Bz

Bxℓ
`

ĳ

B

Bxi

ˆ

npk1q2

k2
xiz

˙

qℓ
Bz

Bxℓ
“

ĳ

hqℓ
Bz

Bxℓ
(2.76)

Iremos agora analisar as integrais que aparecem no lado esquerdo da equação acima.

• Análise de
ĳ

z2qℓ
Bz

Bxℓ

Usando integração por partes no primeiro termo e notando que qℓ “ qℓpxq não depende

de t, segue que
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ĳ

z2qℓ
Bz

Bxℓ
“

ˆ

z1, qℓ
Bz

Bxℓ

˙
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

T

0

´

ĳ

z1

ˆ

qℓ
Bz

Bxℓ

˙1

“

ˆ

z1, qℓ
Bz

Bxℓ

˙
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

T

0

´

ĳ

qℓz
1 Bz1

Bxℓ

“

ˆ

z1, qℓ
Bz

Bxℓ

˙ ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

T

0

´
1

2

ĳ

qℓ
Bpz1q2

Bxℓ
.

E, por sua vez, segue do Teorema de Green que
ĳ

z2qℓ
Bz

Bxℓ
“

ˆ

z1, qℓ
Bz

Bxℓ

˙ ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

T

0

`
1

2

ĳ

Bqℓ
Bxℓ

pz1
q
2. (2.77)

• Análise de ´

ĳ

B

Bxi

ˆ

aij
Bz

Bxj

˙

qℓ
Bz

Bxℓ

Para análise do segundo termo, usando o Teorema 1.10 e o Teorema de Green, note

que

´

ˆ

B

Bxi

„

aij
Bz

Bxj

ȷ

, qℓ
Bz

Bxℓ

˙

“ ´

ż

Γ

qℓ
Bz

Bxℓ
aij

Bz

Bxj
νi dΓ `

ż

Ω

aij
Bz

Bxj

ˆ

Bqℓ
Bxi

Bz

Bxℓ
` qℓ

B2z

BxiBxℓ

˙

dx

“

ˆ

aij
Bz

Bxj
,

Bqℓ
Bxi

Bz

Bxℓ

˙

`

ˆ

aij
Bz

Bxj
, qℓ

B2z

BxiBxℓ

˙

´

ż

Γ

aij
Bz

Bxj
qℓ

Bz

Bxℓ
νi dΓ (2.78)

Usando a mesma estratégia na segunda integral do lado direito de (2.78), temos que
ˆ

aij
Bz

Bxj
, qℓ

B2z

BxiBxℓ

˙

“

ż

Γ

aij
Bz

Bxj
qℓ

Bz

Bxi
νℓ dΓ ´

ż

Ω

B

Bxℓ

„

aij
Bz

Bxj
qℓ

ȷ

Bz

Bxi
dx,

ou seja,
ˆ

aij
Bz

Bxj
, qℓ

B2z

BxiBxℓ

˙

“

ż

Γ

aij
Bz

Bxj
qℓ

Bz

Bxi
νℓ dΓ ´

ˆ

Baij
Bxℓ

Bz

Bxj
qℓ,

Bz

Bxi

˙

´

ˆ

aij
Bz

Bxi
, qℓ

B2z

BxlBxj

˙

´

ˆ

aij
Bz

Bxj

Bqℓ
Bxℓ

,
Bz

Bxi

˙

. (2.79)

Pela simetria de aij, podemos escrever em (2.79) que

2

ˆ

aij
Bz

Bxj
, qℓ

B2z

BxiBxℓ

˙

“

ż

Γ

aij
Bz

Bxj
qℓ

Bz

Bxi
νℓ dΓ´

ˆ

Baij
Bxℓ

Bz

Bxj
qℓ,

Bz

Bxi

˙

´

ˆ

aij
Bz

Bxj

Bqℓ
Bxℓ

,
Bz

Bxi

˙

.
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Daí, substituindo a equação acima em (2.78), obtemos

´

ˆ

B

Bxi

„

aij
Bz

Bxj

ȷ

, qℓ
Bz

Bxℓ

˙

“

ˆ

aij
Bz

Bxj
,

Bqℓ
Bxi

Bz

Bxℓ

˙

´
1

2

ˆ

Baij
Bxℓ

Bz

Bxj
qℓ,

Bz

Bxi

˙

´
1

2

ˆ

aij
Bz

Bxj

Bqℓ
Bxℓ

,
Bz

Bxi

˙

`
1

2

ż

Γ

aij
Bz

Bxj
qℓ

Bz

Bxi
νℓ dΓ

´

ż

Γ

aij
Bz

Bxj
qℓ

Bz

Bxℓ
νi dΓ. (2.80)

Desde que

Baij
Bxℓ

“
B

Bxℓ

„

δij
k2

´
pk1q2xixj

k2

ȷ

“ ´
pk1q2

k2

„

Bxi
Bxℓ

xj `
Bxj
Bxℓ

xi

ȷ

,

temos que o segundo termo do lado direito de (2.80) pode ser escrito como

´
1

2

ˆ

Baij
Bxℓ

Bz

Bxj
qℓ,

Bz

Bxi

˙

“
1

2

ż

Ω

pk1q2

k2

„

Bxi
Bxℓ

xj
Bz

Bxj
qℓ

Bz

Bxi
`

Bxj
Bxℓ

xi
Bz

Bxj
qℓ

Bz

Bxi

ȷ

dx.

Note que, considerando nas parcelas acima o somatório que estamos implicitando,

temos que a primeira parcela só será diferente de zero quando ℓ “ i, e a segunda

quando ℓ “ j. Desse modo, tomando i “ j, segue que

´
1

2

ˆ

Baij
Bxℓ

Bz

Bxj
qℓ,

Bz

Bxi

˙

“

ˆ

pk1q2

k2
xi

Bz

Bxi
, qℓ

Bz

Bxℓ

˙

. (2.81)

Já para os termos na fronteira de (2.80), desde que
Bz

Bxi
“ νi

Bz

Bν
em Γ, tem-se,

1

2

ż

Γ

aij
Bz

Bxj
qℓ

Bz

Bxi
νℓ dΓ ´

ż

Γ

aij
Bz

Bxj
qℓ

Bz

Bxℓ
νi dΓ

“
1

2

ż

Γ

aijνj
Bz

Bν
qℓνi

Bz

Bν
νℓ dΓ ´

ż

Γ

aijνj
Bz

Bν
qℓνℓ

Bz

Bν
νi dΓ

“ ´
1

2

ż

Γ

aijνiνjqℓνℓ

ˆ

Bz

Bν

˙2

dΓ. (2.82)

Substituindo (2.81) e (2.82) em (2.80), concluímos que

´

ˆ

B

Bxi

„

aij
Bz

Bxj

ȷ

, qℓ
Bz

Bxℓ

˙

“

ˆ

aij
Bz

Bxj
,

Bqℓ
Bxi

Bz

Bxℓ

˙

`

ˆ

pk1q2

k2
xi

Bz

Bxi
, qℓ

Bz

Bxℓ

˙

´
1

2

ˆ

aij
Bz

Bxj

Bqℓ
Bxℓ

,
Bz

Bxi

˙

´
1

2

ż

Γ

aijνiνjqℓνℓ

ˆ

Bz

Bν

˙2

dΓ.

(2.83)
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• Análise de
ĳ

1

2

B

Bxi
pbiz

1
qqℓ

Bz

Bxℓ

Agora, aplicando o Teorema 1.10 e o Teorema de Green, podemos escrever que
ĳ

1

2

B

Bxi
pbiz

1
qqℓ

Bz

Bxℓ
“ ´

1

2

ĳ

biz
1 B

Bxi

„

qℓ
Bz

Bxℓ

ȷ

“ ´
1

2

ĳ

biz
1 Bqℓ
Bxi

Bz

Bxℓ
´

1

2

ĳ

biz
1qℓ

B2z

BxiBxℓ
. (2.84)

• Análise de
ĳ

1

2

B

Bxi
pbizq

1qℓ
Bz

Bxℓ

Utilizando integração por partes, segue que
ĳ

1

2

B

Bxi
pbizq

1qℓ
Bz

Bxℓ
“

1

2

ˆ

B

Bxi
pbizq, qℓ

Bz

Bxℓ

˙ ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

T

0

´
1

2

ĳ

B

Bxi
pbizqqℓ

Bz1

Bxℓ
. (2.85)

Usando o Teorema de Green na segunda integral do lado direito da igualdade acima,

obtemos

´
1

2

ĳ

B

Bxi
pbizqqℓ

Bz1

Bxℓ
“

1

2

ż

Ω

z1 B

Bxℓ

„

Bbi
Bxi

zqℓ ` bi
Bz

Bxi
qℓ

ȷ

dx.

Desde que
B2bi

BxℓBxi
“ 0, tem-se

´
1

2

ĳ

B

Bxi
pbizqqℓ

Bz1

Bxℓ
“

1

2

ˆ

Bbi
Bxi

qℓ
Bz

Bxℓ
`

Bbi
Bxℓ

qℓ
Bz

Bxi
` biqℓ

B2z

BxℓBxi
, z1

˙

`
1

2

ˆ

z
Bbi
Bxi

Bqℓ
Bxℓ

` bi
Bz

Bxi

Bqℓ
Bxℓ

, z1

˙

. (2.86)

Por (2.85) e (2.86) segue que
ĳ

1

2

B

Bxi
pbizq

1qℓ
Bz

Bxℓ
“

1

2

ˆ

B

Bxi
pbizq, qℓ

Bz

Bxℓ

˙
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

T

0

`
1

2

ĳ

Bbi
Bxi

qℓ
Bz

Bxℓ
z1

`
1

2

ĳ

Bbi
Bxℓ

qℓ
Bz

Bxi
z1

`
1

2

ĳ

biqℓ
B2z

BxℓBxi
z1

`
1

2

ĳ

z
Bbi
Bxi

Bqℓ
Bxℓ

z1
`

1

2

ĳ

bi
Bz

Bxi

Bqℓ
Bxℓ

z1

(2.87)

• Análise de
ĳ

B

Bxi

ˆ

npk1q2

k2
xiz

˙

qℓ
Bz

Bxℓ

Podemos notar inicialmente que

B

Bxi

ˆ

n
k12

k2
xiz

˙

“ n
pk1q2

k2

ˆ

Bxi
Bxi

z ` xi
Bz

Bxi

˙

“ n
pk1q2

k2

ˆ

nz ` xi
Bz

Bxi

˙

“ n2 pk1q2

k2
z ` n

pk1q2

k2
xi

Bz

Bxi
.
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Assim,
ĳ

B

Bxi

ˆ

n
pk1q2

k2
xiz

˙

qℓ
Bz

Bxℓ
“

ĳ

n2 pk1q2

k2
z qℓ

Bz

Bxℓ
`

ĳ

n
pk1q2

k2
xi

Bz

Bxi
qℓ

Bz

Bxℓ
. (2.88)

Usando novamente o Teorema de Green na primeira integral do lado direito da equação

acima, temos que
ĳ

n2 pk1q2

k2
z qℓ

Bz

Bxℓ
“ ´

ĳ

z n2 pk1q2

k2

„

Bz

Bxℓ
qℓ ` z

Bqℓ
Bxℓ

ȷ

,

ou seja,
ĳ

n2 pk1q2

k2
z qℓ

Bz

Bxℓ
“ ´

1

2

ĳ

n2 pk1q2

k2
z2

Bqℓ
Bxℓ

.

Substituindo a última expressão em (2.88),
ĳ

B

Bxi

ˆ

n
pk1q2

k2
xiz

˙

qℓ
Bz

Bxℓ
“ ´

1

2

ĳ

n2 pk1q2

k2
z2

Bqℓ
Bxℓ

`

ĳ

n
pk1q2

k2
xi

Bz

Bxi
qℓ

Bz

Bxℓ
. (2.89)

Finalmente, adicionando (2.77), (2.83), (2.84), (2.87) e (2.89), obtemos (2.75).

Considere agora z solução fraca do problema (2.66), ou seja, zptq P H1
0 pΩq e z1ptq P

L2pΩq. Desde que

H2pΩq X H1
0 pΩq “ H1

0 pΩq e H1
0 pΩq “ L2

pΩq,

existem sequências pzµq Ă H2pΩq X H1
0 pΩq e pz1

µq Ă H1
0 pΩq tais que

zµ ÝÑ z em H1
0 pΩq e z1

µ ÝÑ z1 em L2
pΩq.

Conforme provado no Teorema 2.2, temos que

zµ ÝÑ z em Cpr0, T s;H1
0 pΩqq,

z1
µ ÝÑ z1 em Cpr0, T s;L2

pΩqq.

Assim, escrevendo (2.75) com zµ e z1
µ ao invés de z e z1 respectivamente, e tomando o

limite quando µ ÝÑ 8, obtemos que (2.75) é válida para toda solução fraca de (2.66).

A próxima desigualdade que demonstraremos é conhecida como desigualdade direta

para o problema (2.66). Esse resultado estabelece uma propriedade de regularidade adicional
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para a derivada normal
Bz

Bν
em Σ, onde z denota uma solução fraca do problema (2.66). Mais

precisamente, provaremos que
Bz

Bν
P L2

pΣq. (2.90)

Notemos que a regularidade (2.90) não provém das propiedades da solução fraca z garantida

no Teorema 2.3. Por esta razão, ela é chamada de Regularidade Escondida. Esta denominação

foi introduzida por Lions em [16], quando o autor estudou um problema misto associado à

equação de onda semilinear.

Teorema 2.6 (Desigualdade Direta) Seja z uma solução fraca qualquer do problema

(2.66). Então,
Bz

Bν
P L2pΣq e

ż T

0

ż

Γ

ˆ

Bz

Bν

˙2

dΓ dt ď CpT ` 1q

«

E0 `

ˆ
ż T

0

|h| dt

˙2
ff

` C
a

E0

ż T

0

|h| dt,

em que C é uma constante que independe de z e T .

Prova. O item piiq do Teorema 2.4 nos fornece que

|z1ptq|2

2
`
apt, zptq, zptqq

2
ď

«

2E0 `

ˆ
ż T

0

|h| dt

˙2
ff

eC0 , @ t P r0, T s,

ou seja,

|z1
ptq|

2
` apt, zptq, zptqq ď CE0 ` C

ˆ
ż T

0

|h| dt

˙2

, @ t P r0, T s. (2.91)

Consideremos a identidade do Teorema 2.5 com um campo vetorial q tal que q “ ν em

Γ. Limitaremos cada termo do lado direito dessa identidade considerando, quando necessário,

as condições (2.21) e o fato de existir uma constante C ą 0, tal que

|qℓ| ď C, ℓ “ 1, . . . , n, e

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Bqℓ
Bxℓ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď C, ℓ “ 1, . . . , n. (2.92)

Observe que para o primeiro termo em (2.75) temos que
ˆ

z1
`

1

2

B

Bxi
rbizs, qℓ

Bz

Bxℓ

˙

ď

ż

Ω

ˆ

|z| `
1

2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Bz

Bxi

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

|z| `
1

2
|bi|

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Bz

Bxi

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

˙

|qℓ|

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Bz

Bxℓ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

dx

ď C

ż

Ω

p|z1
| ` |z| ` |∇z|q |∇z| dx.
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Usando as desigualdades de Cauchy-Schwarz, Young e Poincaré, e o item piiq do Lema

2.4, podemos escrever
ˆ

z1
`

1

2

B

Bxi
rbizs, qℓ

Bz

Bxℓ

˙

ď C
`

|z1
||∇z| ` |z||∇z| ` |∇z|

2
˘

(2.93)

ď Cp|z1
|
2

` |∇z|
2

` |z|
2
q

ď C

ˆ

|z1
|
2

`
apt, z, zq

a0
` C

apt, z, zq

a0

˙

,

ou seja,
ˆ

z1
`

1

2

B

Bxi
rbizs, qℓ

Bz

Bxℓ

˙

ď C

ˆ

2Eptq `
2

a0
Eptq `

2C

a0
Eptq

˙

ď 2CEptq,

para todo t P r0, T s. Desse modo, por (2.91), segue que
ˆ

z1
`

1

2

B

Bxi
rbizs, qℓ

Bz

Bxℓ

˙
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

T

0

ď Cp2EpT q ` 2E0q ď C

«

E0 `

ˆ
ż T

0

|h| dt

˙2
ff

. (2.94)

Já no segundo termo, note que

1

2

ĳ

Bqℓ
Bxℓ

ˆ

pz1
q
2

´ aij
Bz

Bxj

Bz

Bxi

˙

ď
1

2

ĳ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Bqℓ
Bxℓ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˆ

pz1
q
2

´ aij
Bz

Bxj

Bz

Bxi

˙

ď C

ż T

0

|z1
|
2

´ apt, z, zq dt

ď C

ż T

0

|z1
|
2

` apt, z, zq dt ,

e novamente, por (2.91), obtemos

1

2

ĳ

Bqℓ
Bxℓ

ˆ

pz1
q
2

´ aij
Bz

Bxj

Bz

Bxi

˙

ď C

«

CE0 ` C

ˆ
ż T

0

|h| dt

˙2
ff

ż T

0

dt

ď C T

«

E0 `

ˆ
ż T

0

|h| dt

˙2
ff

. (2.95)

A seguir, usando as hipóteses (H2) e (H3) e a definição de M , temos no terceiro termo,

também aplicando-se o Lema 2.4 e (2.91), que

pn ` 1q

ĳ

pk1q2

k2
xi

Bz

Bxi
qℓ

Bqℓ
Bxℓ

ď pn ` 1q
τ 2

k20
MC

ĳ

|∇z|
2

ď
C

a0

ż T

0

apt, z, zq dt

ď C T

«

E0 `

ˆ
ż T

0

|h| dt

˙2
ff

. (2.96)
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De modo inteiramente análogo, usando-se as mesmas estratégias, conseguimos motrar

que o quarto até o décimo termo também são marjorados por

C T

«

E0 `

ˆ
ż T

0

|h| dt

˙2
ff

. (2.97)

Avaliemos agora o décimo primeiro termo. Primeiro, perceba que o Lema 2.4 implica

que

|∇z| ď

a

apt, z, zq
?
a0

,

Por (2.91), temos
a

apt, z, zq ď C

d

E0 `

ˆ
ż T

0

|h| dt

˙2

,

e usando o fato de que
a

x ` y2 ď
?
x ` y, para x, y ě 0, podemos escrever que

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ĳ

hqℓ
Bz

Bxℓ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď C

ĳ

|h||∇z|

ď C

ż T

0

|h| ¨ |∇z| dt

ď C

ˆ

a

E0 `

ż T

0

|h| dt

˙
ż T

0

|h| dt

ď C
a

E0

ż T

0

|h| dt ` C

ˆ
ż T

0

|h| dt

˙2

. (2.98)

Já no lado esquerdo de (2.75), usando o item piq do Lema 2.4 e recordando o fato de

que |ν| “ 1, temos

1

2

ż T

0

ż

Γ

aij νi νj νℓ νℓ

ˆ

Bz

Bν

˙2

dΓ dt ě
1

2

ż T

0

ż

Γ

a0 ν
2
i ν

2
ℓ

ˆ

Bz

Bν

˙2

dΓ dt

“
1

2

ż T

0

ż

Γ

a0|ν|
2

ˆ

Bz

Bν

˙2

dΓ dt

“
a0
2

ż T

0

ż

Γ

ˆ

Bz

Bν

˙2

dΓ dt. (2.99)

Combinando as desigualdades (2.94)-(2.99), concluimos que

ż T

0

ż

Γ

ˆ

Bz

Bν

˙2

dΓ dt ď CpT ` 1q

«

E0 `

ˆ
ż T

0

|h| dt

˙2
ff

` C
a

E0

ż T

0

|h| dt.

Por essa última desigualdade, podemos afirmar que
ż T

0

ż

Γ

ˆ

Bz

Bν

˙2

dΓ dt ă 8,
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ou seja,
Bz

Bν
P L2

pΣq.

Observação 2.5 A desigualdade direta verificada no Teorema 2.6 com EpT q ao invés de
E0 também é verdadeira para a solução fraca z do problema

$

’

’

’

&

’

’

’

%

L˚z “ h em Q,

z “ 0 sobre Σ,

zp¨, T q “ z0p¨q, z1p¨, T q “ z1p¨q em Ω.

Para isso, nós introduzimos uma função qkptq “ kpT´tq. Com os coeficientes aij, bi, c, di, f
de L˚ nós determinamos os coeficientes qaij,qbi,qc, qdi, qf dados na Observação 2.3. Observamos
que o operador qL˚ com os coeficientes qaij,qbi,qc, qdi, qf e o operador L˚ têm a mesma forma. O
resultado segue aplicando-se a Observação 2.3.

Com o objetivo de mostrar a desigualdade inversa provaremos o seguinte resultado.

Lema 2.5 Seja x0 P Rn. Então toda solução fraca z do problema (2.66) com h “ 0 verifica

1

2

ż T

0

ż

Γ

aijνiνjνℓpxℓ ´ x0ℓq

ˆ

Bz

Bν

˙2

dΓdt

“

ż T

0

Eptq dt `

ˆ

z1
`

1

2

B

Bxi
rbizs, pxℓ ´ x0ℓq

Bz

Bxℓ
`
n ´ 1

2
z

˙
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

T

0

` pn ` 1q

ĳ

pk1q2

k2
xi

Bz

Bxi
pxℓ ´ x0ℓq

Bz

Bxℓ
´ pn ` 1q

ĳ

k1

k

Bz

Bxℓ
pxℓ ´ x0ℓqz

1 (2.100)

`
pn ` 1q

4

ĳ

Bbi
Bxi

zz1
´

pn ` 1q

4

ĳ

n2 pk1q2

k2
z2.

Prova. Consideremos a identidade do Teorema 2.5 com o particular campo vetorial qpxq “

x ´ x0. Analisemos alguns termos do lado direito dessa identidade.

Inicialmente, note que

Bqℓ
Bxℓ

“

n
ÿ

ℓ“1

Bqℓ
Bxℓ

“ n ,
Bqℓ
Bxi

Bz

Bxℓ
“

n
ÿ

i,ℓ“1

Bqℓ
Bxi

Bz

Bxℓ
“

Bz

Bxi
e

Bbi
Bxℓ

Bz

Bxi
“

n
ÿ

i,ℓ“1

Bbi
Bxℓ

Bz

Bxi
“ ´2

k1

k

Bz

Bxℓ

(2.101)

Assim, para o segundo e quarto termo, temos que

1

2

ĳ

Bqℓ
Bxℓ

ˆ

pz1
q
2

´ aij
Bz

Bxj

Bz

Bxi

˙

`

ĳ

aij
Bz

Bxj

Bq

Bxi

Bz

Bxℓ

“
n

2

ĳ
ˆ

pz1
q
2

´ aij
Bz

Bxj

Bz

Bxi

˙

`

ĳ

aij
Bz

Bxj

Bz

Bxi
. (2.102)
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Desde que,

n ´ 1

2

ĳ
ˆ

pz1
q
2

´ aij
Bz

Bxj

Bz

Bxi

˙

`

ż T

0

Eptq dt

“
n

2

ĳ
ˆ

z2 ´ aij
Bz

Bxj

Bz

Bxi

˙

`

ĳ

aij
Bz

Bxj

Bz

Bxi
,

podemos reescrever (2.102) da forma

1

2

ĳ

Bqℓ
Bxℓ

ˆ

pz1
q
2

´ aij
Bz

Bxj

Bz

Bxi

˙

`

ĳ

aij
Bz

Bxj

Bq

Bxi

Bz

Bxℓ

“
n ´ 1

2

ĳ
ˆ

pz1
q
2

´ aij
Bz

Bxj

Bz

Bxi

˙

`

ż T

0

Eptq dt. (2.103)

Por (2.101), obtemos, para o quinto e sexto termo, que

1

2

ĳ

Bbi
Bxi

Bz

Bxℓ
qℓz

1
`

1

2

ĳ

Bbi
Bxℓ

Bz

Bxi
qℓz

1
“ ´

ĳ

k1

k

Bxi
Bxi

Bz

Bxℓ
qℓz

1
´

ĳ

k1

k

Bz

Bxℓ
qℓz

1

“ ´pn ` 1q

ĳ

k1

k

Bz

Bxℓ
qℓz

1, (2.104)

e para o sétimo termo,

1

2

ĳ

Bbi
Bxi

z
Bqℓ
Bxℓ

z1
“
n

2

ĳ

Bbi
Bxi

zz1
“
n ` 1

4

ĳ

Bbi
Bxi

zz1
`
n ´ 1

4

ĳ

Bbi
Bxi

zz1. (2.105)

Já para o oitavo e nono termo, tem-se

1

2

ĳ

bi
Bz

Bxi

Bqℓ
Bxℓ

z1
´

1

2

ĳ

biz
1 Bqℓ
Bxi

Bz

Bxℓ
“
n

2

ĳ

bi
Bz

Bxi
z1

´
1

2

ĳ

bi
Bz

Bxi
z1

“
n ´ 1

2

ĳ

bi
Bz

Bxi
z1. (2.106)

Finalmente, o décimo termo é escrito como

´
1

2

ĳ

n2 pk1q2

k2
Bqℓ
Bxℓ

z2 “ ´
n

2

ĳ

n2 pk1q2

k2
z2

“ ´
pn ` 1q

4

ĳ

n2 pk1q2

k2
z2 ´

pn ´ 1q

4

ĳ

n2 pk1q2

k2
z2. (2.107)

Substituindo as igualdades (2.103) - (2.107) na identidade (2.75) do Teorema 2.5,

1

2

ż T

0

ż

Γ

aijνiνjνℓqℓ

ˆ

Bz

Bν

˙2

dΓdt “

ˆ

z1
`

1

2

B

Bxi
rbizs, qℓ

Bz

Bxℓ

˙
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

T

0

`

ż T

0

Eptq dt

` pn ` 1q

ĳ

pk1q2

k2
xi

Bz

Bxi
qℓ

Bz

Bxℓ
´ pn ` 1q

ĳ

k1

k

Bz

Bxℓ
qℓz

1
`
n ` 1

4

ĳ

Bbi
Bxi

zz1

´
pn ` 1q

4

ĳ

n2 pk1q2

k2
z2 `

n ´ 1

2

ĳ
ˆ

pz1
q
2

´ aij
Bz

Bxj

Bz

Bxi

˙

`
n ´ 1

2

ĳ

bi
Bz

Bxi
z1

`
n ´ 1

4

ĳ

Bbi
Bxi

zz1
´

pn ´ 1q

4

ĳ

n2 pk1q2

k2
z2. (2.108)

Agora, multipliquemos a equação L˚z “ 0 por z e integremos em Q. Usando o Teorema

de Green ou Integração por partes em t em cada termo do produto L˚z ¨ z, nos dá
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•
ĳ

z2
“ pz1, zq

ˇ

ˇ

T

0
´

ĳ

pz1
q
2 ;

•
ĳ

´
B

Bxi

„

aij
Bz

Bxj

ȷ

z “

ż T

0

xAptqz, zy dt “

ż T

0

apt, z, zq dt;

•
1

2

ĳ

B

Bxi
rbiz

1
sz “ ´

1

2

ĳ

biz
1 Bz

Bxi
;

•
1

2

ĳ

B

Bxi
rbizs

1z “
1

2

ˆ

B

Bxi
rbizs, z

˙ ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

T

0

´
1

2

ĳ

Bbi
Bxi

z.z1
´

1

2

ĳ

bi
Bz

Bxi
z1 .

Já para o último termo, temos que
ĳ

B

Bxi

„

npk1q2

k2
xiz

ȷ

z “

ĳ

npk1q2

k2

„

Bxi
Bxi

z ` xi
Bz

Bxi

ȷ

z

“

ĳ

n2 pk1q2

k2
z2 `

ĳ

n
pk1q2

k2
xiz

Bz

Bxi
.

Usando que z
Bz

Bxi
“

1

2

Bpz2q

Bxi
e o Teorema de Green na última integral do lado direito

da igualdade acima, temos que

•
ĳ

B

Bxi

„

npk1q2

k2
xiz

ȷ

z “

ĳ

n2 pk1q2

k2
z2 `

1

2

ĳ

n
pk1q2

k2
xi

Bpz2q

Bxi
“

1

2

ĳ

n2 pk1q2

k2
z2.

Adicionando as últimas cinco igualdades, multiplicando o resultado por
n ´ 1

2
e iso-

lando o termo avaliado em 0 e T , obtemos
ˆ

z1
`

1

2

B

Bxi
rbizs,

n ´ 1

2
z

˙
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

T

0

“
pn ´ 1q

2

ĳ
ˆ

pz1
q
2

´ aij
Bz

Bxj

Bz

Bxi

˙

`
pn ´ 1q

4

ĳ

Bbi
Bxi

zz1

`
pn ´ 1q

2

ĳ

bi
Bz

Bxi
z1

´
pn ´ 1q

4

ĳ

n2 pk1q2

k2
z2. (2.109)

Note que (2.109) é igual aos últimos quatro termos do lado direito de (2.108). Assim,

realizando essa subtituição em (2.108) e trocando qℓ por xℓ ´ x0ℓ , obtemos (2.100).

Para obter a desigualdade inversa para o problema (2.66), introduzimos algumas no-

tações. O Teorema 2.4, item piq, nos fornece que

C1E0 ď Eptq ď C2E0, @t P r0,8q pC1 “ e´C0 , C2 “ eC0q. (2.110)

O tempo T0 é definido por

T0 “

„

2Rpx0q
?
a0

` K1 ` K2 ` K3

ȷ

C2

C1

(2.111)
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em que

K1 “
2τ

“

pn ´ 1qM ` 2nRpx0q ` 2
?
λ1M Rpx0q

‰

a0k0
?
λ1

,

K2 “
2ℓ1pn ` 1qRpx0q

“

τM `
?
a0 k0

‰

a0k20
,

K3 “
ℓ1npn ` 1q

“

τM `
?
a0 k0

‰

a0 k20
?
λ1

.

Observação 2.6 No caso particular em que kptq “ 1, para todo t ě 0, tem-se C1 “ C2 “

a0 “ 1 e K1 “ K2 “ K3 “ 0, o que implica que T0 “ 2Rpx0q. Esse é precisamente o
tempo T0 obtido por J. L. Lions [13] e V. Komornik [12] para a equação clássica da onda
u2 ´ ∆u “ 0.

De fato, tomando kptq “ 1 para todo t ě 0, e utilizando as relações (H2), (H3) e
(H4), obtemos k1 “ 1 e τ “ ℓ1 “ ℓ2 “ 0. Nessas condições, tem-se C0 “ 0, o que implica
C1 “ C2 “ 1. Além disso, K1 “ K2 “ K3 “ 0, e pela demonstração do item piq do Lema
2.4, conclui-se que

a0 “ α “
1 ´ τ 2M2

k21
“ 1.

Consequentemente, T0 “ 2Rpx0q.

Teorema 2.7 (Desigualdade Inversa) Seja T ą T0. Então toda solução fraca z do pro-
blema (2.66) com h “ 0, verifica

1

2
Rpx0qa1

ż T

0

ż

Γpx0q

ˆ

Bz

Bν

˙2

dΓdt ě C1pT ´ T0qE0.

Prova. A ideia é limitar, usando a estimativa (2.110), cada termo do lado direito da iden-

tidade (2.100) do Lema 2.5. Para o primeiro termo desse lado direito temos que

ż T

0

Eptq dt ě C1TE0. (2.112)

Já para o segundo termo, segue que
ˆ

z1
`

1

2

B

Bxi
rbizs, rxℓ ´ x0ℓ s

Bz

Bxℓ
`
n ´ 1

2
z

˙ ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

T

0

“

ˆ

z1, rxℓ ´ x0ℓ s
Bz

Bxℓ
`
n ´ 1

2
z

˙
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

T

0

`
1

2

ˆ

B

Bxi
rbizs, rxℓ ´ x0ℓ s

Bz

Bxℓ
`
n ´ 1

2
z

˙
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

T

0

. (2.113)

Avaliemos cada expressão do lado direito de (2.113) separadamente. Note que, usando

as desigualdades de Cauchy-Schwarz e Young, temos
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˆ

z1, rxℓ ´ x0ℓ s
Bz

Bxℓ
`
n ´ 1

2
z

˙
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
µ

2
|z1

|
2

`
1

2µ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

rxℓ ´ x0ℓ s
Bz

Bxℓ
`
n ´ 1

2
z

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2

, @µ ą 0. (2.114)
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Desenvolvendo a segunda norma do lado direito da desigualdade acima, usando que

z
Bz

Bxℓ
“

1

2

Bpz2q

Bxℓ
e o Teorema de Green, podemos escrever que

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

rxℓ ´ x0ℓ s
Bz

Bxℓ
`
n ´ 1

2
z

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2

“

ż

Ω

ˆ

rxℓ ´ x0ℓ s
Bz

Bxℓ

˙2

` pn ´ 1qrxℓ ´ x0ℓ s
Bz

Bxℓ
z `

pn ´ 1q2

4
z2dx.

“

ż

Ω

ˆ

rxℓ ´ x0ℓ s
Bz

Bxℓ

˙2

dx `
pn ´ 1q

2

ż

Ω

rxℓ ´ x0ℓ s
Bpz2q

Bxℓ
dx `

pn ´ 1q2

4

ż

Ω

z2 dx

“

ż

Ω

ˆ

rxℓ ´ x0ℓ s
Bz

Bxℓ

˙2

dx ´
npn ´ 1q

2

ż

Ω

z2 dx `
pn ´ 1q2

4

ż

Ω

z2 dx

Desde que ´
npn ´ 1q

2
`

pn ´ 1q2

4
ď 0, temos, usando também a definição de Rpx0q e o Lema

2.4, que
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

rxℓ ´ x0ℓ s
Bz

Bxℓ
`
n ´ 1

2
z

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2

ď

ż

Ω

ˆ

rxℓ ´ x0ℓ s
Bz

Bxℓ

˙2

dx

ď R2
px0q|∇z|

2

ď R2
px0q

apt, z, zq

a0
.

Substituindo a desigualdade acima em (2.114), obtemos
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˆ

z1, rxℓ ´ x0ℓ s
Bz

Bxℓ
`
n ´ 1

2
z

˙ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
µ

2
|z1

|
2

`
1

2µ
R2

px0q
apt, z, zq

a0
, @µ ą 0.

Fazendo µ “
Rpx0q
?
a0

e usando (2.110), segue que

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˆ

z1, rxℓ ´ x0ℓ s
Bz

Bxℓ
`
n ´ 1

2
z

˙
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
Rpx0q
?
a0

|z1|2

2
`
Rpx0q
?
a0

apt, z, zq

2

“
Rpx0q
?
a0

Eptq

ď
Rpx0q
?
a0

C2E0,

o que implique que
ˆ

z1, rxℓ ´ x0ℓ s
Bz

Bxℓ
`
n ´ 1

2
z

˙
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

T

0

ě ´2
Rpx0q
?
a0

C2E0. (2.115)

Agora, usando o Teorema de Green, para o segundo termo do lado direito de (2.113)
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perceba que

1

2

ˆ

B

Bxi
rbizs, rxℓ ´ x0ℓ s

Bz

Bxℓ
`
n ´ 1

2
z

˙

“
1

2

ˆ

B

Bxi
rbizs, rxℓ ´ x0ℓ s

Bz

Bxℓ

˙

`
1

2

ˆ

B

Bxi
rbizs,

n ´ 1

2
z

˙

“
1

2

ˆ

Bbi
Bxi

z ` bi
Bz

Bxi
, rxℓ ´ x0ℓ s

Bz

Bxℓ

˙

´
1

2

ˆ

biz,
n ´ 1

2

Bz

Bxi

˙

“
1

2

ˆ

´
2k1

k
nz ` bi

Bz

Bxi
, rxℓ ´ x0ℓ s

Bz

Bxℓ

˙

´
n ´ 1

4

ˆ

z, bi
Bz

Bxi

˙

. (2.116)

Para limitar os termos de (2.116), note que
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1

2

ˆ

´
2k1

k
nz ` bi

Bz

Bxi
, rxℓ ´ x0ℓ s

Bz

Bxℓ

˙
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
1

2

ż

Ω

„

2τ

k0
n|z| `

2τ

k0
M |∇z|

ȷ

Rpx0q|∇z| dx

ď
τ

k0
nRpx0q|z||∇z| `

τM

k0
Rpx0q|∇z|

2.

Usando a desigualdade de Poincaré e o item piiq do Lema 2.4, obtemos
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1

2

ˆ

´
2k1

k
nz ` bi

Bz

Bxi
, rxℓ ´ x0ℓ s

Bz

Bxℓ

˙
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
τ

k0
nRpx0q

1
?
λ1

|∇z|
2

`
τM

k0
Rpx0q

apt, z, zq

a0

ď
τ

k0
nRpx0q

1
?
λ1

apt, z, zq

a0
`
τM

k0
Rpx0q

apt, z, zq

a0
,

e desde que apt, z, zq ď 2Eptq ď 2C2E0, tem-se
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1

2

ˆ

´
2k1

k
nz ` bi

Bz

Bxi
, rxℓ ´ x0ℓ s

Bz

Bxℓ

˙ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

ˆ

2τnRpx0q

a0k0
?
λ1

`
2τMRpx0q

?
λ1

a0k0
?
λ1

˙

C2E0

“
2τRpx0qpn `

?
λ1MqC2E0

a0k0
?
λ1

. (2.117)

Já para o segundo termo do lado direito de (2.116), obtemos, usando as mesmas estratégias,

que
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

n ´ 1

4

ˆ

z, bi
Bz

Bxi

˙
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
n ´ 1

4

ż

Ω

|z||bi||∇z| dx

ď
n ´ 1

4

ż

Ω

2τM

k0

1
?
λ1

|∇z|
2 dx

ď
n ´ 1

2

τM

k0
?
λ1

|∇z|
2,

ou seja,
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

n ´ 1

4

ˆ

z, bi
Bz

Bxi

˙ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
n ´ 1

2

τM

k0
?
λ1

apt, z, zq

a0

ď
pn ´ 1qτMC2E0

a0k0
?
λ1

. (2.118)
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Por (2.117) e (2.118), temos em (2.116) que
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1

2

ˆ

B

Bxi
rbizs, rxℓ ´ x0ℓ s

Bz

Bxℓ
`
n ´ 1

2
z

˙
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
τ
“

pn ´ 1qM ` 2nRpx0q ` 2
?
λ1MRpx0q

‰

C2E0

a0k0
?
λ1

,

isto é,

1

2

ˆ

B

Bxi
rbizs, rxℓ ´ x0ℓ s

Bz

Bxℓ
`
n ´ 1

2
z

˙
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

T

0

ě
´2τ

“

pn ´ 1qM ` 2nRpx0q ` 2
?
λ1MRpx0q

‰

C2E0

a0k0
?
λ1

. (2.119)

A partir de (2.115) e (2.119), temos, para o segundo termo do lado direito de (2.100),

que
ˆ

z1
`

1

2

B

Bxi
rbizs, rxℓ ´ x0ℓ s

Bz

Bxℓ
`
n ´ 1

2
z

˙
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

T

0

ě ´2
Rpx0q
?
a0

C2E0 ´
2τ

“

pn ´ 1qM ` 2nRpx0q ` 2
?
λ1MRpx0q

‰

C2E0

a0k0
?
λ1

“ ´2
Rpx0q
?
a0

C2E0 ´ K1C2E0. (2.120)

Avaliando agora o terceiro termo do lado direito de (2.100) e recordando a hipótese

(H4), de modo análogo, podemos escrever
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

pn ` 1q

ĳ

pk1q2

k2
xi

Bz

Bxi
pxℓ ´ x0ℓq

Bz

Bxℓ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď pn ` 1q

ĳ

|k1||k1|

k20
M Rpx0q|∇z|

2

ď
pn ` 1qτMRpx0q

k20

ż T

0

|k1
|
apt, z, zq

a0
dt

ď
2pn ` 1qτMRpx0q

a0k20
C2E0

ż 8

0

|k1
| dt

ď
2ℓ1pn ` 1qτMRpx0qC2E0

a0k20
,

ou seja,

pn ` 1q

ĳ

pk1q2

k2
xi

Bz

Bxi
pxℓ ´ x0ℓq

Bz

Bxℓ
ě ´

2ℓ1pn ` 1qτMRpx0qC2E0

a0k20
. (2.121)

Para o quarto termo seguimos a mesma estratégia, isto é,
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

pn ` 1q

ĳ

k1

k

Bz

Bxℓ
pxℓ ´ x0ℓqz1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď pn ` 1q

ĳ

|k1|

k0
Rpx0q|∇z||z1

|

ď
pn ` 1qRpx0q

k0

ż T

0

|k1
||∇z||z1

| dt

ď
pn ` 1qRpx0q

k0
?
a0

ż T

0

|k1
|
a

apt, z, zq|z1
| dt.
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Usando acima a desigualdade de Young e (2.110), temos que
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

pn ` 1q

ĳ

k1

k

Bz

Bxℓ
pxℓ ´ x0ℓqz

1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
pn ` 1qRpx0q

?
a0 k0

ż T

0

|k1
|

ˆ

apt, z, zq

2
`

|z1|2

2

˙

dt

ď
pn ` 1qRpx0qC2E0

?
a0 k0

ż 8

0

|k1
| dt

ď
2ℓ1pn ` 1qRpx0qC2E0

?
a0 k0

,

ou seja,

´pn ` 1q

ĳ

k1

k

Bz

Bxℓ
pxℓ ´ x0ℓqz

1
ě ´

2ℓ1pn ` 1qRpx0qC2E0
?
a0 k0

. (2.122)

De modo semelhante, seguimos estimando agora o quinto termo do lado direito de

(2.100), isto é,
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

pn ` 1q

4

ĳ

Bbi
Bxi

zz1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
pn ` 1q

4

ż T

0

2
|k1|

k0
n|z||z1

| dt

ď
npn ` 1q

2
?
a0 k0

?
λ1

ż T

0

|k1
|
a

apt, z, zq|z1
| dt

ď
npn ` 1qC2E0

2
?
a0 k0

?
λ1

ż 8

0

|k1
| dt

ď
ℓ1npn ` 1qC2E0

?
a0 k0

?
λ1

,

e assim,
pn ` 1q

4

ĳ

Bbi
Bxi

zz1
ě ´

ℓ1npn ` 1qC2E0
?
a0 k0

?
λ1

. (2.123)

Para o sexto termo recorde que
Bxi
Bxi

“ n, e daí, usando o Teorema de Green, tem-se

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

pn ` 1q

4

ĳ

n2 pk1q2

k2
z2
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

npn ` 1q

4

ĳ

Bxi
Bxi

pk1q2

k2
z2
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

npn ` 1q

4

ĳ

xi
pk1q2

k2
2z

Bz

Bxi

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
npn ` 1qτM

2 k20

ż T

0

|k1
||z||∇z| dt.

Usando novamente a desigualdade de Poincaré, o item piiq do Lema 2.4 e (2.110),

obtemos
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

pn ` 1q

4

ĳ

n2 pk1q2

k2
z2
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
npn ` 1qτM

2 k20

ż T

0

|k1
|

1
?
λ1

apt, z, zq

a0
dt

ď
npn ` 1qτM

a0 k20
?
λ1

C2E0

ż 8

0

|k1
| dt

ď
ℓ1τnpn ` 1qMC2E0

a0 k20
?
λ1

,
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e daí,

´
pn ` 1q

4

ĳ

n2 pk1q2

k2
z2 ě ´

ℓ1τnpn ` 1qMC2E0

a0 k20
?
λ1

. (2.124)

Usando (2.112) e (2.120) - (2.124), temos em (2.100), que

1

2

ż T

0

ż

Γ

aijνiνjνℓpxℓ ´ x0ℓq

ˆ

Bz

Bν

˙2

dΓdt

ě C1TE0 ´

„

2Rpx0q
?
a0

` K1 `
2ℓ1pn ` 1qτMRpx0q

a0k20
`

2ℓ1pn ` 1qRpx0q
?
a0 k0

ȷ

C2E0

´

„

ℓ1npn ` 1q
?
a0 k0

?
λ1

`
ℓ1τnpn ` 1qM

a0 k20
?
λ1

ȷ

C2E0,

ou seja,

1

2

ż T

0

ż

Γ

aijνiνjνℓpxℓ ´ x0ℓq

ˆ

Bz

Bν

˙2

dΓdt

ě C1TE0 ´

„

2Rpx0q
?
a0

` K1 ` K2 ` K3

ȷ

C2E0

“ C1TE0 ´

„

2Rpx0q
?
a0

` K1 ` K2 ` K3

ȷ

1

C1

C2E0C1

“ C1pT ´ T0qE0. (2.125)

Além disso, notando que νℓpxℓ ´ x0ℓq “ νpxq ¨ mpxq e

|νpxq ¨ mpxq| ď |νpxq||mpxq|| cos θ| ď |mpxq| ď Rpx0q,

em que θ é o ângulo entre os vetores ν e m, então, usando o item piq do Lema 2.4, temos que

1

2

ż T

0

ż

Γ

aijνiνjνℓpxℓ ´ x0ℓq

ˆ

Bz

Bν

˙2

dΓdt ď
1

2

ż T

0

ż

Γ

a1νiνipνpxq ¨ mpxqq

ˆ

Bz

Bν

˙2

dΓ dt

ď
1

2
Rpx0qa1

ż T

0

ż

Γpx0q

ˆ

Bz

Bν

˙2

dΓ dt, (2.126)

pois Γpx0q “ tx P Γ |mpxq ¨ νpxq ě 0u. Por (2.125) e (2.126), obtemos

1

2
Rpx0qa1

ż T

0

ż

Γpx0q

ˆ

Bz

Bν

˙2

dΓdt ě C1pT ´ T0qE0.

2.4 Solução Ultra-fraca

O objetivo desta seção é estudar a existência, a unicidade e a regularidade da solução do

problema (2.25), quando os dados iniciais z0 e z1 são menos regulares do que os considerados
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na Seção 2.3. Por essa razão, tal solução será denominada solução ultra-fraca. Inicialmente,

definiremos o conceito de solução para (2.25) por meio do Método da Transposição (ver [18]).

Em virtude do método empregado, essa solução também é conhecida como solução por

transposição.

Seja L o operador

Lw “ w2
´

B

Bxi

ˆ

aij
Bw

Bxj

˙

` bi
Bw1

Bxi
` βi

Bw

Bxi
. (2.127)

definido em (2.67) e consideremos o problema
$

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

%

Lw “ 0 em Q,

w “ v sobre Σ,

wp¨, 0q “ w0p¨q, w1p¨, 0q “ w1p¨q em Ω.

(2.128)

Primeiro, vamos definir a concepção de solução ultra-fraca do problema (2.128).

Seja z a solução do problema
$

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

%

L˚z “ h em Q,

z “ 0 em Σ,

zp¨, T q “ 0, z1p¨, T q “ 0 em Ω.

(2.129)

Multipliquemos (2.127) por z e integramos em Q para obter
ĳ

Q

Lw z dx dt “

ĳ

Q

w2z ´
B

Bxj

ˆ

aij
Bw

Bxj

˙

z ` bi
Bw1

Bxi
z ` βi

Bw

Bxi
z dx dt. (2.130)

Avaliemos separadamente cada termo do lado direito da igualdade acima. Integração

por partes e o Teorema de Green nos fornecem que

‚

ĳ

Q

w2z dx dt “

ż

Ω

rw1zs
ˇ

ˇ

T

0
dx ´

ĳ

Q

w1z1 dx dt

“ ´

ż

Ω

w1
p0qzp0q dx ´

ĳ

Q

w1z1 dx dt

“ ´

ż

Ω

w1
p0qzp0q dx ´

ż

Ω

rwz1
s
ˇ

ˇ

T

0
dx `

ĳ

Q

wz2 dx dt

“ ´

ż

Ω

w1
p0qzp0q dx `

ż

Ω

wp0qz1
p0q dx `

ĳ

Q

wz2 dx dt;
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‚

ĳ

Q

´
B

Bxi

ˆ

aij
Bw

Bxj

˙

z dx dt “

ĳ

Q

aij
Bw

Bxj

Bz

Bxi
dx dt

“

ĳ

Σ

aijw
Bz

Bxi
νj dΓ dt ´

ĳ

Q

w
B

Bxj

ˆ

aij
Bz

Bxi

˙

dx dt;

‚

ĳ

Q

bi
Bw1

Bxi
z dx dt “

ż

Ω

„

bi
Bw

Bxi
z

ȷ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

T

0

dx ´

ĳ

Q

rbizs
1 Bw

Bxi
dx dt

“ ´

ż

Ω

bip0q
Bw

Bxi
p0qzp0q dx ´

ĳ

Q

rbizs
1 Bw

Bxi
dx dt

“ ´

ż

Ω

bip0q
Bw

Bxi
p0qzp0q dx `

ĳ

Q

B

Bxi
rbizs

1w dx dt;

‚

ĳ

Q

βi
Bw

Bxi
z “ ´

ĳ

Q

w
B

Bxi
rβizs dx dt.

Substituindo as últimas quatro igualdades acima em (2.130), temos que
ĳ

Q

Lw z dx dt “ ´

ż

Ω

w1
p0qzp0q dx `

ż

Ω

wp0qz1
p0q dx ´

ż

Ω

bip0q
Bw

Bxi
p0qzp0q dx

`

ĳ

Σ

w
Bz

BνA
dΓ dt `

ĳ

Q

wh dx dt, (2.131)

em que
Bz

BνA
“ aijpx, tq

Bz

Bxi
νj. (2.132)

Observação 2.7 Se h P L1p0, T ;L2pΩqq, pelo Teorema 2.2 e Observação 2.3, temos que a
solução z do problema (2.129) verifica

(i) z P Cpr0, T s;H1
0 pΩqq X C1pr0, T s;L2pΩqq

(ii) |z1p0q| ` }zp0q} ď C

ż T

0

|h| dt

De fato, a Observação 2.3 mostra que um problema com condições de contorno finais
(em T , como (2.129)) pode ser transformado em um problema com condições iniciais (aná-
logo a (2.25)) usando t ÞÑ T ´ t. A solução qz do problema (2.65) é relacionada à solução z
do problema (2.25), assim, a regularidade de qz é a mesma garantida pelo Teorema 2.2 para
z. Portanto, a solução z do problema (2.129) também tem essa mesma regularidade, ou seja,

z P Cpr0, T s;H1
0 pΩqq X C1

pr0, T s;L2
pΩqq.
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Ademais, avaliando o item piiiq do Teorema 2.2 com t “ T temos que

1

2
|z1

pT q|
2

`
1

2
apT, zpT q, zpT qq “ Ep0q `

1

2

ż T

0

a1
pt, z, zq dt `

ż T

0

ph, z1
q dt

`
1

2

ż T

0

ˆ

Bbi
Bxi

z1, z1

˙

dt ´

ż T

0

pPz, z1
q dt

Desde que zp¨, T q “ z1p¨, T q “ 0, tem-se

Ep0q “ ´
1

2

ż T

0

a1
pt, z, zq dt ´

ż T

0

ph, z1
q dt ´

1

2

ż T

0

ˆ

Bbi
Bxi

z1, z1

˙

dt `

ż T

0

pPz, z1
q dt. (2.133)

Note que, usando as condições (2.21) e o fato de que

|z1
|
2

ď 2Eptq e α}z}
2

ď apt, z, zq ď 2Eptq,

podemos escrever que

‚ ´
1

2

ż T

0

a1
pt, z, zq dt ď

1

2

ż T

0

|a1
ij||∇z|

2 dt ď C

ż T

0

Eptq dt;

‚ ´

ż T

0

ph, z1
q dt ď

ż T

0

|h||z1
| dt ď C

ż T

0

|h| E1{2
ptq dt;

‚ ´
1

2

ż T

0

ˆ

Bbi
Bxi

z1, z1

˙

dt ď
1

2

ż T

0

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Bbi
Bxi

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

|z1
|
2 dt ď C

ż T

0

Eptq dt;

‚

ż T

0

pPz, z1
q dt ď

ż T

0

`

|c||z1
|
2

` |di||∇z||z1
| ` |f ||z||z1

|
˘

dt

ď C

ż T

0

´

Eptq `
a

Eptq
a

Eptq `
a

Eptq
a

Eptq
¯

dt

ď C

ż T

0

Eptq dt.

Pelas últimas quatro desigualdades, temos em (2.133), que

Ep0q ď C

ż T

0

Eptq ` |h|E1{2
ptq dt.

Pelo Teorema 1.13, segue que

1

2
|z1

p0q|
2

`
1

2
ap0, zp0q, zp0qq ď C

ˆ
ż T

0

|h| dt

˙2

e pela coercividade de apt, ¨, ¨q, obtemos

|z1
p0q|

2
` }zp0q}

2
ď C

ˆ
ż T

0

|h| dt

˙2

.
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Usando o fato de que a ` b ď
?
2
?
a2 ` b2, com a, b ą 0, tem-se

|z1
p0q| ` }zp0q} ď C

ż T

0

|h| dt.

Observação 2.8 Pelo Teorema 2.6 e Observação 2.5, vale que

Bz

Bν
P L2

pΣq e
›

›

›

›

Bz

Bν

›

›

›

›

L2pΣq

ď C

ż T

0

|h| dt.

De fato, a inclusão
Bz

Bν
P L2pΣq é uma aplicação direta do Teorema 2.6. Além disso,

pela Observação 2.5, tal resultado permanece válido quando o funcional de energia E0 é
substituído por EpT q. Assim, obtemos a estimativa

ż T

0

ż

Γ

ˆ

Bz

Bν

˙2

dΓ dt ď CpT ` 1q

«

EpT q `

ˆ
ż T

0

|h| dt

˙2
ff

` C
a

EpT q

ż T

0

|h| dt.

Como as condições finais impõem zp¨, T q “ z1p¨, T q “ 0, é possível concluir que EpT q “

0. Substituindo essa informação na desigualdade anterior, obtemos

ż T

0

ż

Γ

ˆ

Bz

Bν

˙2

dΓ dt ď CpT ` 1q

ˆ
ż T

0

|h| dt

˙2

,

o que implica, de forma imediata, a estimativa final
›

›

›

›

Bz

Bν

›

›

›

›

L2pΣq

ď C

ż T

0

|h| dt.

Esse resultado evidencia que a norma de traço normal de z sobre Σ é controlada pelo
termo de entrada h, ressaltando a coerência entre a energia do sistema e a ação do controle.

Motivados por (2.129), (2.131), (2.132) e pelas Observações 2.7 e 2.8, introduzimos a

seguinte definição:

Definição 2.3 (Solução por transposição) Sejam

w0
P L2

pΩq, w1
P H´1

pΩq e v P L2
pΣq. (2.134)

Dizemos que w P L8p0, T ;L2pΩqq é solução ultra fraca (ou solução por transposição) do
problema (2.128) com dados w0, w1 e v se

ż T

0

pw, hq dt “ xw1, zp0qy ´ xw0, z1
p0qy ´

B

2k1p0q

kp0q
xi

Bw0

Bxi
, zp0q

F

´

ż T

0

ˆ

v,
Bz

BνA

˙

L2pΓq

dt,

(2.135)
para toda h P L1p0, T ;L2pΩqq, em que z está relacionada a h pelo problema (2.129).
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Teorema 2.8 (Existência e Unicidade) Existe somente uma solução por transposição w
do problema (2.128). Além disso, existe uma constante C ą 0 tal que

}w}L8p0,T ;L2pΩqq ď C
`

|w0
| ` }w1

}H´1pΩq ` }v}L2pΣq

˘

. (2.136)

Prova. Para demonstrar a existência da solução, consideremos a aplicação linear

S : L1p0, T, L2pΩqq Ñ R

h ÞÑ xS, hy

definida por

xS, hy “ xw1, zp0qy ´ xw0, z1
p0qy ´

B

2k1p0q

kp0q
xi

Bw0

Bxi
, zp0q

F

H´1pΩq, H1
0 pΩq

´

ż T

0

ˆ

v,
Bz

BνA

˙

L2pΓq

dt,

em que z é a solução fraca do problema (2.129).

Com base nas Observações 2.7 e 2.8, temos:

|xw1, zp0qy| ď }w1
}H´1}zp0q} ď C}w1

}

ż T

0

|h| dt

e

|pw0, z1
p0qq| ď |w0

||z1
p0q| ď C|w0

|

ż T

0

|h| dt.

Usando o Teorema de Green e a mesma estratégia empregada, no terceiro termo, ob-

temos
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

´

B

2k1p0q

kp0q
xi

Bw0

Bxi
, zp0q

F

H´1pΩq, H1
0 pΩq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď 2
τ

k0
M

ż

Ω

|w0
|

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Bzp0q

Bxi

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

dx

ď C

ż

Ω

|w0
||∇zp0q| dx

ď C|w0
|}zp0q}

ď C|w0
|

ż T

0

|h| dt.

Ademais, aplicando a desigualdade de Cauchy–Schwarz no quarto termo e a Observação

2.8, segue que
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż T

0

ˆ

v,
Bz

BνA

˙

L2pΓq

dt

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď }v}L2pΣq

›

›

›

›

Bz

BνA

›

›

›

›

L2pΣq

ď C}v}L2pΣq

ż T

0

|h| dt.

Assim, pela formulação (2.135), conclui-se que
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż T

0

pw, hq dt

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď C
`

|w0
| ` }w1

}H´1pΩq ` }v}L2pΣq

˘

ż T

0

|h| dt, @h P L1
p0, T ;L2

pΩqq.
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Usando a definição de norma em L8p0, T ;L2pΩqq, que é dada por dualidade

}w}L8p0,T ;L2pΩqq “ sup
hPL1p0,T ;L2pΩqq

h‰0

ˇ

ˇ

ˇ

şT

0
pw, hq dt

ˇ

ˇ

ˇ

şT

0
|h| dt

,

tem-se que

}w}L8p0,T ;L2pΩqq ď C
`

|w0
| ` }w1

}H´1pΩq ` }v}L2pΣq

˘

,

com C independe de w, garantindo (2.136).

Portanto, S é linear e contínuo. Pelo Teorema 1.5, existe w P L8p0, T, L2pΩqq tal que

xS, hyL8p0,T ;L2pΩqq, L1p0,T ;L2pΩqq “

ż T

0

pw, hq dt, @ h P L1
p0, T, L2

pΩqq.

Essa função w constitui, portanto, a solução do problema (2.135).

Para a unicidade, suponhamos que existem w1 e w2 soluções por transposição de

(2.128). Desde que ambas satisfazem (2.135), tem-se
ż T

0

pw1, hq dt ´

ż T

0

pw2, hq dt “ 0, @h P L1
p0, T ;L2

pΩqq,

ou seja,
ż T

0

pw1 ´ w2, hq dt “ 0, @h P L1
p0, T ;L2

pΩqq.

Portanto, w1 ´ w2 “ 0, isto é, w1 “ w2.

Com o objetivo de provar a regularidade das soluções por transposição, introduzimos

um resultado prévio.

Seja h P DpQq e z a solução fraca do problema
$

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

%

L˚z “ h1 em Q,

z “ 0 sobre Σ,

zp¨, 0q “ 0, z1p¨, 0q “ 0 em Ω.

(2.137)

Pelo Teorema 2.3 temos que z verifica a estimativa

}zptq} ` |z1
ptq ´ hptq| ď C

ż T

0

}h} dt, @ t P r0, T s, (2.138)

em que C é uma constante que independe de z e h. Pelo Teorema 2.6 nós obtemos de (2.137)

que
Bz

Bν
P L2pΣq.
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Lema 2.6 A solução z de (2.137) com h P DpQq, verifica
›

›

›

›

Bz

Bν

›

›

›

›

L2pΣq

ď C

ż T

0

}h} dt

em que C é uma constante independente de z e h.

Prova. Temos pelo Teorema 2.5 que z verifica a identidade (2.75). No que segue, limitaremos

cada termo desta identidade por

C

ˆ
ż T

0

}h} dt

˙2

, (2.139)

em que C independe de z e h. Para o primeiro termo, utilizando as mesmas estratégias

realizadas para obter (2.93), temos que
ˆ

z1
`

1

2

B

Bxi
rbizs, qℓ

Bz

Bxℓ

˙

ď C
`

|z1
||∇z| ` |z||∇z| ` |∇z|

2
˘

ď C
`

|z1
|}z} ` }z}

2
˘

. (2.140)

Desde que |z1| ´ |h| ď |z1 ´ h|, pela estimativa (2.138) podemos obter

|z1
pT q| ď C

ż T

0

}h} dt ` |h|

ď C

ż T

0

}h} dt ` }h}

e integrando de 0 a T em ambos lados, temos

|z1
pT q| ď C

ż T

0

}h} dt. (2.141)

Assim, sendo zp0q “ z1p0q “ 0 e usando (2.141) e (2.138) em (2.140), tem-se
ˆ

z1
`

1

2

B

Bx1
rb1zs, q

Bz

Bx2

˙
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

T

0

ď C
“

|z1
pT q||zpT q| ` }zpT q}

2
‰

ď C

«

ˆ
ż T

0

}h}dt

˙2

`

ˆ
ż T

0

}h}dt

˙2
ff

ď C

ˆ
ż T

0

}h}dt

˙2

. (2.142)

No segundo termo podemos escrever que

1

2

ĳ

Bqℓ
Bxℓ

ˆ

pz1
q
2

´ aij
Bz

Bxj

Bz

Bxi

˙

“
1

2

ĳ

Bqℓ
Bxℓ

pz1
q
2

´
1

2

ĳ

Bqℓ
Bxℓ

aij
Bz

Bxj

Bz

Bxi

e usando pz1q2 “ pz1 ´ hq2 ` 2hpz1 ´ hq ` h2, obtemos
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1

2

ĳ

Bqℓ
Bxℓ

ˆ

pz1
q
2

´ aij
Bz

Bxj

Bz

Bxi

˙

“
1

2

ĳ

Bqℓ
Bxℓ

pz1
´ hq

2
`

ĳ

Bqℓ
Bxℓ

hpz1
´ hq

`
1

2

ĳ

Bqℓ
Bxℓ

h2 ´
1

2

ĳ

Bqℓ
Bxℓ

aij
Bz

Bxj

Bz

Bxi
. (2.143)

Por outro lado, usando integração por partes e o Teorema de Green no último termo

de (2.75), temos que

´

ĳ

h1qℓ
Bz

Bxℓ
“

ĳ

hqℓ
Bz1

Bxℓ
“ ´

ĳ

Bh

Bxℓ
qℓz

1
´

ĳ

h
Bqℓ
Bxℓ

z1

e usando z1 “ pz1 ´ hq ` h, obtemos

´

ĳ

h1qℓ
Bz

Bxℓ
“ ´

ĳ

Bh

Bxℓ
qℓpz

1
´ hq ´

ĳ

Bh

Bxℓ
qℓh ´

ĳ

Bqℓ
Bxℓ

hpz1
´ hq ´

ĳ

Bqℓ
Bxℓ

h2. (2.144)

Pelo Lema 2.2, temos que a segunda e a última integrais do lado direito da igualdade

acima somam

´
1

2

ĳ

Bqℓ
Bxℓ

h2,

e assim, em (2.144), segue que

´

ĳ

h1qℓ
Bz

Bxℓ
“ ´

ĳ

Bh

Bxℓ
qℓpz

1
´ hq ´

1

2

ĳ

Bqℓ
Bxℓ

h2 ´

ĳ

Bqℓ
Bxℓ

hpz1
´ hq. (2.145)

Somando (2.143) e (2.145) obtemos

1

2

ĳ

Bqℓ
Bxℓ

ˆ

pz1
q
2

´ aij
Bz

Bxj

Bz

Bxi

˙

´

ĳ

h1qℓ
Bz

Bxℓ
“

1

2

ĳ

Bqℓ
Bxℓ

pz1
´ hq

2
´

ĳ

Bh

Bxℓ
qℓpz

1
´ hq

´
1

2

ĳ

Bqℓ
Bxℓ

aij
Bz

Bxj

Bz

Bxi
. (2.146)

Note que, usando (2.21), (2.92) e (2.138) podemos estimar os termos do lado direito

da desigualdade acima como a seguir

‚
1

2

ĳ

Bqℓ
Bxℓ

pz ´ hq
2

ď C

ż T

0

|z1
´ h|

2dt ď C

ż T

0

ˆ
ż T

0

}h}dt

˙2

dt ď C

ˆ
ż T

0

}h} dt

˙2

;

‚

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ĳ

Bh

Bxℓ
qℓpz

1
´ hq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď C

ĳ

|∇h||z1
´ h| ď C

ż T

0

}h}|z1
´ h| dt ď C

ˆ
ż T

0

}h} dt

˙2

;

‚

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1

2

ĳ

Bqℓ
Bxℓ

aij
Bz

Bxj

Bz

Bxi

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď C

ĳ

|∇z|
2

ď C

ż T

0

}z}
2 dt ď C

ˆ
ż T

0

}h} dt

˙2

.
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Dessa forma, em (2.146), temos

1

2

ĳ

Bqℓ
Bxℓ

ˆ

pz1
q
2

´ aij
Bz

Bxj

Bz

Bxi

˙

´

ĳ

h1qℓ
Bz

Bxℓ
ď C

ˆ
ż T

0

}h} dt

˙2

. (2.147)

Seguindo de forma análoga, para o terceiro e quarto termo obtemos

‚ pn ` 1q

ĳ

pk1q2

k2
xi

Bz

Bxi
qℓ

Bz

Bxℓ
ď pn ` 1q

τ 2

k20
MC

ĳ

|∇z|
2

ď C

ˆ
ż T

0

}h} dt

˙2

; (2.148)

‚

ĳ

aij
Bz

Bxj

Bqℓ
Bxi

Bz

Bxℓ
ď C

ĳ

|∇z|
2

ď C

ˆ
ż T

0

}h} dt

˙2

. (2.149)

Usando que z1 “ pz1 ´ hq ` h no quinto termo do lado direito de (2.75) tem-se

1

2

ĳ

Bbi
Bxi

Bz

Bxℓ
qℓz

1
“

1

2

ĳ

Bbi
Bxi

Bz

Bxℓ
qℓpz

1
´ hq `

1

2

ĳ

Bbi
Bxi

Bz

Bxℓ
qℓh

ď C

ż T

0

|∇z||z1
´ h| dt ` C

ż T

0

|∇z||h| dt

ď C

ż T

0

}z}|z1
´ h| dt ` C

ż T

0

}z}}h} dt,

e por (2.138) nesta última desigualdade, concluimos que

1

2

ĳ

Bbi
Bxi

Bz

Bxℓ
qℓz

1
ď C

ˆ
ż T

0

}h} dt

˙2

. (2.150)

Utilizando as mesmas estratétigas nos demais termos, usando a igualdade z1 “ pz1 ´

hq ` h e (2.138), obtemos que estes são estimados por (2.139). Portanto, por (2.99), (2.142)

e (2.147) - (2.150), segue na identidade (2.75), que

a0
2

ż T

0

ż

Γ

ˆ

Bz

Bν

˙2

dΓdt ď C

ˆ
ż T

0

}h} dt

˙2

,

ou seja,
›

›

›

›

Bz

Bν

›

›

›

›

L2pΣq

ď C

ż T

0

}h} dt.

Teorema 2.9 Toda solução por transposição w do problema (2.128) tem a regularidade

w P Cpr0, T s;L2
pΩqq X C1

pr0, T s;H´1
pΩqq
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e a aplicação linear

L2
pΩq ˆ H´1

pΩq ˆ L2
pΣq ÝÑ Cpr0, T s;L2

pΩqq X C1
pr0, T s;H´1

pΩqq

tw0, w1, vu ÞÝÑ w

é contínua.

Prova. Primeiro vamos provar que w P Cpr0, T s;L2pΩqq. Para isso, fixamos w0 P L2pΩq,

w1 P H´1pΩq e v P L2pΣq. Sejam pw0
µq Ă H1

0 pΩq, pw1
µq Ă L2pΩq e pvµq Ă H2

0 p0, T ;H2pΓqq

tais que

w0
µ ÝÑ w0 em L2

pΩq, w1
µ ÝÑ w1 em H´1

pΩq e vµ ÝÑ v em L2
pΣq. (2.151)

Considere γ a função traço sobre Γ. Pela sobrejetividade de γ garantida pelo Teorema

1.3, temos que para o traço tvµ, 0u, com vµ P L2pΣq, existe pvµ P H2
0 p0, T ;H2pΩqq tal que

pvµ
ˇ

ˇ

Σ
“ vµ e

Bpvµ
Bν

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Σ

“ 0,

ou seja, γpvµ “ tvµ, 0u. Ademais, seja yµ a solução do problema
$

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

%

Ly “ ´Lpvµ em Q,

y “ 0 sobre Σ,

yp¨, 0q “ w0
µp¨q, y1p¨, 0q “ w1

µp¨q em Ω.

(2.152)

Afirmação 2.2 Pelo Teorema 2.2,

yµ P Cpr0, T s;H1
0 pΩqq X C1

pr0, T s;L2
pΩqq.

Para concluir esta regularidade usando o Teorema 2.2, basta mostrar que ´Lpvµ P

L1p0, T ;L2pΩqq, pois já temos que w0
µ P H1

0 pΩq e w1
µ P L2pΩq. Sendo assim, avaliemos cada

termo do operador

Lpvµ “ pv2
µ ´

B

Bxi

ˆ

aij
Bpvµ
Bxj

˙

` bi
Bpv1

µ

Bxi
` βi

Bpvµ
Bxi

. (2.153)

Desde que

pvµ P H2
0 p0, T ;H2

pΩqq, (2.154)

obtemos

pv2
µ P L2

p0, T ;H2
pΩqq Ă L2

p0, T ;L2
pΩqq Ă L1

p0, T ;L2
pΩqq.

Ademais, por (2.21) e (2.154) podemos perceber que as implicações a seguir são ver-

dadeiras para todo t P r0, T s.
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• pvµptq P H2pΩq ñ
Bpvµptq

Bxj
P H1pΩq ñ aijptq

Bpvµptq

Bxj
P H1pΩq

ñ
B

Bxi

ˆ

aijptq
Bpvµptq

Bxj

˙

P L2pΩq;

• pv1
µ P L2p0, T ;H2pΩqq ñ pv1

µptq P H2pΩq ñ
Bpv1

µptq

Bxi
P H1pΩq ñ biptq

Bpvµptq

Bxi
P H1pΩq

ñ biptq
Bpvµptq

Bxi
P L2pΩq;

• pvµptq P H2pΩq ñ
Bpvµptq

Bxi
P H1pΩq ñ βiptq

Bpvµptq

Bxi
P H1pΩq ñ βiptq

Bpvµptq

Bxi
P L2pΩq.

Assim, os últimos três termos do lado direito de (2.153) pertencem a H2
0 p0, T ;L2pΩqq Ă

L2p0, T ;L2pΩqq Ă L1p0, T ;L2pΩqq. Portanto, ´Lpvµ P L1p0, T ;L2pΩqq.

Afirmação 2.3 A soma wµ “ yµ `pvµ é a solução por transposição do problema (2.128) com
dados w0

µ, w
1
µ e vµ. Além disso, wµ P Cpr0, T s;L2pΩqq.

Essa afirmação é consequência direta da construção de yµ e pvµ. De fato, temos que

Lwµ “ Lpyµ ` pvµq “ Lyµ ` Lpvµ “ ´Lpvµ ` Lpvµ “ 0

Além disso, sobre Σ, segue que yµ “ 0 e pelo traço, pvµ “ vµ. Daí,

wµ “ yµ ` pvµ “ vµ sobre Σ.

E ainda, por (2.154) temos

wµp0q “ yµp0q ` pvµp0q “ w0
µ ` 0 “ w0

µ

w1
µp0q “ y1

µp0q ` pv1
µp0q “ w1

µ ` 0 “ w1
µ.

Logo, wµ é solução de (2.128). Além disso, pela afirmação anterior temos

yµ P Cpr0, T s;H1
0 pΩqq Ă Cpr0, T s;L2

pΩqq

e de (2.154), tem-se pvµ P L2p0, T ;L2pΩq e pv1
µ P L2p0, T ;L2pΩqq. Pelo Teorema 1.8 , obtemos

pvµ P Cpr0, T s;L2
pΩqq,

ou seja,

wµ P Cpr0, T s;L2
pΩqq.
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Afirmação 2.4 w P Cpr0, T s;L2pΩqq.

Desde que w e wµ são soluções por transposição do problema (2.128) com dados

w0, w1, v e w0
µ, w

1
µ, vµ, respectivamente, tem-se que w ´ wµ é solução por transposição de

(2.128) com dados w0 ´ w0
µ, w1 ´ w1

µ e v ´ vµ. Logo, w ´ wµ satisfaz (2.136), ou seja,

}w ´ wµ}L8p0,T ;L2pΩqq ď C
`

}w0
´ w0

µ} ` }w1
´ w1

µ}H´1pΩq ` }v ´ vµ}L2pΣq

˘

.

Tomando o limite quando µ Ñ 8 e considerando as convergências (2.151), temos que

wµ Ñ w em L8
p0, T ;L2

pΩqq.

Como Cpr0, T s;L2pΩqq é um subespaço fechado de L8p0, T ;L2pΩqq, segue que

w P Cpr0, T s;L2
pΩqq.

Agora, considere h P DpQq e z a solução fraca do problema
$

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

%

L˚z “ h1 em Q,

z “ 0 sobre Σ,

zp¨, T q “ 0, z1p¨, T q “ 0 em Ω.

(2.155)

Pelo Teorema 2.3 e a Observação 2.3, temos

}zptq} ` |z1
ptq ´ hptq| ď C

ż T

0

}h} dt, @t P r0, T s, (2.156)

e pelo Lema 2.6,
›

›

›

›

Bz

Bν

›

›

›

›

L2pΣq

ď C

ż T

0

}h} dt. (2.157)

As constantes em (2.156) e (2.157) são independentes de z e h.

Como w P L8p0, T ;L2pΩqq ãÑ L2p0, T ;L2pΩqq, temos w1 P H´1p0, T ;L2pΩqq. Ademais,

pelo Teorema de Green, segue que

xw1, hy “ ´

ż T

0

pw, h1
q dt.

Como w é uma solução por transposição do problema (2.128), temos de (2.155), que
ż T

0

pw, h1
q dt “

@

w1, zp0q
D

´
`

w0, z1
p0q

˘

´

B

2k1p0q

kp0q
xi

Bw0

Bxi
, zp0q

F

H´1pΩq, H1
0 pΩq

´

ż T

0

ˆ

v,
Bz

BνA

˙

L2pΓq

dt.
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Pelas estimativas (2.156) e (2.157), de modo análogo ao realizado para mostrar (2.136),

verificamos que

| xw1, hy | “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż T

0

xw, h1
y dt

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď C
`

}w0
} ` }w1

}H´1pΩq ` }v}L2pΣq

˘

ż T

0

}h} dt, @h P DpΩq.

Pela densidade de DpQq em L1p0, T ;H1
0 pΩqq, a desigualdade acima vale para toda

função h P L1p0, T ;H1
0 pΩqq. Daí,

}w1
}L8p0,T ;H´1pΩqq ď C

`

}w0
} ` }w1

}H´1pΩq ` }v}L2pΣq

˘

, (2.158)

ou seja, w P L8p0, T ;H´1pΩqq.

Usando argumentos similares aos realizados na primeira parte da demonstração e no-

tando que w1
µ “ y1

µ ` pv1
µ P Cpr0, T s;H´1pΩqq, pois

• yµ P C1pr0, T s;L2pΩqq, o que implica que y1
µ P Cpr0, T s;L2pΩqq, e então

y1
µ P Cpr0, T s;H´1pΩqq;

• pvµ P H2
0 p0, T ;H2pΩqq, daí, pv1

µ P H1p0, T ;L2pΩqq e pelo Teorema 1.8,

pv1
µ P Cpr0, T s;H´1pΩqq.

Assim, concluímos que w1 P Cpr0, T s; H´1pΩqq, ou seja,

w P Cpr0, T s;L2
pΩqq X C1

pr0, T s;H´1
pΩqq.

Por fim, avaliemos a continuidade da aplicação linear

B : X ÝÑ Y,

em que X “ L2pΩq ˆ H´1pΩq ˆ L2pΣq e Y “ Cpr0, T s;L2pΩqq X C1pr0, T s;H´1pΩqq, com

Btw0, w1, vu “ w. Consideremos as normas a seguir:

}tw0, w1, vu}X “ |w0
| ` }w1

}H´1pΩq ` }v}L2pΣq

e

}w}Y “ sup
tPr0,T s

|wptq| ` sup
tPr0,T s

}w1
ptq}H´1pΩq.

De (2.136) e (2.158) tem-se

sup
tPr0,T s

|wptq| ď C
`

|w0
| ` }w1

}H´1pΩq ` }v}L2pΣq

˘
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e

sup
tPr0,T s

}w1
ptq}H´1pΩq ď C

`

|w0
| ` }w1

}H´1pΩq ` }v}L2pΣq

˘

.

Dado ε ą 0, escolha δ “
ε

C
. Então, para quaisquer dados tw0, w1, vu e tw̃0, w̃1, ṽu com

}two, w1, vu ´ tw̃0, w̃1, ṽu}X “ }tw0
´ w̃0, w1

´ w̃1, v ´ ṽu}X ă δ,

temos que

}Btw0, w1, vu ´ Btw̃0, w̃1, ṽu}Y “ }Btw0
´ w̃0, w1

´ w̃1, v ´ ṽu}Y

“ }w ´ w̃||Y

“ sup
tPr0,T s

|wptq ´ w̃ptq| ` sup
tPr0,T s

}w1
ptq ´ w̃1

ptq}H´1pΩq

ď C
`

|w0
´ w̃0

| ` }w1
´ w̃1

}H´1pΩq ` }v ´ ṽ}L2pΣq

˘

ă ε.

Portanto, B é contínua.

Observação 2.9 Também podemos definir a solução por transposição w do problema reverso
$

’

’

’

&

’

’

’

%

Lw “ 0 em Q,

w “ v sobre Σ,

wp¨, T q “ w0p¨q, w1p¨, T q “ w1p¨q em Ω.

de maneira similar à obtida no problema (2.128). Além disso, O Teorema 2.9, de regularidade
da solução por transposição, permanece válido para essa solução w. Isso é uma consequência
das Observações 2.3 e 2.5.



Capı́tulo 3
Controlabilidade Exata

Nosso objetivo neste capítulo é demonstrar a controlabilidade exata da equação da

onda no domínio cilindrico Q, com controle localizado em uma porção da fronteira. Para

isso, utilizaremos o método HUM (Hilbert Uniqueness Method), idealizado por J.-L. Lions

(ver [13], [15]). Essa metodologia fundamenta-se em um critério de unicidade e na construção

de um espaço de Hilbert adequado, levando em consideração as propriedades das soluções

da equação da onda apresentadas no Capítulo 2.

3.1 Descrição do problema

Inicialmente, resolveremos o problema da controlabilidade exata do sistema sobre o

cilindro Q, a saber:
$

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

%

w2 ´

n
ÿ

i,j“1

B

Bxi

ˆ

aijpx, tq
Bw

Bxj

˙

`

n
ÿ

i“1

bipx, tq
Bw1

Bxi
`

n
ÿ

i“1

βipx, tq
Bw

Bxi
“ 0 em Q,

w “ v sobre Σ,

wp¨, 0q “ w0p¨q, w1p¨, 0q “ w1p¨q em Ω.

Após isso, no Capítulo 4, obteremos o resultado da controlabilidade exata para o problema

sobre o domínio não-cilíndrico pQ:
$

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

%

u2 ´ ∆u “ 0 em pQ,

u “ g sobre pΣ,

up¨, 0q “ u0p¨q, u1p¨, 0q “ u1p¨q em Ω0.
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3.2 Controlabilidade exata no domínio cilíndrico

Consideremos o seguinte sistema:
$

’

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

’

%

Lw “ 0 em Q,

w “

$

’

&

’

%

v sobre Σpx0q,

0 sobre ΣzΣpx0q,

wp¨, 0q “ w0
p¨q, w1

p¨, 0q “ w1
p¨q em Ω,

(3.1)

em que Σpx0q é uma parte de Σ, com medida positiva tal que Σpx0q X ΣzΣpx0q “ H.

Observação 3.1 Tendo em conta que o sistema pode ser controlado na fronteira, é razoável
tentar resolver o problema quando o controle atua somente sobre uma parte desta. Esse
problema, além de mais interessante, permite minimizar um certo custo que surge de maneira
natural. Dessa forma, consideraremos o caso em que o controle atua únicamente sobre o
subconjunto Σpx0q de Σ. Portanto, trata-se de um problema de controlabilidade exata na
fronteira com controle localizado.

m
ν

ν

x0m

Σ px0q ΣzΣ px0q

Figura 3.1: Porção da fronteira Σpx0q em azul, onde acionamos o controle.

Formulação do Problema

O problema de controlabilidade exata pode ser formulado como segue: Dado T ą 0

suficientemente grande, encontrar um espaço de Hilbert apropriado H tal que para quaisquer

dados iniciais tw0, w1u P H, exista um controle v P L2 pΣpx0qq, tal que a solução de (2.12)

cumpra a condição de equilíbrio

wp¨, T, vq “ 0 e w1
p¨, T, vq “ 0.

Observação 3.2 Como a velocidade de propagação das ondas é finita, para que se tenha
controle exato, o tempo T deverá ser suficientemente grande.
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Agora, iremos enunciar e provar o principal resultado para controlabilidade exata de

(2.12).

Teorema 3.1 Assumimos que as hipóteses (H1)-(H4) são satisfeitas. Seja T ą T0. En-
tão, para cada dado inicial tw0, w1u pertencente a L2pΩq ˆ H´1pΩq, existe um controle
v P L2 pΣpx0qq tal que a solução por transposição w do problema (3.1) satisfaz

wp¨, T q “ 0, w1
p¨, T q “ 0.

Prova. Seja φ a solução fraca do problema
$

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

%

L˚φ “ 0 em Q,

φ “ 0 sobre Σ,

φp¨, 0q “ φ0p¨q, φ1p¨, 0q “ φ1p¨q em Ω,

(3.2)

com tφ0, φ1u P H1
0 pΩq ˆ L2pΩq. Pelos Teoremas 2.2, 2.6 e 2.7 tem-se

φ P Cpr0, T s;H1
0 pΩqq X C1

pr0, T s;L2
pΩqq,

Bφ

Bν
P L2

pΣq,

e

C1pT ´ T0qE0 ď

›

›

›

›

Bφ

Bν

›

›

›

›

2

L2pΣpx0qq

ď C2pT ` 1qE0, (3.3)

em que C1 e C2 são constantes que independem de φ.

Com φ contruimos a solução por transposição ψ para o problema
$

’

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

’

%

Lψ “ 0 em Q,

ψ “

$

’

&

’

%

Bφ

Bν
sobre Σpx0q

0 sobre ΣzΣpx0q,

ψp¨, T q “ 0, ψ1p¨, T q “ 0 em Ω.

(3.4)

Então, pelo Teorema 2.9 e Observação 2.9,

ψ P Cpr0, T s;L2
pΩqq X C1

pr0, T s;H´1
pΩqq.

Multiplicando Lψ por φ e integrando em Q, obtemos, seguindo de modo análogo ao

realizado para obter (2.135), que

xLψ, φy “ ´

B

ψ1
p0q ´

2k1p0q

kp0q
xi

Bψp0q

Bxi
, φ0

F

H´1pΩq, H1
0 pΩq

` pψp0q, φ1
q

`

ż T

0

ż

Γpx0q

Bφ

Bν

Bφ

BνA
dΓ dt ` xψ,L˚φy. (3.5)
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Desde que Lψ “ L˚φ “ 0 em Q, a igualdade acima implica que
B

ψ1
p0q ´

2k1p0q

kp0q
xi

Bψp0q

Bxi
, φ0

F

H´1pΩq, H1
0 pΩq

´ pψp0q, φ1
q “

ż T

0

ż

Γpx0q

aij
Bφ

Bxi
νj

Bφ

Bν
dΓ dt. (3.6)

Esta última expressão induz a introdução do seguinte operador:

Λ : H1
0 pΩq ˆ L2

pΩq ÝÑ H´1
pΩq ˆ L2

pΩq

tφ0, φ1
u ÞÝÑ Λtφ0, φ1

u “

"

ψ1
p0q ´

2k1p0q

kp0q
xi

Bψp0q

Bxi
,´ψp0q

*

. (3.7)

Afirmação 3.1 O operador Λ satisfaz

a0

›

›

›

›

Bφ

Bν

›

›

›

›

2

L2pΣpx0qq

ď
@

Λtφ0, φ1
u, tφ0, φ1

u
D

ď a1

›

›

›

›

Bφ

Bν

›

›

›

›

2

L2pΣpx0qq

.

De fato, de (3.6), tem-se que

xΛtφ0, φ1
u, tφ0, φ1

uy “

B

ψ1
p0q ´

2k1p0q

kp0q
xi

Bψp0q

Bxi
, φ0

F

H´1pΩq, H1
0 pΩq

´ pψp0q, φ1
q

“

ż T

0

ż

Γpx0q

aij
Bφ

Bxi
νj

Bφ

Bν
dΓ dt.

Recordando que
Bφ

Bxi
“ νi

Bφ

Bν
sobre Γ,

temos que

xΛtφ0, φ1
u, tφ0, φ1

uy “

ż T

0

ż

Γpx0q

aijνiνj

ˆ

Bφ

Bν

˙2

dΓ dt.

Usando o item piq do Lema 2.4 e lembrando que ν2i “ |ν|2 “ 1, obtemos

ż T

0

ż

Γpx0q

a0

ˆ

Bφ

Bν

˙2

dΓ dt ď xΛtφ0, φ1
u, tφ0, φ1

uy ď

ż T

0

ż

Γpx0q

a1

ˆ

Bφ

Bν

˙2

dΓ dt,

ou seja,

a0

›

›

›

›

Bφ

Bν

›

›

›

›

2

L2pΣpx0qq

ď
@

Λtφ0, φ1
u, tφ0, φ1

u
D

ď a1

›

›

›

›

Bφ

Bν

›

›

›

›

2

L2pΣpx0qq

.

Afirmação 3.2 Λ é injetivo.

Para isso, mostremos que kerpΛq “ t0, 0u. Suponhamos que Λtφ0, φ1u “ t0, 0u, então

a Afirmação 3.1 e (3.3) implicam que

a0C1pT ´ T0qE0 ď xΛtφ0, φ1
u, tφ0, φ1

uy “ 0.
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Desde que C1, a0, pT ´ T0q ą 0, nos resta que E0 ď 0. Assim, pela coercividade de apt, ¨, ¨q,

obtemos

0 ě E0 “
1

2
|φ1

|
2

`
1

2
ap0, φ0, φ0

q ě
1

2
|φ1

|
2

`
α

2
}φ0

}
2.

Portanto, |φ1| “ }φ0} “ 0, ou seja, tφ0, φ1u “ t0, 0u. O que nos permite concluir que

kerpΛq “ t0, 0u e consequentemente, a injetividade do operador Λ.

Afirmação 3.3 Λ é coercivo.

Com efeito, em H1
0 pΩq ˆ L2pΩq consideremos a norma

}tφ0, φ1
u}

2
H1

0 pΩqˆL2pΩq
“ }φ0

}
2

` |φ1
|
2.

Novamente pela Afirmação 3.1 e por (3.3), existe uma constante C tal que

CE0 ď xΛtφ0, φ1
u, tφ0, φ1

uy.

Daí, segue da coercividade de apt, ¨, ¨q, que

xΛtφ0, φ1
u, tφ0, φ1

uy ě C

ˆ

|φ1|2

2
`

}φ0}2

2

˙

ě Cp|φ1
|
2

` }φ0
}
2
q

ě C}tφ0, φ1
u}

2
H1

0 pΩqˆL2pΩq

Assim, Λ é coercivo.

Afirmação 3.4 Λ é auto-adjunto.

De fato, com tpφ0, pφ1u determinamos a solução fraca pφ do problema (3.2) e com
Bpφ

Bν
, a

solução por transposição pψ do problema (3.4). Se desenvolvermos xLψ, pφy, obtemos, assim

como (3.5), que

xΛtφ0, φ1
u, tpφ0, pφ1

uy “

ż T

0

ż

Γpx0q

aij
Bpφ

Bxi
νj

Bφ

Bν
dΓ dt

e desenvolvendo xL pψ, φy,

xΛtpφ0, pφ1
u, tφ0, φ1

uy “

ż T

0

ż

Γpx0q

aij
Bφ

Bxi
νj

Bpφ

Bν
dΓ dt.

Desde que
Bφ

Bxi
“ νi

Bφ

Bν
sobre Γ, tem-se

xΛtφ0, φ1
u, tpφ0, pφ1

uy “ xΛtpφ0, pφ1
u, tφ0, φ1

uy.

Dessa forma, Λ é auto-adjunto.
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Afirmação 3.5 Λ é contínuo.

Consideremos pφ conforme estabelecida na demonstração da Afirmação 3.4. Usando o

item piq do Lema 2.4 e a desigualdade de Cauchy-Schwarz, tem-se

xΛtφ0, φ1
u, tpφ0, pφ1

uy “

ż T

0

ż

Γpx0q

aijνi
Bpφ

Bν

Bφ

Bν
νj dΓ dt

ď

ż T

0

ż

Γpx0q

a1
Bpφ

Bν

Bφ

Bν
dΓ dt

ď a1

›

›

›

›

Bpφ

Bν

›

›

›

›

L2pΣpx0qq

›

›

›

›

Bφ

Bν

›

›

›

›

L2pΣpx0qq

e por (3.3),

xΛtφ0, φ1
u, tpφ0, pφ1

uy ď a1
a

C2pT ` 1q
a

E0pφ

a

C2pT ` 1q
a

E0φ. (3.8)

Usando a continuidade de apt, ¨, ¨q, podemos escrever que

E0φ “
1

2
|φ1

|
2

`
1

2
ap0, φ0, φ0

q

ď
1

2
|φ1

|
2

`
C

2
}φ0

}
2

ď C}tφ0, φ1
u}

2
H1

0 pΩqˆL2pΩq
,

e portanto, em (3.8) temos que

xΛtφ0, φ1
u, tpφ0, pφ1

uy ď C}tφ0, φ1
u}H1

0 pΩqˆL2pΩq}tpφ0, pφ1
u}H1

0 pΩqˆL2pΩq.

Assim, Λ é contínuo.

Afirmação 3.6 Λ é sobrejetivo.

Considerando as Afirmações 3.3 e 3.5 e tomando ppu, vq “ xΛu, vy, para todo u, v P

H “ H1
0 pΩq ˆ L2pΩq no Teorema 1.4, temos que dado f P H 1 “ H´1pΩq ˆ L2pΩq, obtemos

único u “ tφ0, φ1u P H “ H1
0 pΩq ˆ L2pΩq tal que

xΛu, vy “ xf, vy; @v P H,

ou seja,

Λu “ f,

concluindo a sobrejetividade.
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Pelo Teorema 1.6 temos que Λ é um isomorfismo deH1
0 pΩqˆL2pΩq paraH´1pΩqˆL2pΩq.

Assim, para qualquer tw0, w1u P L2pΩq ˆ H´1pΩq, tomando em H´1pΩq ˆ L2pΩq o par
"

w1
´

2k1p0q

kp0q
xi

Bw0

Bxi
,´w0

*

,

existe único tφ0, φ1u P H1
0 pΩq ˆ L2pΩq tal que

Λtφ0, φ1
u “

"

w1
´

2k1p0q

kp0q
xi

Bw0

Bxi
,´w0

*

.

Pela definição do operador Λ temos que
"

ψ1
p0q ´

2k1p0q

kp0q
xi

Bψp0q

Bxi
,´ψp0q

*

“

"

w1
´

2k1p0q

kp0q
xi

Bw0

Bxi
,´w0

*

.

Identificando coordenada a coordenada, temos ψp¨, 0q “ w0p¨q e ψ1p¨, 0q “ w1p¨q. Além

disso, pela construção do problema (3.4) temos as condições ψp¨, T q “ 0 e ψ1p¨, T q “ 0.

Com tφ0, φ1u obtida pelo Teorema 1.6 determinamos a solução fraca φ para o problema

(3.2) e com
Bφ

Bν
, a solução por transposição ψ do problema (3.4). Desde que ψp¨, 0q “ w0p¨q

e ψ1p¨, 0q “ w1p¨q, tomando o controle v “
Bφ

Bν
P L2pΣpx0qq, temos que ψ é solução por

transposição de (3.1). Pela unicidade, ψ “ w, e portanto,

wp¨, T q “ w1
p¨, T q “ 0.



Capı́tulo 4
Equivalência de Controlabilidade

Nesse capítulo, mostraremos a equivalência da controlabilidade exata para a equação

da onda no cilindro Q e no não cilindro pQ. As coordenadas em Q são px, tq e em pQ são py, tq,

com a relação y “ kptqx.

Consideremos os espaços funcionais introduzidos no início do Capítulo 2, bem como os

espaços caracterizados no Apêndice B, a saber: Lpp0, T ;Hm
0 pΩtqq, 1 ď p ď 8; Lp1

p0, T ;H´mpΩtqq

para
1

p
`

1

p1
“ 1; Cpr0, T s;Hm

0 pΩtqq e os espaços de funções contínuas Cpr0, T s;H´mpΩtqq,

onde m é um inteiro positivo.

Representaremos por η “ pηy, ηtq o vetor normal unitário a pΣ, direcionado para o

exterior de pQ e por ν˚ o vetor ν˚ “
ηy

|ηy|
.

Lema 4.1 O vetor normal unitário ηpy, tq para py, tq P pΣ, direcionado para o exterior de pQ,
tem a forma

ηpy, tq “
tνpxq,´k1ptqpx ¨ νpxqqu
a

1 ` pk1ptqq2 |px ¨ νpxqq|2
, x “

y

kptq
.

Prova. Fixemos py, tq P pΣ. Seja φ “ 0 uma parametrização de uma parte U de Γ, U

contendo x “
y

kptq
, com x “ px1, x2, ¨ ¨ ¨ , xnq e y “ pkptqx1, kptqx2, ¨ ¨ ¨ , kptqxnq. Então a

parametrização de uma parte V de pΣ, py, tq P V , é Ψpy, tq “ φ

ˆ

y

kptq

˙

“ 0.

Daí, note que, usando a regra da cadeia para funções de várias variáveis, temos que a

derivada parcial em relação a variável espacial de Ψ é dada por

∇yΨ “
BΨ

By
“

1

kptq
∇φ,

e em relação a variável temporal é

∇tΨ “
BΨ

Bt
“ ´

k1ptq

k2ptq
yi

Bφ

Bxi
“ ´

k1ptq

kptq
xi

Bφ

Bxi
“ ´

k1ptq

kptq
px ¨ ∇φq.
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Assim, temos

∇Ψpy, tq “
1

kptq
t∇φpxq,´k1

ptqpx ¨ ∇φpxqqu.

Daí,

|∇Ψpy, tq| “
1

kptq

a

|∇φpxq|2 ` pk1ptqq2 |px ¨ ∇φpxqq|2,

e então

ηpy, tq “
∇Ψpy, tq

|∇Ψpy, tq|
“

t∇φpxq,´k1ptqpx ¨ ∇φpxqqu
a

|∇φpxq|2 ` pk1ptqq2|px ¨ ∇φpxqq|2
. (4.1)

Desde que νpxq “
∇φpxq

|∇φpxq|
, segue que ∇φpxq “ |∇φpxq| νpxq. Logo,

x ¨ ∇φpxq “ |∇φpxq|px ¨ νpxqq.

Portanto, em (4.1), temos

ηpy, tq “
tνpxq|∇φpxq|,´k1ptq|∇φpxq|px ¨ νpxqqu

a

|∇φpxq|2 ` pk1ptqq2|∇φpxq|2|px ¨ νpxqq|2
,

ou seja,

ηpy, tq “
tνpxq,´k1ptqpx ¨ νpxqqu
a

1 ` pk1ptqq2 |px ¨ νpxqq|2
, x “

y

kptq
.

Além disso, como |νpxq| “ 1 e a componente espacial ηy de ηpy, tq é

ηypy, tq “
νpxq

a

1 ` pk1ptqq2 |px ¨ νpxqq|2
,

temos que

ν˚
py, tq “

ηy
|ηy|

“ ν

ˆ

y

kptq

˙

. (4.2)

Com o objetivo de motivar a definição de solução fraca e solução por transposição

para a equação da onda no domínio não-cilíndrico pQ, apresentamos algumas transfomações

e relações funcionais. Consideramos

upy, tq “ w

ˆ

y

kptq
, t

˙

, θpy, tq “ k´n
ptqz

ˆ

y

kptq
, t

˙

,

g : pΣ Ñ R, gpy, tq “ k´n´1
ptq v

ˆ

y

kptq
, t

˙

.

Temos, então, as seguintes relações diferenciais

u1
py, tq “ ´

k1ptq

kptq
xi

Bw

Bxi

ˆ

y

kptq
, t

˙

` w1

ˆ

y

kptq
, t

˙

(4.3)
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e

θ1
py, tq “ ´nk´n´1

ptqk1
ptq z

ˆ

y

kptq
, t

˙

` k´n
ptq

„

Bz

Bxi

ˆ

y

kptq
, t

˙ˆ

´
k1ptq

k2ptq
yi

˙

` z1

ˆ

y

kptq
, t

˙ȷ

“ ´nk´n´1
ptqk1

ptq z

ˆ

y

kptq
, t

˙

´ k´n´1
ptqk1

ptqxi
Bz

Bxi

ˆ

y

kptq
, t

˙

` k´n
ptqz1

ˆ

y

kptq
, t

˙

.

(4.4)

Seguindo de maneira análoga à realizada para obter (2.9) e (2.16), podemos escrever

que

u2
py, tq ´ ∆upy, tq “ Lw

ˆ

y

kptq
, t

˙

(4.5)

e

θ2
py, tq ´ ∆θpy, tq “ k´n

ptqL˚z

ˆ

y

kptq
, t

˙

. (4.6)

Perceba ainda que a matriz Jacobiana da mudança de variável y “ kptqx é dada por

J “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

By1
Bx1

By1
Bx2

¨ ¨ ¨
By1
Bxn

By2
Bx1

By2
Bx2

¨ ¨ ¨
By2
Bxn

...
... . . . ...

Byn
Bx1

Byn
Bx2

¨ ¨ ¨
Byn
Bxn

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

“

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

k 0 ¨ ¨ ¨ 0

0 k ¨ ¨ ¨ 0
...

... . . . ...

0 0 ¨ ¨ ¨ k

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

.

Logo, detpJq “ knptq. Assim, pelo Teorema da Mudança de Variáveis, dy “ | detpJq| dx, isto

é, dy “ knptqdx.

Dessa forma, por (4.5) e (4.6), temos
ż T

0

ż

Ωt

pu2
´ ∆uqθ dy dt “

ż T

0

ż

Ω

Lw k´nz kn dx dt “

ż T

0

ż

Ω

Lw z dx dt (4.7)

e
ż T

0

ż

Ωt

upθ2
´ ∆θq dy dt “

ż T

0

ż

Ω

w k´nL˚z kn dx dt “

ż T

0

ż

Ω

wL˚z dx dt. (4.8)

Pelas igualdades (4.2), (4.5), pelo fato de

Bz

Bxi
px, tq “ knptq

Bθ

Byj
py, tqkptqδij “ kn`1

ptq
Bθ

Byi
py, tq,

e usando que sobre Γ temos dy “ kn´1ptqdx, podemos escrever que
ż T

0

ż

Γt

ˆ

δij ´
pk1q2yiyj

k2

˙

kn`1 Bθ

Byi
ν˚
j g dΓ dt

“

ż T

0

ż

Γ

`

δij ´ pk1
q
2xixj

˘ Bz

Bxi
νj k

´n´1 v kn´1 dΓ dt

“

ż T

0

ż

Γ

ˆ

δij ´ pk1q2xixj
k2

˙

Bz

Bxi
νj v dΓ dt. (4.9)
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Ademais, pelas identidades (4.3) e (4.4), temos
ż

Ωt

ru1
ptqθptq ´ uptqθ1

ptqs dy

“

ż

Ω

ˆ

´
k1

k
xi

Bw

Bxi
ptq ` w1

ptq

˙

pk´nzqkn dx

´

ż

Ω

wptq

ˆ

´nk´n´1k1zptq ´ k´n´1k1xi
Bz

Bxi
ptq ` k´nz1

ptq

˙

kn dx,

ou seja,
ż

Ωt

ru1
ptqθptq ´ uptqθ1

ptqs dy “

ż

Ω

rw1
ptqzptq ´ wptqz1

ptqs dx ´

ż

Ω

k1

k
xi

Bw

Bxi
ptqzptq

`

ż

Ω

wptqn
k1

k
zptq dx `

ż

Ω

k1

k
xi

Bz

Bxi
ptqwptq.

Usando o Teorema de Green na última integral do lado direito da igualdade acima e

recordando que zptq “ 0 sobre Γ (z é solução fraca de (2.66)), temos
ż

Ωt

ru1
ptqθptq ´ uptqθ1

ptqs dy “

ż

Ω

rw1
ptqzptq ´ wptqz1

ptqs dx ´

ż

Ω

k1

k
xi

Bw

Bxi
ptqzptq

`

ż

Ω

wptqn
k1

k
zptq dx ´

ż

Ω

k1

k
zptq

„

nwptq ` xi
Bw

Bxi
ptq

ȷ

dx,

isto é,
ż

Ωt

ru1
ptqθptq ´ uptqθ1

ptqs dy “

ż

Ω

rw1
ptqzptq ´ wptqz1

ptqs dx ´

ż

Ω

2k1

k
xi

Bw

Bxi
ptqzptq (4.10)

Seguindo de modo análogo ao ralizado para obter (2.131), ou seja, usando a fórmula

de Green, integração por partes em r0, T s e as condições zptq “ 0 sobre Γ e w “ v sobre Σ,

temos
ż T

0

ż

Ω

Lw z dx dt “

ż T

0

ż

Ω

wL˚z dx dt ` NpT q ´ Np0q ` J, (4.11)

em que Nptq denota o lado direito de (4.10) e J o lado direito de (4.9).

Utilizando as igualdades (4.7)-(4.9) em (4.11), obtemos
ż T

0

ż

Ωt

pu2
´ ∆uqθ dx dt “

ż

Ωt

ru1
pT qθpT q ´ upT qθ1

pT qs dy ´

ż

Ω0

ru1
p0qθp0q ´ up0qθ1

p0qs dy

`

ż T

0

ż

Ωt

ˆ

δij ´
pk1q2yiyj

k2

˙

kn`1 Bθ

Byi
ν˚
j g dΓ dt

`

ż T

0

ż

Ωt

upθ2
´ ∆θq dy dt. (4.12)
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Motivados por (4.12), introduzimos o seguinte problema
$

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

%

θ2 ´ ∆θ “ ph em pQ,

θ “ 0 sobre pΣ,

θp¨, 0q “ θ0p¨q, θ1p¨, 0q “ θ1p¨q em Ω0,

(4.13)

com dados

θ0 P H1
0 pΩ0q, θ1 P L2

pΩ0q e ph P L1
p0, T ;L2

pΩtqq. (4.14)

Definição 4.1 Dizemos que θ é uma solução fraca para o problema (4.13) se

θ P Cpr0, T s;H1
0 pΩtqq, θ1

P Cpr0, T s;L2
pΩtqq

e verifica

´

ż T

0

pθ1, α1
qL2pΩtq dt `

ż T

0

ppθ, αqqH1
0 pΩtq dt “

ż T

0

pph, αqL2pΩtq dt

para todo α P L2p0, T ;H1
0 pΩtqq, α1 P L2p0, T ;L2pΩtqq, αp¨, 0q “ αp¨, T q “ 0, θp¨, 0q “ θ0p¨q e

θ1p¨, 0q “ θ1p¨q.

Teorema 4.1 Seja

θpy, tq “ k´n
ptqz

ˆ

y

kptq
, t

˙

.

Temos que z é uma solução fraca do problema (2.66) se, e somente se, θ é uma solução fraca
do problema (4.13). Os dados tθ0, θ1,phu e tz0, z1, hu se relacionam por

θ0pyq “ k´n
p0qz0

ˆ

x

kp0q

˙

(4.15)

e

θ1pyq “ ´n k´n´1
p0q k1

p0q z0
ˆ

y

kp0q

˙

´ k´n´1
p0q k1

p0qxi
Bz0

Bxi

ˆ

y

kp0q

˙

` k´n
p0q z1

ˆ

y

kp0q

˙

.

(4.16)

Prova. Sendo z “ zpx, tq solução fraca de (2.66), então satisfaz

´

ż T

0

pz1, ξ1
q dt `

ż T

0

apt, z, ξq dt `

ż T

0

B

bi
Bz1

Bxi
, ξ

F

H´1pΩq, H1
0 pΩq

dt `

ż T

0

pPz, ξq dt

“

ż T

0

ph, ξq dt, @ ξ P L2
p0, T ;H1

0 pΩqq, ξ1
P L2

p0, T ;L2
pΩqq, ξp¨, 0q “ ξp¨, T q “ 0 (4.17)

e as condições iniciais

zp¨, 0q “ z0p¨q e z1
p¨, 0q “ z1p¨q.
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Na igualdade (4.17) faremos a mudança de variável x “
y

kptq
. Notemos que a matriz

Jacobiana para essa mudança é

J “

¨

˚

˚

˚

˚

˝

B

By1

´y1
k

¯

¨ ¨ ¨
B

Byn

´y1
k

¯

... . . . ...
B

By1

´yn
k

¯

¨ ¨ ¨
B

Byn

´yn
k

¯

˛

‹

‹

‹

‹

‚

“

¨

˚

˚

˚

˚

˝

1

k
¨ ¨ ¨ 0

... . . . ...

0 ¨ ¨ ¨
1

k

˛

‹

‹

‹

‹

‚

.

Logo, pelo Teorema da mudança de variáveis, dx “ | det pJq| dy, ou seja, dx “
1

knptq
dy.

Desde que zpx, tq “ knptq θpkptqx, tq, temos

Bz

Bxi
px, tq “ kn`1

ptq
Bθ

Byi
py, tq. (4.18)

Daí, isolando z1 em (4.4), obtemos

z1
px, tq “

ˆ

θ1
py, tq ` nk´n´1k1zpx, tq ` k´n´1k1xi

Bz

Bxi
px, tq

˙

kn

“

ˆ

θ1
py, tq ` nk´n´1k1knθpy, tq ` k´n´1k1yi

k
kn`1 Bθ

Byi
py, tq

˙

kn

“

ˆ

θ1
py, tq ` n

k1

k
θpy, tq `

k1

k
yi

Bθ

Byi
py, tq

˙

kn. (4.19)

Notando que αpy, tq “ ξ

ˆ

y

kptq
, t

˙

, tem-se, derivando em relação a variável temporal e

usando a regra da cadeia para funções de várias variáveis, que

ξ1
px, tq “

Bα

Byj
py, tqxj k

1
ptq ` α1

py, tq “
Bα

Byj
py, tq yj

k1ptq

kptq
` α1

py, tq (4.20)

e em relação a variável espacial obtemos

Bξ

Bxi
px, tq “ kptq

Bα

Byi
py, tq. (4.21)

Usando (4.19) e (4.20) obtemos

´

ż T

0

pz1, ξ1
q dt “ ´

ż T

0

ż

Ωt

ˆ

θ1
` n

k1

k
θ `

k1

k
yi

Bθ

Byi

˙

kn
ˆ

Bα

Byj
yj
k1

k
` α1

˙

1

kn
dy dt. (4.22)

Ademais, por (4.18) e (4.21), temos
ż T

0

apt, z, ξq dt “

ż T

0

ż

Ω

aij
Bz

Bxi

Bξ

Bxj
dx dt

“

ż T

0

ż

Ωt

ˆ

δij ´
pk1q2yiyj

k2

˙

1

k2
kn`1 Bθ

Byi
k

Bα

Byj

1

kn
dy dt

“

ż T

0

ż

Ωt

ˆ

δij ´
pk1q2yiyj

k2

˙

Bθ

Byi

Bα

Byj
dy dt,
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ou seja,
ż T

0

apt, z, ξq dt “

ż T

0

ż

Ωt

Bθ

Byi

Bα

Byi
dy dt ´

ż T

0

ż

Ωt

pk1q2

k2
yiyj

Bθ

Byi

Bα

Byj
dy dt. (4.23)

De (4.18) segue que

Bz1

Bxi
px, tq “ pn ` 1qknk1 Bθ

Byi
py, tq ` kn`1

ˆ

B2θ

ByjByi
py, tqxjk

1
`

Bθ1

Byi
py, tq

˙

“ pn ` 1qknk1 Bθ

Byi
py, tq ` kn`1

ˆ

B2θ

ByjByi
py, tq yj

k1

k
`

Bθ1

Byi
py, tq

˙

. (4.24)

Além disso, vale que

bi “ ´2
k1

k
xi “ ´2

k1

k2
yi.

Assim, pela igualdade acima e pela equação (4.24), temos
ż T

0

B

bi
Bz1

Bxi
, ξ

F

H´1pΩq, H1
0 pΩq

dx dt

“

ż T

0

ż

Ωt

´2
k1

k2
yipn ` 1qknk1 Bθ

Byi
α
1

kn
dy dt

`

ż T

0

ż

Ωt

´2
k1

k2
yi k

n`1

ˆ

B2θ

ByjByi
yj
k1

k
`

Bθ1

Byi

˙

α
1

kn
dy dt

“

ż T

0

ż

Ωt

´2
k1

k2
yi

„

pn ` 1qk1 Bθ

Byi
` k

ˆ

B2θ

ByjByi
yj
k1

k
`

Bθ1

Byi

˙ȷ

α dy dt. (4.25)

Por (4.18) e (4.19) podemos escrever que
ż T

0

pPz, ξq dt “

ż T

0

ż

Ω

ˆ

cz1
` di

Bz

Bxi
` fz

˙

ξ dx dt

“

ż T

0

ż

Ωt

´2n
k1

k

ˆ

θ1
` n

k1

k
θ `

k1

k
yi

Bθ

Byi

˙

knα
1

kn
dy dt

`

ż T

0

ż

Ωt

ˆ

pn ` 1qpk1q2 ´ k2k

k2

˙

yi
k
kn`1 Bθ

Byi
α
1

kn
dy dt

`

ż T

0

ż

Ωt

ˆ

npn ` 1qpk1q2 ´ nk2k

k2

˙

kn θ α
1

kn
dy dt, (4.26)

e finalmente,
ż T

0

ph, ξq dt “

ż T

0

ż

Ωt

phα dy dt. (4.27)

Substituindo (4.22), (4.23) e (4.25)-(4.27) em (4.17) e escrevendo
ĳ

para denotar
ż T

0

ż

Ωt

dy dt, temos
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´

ĳ

θ1α1
´

ĳ

n
k1

k
θα1

´

ĳ

k1

k
yi

Bθ

Byi
α1

´

ĳ

θ1 Bα

Byj
yj
k1

k
´

ĳ

n
pk1q2

k2
θ yj

Bα

Byj

´

ĳ

pk1q2

k2
yiyj

Bθ

Byi

Bα

Byj
`

ĳ

Bθ

Byi

Bα

Byi
´

ĳ

pk1q2

k2
yiyj

Bθ

Byi

Bα

Byj
´

ĳ

2
pk1q2

k2
yi n

Bθ

Byi
α

´

ĳ

2
pk1q2

k2
yi

Bθ

Byi
α ´

ĳ

2
pk1q2

k2
B2θ

ByjByi
yiyjα ´

ĳ

2
k1

k
yi

Bθ1

Byi
α ´

ĳ

2n
k1

k
θ1α

´

ĳ

2n2 pk1q2

k2
θα ´

ĳ

2n
pk1q2

k2
yi

Bθ

Byi
α `

ĳ

n
pk1q2

k2
yi

Bθ

Byi
α `

ĳ

pk1q2

k2
yi

Bθ

Byi
α

´

ĳ

k2

k
yi

Bθ

Byi
α `

ĳ

n2 pk1q2

k2
θα `

ĳ

n
pk1q2

k2
θα ´

ĳ

n
k2

k
θα “

ĳ

phα. (4.28)

Usando o Teorema de Green no décimo primeiro termo do lado esquerdo da equação

acima e notando que

B

Byj
pyi yj αq “ δij yj α ` yi

ˆ

nα ` yj
Bα

Byj

˙

,

temos

´

ĳ

2
pk1q2

k2
B2θ

ByjByi
yi yj α “

ĳ

2
pk1q2

k2
Bθ

Byi
yi α `

ĳ

2
pk1q2

k2
Bθ

Byi
yi nα `

ĳ

2
pk1q2

k2
Bθ

Byi
yi yj

Bα

Byj
.

(4.29)

Ademais, usando o Teorema de Green no quinto termo do lado esquerdo de (4.28),

segue que

´

ĳ

n
pk1q2

k2
θ yj

Bα

Byj
“

ĳ

n
pk1q2

k2
α

ˆ

θ n `
Bθ

Byj
yj

˙

“

ĳ

n2 pk1q2

k2
θα `

ĳ

n
pk1q2

k2
α

Bθ

Byj
yj.

(4.30)

Substituindo (4.29) e (4.30) em (4.28) e anulando os termos semelhantes, podemos

escrever que

´

ĳ

θ1α1
´

ĳ

n
k1

k
θα1

´

ĳ

k1

k
yi

Bθ

Byi
α1

´

ĳ

θ1 Bα

Byj
yj
k1

k

`

ĳ

Bθ

Byi

Bα

Byi
´

ĳ

2
k1

k
yi

Bθ1

Byi
α ´

ĳ

2n
k1

k
θ1α `

ĳ

pk1q2

k2
yi

Bθ

Byi
α

´

ĳ

k2

k
yi

Bθ

Byi
α `

ĳ

n
pk1q2

k2
θα ´

ĳ

n
k2

k
θα “

ĳ

phα. (4.31)

Usando integração por partes no segundo e terceiro termo do lado esquerdo da equação

acima e o Teorema de Green no quarto termo, obtemos, respectivamente

´

ĳ

n
k1

k
θα1

“

ĳ

nα

„ˆ

k2k ´ pk1q2

k2

˙

θ `
k1

k
θ1

ȷ

“

ĳ

nα
k2

k
θ ´

ĳ

nα
pk1q2

k2
θ `

ĳ

nα
k1

k
θ1, (4.32)
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´

ĳ

k1

k
yi

Bθ

Byi
α1

“

ĳ

yiα

„ˆ

k2k ´ pk1q2

k2

˙

Bθ

Byi
`
k1

k

Bθ1

Byi

ȷ

“

ĳ

yiα
k2

k

Bθ

Byi
´

ĳ

yiα
pk1q2

k2
Bθ

Byi
`

ĳ

yiα
k1

k

Bθ1

Byi
(4.33)

e

´

ĳ

θ1 Bα

Byj
yj
k1

k
“

ĳ

k1

k
α

ˆ

Bθ1

Byj
yj ` θ1n

˙

“

ĳ

k1

k
α

Bθ1

Byj
yj `

ĳ

k1

k
α θ1n. (4.34)

Substituindo (4.32)-(4.34) em (4.31) e anulando os termos semelhantes, temos que

´

ż T

0

pθ1, α1
qL2pΩtq dt `

ż T

0

ppθ, αqqH1
0 pΩtq dt “

ż T

0

pph, αqL2pΩtq dt.

. Já para os dados inciais, desde que

θpy, tq “ k´n
ptqz

ˆ

y

kptq

˙

, (4.35)

para t “ 0,

θ0pyq “ k´n
p0qz0

ˆ

y

kp0q

˙

.

E em (4.4) para t “ 0, vale

θ1pyq “ ´nk´n´1
p0qk1

p0qz0
ˆ

y

kp0q

˙

´ k´n´1
p0qk1

p0qxi
Bz0

Bxi

ˆ

y

kp0q

˙

` k´n
p0qz1

ˆ

y

kp0q

˙

.

Pelo Teorema 2.2 temos z P Cpr0, T s;H1
0 pΩqq X C1pr0, T s;L2pΩqq. Desde que estamos

considerando (4.35), concluímos que

θ P Cpr0, T s;H1
0 pΩtqq e θ1

P Cpr0, T s;L2
pΩtqq.

A recíproca é feita de maneira análoga.

A unicidade da solução do problema (4.13) é uma consequência direta do Teorema 4.1.

Observação 4.1 Temos que

Bz

Bν
px, tq “ kn`1

ptq
Bθ

Bν˚
py, tq.

De fato, a derivada normal é dada por

Bz

Bν
px, tq “ ∇zpx, tq ¨ νpxq, (4.36)
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e de forma similar,
Bθ

Bν˚
py, tq “ ∇θpy, tq ¨ ν˚

py, tq.

De (4.18), ∇z “ kn`1∇θ, e substituindo (4.2) em (4.36) obtemos que

Bz

Bν
px, tq “

`

kn`1
ptq∇θpy, tq

˘

¨ ν˚
py, tq

“ kn`1
ptq p∇θpy, tq ¨ ν˚

py, tqq

“ kn`1
ptq

Bθ

Bν˚
py, tq.

Desde que z P L8p0, T ;H1
0 pΩqq ãÑ L2p0, T ;H1

0 pΩqq, tem-se
Bz

Bxi
P L2p0, T ;L2pΩqq, e

pelo Teorema 2.6,
Bz

Bν
P L2p0, T ;L2pΓqq. Assim, por (4.18) e pela Observação 4.1, podemos

afirmar que
Bθ

Byi
,

Bθ

Bν˚
P L2

p0, T ;L2
pΓtqq. (4.37)

Observação 4.2 Podemos mudar o dado no tempo t “ 0 para t “ T no problema (4.13) e
obter todos os resultados anteriores para a solução w do respectivo problema reverso.

Consideremos o problema
$

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

%

u2 ´ ∆u “ 0 em pQ,

u “ g sobre pΣ,

up¨, 0q “ u0p¨q, u1p¨, 0q “ u1p¨q em Ω0,

(4.38)

com dados

u0 P L2
pΩ0q, u1 P H´1

pΩ0q e g P L2
p0, T ;L2

pΓtqq. (4.39)

Motivados por (4.12) introduzimos a seguinte definição.

Definição 4.2 Dizemos que u P L8p0, T ;L2pΩtqq é uma solução por transposição do pro-
blema (4.38) se u verifica
ż T

0

pu,phqL2pΩtqdt “ xu1, θp0qy ´ pu0, θ1
p0qqL2pΩ0q ´

ż T

0

ż

Γt

ˆ

δij ´
pk1q2yiyj

k2

˙

kn`1 Bθ

Byi
ν˚
j g dΓdt,

para toda ph P L1p0, T ;L2pΩtqq, onde θ é a solução fraca do problema
$

’

’

’

&

’

’

’

%

θ2 ´ ∆θ “ ph em pQ,

θ “ 0 sobre pΣ,

θp¨, T q “ 0, θ1p¨, T q “ 0 em ΩT .
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Teorema 4.2 Seja

upy, tq “ w

ˆ

y

kptq
, t

˙

.

Temos que w é uma solução por transposição do problema (2.128) se, e somente se, u é
uma solução por transposição do problema (4.38). Os dados tu0, u1, gu e tw0, w1, vu estão
relacionados por

u0pyq “ w0

ˆ

y

kptq

˙

, (4.40)

xu1, αy “

B

´
k1p0q

kp0q
xi

Bw0

Bxi
` w1, β

F

, α P H1
0 pΩ0q, (4.41)

αpyq “ k´n
p0qβ

ˆ

y

kp0q

˙

e
gpy, tq “ k´n´1

ptq v

ˆ

y

kptq
, t

˙

. (4.42)

Prova. Suponhamos que w é uma solução por tranposição de (2.128). Desde que Lw “

u2 ´ ∆u “ 0, θ2 ´ ∆θ “ ph, θp¨, T q “ θ1p¨, T q “ 0, up¨, 0q “ u0p¨q e u1p0q “ u1p¨q, podemos

seguir de modo análogo ao realizado para obter (4.12) e escrever que
ż T

0

pu,phqL2pΩtqdt “ xu1, θp0qy ´ pu0, θ1
p0qqL2pΩ0q ´

ż T

0

ż

Γt

ˆ

δij ´
pk1q2yiyj

k2

˙

kn`1 Bθ

Byi
ν˚
j g dΓdt.

Além disso, segue diretamente para os dados iniciais que

u0pyq “ w0

ˆ

y

kptq

˙

e por (4.3) em t “ 0, temos

xu1, αy “

B

´
k1p0q

kp0q
xi

Bw0

Bxi
` w1, k´n

p0qβ

ˆ

y

kp0q

˙

knp0q

F

“

B

´
k1p0q

kp0q
xi

Bw0

Bxi
` w1, β

F

.

A recíproca é feita de maneira análoga.

Pelo Teorema 4.2 a unicidade de solução do problema (4.38) segue, e pelo Teorema 2.9,

que

u P Cpr0, T s;L2
pΩtqq X C1

pr0, T s;H´1
pΩtqq.

Observamos ainda que, para (4.9), temos
ż T

0

ż

Γt

ˆ

δij ´
pk1q2yiyj

k2

˙

kn`1 Bθ

Byi
ν˚
j

Bθ

Bν˚
dΓdt

“

ż T

0

ż

Γ

`

δij ´ pk1
q
2xixj

˘ Bz

Bxi
νj k

´n´1 Bz

Bν
kn´1dΓdt

“

ż T

0

ż

Γ

ˆ

δij ´ pk1q2xixj
k2

˙

Bz

Bxi
νj

Bz

Bν
dΓdt.
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Agora, enunciaremos e provaremos o resultado principal para estabelecer o controle

para o sistema
$

’

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

’

%

u2 ´ ∆u “ 0 em pQ,

u “

$

’

&

’

%

g sobre pΣpx0q,

0 sobre pΣzpΣpx0q,

up¨, 0q “ u0p¨q, u1p¨, 0q “ u1p¨q em Ω0.

(4.43)

Teorema 4.3 Assumimos que as hipóteses (H1)-(H4) são satisfeitas. Seja T ą T0. En-
tão para cada dados tu0, u1u pertencentes a L2pΩ0q ˆ H´1pΩ0q, existe um controle g P

L2p0, T ;L2pΓtqq tal que a solução u do sistema satisfaça

up¨, T q “ 0 e u1
p¨, T q “ 0.

Prova. Vamos considerar o sistema (4.43) em que pQ é construído com T ą T0. Com (4.14)

- (4.16) e (4.39) - (4.41), determinamos, respectivamente, os isomorfismos

G1 : H
1
0 pΩq ˆ L2

pΩq ÝÑ H1
0 pΩ0q ˆ L2

pΩ0q

tz0, z1u ÞÝÑ G1tz0, z1u “ tθ0, θ1u

e

G2 : L
2
pΩq ˆ H´1

pΩq ÝÑ L2
pΩ0q ˆ H´1

pΩ0q

tw0, w1
u ÞÝÑ G2tw

0, w1
u “ tu0, u1u.

Consideremos os operadores

σ : L2
pΩq ˆ H´1

pΩq ÝÑ H´1
pΩq ˆ L2

pΩq

tw0, w1
u ÞÝÑ σtw0, w1

u “

"

w1
´

2k1p0q

kp0q
xi

Bw0

Bxi
,´w0

*

e

Λ : H1
0 pΩq ˆ L2

pΩq ÝÑ H´1
pΩq ˆ L2

pΩq

tz0, z1u ÞÝÑ Λtz0, z1u “

"

w1
p0q ´

2k1p0q

kp0q
xi

Bwp0q

Bxi
,´wp0q

*

,

em que Λ é o isomorfismo definido em (3.7) , isto é, z é uma solução fraca do problema
$

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

%

L˚z “ 0 em Q,

z “ 0 sobre Σ,

zp¨, 0q “ z0p¨q, z1p¨, 0q “ z1p¨q em Ω
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e w solução por transposição do problema
$

’

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

’

%

Lw “ 0 em Q,

w “

$

’

&

’

%

Bz

Bν
sobre Σpx0q

0 sobre ΣzΣpx0q,

wp¨, T q “ 0, w1p¨, T q “ 0 em Ω.

(4.44)

Desde que Λ é um isomorfismo temos que para cada tw1, w0u P H´1pΩq ˆL2pΩq existe

um único tz0, z1u P H1
0 pΩq ˆ L2pΩq tal que

Λtz0, z1u “

"

w1
´

2k1p0q

kp0q
xi

Bw0

Bxi
,´w0

*

. (4.45)

Então, se w é a solução do problema (4.44) construída com tz0, z1u, temos

wp¨, 0q “ w0
p¨q e w1

p¨, 0q “ w1
p¨q.

Com os operadores acima determinamos o isomorfismo

Λ1 “ G1 ˝ Λ´1
˝ σ ˝ G´1

2 ,

ou seja,

Λ1 : L
2
pΩ0q ˆ H´1

pΩ0q ÝÑ H1
0 pΩ0q ˆ L2

pΩ0q

tu0, u1u ÞÝÑ Λ1tu
0, u1u “ tθ0, θ1u. (4.46)

Seja tu0, u1u P L2pΩ0qˆH´1pΩ0q. A partir de (4.46) determinamos tθ0, θ1u. Com esses

dados encontramos a solução fraca θ do problema

$

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

%

θ2 ´ ∆θ “ 0 em pQ,

θ “ 0 sobre pΣ,

θp¨, 0q “ θ0p¨q, θ1p¨, 0q “ θ1p¨q em Ω0,

(4.47)

e com tz0, z1u “ G´1
1 tθ0, θ1u, a solução z do problema

$

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

%

L˚z “ 0 em Q,

z “ 0 sobre Σ,

zp¨, 0q “ z0p¨q, z1p¨, 0q “ z1p¨q em Ω.
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Agora, determinamos a solução por transposição w̃ do problema
$

’

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

’

%

Lw̃ “ 0 em Q,

w̃ “

$

’

&

’

%

Bz

Bν
sobre Σpx0q

0 sobre ΣzΣpx0q,

w̃p¨, 0q “ w0p¨q, w̃1p¨, 0q “ w1p¨q em Ω.

(4.48)

onde tw0, w1u e tz0, z1u são relacionados por (4.45). Temos, da unicidade de solução do

problema (4.48), que w̃ “ w, w solução de (4.44) construída com tz0, z1u. Portanto,

w̃p¨, T q “ 0 e w̃1
p¨, T q “ 0.

Daí, pelo Teorema 4.2, segue que upy, tq “ w̃

ˆ

y

kptq
, t

˙

é a solução por transposição do

problema (4.43) e que satisfaz a condição final

up¨, T q “ 0 e u1
p¨, T q “ 0.

Por fim, pela Observação 4.1, (4.37) e (4.38), temos que o controle g tem a forma

g “
Bθ

Bν˚
,

com θ solução fraca de (4.47).

Observação 4.3 No sistema (4.44) podemos considerar
Bz

BνA
em vez de

Bz

Bν
e obter também a

controlabilidade exata para o sistema (4.43). Por outro lado, como zpx, tq “ knptqθpkptqx, tq,
com y “ kptqx, temos, por (2.7), (4.2) e (4.18), que

Bz

BνA
“ aijpx, tq

Bz

Bxi
px, tq νjpxq

“
δij ´ pk1ptqq2xixj

k2ptq

Bz

Bxi
px, tqνjpxq

“

ˆ

δij ´
pk1ptqq2yiyj

k2ptq

˙

kn´1
ptq

Bθ

Byi
py, tqν˚

j py, tq, (4.49)

e pela Observação 4.1,
Bz

Bν
px, tq “ kn`1

ptq
Bθ

Bν˚
py, tq.

Notamos que o segundo membro de (4.49) possui uma derivada não conhecida da função θ.

Por esta razão, consideramos
Bz

Bν
em vez de

Bz

BνA
em (4.44).
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Observação 4.4 O tempo T0 definido em (2.111) considerado na prova do Teorema 4.3,
como mostramos, é suficiente para assegurar a controlabilidade exata da equação da onda no
domínio não-cilíndrico. Acreditamos que tal tempo seja ótimo, porém, não conhecemos, até
o momento, uma prova que nos permita concluir tal afirmação.

Em contraste, no domínio cilíndrico, o tempo T0 “ 2Rpx0q estabelicido por J. L. Lions
e V. Komornik (ver Observação 2.6) é provadamente ótimo, o que evidencia uma relevante
diferença entre os contextos geométricos.



Apêndice A
Existência e Prolongamento de Soluções
Aproximadas

Nosso objetivo neste apêndice é justificar a existência de soluções para o sistema (PA).

Seja G Ă Rn`1 um aberto e f : G Ñ Rn uma função não necessariamente contínua.

Dizemos que uma função absolutamente contínua xptq definida em algum intervalo da reta

I tal que pxptq, tq P G, @ t P I, é uma solução para o problema

x1
“ fpx, tq (A.1)

se xptq satisfaz (A.1) q.s. em px, tq. Seja px0, t0q P G. Associado a (A.1) e a px0, t0q considere

o sguinte problema de valor inicial
$

’

&

’

%

x1 “ fpx, tq

xpt0q “ x0

(A.2)

Dizemos que uma função f : G Ñ Rn está nas Condições de Carathéodory sobre

G se

(i) fpx, tq é mensurável em t, para cada x fixado;

(ii) fpx, tq é contínua em x, para cada t fixado;

(iii) para cada compacto K de G existe uma função integrável mKptq tal que

}fpx, tq} ď mKptq, @ px, tq P K.

Consideremos o retângulo

R “ tpx, yq P Rn`1; |x ´ x0| ď b e |t ´ t0| ď a, a, b ą 0u.
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Teorema A.1 (Carathéodory): Seja f : R Ñ R nas condições de Carathéodory sobre R,
então existe uma solução xptq de (A.2) sobre algum intervalo |t ´ t0| ď α, α ą 0.

Prova: Ver Medeiros-Rivera [24].

Corolário A.1 Sejam G Ă Rn`1 aberto e f satisfazendo as Condições de Carathéodory
sobre G, então (A.2) tem solução para qualquer px0, t0q P G.

Prova: Ver Medeiros-Rivera [24].

Seja φptq uma solução de (A.1) sobre I e I Ă I1. Diz-se que φptq tem um prolongamento

até I1, se existe φ1ptq solução de (A.1) sobre I1 e φ1ptq “ φptq, @ t P I.

Teorema A.2 (Prolongamento) Sejam G Ă Rn`1 aberto e limitado e f : G Ñ Rn satis-
fazendo as duas primeiras Condições de Carathéodory sobre G e existe uma função integrável
mptq tal que

|fpx, tq| ď mptq, @ px, tq P G.

Seja φ uma solução da equação (A.1) sobre o intervalo sa, br, então

(i) existem φpa`q, φpb´q;

(ii) se pφpb´q, bq P G então φ pode ser prolongado até sa, bδr para algum δ ą 0.
Resultado análogo para a;

(iii) φptq pode ser prolongada até um intervalo pγ, ωq tal que pφpγ`q, γq, pφpω´q, ωq P BG

(BG é a fronteira de G).

Prova: Ver Medeiros-Rivera [24].

Corolário A.2 Sejam G “ U ˆ r0, T s, T ą 0, U “ tx P Rn; |x| ď b, b ą 0u e f nas
condições do Teorema A.2. Seja φptq uma solução de

$

&

%

x1 “ fpx, tq

xpt0q “ x0, |x0| ď b.
(A.3)

Suponhamos que em qualquer intervalo I onde φptq está definida tem-se |φptq| ď M , @ t P I,
M independente de I e M ă b. Então φ pode ser prolongada até r0, T s.

Prova: Ver Medeiros-Rivera [24].

Gostaríamos de utilizar o Corolário acima para garantir que o (PA) possui solução local

no intervalo de 0 ď t ď tm. Para isso, precisamos escrevê-lo como um sistema de EDOs de

primeira ordem e verificar se satisfazem as Condições de Carathéodory.
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Voltemos agora ao nosso problema e recordemos que estamos considerando Vm “

rw1, . . . , wms o espaço gerado pelos m primeiros vetores da base Hilbetiana twjujPN de

H1
0 pΩq X H2pΩq. Queremos encontrar soluções aproximadas do tipo variáveis separáveis

zmpx, tq “

m
ÿ

i“1

gimptqwipxq,

em que os gim’s satisfazem o sistema de EDOs (PA):
$

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

%

pz2
mptq, ξq ` apt, zmptq, ξq `

ˆ

bi
Bz1

mptq

Bxi
, ξ

˙

` pPzm, ξq “ ph, ξq, @ ξ P Vm

zmpx, 0q “ z0m “

m
ÿ

i“1

αiwi Ñ z0 em H1
0 pΩq X H2

pΩq

z1
mpx, 0q “ z1m “

m
ÿ

i“1

ζiwi Ñ z1 em H1
0 pΩq.

Note que podemos escrever

zmpx, tq “

m
ÿ

i“1

gimptqwipxq;

z1
mpx, tq “

m
ÿ

i“1

g1
imptqwipxq;

z2
mpx, tq “

m
ÿ

i“1

g2
imptqwipxq.

Agora, fazendo ξ “ wjpxq e substituindo as três igualdades acima em (PA)1, temos

˜

m
ÿ

i“1

g2
imwi, wj

¸

` a

˜

t,
m
ÿ

i“1

gimwi, wj

¸

`

˜

bi

m
ÿ

i“1

g1
im

Bwi

Bxi
, wj

¸

`

˜

P

˜

m
ÿ

i“1

gimwi

¸

, wj

¸

“ ph,wjq, (A.4)

com j “ 1, ¨ ¨ ¨ ,m. Denotemos por

Fm
i ptq “

˜

bi

m
ÿ

i“1

g1
im

Bwi

Bxi
, wj

¸

`

˜

P

˜

m
ÿ

i“1

gimwi

¸

, wj

¸

´ ph,wjq

e usemos o fato de que

a

˜

t,
m
ÿ

i“1

gimwi, wj

¸

“

m
ÿ

i“1

gim a pt, wi, wjq .

para reescrever (A.4) da forma
m
ÿ

i“1

g2
im pwi, wjq `

m
ÿ

i“1

gim a pt, wi, wjq ` Fm
i “ 0. (A.5)
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Considerando as matrizes

W “ pwijq, com wij “ pwi, wjq,

A “ pãijq, com ãij “ apt, wi, wjq,

y “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

g1mptq

g2mptq
...

gmmptq

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

e F “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

Fm
1 ptq

Fm
2 ptq
...

Fm
m ptq

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

,

o sistema (PA) se transforma em

$

’

&

’

%

Wy2 ` Ay ` Fipt, y, y
1q “ 0

yp0q “ y0, y1p0q “ y1.

(A.6)

Agora, considerando

Xptq “

¨

˝

yptq

y1ptq

˛

‚,

segue que

X 1
ptq “

¨

˝

y1ptq

y2ptq

˛

‚“

¨

˝

y1ptq

´Ay ´ Fipt, y, y
1q

˛

‚,

ou seja,

X 1
ptq “

¨

˝

y1ptq

´Ay

˛

‚`

¨

˝

0

´Fipt, y, y
1q

˛

‚

“

¨

˝

0 I

´A 0

˛

‚

¨

˝

yptq

y1ptq

˛

‚`

¨

˝

0

´Fipt, y, y
1q

˛

‚,

em que I é a matriz identidade mˆm, 0 é a matriz nula e 0 é a matriz nula mˆ 1. Sejam,

G1pt, xq “

¨

˝

0 I

´A 0

˛

‚X e G2px, tq “

¨

˝

0

´Fi

˛

‚.

Então, encontrar solução para o sistema (A.6) é equivalente a resolver o sistema
$

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

%

X 1 “ G1pt,Xq ` G2pt,Xq

Xp0q “

¨

˚

˝

y0

y1

˛

‹

‚

“ X0.
(A.7)
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Mostramos que o sistema (A.7) está nas Condições de Carathéodory. De fato, seja

r0, T s ˆ U , onde U “ tx P R2m; }x} ď bu, b ą 0. Então,

• Fixando X, temos que G1pt,Xq é mensurável, pois A é contínua, definida em r0, T s

(usamos o fato de que aij P C1pQq) e G2pt,Xq é mensurável, pois h P L1p0, T, L2pΩqq,

bi, c, d, f P W 1,8p0, T ;L8pΩqq e wj P H1
0 pΩq X H2pΩq, que são espaços de funções

mensuráveis.

• Fixando t, é possível observar que G1pt,Xq é contínua pois A o é, e também

G2pt,Xq “ γ1pt,XqP2pXq ` γ2pt,XqP1pXq ´ ph,wjq,

em que ph,wjq é constante em relação a X e γ1 e γ2 são funções contínuas. Logo,

G2pt,Xq é contínua e, consequentemente, G1pt,Xq ` G2pt,Xq é contínua.

• Como X varia em U , então todas as entradas de G1pt,Xq são limitadas por uma

mesma constante que não dependem de t ou X. As entradas de G2pt,Xq são funções

integráveis em r0, T s, pois as m primeiras entradas são nulas e as m últimas são, em

valor absoluto, iguais a

|Fi| “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

˜

bi

m
ÿ

i“1

g1
im

Bwi

Bxi
, wj

¸

`

˜

P

˜

m
ÿ

i“1

gimwi

¸

, wj

¸

´ ph,wjq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď C1|h| ` C2C1K ` C3C2K ,

em que C1, C1K e C2K são constantes que não dependem de t ou X, mas apenas das

normas das funções da base e dos coeficientes aij, bi, di, c e f . Assim,

}G2pt,Xq}R2m ď mKptq, @ pt,Xq P r0, T s ˆ U ,

com mKptq “ C4|h| ` C5. Logo,

}G1pt,Xq ` G2pt,Xq}R2m ď C ` mKptq, @ pt,Xq P r0, T s ˆ U .

Desde que h P L1p0, T ;L2pΩqq, temos
ż T

0

mKptq dt ď C4

ż T

0

|h| dt ` TC5 ă 8.

Assim, mKptq é integrável.

Portanto, pelo Corolário A.1 concluimos que (PA) possui solução local no intervalo de

0 ď t ď tm ă T .



Apêndice B
Espaços em Domíno Não-Cilíndrico

Neste apêndice, apresentamos a caracterização dos espaços de funções definidos sobre o

domínio não-cilíndrico Ωt. Essa caracterização é fundamental para o desenvolvimento teórico

empregado no Capítulo 4.

Seja u : pQ Ñ R uma função tal que

upy, tq “ k´n
ptq ξ

ˆ

y

kptq
, t

˙

, ξ P Lp
p0, T ;Wm,q

0 pΩqq. (B.1)

Derivando a equação acima, obtemos que

Dyupy, tq “ Dy

”

k´n
ptqξ

´y

k
, t
¯ı

“ k´n
ptqDxξpx, tq

1

kptq

“ k´n´1
ptqDxξpx, tq.

Dessa forma, para a m-ésima derivada, desde que kptq ą 0, vale

|Dm
y upy, tq| “ k´n´m

ptq|Dm
x ξpx, tq|,

e para 1 ď q ă 8, temos

|Dm
y upy, tq|

q
“ k´nq´mq

ptq|Dm
x ξpx, tq|

q.

Perceba ainda que a matriz Jacobiana da mudança de variável y “ kptqx é dada por

J “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

By1
Bx1

By1
Bx2

¨ ¨ ¨
By1
Bxn

By2
Bx1

By2
Bx2

¨ ¨ ¨
By2
Bxn

...
... . . . ...

Byn
Bx1

Byn
Bx2

¨ ¨ ¨
Byn
Bxn

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

“

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

k 0 ¨ ¨ ¨ 0

0 k ¨ ¨ ¨ 0
...

... . . . ...

0 0 ¨ ¨ ¨ k

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

.
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Logo, detpJq “ knptq. Assim, pelo Teorema da Mudança de Variáveis, dy “ | detpJq| dx, isto

é, dy “ knptqdx. Dessa forma,

ˆ
ż

Ωt

|Dm
y upy, tq|

q dy

˙
1
q

“

ˆ
ż

Ω

k´nq´mq
ptq|Dm

x ξpx, tq|
qkn dx

˙
1
q

“

ˆ

k´nq´mq`n
ptq

ż

Ω

|Dm
x ξpx, tq|

q dx

˙
1
q

“ k
n
q

´m´n
ptq

ˆ
ż

Ω

|Dm
x ξpx, tq|

q dx

˙
1
q

,

ou seja,

}Dm
y uptq}LqpΩtq “ k

n
q

´m´n
ptq}Dm

x ξptq}LqpΩq.

Temos que uptq P Wm,q
0 pΩtq q.s. em p0, T q e

}uptq}Wm,q
0 pΩtq “ k

n
q

´m´n
ptq}ξptq}Wm,q

0 pΩq.

Desde que a função k é limitada inferiormente e superiormente, existem constantes C3

e C4 (que aqui denotam constantes genéricas) tais que

C3}ξptq}Wm,q
0 pΩq ď }uptq}Wm,q

0 pΩtq ď C4}ξptq}Wm,q
0 pΩq. (B.2)

Denotemos por Lpp0, T ;Wm,q
0 pΩtqq (1 ď p ď 8, 1 ď q ă 8, m não negativo) o espaço

da classe de funções u : pQ Ñ R tal que existe ξ P Lpp0, T ;Wm,q
0 pΩqq verificando (B.1),

equipado com a norma

}u}Lpp0,T ;Wm,q
0 pΩtqq “

ˆ
ż T

0

}uptq}
p
Wm,q

0 pΩtq
dt

˙

1
p

, 1 ď p ă 8

}u}L8p0,T ;Wm,q
0 pΩtqq “ sup ess

tPp0,T q

}uptq}Wm,q
0 pΩtq.

Por (B.2), o espaço X “ Lpp0, T ;Wm,q
0 pΩtqq é um espaço de Banach e a aplicação linear

U : Lpp0, T ;Wm,q
0 pΩqq ÝÑ X

ξ ÞÝÑ Uξ “ u
(B.3)

é um isomorfismo. De fato, a sobrejetividade de U é garantida pela definição do espaço,

pois para u P X, existe ξ P Lpp0, T ;Wm,q
0 pΩqq que satisfaz (B.1). Além disso, suponha que

Uξ “ 0, então k´nξpx, tq “ 0. Como k ą 0, tem-se ξpx, tq “ 0. Logo, KerpUq “ t0u e U é

injetiva. Por (B.2) e pela Proposição 1.2, segue que U é um isomorfismo.
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Escrevemos Cpr0, T s;Wm,q
0 pΩtqq para denotar o subespaço fechado de L8p0, T ;Wm,q

0 pΩtqq

constituído pelas funções u cuja correspondente ξ dada por (B.1) pertencente a Cpr0, T s;Wm,q
0 pΩqq.

O espaço dual de X “ Lpp0, T ;H1
0 pΩtqq será identificado como Lp1

p0, T ;H´1pΩtqq, com

1 ď p ă 8,
1

p
`

1

p1
“ 1. No que segue, caracterizaremos esse espaço dual.

Consideremos Y “ Lpp0, T ;H1
0 pΩqq e a aplicação definida em (B.3). Sabemos que

U : Y Ñ X é um isomorfismo linear. Portanto, o operador adjunto U˚ torna o dual X 1 no

dual Y 1, ou seja, U˚ : X 1 ÝÑ Y 1. Assim, para todo S P X 1, vale

xS, uyX 1,X “ xS,UξyX 1,X “ xU˚S, ξyY 1,Y , @ ξ P Y.

Seja R “ U˚S P Y 1. Para cada S P X 1, existe único R P Y 1 “ Lpp0, T ;H´1pΩqq tal que

xS, uyX 1,X “ xR, ξyY 1,Y , ξ “ U´1u.

Desde que

}S} “ sup
uPX
u‰0

|xS, uy|

}u}X
“ sup

ξPY
ξ‰0

|xR, ξy|

}u}X
.

temos que (B.2) implica que

}S} ď sup
ξPY

|xR, ξy|

C4}ξ}Y
“

1

C4

}R} “ C4}R}

e de modo análogo,

}S} ě C3}R},

ou seja,

C3}R} ď }S} ď C4}R}. (B.4)

Por outro lado, com R definimos o operador P ptq, t P p0, T q, como sendo

xP ptq, αyH´1pΩtq, H1
0 pΩtq “ xRptq, βyH´1pΩq, H1

0 pΩq,

para α P H1
0 pΩtq e βpxq “ knptqαpkptqxq. Perceba que vale, por (B.2), que

C3}β}H1
0 pΩq ď }α}H1

0 pΩtq ď C4}β}H1
0 pΩq.

De modo análogo ao realizado para obter (B.4), obtemos

C3}Rptq}H´1pΩq ď }P ptq}H´1pΩtq ď C4}Rptq}H´1pΩq.

Identificando S com R e R com P , obtemos que o espaço Lp1

p0, T ;H´1pΩtqq é constituído

pelos funcionais S tais que
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• S : p0, T q ÝÑ H´1pΩtq, S mensurável;

• Existe R P Lp1

p0, T ;H´1pΩqq satisfazendo xSptq, αy “ xRptq, βy q.s. em p0, T q, com

βpxq “ knptqαpkptqxq,

e a norma é dada por

}S}Lp1
p0,T ;H´1pΩtqq “

ˆ
ż T

0

}Sptq}
p1

H´1pΩtq
dt

˙

1
p1

, 1 ď p1
ă 8

}S}L8p0,T ;H´1pΩtqq “ sup ess
tPp0,T q

}Sptq}H´1pΩtq.

O espaço Cpr0, T s;H´1pΩtqq será definido como subespaço fechado de L8p0, T ;H´1pΩtqq

constituído pelos funcionais S tais que o correspondente R pertence a Cpr0, T s;H´1pΩqq.

Seja u : pQ Ñ R uma função tal que

upy, tq “ w

ˆ

y

kptq
, t

˙

, w : Q Ñ R,

então,

u1
py, tq “ ´

k1ptq

kptq
xi

Bw

Bxi

ˆ

y

kptq
, t

˙

` w1

ˆ

y

kptq
, t

˙

. (B.5)

Seja u P Lpp0, T ;L2pΩtqq, 1 ď p ď 8, tal que ξ1 P Lpp0, T ;H´1pΩqq, onde Uξ “ u.

Agora, seja w “ k´nξ, isto é,

upy, tq “ k´n
ptqξ

ˆ

y

kptq
, t

˙

“ w

ˆ

y

kptq
, t

˙

.

Então w P Lpp0, T ;L2pΩqq e w1 P Lpp0, T ;H´1pΩqq. Por (B.5), temos

xu1
ptq, αy “

ż

Ωt

u1
py, tqαpyq dy

“

ż

Ω

ˆ

´
k1ptq

kptq
xi

Bw

Bxi
` w1

˙

αpkptqxq knptq dx

“

B

´
k1ptq

kptq
xi

Bw

Bxi
` w1, β

F

,

com α P H1
0 pΩtq e βpxq “ knptqαpkptqxq. Daí, u1 P Lpp0, T ;H´1pΩtqq.

Em particular, se u P Lpp0, T ;H1
0 pΩtqq e u1 P Lpp0, T ;L2pΩqq então

pu1
ptq, αqL2pΩtq “

ˆ

´
k1ptq

kptq
xi

Bw

Bxi
` w1, β

˙

L2pΩq

com α P L2pΩtq. Assim, u1 P Lpp0, T ;L2pΩtqq.
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Denotemos por L2p0, T ;L2pΓtqq o espaço de Hilbert de funções g : pΣ Ñ R tais que

existe v P L2p0, T ;L2pΓqq verificando

gpy, tq “ k´n´1
ptq v

ˆ

y

kptq
, t

˙

,

equipado com o produto interno

pg, pgqL2p0,T ;L2pΓtqq
“

ż T

0

pgptq, pgptqqL2pΓtq
dt.
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