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“Mesmo em dominios irrequlares, a harmonia matemadtica
persiste, e nela revela-se a arte da controlabilidade: agir apenas

onde se pode, e ainda assim dominar o que se propaga.”



Resumo

Neste trabalho, investigamos o problema da controlabilidade exata para a equacao
W' —Au=0 em Q, (1)

onde @ é um dominio nao cilindrico de R™*!. Para contornar os desafios impostos pela
geometria nao cilindrica, realizamos uma mudanca de varidveis apropriada, que nos permite
transformar o problema (1) em um problema equivalente em um dominio cilindrico. Assim,

estudamos a controlabilidade exata da equacao

_Z (%It ) Zb ;ct +26,xt —O em (),

hj= 1
onde @ = Q x (0,7) é um cilindro, com < R" um dominio limitado. Os resultados de boa
colocagao foram estabelecidos via método de Galerkin, garantindo existéncia e unicidade de
solugoes. Em seguida, estudamos a controlabilidade exata utilizando o Método da Unicidade
de Hilbert (HUM) e, por fim, demonstramos a equivaléncia entre os sistemas, o que assegura
que os resultados de controlabilidade obtidos no cilindro se estendem de forma rigorosa ao

dominio nao-cilindrico Q).

Palavras-chave: Equacao da onda; Dominio nao-cilindrico; Controlabilidade exata.
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Abstract

In this work, we investigate the problem of exact controllability for the equation
W' —Au=0 in Q, (2)

where @ is a non-cylindrical domain of R"*!. To overcome the challenges imposed by the
non-cylindrical geometry, we perform an appropriate change of variables, which allows us to
transform problem (2) into an equivalent problem in a cylindrical domain. Thus, we study

the exact controllability of the equation

_Z (Clth ) Zb .Tt +Zﬁzxt _0 in Q7

b,j= 1
where Q = Q x (0,7) is a cylinder, with Q@ < R™ a bounded domain. The well-posedness
results are established via the Galerkin method, ensuring existence and uniqueness of soluti-
ons. In this setting, we study the exact controllability using the Hilbert Uniqueness Method
(HUM) and, finally, demonstrate the equivalence between these systems, which ensures that
the controllability results obtained in the cylinder extend rigorously to the non-cylindrical

domain @

Key Words: Wave equation; Non-cylindrical domain; Exact controllability.
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Notacoes e simbologias

e (-,-) denota o produto interno em L?(£2).

e |- | denota a norma em L?(2).

e ((+,-)) denota o produto interno em H; ().
e | - | denota a norma em Hg(Q).

e (-,-» quando nao especificado, denota diferentes pares de dualidade.

oo (L

or, O0xy Oxy,

) denota o gradiente da fungao f.

o Af = Z &_J; denota o operador Laplaciano da funcao f.
€Ts
i=1 "
e (.5. - quase sempre.

— denota uma imersao continua.

C . ~
— denota imersao compacta.

0
o/ = p denota a derivada em relagdo a variavel t (tempo).

— denota convergéncia forte.

— denota convergéncia fraca.

* N .
— denota convergéncia fraca—x.

e D(f) denota o dominio da fungao f.

e C(I,X)={f:1— X|f écontinua em X}, em que I < R é aberto e X é um espago de

Banach.
e O, X)={f: I —X|fWeC(,X),k=0,...,m}.

e C I, X)={f:1— X|feC™(,X)e f™é&Hoslder Continua com expoente a}.
Seja a € (0,1]. Uma funcado f : I — X ¢ dita Holder Continua com expoente « se existir

uma constante real C' tal que
1f(t) = f9)llx <Clt—s|% Vtsel.

e (P); denota a equagao j do problema P.



Introducao

O termo controle permite duas interpretacoes: a de verificacao e a de acao. Na primeira,
controlar significa observar e garantir que um sistema se comporte de forma satisfatoria; na
segunda, implica intervir para ajustar o sistema e fazé-lo funcionar conforme o desejado.
Essa nocao de controlar é muito anterior a sua formalizagao matemaética, estando presente
tanto nas praticas humanas quanto na prépria natureza.

Ao longo da historia, é possivel identificar préaticas que evidenciam o principio funda-
mental da Teoria de Controle: o ajuste do comportamento de um sistema para atingir um
estado pretendido. Como exemplificado em [9], na Mesopotamia, ha mais de 2000 anos antes
de Cristo, o manejo de sistemas de irrigacao (Figura 1) exigia técnicas de controle precisas.
J&4 na Roma Antiga, sistemas de valvulas eram utilizados para regular o fluxo de agua nos
arquedutos (Figura 1), demonstrando uma forma primitiva de controle automatico. Essas
praticas marcaram o inicio de uma longa busca pela compreensao cientifica dos mecanismos
de controle.

Com o avango da ciéncia, no final do século XVII, surgiram desenvolvimentos decisivos.
Ch. Huygens e R. Hooke estudaram o movimento do péndulo, buscando controlar suas
oscilagoes para medir o tempo com precisao, o que teve grande impacto na navegacao. Mais
tarde, o principio de autorregulagao foi explorado em mecanismos como os moinhos de vento
e, especialmente, na maquina a vapor de James Watt, que usava um regulador centrifugo
(Figura 1) para manter constante a velocidade do sistema. Esse dispositivo inspirou anéalises
matemaéticas fundamentais no periodo da Revolucao Industrial entre os séculos XVIII e XIX,
como as de G. Airy e, posteriormente, de J.C. Maxwell, que em 1868 formulou as primeiras
descri¢coes matematicas rigorosas, onde alguns dos comportamentos erraticos encontrados na

maquina a vapor foram descritos e alguns mecanismos de controle foram propostos.



Figura 1: Sistemas de irragacao na Mesopotamia, arquedutos romanos e regulador centri-

fugo, respectivamente.

Com o decorrer dos anos, as ideias centrais da Teoria de Controle ganharam um impacto
notavel. Nos anos vinte, a preferéncia de engenheiros por técnicas de controle continuo,
semiautomético ou automaéatico impulsionou o reconhecimento da Engenharia de Controle
como uma disciplina de destaque. Ao fim da década de trinta, dois métodos e abordagens
diferentes estavam disponiveis: um baseado no uso de Equacoes Diferenciais e outro, de
natureza frequencial, desenvolvido pelo matemético francés Joseph Fourier. Apos 1960,
esses métodos passaram a ser considerados parte da Teoria de Controle “classica’”.

Hoje em dia, gracas aos trabalhos de mateméticos como R. Bellman, H. Fattorini, R.
Kalman, J.-L. Lions, L. Potryagin e D.L. Russell, e muitos outros, a Teoria de Controle é
um rico ramo interdisciplinar da matematica, com aplicagoes em areas como Engenharia,
Biologia, Economia e Medicina. Para mais detalhes ver, por exemplo, [9], [34] e [35].

Quanto a controlabilidade de Equagoes Diferenciais Parciais (EDP), o tema teve desen-
volvimento intenso nas ultimas décadas, embora conceitos relacionados ja existissem antes.
Em 1965, L. Markus [19] introduziu o conceito de controlabilidade para sistemas descritos
por Equagoes Diferenciais Ordinarias (EDO). Na teoria de EDP, um impulso decisivo veio
em 1973 e 1978 com os trabalhos de D.L. Russel [31] e [32], que organizaram e destacaram
os resultados mais relevantes até entao, muitos dos quais se relacionavam com técnicas de
multiplicadores e com a anélise de Fourier ndo-harmoénica. Em 1988, J.-L. Lions [13], [15]
introduziu o Método de Unicidade Hilbertiana (HUM), um método sistematico e construtivo
que reduz a questao da controlabilidade exata de sistemas lineares a continuacao tnica e a
obtencao de uma desigualdade inversa (também chamada desigualdade de observabilidade,
atribuida a L.F. Ho em [11]). A partir do HUM foram obtidos intmeros resultados ¢ des-

cobertas significativas para a controlabilidade de EDP, as quais compoem a base tedrica da



presente dissertacgao.

Em termos matematicos, de forma breve, para compreendermos um problema de con-
trole, supomos que queremos obter um bom comportamento de um sistema fisico governado
pela equagao de estado

Aly) = f(v). (3)
Aqui, y é o estado, a incognita do sistema que pretendemos controlar, pertencente a um es-
paco vetorial Y e v é o controle. Tal controle pertencera ao conjunto de controles admissiveis
Upg. Assumamos que A: D(A)cY — Y e f:U,g —> Y sdo duas aplicagoes (lineares ou
nao lineares) dadas. O operador A determina a equagao que deve ser satisfeita pela variavel
de estado y, de acordo com as leis da Fisica. A funcao f indica a maneira como o controle
v atua no sistema que governa o estado.

Para simplificar, assumamos ainda que, para cada v € U,q, a equagao de estado (3)
possui exatamente uma solu¢do y = y(v) em Y. Entéo, de maneira concisa, controlar (3) é
encontrar v € Uy, tal que a solugdo de (3) se aproxime de um estado desejado.

Neste trabalho, nos dedicamos ao estudo de algumas propriedades (existéncia, unici-
dade, regularidade e controlabilidade) da Equagao da Onda. Esta equagao ocupa um papel
central, pois além de ser a EDP hiperbolica mais representativa ela serve para modelar feno-
menos fisicos fundamentais, como pequenas vibragoes de corpos elasticos, propagacao do
som e certos modelos da mecénica quantica. Sua relevancia para a teoria da controlabili-
dade decorre tanto das aplicagoes quanto das propriedades matematicas que ela exibe.

Em particular, estudamos a controlabilidade exata para a Equacao da Onda em um

dominio nao-cilindrico ) = R™*!. Assim, consideramos o seguinte sistema

-

W' — Au=0em Q,
 u = g sobre f], (4)

u(-,0) = u°(-),u'(-,0) = u'(-) em Qq,

\

em que u = u(y,t) é o estado e g = g(y,t) é o controle que atua no sistema através da
fronteira lateral 3. O problema de controlabilidade que buscamos resolver consiste em exibir
um controle g em um espago adequado de tal forma que a solu¢do u do sistema (4) alcange

o equilibrio no instante T', ou seja, tal que a solugdo u do sistema (4) satisfaga

u(,T,9) =0 e u'(,T,g9)=0.



Para resolver este problema, nossa abordagem consiste, primeiramente, em transformar
(4) utilizando uma mudanga de variaveis adequada, em um sistema definido em um dominio
cilindrico. Assim, estudamos a controlabilidade exata para o sistema

—Z <ath ) Zb xt Zﬁi(x,t)%zoemQ,
i=1 v

,Jl

w=wv sobre X,

w('70) = w()(')vw/('vo) = wl('> em €2,

em que €2 ¢ um dominio limitado do R™ com fronteira regular I' e @ = Q x (0,7) o cilindro
com fronteira lateral 3 = I" x (0,T'). Para controlabilidade exata de (5) utilizamos o Método
de Unicidade Hilbertiana (HUM).

A existéncia de solucoes para o problema de valor de contorno inicial da Equagao da
Onda nao linear em dominios nao-cilindricos gerais @ foi estudada, entre outros autores, por
J.-L. Lions [17], L. A. Medeiros [20], quando @ é crescente, e por C. Bardos e J. Cooper [3],
quando @ ¢ do tipo-tempo. O caso linear foi tratado por J. Sikorav [36], quando @ é do
tipo-tempo. Ele utilizou ferramentas da Topologia Diferencial. O controle interno exato
para a equagao da onda em dominios nao cilindricos foi tratado por C. Bardos e G. Cheng
[2]. Os autores usaram invariantes de energia para estudar as estimativas de crescimento e
decaimento de solucoes da equacao da onda em um dominio nao-cilindrico e, a partir dafi,
estabeleceram condigoes suficientes para garantir a controlabilidade exata (de parametros
distribuidos) da equagao da onda.

No que se refere a controlabilidade exata para o sistema (5), notamos que o caso
a;; = 6;;a(t), by = f; = 0, foi estudado por J.-L. Lions [14] e J.M. Rivera [30], e o caso
a;; = 0;;a(x), by = B; = 0, por E. Zuazua [38]. Além diss?, R. Fuentes [10] analisou a

situacao b; = B; = 0. Observamos que a presenga do termo em (5) gera desafios técnicos

significativos, tornando a abordagem deste trabalho distinta (ias apresentadas acima.
Enquanto a teoria de controle para a equacao da onda em dominios cilindricos ¢ bem
estabelecida (ver |28]), muitos problemas fisicos envolvem meios cujas fronteiras evoluem
temporalmente. Este trabalho busca, tomando como base os resultados apresentados por
J.-L. Lions [13], [15] e M.M. Miranda [25]- [27], estender essa teoria para uma classe mais

geral de dominios, aproximando-se assim de uma gama mais ampla de aplicagoes.

Esta dissertacao esta organizada da seguinte forma:



No Capitulo 1, introduzimos os conceitos e resultados matematicos fundamentais que
servirao de base para o restante do trabalho. Apresentamos os principais espacos funcionais
utilizados, como os espacos de Sobolev e de Lebesgue, bem como alguns resultados classicos
da Anélise Funcional. Ainda neste capitulo, fazemos uma breve introducao a Teoria de
Controle, na qual discutimos as nogoes de controlabilidade exata, aproximada, nula e exata
para trajetorias, que ajudam a compreender o problema de controlabilidade a ser estudado.

Ja no Capitulo 2, realizamos a formulacao matematica do problema de controlabili-
dade para a equacao da onda em um dominio nao-cilindrico. A partir de uma mudanca de
variaveis conveniente, passamos a trabalhar com o sistema equivalente (5) em um dominio
cilindrico fixo. Provamos a existéncia, unicidade e regularidade de solugoes forte, fraca e
ultra-fraca para o sistema adjunto associado ao sistema (5). Usamos o Método de Faedo-
Galerkin para provar a existéncia de solugao forte. A solugao fraca é obtida como limite de
uma sequéncia de solugoes fortes. Ademais, provamos as Desigualdades Direta e Inversa para
esta solucao fraca, e o Método da Transposicao é usado para definir a solucao ultra-fraca.

No Capitulo 3, estudamos a controlabilidade exata do sistema (5). O controle é consi-
derado atuando apenas em uma parte da fronteira, o que caracteriza um controle localizado
e remete a ideia de otimizag¢ao e minimizacao de custos. O resultado principal é obtido por
meio do HUM, que estabelece a equivaléncia entre o problema de controle e o problema
adjunto. Sob hipoteses adequadas, demonstramos que o sistema é exatamente controlavel
em um tempo suficientemente grande.

No Capitulo 4, tratamos da equivaléncia entre a controlabilidade obtida no dominio
cilindrico e a correspondente no dominio nao-cilindrico original. Por meio da transformacao
inversa de variaveis, mostramos que os resultados de controlabilidade estabelecidos para
(5) estendem-se de maneira rigorosa a (4), concluindo assim a demonstra¢ao do resultado
principal desta dissertacao.

Por fim, no Apéndice A, apresentamos o resultado que nos garante a existéncia
e prolongamento de solucoes aproximadas, e é parte essencial & obtengao da solugao forte
estudada no Capitulo 2. J4 no Apéndice B, formalizamos os espagos funcionais definidos em
dominios nao-cilindricos. Esses espacos sao essenciais para garantir a validade matematica

da equivaléncia de controlabilidade demonstrada no Capitulo 4.



Capitulo

Preliminares

Neste capitulo daremos algumas defini¢oes e resultados essenciais a continuidade do

trabalho.

1.1 Espacos funcionais

Dados €2 € R™ um aberto e uma fung¢ao continua f : 2 — R, define-se suporte de f, e
denota-se por supp(f), o fecho em Q do conjunto {x € Q; f (z) # 0}. Assim, supp(f) é um
subconjunto fechado de 2.

Uma n-upla de inteiros ndo negativos o = (ay, ..., ;) € denominada de multi-indice e
sua ordem é definida por |a| = a; + ... + .

Representa-se por D* o operador de derivagao de ordem |af, isto é,

olel
Da - a—.
ox}t...0xon
Para a = (0,0, ...,0), define-se D°u = u, para toda fungao u.
Por CF° (2) denota-se o espago vetorial, com as operagoes usuais, das fungdes infinita-

mente diferenciaveis definidas, e com suporte compacto, em §2.

Um exemplo classico de uma fungao de C° (2) é dado por

Exemplo 1.1 Seja Q < R™ um aberto tal que By (0) = {x € R"; ||z|| < 1} compactamente
contido em 2. Consideremos f : Q) — R, tal que
_ 1
f(z) = elel*=1 se |z| <1
0, se |z| =1
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n 2
onde v = (1, xa, ..., T,) €|z|| = (fo) ¢ a norma euclidiana de x. Temos que f e C* (Q)
i=1

e supp(f) = By (0) é compacto, isto €, f e Cy ().

Definicao 1.1 Diz-se que uma sequéncia (¢y,),. em Cy () converge para ¢ em Ci (),

quando forem satisfeitas as sequintes condicoes:
(i) Existe um compacto K de Q tal que supp(p) < K e supp(¢,) < K, VneN,

(ii) D%p, — D%p uniformemente em K, para todo multi-indice «.

Observagao 1.1 E possivel (ver Schwartz [33]) dotar CL (Q) com uma topologia de forma

que a nocao de convergéncia nessa topologia coincida com a dada pela Defini¢do 1.1.

O espago C° (£2), munido da convergéncia acima definida, serd denotado por D (Q2) e
denominado de Espaco das Funcoes Testes sobre 2.

Uma distribuic@o (escalar) sobre © ¢ todo funcional linear continuo sobre D (€2) . Mais
precisamente, uma distribui¢do sobre {2 é um funcional 7' : D (Q2) — R satisfazendo as

seguintes condigoes:

(i) T(ap+p) =aT (p) + BT (¥),Va,eReVp, ¢ eD(Q),

(it) T é continua, isto é, se (@), converge para ¢, em D (Q) , entdo (T (py)),,y converge

para T (¢), em R.

E comum denotar o valor da distribuicdo 7' em ¢ por (T, ©).

O conjunto de todas as distribui¢oes sobre {2 com as operagoes usuais é um espaco
vetorial, o qual representa-se por D’ (2).

Os seguintes exemplos de distribui¢oes escalares desempenham um papel fundamental

na teoria.

Exemplo 1.2 Sejaue L}, (Q). O funcional T, : D () — R, definido por

loc

(T ) = ju (2) o () da,

¢ uma distribui¢ao sobre Q0 univocamente determinada por u (ver Medeiros-Miranda [22]).

Por esta razao, identifica-se u a distribui¢ao T, por ela definida e, desta forma, L}, () serd

identificado a wma parte (propria) de D' (Q) .
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Exemplo 1.3 Consideremos 0 € Q e o funcional 6y : D (Q2) — R, definido por

00,9 = ¢ (0).

Em [22], vé-se que 0y € uma distribui¢ao sobre Q2. Além disso, mostra-se que &y nao € definido

por uma fungao de L} . ().

loc

Definig¢ao 1.2 Diz-se que uma sequéncia (T,),.y em D' () converge para T em D’ (),

quando a sequéncia numérica ((T,,, p)),cn convergir para {T,p) em R, para toda ¢ € D ().

Definicao 1.3 Sejam T uma distribuicao sobre e o um multi-indice. A derivada DT

(no sentido das distribui¢oes) de ordem |a| de T € o funcional definido em D () por
(DT, ) = (~1)"UT, D), VpeD(Q).

Observagao 1.2 Decorre da Defini¢cao 1.3 que cada distribuicao T sobre €2 possui deriwadas

de todas as ordens.

Observacao 1.3 DT ¢é uma distribui¢ao sobre Q, onde T' € D' (Q2). De fato, vé-se facil-
mente que DT € linear. Agora, para a continuidade, consideremos (¢n,), . convergindo para
@ em D (). Assim, |[{D*T, p,) — (DT, )| < (T, D%p,, — D*¢)| — 0, quando n — 0.

Observagao 1.4 Vé-se em Medeiros-Rivera [2/] que a aplicagao D* : D' (2) — D' () tal

que T — DT € linear e continua no sentido da convergéncia definida em D' (£2) .

Dado um numero inteiro m > 0, por W™P (), 1 < p < o, representa-se o espago de
Sobolev de ordem m, sobre 2, das (classes de) fungoes u € LP () tais que D € L (),
para todo multi-indice «, com |a| < m. W™P ()) é um espago vetorial, qualquer que seja
1<p<co.

Munido das normas

3 =

[ullyms) = 2 J |D (x)[Pdx | , quando 1 < p < o0

lal<m Q

|wllyyrmoe ) = Z sup ess | D% ()|, quando p = o,

la]<m e

os espagos de sobolev W™P (§2) sao espagos de Banach (vide Medeiros-Rivera [24]).

Observagao 1.5 Quando p = 2, o espago W™?2(Q) ¢ denotado por H™ (), o qual munido
do produto interno
(0, 0) gy = > L D*u () D0 () da
lo]<m

€ um espacgo de Hilbert.
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Dado um espago de Banach X, denotaremos por L? (0,7; X), 1 < p < o0, 0 espago de
Banach das (classes de) fungoes u, definidas em (0,7") com valores em X, que sao fortemente

mensuraveis e ||u (¢)[% ¢ integravel a Lebesgue em (0,7), com a norma

T , :
mmmjxy:(ﬁwaﬂxﬁ)

Por L* (0,T; X) representa-se o espaco de Banach das (classes de) fungoes u, definidas em
(0,T") com valores em X, que sdo fortemente mensuraveis e |u (t)| y possui supremo essencial
finito em (0,7), com a norma

HUHLOO(O,T;X) = supess [u(t)]y -
te(0,7)

Observagao 1.6 Quando p = 2 ¢ X é um espago de Hilbert, o espago L*(0,T;X) é um
espaco de Hilbert, cujo produto interno € dado por

T

Wmnmmm=j'wu»wwkﬂ.

0
Consideremos o espago L? (0,73 X), 1 < p < o0, com X sendo Hilbert separavel, entao

podemos fazer a seguinte identificacao
[P (0,T; X)] ~ L (0,T; X"),
1 1 . . ~
onde — + — = 1. Quando p = 1, faremos a identificacao
p q
[2'(0,T; X)] ~ L* (0, T; X') .
Essas identificagoes encontram-se detalhadamente em Lions [18].
Observagao 1.7 Se 1 < ¢ < p < o, entiao LP(0,T;X) — L9(0,T; X).

Observagao 1.8 Se X — Y e se fe LY(0,T;X), entao f € L'(0,T;Y) e as integrais de f

no sentido de X e Y coincidem.
O espago vetorial das aplicagoes lineares e continuas de D (0,7") em X ¢é denominado de
Espago das Distribuigdes Vetoriais sobre (0, 7") com valores em X e denotado por D’ (0,T'; X).

Defini¢ao 1.4 Dada S € D' (0,T; X), define-se a derivada de ordem n como sendo a dis-

tribuicao vetorial sobre (0,T) com valores em X dada por

(75.) - car(s.29), vpepom,
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Exemplo 1.4 Dadasue L? (0,T;X),1<p<w,epeD(0,T) aaplicagio T, : D(0,T) —
X, definida por

integral de Bochner em X, € linear e continua no sentido da convergéncia de D (0,T), logo
uma distribuicao vetorial. A aplicagdao u — T, € injetiva, de modo que podemos identificar
u com T, e, neste sentido, temos LP (0,T;X) < D' (0,T; X).

Consideremos o espago
WP (0,T;X) = {ue LP (0,T; X); u¥ € L? (0,T; X), j = 1,...,m},

onde uY) representa a j-ésima derivada de u no sentido das distribuicdes vetoriais. Equipado

COoIm a norma .

[l gm0y = (Z Hu“}’;@,m) :
j=0

Wm™P (0,7; X) é um espago de Banach (Vide Adams [1]).

Observagao 1.9 Quando p =2 e X € um espago de Hilbert, o espago W™P (0,T; X) serd
denotado por H™ (0,T; X), o qual, munido do produto interno

(u,v) H™(0,T;X) Z 7 LQ(O,T;X) )
é um espago de Hilbert. Denota-se por Hi* (0,T; X) o fecho, em H™ (0,T; X), de D (0,T; X)

e por H=™ (0,75 X) o dual topoldgico de H{" (0,T; X).

1.2 Principais resultados utilizados

Lema 1.1 (Imersao de Sobolev) Seja 2 um aberto limitado do R™ com fronteira I regu-
lar.

2n
) S 2 tao H™ () — L” ({2 d 1 .
(1) Se n > 2m, entao (Q) (),onepe[,n_Qm]
(i7) Se n = 2m, entao H™ () — L? (), onde p € [1, +00).
(1ii) Senm=1em =1, entdao H™ () — L* ().
Prova: Ver Brezis [5].

Lema 1.2 (Rellich-Kondrachov) Seja Q um aberto limitado do R™ com fronteira T regu-

lar.
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. 2n
) S 2 tao H™ (Q2 LP(Q d 1 .
(i) Se n > 2m, entao (Q) = L?(Q), on epEl’n—?m)

C

(i7) Se n = 2m, entdo H™ (2) — LP (), onde p € [1, +00).
(iti) Se 2m > n entdo H™ (Q) <> C* (1), onde k é um inteiro ndo negativo tal que k <
m — g <k+1
Prova: Ver Brezis [5].
Teorema 1.1 Seja § aberto limitado do R™ (n > 1), de classe C™. Entao

Wm’OO(Q) N C«mfl,l(ﬁ)'
Prova: Ver Medeiros-Milla [21].

Teorema 1.2 (Banach-Alaoglu-Bourbaki) O conjunto Bg = {f € E'; ||f|| < 1} € com-
pacto pela topologia fraca—+ o (E', E), onde E é um espago de Banach.

Prova: Ver Brezis [5].

Lema 1.3 (Du Bois Raymond) Seja ue L} (Q). Entdo

loc

Lu(as)g@(a:)dx =0, YV pe D),

se, e somente se, u = 0 quase sempre em §).

Prova: Ver Medeiros-Rivera [24].

Lema 1.4 (Desigualdade de Poincaré) SejaQ = R™ um aberto limitado. Seu e H} (),

entao existe uma constante C' > 0, tal que

2 2
||UHL2(Q) <C HVUHL2(Q) :

Prova: Ver Brezis. 5]

Lema 1.5 (Desigualdade de Young) Sejam a,b constantes positivas, 1 < p < w0 e 1 <
q < o0, tais que — + — =1, entao
! alP bl

ab < — + —.
p q

Prova: Ver Brezis [5].
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1 1
Lema 1.6 (Desigualdade de Young com ¢) Sejam 1 < p,q <o com—+-=1¢ed > 0.
p q
Entao,
ab < da? + C(6)b?, Va,b =0,

_9

onde C(8) = (6p) " »q~t. No caso particular quando p = q = 2, a desigualdade reduz-se a

1
ab < da® + 4—5b2, Ya,b = 0.

Prova: Ver Evans [8].

Observagao 1.10 A desigualdade acima serd usada ao decorrer do trabalho no caso parti-

€
cularemquep=q=265=§, com € > 0.

Lema 1.7 (Desigualdade de Holder) Sejam fe LP(Q) ege L9(Q), com 1 < p< w e

1 1
-+ - =1, entio fge L' (Q) e
P q

£ gl pney = f 191 < 1 I oy -

Prova: Ver Brezis [5].

Teorema 1.3 (Teorema do Trago) A aplicagdo linear

oy

r vy

)

m—1
de D (ﬁ) em HWm_j_%’p (T"), prolonga-se, por continuidade, a uma aplicagdo linear, con-
7=0

U — (70“’7 nu, '”7rym—1u) = (u|1"7 A

m—1
tinua e sobrejetiva de W™P () em me_j_%’p ().
=0

Prova: Ver Lions [18].

Observacao 1.11 Note que para o caso unidimensional, isto é, Q = (o, B), seuw € H™ («, B),
entao pelo Lema 1.2, w € C™ ' ([a, B]) . Logo faz sentido definir a fungdo u e suas derivadas

suas deriwadas na fronteira, que no caso sera I' = {a, B}.

Proposicao 1.1 Seja ) um aberto limitado do R"™, com fronteira I' bem reqular. Entao a
aplicagao

V= HAU||L2(Q)

define em H?*(Q2) n H}(Q2) uma norma equivalente & norma em H?().

Prova: Ver Medeiros-Miranda [22].
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Definicao 1.5 Uma forma bilinear a : H x H — R ¢ dita

(i) Continua se existe uma constante C' tal que

la(u,v)| < Clullv| Yu,ve H,;

(i) Coerciva se eziste uma constante o > 0 tal que

a(v,v) = alv]* Yve H.

Definigao 1.6 Seja V' um espago de Hilbert e considere um operador linear A : 'V — V',

onde V' denota o dual de V', associado a uma forma bilinear a(-,-) tal que
(Au, vy = a(u,v), Vu,veV.

Dizemos que o operador A (ou, equivalentemente, a forma bilinear a(-,-)) é uniformemente

coercivo se existe uma constante o > 0 tal que

a(u,u) = alulyy,  VueV.

Essa propriedade é conhecida como condigao de coercividade uniforme (ou elipticidade
uniforme) e garante que o operador seja positivo definido em todas as dire¢oes do espago,
assegurando a existéncia, unicidade e estabilidade da solugao de problemas variacionais as-

sociados.

Exemplo 1.5 Considere o espago de Hilbert H}(Q) e o operador eliptico de sequnda ordem

A ou
Auz—za—xi Clij(x)%j )

ij=1

definido em um dominio aberto e limitado Q@ = RN, cujos coeficientes a;;(x) € CHQ),

1 <1i,7 < N, satisfazem a condigao de elipticidade uniforme
N
Z 2) &6 = alé)?,  VzeQ VEeRY,
para algum o > 0. Nessas condigoes, a forma bilinear associada,
é’u ov
i dz,
)= [ 3 ot 22

¢ uniformemente coerciva em Hg (), o que garante, pelo Teorema de Laz—Milgram, a exis-

téncia e unicidade da solugao fraca do problema variacional correspondente.
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Teorema 1.4 (Lax-Milgram) Seja H um espago de Hilbert e p (u, v) uma forma bilinear,

continua e coerciva. Para toda f € H' existe um tunico u € H tal que
p(u, v) ={f,v), YveH.
Além disso, se p € simétrica, u se caracteriza pela propriedade
1 (1
ue H e _p(u7 u)_<f7 U>IMZTL —p('U, U)_<f7 U> :
2 veH 2
Prova: Ver Brezis [5].

Teorema 1.5 (Representagao de Riesz-Fréchet) Sejam H um espago de Hilbert e o :

H — R um funcional linear continuo. Entao existe um unico yo € H tal que

p(r) = {x,y0), YweH
Além disso, o] = [yo-
Prova: Ver Botelho-Pellegrino [4].

Teorema 1.6 (Isomorfismo de Banach) Sejam E e F' dois espagos de Banach e seja T
um operador linear continuo e bijetivo de E sobre F. Entdao T~ € continuo de F em E. Ou

seja, T € um isomorfismo.

Prova: Ver Brezis [5].

Proposicao 1.2 Seja T : (E,| - |1) — (F,|| - |2) um operador linear bijetor. Entao, T é um

isomorfismo se, e somente se, existem constantes Ci,Cy > 0 tais que

Ciluly < |Tulz < Colluly, VueE.

Prova: Ver Botelho-Pellegrino [4].

Teorema 1.7 Seja T : X — Y um operador linear e considere T : Y* — X* seu adjunto.
Entao T* € continuo e ||T'|| = ||[T*]|. Se T € um isomorfismo (ou isometria), entio T*

também € isomorfismo (ou isometria).

Prova: Ver Pellegrini [29].

Teorema 1.8 Sejam X e Y espagos de Hilbert tal que X — Y e p e LP(0,T,X),u €
LP(0,T;Y), 1 < p < oo, entio pe CO[0,T];Y).

Prova: Ver Brezis [5].
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Teorema 1.9 Sejam E um espago de Banach, E' seu dual e (f,) uma sucessao de E'. Se
fo = [ em a(E'E), entao |fu| < C e | f| < liminf | f,] .

Prova: Ver Brezis [5].

Teorema 1.10 (Gauss-Green) Se ue C'(Q), entdo (,u, dv = {Lu/'dl (i =1,2, ...

2

Prova: Ver Brezis [5].
Teorema 1.11 (Férmulas de Green) Valem:
(i) Se ve H?(R), entio

J Vy.Vudr = —f uV*yd;z:—s—J aludf, Yue H'Y(Q).
Q QO FaV

(11) Se u,v e H*R), entdo

J uAvy — yAudr = ua—7 — fya—u dr.
Q T al/ &V

Prova: Ver Brezis [5].

Teorema 1.12 (Desigualdade de Gronwall) Se

x(t) < h(t) +J k(s)x(s)ds, te [to,T),

to
onde todas as fungoes envolvidas sao continuas em [to, T), T' < +0, e k(t) = 0, entao x(t)

satisfaz
t

z(t) < h(t) +J

to

h(s)k(s) exp [ f t k(u)du] ds, tel[ty,T).

S

Se, em adig¢ao, h(t) € nio decrescente, entao
t

x(t) < h(t)exp <f k(s)ds) , tety,T).
to

Prova: Ver Corduneanu |[6].

Teorema 1.13 (Generalizagao nao-linear da desigualdade de Gronwall) Seja u(t)

uma fungao nao negativa que satisfaz a desigualdade integral

u(t) < c+ J (a(s)u(s) + b(s)u®(s))ds, ¢ =0, a =0,

to

onde a(t) e b(t) sao fungoes continuas ndo negativas para t = ty. Para 0 < a < 1 temos

ot < {ev e [(1=) [ atoas] + 0 =) [ s [(1 = [[atryan] s}

to to s
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para o =1,

utt) < cexp{ [ fats) + s as |

0
e para o > 1 com a hipotese adicional

¢< {exp [(1 —a) L:O+ha(s) ds] } {(a ) f;ﬁh b(s) ds}_all

nos também obtemos para to <t <ty + h, para h > 0,

1

ul(t) < {cexp [(1 —a) f a(s) ds] e Na—1) f b(s) exp [(1 —a) f a(r) dr] ds}al |

to to s

Prova: Ver Dragomir |7].

1.3 Introducao a teoria de controle

Nesta secao faremos uma breve introdugao a Teoria de Controle, apresentando algumas
defini¢oes presentes na literartura.

Um sistema de controle ¢ uma equagao de evolugao (EDO ou EDP) que depende de um
parametro v, que descreveremos da seguinte forma: Consideremos dois espacos de Hilbert
(real ou complexo) H e U, um tempo T > 0, yo € H e um operador fechado ilimitado
A : D(A) — H que gera um semigrupo fortemente continuo S(t);>¢. Estamos interessados

na seguinte classe de problemas de controle linear

vy = Ay + Bv, te][0,T],
: 0. 7] (1.1)

em que B e L(U,D(A’)) é o operador que descreve a maneira como o controle v atua no

sistema. Assumiremos que o operador B satisfaz a seguinte condi¢ao de admissibilidade:
T

VT >0,3Cr>0 tal que J |B*S(t)*zu dt < Cr|z[3, Vze D(A*), (1.2)

0

em que B*, S(t)* e A* sdo os operadores adjuntos de B, S(t) e A, respectivamente.
Sob a condigao de admissibilidade (1.2), o problema de Cauchy (1.1) esta bem posto
no sentido de Hadamard, isto ¢, para cada yo € H e v € L*(0,T;U) existe um tnico y €

C([0,T]; H) satisfazendo (1.1). Além disso,

|ylleqomm < C (H?JOHH + HUHL2(0,T;M)) ,

para uma constante positiva C' que depende de T, A e B.

Apresentaremos agora algumas nogoes de controlabilidade para o sistema (1.1).
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Definicao 1.7 (Controlabilidade exata) O sistema (1.1) é exatamente controldvel no
instante T se, para quaisquer yo,yr € H, ewiste v € L*(0,T;U) tal que a solugdo y de
(1.1) cumpre y(-,T) = yr.

Yo |
/_\/"yT

Figura 1.1: Controle exato: A solucao atinge exatamente o estado desejado.

Definicao 1.8 (Controlabilidade aproximada) O sistema (1.1) € aprozimadamente con-
troldvel no instante T se, para quaisquer yo,yr € H e algum & > 0, existe v e L*(0,T;U) tal

que a solugao y de (1.1) cumpre |ly(-,T) — yr|ln < ¢.

I
I
Yo !
q 4
/\/‘ } e
Yr

s
[
[

T
[

Figura 1.2: Controle aproximado: A solu¢ao pode ser o mais proximo possivel do estado

desejado.

Definicao 1.9 (Controlabilidade nula) O sistema (1.1) possui a propriedade de controle
nulo no instante T se, para qualquer yo € H, existir v e L*(0,T;U) tal que a solugao y de
(1.1) cumpre y(-,T) = 0.

Yo

yr =0

Figura 1.3: Controle nulo: A solucao é conduzida para zero.
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A partir das defini¢oes acima é possivel perceber que a controlabilidade exata implica
tanto a controlabilidade nula como aproximada. A reciproca, em geral, nao é verdade.
Uma vez que o problema (1.1) ¢ linear, pode-se verificar que a controlabilidade nula é

equivalente a controlabilidade exata para trajetorias:

Definicao 1.10 (Controlabilidade exata para trajetorias) O sistema (1.1) € ezatamente
controldvel para trajetorias no tempo T se, para qualquer yo € H e qualquer solucao Yy de

(1.1), e algum dado T, existe um controle v tal que a solu¢do associada de (1.1) cumpre

y(,T) =y(,T).

Yo

yr

Figura 1.4: Controle exato para trajetorias: Independente da trajetéria, a solucao atinge

exatamente o estado desejado.

Observa-se que, no sistema (1.1), o controle v atua diretamente na equagao de evolugao,
afetando o comportamento da solugao ao longo do tempo através do termo Bv. Esse tipo
de formulacao representa o caso em que o controle é interno, isto é, aplicado no interior do
dominio do sistema.

Entretanto, em diversos contextos praticos e tedricos, é natural considerar situagoes
em que o controle nao atua no interior do dominio, mas sim na fronteira. Nesses casos, a
acao controladora é implementada por meio de condigoes de contorno que dependem de um
parametro de controle, o que conduz ao chamado problema de controle de fronteira.

Um exemplo bem representativo é o controle de temperatura em uma haste (ou barra)

unidimensional. Para formular esse problema consideremos:

e Uma haste metélica de comprimento L, ou seja, o dominio espacial do problema ¢
dado pelos elementos = € (0, L) (o interior da haste), com fronteira z = 0 e x = L (as

extremidades da haste).
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e A evolucao da temperatura dentro da haste é dada pela Equagao do Calor Unidimen-

sional

ou 0*u

— =«
ot ox?’
em que u(z,t) é a temperatura (variavel de estado), a é a difusividade térmica do

material da haste (« > 0) e t > 0. Nesse caso, u(z,t) ¢ a variavel que se quer

controlar.

e Nao aplicamos o calor (ou resfriamento) no interior da haste, mas em uma de suas
extremidades (fronteira). Assumimos que o controle v(t) é aplicado na extremidade

x = L, forcando a temperatura & chegar a um estado desejado.

e Suponhamos que a extremidade x = 0 esta isolada, ou seja, nao ha fluxo de calor
(ou resfriamento), e que tenhamos uma distribui¢ao inicial de temperatura na haste

(condigao inicial).

Assim, o sistema de controle de fronteira para a haste unidimensional, com a intencao

de controlar a temperatura u(zx,t) por meio da agao v(t), é definido por

( Ou 0u
== a@ em (0, L) x (0,0)
ou

6_(0’ t)=0 (Condigao na fronteira isolada)
{ 0T

u(L,t) =wv(t)  (Condigao de controle na fronteira)

| u(@,0) = up(z) (condigao inicial)

Nesse sentido, o objetivo é escolher a func¢ao de controle v(t) (a temperatura aplicada
na extremidade) de tal forma que a temperatura em toda a haste atinja um perfil desejado,
por exemplo, esfriar a haste até zero ou estabilizar a temperatura em um valor constante Cj.

Além do intuito de estabilizar ou direcionar um sistema dinamico, a Teoria de Controle
possui um carater otimizante. De modo geral, busca-se determinar um controle capaz de
conduzir o sistema a um estado desejado, minimizando simultaneamente um custo associado
a atuagao do controle. Essa caracteristica de otimizagao esta presente em diversas formula-
¢oes classicas, como os problemas de controle dtimo, nos quais se considera uma funcao de
custo que mede o desempenho do sistema, penalizando tanto o erro em relacao ao estado
alvo quanto a energia gasta pelo controle. Esse principio é particularmente relevante em con-
textos industriais, ambientais e tecnologicos, onde o controle ideal deve equilibrar eficacia e

eficiéncia.
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Voltando a controlabilidade de fronteira, é possivel observar que em muitas situacoes
praticas, a aplicagao do controle em toda a fronteira de um dominio pode ser inviavel ou des-
necessaria, seja por restri¢oes fisicas, limitagoes de acesso ou mesmo por custos operacionais
elevados. Assim, é natural considerar o caso em que o controle atua apenas em uma parte
da fronteira. Essa forma de minimizagao de custos nao compromete o desempenho global do
sistema e representa justamente a caracteristica otimizante dessa teoria.

Do ponto de vista mateméatico, essa restricao implica que o termo de controle esta
associado a uma porcao da fronteira, enquanto nas demais regides impoem-se condi¢oes
homogéneas. Assim, busca-se determinar controles capazes de garantir as propriedades de-
sejadas de controlabilidade e otimizacao, mantendo o esfor¢co de controle concentrado em
uma regiao reduzida. Esse tipo de configuragao reflete de maneira realista a necessidade de
equilibrar eficiéncia e viabilidade pratica na implementacao de estratégias de controle, que

¢ o0 caso desse trabalho.



Capitulo

Existéncia, Unicidade e Regularidade da

Solucao

Neste capitulo estabeleceremos a formulacao do problema que iremos estudar e re-
alizaremos a analise das solugoes fortes e fracas, com énfase em existéncia, unicidade e

regularidade.

2.1 Formulacao do problema

Seja  um conjunto aberto e limitado de R™ com fronteira I' de classe C?, que sem
perda de generalidade, pode ser assumido contendo a origem de R, e k : [0,0) — (0, 0)
uma fung¢ao continuamente diferenciavel.

Para T' > 0, seja {2 }¢e[o,r] uma familia de subconjuntos abertos limitados de R” com

fronteira regular representada por I';, definido da seguinte maneira
QG ={yeR"|y=k(t)r,zeQ}, 0<t<T <.
Denotamos por @ o dominio nao cilindrico de R**! como sendo
Q= |J =,

o<t<T

com fronteira lateral dada por

Y= |J nox

o<t<T

Seja z° € R". Representamos por m(x) a funcao vetorial m(z) = z — z° e por v(z) o

vetor normal unitario em x € I', direcionado para o exterior de §2. Determinamos os seguintes
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conjuntos

[(2%) = {z e T'|m(x) - v(z) = 0},
Particao da fronteira I" de (2

(2% = {x e |m(x) v(z) <0} = T\I'(«°)

Particao da fronteira lateral 3 de @)

Com isso, definimos os conjuntos correspondentes
Ti(2%) = fye iy = k(t)z, 2eT("), 0<t < T} e S@a%) = |J @) x {t}.
Consideramos
R(2°) = sup{|m(2)|; € Q}, M =sup{|z[; 2 € Q}

em que |z| é o comprimento do vetor z € R™ e A; o primeiro autovalor do problema espectral
—Ap = Xp, p € Hy(Q).

Sobre a funcao k suponhamos que

ke Vvlifo(oa OO)? (Hl)
0<ky= %ngk‘(t), sup k(t) = k; < oo, (Hs)
= =0

sup [K ()] = 7 < — (i)

=T —
tzg) M’ 3

0¢] 0

b = J K'(t)]dt <o e ly= f K" (t)|dt < 0. (Hy)

0 0

Exemplo 2.1 Uma func¢ao que satisfaz as condigoes acima € dada por
L
k(t) =1+ g€ sen (1).
De fato, observamos que

(Hy) k(t) é infinitamente diferencidvel para t > 0, pois é o produto de fung¢oes C*(0,0), e
portanto, k € C*(0,0) ¢ W%(0, o).

loc
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(Hy) Temos
2 —t 2 1 —t 2 ]. 4
sen”(t) € [0,1] = e "sen®(t) € [0,1] = 1+§e sen”(t) € 1,1+§ = 1,§ :

4
Logo, k(t) € [1, §] . Assim,

4
ko =infk(t) =1>0, ki =supk(t)= 3 <@

20 t=0

(Hs) Calculando o derivada de k(t) obtemos
1 1
K(t) = 3 [—e'sen®(t) + 7" - 2sen(t) cos(t)] = ge’t [—sen®(t) + sen(2t)] .

Desde que |sen?(t)| < 1 e |sen(2t)] < 1, tem-se

<
1 2
K (1) < ge_t(l +1) = ge_t <

Wl o

Logo,
2
sup k()] = 3.

t=0

2
Podemos escolher T = — e M =1 por exemplo.

(Hy)
®© © 92 ™ 2
) = E ()] dt < —e = - < 0.
' Jo | ( )’ Jo 36 3 =
Para k”(t), derivamos /{;/(t), obtendo

PR —)

o que implica
1 5
|E"(t)] < ge_t(l +2+2)= ge‘t.
Logo,

eQZJ |/<;”(t)|dt<f St =2 <0

0 0

1
Portanto, a fun¢ao k(t) = 1+ ge_tsenQ(t), para todo t = 0, satisfaz as hipdteses (Hy) - (Hy).

2
15 —  k®
= --- limy L k() =1
z 7 g
0.5
0

1
Figura 2.1: Grafico da fungao k(t) = 1 + ge*t sin®(t).
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O principal objetivo deste trabalho é obter a controlabilidade exata para o problema

-

u”—Au=Oem@,

Ju =g sobre 3, (2.1)

\u(-,O) =u(:),u/(-,0) = u!(-) em Qq,

em que u = u(y,t) é o estado e g = g(y,t) é o controle que atua no sistema através da
fronteira lateral 3.

Problema: Dado T > 0 suficientemente grande, queremos encontrar um espago de Hilbert

apropriado H tal que para quaisquer dados iniciais {u",u'} € H, exista um controle g €

L? (i(m%) , tal que a solugdo de (2.1) cumpra a condi¢@o de equilibrio
u(,T,9) =0 e u'(,T,g9)=0.

Sendo assim, podemos formular o problema de controlabilidade exata para o sistema
(2.1) como segue:

Nossa abordagem consiste em transformar o sistema (2.1) em um problema equivalente
definido no cilindro @ = Q x (0,7T) pelo difeomorfismo

T:0Q—Q
%. A inversa T : Q — Q ¢ definida por
T Yx,t) = (y,t) com y = k(t) .

dado por T'(y,t) = (z,t) com = =

Agora, iremos proceder de forma a transformar o sistema (2.1) em um novo problema

definido em um dominio cilindrico.

Figura 2.2: Mudanga de varidveis através do difeomorfismo 7', que mapeia o dominio nao

cilindrico () no dominio cilindrico fixo Q.
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Usando o difeomorfismo 1" temos que

u(y,t) = (wo T H(z,t) = w(x,t).

Tomando as derivadas de primeira e segunda ordem e utilizando a regra da cadeia para

fungoes de varias variaveis, segue que

ant =5 | (50)| = 5 () s~ w0

1
isto &, Vu(y,t) = —Vuw(z,t) e

k(t)
*u 0 [ou 010wy _ 1 &2wx 1
w00 = [ o0| = 2 [ ()| = | 0
1 Pw
= Wé—xg(a:,t), (2.2)
ou seja,
Au(y,t) = WAw(x,t).

Por outro lado, derivemos em relagao a varidvel temporal, dai

u(y,t) = [w (@, 1))

n

Z&w

(z,t)x; +w' (z, t)

n

)+ w'(x, 1)
"(z,t 2.3
) + (o) 2.3
, F(t) & ow , Ik
= | i\ ) t
u”"(y,t) [ (t);xﬁxz(x t) + w'(z,t)
O & ow ) [ ow, 1,
- o (2,t) - o (a,t ).
[ua i )~ gy | L, @ 0|+ L]
Assim, usando as propriedades de derivagao e observando que x = %, temos,

(1) :[k”(t)két) )k’ 2]2":%(%} o) Z[ Ui aw ]

Low (K e :
2y o) (wgige) +
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ou seja,

u(y,

W) WO ] dw K (t) « K(t) ow
) x| -

Eit) | < v 0w K'(t
0 [Z ity (om0 (w720

+ ; g%(x ) (—k(t)xi : :’(g))Q) )

(B ES )
R ( ééi) Al i (o)
[ - e ]Zf % )+ (fzg)))gz et

g, O K)o
W &4 0 (m)) 2. "2, ")

ij=1

ou seja,

) 2K (1) — K (RO & ow F()2 & &

“@’”:( k(t)? );x"a_xi(x’t”(ku)) 2wy o @)

Zk’ -
§

Observagao 2.1 A fim de simplificar a nota¢do, quando nao houver risco de ambiguidade,

w’(z,1). (2.4)

denotaremos por w e k as fungoes w(x,t) e k(t), respectivamente. Essa notagao serd reto-

mada em sua forma completa sempre que for relevante destacar tal dependéncia.

Substituindo (2.2) e (2.4) em (2.1);, obtemos

2KV —K'E\ & ow (KN & Pw 2w ]
(N R i—+ ; i=— ——=Aw=0. (2.5
v ( k2 ;x o\ & ”Z::lm Jﬁxjéx k i=1x ox; k? w=0. (25)

(2

Sendo 6;; o delta de kronecker, ou seja,
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note que,

AN 0w 1
=— ||+ —A
[(k) Z i g0, B
Assim, em (2.5) podemos escrever

Kz, 0 (ow 20 —K'k\ v ow 2K < ow'
) £ () () B A

1,7=1 =1

Denotemos por a;; o termo

05 — (K)wiz;

aij(x,t) = L2

(2.7)

Além disso, podemos perceber ainda que,

0 ( 6w> _ dag; dw *w _ *w 0 ( 6w> ~ Oaj dw
J

— | Q5= +a;;———, ousela, G ——=—=—| Q= .
al'j “ &m ﬁxj 8% Z] 8%6@’ ’ “ 6%89@ ox; K 6% an éxl

Substituindo em (2.6), temos

day; 0w (20K) — Kk < dw 2K O ow
Z é’xj (a”axz) ZZ oxj Ox; (T izlxzél_xi ?izlxzé—xi =0. (2.8)

Observemos agora que o terceiro termo da igualdade acima pode ser escrito como

"\ Oa;; Ow Vriz;\ ow
21 &x;(?mi:ZZ&x ( k2 )(7:15 22013] ( k2 J> ox;

i,j= i=1j5=1 1551

RS Ean () A

1=17=1 1=1j%#1

Perceba que o somatorio quando ¢ # j nos da (n — 1) parcelas, isto é,

N Oay 0w o (—2(K)%x\ ow ;A (—(n— 1) (K2 dw

=1

() E
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Portanto, segue que podemos escrever a igualdade (2.8) na forma
w” — Z a;;(x, t Zb iﬁz(x t)a—w =0 (2.9)
0, : i=1 Lo 7

em que

T (2.10)

Bi(z,t) = ((1 — ”)(Z;)Q - kﬂk) ; (2.11)

Para verificar os termos de fronteira notemos que u(y,t) = g(y,t) sobre 5 e, usando o

difeomorfismo, temos

9(y.t) = u(y,t) = (wo T™')(z,t) = w(,1),
ou ainda,
w(x,t) = g(k(t)z,t).

Dai, basta considerar v(z,t) = g(k(t)z, ).
Para completar o problema, vejamos o que ocorre com as condig¢Oes iniciais em 2.

Note que,
u’(y) = u(y,0) = u(k(0)z,0) = w(z,0) = w’(z).

Se k(0) = 1, tem-se ©y = Q. Entao,
w'(z) = u’(z) = u’(y).

Além disso, por (2.3) segue que

Z ) & w(a,0) = — ) DI 8“" (z) + w'(x,0).

w'(@) = w'(2,0) = w'(g) + ED 3, P

e, consequentemente, se k(0) = 1, teremos
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Portanto, o problema (2.1) é transformado no seguinte problema equivalente

( 1" o 0 ow " ow' n ow
w” — ijz_:l o (aij(x,t)%]) + Zbi(x,t)% + z;ﬁl(x,t)% —0em Q,

w=1v sobre X, (2.12)

w('70) = wo(')7w/(‘70) = wl(') em {2,

em que {2 é um dominio limitado do R™ com fronteira regular I' e @ = Q x (0,7 o cilindro

com fronteira lateral ¥ =T x (0,7).

Observagao 2.2 No que seque, adotaremos as sequintes convengoes:

e Serd utilizada a convengao de soma de Finstein. No entanto, o simbolo de somatorio
serd explicitamente incluido em casos onde a ambiguidade possa surgir, ou para maior

clareza da expressao.

e A notacao C serd utilizada para denotar uma constante genérica positiva que pode

variar de linha para linha (a menos que seja indicado de outra forma).

Nas proximas secoes, 2.2 e 2.3, seré estabelecida a existéncia e unicidade de solugoes,
bem como a identidade de energia correspondente, para um operador diferencial de segunda
ordem na varidvel temporal t.

Todavia, tal analise serda conduzida especificamente para o sistema adjunto associado
a (2.12), tendo em vista que, por meio do principio de dualidade, os resultados obtidos
para o adjunto também implicam propriedades analogas para o problema original. Assim,
procedemos & dedugao do operador adjunto de (2.12).

Multipliquemos formalmente (2.12); por z € D(Q) e integremos em Q = Q x (0,7,

para obter,
T T a
J f w”zdx dt — J f (aw ) zdx dt
0 o Ja oz ox;
T /
+J fb,awzda:dtJrJ J@ sdrdt =0,
o Ja  Ox; ox;
ou seja,

f J lz Oz, ( ”axj) aq;z(b z) = a%(ﬂﬂ)] dxdt = 0. (2.13)

Analisemos os dois tltimos termos do lado direito da igualdade anterior. Para isso, recorde-

mos as expressoes (2.10) e (2.11) e notemos que
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C o (P REN A ()= K
bi - 2'27’& ( kQ ) al_l - 2 ]’CQ )

862 . —2K 661 (1 - n)(k:’)2 — K"k

(3.731' B k ¢ axz k2

Assim, podemos escrever

a_mi =1 8@
_Z 8bgz+b,6z_|r8bZ ,+b‘8z’
B Pt ox; YOx; Oz Loz,
CT R — Kk ()2 —k"k\ 0z 2k , 2k o
- o (2l =7 o (2L % Y e B ol
;l ( 2o )T T e om ko Yom
(2n(kK)? — 2nk"k oK) — 2k"k\ 0z omk , 2 0
e
0 s 55
RS (1—n)( ) —k'k (1—n)(K)?—K'k 0z
— ; ( e z+ 17 Tig
(=L —n)(K)* + nk"k K'k—(1—n)(k)? 0z
_ ( u - = ni- (215)
Dessa forma, de (2.14) e (2.15), obtemos
0 , 0 2K 04 2nk n(n + 1)(K')? — nk"k
(’}_xz(blz) — (9_:171(/612) = — ?xla—% — 2 z + ( k2 z
(n+1)(K)*— k'K 0z
+ ( 12 Z; Er

Substituindo a igualdade acima em (2.13), temos que

" 9 0z 02’ / 0z _
2 — a—xz (aw(x t)é’xj) + bi(z,t)=— oz, + c(z,t)2" + dz(l‘,t)ami + f(z,t)z =0, (2.16)
em que
2nk’'
C(gjv ) = L
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n(n + 1)(K)? — nk"k

f(:L',t) = 2

Definamos o operador

Rz=2"+ A(t)z + bi(z, t)gz' + c(x, )2 + di(z,t) 5; + f(z,t)2 (2.18)
em que
0 0z

Usaremos as seguintes notagoes:

0z O
<A@%®=G@AO=J;m@t5Z&fM

: (. 0z 0§
a'(t,z,€) = maij(x,t)axj (?xidx (2.20)
e
" o " 0z af
a (tazag) - 0[2 az’j('rat) 637]' axldl‘

Lema 2.1 Os coeficientes de Rz satisfazem as condigoes

a;j sao simétricos e uniformemente coercivos em @),

a; € CH(Q);  afje L*(Q), (2.21)
ob;

bi,e.dy, f € WH2(0,T; L*(Q)); € L*(Q).

i

Além disso, o operador Rz pode ser identificado como o operador adjunto L*z, o qual pode

SET ETPTESSO Na forma

0 0z 1
L* — //__ i — -
T ox; (ajﬁxj>+2 x

Prova. De fato, como 4;; = dj;, entao a;; = aj;, ou seja, sao simétricos. Além disso,

ag;(z, )&, = (Z 0ii&& — (K)* ) $i$j§i€j>

ij=1 ij=1

(Zf @@ﬂ

i,j=1

1‘\ k}/2
0+ gty + o (M) )



Capitulo 2. Formulag¢ao do problema

33

Aqui, {-,-) denota o produto interno. Por Cauchy- Schwarz, |(z,&)|* <

(Hs) e a definigdo de M implicam que

1
aij(x, )& = 2 (|§|2 (k ,)2|$|2|§|2)
> ki% (17202 Jef

1 —712M?
ki
que confirma a validade de (2.21);.

com o« =

|z[*¢]*. Dai, (H>),

> 0. Portanto, é possivel concluir que a;; ¢ uniformemente coercivo, o

Como x; € C*(Q) e por (H,) e pelo Torema 1.1, tem-se k € W3 ([0, T]) — C**([0,T]),

segue que a;; € C(Q x [0,71])

= O(Q). Desde que as primeiras derivadas de a;; em relacao a

variavel espacial e temporal dependem no maximo de £”, temos que a;; € C* (Q). Além disso,

aj; depende no maximo de k", e por (H;) temos que k, k', k" e

k" sao funcoes localmente

em L*(0,0), logo, sao limitadas em (0,7'), ou seja, a;; € L*(Q), deduzindo (2.21),.

Perceba ainda, que desde que b;, ¢, d;, f e suas primeiras derivadas em relagao a varia-

vel temporal dependem no maximo de k", a limitagdo de k e suas derivadas, mencionada

anteriormente, nos permite concluir que

bi7 ¢, di7 f € W17OO<07 T7 LOO(Q))

De modo analogo justificamos que

é’xi

Além disso, note que

-3 (520l

= (i —2— Z—Qk/xl(?Z)

N —

0bs € L*(Q), confirmando (2.21)s.

(2.23)

(2.24)
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Combinando (2.23) e (2.24) e utilizando (2.14), obtemos que L*z pode ser escrito como
dado em (2.22). u

Consideremos o problema

-

Rz=h em Q,

{4 z =0 sobre X, (2.25)

\z(-,O) =2%),2(-,0) = 2!(:) em Q
com dados {2°, 2!, h} em H}(Q) x L?(Q) x L'(0,T; L*(Q)).

A seguir, apresentaremos lemas técnicos necesséarios para o estudo da existéncia, uni-

cidade e regularidade de solugao para o problema (2.25).

Lema 2.2 A formula de Green fornece

€N L 1

Prova. Observemos inicialmente que

8(5%) =2¢ &3 ou seja, &3

ox; ox;’ ox;

Assim, pelo Teorema de Green, segue que

€N (L0, 1,0, 1 db,,  1(a
<bza_xz’7£)_fﬂblﬁxi£dx_§fgbz ox; = 2 Qa_l’z‘gdx_ 2 a_fvi&g ’

para todo & € H} (). ]

_1a¢”)

S

Lema 2.3 Vulem a identidade

d
al(t,z,2") = %a/(t, 2,2y —ad"(t,z,2') —d'(t, 2, 2)
e a estimativa o
| (t, (1), 2'(1)] < g”z(t)ﬂz + 12 ()],

em que C' e n sao constantes positivas arbitrarias.

Prova. De fato, usando a notagao estabelecida em (2.20), temos que
d , , f d [, 0z 07
—d(t = | = (di(x, t)=—= d
at’ (t.2,2) odt (aw(x, )8xj ox; v

= J a; (x t)ﬁaz’ + a..(z,t) 0z 0F + 0z 0 dx
B Q EANS 63:]- é’a:l EANS 63:]- (9.TZ 8.73']' 6@

=a"(t,z,2)+d(t,2,2)+d(t 22",
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o que nos fornece,

d
a'(t,z,2") = —d(t,z,2")—d"(t, z,2") —d(t,2,2).

dt

Além disso, da condigao (2.21),, temos aj; € C (Q), assim, existe C' > 0 tal que

la; (z,t)] < C, V(x,t) € Q.

ij
Dai, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos

07
a.ﬁEi

0z
/(¢ / < r )] [
(e < [ o0 |55

dr < C’J V2| |V dx < C|Vz||VZ]|dx.
Q

Aplicando, em seguida, a desigualdade de Young e, recordando que |Vz| < |z, pode-

mos obter a estimativa

C
o' (t,2,2)| < —[Vz[* + 9| VZ*

< —|z@OF +nl @),

I |Q3

com constantes C' e n positivas. ]

2.2 Solucao forte

O objetivo nesta secao é provar a existéncia e unicidade de solugao para o problema

(2.25) quando 2°, z' e h sdo dados bem regulares.

Defini¢ao 2.1 (Solugao forte) Dizemos que uma fungao z : Q — R é uma solugao forte

do problema (2.25) quando
L e L7(0.T BXQ)  HY(Q)), 7€ L0, T HYQ), 2" € L*(0,T: L(Q)),

satisfaz

, 0 0z 07
Z' = o (aij%j) +biﬁ_xi +Pz=h gq.s em Q

e as condigoes iniciais z(+,0) = 2°(*) e 2/(-,0) = 2'(), em que

0z
6961-

Pz=c +di— + [z

Enunciaremos agora um resultado que garante existéncia de solugao forte para o pro-

blema (2.25).
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Teorema 2.1 (Existéncia e Unicidade) Sejam

e HX(Q) n Hy(Q); 2'e Hy(Q); h,h' e LY0,T; L*(Q)).

Entao existe uma unica solugao forte z do problema (2.25).

Prova. Para provarmos a existéncia de solugao usaremos o Método de Faedo-Galerking que

consiste em trés etapas:
1. Construgao de “solugoes aproximadas” em um espago de dimensao finita;
2. Obtencao de estimativas a priori;

3. Passagem ao limite (recuperando os espagos infinito dimensionais).

Solugoes aproximadas

Munindo HJ(Q2) n H%()) da norma

HZHH(}(Q)mHQ(Q) = HZHHg(Q) + 2] 20

temos que esse espago ¢ separavel, e assim, possui uma base Hilbertiana {w;}en. Seja
Vi = [w1,...,wy] o espaco gerado pelos m primeiros vetores da base {w;};en. Queremos

encontrar solugoes aproximadas do tipo variaveis separaveis
m
i=1

onde os g, s satisfazem o sistema de EDOs:

0,6+ alton@). ) + (B F20.€) + (Pan€) = (1), V€< Vi
L on,0) = 20, = S — 2 em HY(9)  HA(9) (PA)
=1

2 (2,0) =z} = Z Gw; — 2" em Hy(Q)

=1

Pelo Teorema de Carathéodory o problema aproximado (PA) possui solugao local no
intervalo [0,t,,] com ¢, < T (ver Apéndice A). Essa solugdo pode ser estendida a todo
intervalo [0, 7] como consequéncia das estimativas & priori que faremos a seguir.

Estimativas a priori

Estimativa I
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Fazendo & = 2/ (t) € V,,, em (PA);, temos

(0 20+ alt 20, 5,0 + (62 2,0)) 4 (P20 = (0,10

Pela simetria de a;; e usando o Lema 2.3, obtemos

1d

alt, zm, 2l) = =

1
2 Ea(t7 Zmy zm) - §a’/<t7 Zm, Zm)

1 1 C
—=ad'(t, 2, 2m)| = —J \agj(a:,t)HVzm\?d:U < —|lzml? = Cllzm|?.
2 2 J, 2

bi
5$Z¢ € L*(Q), segue que

0z 1 [/ ob; 1 ob; 1| ob;
bi_m / _ _ - (2 !/ < = 2 / 2d < - 2

Além disso, pelo Lema 2.2 e usando o fato de que

Lo

|zml* = Clay,

(2.26)

(2.27)

(2.28)

i

(2.29)
Utilizando as desigualdades de Cauchy-Schwarz e Young, e (2.21)3, temos
/ /7 \2 azm /
(Pzp, 2, (1) = | c(2),)" +d; o+ famaldr
Q azz
/|2 azm 1
< el | lomlPde + |dille | —=zpde + [ flre | zmz,de
Q Q 0; Q
< llelzolzml® + Idill e [V zml 2] + £ ]2 | 2m 27
2 ’ 2
B N S EA
|z, |° + ( 5 T 5
= C|2 > + C||zm|? (2.30)
e
B2zl
(hy 2, (1)) < [z | < - + =5 (2.31)
2 2
Substituindo as estimativas (2.28), (2.29), (2.30) e (2.31) em (2.26), temos
1d/2 1d 2 2 12 LA
o 14 Sl Zm, Zm <C m C C C m — U
ol 5t 2 2m) < Clll? + ClefyP 4+ Claf 2+ Cllam P + B+ 2
2
<C|z;n\2+ouzmu2+‘ | (2.32)

2
Agora, integrando a desigualdade acima de 0 a t, concluimos que

1 1 1 1 t
31O + 5alt.on(t),2n0) < Gl + 50,58, 20) + © | [ap s

T‘ |2
+C’J |z ds+f —ds.
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Pela coercividade de a(t,-, ), pela hipotese sobre h e pelas convergéncias em (PA)s e (PA)s3,

temos

1 a t
S OF + Slnl® < Crt [ € (20 + o) ds
0

1 1 ("
+ =a(0,22,20) + §J |h|* ds. Assim, pelo Lema de Gronwall, podemos

1
1
com C] = §|z s 2y 2o
0

’2
m 2
escrever

1 / 2 o 2
— t —llzm|* < C,
SO + 32l

em que a constante C' > 0 independe de m e t. Dessa forma, podemos estender a solucao
aproximada z,,(t) a todo intervalo [0, 7], e passando o supremo essencial na desigualdade

acima, obtemos

(2n) € limitada em L*(0,T; H}(Q))

(2/.) ¢ limitada em L*(0,T; L*(Q)).

m

Note que as pertinéncias acima nao sao suficientes para atender os requisitos do teo-

rema, assim, necessitamos de mais algumas estimativas.

Estimativa I1

Inicialmente, derivamos (PA); em relagao a t, isto é,

d d 0 d d
E(Z;:wg) + Ea(tazmag) dt <b aivg) + E(sz,g) = E(hﬂg)u

ou seja,

" / /aZ az’x’b
(#6) + lm§) + alt )+ (HE26) + (0520

0Zm 0zl
+ < + ez, + d; o, + d; aim + flam + fzjn,g) = (W', €). (2.33)

Fazendo & = 2/ (t) € V,, em (2.33), segue que

" " ,/Z (?Z
(20 20 alt ) + (B2 )+ (W5 )

0% 0z,
" d/ d
+ ( m T CZp + 4 Fr Fry

2t o+ f2l m> (2.34)

Utilizando o Lema 2.3 e (2.27), obtemos

d
dt

"

a'(t, zm, 20 ) +alt, 2, 20) =

1
a'(t, zm, 20,) + éaa(t, 22— Ea'(t, 22l ) —ad" (t 2, 2.
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Analisemos inicialmente os dois tltimos termos da igualdade acima.

Usando as condigoes (2.21) e as desigualdades de Cauchy-schwarz e Young obtemos

‘ 3 , 3C

5 (2, 2, - I2al® = Clzil?,

7m7m

J |ai; (@, )|V 2, ?dr <

0" (t, 2m, 27,) f (@, )|V aml[Vzplde < Cllzm||2] < Cll2ml* + 1271%)-

Usando a mesma estratégia, estimemos agora os demais termos de (2.34), ou seja,

52 " /a / / n / "
o (5 - f 0 2o e < e [Vl = O (124l + 140

(v52n) <|
(2, 2" <

(czm, 2m) < lle|z=lzml* = Clzp |

1| ob;
2" Vx| < = b

<3| -l
3

L®©

ﬁxz (

Il [zl 1zm] < C 120" + [2]%);

82
( m ) & V2l 1220] < C(lzm]? + |21 [2):

* ( k. /> Il [V 2|20 | < Cl20 |2 + |20 )
* <f “ms & m) < Hf HLOC|ZTTZ||Z < C(|Zm|2 + |ZZ’L 2)7

o (2 2m) < I fleelznllznl < Oz + |2 );
o (W,25) < W[z < COUNP + [2,1).

Substituindo as desigualdades acima em (2.34), segue que

1d 1d .,

/t mv/ + -
2dt g Em ) T 5

—lZnl®+ a(t, 2, 2) < Cl2m]* + 2m]* + |27

YYm?? Ym

y P+l )

|2m|? podem ser majoradas por constantes,

Pela Estimativa I, as normas |z, |?, |2, |* e

logo,

1d
0 (t, 2m; 2) + 5 a(t, 2, 20) < Cll2” + 12 + [R]). (2.35)

2 —_—
| | 2dt r»Tmr Tm

2dt t

Integrando a desigualdade acima de 0 a t é possivel reescrevé-la na forma

1 1
SO + 't 2 (0),2,(0) + Galt, (0 2,(0)
1 1 t T
< SO + 0 (0.25,28) + 300, ) + | CQzIP + s+ C | s
0 0

(2.36)
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Pelo Lema 2.3 e pela Estimativa I tem-se

/ / O / /
@' (1, 2m (1), 2, (1))] < E\Izm(lt)ll2 +nllzn @) < C +nllz, @O,

e, mais uma vez, pela coercividade de a(t, -, -), podemos escrever em (2.36) que

1 1 1
S OF + IO < 51O + /0,25, 28) + 5a(0, 24, 2L)

t
e +J CUI I + |2 P)ds + CJ Wids.  (2.37)
0 0
Afirmagao 2.1 2! (0) € limitado.

De fato, se 2/ (0) = 0 néo ha o que fazer. Suponhamos que z (0) # 0 e tomemos t = 0

e { =z"(0) em (PA); para obter

(0 0) + 00,38, 0) + (52 4,0)) + (e2h 2,00
# (452 A0)) + (75,0000 = (00D (239)

Observe que

(x,0 +

00,38, 4,0) = AR A0 = [~ (a0 ) 00
< J a;;(z,0)

0
(
8aij >§ 0 6220
0x; ox; 0,0z,
(?az-j

ox;
20 e H*(Q) n H}(Q). Logo, existem mq, ma, ms, my > 0 tais que
m 0 g

> 2" (0)|dx.

sao continuas no compacto ). Além disso,

Como a;; € C1(Q), temos que a;; e

oa;; 029 0220
la;;(z,0)| < my, é—x:](x,O)‘ < meg, &_:(Zl <mg e axiazzj my.

Tomando C' = max{my, mg, m3, my} temos

a(0, zp,, 27, (0)) < Clz7,(0)]

Y Ymor Ym

Recordando de (2.21)3 que b;, ¢, d;, f € WH*(0,T; L*(9)), em (2.38) segue que

a 1

|2 (0)* < Clap, (0)] + C’ oz, | 1Fm O+ Cllzml + C + 2Dz (0)] + [2(0)]]27,(0)].

ou seja,

2m(0)] < C,

m
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Assim, 2/ (0) é limitado. Dessa forma, em (2.37) temos

1 o t

S1Zm@OF + l2nO” < C + J Clllml? + [z [?) ds,
0

Pelo Lema de Gronwall, concluimos que

1
Slm®F + Sl @I < ©

em que C' > 0 é uma constante independente de m. Dai, passando o supremo essencial,

obtemos

(2/.) ¢ limitada em L*(0,T; Hj(9))

m

(2) ¢ limitada em L*(0,T; L*()).

m

Estimativa 111

Tomemos £ = —Az! €V, em (PA), ou seja,
(#0), =0, 0) + alt (0, ~02,0) + (72, 82,0
+ (Pzy, —Az (1) = (h, —Az](1)). (2.39)

Analisaremos cada termo da expressao acima separadamente. Note que

_ld /”2

(2 (), = Az (8) = ((zn(1), 2)) = 5 2m

0zm O(AZ]) da;; 0z
t, zm(t), =AZ (1)) = — (—m md:f LY, Az A2 dx.
Cl( 72 ()7 zm( )) JQaJ axj 5% x 633'2 axj Zm+a] Z Zm x

Desde que a;; € C*(Q), pelo Teorema de Green e pelas desigualdades de Cauchy-Schwarz e

Young, tem-se

a(t, zm(t), — Az, (1)) < —C’J Az, Vz, dx + C’f Az, Az, dx
0 Q

Ccd
< / - 2
ClAzn|lzr]l + 5 =1 Az
Ccd
S OlAz 2 + O 2 + = —|Az, ]2
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Ademais, pelo Lema 2.2 temos
0z (t) 0z, 1 [ 0b; 0z, 02,
bi—t Az (1)) = — | ;A2 —"dr == T —=d
1 ob;
2 6a:j
= Cllz,,|*.

2l

S m

L®©

Seguindo a mesma estratégia e levando em consideragao as condigoes (2.21), também obtemos

que

-
(Pzp(t), —Az () = | ez, (—AzZ]) +d; 5 (—Az ) + fam(—AZ ) dx
Ja Z;

(0 0z 0 0z 0z 0 0z
— / m dz—m m m _md
Jo (9(131 (sz) (%cj * (91’1 < (913@) (?xj * (9(131 (fZ )6% v
[ Oc z’ oz, Cﬁz;n 0z,  0d; 0zy, 02,
Jo 6@ m (3xj (%cl 8xj 0@ &xz &xj

2 / / /
+Jd(?zm8zm+8fz 0z 0z 0%
Q

02m

dx

m m
; + dx
‘ (31’12 (?xj (7%’2 " &'L’j f (%Z 0$j

< Clapl”* + Clal + Clizm[* + ClAz,[?

h2 by /2
(h, —Az (1)) = —J hAzZ dv = J Mhz, dr < % + %
Q Q

Dai, pelas Estimativas I e II, existe uma constante C' tal que em (2.39) podemos escrever

1d, , .5 Md 9 , |h|?
s LLAL P <AL+ o

Integrando a desigualdade acima de 0 a t temos

1 C 1 C ! T |h?
Nzt O + =|Azn (O < 22517 + = Az (0)] + C + CJ |Azp|? ds + J nI% ds.
2 2 2 2 0 0 2
De modo analogo ao realizado na Afirmagao 2.1 da Estimativa II, é possivel mostrar
que Az, (0) é limitado. Logo, pelo Lema de Gronwall, podemos afirmar que
(2n) € limitada em L*(0,T; Hy(Q) n H*(Q)).
Da combinacao das pertinéncias obtidas em cada uma das Estimativas a priori, con-
cluimos que
(2m) € limitada em L*(0,T; Hy(Q) n H*(Q)) (2.40)
(2/) & limitada em L*(0,T; Hy(S2)) (2.41)

(27) é limitada em L*(0,T; L*(Q)). (2.42)
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Passagem ao limite
Segue de (2.40) - (2.42) e do Teorema de Banach-Alaoglu-Bourbaki que existe uma

subsequéncia (que ainda denotaremos da mesma forma) tal que

Zm — 2z em L*(0,T; Hy(Q) n H*(Q)) — D'(Q) (2.43)
2 Eaem LP(0,T; HYQ)) — D'(Q) (2.44)
2 =B em L7(0,T; L*(Q)) — D'(Q) (2.45)

Sabemos de (2.43) que z,, — z em D'(Q) e, sendo o operador derivada continuo em D’,
temos z/, — 2’ em D'(Q) e 2! — 2" em D'(Q). Pela unicidade do limite é possivel concluir
que a=2"e g =2"

Agora, considere em (PA);, £ € D(Q), e integremos de 0 a T' para obter

T T T / T T
fo (=0, )dt+f0 a(t,zm,@dwfo (b%’“s) it + L (P, €) dt = L (h,€)dt (2.46)

Pelas convergéncias (2.43) - (2.45), quando m — o0, temos

LT (21, )dt—»JOT (2",€) dt
LT a(t, zy,, &) dt = — J;T L (%Z <aij%> Edxdt — — LT L ﬁixz (aij?) & dxdt
:LTJaU;;;;d dt,
J (e o= [ (ve)
e
f (Pzm, &) dt—f J (cz —|—d +fzm)£dacdt—>f f (cz + ; )gdxdt

_ JT<Pz,g) dt

0

Fazendo m — o0 em (2.46) e usando as convergéncias anteriores, obtemos

LT (2", &) dt + LT alt, z,€)dt +L (bi% 5) dt + fT (Pz,&)dt + JT (h,&)dt.  (2.47)

0 0

) Bdrdt = fo ' L hB dadt,

Sendo S(z,t) = £(x)0(t) € D(Q), temos

r " 0z 07 ,
J;) 0 5_6_11%(&”6 >B+bz&_xlﬁ_<6z+z
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ou seja,
0 0 07 0
<z”——(aij—z)+bi.,_z+CZ/+di_Z+fZ_h76> =0
ox; \ 7 0x; o 0x; D'(Q),D(Q)
Pelas convergéncias (2.43) - (2.45), pelas condigoes (2.21) e pelas Observagoes 1.7 e 1.8,
temos que
, . 0z 07 b o d feLl(O T L2(Q))
2,2, 2, =—, =, 4, b;, C, dj, 4 :
) ) 7axi7 (9[[‘1‘7 J

Assim, pelo Lema 1.3, podemos concluir que

A

" o 0z 0z , Oz -
z — a—xl (%j%j) + bia_aji + cz —l—dzaxi + fz=h q¢s.em Q.

Unicidade
Suponhamos que z; e z; sejam solugoes de (2.25) nas condigoes do Teorema 2.1. Entéo

W = 21 — %9 satisfaz

( /

w’ + A(t)zy — A(t)z + bigi +cw' + dig—w +fw=0 g¢s. em Q,
€T; ZT;

Y w = 0 sobre X, (2.48)

we L*(0,T; Hy(Q) n H*(Q)), w e L*(0,T;Hy() e w'eL”0,T;L*Q)).

Mostremos que w = 0. Com efeito, multiplicando (2.48); por w’ e integrando em €2, obtemos
! oW

0
(W', w') + (A(t)z1 — A(t)z2, W') + (bia—z,w') + (ew', w') + (dlﬁ

)

,W') + (fw,w') =0.
(2.49)

Note que
(A(t)zy — A(t)ze, W') = a(t, z1, W) — al(t, z, W)
_ f L oW f g 02w
B QO " (?xj é’a:l Q " é’a:j (9.TZ

. 6(21 — 2'2) aW/
= fQ iy —&Ej 7, dz

= a(t,w,w).

Logo, em (2.49) temos

ow’ ow

(W', W) +a(t,w,w') + (bi%,wj + (ew', W) + (di%,w') + (fw,w') = 0.
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Integrando a igualdade acima de 0 a t e prosseguindo de forma analoga ao realizado

na Estimativa I, obtemos
Looine, @ 2 _ Ly e L ' 2 N
SIWOR + S 1w < SIWO) + 5a0.w(0).w(0) + C | [w(s)*ds +C | [w/(e)ds.
ou seja,
Lo, @ 2 t AR 2
SWOF + SIwP < C | W(s)P + [w(s)| ds.
0
Aplicando o Lema de Gronwall concluimos que
1
S )P +

Portanto, w(t) = 0, ou seja, z; = z».
Além disso, desde que z € L*(0,T; H} () n H?(Q)) e 2/ € L®(0,T; H}()), temos pelo
Teorema 1.8, que faz sentido considerar os dados iniciais no tempo ¢ = 0, ou seja, z(0) e

2'(0). n

2.3 Solucao fraca

O objetivo nesta segdao ¢ considerar o problema (2.25) com dados iniciais 2%, 2! e h

menos regulares.

Definigao 2.2 (Solugao fraca) Uma fungio z : Q — R serd chamada de solu¢do fraca do

problema (2.25) se z pertencente a classe

2€ L?(0,T; Hy()), 2 e L*(0,T; L*(2)),

satisfaz a equagao

T T T azl T
— f (2, &)dt + f a(t, z,&)dt + f <bi—,§> dt + J (Pz,&)dt
0 0 0 0xi "/ g1 H3(@) 0

= f (h’g)dt Vg € L2(07T; H(%(Q))v gl € L2(07T; LQ(Q)>> f(,O) = §<’T> =0, (250)

0

e as condicoes iniciais

Teorema 2.2 (Existéncia e Unicidade) Sejam
e Hi(Q), 2'el*), helL*0,T;L*Q)).

Entao
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(i) Existe uma unica solu¢ao fraca z do problema (2.25) pertencente a classe

2 € O([0,T]; HY(Q)) A C1([0,T; L(%2)).

(ii) A aplicagao linear
Hy () x L*(Q) x L1(0,T; L*()) — C([0, TT; Hy () 0 C*([0, T]; L*(2))
(2% 21 h} —s 2z,
em que z € obtido em (i), € continua.
(111) Além disso, a energia

B(t) = 512/(0)P + 5o(t, (1), (1)

associada ao problema (2.25), com z obtida em (i), satisfaz

E(t) = E(0) + %L a'(s,z,z) ds+ L (h,2') ds

1 t . t
—1—5 fo (;Z 2, z'> ds — fo (Pz,2) ds,

onde Pz foi estabelecido na Defini¢ao 2.1.

Prova. Desde que os espagos H*(Q) n H(Q), Hg () e W0, T; L*(2)) sao densos, respec-
tivamente, nos espacos Hy(Q), L*(Q) e L'(0,T; L*()), existem sequéncias (z)) < H?*(€2) N
Hy(2), () © Hy(Q) e (h,) € WHH0,T; L*(Q)) tais que

zp— 2% em Hy(Q), z,— z'em L*(Q) e h, — hem L'(0,T;L*(Q)). (2.51)

Denotemos por z, a solucao obtida no Teorema 2.2 com dados 22, z}u h,. Como z, €

L*(0,T; H*(Q) n HY(Q)), 2/, € L%(0,T; H}(Q)) e 2 € L*(0,T; L*(Q2)), pelo Teorema 1.8,

(g7 2

tem-se

2 € C([0,T]; Hy () 0 CH([0, TT; L*(9)).
Desenvolvendo (Rz,, 2,,) = (h, z,), usando o Lema 2.2 e

1d 1
a(t,z,2') = iaa(t,z, z) — §a'(t, 2,2),

obtemos,

1d X 1d 1 1<6bi, ,

5l t §Ea<t’ 2y Zp) — ia'(t, 2y Zp) — 5 8_J:izu’2”> + (Pzy, 2,) = (h, 2,,).
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Integrando a igualdade acima de 0 a t, temos que

1 t t
Bt) = B0) + 5 | (sv50m0ds + [ (hoiis

0

1f(abi : /)d Jt(P W) (2.52)
Z, 2 s 2y, 2,)ds, )
2 Jo \Ox; 1 7H 0 o

Bult) = 22,0 + Salt, 2(0), 24(1).

Usando as desigualdades (2.28), (2.29) e (2.30) obtidas na Estimativa I do Teorema 2.1

com

e a desigualdade de Cauchy-Schwarz, obtemos

¢ ¢ ¢
E,.(t) < E,0)+ Cf |2,.]% ds + J |h#||z;L| ds + C’f |Z;L|2 ds.
0 0 0

Além disso, da coercividade de a(t, -, -), segue que
t t
E,(t) < E,0) + J |hullz,] ds + Cf E,(s)ds.
0 0
1
Desde que |2],|* < 2E,(t) implica que |z},| < V2Ej (t), temos
t 1 t
E,(t) < E,(0) +f V2|hu|EZ (s)ds + (JJ E,(s) ds.
0 0

Usando o Teorema 1.13, obtemos

Tl

1t 1 ¢ 1 ¢t 2
Eu(t) < {E (0) 62S00d8+§L \/§|h“|62850drd5}
1 1 1 t . 2
S {Eﬁ (0) ez + §f \/§|hu|€QCTds} ;
0

ou seja,

E,(t) < lEﬂ (0) + \/% J: 1A, dsr eCT

1 t 2 1 1 t
< | E,L(0) + = Jh ds) +2E20—Jh ds | T
[m 5 ([ 1 mﬁoml

Usando o fato de que 2ab < a? + b? na tltima parcela do lado direito da desigualdade

acima, concluimos que

E,(t) <

2E,(0) + (LT A dt)2] e, (2.53)

em que C' é uma constante que independe de p ou ¢.
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Repetindo os mesmos argumentos usados para obter (2.53) com 2, — 2, ao invés de z,,,

obtemos
]zL(t) — 2L (O + alt, 2, (t) — 2z, (t), 2,(t) — 2, (2

<2 |zi—zi]2+a(0 Zy — 20,20 — 20 (J \hy — he \dt) ]e (2.54)

Novamente pela coercividade de a(t, -, -), e passando ao limite em (2.54) quando u, o —
0, tem-se

2,() = 2, (O + & 2u(t) — z0()[* — 0, Vte[0,T],
pois (2.51) implica que
T 2
1 12 0 0 .0 0
|z, = 2,1" — 0, a(0,z, - 2,,2, — 2,) — 0 e (L \hy, — haldt) —0
Consequentemente,
2,() = 2, (O — 0 em L*(Q) e [zu(t) — 2 (t)|* — 0 em Hy(9),

ou seja, (2],) e (2,) sdo sequéncias de Cauchy em C([0,T]; L*(Q2)) e C([0,T]; Hj(R)) respec-

tivamente. Desde que esses sdo espagos de Banach, existe uma fungao z € C([0,T]; Hy(Q)) n

CH([0,T]; L*(£2)) tal que

Z, — z em C([0,T]; Hy())
2, — 2 em C([0,T]; L*(2)). (2.55)

Agora, escrevendo z, em vez de z em (2.50) e passando ao limite quando y — o0,

podemos afirmar, considerando as convergéncias em (2.55), que

T T
° f (Z//L,f/) dt —>J (2
0 0
T T 0z, 85 T 0z 65 T
o L a(t,z,,&)dt = L ajj=—- 7z, F dt — L ajj=— oz o dt = L a(t,z,&)dt
Pelo Teorema de Green, temos ainda que
o L (b ) dt—f f ”ﬁda:dt J j (é’:vl ib) 2, dx dt
) T azl
— f J (ﬁxl . -)z dxdt—fo (bza—%@) dt
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T T . azu
. (Pz,,&)dt = cz, +di=— + fz, | {drdt
0 0 Jo 0x;

T aZ T
_>J J (cz'—i—di +fz>gdxdtzf (P=,€)dt
0o Ja 0w 0
T
0

. J (h#,g)dt—>J0T(h,§)dt.

Assim, passando ao limite em (2.50) quando 1 — o0, pelas convergéncias acima, pode-

mos afirmar que z satisfaz

T T T azl T
— f (2, &)dt + f a(t, z,&)dt + J <bi—, §> dt + f (Pz,&)dt
0 0 0 0%i "/ =10y, my@) 0

= L (h,€)dt, ¥Ee L*(0,T; Hy(Q)), € € L*(0,T; L*()), &(-,0) = &(-,T) = 0.

Além disso, desde que z,(-,0) = 2)(-) e 2/,(-,0) = 2z,(-), e por (2.55) , 2,(-,0) — 2(-,0)

em H;(Q) e z,(-,0) — 2'(-,0) em L*(Q), segue, pela unicidade do limite, que

Portanto, obtemos a existéncia no item (7). Sua unicidade é provada de modo analogo
ao realizado no Teorema 2.1.

Mostremos agora o item (7). Nao é dificil ver que dado [ : H}(Q) x L*(Q) x
LY0,T; L*(Q)) — C([0,T]; H{(2)) n C([0,T]; L*(Q)) com (2%, 2}, h) = z, usando as
convergéncias (2.51) e (2.55), obtemos {2), 2}, h,} — {2° 2!, h} em H3(Q) x L*(Q) x
L'0,T; L*(2)), entao I(z)), z), h,) — 1(2°, 2", h) em C([0,T]; Hy(€2)) n C*([0,T]; L*(2)),
ou seja, z, — z em C([0,T]; Hy(Q)) n C*([0,T]; L*(2)).

Ja para o item (ii7), observe que como z,(t) — z(t) em Hy (), temos pela continui-

dade de a(t, -, ), que
la(t, 2, 2,) — alt, 2,2)| = |a(t, z, — 2,2, — 2)| < C |z, — 2> — 0,
e desde que z/,(t) — 2/(t) em L*(£2), obtemos
1, ., 1
L) — SO + at.0),2(0).

De modo andalogo, pelas convergéncias em (2.51),

1 1
e E£,0) — §|Zl|2 + 5(1(0,,20, 29).
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Além disso, como a;; € CH(Q), vale

o 105, 202 — (5,20 2)] = (5, 2 — 22— )
<J |a” a(zu—z)ﬁ(zu—z) du
QO J ﬁxz 8xj

<Clz,—z|* —0.
Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, tem-se

o |y, 2) = (B, 2] = [(hy, 2,) = (B, 23) + (B, 7)) = (h, )]
< |l = hy 2) [+ [(h, 2, = 21)]

< |l = Rz + [Bllz, = 2 = 0;

b 2,2 0bs 2 7 b 2,2 0bs 22+ 0bs 2z
o [ & _ I ) N _
ox; W oxr; ' ox; "W ox; TH ox; a x

. abZ</_) ’ + abl/ r
= o z, = 2),%, axiz,z,u z

<

/

., |2, — 2'l|2,] +

|z
Lm

o (Pzy,2,) = (Pz,2') = (Pzy,2,) — (Pz,z2,) + (Pz,2,) — (Pz,2)

= (P(z, — 2), z;) + (Pz, z;L —2)

< |P(2u — 2)|12,| + |Pz||2, — 2|.

|z, — 2’| = 0;

z,z')

Analisando os termos do lado direito da desigualdade acima, é possivel notar, pelas condi¢oes

(2.21) e pelas convergéncias (2.55), que

(2, — 2)

é‘xi

1Pz = 2)| < llel=lz, = 2| + ldi] o= | flolzn =2l —0 e

e ainda que,

0z
6:161-

|[Pz] < el [2'] + ldif 2=

Assim, podemos escrever que

o (Pz,z2,) —(Pz,2)—0.

+ | flpelz] <0 e |z, —2[ — 0.
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Portanto, passando ao limite em (2.52) quando u — o0, e considerando que as con-

vergéncias acima sao uniformes em relagao a t, temos que z satisfaz

E(t) = E(0) + lfo a'(s,z,2)ds + Jo (h,2")ds

1 t ) t
+— f <abl 2, z') ds — J (Pz,2')ds.

Agora vamos considerar um problema que serd usado no estudo da regularidade para

a solugdo w do problema (2.12). Este é,

-

Rz=h" em Q,

A

z = (0 sobre X,

2(-,0) =0, 2/(-,0) = 0 em .

\

(2.56)

Podemos notar que se ' € L'(0,T; L*(€2)) entao a solugao fraca z do problema acima

tem a regularidade (i) do Teorema 2.2.

Teorema 2.3 Sejam

he L*(0,T; Hy(Q) e h'eL*0,T;L*)) com h(-,0)=0.

Entao a solugao z do Problema (2.56) satisfaz

[ + [2'(t) = ()] < CL |h]dt, vtel0,T],

em que C' € uma constante independente de z e h.

Prova. Desde que 2/(-,0) = 0 e z(-,0) = 0, temos E(0) = 0, e dai, pela identidade (iii) do

Teorema 2.2, segue que

1 [ t 1 [t/ ob, :
E(t) = §L a'(s,z,z)ds + Jo (h,z")ds + §L (éx-ZI’Z/) ds — JO

onde Pz foi estabelecido na Defini¢ao 2.1.

Por integragao por partes em [0, ¢] e notando que h(-,0) = 0 temos

0

Recorde que (2.18) nos fornece que

0z

"= — Az — b,
z z P

— Pz.

(Pz,2")ds.

[[0 s = )2 - [ 2nas = i, - |

(2.57)
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Assim, podemos reescrever a tltima igualdade na forma

J (W) ds = (h(t), (1)) — J (i) ds + f(h, Az) ds

0 0

+J (h b‘; ) ds+f0t(h,Pz)ds,

ou seja,
|y ds = o), 2) = Sl + fo (h, Az) ds

t a / t
f (h b; ia ) ds + f (h, Pz)ds. (2.58)
0 2
Analisando o quarto termo da igualdade acima temos, pelo Teorema de Green, que
t ! t /
f (h, bia—z> ds :J J no, 22 di ds
0 (7371 axz

- J@(hb),dd

0x;

(t ch ob
= — —b; + h— | 2/ dxd
), f(@a:zl—k axl)z T ds.

0b; oh
__ ) ds— | (b2 ) s, 2,
) <h, &Ei ) ds L (ami, ,z) s (2.59)

Combinando (2.57), (2.58) e (2.59), obtemos

(&

E(t)==| d'(s,2,2)ds+ (h(t), ' (t)) — 1\h(t)\2 + | (h,Az)ds
2 2 0

0

ob; , Y(oh !
_L <h 6% ) ds—J; (&—wi,biz> ds—i—fo(h,Pz)ds

1 (" (ob; , ' ,
+§L (axiz,z) ds—fO(Pz,z)ds. (2.60)
1

SIZOP — (), 2(0)) + ShOP = SI2/(0) — h)P,

podemos reescrever (2.60) na forma
t t 8b
szzds—kj(h,Az)ds—J (h, Zz’) ds
0 ox;

Jye
f ( ) ds+Lt(h,Pz)ds
%f (ji ' )ds—fot(Pz,z’)ds. (2.61)

Desde que

1 1 1
§|z'(t) — Rh(t)]* + 2a(t 2(t =3
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Fazendo 6 = 2/ — h em (2.61) e substituindo 2’ por  + h nesta igualdade, nés obtemos

t t t '
Lo + 2a, ), ) :lj 0/ (s, 2, 2) ds+J(h,Az) ds—f f h% 0 4 by deds
2 2 2 J, . o Jo o,
o oh
+ J ——=—0b;i(0 + h) + he(0 + h)
Jo JQ axz
* 1 ab 2 2 2 2
+ 53 “ (0% + 2RO + h*) — c(6° + 2h0 + h*) dx ds
JO X
t 0z
+ J —di=— (0 + h) — fz(0 + h)dx ds.
Jo JQ axz

Desenvolvendo as expressoes da igualdade acima e simplificando-a, podemos escrever que

SO + Salt, (), 2

: (1) -

_l’_

Pelo Lema 2.2 a tltima parcela da

ob;
ox;

J (szz)derJ(hAz)der J( 99> ds
( bz,H) ds—f:(ce,ﬁ)ds—f
NC-

(ch.0)ds
)ds—f(fz,@)ds
_2(

1) (20)

"o
expressao (2.62) se anula. Agora, utilizando as condigoes

JO

r‘t

é‘b

o (2.62)

[

0

(2.21), conseguimos limitar cada termo do seu lado direito conforme a seguir.

t

J

t

J

1
._

2

a'(s,z,2)d

<L LwlE

a(t,z, h)ds

(h,Az)ds—L
INCOREINN
I

Jc@@
~[enoyas< [ [ elne

Seguindo a mesma estratégia

_L(dléz

ox;’

ob;
ox;

oh
5%

t
jdwa
0

drds < — f Vz|?ds <

CJ V2| Vh|ds < cf 123 ds:

0b;

t
1 f 02 ds < cf 0]2 ds:
0Ti| 10 Jo 0

%

1
01?dxds < =
2

é’xz

t t
w) ds < ybi|mf IVh||0] ds < (JJ 1R|6] ds;
0 0

JJ|CH9\2szJdS \cmf 02 ds < CJ 62 ds:

|da ds < |c||Loof Ih|6] ds <

fmww
0

e utilizando a desigualdade de Young, temos

o) ds < lafue [ J=l6las < [ 1l + o as
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t[(fz 6) ds f|ynj‘|zme|ds \L|un2+|eﬁds.

Pelas estimativas acima e pela coercividade de a(t, -, -), temos, em (2.62), que

1 1
007 + 310 < [ 1nlet +opds+ € [ 1l pas, 6

em que C' é uma constante que independe de z e h.

Multiplicando a igualdade acima por 2 e usando o fato de que

0O+ 2] < V2100 + ()], (2.64)

obtemos
OO + =017 < € [ I+ s+ [[ =17+ fofas.

Aplicando o Teorema 1.13, podemos escrever que

1t 1 2
B + =01 < {5 [ clal (356+) as|
0
2 t 2
<%}(Jh%ﬁ)fﬁﬁ
0

B+ |2(0) < (Jnhﬁ).

Extraindo a raiz de ambos os lados, usando (2.64) e substituindo 6 por z’—h, concluimos

ou seja,

que

ww—wﬂw—um<cL\mﬁ.

Observagao 2.3 Sejam as fungoes definidas por
a;j(x,t) = a;j(x, T —t), A(t) = A(T —t), i(z,t) = —bi(x, T —t),
x,t) = —c(z, T —t), c?i(a:,t) =di(x, T —1t), f(x,t)= f(z, T —1),
h(z,t) = h(z, T —1t),  3(x,t) = z(x,T —t)

e considere o operador
e - AUy, -
Rzzz”—i-Az—i-bia —Fc,z'—i-alia

i X

+ f7

Nessas condigoes, € possivel observar que os coeficientes a;j, b;, c,d; e f satisfazem (2.21) se

e somente se, os coeficientes transformados @;;,b;, ¢, d; e f também satisfazem.
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Com efeito, jd sabemos que os coeficientes a;;, b;, c,d; e f verificam (2.21). Além disso,

considerando que a;; € simétrico, seque que
aij(x,t) = ajj(x, T —t) = aj(z, T —t) = a;(x,1),
o que garante a simetria de a;;(z,t). Ademais, existe a > 0 tal que
aij(x, )68 = aléf’, VEER™ e (x,1) € Q.

Desde que a funcao p(t) = T — t mapeia o intervalo [0,T] para si mesmo, temos que
(x, T —1t) e Q. Logo,
Qij (2, 4)&&5 = aij(z, T — )& = aléf,
ou seja, ;; € uniformemente coercivo.
Agora, seja ¢(z,t) = (x,T —t). Considerando que a;; € C*(Q) e que podemos escrever
a;j(x,t) = (ai; o ¢)(x,t) como composi¢ao de fungdes continuas, e de forma andloga suas

primeiras derivadas, temos que G;; € C(Q). Ademais, note que
ay(z,t) = [ay(z, T — 1)) = aj;(x, T = t)(T = 1) = (—aj; 0 §)(,1).
e daf,

ajy(z,t) = [dy (2, T = )] = [—ay; (2, T = )] = ajj(x, T = 1)(T — 1) = (—aj; © ¢)(,1).

"
Dessa forma, se ajj

essencial, temos que a;; € L™(Q). Seguindo o mesmo raciocinio mostramos que b;, ¢, d;,

€ L*(Q) e a composi¢ao acima preserva a propriedade de limitagao

- 0b; . .
feWh®(0,T; L*(Q)) e que é e L™(Q). A reciproca € feita de maneira andloga.
ZT;

Consideremos o problema

RY=h em Q,
{1 Z =0 sobre &, (2.65)
\Z/(vT) = ZO(‘)? \Z//(aT) = *Zl() em .

Para este, podemos definir, de maneira analoga ao problema (2.25), uma solugao fraca.

Observagao 2.4 z ¢ uma solugcao fraca do problema (2.25) se, e somente se, Z é uma

solugao fraca do problema (2.65).

De fato, suponhamos que z é uma solugao fraca do problema (2.25), ou seja, consi-
deramos z satisfazendo a Definicao 2.2. Assim, sabemos que existe uma constante C' tal
que

=supess|z ()| <C e[| omirae) = supess|Z' ()] < C.

2| r oo .
[ HL (0.7;H () £[0.7] te[0,T7]
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Desde que ¢(t) =T —t mapeia [0, T] para si mesmo, tem-se

supess||Z ()| =supess|z (T —t)| < C e supess|Z(t)] =supess|Z' (T —t)| < C,
te[0,T] te[0,T] te[0,T] te[0,T]

ou seja, Z € L*(0,T; Hy(Q)) e 2 € L*(0,T; L*(Q)).

Agora, verifiguemos que a funcao Z pode ser expressa também pela formulagao fraca
equivalente a (2.50).

Fazendo em (2.50) a mudanga de varidvel s =T —t, temost =T — s e dt = —ds. Dai,
quando t = 0 temos s =T, e quando t =T, s = 0. Definindo g(:c,t) =&(x, T —t), temos

g(x,t) = —€(x,T — s) = —€'(x,5)
ZNx,t) = =2 (x, T —s) = —=Z'(x,s)

0z 0z
a—xi(ﬂc,t) = —(z,3)

a;j(z,t) = a;j(x, T —s) = @;;(z, s)
bz('r?t) = bz(xaT - 8) = —\Z;Z(ZL’, 8)
e de modo andlogo os demais coeficientes. Dessa forma,

. _JT(z',g') dt = —JO(—Z’, —&Vds = _ﬂy,g/) ds

0

T 0z 0% T -
o a(t, z Qs dr ds = a(t,z,€)ds
Jo £)d f f ]('}:L'] é’xz L ( §)
0z 7 —8 ) ooy o
g Jo (bzaxlvg) dt = _JT ( a ] 76) dS = J;) <bza_%a§) d87
T 0 C Y . T o
o | (Pz,&)dt= —J (—E(—Z/) +di— + fZ, 5) ds = J (PZ,€)ds;
r‘T 0 o o T o o
. (h,g)dtz—f 0, )dSZJ (7. &) ds.
JO T

0

Isso demonstra que Z satisfaz a formulagdo fraca (2.50), como desejado. Ademais,
recordando que para t = 0 tem-se s = T, podemos notar que para as condigoes iniciais
obtemos

'\2/(7T) = Z('7T - T) = Z(’O) = ZO()

Y(T) = (T —T) = —2(-,0) = —21().

De modo andlogo mostramos a reciproca.
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2.3.1 Desigualdades inversa e direta

O Método da Unicidade Hilbertiana (HUM), que sera visto posteriormente, é baseado
em duas expressoes fundamentais denominadas Desigualdade Direta e Desigualdade Inversa.

Essa se¢ao é dedicada a provar essas desigualdades para a solucao fraca do problema

-

L*z=h em Q,
y 2 = 0 sobre ¥, (2.66)

2(70) = ZO(')? Z’(‘,O) = Zl(‘) em {2,

\

em que L*z, definido em (2.22), é o adjunto formal do operador

J

, 0 ow ouw’ ow

em que a;j,b; e B; foram definidos, respectivamente, em (2.7), (2.10) e (2.11).
Pelo Lema 2.1, os resultados de existéncia, unicidade e regularidade das solugoes, es-

tabelecidos nesse Capitulo 2, permanecem vélidos quando substituimos o operador R por

L*.
Lema 2.4 FExistem constantes ag, a1 € R, com ag > 0, tais que
(i) Para todo (x,t) € Q e todo & € R™, vale
ao&i&i < a5 < a1
(ii) Para todo z € H}(Q), tem-se

1
Vz|? < a—a(t,z, 2).
0

Prova. Desde que a;; € C'(Q) é uniformemente coercivo, existe & > 0 e uma constante

C > 0 tais que
a;; &5 = al¢]? = als, &) = g

n

n n 2
D aGg <C ) allgl =C (Z |§z‘|) :
=1

i,j=1 i,j=1

Sejam y; = (&1, ..., &) e yo = (1,...,1). Por Cauchy-Schwarz segue que

n 2 n
<Z \§¢|> = () < |y fPlyal* = n ) l6[™
-1 i=1
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Dali,
Z a;; &€ < 0"2&'&-
ij=1 i=1
Assim, basta tomar agp = o e a; = C'n para obter o item (7).
0z
Agora, considerando & = A no item (i) e integrando em 2, temos
L
0z 0z 1 0z 0z
dx < —J a;j——=—dx,
Q &ZL‘Z 8% ap Jo 6xj 6x,
ou seja,
1
V2| < —al(t, 2, 2).
agp
[

Conforme mostrado no Teorema 2.2, a energia do problema (2.66) é dada por

E(t) = %|z’(t)|2 + %a(t,z(t), 2(t)).

Em particular,

1 1
Ey = 5\21\2 + 5@(0,20, 2%).

Teorema 2.4 Seja z a solugao fraca do problema (2.66). Entao

(i) se h =0,
Epe™® < B(t) < Ege®, Vte[0,0).
(ii) se h # 0,
T 2
E(t) < |2E) + (f |hydt> ] e vtel0,T],
0
em que,

2 (1 + 7k M? + 72 M? + naok?)
aok’g

2 (VMM +n) (nT+ 7+ ki)
NI

Co = (6 + 063) +

(ver notagoes da Seg¢ao 2.1).

(01 + 03)

Prova. (i) Derivando com respeito a t a identidade (éi7) do Teorema 2.2 e supondo que

h = 0, temos
1 1 [ 0b;
/ _ - VANV N /
E(t)—Qa(uz,z)—i—z(axiz,z) (Pz,2").

(2.68)
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Analisemos cada termo do lado direito da equacao acima. Para isso, note que

- § [t

Z]l

B Z 222K K"k — 2K + 2(k')3a?
— =

i=1
)4 KE'E — (k/)?)
-2 ()

Desse modo, podemos escrever

2

1 1 0z 0z K (0z 0z KE'k — (k)3 0z
“d(t S PRy, /o [ IR A P | Pl 2.69
a( 5 Z) 2 J;Z a” 63,’]- 81‘1 o k3 (8:{;1’ 6951) ( k3 > . al’l ( )
Ademais, os outros termos sao escritos da forma
1 /ob; , , 1 [ b, 5 1 K k'
- == = = | 20> - n— 9.
2<a$iz,z) ) Q(?xi(z)dx 2L nk(z)dx nk|z| (2.70)
e
—(Pz,7') = —(c2', 7)) — d»ﬁ 2 = (fz,2)
’ - ) Z&xi7 ’
— an—|z > — (dig—;,z'> —(f=z,2). (2.71)
Substituindo (2.69), (2.70) e (2.71) em (2.68), obtemos
K [0z oz KE'k— (k)3 0z |2
E'(t) = A S el
(t) (6$Z 8301) ( k3 ) i ox;
+ nﬁ|z’\2 — d-a—Z 2= (fz2) (2.72)
Lk zaxia ) : :

Limitaremos cada um dos termos da desigualdade acima. Vejamos que, utilizando o

Lema 2.4 e recordando o fato de que k é uma funcao positiva, temos

Kooz oz _ K| . |/<;'\ 21|
_ < —F
k3 (@xl’ 61’1) J ’V ’ ( ’Z’Z) aok?’ (t)’
R N N e o K
S I S ) < - V717
< 3 Izﬁxi < e M*|Vz|
M2’k,k”k’ _ (k/)?)‘
< e a(t, z, z)
AN RS N/ "3
_ 2K KR (k)|E(t)

a0k3
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/ /
n%|z'[2 < Qn%E(t) =2n

Por (2.17) e pelas desigualdades de Cauchy-Schwarz e Young, temos que

oz |(n+1)(K)* — K"k|M ,
(dlaxi,z) < 12 Vz||2|

N2 "
- |(n + 1)3{%]{2 K"k| M el
_ |(n+ 1)(K')? — K"k|M (a(t,z, 2) N \z’\2>
h /ao k2 2 2
_ 2Vl (n+ 1) (K)? — K'k|M
< N

em que A foi definido no inicio do Capitulo 2.

aok?|K|
E(t).
e (t)

E(1),

Seguindo o mesmo raciocinio, por (2.1) e desde que a desigualdade de Poincaré e o
Lema 2.4 implicam que
a(t, z, z)
VA1y/ag 7

2| <

temos,

W nln+1)(K)?— Kk ,
~(fz ) < MO DUG = B

N2 7
< nl(n i_/aijif)\%k? i k‘«/a(t,z, 2)|Z|
n|(n + 1)(k)?* — K"k| (a(t,z,z) N \z’\2>
Jao/ ALk 2 2
_ 2nj(n + 1)(K')? — K"k|
< NN

Pelas limitagoes acima, podemos escrever em (2.72) que

E(t).

|E'(t)] < G(t)E(t), (2.73)

em que

G(t) _9 ‘k/’+M2‘k/]€//k—(k,)3| +na0k‘2]k’| 49 (\/TlM“‘n)Kn—Fl)(k’/)z—k”k‘
. aok? VoA k2 |
Usando as hipoteses (Hs) e (Hs) sobre a funcio k, podemos limitar cada termo de G,

isto é,

G(t) < 2 |K'| + M>*(7|K"|ky + T2|K']) + naok?|K'|
= Clok‘g

((\/AlM +n)(nT|K'| + 7|k + ]k”\kl))
+2 a .
«/(lo\/)\l kO
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Usando agora a hipotese (H,), nés obtemos

Q0 9 9 )
f Gt di < 2 (€1+M (1 ls Ky +k§ 1) + nagk? gl)
Aok

n 9 ((\/)\71]\/[4—71)(717'@1 +T€1 +€2 l{?l))
Vaov/ A kg ’

0

ou seja,

L . G(t)dt < Cy. (2.74)
Segue de (2.73) que -
—G(t) < B < G(1),
isto &, t t t
—L G(s)ds < L In' (E(s))ds < JO G(s)ds,
e por (2.74),

—Cy<InE(t) —mE0) < Cy, Vtel0,0)

Usando propriedades logaritmicas nés podemos escrever que

E(?)

~Co<in ()

) <O(), Vte[O,oo),
e elevando os membros da desigualdade acima como expoentes da base e, obtemos
Eoe™® < E(t) < Ege®™, Y tel0,0).

(77) Utilizando os mesmos argumentos do item (i) para obter (2.72), segue que
oz |?

oo K [0z 0z KE'k — (K')?
o= (m) - (e )

kJ 12 / az / /
+nz|z| + (h,2") — (dzgﬁ) (fz,2).

)

E analogamente ao que foi feito em (2.73), obtemos
E'(t) < GR)E(t) + (h, 2).

Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz e integrando de 0 a t, temos

E(t) < E(0) +L BI|#] + G(s)E(s) ds.

De forma semelhante ao realizado para obter (2.53) na demonstragao do Teorema 2.2

e usando (2.74), concluimos que
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.E@)<|F£b+-<J:fhuu)2]é%, Vtel0,T].

A seguir, provaremos uma identidade que sera fundamental na obtencao das estimativas

0z
para —.

ov

Teorema 2.5 Seja ¢ = (q;) um campo vetorial em Q, q € [C*(Q)]". Entdo toda solucdo
fraca z do problema (2.66) verifica

1 (T 0z\° 10 0
_J J aijViVjQﬂ/g (5) dth = ( + 5@[[) ] 07 32: >
0
fj@qg Y g 0z 0z +1Jf )2 0z ﬁ_z
0xy ”8 (9 k2 Z 8@
0z O0qp 0z ob; 0z ob; @z ,
el et N I el - 9
* JJ ij Oxj 0z 0y + fJ ox; 8@/% Jf 0xy 0x; . (2.75)
N [ XU PR
(3:1:1 (%g 5% @xe ox; Oy
Sl [
k2 63: 6.75@

T
Jfgp denota JJ(pd:cdt.
0o Jao

Prova. Primeiro provaremos (2.75) para a solugao forte z do problema (2.66), ou seja,

consideremos inicialmente z(t) € H*(Q) n H}(Q) e 2/(t) € Hy(Q).

T

em que

0
Seja L*z como estabelecido em (2.22). Multiplicando a equagao (2.66); por qga—z e
Ty

integrando em @), temos

ot I [igons
Z%M %Z%a %w ZWM
0
Jf b ) Qg Jf P ( 12 X z) an—w = Jf tha—; (2.76)

Iremos agora analisar as integrais que aparecem no lado esquerdo da equacao acima.

e Analise de sz Qo=
8$g

Usando integragao por partes no primeiro termo e notando que ¢, = g,(x) nao depende

de t, segue que
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f J LI GV J J
qual'g_ Z;Qzaz Qeaw
0z Jf oz
- 7q€a 1 qez al’g
(et A1
“\Fegy )| T2 ax
E, por sua vez, segue do Teorema de Green que
Jf S 2 — [
Qeaw =

0z 0z
e Analise de — ff oz, ( Q;j (')x]> Qe %,

Para analise do segundo termo, usando o Teorema 1.10 e o Teorema de Green, note

“ ZZ 2, (2.77)

que
0 0z 0z 0z 0z 0z [0q 0z 0%z

D ij A | YA 7, zdr a; N d

(&xi [“]axj] qu) qua 900, J i 9z, (8:132- de “”axia:ce) v

(4. 0% @ﬁ (g 02 P2
B a”@:cj’axiéxg a”&:cj’qzﬁxi@xg

0z 0z
_L%&x] i e,/ldr (2.78)

Usando a mesma estratégia na segunda integral do lado direito de (2.78), temos que

a”é’z 0%z _J 62 0z l/dl“—f 0 0z 0z oz
T on; ¥omon, ) ~ ) " ow; Mo, o 0z | oz, | Az,
ou seja,
) = [ (355, 22 (1,5,
”&’xj’qe@xié‘xg B r ”6qu€6$,~ ¢ al’g aijb 6:70, ”é’mi’qzéxlé‘xj
0z 0qy 0z
_ (“Ja_x]a_m am) (2.79)
Pela simetria de a;;, podemos escrever em (2.79) que

o (.92, % _J 0z 0z (9902 0z 0z Oqr Oz
Yo, Yomon, ) ~ ) 1 ox; Mo dzg 02,0 0z, )~ \" 0w 0z Oxy
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Dai, substituindo a equagao acima em (2.78), obtemos
(O 2 02N (0% Qe L (day; 0z 02
oz; |V 0x; ’qeﬁxg B Yoz, 0w Oxy 2 \ Oz &E](H? ox;
1 0z 0qp 0z 1 0z 0z
3 <a_a_ ax) v | esimagvar
0z 0z
S 2.
Lawam " v;d (2.80)

Desde que

) (2 N2 T o .
%:i[i@g (k’)kgcsz]:_(k:) [(chm'_i_(?:cj ]

69515 al'g k2 k2

temos que o segundo termo do lado direito de (2.80) pode ser escrito como

1 (dai; 0z 0z _lf (k)2 (%ix'az 0z+8ﬁ 0z 0z i
01 01,0 0w, ) T 2 )g K2 | 0wy 0w, M ow; | om0, ¥ ox,

Note que, considerando nas parcelas acima o somatério que estamos implicitando,
temos que a primeira parcela s6 sera diferente de zero quando ¢ = i, e a segunda

quando ¢ = j. Desse modo, tomando i = j, segue que

Oa;; 0z 0z (K)? 0z 0z
— = Ti—, 2.81
(axg oz, 10 é’xz) ( K2 oz, ¥ox, (281)
) . 0z 0z
Ja para os termos na fronteira de (2.80), desde que e Via— em ', tem-se,
€T; 1%

1 (32 0z 0z 0z
— - r
f zya a Véd J a“@x]%& Zyld

1 0z 0z 0z 0z
=3 L a,-jl/quwigw dl’ — Lawuj 2 qy/ga v; dI’

——1f =\" i (2.82)
= B FCLZ]VZV](MI/( Ew . .

Substituindo (2.81) e (2.82) em (2.80), concluimos que
I S I S S AL e
oz; | ox; | Yow, ) T \"ox; 0w, 0z K2 U or, " ox,

a2 Y (2 Car
2 a”(?:tj ox,’ 0x; 2 Fa” Widere\ 5, ’

(2.83)
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(1 0 0z

Agora, aplicando o Teorema 1.10 e o Teorema de Green, podemos escrever que

T%ai%’a)/ Jf laxe]
i ey e

e Analise de h

(&

10 , 0z
e Anélise de Jf Qa—xi(biz) C_Iza—xz

Utilizando integracao por partes, segue que

10 L0z 1[0 o2\ |"
JJQ(?_L([)ZZ) Qea—xé = 5 (a—xi(bﬂ%%@)

1 0 0z
. 9 ff E(biz)QZ@- (2.85)

Usando o Teorema de Green na segunda integral do lado direito da igualdade acima,

1 0 0z
_ﬁﬂ 7z, 07 axg J oz laqu”bia_xf”] -

= 0, tem-se

obtemos

Desde que
d (’)l‘g(}l‘l

[ b P
Z%Jz axe /—’faxi e 0m:

1 (7b (7qg 82 (7Qg ,
— . 2.
2 6:61 al‘g &:z:Z 811; > (2.86)
Por (2.85) e (2.86) segue que
oz 1[0
/ — = — | — (b /
ff (9;155 2 (é’xl( i), de ) Jf (?xlqeﬁa:g fj oxy 63:Z
+1Jfb Jf (3b(9qg, ff azé‘qg,
2 U s r0m, 61‘58% 0x; 6xg 81‘1 axg
(2.87)

n(k')? 0z
Anali
e Analise de Jf P ( 12 ZZ) C]ea =

Podemos notar inicialmente que
0 k' (K")? ([ Ox; i 0z
8@- " k2 iz k2 81’2 8@

(k)2 ( (32)
=n nz + x;
8:1:'1-

L2
) (K)? (K)? 0z
12 Z+n 12 xlaxi.

=n
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Assim,

[ (o - [ P [ 0

Usando novamente o Teorema de Green na primeira integral do lado direito da equagao

acima, temos que

o (K)? 0z _H o (K)* [ 02 g
J]TL /C2 Zq£&$g B =n k2 8:704 q£+25$g ’
[ 1 |

Substituindo a tltima expressao em (2.88),

0 (K')? (k')? 2 0z 0z
H %(" = W) o U Iz (m H E "o om0

Finalmente, adicionando (2.77), (2.83), (2.84), (2.87) e (2.89), obtemos (2.75).

ou seja,

Considere agora z solugao fraca do problema (2.66), ou seja, 2(t) € Hj(Q2) e 2/(t) €

L?*(Q). Desde que

H*(Q) 0 Hy(Q) = Hy(Q) e H(Q) = L*(Q),
existem sequéncias (z,) < H*(Q) n Hg(Q) e (z;,) © Hg(9Q) tais que
zy— zem HY(Q) e 2, — 2 em L*(Q).
Conforme provado no Teorema 2.2, temos que
2 — z em C([0,T]; Hy(Q)),

z, — 2" em C([0,T]; L*(2)).

Assim, escrevendo (2.75) com z, e zL ao invés de z e 2’ respectivamente, e tomando o
limite quando g — o0, obtemos que (2.75) ¢ valida para toda solucao fraca de (2.66).

]

A proxima desigualdade que demonstraremos é conhecida como desigualdade direta

para o problema (2.66). Esse resultado estabelece uma propriedade de regularidade adicional
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para a derivada normal a—Z em Y, onde z denota uma solugao fraca do problema (2.66). Mais
v

precisamente, provaremos que

> e L(%). (2.90)

Notemos que a regularidade (2.90) ndo provém das propiedades da solugao fraca z garantida
no Teorema 2.3. Por esta razao, ela é chamada de Regularidade Escondida. Esta denominagao
foi introduzida por Lions em [16], quando o autor estudou um problema misto associado a

equacao de onda semilinear.

Teorema 2.6 (Desigualdade Direta) Seja z uma solu¢ao fraca qualquer do problema

)
(2.66). Entio, ;—j e L¥(X) e

T 02\ 2
— r < 1
J()Jr<al/) alrdt < C(T +1)

em que C' é uma constante que independe de z e T

T 2 T
Fy + (f |hydt> ]+C«/Eof B dt.
0 0

Prova. O item (i) do Teorema 2.4 nos fornece que

ZOP | alt.2(0).2() _ le0+ <fT|h|dt> ]eCO, Vie[0,7],

2 2

ou seja,
2

T
|2 + alt,2(t), 2(t)) < CEy+C <J |h| dt) , Ytel0,T]. (2.91)
0
Consideremos a identidade do Teorema 2.5 com um campo vetorial ¢ tal que ¢ = v em
I'. Limitaremos cada termo do lado direito dessa identidade considerando, quando necessario,
as condigoes (2.21) e o fato de existir uma constante C' > 0, tal que

5%

T <C, (=1,...,n. (2.92)

) | 52

lge| < C, €=1,...,n, e

Observe que para o primeiro termo em (2.75) temos que
0z

urla[b.]ﬁ J||l_
: 2 0x; Zz’qeé’mg 2 or;

< CJ (2] + || + [V2)) V2] de.
Q

0z

b

2| +

2
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Usando as desigualdades de Cauchy-Schwarz, Young e Poincaré, e o item (i) do Lema

2.4, podemos escrever

(2
2

[b 2], q ;Z ) <C (|z'||Vz| + |2||V 2| + |Vz|2) (2.93)
Ty

CU " + [ Val* + |2]*)

< C (|Z/|2 + a(ta Z,Z) + CCL(t,Z,Z)) 7

Qo Qo

ou seja,

(z’ + % ‘ : [b¢Z],Qe§—;) <C <2E(t) + EE( b+ EE( ))

Qo Qo

< 20E(t),

para todo t € [0,7]. Desse modo, por (2.91), segue que

z’—i—l
2

Ja no segundo termo, note que

J]a% TR W |
oxy J 0x;j O0x; 2 J

T
< C(2E(T) +2E,) < C
0

%+(fﬁm01. (2.94)

((Z ) ij &%’j é’xl)

0z
[b2]7 QZa_:w)

Qe
amg

|2'12 —a(t, z, 2) dt

f
<C’( |22+ al(t, z, 2)dt,
0

e novamente, por (2.91), obtemos

T 2 T
J]aw( ’?—Ufzaz><c4}mb+o(f|mﬁ>]f dt
0%y 0x;j O0x; 0 0
T 2
<OT[&+<J|M&)]. (2.95)
0

A seguir, usando as hipoteses (Hs) e (H3) e a defini¢ao de M, temos no terceiro termo,

também aplicando-se o Lema 2.4 e (2.91), que

)2 62 8qg 72 )
T

< ¢ a(t,z,z)dt
a() 0
T 2
éOT.%+(J|Mﬁ)]. (2.96)
0
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De modo inteiramente analogo, usando-se as mesmas estratégias, conseguimos motrar

que o quarto até o décimo termo também sao marjorados por

CT[%+<Lﬁmaf]. (2.97)

Avaliemos agora o décimo primeiro termo. Primeiro, perceba que o Lema 2.4 implica
que

Vz| <

Por (2.91), temos

Va(t, z, z) < CNA%4-<LfV4m>i

e usando o fato de que v/ + 3% < \/x + y, para z,y > 0, podemos escrever que

UPWEZ<C[ﬁWV4
ﬁxg

T
<oj|m¢v4ﬁ
0

T T
<C< %+J|mm)fwmﬁ
0 0
T T 2
<C%/Ebf Uﬂdt+(7<J‘|hhh> | (2.98)
0 0

Ja no lado esquerdo de (2.75), usando o item (i) do Lema 2.4 e recordando o fato de

que |v| = 1, temos

0z 1 0z
J JCI,UV@VJVZVg ((9 > dl'dt = 5[ Jaoy VE (_]/> dl’ dt

0z

[ 2 _

= 2L La0|y| <é’y) dr dt

T 2
_ % e
5 L L((?V) dl’ dt. (2.99)

Combinando as desigualdades (2.94)-(2.99), concluimos que

LTL <%)2drdt <C(T+1) [Eo + (LT |h| dt>2

Por essa ultima desigualdade, podemos afirmar que

T 2
J f (%> dI' dt < oo,
0 T aV

T
+CV%J|M%
0
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ou seja,

Observacao 2.5 A desigualdade direta verificada no Teorema 2.6 com E(T) ao invés de

Ey também € verdadeira para a solugao fraca z do problema

L*z2=h em Q,
z =0 sobre X,
Z<'7T) = ZO(')7 Z/('vT) = Zl('> em §0.

Para isso, nds introduzimos uma fungao k(t) = k(T—t). Com os coeficientes a;j, b;, ¢, d;, f
de L* nos determinamos 0s coeficientes a aw, i, G d;, | dados na Observagao 2.3. Observamos
que o operador L* com os coeficientes a;;, bl, ¢, d;, f e o operador L* tém a mesma forma. O

resultado seque aplicando-se a Observacao 2.35.

Com o objetivo de mostrar a desigualdade inversa provaremos o seguinte resultado.

Lema 2.5 Seja 2° € R". Entdo toda solugio fraca z do problema (2.66) com h = 0 verifica

J Jaml/ﬂ/]ug z9) (22) dl'dt

10 0z n—1
:f E(t)dt + (Z +§a$z[b,~2],(mg—x?)—+ z)

)2 0 Koz
+(n+1) Jf 2 i z —:Bg) JJ - il?g—[l?g) (2.100)

n+1 fj
6@

Prova. Consideremos a identidade do Teorema 2.5 com o particular campo vetorial g(z) =

x — 2°. Analisemos alguns termos do lado direito dessa identidade.

Inicialmente, note que

6Qg Z oq 6qg 0z dq 0z 82 ob; 0z Z db; 0z E’z
al'g (%z &‘I &rg b 8901 6@ 8@ 0x; by Oxy Oy k oxy
(2.101)

Assim, para o segundo e quarto termo, temos que
T (R | P
0xy ij Oxj 0x; Y0z Ox; Oy
n o 0z 0z JJ‘ 0z 0z
= — — Qi i 2.102
2 JJ ((2 ) -y ox; é‘xi> ) oxj O0x; (2.102)
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Desde que,

n—1 o 0z 0z T
_ﬁﬂ 2 g, O2 0% +ﬂ (= 0z
2 Yoz O N 695] &vl

podemos reescrever (2.102) da forma

”aqg g S22 +H 0z 0q 0%
oxy Yoz, Ox; i 0xj 0x; Oxy

n—1 9 0z 0z T
= " —aj— = E . 2.1
5 fj ((z) ;j oz; axi) +J0 (t)dt (2.103)
Por (2.101), obtemos, para o quinto e sexto termo, que
”abg ob; 62 ij:’&:clﬁ ,_J kK oz S
0x; Oy 1= 0%y 8351 k Ox; Oxy 1= k Ox, a4
k' 0z
—(n+1) ff " o —q?, (2.104)
e para o sétimo termo,
0b; an, n ob; , n+1 ob; , n—1 ob;
= — - ) 2.1
f ow; a.ilﬁg 2 J ox; = 4 f 6xizz - 4 J ox; = (2.105)

Ja para o oitavo e nono termo, tem-se
e
2 0x; 0%y 2 0x; aiL'g 6.% ' Ox;
n—1
= Jf 8@ (2.106)

Finalmente, o décimo termo é escrito como
__Jf (k)2 56]@ 2 QJJn2(]€/)222
k2 6954
/ o /
_ n+1 Jf k _n lff k 2 (2.107)

Substituindo as igualdades (2 103) - (2. 107) na identidade (2.75) do Teorema 2.5,

1 0z 10 0z r
_f f Qi ViViVeQy <_I/) dl'dt = (Z + iﬁ_[biz]’qe&xg> +J E(t) dt
)2 0z 0z k' 0z pont 1 y
s [ G o wod [ e [ 5
_(n+1 o (K)? JJ ne 0z 0z n—lfj'az,
—fjn 2 + 5 (2')° — ai; 3, oz, + 5 b; (%ciz
n—lﬂ =1 () 5
83:1 k2

Agora, multipliquemos a equacao L*z = 0 por z e integremos em (). Usando o Teorema

T

(2.108)

de Green ou Integragao por partes em ¢ em cada termo do produto L*z - z, nos da
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. szf:(zf,z>y§_“<zf>2
. H_a%[aijg]z:fm(oz,@ dtzLTa(t,z,z)dt;
PR |

g [ et =5 (e ]2)

4 J obi 1 J ) 02
0 8x, 2 ! ﬁxl '
Ja para o tltimo termo, temos que

Il IRl g
JE N

e o Teorema de Green na ultima integral do lado direito
da igualdade acima, temos que

[l ] - 1 <ol

n
Adicionando as tultimas cinco igualdades, multiplicando o resultado por

0z 10(*)
&ZL’Z‘ B 2 é’mz

Usando que z

e iso-

lando o termo avaliado em 0 e 7', obtemos

R e | [ ) R F

Note que (2.109) ¢é igual aos ultimos quatro termos do lado direito de (2.108). Assim,

realizando essa subtituigdo em (2.108) e trocando g, por x, — x), obtemos (2.100).
]
Para obter a desigualdade inversa para o problema (2.66), introduzimos algumas no-

tagoes. O Teorema 2.4, item (i), nos fornece que
ClEO < E(t) < CQE(), Vit e [0, OO) (Cl = G_CO, CQ = 600). (2110)

O tempo Tj é definido por

2R(2°) Cy
Ty = K K K| = 2.111
0 =K Ky K| ( )
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em que

27 [(n — 1)M + 2nR(2°) + 2¢/Ay M R(2°)]

K, =
' aokov/ A1 7
261 (TL + 1)R(3§'0) [TM + \/(l>0k'0]
KQ = D) )
K €1n(n + 1) [TM + \/aiok()]
3 = .

ao kg v A1

Observagao 2.6 No caso particular em que k(t) = 1, para todo t = 0, tem-se C; = Cy =
ag =1e Ky = Ky = K3 =0, o que implica que Ty = 2R(z"). Esse é precisamente o
tempo Ty obtido por J. L. Lions [13] e V. Komornik [12] para a equagdo cldssica da onda
u" — Au=0.

De fato, tomando k(t) = 1 para todo t = 0, e utilizando as relagées (Hs), (Hj) e
(Hy), obtemos ky =1 e T = {1 = {5 = 0. Nessas condigdes, tem-se Cy = 0, o que implica
Cy = Cy = 1. Além disso, K1 = Ky = K3 = 0, e pela demonstragao do item (i) do Lema
2.4, conclui-se que

1—72M?
Ay = = T = 1.

Consequentemente, Ty = 2R(z°).

Teorema 2.7 (Desigualdade Inversa) Seja T > Ty. Entao toda solugao fraca z do pro-
blema (2.66) com h = 0, verifica

1 r 0z\°
—R(Z' )(Il - dl'dt > Ol (T — T())E().
2 0 F(:EO al/

Prova. A ideia ¢é limitar, usando a estimativa (2.110), cada termo do lado direito da iden-

tidade (2.100) do Lema 2.5. Para o primeiro termo desse lado direito temos que

T
J E(t)dt > C\TE, (2.112)

0

Ja para o segundo termo, segue que

, 10 0 02 n—1
(z + 301 [b:2], [z¢— xg]a—w + Tz)

, 0 -1
— <z, [acg—xg]a—;+n2 z)

Avaliemos cada expressao do lado direito de (2.113) separadamente. Note que, usando

T

0
T

T
1 0 o0y 0% n—1
+§ <8xi[biz]’ [xe—xz]a—err 5 Z>

0

(2.113)

as desigualdades de Cauchy-Schwarz e Young, temos

oz n-—1
‘(2/7 [Ig — xg]a—xe + TZ)

2

0z =l wuso0. (2114)

J— 0 —
[ZI;( xe]axe + 5

1
<Bp+ =
2 21

z
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Desenvolvendo a segunda norma do lado direito da desigualdade acima, usando que

dz  10(2%)

Z— == e o Teorema de Green, podemos escrever que
6@ 2 é‘mg
0z n— 1 2
20
_l’_
e
0z 0z (n—1)2
7y 7—) + (n—1)[zy — :cg]ﬂz + Tzzdx.

[
Jﬂ<x5—xz Z) dp + L Q[xg—xg]aéiz) dz + (”41)2 L%d:@
(le-en7) |

-
(9 )f 2 ”‘UQJ 2
dr — zde + ——— | z°dx
L 3 Q 4 Q

—1 —1)?
nn—1) , (n—1) < 0, temos, usando também a definigao de R(z") e o Lema

2 - 4
2
0z
JQ ([J?g - xé]é’x ) dx

< R*(2%)| V22

§ R2($O)a(t’ Z, Z) ]

Desde que —

2.4, que

A

Qo

Substituindo a desigualdade acima em (2.114), obtemos

0z n—1 1 a(t, z, z)
/ 07 < v R2 —7 V 0
(a1 e 2t B o 2 s
R 0
Fazendo p = (@) e usando (2.110), segue que

T 0] 0z L= LA R(2%) 7|2 N R(2°) a(t, z, 2)
T, T T )| S a2 a2
R(2)
= E(t
N (t)
0
< R(‘I )OQEOa

o que implique que

, oz n—1\|" R(z°
(z, [xg—xgh ™ +— z) i > -2 \ﬁ%)CQEO. (2.115)

Agora, usando o Teorema de Green, para o segundo termo do lado direito de (2.113)
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perceba que

( [bez], [ ]az+”;12)

L1
2
0z 1 n—10z
(ﬁxz ou e IZ]&’@) 2 (blz’ 2 é’a:i)

2K 0z n—1 0z
—nz+ —, [z — a:‘,?]a—w) - <zb—> : (2.116)

N | —

Para limitar os termos de (2.116), note que

1 2K 0z 0z 1 2T T 0
3 (2 -2 <3 [ [Eel+ 2anival] R v o

M
< TnR(2°)|2]|V2| + S R(2°)|V 2|2
ko ko

Usando a desigualdade de Poincaré e o item (i7) do Lema 2.4, obtemos

1 2K 1 M
'- (——knz b [ 9:2]2)‘ < TnR()——|Vf + Tl pyt) U2 2)
0

2 k ox; 0%y ko VA1 k ao
T 1 a(t,z,z) ™M a(t, z, 2)
< —nR(2° s+ R(2%)—222
ko ( )\/ )\1 Qo ko ( ) Qo

e desde que a(t, z,2z) < 2E(t) < 2CyE)y, tem-se

1/ 2K 0z 0z 2rnR(2%) 2T M R(2°)v/ A
’5 (—7712 b a—z, [z, — xg]a )’ < ( NN + kv CyE)
_ ZR(@)(n + V]WM)CoEy (2.117)

aokov/ A1

Ja para o segundo termo do lado direito de (2.116), obtemos, usando as mesmas estratégias,

que
n—1 b 0z _n
4 ’ 8.13
n—1 2rM 1
< VzI? d
4 L ko A 1| "
n—1 ™M
Vz|?,
> T VA
ou seja,

n—l(zb'ﬁ)‘<n—1 ™ a(t,z,2)
4 O 2 kovA ao
(n—1)TMCyE,
aokov/ A1 .

(2.118)
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Por (2.117) e (2.118), temos em (2.116) que

170 0z n-—1 7 [(n = 1)M + 2nR(z°) + 20/ A M R(z°)| C2Ey
Slbiz], [we—ay]o— + z)| < :
ox; oxy 2 aokov/ A1

isto é,

T

1 0 0z n—1
B <(9_xi[biz]a [xe — ]9 = + Z> )

_ 2 [(n —1)M + 2nR(2") + 2¢/ A M R(2°)] C5Ey
- aokox/)\i .

A partir de (2.115) e (2.119), temos, para o segundo termo do lado direito de (2.100),

(2.119)

que

T

, 10 0 02 n—1
(z+ p [biz], [l’g—xz]amz‘f‘ 5 z)

5 ZT; 0

R(2) ., o 27[(n = )M + 20R(") + 2/ MM R(2°)] Co By
\/% 270 Cloko\//\T

R(2")

— 2 N CoEy — K1CyE. (2.120)

> —2

Avaliando agora o terceiro termo do lado direito de (2.100) e recordando a hipdtese

(H,), de modo anélogo, podemos escrever

0z E'|| K
(n+1 Tin - xg—xg)am <(n~|—1)f | l<|:|2 |MR( N|Vz?
(n+17'MR J |k' a(t, z, z)
2 )M
< (n+ )TQR( )O2E0f ’k/| dt
< 261(77, + 1)7’MR(.Z'0)02E0
h aok‘g ’
ou seja,
)2 (72 0z 201 (n + 1)TM R(2°)Cy Ey
— > — . 2.121
) [ e - £ 2121

Para o quarto termo seguimos a mesma estratégia, isto €,

k' 0z k'
n+1JJkaea:4—xe n+1JJ| | )| Vz||Z|

1
<o+ DRE) k)R( )f K[z dt
0

1
< nt+ DR f Wt 22| dt.
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Usando acima a desigualdade de Young e (2.110), temos que

K (9,2 | (n+1)R(2°) JT g falt,z,z) |2
(n+1 U o el < PR | (R B )

< (n+ \)/éko)CQE()J‘ ’k | dt
< 261(71 + 1)R(Z‘O)CQE0

N Vao ko ’

k?l 62 ’ 261 (n + 1)R(ZEO)OQE0
—(n+1 H T Z )2 > e by . (2.122)

De modo semelhante, seguimos estimando agora o quinto termo do lado direito de

(2.100), isto é,
(n + )J obi
4 &xz =

ou seja,

4

(n+1 , ,
E'\\/a(t, z, 2)|2'| dt
Q\ﬁk‘ov 1 Jo | | | |
< (7’L+1)02E0

~2y/ag kv
< 6177/(77/ + 1)CQEO

N

TL + ]_ / ﬁln(n + 1)02E0
> . 2.123
ff (31:1 Vao kov A ( )

= n, e dai, usando o Teorema de Green, tem-se

n(n+1) ox; (k
JJ ox; k:2
n(n+1) (K2 . 0z
4 JJ% 2 228@

M
<”<”2% f K121V d.

Usando novamente a desigualdade de Poincaré, o item (ii) do Lema 2.4 e (2.110),

< <n+ )J |k/| | H2|dt

T at

e assim,

Para o sexto termo recorde que

) ([ 2

i

obtemos

n+17'Mf | 1 atzz) gt
2 ki

n(n+1)7M
Qo kr%ﬁ

_ tyn(n + 1)MCyEy
h ap k3v/ 1 ’

<

nin+ DM o g, J W) dt
0
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e dai,
1) ! HMCYE,
n+ J:f l{ Elrn(n+2) Cy 0' (2124)
ap ko\/yl
Usando (2.112) e (2.120) - (2. 124) temos em (2.100), que
02\ 2
J J a;vivive(x, — ) <(3_V) dldt
2R 20 7T MR(2° 20 1 R(2°
s ity - [2E) g, 2000 DMAG) | 2000 D),
\/670 aoko \/CTO Ko
linn+1)  Oimn(n+1)M
— + CyEy,
[ﬁo Fovhd - ao kA |
ou seja,
1 (7 0z\?
§f JGZ]VZVJVg( T — 7)) (5) dldt
2R(z°)
ClTEO— l f + K, +K2+K3:| C(2E:0

0

2R(z°)
= ClTEO l \/(% + K1+ Ky + K3:| ECQE()Cl
C1(T — Ty) Ey. (2.125)

Além disso, notando que vy(z, — 29) = v(z) - m(z) e
v(z) - m(2)| < [v(z)||m(@)]| cos ] < [m(z)| < R(z"),

em que 6 é o angulo entre os vetores v e m, entao, usando o item (i) do Lema 2.4, temos que

1 (7 o [0z 02\
- aijVivive(Te — 2p) | 5= dI‘dt C“W/’ m(x)) | 5, ) dr dt
2 ), ). ov
1 02\ >
< IR( f J . <5> dard,  (2.126)

pois ['(z%) = {x € T |m(z) - v(x) = 0}. Por (2.125) e (2.126), obtemos

J Jmo <%) dldt = C\(T — Ty)Ey.

2.4 Solucao Ultra-fraca

O objetivo desta sec¢ao é estudar a existéncia, a unicidade e a regularidade da solugao do

problema (2.25), quando os dados iniciais 2" e 2! sao menos regulares do que os considerados
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na Secao 2.3. Por essa razao, tal solucao sera denominada solucao ultra-fraca. Inicialmente,
definiremos o conceito de solugao para (2.25) por meio do Método da Transposigao (ver [18]).
Em virtude do método empregado, essa solugao também é conhecida como solucao por
transposicao.
Seja L o operador
/

Lw=w"— a(—; (aij%) + bi% + BZS—Z (2.127)

definido em (2.67) e consideremos o problema

p
Lw=0em @,

{ w = v sobre X, (2.128)

Lw(-,O) = w(-), w'(-,0) = w'(-) em Q.

Primeiro, vamos definir a concepgao de solugao ultra-fraca do problema (2.128).

Seja z a solu¢ao do problema

-

L*z=hem Q,

{2z=0em X, (2.129)

2(,T) =0, 2/(-,7) = 0 em Q.

Multipliquemos (2.127) por z e integramos em () para obter

” 0 ow ow’ ow
Jf Lw z dx dt = wa z — a_l’] <a”57j> zZ+ bza—xiz + Bza—%z dx dt. (2.130)
Q Q

Avaliemos separadamente cada termo do lado direito da igualdade acima. Integragao

por partes e o Teorema de Green nos fornecem que

. JJ w"z dx dt = J [w’z]‘OT dr — Jf w'z dx dt
Q . Q

.
w'(0)z(0) dx — Jw’z’ dx dt
JQ
.
w'(0)2(0) dx — Jﬂ[wz']‘oT dx + ff wz" dx dt

I
S

[
o

J

Q
w'(0)z(0) dz + [ w(0)2'(0) do + || wz" da dt;
ot

I
S
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0 ow ow 0z
.Jf—a—% (aw 5$J) z dxr dt = Jfal]@_%a_% dx dt
Q
0 0z
T di — ihadl )
ffaw VJ dl’ dt Jf (%cj (al] (%,-) dx dt;
Q

T
ow’ ow , 0w
. ff b; o zdr dt = L [bza—%z] dx — Jj[bzz] o dx dt
Q 0 Q
ow , Ow
-~ | BOZE0):(0) do - [ [T 5
Q

_ L b,(0) 2;” (0)2(0) dz + J f aixi[biz]’w dr dt:
Q

.U@S—;"iz __ Hwa%[@z] da dt.
Q Q

Substituindo as tltimas quatro igualdades acima em (2.130), temos que

f f Lw z do dt = — L w'(0)2(0) dz + Lw(O)z'(O) dr — L bi(0) S;“ (0)2(0) da
Q

wa— dl’ dt + JJ wh dx dt, (2.131)
aVA
Q

E—— t)%uj. (2.132)

Observagao 2.7 Se h e L*(0,T; L*(2)), pelo Teorema 2.2 e¢ Observagdao 2.3, temos que a
solug@o z do problema (2.129) verifica

em que

ova

(i) z € C([0,T]; Hy(€)) n CH([0,TT; L*(42))

(ii) 2/(0)] + |=(0) f | dt

De fato, a Observagao 2.3 mostra que um problema com condigoes de contorno finais
(em T, como (2.129)) pode ser transformado em um problema com condigdes iniciais (and-
logo a (2.25)) usando t — T —t. A solugao Z do problema (2.65) € relacionada a solucao z
do problema (2.25), assim, a reqularidade de Z € a mesma garantida pelo Teorema 2.2 para

z. Portanto, a solu¢do z do problema (2.129) também tem essa mesma regularidade, ou seja,

2 € O([0,T]; HY(Q)) A C1([0,T; L(9)).
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Ademais, avaliando o item (iii) do Teorema 2.2 com t =T temos que
1 / 2 ]' 1 g / T /
§|z ()| + ia(T,z(T),z(T)) = FE(0) + 5| @ (t,z,2) dt + | (h,2') dt
0 0
Lt /ob , r
= - dt — | (Pz2')dt
+2Jo <axiz,z> L( z,2")
Desde que z(-,T) = 2'(-,T) = 0, tem-se
1 4 / r / abz / T !/
EQ0)=—=| d(tzz2) dt— | (h2)dt—= dt + | (Pz,2") dt. (2.133)
2 Jo 0 2 Jo 6:6@ 0

Note que, usando as condigoes (2.21) e o fato de que
P <2E(t) e afz]® <alt,z2) < 2E(),

podemos escrever que

(", 1 (" )
=3 a'(t,z, z) dt<2 |ai; || V2]* dt < C dt;

0 0

T T T
—f () dt<f || dt<CJ In| BV2(¢) dt;
0 0

0
T ' T
._lf ((’}612/72:/) dtélf

T T
. f (P2, ) dt<f (Iel|2']2 + |V =Il] + 1 Flll12]) de

0 0

<C L <E(t) + VEMNE®) + \/E(t)\/E(t)> dt

ob;
63;1

T
|22 dt < OL E(t) dt;

Pelas tltimas quatro desigualdades, temos em (2.133), que
T

E(0) < CJ E(t) + |n|EY(t) dt.

Pelo Teorema 1.13, seque que

%\z’(0)|2 T ;a(O 2(0), (J i dt)

e pela coercividade de a(t,-,-), obtemos

O + |(0)]* < <j |h|dt).
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Usando o fato de que a + b < v/2v/a2 + b2, com a,b > 0, tem-se

2O+ O] < [

Observagao 2.8 Pelo Teorema 2.6 e Observagao 2.5, vale que

f B dt.
L2(%)

0
De fato, a inclusao & ¢ L3(X) ¢ uma aplicag¢ao direta do Teorema 2.6. Além disso,

[
aI/eL(Z) e ‘

ov

pela Observagao 2.5, tal resultado permanece vilido quando o funcional de energia Ey €

substituido por E(T'). Assim, obtemos a estimativa

LTL (%Y dl'dt < C(T +1) |E(T) + (LT|h|dt>2

Como as condigoes finais impoem z(-,T) = 2'(-,T) = 0, € possivel concluir que E(T) =

+ OE(T) JT B dt.

0. Substituindo essa informag¢ao na desigualdade anterior, obtemos

LTL (%)2 dr dt < O(T + 1) (LT|h|dt>2,

o que implica, de forma imediata, a estimativa final

T
<C f In| dt.
L2(%) 0

Esse resultado evidencia que a norma de traco normal de z sobre Y. € controlada pelo

0z

ov

termo de entrada h, ressaltando a coeréncia entre a energia do sistema e a ag¢ao do controle.

Motivados por (2.129), (2.131), (2.132) e pelas Observagoes 2.7 e 2.8, introduzimos a

seguinte defini¢ao:
Defini¢ao 2.3 (Solugcdo por transposicao) Sejam
w’e L*(Q), w'e HYQ) e vel*X). (2.134)

Dizemos que w € L*(0,T;L*(Q)) € solugdo ultra fraca (ou solugdo por transposicio) do

problema (2.128) com dados w°, w' e v se

JOT(W h) dt = (w', 2(0)) — (w®, 2'(0)) — <2l]§(/(()(;) Ow > J ( (9VA) - dt,

(2.135)
para toda h e L'(0,T; L*(Y)), em que z estd relacionada a h pelo problema (2.129).
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Teorema 2.8 (Existéncia e Unicidade) FEziste somente uma solugao por transposicao w

do problema (2.128). Além disso, existe uma constante C' > 0 tal que

||/LUHLOC(O7T;L2(Q)) S C (|w0| + ||w1||H—1(Q) + HUHLQ(Z)) . (2.136)

Prova. Para demonstrar a existéncia da solugao, consideremos a aplicacao linear

S:LY0,T,I2(Q)) — R
h — (S, h)

definida por

em que z ¢é a solugao fraca do problema (2.129).

Com base nas Observagoes 2.7 e 2.8, temos:

T
", 2(0))] < w1 |2(0)] < Clw'| f ) dt

e

T
(", 2'(0))] < [w’[[2'(0)] < C\w0|f || dt.
0
Usando o Teorema de Green e a mesma estratégia empregada, no terceiro termo, ob-
temos
2K'(0)  ow® 0z(0
—<ini,z(0)> < ZLMJ || 020) dx

< CJ [w?||V2(0)] do
Q
< Clw|]2(0)]

T
< C’|w0|f In| dt.
0

Ademais, aplicando a desigualdade de Cauchy—Schwarz no quarto termo e a Observacao

2.8, segue que

T
J <v, ﬁ) dt
0 al/A L2(I)

Assim, pela formulagao (2.135), conclui-se que

T

< Cloluags) | ] de.

0

0z

al/A

< o] 2w

L2(%)

T T
J(w,h) dt‘<C’(|w0]+\|w1\H-1(Q)+|vLz(g))J Bl dt, Yhe LN0,T: L3().
0 0
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Usando a definigao de norma em L*(0,T; L*(Q2)), que é dada por dualidade

o (w, ) dt
|[wl| oo 0,302 (0)) = sup —
( = heL!(0,T;L2(2)) SOT|h| dt
h#0

tem-se que
Jwlzeorszagy) < C (W] + |w'a-1@) + vlLas))

com C' independe de w, garantindo (2.136).

Portanto, S ¢ linear e continuo. Pelo Teorema 1.5, existe w € L*(0, T, L*(Q2)) tal que

T

(S, By e 01020, LA 01560 = f (w,h)dt, ¥heL'0,T,L(%)).
0

Essa fungao w constitui, portanto, a solu¢do do problema (2.135).
Para a unicidade, suponhamos que existem w; e wsy solugoes por transposicao de
(2.128). Desde que ambas satisfazem (2.135), tem-se
T T
L (wy, h) dt —L (wa, h) dt =0, YheL'Y0,T;L*Q)),
ou seja,

T
J (wl — Wa, h) dt = 0, Vhe Ll(O,T, L2(Q>)
0

Portanto, w, — we = 0, isto é, w; = ws.
]
Com o objetivo de provar a regularidade das solugoes por transposicao, introduzimos
um resultado prévio.

Seja h € D(Q) e z a solugado fraca do problema

-

L*z=h em Q,

{ z = 0 sobre X, (2.137)

2(-,0) =0,2(-,0) = 0 em €.
Pelo Teorema 2.3 temos que z verifica a estimativa
T
[2@)] + 12'() = h(t)] < CJ |h] dt, Vte[0,T7, (2.138)
0

em que C' é uma constante que independe de z e h. Pelo Teorema 2.6 n6s obtemos de (2.137)

que % e LA(%).
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Lema 2.6 A solugdao z de (2.137) com h € D(Q), verifica
0 T
‘—Z cf |h| dt
0 0

em que C' € uma constante independente de z e h.

Prova. Temos pelo Teorema 2.5 que z verifica a identidade (2.75). No que segue, limitaremos

c (LT 1] dt)Q, (2.139)

em que C independe de z e h. Para o primeiro termo, utilizando as mesmas estratégias

cada termo desta identidade por

realizadas para obter (2.93), temos que
, 1 0z , 9
gaglbihag ) < C (|2[|Val + |2]|V2] + |[V2])

2 81’(

< C(|l2] + |21) - (2.140)
Desde que |2| — |h| < |2/ — h|, pela estimativa (2.138) podemos obter
T
@) <C | Ihl e+
0
T
<c| inl dt-+ 1a]
0
e integrando de 0 a 7" em ambos lados, temos

T
(7)< cf B dt. (2.141)
0

Assim, sendo z(0) = 2/(0) = 0 e usando (2.141) e (2.138) em (2.140), tem-se

, 10 0z
<Z sam el d a@)

T

< C[IZD)=(T)] + |=(T)]

<c [( [ hdt22 ([ ||h\dt)2]
<C UOT h||dt> | (2.142)

No segundo termo podemos escrever que
ffafu 2 —q dz 0z 56]@ J) = JJ&J@ 0z 0z
0Ty ij &’L’] @xz Oxg 0%y ij o0x;j 0x;

e usando (2')? = (2/ — h)? 4+ 2h(2’ — h) + h?, obtemos

0
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fj&qg () —a 0z 0z ff&qz o Jfﬁqg ,
oy i (9:}0] or; oy oy
090, 5 _Jf@ 22
*3 2 fj (/l’gh 2 (?xga” dxj Ox; (2.143)

Por outro lado, usando integracao por partes e o Teorema de Green no dltimo termo

de (2.75), temos que

, ah an ,
o KR R | e

e usando 2’ = (2’ — h) + h, obtemos

ﬁh ’ 8h a% / aQK 2
Y | Ry - )= || g2 (2144
H %w f o C) J 3 J PRl f Gogt (2144

Pelo Lema 2.2, temos que a segunda e a ultima integrais do lado direito da igualdade

s lE
83@
e assim, em (2.144), segue que

[t [ -3 [

Somando (2. 143) (2. 145) obtemos

) w (e ) = [ =5 ] s == [ e =
0z s 0z O Coxy 0z o, !
8q€ 0z 0z
— ” T (2.146)

Note que, usando (2.21), (2.92) e (2.138) podemos estimar os termos do lado direito

aclma somam

da desigualdade acima como a seguir

8q€ , T / ) T T
°o— —h)*<C |z — h|7dt < C Htht dt < C Hh|| dt | ;
(/l’g 0 0
T T 2
—Qg 2 —h) ‘ < C’JJWth’ —h| < C’J [hl||z" = h| dt < C <J A dt) X
0 0
T T 2
. ’_J e, 02 O f Ve < J 2|2 dt < C (J ] dt) |
0 0

—a
oz, 7oz ox
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Dessa forma, em (2.146), temos

aQZ /2 0z 0z , az
H 59512( s 89@) H ey~ (J 7] dt> : (2.147)

Seguindo de forma analoga, para o terceiro e quarto termo obtemos

2 T 2
+1H Z&z %2 <+ 1T Mcf Va2 < U Hh|dt); (2.148)
6@ 0
0z 0qp 0% 2 _ JT 2
. i i ) 2.14
H%ax] o cf V| c( pla (2.149)

Usando que 2’ = (2/ — h) + h no quinto termo do lado direito de (2.75) tem-se

lfjé’biﬁ_z Z,_l"é’bﬁ o ff@b 0z
2 ox; 8@% 2] oxy 6’@% 0 5@
rT

<C| |Vzl| = h|dt+C’J |V z||h| dt

JO

rT
<o vl -naso| e
0

JO

e por (2.138) nesta tltima desigualdade, concluimos que

U 2210_2‘”2 < U ’h”dt) : (2.150)

Utilizando as mesmas estratétigas nos demais termos, usando a igualdade 2’ = (2 —

h) + h e (2.138), obtemos que estes sao estimados por (2.139). Portanto, por (2.99), (2.142)
e (2.147) - (2.150), segue na identidade (2.75), que

T 2 T 2
a 62) (J‘ )
%o C) arat<c hldt)
] (ay Nz
f I dt.

Teorema 2.9 Toda solugao por transposicao w do problema (2.128) tem a regularidade

ou seja,
(32

we C([0,T]; L*(Q)) n CH([0,T]; H(2))
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e a aplicacao linear
L*(Q) x HH(Q) x L*(2) — O([0, T]; L*(Q2)) n CH([0, T]; H(2))
{w’, w v} — w

€ continua.

Prova. Primeiro vamos provar que w € C([0,T]; L*(Q)). Para isso, fixamos w® € L?(2),
w' e H'(Q) e v e L*(¥). Sejam (w)) ¢ Hy(Q), (w)) c L*(Q) e (v,) = Hi(0,T; H*(T))

tais que
w) — w’ em L*(Q), w, —w'em H'(Q) e v, — vem L*X). (2.151)

Considere v a fungao trago sobre I'. Pela sobrejetividade de + garantida pelo Teorema
1.3, temos que para o trago {v,,0}, com v, € L*(2), existe v, € HZ(0,T; H*(Q2)) tal que
N vy,
Uu‘g:""u e EE:O’

ou seja, Y0, = {v,, 0}. Ademais, seja y,, a solu¢do do problema
(

Ly = —Lv, em Q,

A

y = 0 sobre X, (2.152)

Afirmagao 2.2 Pelo Teorema 2.2,
yu € C([0,TT; Hy () 0 CH([0,TT; L* ().
Para concluir esta regularidade usando o Teorema 2.2, basta mostrar que —Lu, €
L0, T; L*(52)), pois ja temos que wy, € Hy(2) e w), € L*(Q). Sendo assim, avaliemos cada

termo do operador

0 o, ov! oV,
L, =0 — — | a;; —~ b; =~ bl 2.153
UN U“ al’l (a J 837]) * aiL‘Z * 6 6:151 ( )
Desde que
v, € HZ(0,T; H*()), (2.154)
obtemos

0" e L2(0,T; HX(Q)) < L*(0,T; L)) = LY0,T; L*()).

Ademais, por (2.21) e (2.154) podemos perceber que as implicagdes a seguir sao ver-

dadeiras para todo ¢ € [0, T].
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o 5.(1) € HY(Q) = % e HY(Q) = ay(l) 6?;(;) e H'(Q)
= o (w007 e 2

o O, e L2(0,T: HX(Q)) = 0,(t) € H(Q) = % e HY(Q) = bl(t)ag’f) e H(Q)
= bi(t)% e L*(Q);

o T.(t) € H2(Q) = %T(f) e H'(Q) = @(t)%;) e H'(Q) = @-(t)%;) e [2(Q).

Assim, os tltimos trés termos do lado direito de (2.153) pertencem a HZ(0,T; L*(Q))
L*(0,T; L*(Q2)) < L*(0,T; L*(2)). Portanto, —Lv, € L*(0,T; L*(52)).

Afirmacgao 2.3 A soma w, = y,+7, € a solugio por transposi¢io do problema (2.128) com
dados W, wl e wv,. Além disso, w, € C([0,T]; L*()).

w
Essa afirmagao é consequéncia direta da construgdo de y,, e v,. De fato, temos que
Lw, = L(y, +v,) = Ly, + Lv, = —Lv, + Lv, =0
Além disso, sobre ¥, segue que y,, = 0 e pelo trago, v, = v,. Dai,
w, = Yy, + U, = v, sobre X.

E ainda, por (2.154) temos

wu(0) = 4u(0) + 0,(0) = wﬂ +0=w

T~ TO

w,,(0) = ,(0) +70,(0) = w, + 0 = w
Logo, w,, é solucao de (2.128). Além disso, pela afirmagao anterior temos

yu € C([0,T]; Hy(Q)) = C([0,T]; L*())
e de (2.154), tem-se v, € L*(0,T; L*(?) e U, € L*(0,T; L*(Q2)). Pelo Teorema 1.8 , obtemos
0, € C([0,T]; L*(9)),

ou seja,

w,, € C([0,T]; L*(Q)).
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Afirmagao 2.4 w e C([0,T]; L*(Q)).

Desde que w e w, sao solugdes por transposi¢ao do problema (2.128) com dados

0

w’, wh v e w

u,wi,vu, respectivamente, tem-se que w — w, ¢ solugao por transposicao de

2.128) com dados w® — w?, w' —w! e wv—wv,. Logo, w — w, satisfaz (2.136), ou seja,
p M m m

o~ wl ez < C (Ju° = ] + [ = whlr-s) + o = vl )
Tomando o limite quando p — oo e considerando as convergéncias (2.151), temos que
w, — w em L*(0,T; L*(2)).
Como C([0,T7]; L*(©2)) é um subespago fechado de L*(0,T; L*(€2)), segue que
we C([0,T]; L*(Q)).

Agora, considere h € D(Q) e z a solugao fraca do problema

-

L*z=h em Q,

3 2=0 sobre X, (2.155)

Pelo Teorema 2.3 e a Observagao 2.3, temos

120 + () — h(t)| <cf0 Ihldt, vieo,T], (2.156)

As constantes em (2.156) e (2.157) sao independentes de z e h.
Como w € L*(0,T; L*()) — L*(0,T; L*(2)), temos w' € H~1(0,T; L*(Q2)). Ademais,

e pelo Lema 2.6,

%
ov

T
< CJ | b dt. (2.157)
L2(%) 0

pelo Teorema de Green, segue que

T

' By — —f (w, ) dt.

0

Como w é uma solugdo por transposi¢ao do problema (2.128), temos de (2.155), que

) () dt = (' 2(0)) — (u?, 2(0)) <2§<$)Zi 2(0>>H-1<Q),Hg<m
- LT <U’ ;TZA> L2(T) o
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Pelas estimativas (2.156) e (2.157), de modo anélogo ao realizado para mostrar (2.136),

verificamos que

T T
= [y al < 0 1)+ o+ olios) [ 10 at, v D)

Pela densidade de D(Q) em L'(0,T; H}(2)), a desigualdade acima vale para toda
fungdo h e LY(0,T; H}(Q)). Dai,

[0l =010y < C (Jw°] + w10y + [l 22(s)) - (2.158)

ou seja, w e L*(0,T; H1(Q)).
Usando argumentos similares aos realizados na primeira parte da demonstracao e no-

tando que w), =y, + 0, € C([0,T]; H~'(Q)), pois

e y, € CH([0,T]; L*()), o que implica que y;, € C([0,T]; L*(2)), e entdo
y, € C([0,T]; HH(Q));

e U, € H3(0,T; H*(Q)), dai, v, € H'(0,T;L*(Q)) e pelo Teorema 1.8,
v, € C([0,T]; H'()).

Assim, concluimos que w’ € C([0,T]; H~()), ou seja,
we C([0,T); L3(R)) n CH([0, T]; H (%),
Por fim, avaliemos a continuidade da aplicacao linear
B: X —Y,

em que X = L2(Q) x H1(Q) x L3(X) e Y = C([0,T]; L*(Q2)) n CY([0,T]; H1(Q)), com

B{w’, w!,v} = w. Consideremos as normas a seguir:

[{w® wh, vhx = 1w’ + W' g-1) + [v]L2s)

|wly = sup |w(t)|+ sup [w'(t)]m-1 )
te[0,T] te[0,1]

De (2.136) e (2.158) tem-se

sup Jw(t)] < C ([w’] + [w'|z-1@) + [V ()
te[0,T']
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e
sup [/ (8) -y < C (10°] + [ -y + [ologey)
te[0,T]
Dado € > 0, escolha 6 = % Entao, para quaisquer dados {w®, w', v} e {w°, w!, 0} com
H{wovwl7v} - {woa 'lDl’,ﬁ}HX = H{wo - 1])0, wl - ’LZ)l, v = ﬁ}HX < 57
temos que
|B{w®, w,v} — B{@", @', 0}y = |B{w® —@°, w' — @', v— 5}y
= |lw —ally
= sup |w(t) —w(t)| + sup [w'(t) — @' (t)| g1
te[0,T7] te[0,T7]
<C (’wo — @’ + Jw' - wl”H—l(Q) + v - 17HL2(2))
<e.
Portanto, B ¢ continua. [

Observacao 2.9 Também podemos definir a solu¢do por transposi¢ao w do problema reverso

Lw=0emQ,
w = v sobre X,

w(,T)=w(), w(,T) =w'() em Q.

de maneira similar a obtida no problema (2.128). Além disso, O Teorema 2.9, de reqularidade

da solugao por transposicao, permanece vdlido para essa solu¢ao w. Isso € uma consequéncia
das Observagoes 2.3 e 2.5.



Capitulo

Controlabilidade Exata

Nosso objetivo neste capitulo é demonstrar a controlabilidade exata da equagao da
onda no dominio cilindrico ), com controle localizado em uma porcao da fronteira. Para
isso, utilizaremos o método HUM (Hilbert Uniqueness Method), idealizado por J.-L. Lions
(ver [13], [15]). Essa metodologia fundamenta-se em um critério de unicidade e na construgao
de um espaco de Hilbert adequado, levando em consideracao as propriedades das solugoes

da equacao da onda apresentadas no Capitulo 2.

3.1 Descricao do problema

Inicialmente, resolveremos o problema da controlabilidade exata do sistema sobre o
cilindro @), a saber:
w” — a;j(z,t i(r,t)=— =0 em Q,
Z.]Z_l ox; ( ! 91’]) ; ;B( )89@- ©

w=7v sobre X,

w(-,0) = w(:),w'(-,0) = w(:) em .

Apos isso, no Capitulo 4, obteremos o resultado da controlabilidade exata para o problema

sobre o dominio nao-cilindrico @:

r

u”—AUZOem@,

 u = g sobre f],
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3.2 Controlabilidade exata no dominio cilindrico

Consideremos o seguinte sistema:

-

Lw =0 em @,

v sobre X(x0),
{ w = (3.1)

0 sobre ¥\X(x?),

IU(',O) = ,w()(_)’ w'(-,O) = wl(') em {2,

\

em que X(2°) é uma parte de ¥, com medida positiva tal que 3(20) n 2\X(29) = &.

Observacao 3.1 Tendo em conta que o sistema pode ser controlado na fronteira, € razodvel
tentar resolver o problema quando o controle atua somente sobre uma parte desta. FEsse
problema, além de mais interessante, permite minimizar um certo custo que surge de maneira
natural. Dessa forma, consideraremos o caso em que o controle atua unicamente sobre o
subconjunto 3(x°) de X. Portanto, trata-se de um problema de controlabilidade exata na

fronteira com controle localizado.

Figura 3.1: Porgao da fronteira ¥(z°) em azul, onde acionamos o controle.

Formulacao do Problema

O problema de controlabilidade exata pode ser formulado como segue: Dado T > 0
suficientemente grande, encontrar um espaco de Hilbert apropriado H tal que para quaisquer
dados iniciais {w®, w'} € H, exista um controle v € L? (X(2?)), tal que a solugao de (2.12)

cumpra a condicao de equilibrio

w(,T,0)=0 e w(,T,v)=0.

Observacao 3.2 Como a velocidade de propagacao das ondas € finita, para que se tenha

controle exato, o tempo T deverd ser suficientemente grande.
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Agora, iremos enunciar e provar o principal resultado para controlabilidade exata de

(2.12).

Teorema 3.1 Assumimos que as hipdteses (Hy)-(Hy) sao satisfeitas. Seja T > Ty. En-
tao, para cada dado inicial {w° w'} pertencente a L*(Q) x H™1(Q), ewiste um controle

ve L2 (X(2%)) tal que a solugio por transposicdo w do problema (3.1) satisfaz

Prova. Seja ¢ a solugao fraca do problema

-

L*p =0em Q,
Y ¢ =0 sobre X, (32)
@(70) = 90()(')7 30/(70) = 301() el Q7

com {p° o'} € H}(Q) x L*(2). Pelos Teoremas 2.2, 2.6 e 2.7 tem-se

e C(0.T) HYQ) n C'(0.TEL2Q), 22 e 17(5),

ov

oy 2
ov

em que C e (5 sao constantes que independem de .

C(T — Ty)Ey < ’ < Co(T + 1) Ey, (3.3)

L2(%(2))

Com ¢ contruimos a solugao por transposicao v para o problema

.
Lib = 0 em O,
% sobre 3(20)
=< v (3.4)
0  sobre ¥\X(z?),

(. T)=0,¢'(nT) = 0 em .

Entao, pelo Teorema 2.9 e Observacao 2.9,

A

e C([0,T]; L* () n CH([0, TT; HH(Q)).

Multiplicando L1 por ¢ e integrando em (), obtemos, seguindo de modo analogo ao

realizado para obter (2.135), que

~ 2K(0) dy(0) 0> 1
L = 7 bl 07
W) == (WO B ) 0
dp 0
+J L , afaf dT dt + (b, L* ). (3.5)
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Desde que Ly = L*¢ = 0 em @, a igualdade acima implica que
/ 2K'(0) ap(0) 1 g dp dp
Y'(0) — x; ) — (¥(0), ¢ :J J a;;—v;j—dl'dt. (3.6
(O -Gt w0 =[] agiegiaa 6o
Esta ultima expressao induz a introducao do seguinte operador:
A Hg(Q) x L*(Q) — HHQ) x L*(Q)
2K'(0)  0y(0)
0.0 — A% '} = {9/ (0) — i —(0) ¢ . 3.7
{¢",¢'} {0’} {¢() k(())xéxi’w(> (3.7)

Afirmagao 3.1 O operador A satisfaz

2

ool dp
ao || =~ <M e " e < | == :
Vi L2(s(20)) Vllz2(=(a0)
De fato, de (3.6), tem-se que
Qk’ 0) Jdyv(0
M) 0D = (w0 - Frda ) o0 - ((0).¢Y)
0) 0xi H1(@), HY(@)
Jip
; dl’ dt.
J J mo)ajamzyja
Recordando que
0 dp
P Vi Ew sobre I,

temos que
T 6@ 2
<A{(1007 901}7 {9007 <P1}> = J J Qi Vil (_) dl' dt.
0 Jr(z0) ov

Usando o item (i) do Lema 2.4 e lembrando que v?

Jfﬂ<%)ﬂﬁ@W¢wa>ffﬁ(ﬁ)mm

ou seja,

= |v|? = 1, obtemos

2 (790

v

<M, o' e ') <a

L2(%(29))

L2(%(29)) '

Afirmagao 3.2 A € injetivo.

Para isso, mostremos que ker(A) = {0,0}. Suponhamos que A{¢", p'} = {0,0}, entdo

a Afirmagcao 3.1 e (3.3) implicam que

aoCy (T — To) Ey < (M@°, 9}, {e°, ¢'}) = 0.
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Desde que C1, ag, (T — Ty) > 0, nos resta que Ey < 0. Assim, pela coercividade de a(t, -, ),

obtemos

1 1
O>Eo=§|<pll2+§a(0 ¢, ) = \so * + HwOHQ-

Portanto, |¢'| = |¢°] = 0, ou seja, {©° ¢!} = {0,0}. O que nos permite concluir que

ker(A) = {0,0} e consequentemente, a injetividade do operador A.

Afirmagao 3.3 A € coercivo.
Com efeito, em H{(2) x L*(€) consideremos a norma
I{e”, "} o @2y = €1 + '
Novamente pela Afirmagao 3.1 e por (3.3), existe uma constante C' tal que

CEy < (M o'}, {0 9.

Dai, segue da coercividade de a(t,-, ), que

112 0112
@ @
M, 01 o'y = C (’ 2' | 2‘ )
Cle'? + [£°1%)
> Cl{¢°, 901}“%15(9)@2(9)

Assim, A é coercivo.

Afirmagao 3.4 A € auto-adjunto.

0 A . . “ 0
De fato, com {¢°, '} determinamos a solugao fraca ¢ do problema (3.2) e com a—(’p, a
v
soluc@o por transposigao 1) do problema (3.4). Se desenvolvermos (L1, ), obtemos, assim

como (3.5), que

0 ~ 0p 0y
0 1
A, ), (8%, 1)) = j‘J‘w)ma vy L drdi

e desenvolvendo <L@/J7 ©),

~0 ~ op 0P
<M°1H¢¢D.[Jw%awwﬁm

Desde que g%ﬁ

= 1/2-—('0 sobre I', tem-se
7 67/

M, 0 142,80 =M, 811, {¢", o).

Dessa forma, A é auto-adjunto.
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Afirmagao 3.5 A € continuo.

Consideremos @ conforme estabelecida na demonstracao da Afirmacao 3.4. Usando o

item (¢) do Lema 2.4 ¢ a desigualdade de Cauchy-Schwarz, tem-se

P oy
AO ~1
Me® o'} 8% 8] = J Jxo)a,juza ayudedt

f f 2%
1.0) V I/

< ap ‘ i
a" r2@o) | lr2(s@oy)
e por (3.3),
(M@, 0", (3%, 81 < ann/Co(T + 1)\/Eopn/Co(T + 1)\/Eq,. (3.8)

Usando a continuidade de a(t, -, -), podemos escrever que

1 1
Ey, = §|</)1|2 + 5@(07%)07 ¢)

1 112 ¢ 02
I + S 1]

N

< Cl{¢’, 901}\\%5(9)@2(9)’

e portanto, em (3.8) temos que

M, 01 {2%, 8 < O™, @ g cr2i) HE", 8" H g ) <220

Assim, A é continuo.

Afirmagao 3.6 A € sobrejetivo.

Considerando as Afirmagoes 3.3 e 3.5 e tomando p(u,v) = (Au,v), para todo u,v €
H = H}(Q) x L*(Q) no Teorema 1.4, temos que dado f € H = H '(Q) x L*(Q), obtemos
tnico u = {@°, '} € H = H}(Q) x L*(Q) tal que

Au,vy ={f,v); YveH,

ou seja,

Au = f,

concluindo a sobrejetividade.
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Pelo Teorema 1.6 temos que A é um isomorfismo de H{ (2)x L*(2) para H~1(Q)x L*(2).
Assim, para qualquer {w°, w'} € L*(Q) x H (), tomando em H () x L*() o par

L 2K(0) ow®
{w k(0) o

existe tnico {¢°, p'} € H}(Q) x L*(Q) tal que

2K'(0)  ouw®
A{QOO,QOl} _ {wl _ k(é))$1%’ _w()} )

Pela definicao do operador A temos que

{0 -Sgpntar o) - {o - S o}

Identificando coordenada a coordenada, temos ¥ (-,0) = w°(-) e ¥'(+,0) = w'(-). Além
disso, pela construgao do problema (3.4) temos as condigoes (-, T) =0 e ¢'(-,T) = 0.
Com {¢°, '} obtida pelo Teorema 1.6 determinamos a solucao fraca ¢ para o problema

0
(3.2) e com a—(p, a solugao por transposigao 1 do problema (3.4). Desde que ¥ (-,0) = w°(-)
v

e ¥'(-,0) = w!(:), tomando o controle v = gﬁ e L*(2(x?)), temos que v & solugao por
v

transposigao de (3.1). Pela unicidade, ¢ = w, e portanto,



Capitulo I

Equivaléncia de Controlabilidade

Nesse capitulo, mostraremos a equivaléncia da controlabilidade exata para a equacao
da onda no cilindro () e no nao cilindro @ As coordenadas em () sdo (z,t) e em @ sao (y,t),
com a relagao y = k(t)x.

Consideremos os espacos funcionais introduzidos no inicio do Capitulo 2, bem como os
espacos caracterizados no Apéndice B, a saber: LP(0,T; Hy*(Q)), 1 < p < oo; LP (0, T; H~™(€,))
para ]1? + ]% = 1; C([0,T]; HJ*(2)) e os espagos de fungoes continuas C([0,T]; H™™ (%)),

onde m é um inteiro positivo.

Representaremos por n = (1,,7;) o vetor normal unitario a ¥, direcionado para o
exterior de () e por v* o vetor v* = ﬁ
Tly

Lema 4.1 O vetor normal unitdrio n(y,t) para (y,t) € i, direcionado para o exterior de @,

tem a forma

Oy
r = —

B k()

Prova. Fixemos (y,t) € 5. Seja p = 0 uma parametrizacio de uma parte U de T, U

<> <t (@ v(2))}
D= I RO e )

contendo = = %, com x = (x1,T9, - ,T,) ey = (k(t)xy, k(t)xs, -, k(t)r,). Entdao a

parametrizacao de uma parte V' de i, (y,t) eV, e VU(y,t) = (%) =0
Dai, note que, usando a regra da cadeia para func¢oes de varias variaveis, temos que a

derivada parcial em relagao a varidvel espacial de ¥ é dada por

or 1
W = e—_—m= ——
V= o Ve

e em relagao a variavel temporal é

WKW e KO G KO)

U=_— — , =
e T e A R T A1)

(- Vo).
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Assim, temos

V(1) = —{Vip(x), —K (1) (- Vip(x))}.

k(1)
Dai,
VU (y,t)| = \/!VSO (K'(£))? [(z - V()%
e entao
V¥(y,t) {Ve(z ) K(t)(z - Ve(r))}
"0 R0 T VNP + (R Ve)P )
Desde que v(z) = |V¢Eg| segue que Vo(z) = |Vp(x)| v(x). Logo,
z-Vo(z) = [Ve(r)|(z - v(z)).
Portanto, em (4.1), temos
_ @) Vo), =K )| Ve(r)|(z - v(z))}
"0 = @ + BOPIVRwPIE )P
ou seja,
T IS
77(1/,1t)—\/14r OO ok
Além disso, como |v(z)| = 1 e a componente espacial 7, de n(y,t) é
V(x)
N O e e
temos que
* _ o _ (YY) :
)= = (585 o
n

Com o objetivo de motivar a definicao de solugao fraca e solugao por transposicao
para a equacao da onda no dominio nao-cilindrico (), apresentamos algumas transfomacgoes

e relagoes funcionais. Consideramos

u(y,t) = w <%t) Oy, t) = k()2 (%t) :
5 SR,

9

Temos, entao, as seguintes relagoes diferenciais
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(S

s (g5 0[5 (85) () ()
— kYR (t) 2 (%t) YR () 5— (%t) + B <%t> .

(4.4)

Seguindo de maneira analoga a realizada para obter (2.9) e (2.16), podemos escrever

que
Y
e
0"(y,t) — AO(y,t) = k"(t) L*= (%t) . (4.6)
Perceba ainda que a matriz Jacobiana da mudanca de variavel y = k(t)x é dada por
G 0 G
o E 0 --- 0
J:%%...%:Ok“.o
R 00 - k

Logo, det(J) = k™(t). Assim, pelo Teorema da Mudanga de Variaveis, dy = | det(J)|dz, isto
é, dy = k"(t)dx.
Dessa forma, por (4.5) e (4.6), temos

J J u" — Au) Qdydt—f Jka zk"d:vdt—f Jszdxdt (4.7)
Q¢
T T T
f J w(@” — Af)dy dt = J f wk™"L*z2 k" dx dt = f J w L*z dx dt. (4.8)
o Jo, o Jo 0 Jo

Pelas igualdades (4.2), (4.5), pelo fato de

(0 ) = K02 OMS; = K (05

y,t),
T Yj 33/1,( )

e usando que sobre I' temos dy = k"~!(t)dz, podemos escrever que

JJ (“ () yly])k”*j gdl dt
It

T 0z

5Z — (K22

JO r J J) axz
T xx] 0z

cvdl dt. 4.
Jo Jr( )5% ’ ( 9)

—; E Lo k=l dl dt
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Ademais, pelas identidades (4.3) e (4.4), temos
| o - uwropay

L < ]Zx a;‘i W/t )) (k2" da

0
n—17./ —n—17./ a —-n I/ n
Jw ( nk™" K z(t) — k7" K i =—(t) + k z(t))k: dz,
Q ﬁxz

ou seja,
! —u(t)d w' () z(t) — w(t)2 T — —k,m—aw z

k' K 0z
+ JQ w(t)nzz(t) dx + J Eml o, (Hw(t).

Usando o Teorema de Green na tultima integral do lado direito da igualdade acima e

recordando que z(t) = 0 sobre I' (z é solugao fraca de (2.66)), temos

| o - wwpo) = | o - v d - [ el @
k' ow
o womias [ a0 [me) + 30 de
isto é,
jﬂ [/ (D)6(t) — u(t)' ()] dy = J [/ (£)=(t) — w(t)2(£)] dax — f %”xij—ng(t) (4.10)

Seguindo de modo analogo ao ralizado para obter (2.131), ou seja, usando a férmula
de Green, integragao por partes em [0,7"] e as condigdes z(t) = 0 sobre I' e w = v sobre X,

temos

T T
J f szdxdtzj J wL*zdxdt+ N(T) — N(0) + J, (4.11)
0 Jo 0 Jo

em que N (t) denota o lado direito de (4.10) e J o lado direito de (4.9).
Utilizando as igualdades (4.7)-(4.9) em (4.11), obtemos

|| = swpded = | o) —ump s | 1000 - w0 )] dy

T
yzy nt1 00
f J (5 J)k HFljjngdt
Qt yl
T
—l—f J uw(0” — AB) dy dt. (4.12)
0o Jo,
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Motivados por (4.12), introduzimos o seguinte problema

r

0" — Af =h em Q,
16 =0 sobre &, (4.13)

0(-,0) = 6°(-), 0'(-,0) = 01(-) em Q,

|
com dados

0° € HE(Q), 60" e L*(Q) e heLY0,T;L*()). (4.14)
Defini¢ao 4.1 Dizemos que 0 é uma solugao fraca para o problema (4.13) se
0 C([0,T]; Hy(2%)), 0" € C([0,T]; L (%))

e verifica

~

T T T
_f (0/’06/)L2(Qt) dt + f ((070[))H6(Qt) dt = f (]’L,Oé)[ﬁ(gz) dt
0 0

para todo o € L*(0,T; H} (), o € L*(0,T; L*(Y)), a(,0) = a(-,T) =0, 0(-,0) = 6°(-) e
0'(-,0) = 6(-).

Teorema 4.1 Seja

(t
Temos que z € uma solugao fraca do problema (2.66) se, e somente se, 0 € uma solugao fraca
do problema (4.13). Os dados {90,01,}2} e {2Y, 21, h} se relacionam por

Oy, 1) = k"(t)2 <ki)t> .

6°(y) = k(02" (%) (4.15)
0L(y) = —n k""1(0) K (0) 2° (ﬁ) — EH0) K(0) xg—io (%) + E(0) 2t (ﬁ) .
(4.16)

Prova. Sendo z = z(z,t) solucao fraca de (2.66), entao satisfaz

T T T azl T
—f (z’,{')dtJrf a(t,z,f)dt—kf <bz-—,§> dt+f (Pz,&)dt
0 0 o \ 0% 7/ goa), myo 0

= f (h,€)dt, V&eL*(0,T;Hy(Q)), & € L*(0,T5 L*()), &(-0) =&(T) =0 (4.17)

0

e as condig¢oes iniciais
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Na igualdade (4.17) faremos a mudanca de variavel x = % Notemos que a matriz
Jacobiana para essa mudanca é
d (&) - i (4) L
oy \k Oyn \k oY
J = : : = L :
) 2] Lo
o O k
1
Logo, pelo Teorema da mudanca de variaveis, dz = |det (J)| dy, ou seja, dz = k”—(t)dy'
Desde que z(z,t) = k™(t) 0(k(t)z,t), temos
0z 00
—(z,t) = K" (1) —(y,1). 4.18
) = KO ) (118)
Dai, isolando 2" em (4.4), obtemos
/ / —n—17./ —n—17./ 6z n
2w, t) = (0'(y, t) + nk ™" K z(x,t) + k /{:xia—(m,t) k
Z;
/ —n—171./1.n —n—1,,Yi n+1 o0 n
= (& (y,t) + nk E'E"0(y,t) + k kzzk‘ 8_y(y’t) k
K’ K 00
I ~ n, 4.1
(#000) + 0 80000) + Sy 0 (4.19)
Notando que a(y,t) = ¢ (%, t> , tem-se, derivando em relagao a variavel temporal e
usando a regra da cadeia para funcoes de varias variaveis, que
oo oo E'(t)
E(x,t) = —(y,t)x; K'(t) + ' (y, t) = =—(y,t) yj—= + o' (y,t 4.20
(#.0) = SO0 T = SO ot (420

e em relagao a variavel espacial obtemos

0 0
S 0,t) = klt) 5

P (y,1). (4.21)

Usando (4.19) e (4.20) obtemos

k00 ox k’ 1
— 9’+n 9+ Tl )k < +a>—dydt. 4.22
fo J L ( ) F G, 2 (4.22)

Ademais, por (4.18) e (4.21), temos

T rT r
fo a(t,z, &) dt = Jo Jo al]aa; a&f dx dt
i OFj
T
[ (K')*yiy; ni1 00 O 1
“ ., <5” ) o ey
T r (k")zy-y-) 00 Oa
= 0y — ——2 ) — —— dydt,
Jo JQt< ’ k? y; 0y, /
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ou seja,

T Tr 00 oa r (K)? 00 o«
t,2,6)dt = dy dt — 2y — — dy dt.
L alt 2,¢) L JQ dy; oy L L 2 5y, oy,

De (4.18) segue que

i

o L . o0
@) = s DR 0+ 00 ()t )

= (n+ 1)/{:”/5'59

i

n+1 v s
(y,t) + k (ayjayi (y,t) y; ot o (y,t)

Além disso, vale que
k' K

Assim, pela igualdade acima e pela equagao (4.24), temos

dx dt
J < o > (Q), HI(Q)
00 1
= —2—y; DE"K dy dt
J J;zt 2y(n—i— ) oy; k" Y

020 k' 00’ 1
—2— yi k Entt —dy dt
J Lt k2 <8yj(9yzy] k oy ) ak; 4

00 0260 kK of
= —2— i k' k dy dt.
fo fg Rz l“’* i <ayjayzyfk " o ﬂo‘ Y

Por (4.18) e (4.19) podemos escrever que

LT(Pz,ﬁ)dtfif < / ;’j )gdxdt

K k' k' 00 1
= —In— [ & 2] ko —
f X n (0 +nk + yza ) akndydt

(n+ 1)(K)? — k"k ey 00
JL( )kk % kndydt

2
1 / "
JJ ( n(n + k: nkk) Oa—dydt
Q
T T~
J (h,g)dtZJ J h o dydt.
0 0 JO

e finalmente,

0%0 K o0 )

(4.23)

(4.24)

(4.25)

(4.26)

(4.27)

Substituindo (4.22), (4.23) e (4.25)-(4.27) em (4.17) e escrevendo Jf para denotar

T
f J dy dt, temos
0o Jo,
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—f“’iﬁ'w-ﬂ‘ e [
J k %oy éy, 6y] Yi k Yi é’yj
_q 00 Oa J‘ 00 ou J‘f 00 oo sz 'n
J kz w2 5y, oy, ayz oy; I3 5y: oy, ksz v a
[‘ )2 649 )2 6’20 k’ 6‘9’ o
—U . H - ﬂ‘ u ﬂ T
J 5yz k? zﬁyz k2 70
(‘ k,// (39 k//
- Y ayz Jf 9a + Jf 904 - an Oa = JJ ha. (4.28)

Usando o Teorema de Green no décimo primeiro termo do lado esquerdo da equagao

acima e notando que

03/] y’L y] - Yy y] y’L y] ay] ?

temos

[ e = [[ 25 e+ [ e+ 25 S
k? é’yﬁyz k? 0yz K2 oy, " k? 6yzy1 YiGy; y;

(4.29)

Ademais, usando o Teorema de Green no quinto termo do lado esquerdo de (4.28),

(ema_yjyj) [0 00+ [[nF

Substituindo (4.29) e (4.30) em (4.28) e anulando os termos semelhantes, podemos

o Ko oo K
N S | T [t

segue que

J ayj
(4.30)

escrever que

ﬁ

(&

+" (39(304 Jf k' OQ’Q_JJQ _9, JJ )2 '(7904
JJ ayz @yz k2 vi ayz
r k,// 09 k,// ~
— ] ﬁyla + f Jf - —fOa = Jf ha. (4.31)

Usando integracao por partes no segundo e terceiro termo do lado esquerdo da equacao

acima e o Teorema de Green no quarto termo, obtemos, respectivamente

A [l )]
[ (oo [[aeko.
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J f ﬂ Kk — (k) 00 K o0

k B 6yz vid 2 ayz k ayz
E" 00 K 66’

[ [ ok

sl (G
_ f f Eag_z;yj N J Ea@'n. (4.34)

Substituindo (4.32)-(4.34) em (4.31) e anulando os termos semelhantes, temos que

T

~

T T
_J (8/, ()é/>L2(Qt) dt + J ((9 Oé))Hl () dt = f (h, Oé)Lz(Qt) dt.

0 0 0

. Ja para os dados inciais, desde que

O(y,t) = k"(t)2 (%) , (4.35)

para t = 0,

E em (4.4) para t = 0, vale

L(y) = —nk~""L(0)K'(0)2° (%) - k‘”‘l(O)k’(O)xi% (ﬁ) + E(0)2! <%O>> .

Pelo Teorema 2.2 temos z € C([0,T]; HY(Q)) n C*([0,T]; L*(£2)). Desde que estamos

considerando (4.35), concluimos que
0eC(0,T); Hy (%)) e 6 eC([0,T]; L*()).

A reciproca é feita de maneira analoga.
]

A unicidade da solugao do problema (4.13) é uma consequéncia direta do Teorema 4.1.

Observagao 4.1 Temos que

%(x, t) = Vz(z,t) - v(z), (4.36)
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e de forma similar,

20 )
EN (yv t) = vg(yu t) v (yu t)

De (4.18), Vz = k""'V0, e substituindo (4.2) em (4.36) obtemos que

%(I,t) = (K" (6)VO(y, 1)) - v*(y, 1)
= K" E) (VO(y, t) - v*(y, 1))

o0
_ 1.n+l I
— K02 (0 1).

Desde que z € L®(0,T; HY(Q))) — L*(0,T; H}(£2)), tem-se cz e L*(0,T; L*(R)), e

axi
0
pelo Teorema 2.6, (a—z € L?(0,T; L*(T)). Assim, por (4.18) e pela Observagao 4.1, podemos
v
afirmar que
00 0
—, = € L*(0,T; L*(T})). 4.37
5yi7 e € ( () ( t)) ( )

Observacao 4.2 Podemos mudar o dado no tempo t = 0 para t = T no problema (4.13) e

obter todos os resultados anteriores para a solu¢cao w do respectivo problema reverso.

Consideremos o problema

-

u — Au =0 em@,

{u =g sobre 3, (4.38)

u(aO) = uo(')v ul('70) = u1(> em QO?
com dados
u’ e L*(Q), u'e H Q) e ge L*0,T;L*Ty)). (4.39)
Motivados por (4.12) introduzimos a seguinte definigao.

Definigao 4.2 Dizemos que u € L*(0,T; L*()) € uma solugao por transposi¢io do pro-
blema (4.38) se u verifica

T . T k/ 2,0 0.
| Rzt = Gt 00)) = (0 Oy~ [ | (8- K083 ) 1 20 e o aray,
0 0 Jry k2 oy’
para toda he LY0,T; L3()), onde 6 € a solugio fraca do problema

0" — A0 =h em Q,

0 =0 sobre f],

0(-,7)=0,0(,T)=0 em Q.
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Teorema 4.2 Seja

u(y,t) = w <%t)

Temos que w € uma solugao por transposi¢ao do problema (2.128) se, e somente se, u €
uma solugio por transposi¢ao do problema (4.38). Os dados {u°,u', g} e {w° w', v} estio

relacionados por

u’(y) = w’ (%) , (4.40)

ut,a) = <—IZ<(8)) z; i@;}j + w?, B> . ae Hy (), (4.41)

o) = k(05 1)

—n— Y
=k | —=,t). 4.42
o) = k00 (t) (4.42)
Prova. Suponhamos que w é uma solu¢do por tranposi¢ao de (2.128). Desde que Lw =

W —Au=0,0—A0=h 00-T) =0T =0, u-,0) = u°(-) e u/(0) = ul(-), podemos

seguir de modo analogo ao realizado para obter (4.12) e escrever que

r . (k') 6
| R aodt = ul,6(0) - (6,8 ©)rta - J | < #> ket s g avr.
T, Yi

0
Além disso, segue diretamente para os dados iniciais que

0(y) = w° [ -4
“w = (55
e por (4.3) em t = 0, temos

(A0 ()

A reciproca é feita de maneira analoga. |

Pelo Teorema 4.2 a unicidade de solugao do problema (4.38) segue, e pelo Teorema 2.9,
que

ue C([0,T]; L*(S%)) n C*([0, T]; H(%)).

Observamos ainda que, para (4.9), temos

f f (k)2 yzyg 100, 00
0 o
T

0z 0z
- ; ket 2 g dDdt
J, )60 ) gk

T xm] 0z 0z
_L L( >axz vy dTdt.
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Agora, enunciaremos e provaremos o resultado principal para estabelecer o controle

para o sistema
.

u”—AUZOem@,

g sobre S (20 )
{u = (&) (4.43)

0 sobre £\5(22),

u(-,0) =u°(), (,0) =u'(-) em €.

\

Teorema 4.3 Assumimos que as hipdteses (Hy)-(Hy) sao satisfeitas. Seja T > Ty. En-
tao para cada dados {u’,u'} pertencentes a L*(Q) x H 1 (), emiste um controle g €

L2(0,T; L3(Ty)) tal que a solucio u do sistema satisfaga
u(+,\T)=0 e u'(-,T)=0.

Prova. Vamos considerar o sistema (4.43) em que Q ¢ construido com T > Ty. Com (4.14)

- (4.16) e (4.39) - (4.41), determinamos, respectivamente, os isomorfismos
Gy Hy() x L*(Q) — Hy(Q0) x L*()
{29, 21— G {2, 21} = {6°, 01}

e
Gy : L2(Q) x HH(Q) — L*(Q) x H ()
{w’ W'} — Gofw’ w'} = {u”,u'}.
Consideremos os operadores
o: L*(Q) x HY(Q) — H Q) x L*(Q)

/ 0

(W, w'} — o, w'} = {wl - 2/];((()()))%%’ —wo}
e

A Hi(Q) x L*(Q) — H Q) x L*(Q)

(0,17 A1) = fu0) - e —uo)].

em que A é o isomorfismo definido em (3.7) , isto é, z é uma solugao fraca do problema

-

L¥*z =0 em @,

4 z=0 sobre X,

2(+,0) = 2°(), 2/(-,0) = 2!(-) em Q
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e w solucao por transposicao do problema

)
Lw =0 em Q,
e sobre X (z9)
dw={ 0V (4.44)

0  sobre X\X(z9),

(w(-,T) =0, w'(-,T) =0em Q.

Desde que A é um isomorfismo temos que para cada {w', w’} € H71(Q) x L*(Q) existe

um tnico {z°; 2t} € HI(Q) x L*(Q) tal que

o 1y, _ [ 1 2K(0) Ju’ 0
Az 2} = {w D) xiﬁ_:vi7_w } (4.45)

Entao, se w é a solugao do problema (4.44) construida com {2°, 21}, temos
w(-,0) =w’() e w(,0)=w()
Com os operadores acima determinamos o isomorfismo
Ay =G10A_1OUOG2_1,
ou seja,
Ay L2(Q) x H Q) — H () x L*(Q0)
{ul uty — A {u® ut} = {0°,6'). (4.46)

Seja {u®,u'}l € L?(Qg) x H (). A partir de (4.46) determinamos {#°,6'}. Com esses

dados encontramos a solugao fraca ¢ do problema

-

0" — AO =0 em Q,

16 =0 sobre &, (4.47)

0(-,0) = 6°(-), 0'(-,0) = 6'(-) em Q,

e com {20, 21} = G71{6°,0'}, a solugdo z do problema

L*z =0 em @,

12z=0 sobre X,
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Agora, determinamos a solu¢ao por transposicao w do problema

)
Lw =0 em @,
? sobre X(zV)
lo={ v (4.48)
0  sobre X\X(zY),

w(-,0) = w’(-), @'(-,0) = w'(-) em Q.

\

onde {w’ w'} e {z° 2!} sdo relacionados por (4.45). Temos, da unicidade de solugao do

problema (4.48), que W = w, w solugao de (4.44) construida com {z°, z'}. Portanto,
@, T)=0 e @(,T)=0.

Dai, pelo Teorema 4.2, segue que u(y,t) = @ (%, t) é a solugao por transposicao do

problema (4.43) e que satisfaz a condicao final

Por fim, pela Observagao 4.1, (4.37) e (4.38), temos que o controle g tem a forma

o
9= 0

com 6 solugao fraca de (4.47).

~ . , 0
Observacao 4.3 No sistema (4.44) podemos considerar = em vez de ¢ e obter também a
VA ov

controlabilidade exata para o sistema (4.43). Por outro lado, como z(x,t) = k™(t)0(k(t)x,t),
com y = k(t)x, temos, por (2.7), (4.2) e (4.18), que

Oz 0z
o = aij(x,t)a—mi(l"at) vj(z)
_ 0y — (K'(t))°wiz; 0z
W ar D)
(

k2
s W)Yy \ a1, 00 L
- (61] ]{?2 (t) > k (t) ayl (ya t) i (y> t)’ (449)

e pela Observagao 4.1,
0z

00
il _ fn+l s
5, (@) =E" ()2 2y, 1),

Notamos que o sequndo membro de (4.49) possui uma derivada nao conhecida da fun¢ao 6.

. . z z
Por esta razao, consideramos — em vez de —— em (4.44).

ov 81/A
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Observagao 4.4 O tempo Ty definido em (2.111) considerado na prova do Teorema 4.3,
como mostramos, € suficiente para assequrar a controlabilidade exata da equag¢ao da onda no
dominio nao-cilindrico. Acreditamos que tal tempo seja dtimo, porém, nao conhecemos, até
o momento, uma prova que nos permita concluir tal afirmagao.

Em contraste, no dominio cilindrico, o tempo Ty = 2R(x°) estabelicido por J. L. Lions
e V. Komornik (ver Observagao 2.6) é provadamente dtimo, o que evidencia uma relevante

diferenca entre os contextos geométricos.



Apéndice A

Existéncia e Prolongamento de Solucoes

Aproximadas

Nosso objetivo neste apéndice é justificar a existéncia de solugoes para o sistema (PA).
Seja G < R™"! um aberto e f : G — R" uma funcdo nao necessariamente continua.
Dizemos que uma fungao absolutamente continua x(¢) definida em algum intervalo da reta

I tal que (x(t),t) € G, ¥ t € I, é uma solugao para o problema
v = f(at) (A1)

se x(t) satisfaz (A.1) q.s. em (z,t). Seja (z9,%9) € G. Associado a (A.1) e a (g, ty) considere

o sguinte problema de valor inicial

' = f(x,t)

J](t()) = X

(A.2)
Dizemos que uma funcao f : G — R" estd nas Condigoes de Carathéodory sobre
G se
(i) f(x,t) é mensuravel em ¢, para cada x fixado;
(ii) f(x,t) é continua em x, para cada t fixado;
(iii) para cada compacto K de G existe uma fungao integravel mg(t) tal que

|f(z, D) < mi(t), V(zt)eK.

Consideremos o retangulo

R={(z,y) e R"™ |z —xo| <b e |t —ty <a, a,b>0}.
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Teorema A.1 (Carathéodory): Seja f: R — R nas condigées de Carathéodory sobre R,

entao existe uma solugao x(t) de (A.2) sobre algum intervalo |t — to| < o, a > 0.

Prova: Ver Medeiros-Rivera [24].

Corolario A.1 Sejam G < R""! aberto e f satisfazendo as Condicoes de Carathéodory

sobre G, entao (A.2) tem solugao para qualquer (zo,to) € G.

Prova: Ver Medeiros-Rivera [24].

Seja ¢(t) uma solugao de (A.1) sobre I e I < I;. Diz-se que ¢(t) tem um prolongamento
até I, se existe ¢1(t) solugao de (A.1) sobre I e ¢1(t) = p(t), Vtel.
Teorema A.2 (Prolongamento) Sejam G < R"™! aberto e limitado e f : G — R™ satis-
fazendo as duas primeiras Condicoes de Carathéodory sobre G e existe uma fungao integravel

m(t) tal que
|f(z,t)| < m(t),Y (z,t) € G.

Seja ¢ uma solugao da equagao (A.1) sobre o intervalo |a,b[, entdo
(1) ewistem p(a™), p(b7);

(ii) se (p(b™),b) € G entdo ¢ pode ser prolongado até |a,bs| para algum § > 0.

Resultado andlogo para a;

(111) p(t) pode ser prolongada até um intervalo (v,w) tal que (p(v"),7), (plw™),w) € 0G
(0G é a fronteira de G).

Prova: Ver Medeiros-Rivera [24].

Corolario A.2 Sejam G = U x [0,T], T > 0, U = {x € R |z| < b, b > 0} e f nas

condigoes do Teorema A.2. Seja p(t) uma solugao de

x = f(x7t>

(A.3)
x(to) = X, ’l’o’ < b.

Suponhamos que em qualquer intervalo I onde p(t) estd definida tem-se |p(t)| < M,V te I,
M independente de I e M < b. Entao ¢ pode ser prolongada até [0,T].

Prova: Ver Medeiros-Rivera [24].
Gostarfamos de utilizar o Corolario acima para garantir que o (PA) possui solugao local
no intervalo de 0 < t < t,,,. Para isso, precisamos escrevé-lo como um sistema de EDOs de

primeira ordem e verificar se satisfazem as Condigoes de Carathéodory.
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Voltemos agora ao nosso problema e recordemos que estamos considerando V,

[wi,...,wy,] o espaco gerado pelos m primeiros vetores da base Hilbetiana {w;}jen de
H}(2) n H*(Q). Queremos encontrar solugoes aproximadas do tipo variaveis separaveis

= 3 gm(t)us(a)

em que 0s g;,’s satisfazem o sistema de EDOs (PA):

0.9 +alt. (0.0 + (8720, 6) + (P = (00, Ve

{ zn(2,0) =20 = EQ»wi — 2% em H)(Q) n H*(Q)

-

1=1
2 (z,0) =z}, Z w; — 2 em HE(9).

\

Note que podemos escrever

= 3 m(t) wi(e)

lnt) = 38 i)
Sat) = S gl () wio)

Agora, fazendo £ = w;(x) e substituindo as trés igualdades acima em (PA);, temos

() o) (5

i=1

+ <P (i Jim wi> ,w]-) = (h,w;), (A4)

m. Denotemos por

- ’ &U}Z -
t) = (biZgimgawj> + (P (Zgimwi> a’%’) — (b, wy)
i=1 t i=1

e usemos o fato de que

comj=1,---,

m m
a <tazgim wz’awj) = Zgima<ta Wi, wy) -
i=1 i=1

para reescrever (A.4) da forma

Zg;'m (w;, w;) + Zgim a(t, w,w;)+ F" =0.

i=1
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Considerando as matrizes

W = (wy), com wy = (w;,w;),

A= (&’ij)7 com (Nlij = a(t, Ws, U)j),

gun () 0
B 0N RN 100
G (1 A0

o sistema (PA) se transforma em

Wy" + Ay + Fi(t,y,y') =0

Agora, considerando

X y(t) |
y'(t)
segue que
v - [V o |
y'(1) ~Ay - E(t,y,9)
ou seja,

=) ’
—Ay —Fi(t,y,y)
0 I

— —|— ,
-A 0/ \y(t) —F(t,y,y)

<

—
~

SN—
]

em que I é a matriz identidade m x m, 0 é a matriz nula e 0 é a matriz nula m x 1. Sejam,

0 I
Gi(t,r) = X e Go(z,t) =
-A 0 —F;
Entao, encontrar solugdo para o sistema (A.6) é equivalente a resolver o sistema

-

X' =Gi(t, X) + Ga(t, X)
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Mostramos que o sistema (A.7) esta nas Condigoes de Carathéodory. De fato, seja
[0,T] x U, onde U = {x € R*™; |z|| < b}, b > 0. Entao,
e Fixando X, temos que G1(t, X) é mensuravel, pois A é continua, definida em [0, T]
(usamos o fato de que a;; € C1(Q)) e Go(t, X) é mensurével, pois h € L1(0,T, L*(Q)),
biye,d, f € Whe(0,T; L*(Q2)) e w; € Hg(Q) n H*(2), que sdo espagos de fungoes

mensuraveis.

e Fixando ¢, é possivel observar que G1(t, X) é continua pois A o é, e também
Ga(t, X) = 71 (t, X)Po(X) + 72(t, X)Pr(X) = (h,wj),

em que (h,w;) é constante em relagdo a X e vy, e 72 sdo fungdes continuas. Logo,

G (t, X) é continua e, consequentemente, G1(t, X) + Go(t, X) é continua.

e Como X varia em U, entdo todas as entradas de Gi(t, X) sdo limitadas por uma
mesma constante que nao dependem de ¢t ou X. As entradas de Go(t, X) sao fungoes
integraveis em [0, T], pois as m primeiras entradas sao nulas e as m tltimas sao, em

valor absoluto, iguais a

m / awl m
|Fi| = ‘(bizgim 6’x"wj> + (P <Zgimwi> 7wj> — (h,wy)
i=1 ¢ i=1

< Ol|h| + CQCIK + CSCQKa

em que C,C g e Cyx sao constantes que nao dependem de ¢t ou X, mas apenas das

normas das fungoes da base e dos coeficientes a;j, b;, d;, c e f. Assim,

[Ga(t, X)[rem < mupc(t), V (6, X)e[0,T]xU,

com mg(t) = Cy|h| + Cs. Logo,

||G1(t,X) + Gg(t,X)HR%L <C+ mK(t), \ (t,X) € [O,T] xU.

Desde que h e L'(0,T; L*(Q)), temos

T T
f m}((t) dt < 04 J |h| dt + TC5 < 0.
0

0

Assim, my(t) é integravel.

Portanto, pelo Corolario A.1 concluimos que (PA) possui solugao local no intervalo de

o<t<t,<T.



Apéndice B

Espacos em Domino Nao-Cilindrico

Neste apéndice, apresentamos a caracterizacao dos espagos de funcoes definidos sobre o
dominio nao-cilindrico €2;. Essa caracterizacao é fundamental para o desenvolvimento teorico
empregado no Capitulo 4.

Seja u : @ — R uma funcao tal que

uly,t) = k(1) € (%Q , §e LP(0,T; Wy™1(92)). (B.1)

Derivando a equagao acima, obtemos que

Dyt - 2, 10 (L)
k7" (t) Dp&(w, )

= k7" (t) Dot(w, 1),
Dessa forma, para a m-ésima derivada, desde que k(t) > 0, vale
Dy uly, )] = k7" ()| D€ (e, 1],
e para 1 < ¢ < 00, temos
1Dy uly, )] = k=@ | D (w, )],

Perceba ainda que a matriz Jacobiana da mudanga de variavel y = k(t)z é dada por

dy oy .. 9y
ox1 oxo 0Tn k0 0
o or1 02 0Tn o 0 k 0
J_ . . -
Qn  n .. Oun 00 --- k

61'1 61172 azn
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Logo, det(J) = k™(t). Assim, pelo Teorema da Mudanga de Variaveis, dy = | det(J)|dz, isto
é, dy = k"(t)dx. Dessa forma,

(], 1Datons |Qdy) (] wrmoiprete. o i)
( —ng— mq+n J|Dm xt”qu)q
_ e U D7 (a, t)|qu) ,

| DIMu(t) | gy = ko™ " ()| DIER) | oo

1

ou seja,

Temos que u(t) € W™ () q.s. em (0,7) e

n

2 \

T OIEO Iwree)

Ju(®)[wmaa,) =

Desde que a funcao k é limitada inferiormente e superiormente, existem constantes C3

e Cy (que aqui denotam constantes genéricas) tais que

CsllE@ o) < lu®)lwgo@n < Callé @) lwyma(s)- (B.2)

Denotemos por LP(0,T; Wy™?(€)) (1 < p < 0, 1 < ¢ < o0, m nao negativo) o espago
da classe de fungdes u : Q — R tal que existe & € LP(0,T; Wi™(€)) verificando (B.1),

equipado com a norma

T v
]l Lo 0, 0y) = (L lu(t) 5, W, )dt> ., 1<p<ow

]| Lo 0,0 ,y) = sup ess [u(t)|wmaq,)-
te(0,T)

Por (B.2), o espago X = LP(0,T; W™(€;)) é um espago de Banach e a aplicagao linear

U LP(0,T;W(Q) — X
; — Ug—u

(B.3)

¢ um isomorfismo. De fato, a sobrejetividade de U é garantida pela definicao do espago,
pois para u € X, existe £ € LP(0,T; Wy (Q)) que satisfaz (B.1). Além disso, suponha que
U = 0, entao k= "¢(x,t) = 0. Como k > 0, tem-se &(x,t) = 0. Logo, Ker(Ud) = {0} e U &

injetiva. Por (B.2) e pela Proposi¢ao 1.2, segue que U é um isomorfismo.
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Escrevemos C([0, T'; Wy (€;)) para denotar o subespago fechado de L*(0, T'; Wy (£2;))
constituido pelas fungoes u cuja correspondente & dada por (B.1) pertencente a C'([0,T]; Wy™(2)).
O espaco dual de X = LP(0,T; H}(€,)) sera identificado como L¥ (0, T; H~1(€),)), com

1 <p<w, —+ - =1. No que segue, caracterizaremos esse espago dual.
Considirenfos Y = LP(0,T; H}(Q)) e a aplicagio definida em (B.3). Sabemos que
U :Y — X é um isomorfismo linear. Portanto, o operador adjunto U* torna o dual X’ no

dual Y, ou seja, U* : X’ —> Y. Assim, para todo S € X', vale
<Sa U’>X'7X = <Sa u€>X’,X = <Z/I*S; £>Y’,Y7 v§ ey
Seja R =U*S € Y'. Para cada S € X', existe tinico R € Y’ = LP(0,T; H~1(Q)) tal que

S,uyxix ={(R,Oyry, &=Uu

Desde que
15[ = sup XS0 _ o KR.OL

wex |ulx  eev fulx

u7#0 £#0
temos que (B.2) implica que

KR.EI 1
S|l < su = —|R| = C4|R
e de modo analogo,
|S] = Cs| R,
ou seja,
Cs|R| < [[S] < C4| R]. (B.4)

Por outro lado, com R definimos o operador P(t), t € (0,T"), como sendo
(P(t), g-1(a,), mi ) = (B), Byr-1(0), Hi():
para « € Hy () e f(z) = k"(t)a(k(t)z). Perceba que vale, por (B.2), que
CsHﬁHHg(Q) < HOéHHg(Qt) < 04’\5“1{3(9)-
De modo analogo ao realizado para obter (B.4), obtemos
Cs|RO) 1) < [P0 a0 < Ca B 5-1()-

Identificando S com R e R com P, obtemos que o espaco LP (0,T; H*(€;)) é constituido

pelos funcionais S tais que
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e S:(0,7) — H (), S mensuravel;

e Existe R e LV (0,T; H~'(Q)) satisfazendo (S(t),a) = (R(t),) q.s. em (0,T), com
plx) = k" (H)a(k(t)z),

e a norma é dada por

1
T , g
||S|LPI(O,T;H1@>)=(JO |s<t>§,1mt)dt) ey <w

IS]lo=0,73m-1(02)) = sup ess | S(t) [ -1(a,)-
te(0,T)

O espago C([0, T']; H'(£2;)) seré definido como subespago fechado de L* (0, T'; H~*(€))
constituido pelos funcionais S tais que o correspondente R pertence a C([0,T]; H(f)).

Seja u : @ — R uma funcao tal que

u(y,t) = w (%Q w:Q—R,

entao,

, K@) odw [y Y
u'(y,t) = k) xlé’xi (W’t) + w <m,t . (B.5)
Seja u e LP(0,T; L*()), 1 < p < 0, tal que & € LP(0,T; H(Q)), onde UE = u.

Agora, seja w = k"¢, isto é,

,n y B y
u(y,t) = k7" ()€ (m,t> =w (M,t) :
Entao w e LP(0,T; L*(Q)) e w' € LP(0,T; H~(Q)). Por (B.5), temos

W'(t), ) = . u'(y, t)ely) dy

K'(t) 0
_ JQ (_ k((t;x o w’) a(k(t)z) K'(£) da
KR ow
- <_k:_t)x18xz +w 7ﬁ>7
com a € H} () e B(x) = k"(t)a(k(t)x). Dai, ' € LP(0,T; H 1(Q)).
Em particular, se u € LP(0,T; H} (%)) e v’ € LP(0,T; L*(Q)) entao

E'(t) ow
(W' (), )20, = (— x; +w/,ﬁ)
P =\ T ) g

com a € L?(§). Assim, u' € LP(0,T; L*(€)).
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Denotemos por L%(0,7T; L*(T';)) o espago de Hilbert de fungoes g : S — R tais que
existe v € L*(0,T; L*(T")) verificando

—n— Y
=k (o, t
9(y 1) (2) (k:(t)’ )
equipado com o produto interno

(g,,/g\)LQ(O,T;LZ(Ft)) = L (g(t)h/g\(t))LQ(Ft) dt
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