S, )
72 C
R4 opmnes Lux W

Universidade Federal de Campina Grande
Centro de Ciéncias e Tecnologia
Unidade Académica de Matematica
Programa de Poés-Graduagao em Matematica

Celine Ingrid Gomes dos Santos

Identidades Polinomiais Graduadas
para a Algebra de Matrizes

Triangulares Superiores sobre um
Corpo Finito

Campina Grande - PB
2026

tEste trabalho contou com apoio financeiro do Capes.



Celine Ingrid Gomes dos Santos

Identidades Polinomiais Graduadas
para a Algebra de Matrizes
Triangulares Superiores sobre um
Corpo Finito

Dissertacao apresentada ao Corpo Docente do Programa
de Pos-Graduagao em Matematica da Universidade Fe-
deral de Campina Grande, pertencente a linha de pes-
quisa Algebra e area de concentracdo Matematica, como
requisito parcial para obtencao do titulo de Mestre em

Matemética.

Orientador: Prof. Dr. Diogo Diniz Pereira da Silva e

Silva

Campina Grande - PB
2026



Universidade Federal de Campina Grande - UFCG
Sistema de Bibliotecas - SISTEMOTECA
Catalogagao de Publicagdo na Fonte. UFCG - Biblioteca Central

M357s

UFCG/BC

Santos, Celine Ingrid Gomes dos.

Identidades polinomiais graduadas para a algebra de matrizes
triangulares superiores sobre um corpo finito / Celine Ingrid Gomes dos
Santos. — 2026.

93 f.

Dissertacdo (mestrado em Matematica) — Universidade Federal de
Campina Grande, Centro de Centro de Ciéncias e Tecnologia, 2026.

“Orientagdo: Prof. Dr. Diogo Diniz Pereira da Silva e Silva”.
Referéncias.

1. Pl-algebras. 2. Algebras graduadas. 3. Matrizes triangulares
superiores. 4. Identidades polinomiais graduadas. 5. Corpos finitos. I.
Silva, Diogo Diniz Pereira da Silva e. II. Titulo.

CDU 51(043.3)

FICHA CATALOGRAFICA ELABORADA PELA BIBLIOTECARIA ITAPUANA SOARES DIAS GONCALVES CRB-15/93




Identidades Polinomiais Graduadas para a Algebra de
Matrizes Triangulares Superiores sobre um
Corpo Finito

por

Celine Ingrid Gomes dos Santos

Dissertacao apresentada ao Corpo Docente do Programa de Poés-Graduacao em
Matematica - CCT - UFCGQG, como requisito parcial para obtencao do titulo de Mestre em

Matematica.
Area de Concentracao: Algebra
ApI'OVada em: 0241\/0&]&:00216 Documento assinado digitalmente

ub JOSEFA ITAILMA DA ROCHA
g Data: 05/03/2026 09:20:55-0300

Verifique em https://validar.iti.gov.br

Prof2. Dra. Josefa Itailma da Rocha - UFCG

M Ot'r?cw/a da ;)/LQL/LL \J/Ju@o\,

Prof2. Dra. Manuela da Silva Souza - UFBA

\ L2 av L C .

Prof2. Dra. Daniela Martinez Correa - Unicamp

Uigo Dimiy PS. Sidim

Prof. Dr. Diogo Diniz Pereira da Silva e Silva - UFCG

Orientador

Universidade Federal de Campina Grande
Centro de Ciéncias e Tecnologia
Programa de Pés-Graduagao em Mateméatica

Curso de Mestrado em Matematica

Fevereiro - 2026

i



Agradecimentos

A Deus, por ser o meu alicerce e por tanto que tem feito em minha vida, ainda
que imerecidamente. Obrigada, Pai, por tudo.

Aos meus pais, Rejane e Adriano. Nao existem palavras que traduzam toda a
minha gratidao e o amor que sinto por vocés. Vocés me apoiaram nas minhas escolhas e
vibraram por cada pequena conquista ao longo do meu caminho. Se hoje chego até aqui,
é porque tive o privilégio de contar com a dedicacao e cuidado de vocés. Obrigada por
cada incentivo. Essa conquista é tao minha quanto de vocés, e levo comigo a certeza de
que tudo o que fago é, de alguma forma, reflexo do amor que recebi.

Ao meu amor, Wilton, por estar comigo em cada etapa dessa jornada, dividindo
nao apenas as conquistas, mas também as insegurancas e os dias dificeis. Obrigada por
me apoiar com paciéncia, me incentivar quando pensei em desistir e celebrar comigo cada
vitoria. Sua presenga tornou esse caminho mais leve, e cada pagina desta dissertacao
carrega um pouco do seu apoio. Eu te amo, meu amor.

Ao meu orientador, Professor Diogo, pela oportunidade e orientacao que possibi-
litaram a realizacao desta dissertacao.

As professoras membras da banca examinadora, pela disponibilidade e contribui-
¢oes oferecidas.

Estendo os meus agradecimentos a todos os professores que contribuiram para a
minha formacao académica, pelo conhecimento e inspiragao transmitida em sala de aula.
Em especial, agradeco & Professora Itailma, cujo apoio foi fundamental. Seus conselhos,
orientacao desde o PET e o vinculo de amizade tornaram a minha caminhada mais leve.

Aos meus avos, Antonia e Manuel, carinhosamente chamados de Vovd Toinha e
Vovo Manel, dedico a minha eterna gratidao.

Agradeco as minhas tias Graca, Rose, Nelma, Sinha e Né, e ao meu tio Lucas, que
sempre estiveram presentes de forma especial em minha vida. Aos meus primos Vittor,
Davi, Laura, Thaina e Aurora, pela alegria que sempre me trouxeram.

Agradeco de coragao aos meus amigos e colegas de turma Laryssa, Marisa, Pedro,

il



Isis, Joice, Cleyson e Mateus, cuja companhia tornaram o mestrado mais alegre. Estendo,
também, os meus agradecimentos as minhas amigas Larissa, Eduarda, Mayara, Ester e
Sileia, que estdo sempre presentes em minha vida. De maneira especial, agradeco a Erica,
Ary, Ana Beatriz, Eduardo e ao professor José Lucas, por toda a ajuda durante o mes-

trado, e ao pessoal da sala da Pos-Graduacao.

O presente trabalho foi realizado com apoio da Coordenacao de Aperfeicoamento

de Pessoal de Nivel Superior - Brasil (CAPES) - Cédigo de Financiamento 001.

v



Dedicatoria

A minha mae, Rejane, e aos meus

avos, Dona Toinha e Seu Manuel.



Resumo

Sejam K um corpo finito, G um grupo e UT,, a algebra das matrizes triangulares supe-
riores de ordem n x n sobre K. Nesta dissertagao, estudamos as graduacoes elementares
em UT, e suas identidades polinomiais graduadas. Classificamos todas as graduagdes em
UT,, mostrando que toda G—graduagao em UT,, é isomorfa a uma graduagao elementar.
Além disso, demonstramos que duas graduacoes elementares coincidem se, e somente se,
satisfazem as mesmas identidades graduadas. Finalmente, obtivemos o resultado princi-
pal do trabalho: uma descricao explicita de uma base para o Ty—ideal das identidades
polinomiais graduadas de U'T;,, para qualquer graduacao elementar fixada. Se o grupo G
¢ finito, entao a base obtida ¢é finita.

Palavras-chave: Pl-algebras, Algebras graduadas, Matrizes triangulares superiores, Iden-

tidades polinomiais graduadas, Corpos finitos.
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Abstract

Let K be a finite field, G a group, and UT,, the algebra of upper triangular matrices of
order n X n over K. In this dissertation, we study the elementary gradings on UT,, and
their graded polynomial identities. We classify all the gradings on UT,,, proving that every
G—grading on UT, is isomorphic to an elementary grading. Furthermore, we prove that
two elementary gradings coincide if and only if they satisfy the same graded identities.
Finally, we obtain the main result of this work: an explicit description of a basis for the
T —ideal of graded polynomial identities of UT,, for any fixed elementary grading. If the
group G is finite, then the obtained basis is finite.

Key Words: Pl-algebras, Graded algebras, Upper triangular matrices, Graded Polyno-

mial identities, Finite fields.
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Introducao

Dentro do campo da Algebra, encontramos o estudo das Algebras com Identidades
Polinomiais, também denominadas simplesmente de PI-Algebras. Essa classe é bastante
extensa e inclui, por exemplo, algebras de dimensao finita, dlgebras de Grassmann, alge-
bras nilpotentes, além de diversas outras de significativa importancia para a Matematica.
A extensao desta classe é ainda atestada pelo Teorema do Produto Tensorial de Regev,
que mostra como novas PI-dlgebras podem ser construidas a partir de outras conhecidas,
por meio do produto tensorial.

A priori, considere A um espaco vetorial sobre um corpo K. Dizemos que A é
uma K—algebra quando A est4 munido de uma multiplicacao bilinear associativa. Em
algumas referéncias, é possivel encontrar o termo “algebra associativa” nessa defini¢ao.
No entanto, no contexto desta dissertacao, uma K—algebra sempre sera associativa.

Sob esse viés, se considerarmos K(X), com X um conjunto infinito e enumeréavel,
como sendo a algebra dos polindémios em varidveis nao comutativas, dizemos que o polino-
mio nao nulo f(xy,...,z,) € K(X) é uma identidade polinomial para A se, para qualquer
substituicao das variaveis de f por elementos de A, obtivermos zero como resultado. Desse
modo, se existe um polindémio nao nulo que é uma identidade para A, diremos que A é
uma Pl-algebra, da expressao em inglés "polynomial identity". Denotaremos por T'(A) o
conjunto de todas as identidades polinomiais de A.

Historicamente, o estudo da PI-Teoria iniciou-se por volta de 1930, ainda que
de maneira implicita, com os artigos de Déhn [10] e Wagner [49]. Nesses trabalhos,
identificam-

-se as primeiras identidades polinomiais para a algebra de matrizes de ordem 2, embora

o conceito em si ja pudesse ser encontrado em estudos anteriores, como os de Sylvester,



por volta de 1852.

Nesse cenério, foi a partir de 1950 que a pesquisa sobre PI-algebras ganhou maior
impulso, com contribuigdes de matematicos como Jacobson [30], Kaplansky [25], Amitsur
e Levitzki [30]. Nesse contexto, uma questao central para o desenvolvimento da teoria era
determinar o menor grau de uma identidade polinomial véilida para a algebra matricial
de ordem n sobre um corpo. A resposta para esse problema veio com o Teorema de
Amitsur e Levitzki [2], que se tornou um resultado classico e de grande importancia para
a consolidacao da PI-Teoria, servindo de base para grande parte das pesquisas posteriores.
A relevancia desse teorema pode ser atestada por seu uso em trabalhos recentes como o
de Breuillard, Green, Guralnick e Tao [§].

Um dos conceitos centrais na PI-Teoria é o de base para identidades polinomiais
de uma algebra, que consiste em um conjunto de identidades a partir do qual todas as
demais identidades da algebra podem ser deduzidas. Nos tltimos anos, diversos autores
tém contribuido para a descri¢ao explicita de tais bases em algebras notéveis. Contudo,
tais bases sao conhecidas de forma explicita apenas para um ntmero bastante reduzido
de casos.

Um dos problemas mais estudados nessa érea é a determinagao de uma base para
a algebra M, (K). Sabe-se que, até os dias atuais, ndo é conhecida uma base de identidades
para a algebra M, (K), quando K é infinito e n > 3. J& para corpos finitos e n = 2,3, 4,
existem bases finitas determinadas e descritas em [19], [20] e [32]. Além disso, no caso
em que n = 2 e K é infinito, com char K # 2, bases finitas também sao conhecidas. No
entanto, esse caso especifico permanece em aberto em caracteristica 2.

Avangando no caso n = 2 e caracteristica zero, Razmyslov [36] provou que a vari-
edade de &lgebras associativas, gerada pela algebra de matrizes de segunda ordem, possui
base finita de nove identidades. Em seguida, ele também conjecturou que, sob essas
mesmas hipoteses, uma base minimal para as identidades de M,, consiste de duas iden-
tidades: Son (71,2, ..., 72,) = 0 e su([a7, m], [2771, 20), ..., [x1,22]) = 0. A posteriori,
essa conjectura teve sua veracidade confirmada por Drensky [15], para n = 2.

Em um contexto mais amplo, Kemer [26] provou, para o caso em que char K = 0,
que, se A é uma Pl-algebra, entdo T(A) é finitamente gerado como um T'—ideal. Esse
problema foi apresentado, em 1950, por Specht [42]. No entanto, em 1999, Belov [5],

Grishin [23] e Shchigolev [40] mostraram que essa conjectura nao ¢ valida quando char K =



p# 0.

Ao longo das tltimas décadas, diversas generalizagdes do conceito classico de
identidade polinomial tém sido investigadas na literatura. As identidades graduadas,
por exemplo, ganharam relevancia a partir do trabalho de Kemer [27|. Esse, em sua
teoria dos ideais de identidades em algebras associativas, fez uso essencial de identidades
Zo—graduadas para abordar problemas fundamentais sobre identidades ordinérias.

Retomando o Problema de Specht, em 2010, Aljadeff, Belov [1| e Sviridova [46]
publicaram que o Teorema de Kemer vale no contexto graduado, quando charK =0 e G
é um grupo finito.

Outras contribuigoes significativas sobre algebras graduadas vieram de diferentes
autores. Di Vincenzo [13] descreveu as identidades graduadas de M ;(G) sobre um corpo
de caracteristica zero. Vasilovsky [48] caracterizou as identidades graduadas para a algebra
de matrizes de ordem n com Z,—graduagao canoénica. Ja Di Vincenzo e Nardozza, em
[11], determinaram um sistema de geradores para as identidades polinomiais graduadas
das algebras M, ;,(G) e M, ,(G) @ M. 4(G), mostrando, ainda, que este produto tensorial
satisfaz as mesmas identidades graduadas que Mcibd.ad+be(G).

Considere UT,(K) = UT, a éalgebra das matrizes triangulares superiores n x n
sobre K. O conjunto T'(UT,), de todas as identidades polinomiais de UT,, foi descrito
por Maltsev [33] quando char(K) = 0. A posteriori, Siderov [41] obteve que T'(UT,(K)) =
(T'(K))"™, sendo K um corpo qualquer.

Na PI-Teoria, a algebra UT,, tem grande importancia. Em [16] e [29], por exemplo,
encontramos que se A é uma Pl-algebra finitamente gerada que satisfaz uma identidade
polinomial ndo matricial e K ¢ infinito, entao existe n tal que T(UT,) esta contido no
conjunto de todas as identidades polinomiais de A, ou seja, T(UT,(K)) C T(A). Aléem
disso, essas algebras, em caracteristica zero, geram variedades minimais, com respeito ao
expoente da algebra.

Nesta dissertacao, focamos no estudo das identidades polinomiais graduadas da al-
gebra UT,, sobre um corpo finito. Um primeiro passo essencial para isso foi compreender
as possiveis G—graduagoes em UT,. Conforme demonstrado por Valenti e Zaicev [47],
toda G—graduacao em UT,, é isomorfa a uma graduacao elementar. Partindo dessa clas-
sificagao, investigamos o seguinte problema: como as identidades polinomiais graduadas

caracterizam tais graduacgoes? Mostramos que duas graduagoes elementares em UT,, co-



incidem se, e somente se, satisfazem as mesmas identidades graduadas. Nosso resultado
principal consiste na descri¢ao explicita de uma base finita para o Tz—ideal das identida-
des G—graduadas de U'T,,, para qualquer graduacao elementar fixada.

No primeiro capitulo desta dissertacao, construimos o alicerce necessario para o
entendimento desta dissertacao. Nele, estao presentes os resultados preliminares da teoria
de PI-algebras, e outros temas relevantes, como espagos vetoriais quocientes, algebras e
graduagoes, bem como a aplicagao desses conceitos na algebra das matrizes triangulares
superiores. Além disso, fizemos uma revisao dos principais conceitos sobre corpos finitos.

Como ja fora dito, em 2007, Valenti e Zaicev [47| classificaram todas as gradu-
acoes em UT,, mostrando que toda G—graduacao em UT,, é isomorfa a uma graduagao
elementar. Além disso, demonstraram que duas graduagoes elementares coincidem se, e
somente se, definem as mesmas identidades graduadas. Apresentamos esses resultados no
Capitulo 2 desta dissertagao.

J& no Capitulo 3, apresentamos uma descricao explicita de uma base para o
T—ideal das identidades polinomiais graduadas de UT,,, para qualquer graduacao ele-
mentar fixada, feita por Riva e Gongalves [21], para o caso em que K é um corpo finito.
O caso em que K é infinito foi feito por Di Vincenzo, Koshlukov e Valenti [12|. Ademais,
mostramos também os respectivos corolarios que dele decorrem, os quais evidenciam con-
sequéncias relevantes do teorema e complementam sua aplicacao no estudo das identidades

graduadas em UT,,.



Capitulo 1

Algebras e Corpos Finitos

Para o adequado acompanhamento desta dissertacao, é necessario que o leitor
tenha familiaridade prévia com conceitos basicos de Algebra Linear e de Estruturas Al-
gébricas. Desse modo, indicamos algumas obras para esse fim na se¢ao de referéncias.

Neste capitulo, serao apresentados os conceitos fundamentais que servirao como
base para o desenvolvimento desta dissertagao. Nosso objetivo é construir o alicerce
tedrico necessario, com énfase nos espacos vetoriais quocientes, suas propriedades e apli-
cagoes, bem como nos aspectos estruturais de algebras e corpos finitos.

Ao longo deste trabalho, K denotard um corpo. Todas as algebras e espacos

vetoriais considerados serao sobre K.

1.1 Corpos Finitos

Nesta secao, reunimos os conceitos e resultados fundamentais acerca de corpos
finitos que serao empregados ao longo deste trabalho. Diversas construgoes e argumen-
tos apresentados nos capitulos seguintes utilizam propriedades estruturais desses corpos.
Dessarte, incluimos esta exposicao preliminar com o proposito de estabelecer notacao,

fixar resultados bésicos e tornar o texto autossuficiente.

Definicao 1.1.1 Seja G é um grupo finito. O expoente de G, denotado por exp G, € o

minimo mailtiplo comum das ordens dos elementos de G.

Observe que, se (G € finito, entao todo elemento tem ordem finita, e o conjunto de

ordens é finito. Dessa forma, o minimo multiplo comum sempre existe.



Exemplo 1.1.2 O expoente do grupo simétrico Sz € 6.
De fato, o grupo simétrico Ss, que consiste em todas as permutacoes de trés
elementos, possui seis elementos: a identidade, trés transposi¢oes e dois 3-ciclos.
A identidade tem ordem 1. Cada transposicao tem ordem 2, enquanto cada 3-ciclo
tem ordem 3. Assim, as possiveis ordens de elementos em Sz sdo 1, 2 e 3.
Portanto, o expoente de Ss é dado por mmc(1,2,3) = 6, concluindo que o expoente
de S3 € 6.

Definicao 1.1.3 Seja K um conjunto nao vazio, munido de uma operacao de adi¢ao
+ K x K — K, e uma operagao de multiplicacao - : K x K — K. Dizemos que K €

um corpo se:

i) (K,+) é um grupo abeliano;

i) (K*,-) € um grupo abeliano, cujo elemento neutro é 1, e K* = K — {0};
iii) a multiplicagao € distributiva em relagdo a adigao.

Exemplo 1.1.4 (Q,+,-), (R,+,-) e (C,+,-) sdo corpos.

Z
Exemplo 1.1.5 Z, = 7 com p primo, € um corpo e serd denotado por IF,.
p

Exemplo 1.1.6 p(z) = 22 +1 é um polinémio irredutivel sobre Zy,. Dessa forma,

é um corpo de |Zy,|%¢P@ = 112 = 121 elementos.
Mais geralmente, esse resultado € vdlido para F,, quando p é primo e p(z) é um

polindomio irredutivel de grau n.

Definicao 1.1.7 Sejam F e K corpos tais que F C K. Dizemos que F € um subcorpo de
K se F € um corpo em relagao as operagoes induzidas de K, isto €, 0,1 € F, F € fechado
para as operagoes de adi¢cdao e multiplicacao de K, e todo elemento nao nulo de F possui

wnverso multiplicativo em F.

Definicao 1.1.8 Se F ¢ um subcorpo de K, entao K é chamado uma extensao de F.
Vamos nos referir ao par F C K como a extensao K/F e F como o corpo base.
Transformamos K em um F—espaco vetorial definindo a multiplica¢ao por escalar
em K por a-a = aa, coma € F e a € K. Escrevemos [K : F] para nos referirmos
a dimensao de K como um F—espago vetorial. FEssa dimensao € chamada de grau da
extensao K/F. Se [K : F] < oo, entao K é uma extensao finita de F. Caso contrario, K é

uma extensao infinita de F.

Exemplo 1.1.9 A extensiao C/R é finita, pois uma base de C como R—espago vetorial é
{1,i}. Assim, [C:R] = 2.



Definicao 1.1.10 Seja K um corpo. Se existe n € N tal que n -1 = 0, dizemos que K
tem caractistica positiva e, nesse caso, definimos a caracteristica de K, denotada por
char K, como sendo o menor natural que satisfaz essa igualdade. Caso nao exista tal

n € N, dizemos que K tem caracteristica 0 e denotamos por char K = 0.

Em outras palavras, a caracteristica de um corpo é o gerador nao negativo do

nucleo do tnico homorfismo de anéis de Z em K.

Exemplo 1.1.11 Q, R e C sao corpos de caracteristica zero.

Embora tenhamos definido a caracteristica no contexto de corpos, essa noc¢ao
estende-se naturalmente ao caso de anéis.
Exemplo 1.1.12 Todo anel finito tem caracteristica positiva, a qual deve ser menor ou
igual a ordem do anel. Aqui, a ordem de um anel A significa a sua cardinalidade, isto €,

o numero de elementos de A. De fato, sendo A um anel de ordem n, temos que na = 04,
para todo a € A. Logo, 0 < char(A) < n.

Exemplo 1.1.13 Para cada inteiro primo p, F, € um corpo de caracteristica p.

Observacgao 1.1.14 Se dois corpos K e K' sao isomorfos, entao eles tém a mesma ca-
racteristica. De fato, se ¢ : K — K’ € um isomorfismo, entao n -1 = 0 se, e somente

se, 0 =p(n-1) =ne(l)=n-1.

Proposigao 1.1.15 Seja K um corpo. Entao a caracteristica de K € 0 ou um niumero

primo.

Demonstragao: Suponhamos que a caracteristica de K nao seja 0. Entao, a caracteristica
de K é um inteiro positivo p > 0. Suponha que p = ¢gr, com 1 < ¢,r < p. Desse modo,
0=p-1=(g-1)(r-1). Como K ¢ um corpo, devemos ter ¢-1 =0 ou r-1 = 0. Mas, como
q,7 < p, pela minimalidade de p, temos um absurdo. W

Agora, apresentaremos um resultado que revela, especificamente, como deve ser a
caracteristica de um corpo finito, que é o contexto em que esta inserida esta dissertacao.

Proposicao 1.1.16 Se K é um corpo finito, entao sua caracteristica € um nimero inteiro

primo.

Demonstragao: Veja, por exemplo, [38].

Como consequéncia imediata da proposicao anterior, concluimos que todo corpo
de caracteristica 0 é infinito.

Agora, apresentaremos resultado fundamental sobre corpos finitos, uma vez que

caracteriza totalmente quando um elemento pertence a um corpo.
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Proposicao 1.1.17 Se K é um corpo finito com q elementos, entdo todo a € K satisfaz

a? = a.

Demonstragao: A igualdade a? = a ¢ trivial para a = 0. Por outro lado, K* é um grupo

multiplicativo de ordem ¢ — 1. Assim, pelo Teorema de Lagrange,
a?™! =1, para todo a € K*.

Portanto,

1

a7ra=a"=a N

Uma consequéncia do resultado anterior é que o polinémio x? —x tem exatamente
q elementos de [F;, como raizes.
Antes de avangarmos, analisaremos uma restricao importante: a hipotese de que
o corpo em questao seja finito. Essa condigao, embora apareca frequente em diversos
resultados, impoe fortes limitagoes sobre a estrutura possivel de tais corpos. De fato, nao
é possivel que existam corpos finitos com cardinalidades arbitrérias.
O proximo teorema descreve precisamente quais cardinalidades podem ocorrer no

caso finito, estabelecendo um vinculo direto entre a caracteristica do corpo e sua ordem.

Teorema 1.1.18 Seja K um corpo finito de caracteristica p. Entao existe um natural n

tal que a ordem de K ¢é exatamente p™.
Demonstracao: Considere a aplicacao

p:F, —K

a—a-1

Em primeiro lugar, vejamos que ¢ esta bem definida. Considere a,a’ € Z tais que
a = d. Entao p|(a—a’). Logo, (a —a’) -1 = 0 ou, equivalentemente, p(a) =a-1=a'-1=
o(a’). Logo, ¢ esta bem definida.

E imediato observar que ¢ é homomorfismo.

Além disso, sabemos que ker ¢ é um ideal de F,. Como todo corpo s6 tem dois
ideais e ker p # F,, uma vez que ¢(1) = 1, segue que ker p = {0}. Dessa forma, ¢ ¢
injetor.

Denotemos por K’ a imagem de ¢. Como ¢ é injetora, K’ tem exatamente p ele-

mentos. Além disso, a igualdade ¢(1) = 1 nos diz que 1 € K'. Também sabemos que

8



0 € K'. Das igualdades p(a +b) = ¢(a) + ¢(b) e v(a - b) = p(a) - ¢(b), lidas da direita
para a esquerda, concluimos que a adicao e multiplicacao de elementos de K’ sdo fecha-
das. Finalmente, se um elemento estd em K’ entao seus inversos aditivos e multiplicativos
também pertencem a K'. Logo, K’ é um subcorpo de K.

Consideremos B = {vy,...,v,} uma base de K. Cada elemento de K se escreve

de forma tnica como uma soma da forma
QU1 + -+ QpUy,

com ai,...,qa, € K. Desse modo, segue que, para contar a quantidade de elementos de
K, devemos contar a quantidade de listas (o, ..., a,), com a; € K', para cada 1 <i < n.
Como a cardinalidade de K’ é p, segue que o numero de listas deve ser exatamente p". l

O proximo resultado é conhecido informalmente como Teorema do Sonho do Ca-
louro (Freshman’s Dream Theorem). Esse nome faz alusdo a ideia, comumente incorreta
para ntmeros reais, de que (a+b)" = a" + b", para todo n natural. Surpreendentemente,
essa igualdade de fato ocorre, para poténcias da caracteristica, em corpos de caracteristica
positiva.

Teorema 1.1.19 (Teorema do Sonho do Calouro) Seja K um corpo de caracteris-

tica p > 0 e a,b elementos de K. Entao, para cada nimero natural n, tem-se
(a+ b)Y =a" +b".

Demonstragao: Primeiro, faremos a prova para n = 1. Utilizando a expansao binomial,

temos

(a+b)P = a? + (ﬁ’)a”‘lb+---+ (i)ap‘rbr+---+ (pfl)abp‘lerp.

Note que, para 1 < r < p — 1, o coeficiente binomial (p) ¢ um namero maior do
r

que 1. Além disso, temos

p
(7)ot =p == (0= 5) 4 )
em que s =p—rous=r. Em todo caso, s < p. Sabemos que p divide (’;) - s!l. Mas os

fatores de s! s@o todos menores que p. Logo, p divide (ff) Assim, como o corpo K tem

caracteristica p segue da igualdade que as parcelas (f ) aP~"b" sao zero. Logo,
(a+p)P =a+ b7,

9



como desejado.

Supondo, agora, que a afirmacao é verdadeira para n — 1, temos
@0 = [l by = @ = @ ) =

e, portanto, concluimos a demonstracao.
O resultado a seguir ¢ um bastante conhecido na Teoria dos Numeros. Trata-se
de uma conhecida consequéncia do Teorema de Lucas, que estabelece uma propriedade

fundamental dos coeficientes binomiais médulo um primo.

Lema 1.1.20 Se p é um nimero primo et > 1, entao

(p.t) =0 (mod p),

1

para todo i tal que 1 <1 < pt — 1.

Demonstragao: Faremos indugao em t.
Se t = 1, entao (p) = pm, para algum m € Z tal que p { m. De fato, m =
?

(p— 1!
illp—i)l
Suponha que ¢ > 2. Na algebra comutativa Z,[x], sabemos que

pt

t
¢ p ; s A
1 P= ‘. (B de Newt
(1+x) ;_0 <Z>:c (Binémio de Newton)
Por hipotese de indugao e utilizando o Teorema 1.1.19, valem as seguintes igual-

dades:

t—1

Q42 = (1+2)P) =0 +a?)P  =...=1+ar"

Assim, de

concluimos que

moédulo p, paratodo 1 <:<p'—1. N
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Defini¢ao 1.1.21 Seja f(x) € K[z] =K um polinémio de graun. Um corpo de decom-

posi¢ao de f(x) sobre K é um corpo L que satisfaz as sequintes propriedades:
(i) K estd contido em I como subcorpo;

(11) f(x) se decompoe em fatores lineares sobre 1L, isto é, existema € K e ay,...,a, €L
tais que

flz)=alx —ay) - (v — ay);

(111) IL € minimo com respeito a inclusao entre os corpos que satisfazem as propriedades

anteriores, ou seja, nao existe subcorpo proprio de I que contenha K e todos os «.

Teorema 1.1.22 Sejam p,n nimeros inteiros positivos, com p primo. Entao existe um

corpo K, de caracteristica p, com exatamente p" elementos.

Demonstragao: Definamos ¢ = p”. Suponhamos K o corpo de decomposi¢ao do poli-
nomio f(z) = x? — z sobre IF,. Sabemos que f(x) tem raizes multiplas se, e somente se,
mdc(f, f') # 1, em que f’ denota a derivada formal de f. Notemos que f'(z) = —1 e
mdc(z? — z, —1) = 1. Logo, as raizes de f(x) sd@o duas a duas distintas.

Definamos, agora, L = {a € K; f(a) = 0}. Afirmamos que L é um subcorpo de
K. Obviamente, f(0) = 0 e f(1) = 0. Assim, 0,1 € L. Agora suponhamos «, 5 € L.

Temos

q
@y =3 (T)ars
im0 \'
= + 6(1
=a+ 0.
Assim, o+ 3 € L.

Além disso,
(aB)? = a" = af,

o que nos diz que a5 € L.

Por ultimo, dado a € L nao nulo, temos

(@)1= (a") = a!

(_a)q = —q,
ou seja, a !, —a € L.
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Como L contém Z, como subcorpo e todas as raizes de f(x) pertencem a L,

segue que L = K. Como L é o conjunto de todas as raizes distintas de f(x) em K,
L] = deg(f(z)) =q=p". W

Teorema 1.1.23 Seja f(z) € K[z] — K. Se L e L sao corpos de decomposi¢ao de f(x)
sobre K, entao L ~ 1.

Demonstragao: Veja, por exemplo, [9].

Teorema 1.1.24 Sejam K e K’ dois corpos finitos de mesma cardinalidade. Entdo K e

K" sao isomorfos.

Demonstracao: Sabemos, pelo Teorema 1.1.18, que devem existir inteiros p e n, com p
primo, tais que |K| = |K'| = p" e char K = char K’ = p. Em particular, F,, ¢ um subcorpo
de K e K'. Pela demonstracao do Teorema 1.1.22, segue que K e K’ sdo ambos corpos de
decompoigao do polindémio 2" — z € F,[z]. Pelo Teorema 1.1.23, segue que K ~ K'. B
O proximo resultado sera fundamental para demonstrarmos que o grupo multipli-

cativo de um corpo finito é ciclico.

Proposicao 1.1.25 Seja G um grupo abeliano finito. Se n = exp G, entao existe um
elemento em G de ordem n. Desse modo, exp G € a ordem mdzxima de um elemento de

G. Além disso, G € ciclico se, e somente se, |G| = expG.

Demonstragao: Veja, por exemplo, [35].

Teorema 1.1.26 Se K ¢ um corpo e G € um subgrupo finito de K*, entao G ¢ ciclico.

Demonstragao: Seja n = |G| e m = expG. Entdo, pela Proposicao 1.1.25 e pelo
Teorema de Lagrange, m divide n. Se g € GG, entao ¢ = 1 e, assim, é raiz do polindémio
x™ — 1. Esse polinémio tem, no maximo, m raizes no corpo K. Entretanto, 2 — 1 tem,
pelo menos, o nimero de elementos de G de raizes, ou seja, n < m. Entao, exp G = |G|.

Portanto, pela Proposicao 1.1.25, G é ciclico. B

Corolario 1.1.27 Se K ¢ um corpo finito, entao K* € ciclico.

Demonstragao: Basta tomar G = K* no Teorema anterior. B
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1.2 Espacos Vetoriais Quocientes

Definicao 1.2.1 Sejam V' um espago vetorial e U um subespago de V. Se v € V', entao
v+ U € o subconjunto de V' definido por

v+U={v+uw ueU}.

Observe que v 4+ U é subespaco se, e somente se, v € U.

Exemplo 1.2.2 Seja
U= {(z,y) € R?* az + by = 0},

em que a,b € R ndo sao simultaneamente nulos. Geometricamente, U é uma reta em R?
que contém a origem.

Dado v € R?, o conjunto
v+U={v+u ueU}
€ a reta que passa por v e € paralela a U.

Definicao 1.2.3 Para cada v € V e U subespagco de V, o conjunto v + U € chamado
translacao de U.

Quando U é um subespago, v + U é uma variedade afim paralela a U e passando
por v.

Do ponto de vista da estrutura de grupos, considerando (V,4+) como um grupo
abeliano e U um subgrupo, as translacoes v + U sao precisamente as classes laterais de U
no grupo quociente % Nesse contexto, v + U representa a classe de equivaléncia do vetor

v moédulo U.

Exemplo 1.2.4 Se U € a reta em R? definida por U = {(z,2x); x € R}, entdo todas as
retas em R? com inclinagdo 2 sao translagoes de U.
Mais geralmente, se U € uma reta em R?, entdo o conjunto de todas as translagoes

de U € o conjunto de todas as retas em R? que sio paralelas a U.

Definicao 1.2.5 Seja U um subespaco de V. Entao, o espago quociente % € o conjunto

de todas as translacoes de U, ou seja,

v
E:{v%—U;UEV}.

R2
Exemplo 1.2.6 Se U = {(z,y) € R?; az + by = 0}, entao T ¢ o congunto de todas as

retas em R? paralelas a U.
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R3
Exemplo 1.2.7 Se U é um plano em R3 que contém a origem, entdo i € o conjunto

de todos os planos em R? paralelos a U.

A etapa subsequente da nossa anélise consiste em munir o conjunto T de uma es-
trutura de espago vetorial. Isso sera realizado com base no resultado que sera demonstrado
a seguir.

O proximo resultado nos garantird que duas translagoes de um subespago sao

iguais ou disjuntas.

Proposicao 1.2.8 Suponha que U é um subespaco de V e v,w € V. Entao, sao equiva-
lentes:

i)v—wel
i) v+ U =w+U

i) (v+U)N(w+U)#0

Demonstracgao: Antes da demonstracao, observamos que esse resultado depende apenas
da estrutura de grupo abeliano de V', nao sendo necessaria a estrutura de espacgo vetorial.

Primeiramente, vamos mostrar que i) = 7). Suponha que v —w € U. Se u € U,
entao

v+u=w+ ((v—w)+u) €w+U.

Assim, v + U C w + U. De modo similar, w +U C v+ U. Assim, v + U = w + U.

Agora, para provarmos que ii) = iii), basta observar que a equac¢ao v+U = w+U
implica que (v +U) N (w + U) # 0.

Por tltimo, vejamos que i#i) = i). Suponha que (v + U) N (w + U) # 0. Dessa

forma, existem wuy,us € U tais que
U+ U = w4 us.

Logo,v — w = ug — uy. Dessarte, v —w € U, mostrando que (v+U)N(w+U) # 0

implica v — w € U, o que completa a demonstracao. H

. .~ . . ~ V
Agora, podemos definir a adi¢do e multiplicagao por escalar em .

Definicao 1.2.9 Seja U um subespaco de V. FEntao a adicao e multiplicagao por

escalar sao definidas em %, respectivamente, por

(v+U)+(w+U)=@v+w)+U
Av+U) = (W) + U,

para todo v,w €V e A e K.
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v
U’
multiplicagao por escalar definidas anteriormente, € um espaco vetorial.

Teorema 1.2.10 Seja U um subespaco de V. Entao com as operacoes de adicao e

Demonstragao: Primeiramente, vejamos a boa definicao das operagoes.

Como U é subespago de V', U é, em particular, um subgrupo aditivo do grupo
(V,+). Assim, a boa defini¢ao da adigdo segue imediatamente.

Similarmente, seja A € K. Ainda estamos supondo que v; +U = vy +U. Como U &
um subespaco e, assim, é fechado para a multiplicagao por escalar, temos A(v; — vy) € U.

Dessa forma, Av; — Avy € U. Logo, novamente pela Proposi¢ao 1.2.8, temos
(A1) +U = (A\vg) + U.

Dessarte, a multiplicagao por escalar em % esta bem-definida.
Por dltimo, a verificagao dos quatro axiomas de espagos vetoriais que dizem res-
peito & adigao sao imediatos, utilizando a ideia de grupo quociente. Verificaremos, entao,

que para todo \ € K e para quaisquer v + U, w+ U € %, vale
AMo+U)+(w+U)]=Av+U)+ MNw+U).
De fato,
M+U)+ (w+U)] = AN(v+w) + U]
=ANv+w)+U
= (A + )+ U

=M+U)+ (Aw+0)
=Av+U)+ ANw+U).

Os outros axiomas também sao diretos. B

1.3 Algebras

Nesta secao, introduzimos formalmente o conceito de algebra sobre um corpo K,

que constitui o objeto central de estudo na PI-Teoria.

Defini¢ao 1.3.1 Seja A um espago vetorial sobre um corpo K. Definimos um par (A, x)
como sendo uma K-dlgebra (ou uma dlgebra sobre K) se x € uma operagao bilinear

associativa em A, isto €, x : Ax A — A, que satisfaz, para quaisquer a,b,c € A el € K :
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i) ax(b+c)=axb+ax*c
ii) (a+b)xc=axc+bx*c
iii) (Aa) *b=ax (\b) = A(a*b);
i) ax(bxc)=(axb)*c;
v) existe um elemento 14 € A tal que
lyra=a-14=a, VaeA.

43 9

A operacgao “*7 € dita multiplicacao de A e, por simplicidade de notacao, escre-
veremos a * b = ab, para quaisquer a,b € A.

A dimensao de uma K-dlgebra A ¢é definida como a dimensdao de A como
espaco vetorial sobre K, sendo denotada por dimg A ou dim A. Dizemos que A € de

dimensao finita quando dimg A < oo.

Exemplo 1.3.2 Fizado n € N, o espago vetorial M, (K) das matrizes de ordem n x n

2 considerando a multiplicacdo

com entradas em um corpo K é uma dlgebra de dimensaon
usual de matrizes. Além disso, a unidade é a matriz identidade I,, cuja diagonal é

composta inteiramente pelo elemento 1 e as demais entradas sao nulas.

Definicao 1.3.3 Seja e jy a matriz em M,(K) tal que a (i,j)—ésima entrada € igual
a 1 e as demais entradas sao iguais a zero. Chamaremos essas matrizes de matrizes
elementares. Observe que sempre que fizermos a multiplicacao de duas matrizes ele-

mentares, teremos

1, sej =k

€(i,§)€(1) = O(j,k)E(iL)s COM O(j1) =
0, sej #k

Ademais, uma base da dlgebra M,(K) é formada pelo conjunto de matrizes ele-

mentares e jy, com 1 <i,7 < n.

Exemplo 1.3.4 O espacgo vetorial das matrizes triangulares superiores nxn com entradas
em K, munido da operagao usual de multiplicagao de matrizes, é uma dlgebra, denotada

por UT,(K) ou simplesmente UT,,. Assim,

UT, = {(a;;) € M,,(K); a;; =0 sempre que i > j}.

Essa notagcao advém da expressao em inglés "upper triangular”, que significa jus-

tamente “triangular superior”.

A élgebra UT,, tera um papel central nesta dissertagao, sendo o foco principal dos

estudos apresentados nos capitulos seguintes.
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Exemplo 1.3.5 Seja M um mondide, isto €, um conjunto munido de uma operagao
bindria associativa que possui elemento neutro, e K[M] o espago vetorial com base M.
Consideremos, em K[M], a multiplicagao que estende a operagio do mondide, isto €, a
multiplicagdo tal que (m,n) — mn, para quaisquer m,n € M, em que mn é o produto de
m e n como elementos de M. FEssa dlgebra é chamada dlgebra de mondide de M, e sua

unidade € o elemento neutro do mondide.

Exemplo 1.3.6 Seja X = {x;; i € I} e seja M(X) o mondide que é o conjunto
{zsy - x;m € Nyay, € X,k =1,...,n}, com a multiplicagio sendo a justaposicao de

palavras, isto €, se x;, - -z, , xj, - - x5, € M(X), entdo
(@i, + @i, )@y -+ ) o= Ty e Ty Ty T

O elemento neutro de M(X), denotado por 1, é a palavra vazia. A dlgebra K(X)
¢ a dlgebra de mondide de M(X), chamada dlgebra livre. Os elementos de K(X) sdo

chamados polinémios.

Exemplo 1.3.7 O espaco vetorial dos polindmios em uma indeterminada sobre um corpo
K, K[z], utilizando a multiplicagao usual de polindmios, € uma dlgebra, e sua unidade é

o polinomio constante f(x) = 1.
Exemplo 1.3.8 A dlgebra de Grassmann de dimensao infinita e enumerdvel G € tal que
G = (l,e1,e9,...;e:¢; +eje; =0, el =0, para quaisqueri,j > 1).

O conjunto B = {1,e; ---€;,, 1 <, <--- <ip} € uma base de G e G = Gy® Gy,
em que
Go = span{e;, - - €, 1 <y <+ <o, k> 0}

Gl = Span{eil . 1< << i2k+1, k> O}

* Ciggyns

Além disso, G;G; C Giyj, em que a soma it + j € feita modulo 2.

Definigao 1.3.9 Um subespago S de uma dlgebra A é chamado de subdlgebra se é fe-

chado para a multiplicagao de A e se contém a unidade de A.

Em geral, na literatura, nao se exige que uma subalgebra contenha a unidade da
algebra ambiente. Nesta dissertacao, adotaremos a convencao de que toda subalgebra

contém a unidade.

Exemplo 1.3.10 A dlgebra UT,, é uma subdlgebra de M, (K). De fato, UT, € fechada

para a multiplica¢io usual de matrizes e a unidade de M, (K) pertence a UT,.
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Exemplo 1.3.11 Seja A uma dlgebra. Definimos o centro de A, denotado por Z(A),
como sendo

Z(A) ={z € A;xa = ax,Va € A}.
E facil ver que Z(A) ¢ uma subdlgebra de A.

Definicao 1.3.12 Um subespago I de A € chamado ideal a esquerda se ab € I, para
todos a € A e b € I. Analogamente, quando, para quaisquer a € A e b € I, obtiver-
mos ba € I, dizemos que I € um tdeal a direita. Quando ocorrerem os dois casos

simultaneamente, diremos que I € um ideal bilateral de A ou simplesmente ideal de A.

Exemplo 1.3.13 Seja UT,, a dlgebra das matrizes triangulares superiores n x n. Mostra-

remos que o conjunto
I ={acUT,K); a;; =0,sei=j}
€ um ideal de UT,,.

Primeiramente, vamos verificar que esse conjunto é um subespago vetorial de UT,
e, logo apos, um ideal.

i) Note que I é nao vazio. Sejam, entdo, a,b € I tais que a = (a;;) e b = (b;;). Para
i =17, a;; =0 eby; = 0. Logo, a;; +b;; =0, para i = j. Assim, a+b & I. Além disso,

com A € K, temos Aa;; = 0, para i = j, pois a; = 0, entao Aa € I. Portanto, I € um
subespacgo vetorial de U'T,.

i) Seja a € UT, e b € 1. Mostraremos que ab € I. Para tanto, fagamos ab = ¢ = (c;5)
tal que

n
Cij = E Wik
k=1

Para i = j, temos ¢; = ZZ:1 a;bii. Além disso, quando i > k, entao a;, = 0.
Logo, aipby; = 0. Caso i < k, entao temos by; = 0. Assim, a;bg; = 0. Dessa forma,

c;ii =0 e, assim, ab € I. Portanto, I é um ideal a esquerda de UT,.

Analogamente, verificamos que I € um ideal a direita.

Portanto, I € ideal de UT,.

Proposicao 1.3.14 Sejam A uma dlgebra e I um ideal de A. Como I é um subespaco

vetorial, consideremos o espaco quociente %. Definamos a multiplicagao (a, Z_)) — @b 1= ab

em ?. Entao essa multiplicagao estd bem definida e ?, munida com essa multiplicacao,

€ uma dlgebra.

Demonstragao: Primeiramente, suponha que a; = a3 e by = by, com ay, as, by, by € é.

Como a7 = as, segue que a; — as € I e, analogamente, by — by € I. Assim,
(a1 — ag)bl el e ag(bl — bg) el
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Logo,
(CLl — a2)b1 -+ ag(bl - b2> = a1b1 - agbg el
Isso significa que a1b; = asby e, assim, a multiplicacao esta bem definida.

Além disso, a multiplicagao é distributiva em relagdo a adi¢ao. De fato, dados

a,b,c e ?, temos

a(b+¢) =a(b+c)=ab+ac=ab+ac

e, analogamente, (b+ ¢)a = ba + ¢ a.

Por fim, dado A € K, temos

Aab = A(ab) = (Aa)b = Aab = (\a)b.

Analogamente, @b = @(\b).

Portanto, concluimos o resultado. W
Definigao 1.3.15 Sejam A uma dlgebra e I um ideal proprio de A. Entao I é um ideal
mazximal a esquerda de A se I # A e nao existe um ideal J a esquerda de A proprio

tal que I esteja contido propriamente em J, ou seja, se [ C J C A, entdo ou J = A ou
J=1

Exemplo 1.3.16 Seja My(K) a dlgebra de matrizes 2 x 2. O ideal & esquerda
I ={ae€ MyK);a; =0,sej > 1}
de My(K) € um ideal mazimal a esquerda de Ms(K).
De fato, seja J um ideal a esquerda de My(K) tal que I C J. Consideremos
a= [0 Zu] € J—1, comas # 0 ou asy # 0. Note que a € uma matriz nao nula. Sendo
a2 7é 0, ’

0 a12 1
e = = —eqpna==¢e e J.
(1,1) [0 0 ] a1 (1,1) (1,2)

Assim, como ey € I, I C J, entao

10
+ 2= €J.
(e@1) + €1,2) [o 1]

Dessa forma, J = My(K), o que é um absurdo.

Analogamente, sendo asy # 0,

00 - ! eJ
€(2,2)0 = —e@pa =e¢e .
(2,2) 0 a . (2,2) (2,2)
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Como ey € I, I C J, entao
ea,1) + €@ € J.

Novamente, J = My(K), o que é um absurdo.

Portanto, I é um ideal mazimal o esquerda de Ms(K).

Para garantir a existéncia de ideais maximais, utilizaremos uma ferramenta cléas-

sica da Teoria dos Conjuntos, a saber, o Lema de Zorn.

Lema 1.3.17 (Lema de Zorn) Seja S um conjunto nao vazio parcialmente ordenado.
Se toda cadeia em S tem uma cota superior em S, entao S tem pelo menos um elemento

mazximal.

Teorema 1.3.18 Seja A uma dlgebra. Entao A tem pelo menos um ideal maximal &

esquerda.

Demonstracao: Seja I o conjunto de todos os ideais a esquerda diferentes de A. Orde-
nemos [' pela inclusao de conjuntos. Note que I' é diferente do vazio, pois 0 € .

Para aplicar o Lema de Zorn. devemos mostrar que toda cadeia em I' tem uma
cota superior em I'. Seja, entdo, (I,) uma cadeia de ideais em I'. Dessa forma, para cada
par de indices «, 3, temos I, C Ig ou Ig C I,.

Seja I =, L. Entao I é um ideal a esquerda de A e 1 ¢ I, ja que 1 ¢ I, para
todo a. Logo, I € I' e I é uma cota superior da cadeia. Assim, pelo Lema de Zorn, I' tem
um elemento maximal e, portanto, A tem um ideal maximal & esquerda. l

Na demonstragao acima utilizamos de maneira essencial o fato de que A possui

unidade. Sem essa hipotese, o resultado pode nao valer e existem contraexemplos.

Definigao 1.3.19 Definimos o radical de Jacobson de uma dlgebra A, J(A), como a

intersecdo de todos os ideais maximais a esquerda de A.

Lema 1.3.20 Seja A uma dlgebra. Se y € A, entao as sequintes afirmagoes sao equiva-

lentes:
i) y € J(A);

ii) 1 — xy € invertivel a esquerda, isto é, existe z € A tal que z(1 — zy) = 1, para todo
x € A.
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Demonstragao: (i) = (i¢) : Suponhamos que y € J(A). Se para algum z, o elemento
1 — zy nao for invertivel a esquerda, entdao A(1 — xy) C A é um ideal a esquerda de A.
Logo, esté contido em algum ideal maximal J & esquerda de A. Mas 1 — xy € J e, como

y € J(A), entao y € J. Logo, zy € J. Assim, como J é um subespago vetorial, temos
l—azy+ozy=1¢€J,

o que é uma contradigao.
(17) = (i) : Seja M um ideal maximal a esquerda de A. Para provar que y € J(A), basta
mostrar que y € M.

Suponha, por contradigdo, que y ¢ M. Entao, o ideal a esquerda gerado por M e
y, M + Ay, é todo o A, ou seja, M + Ay = A. Assim, existem m € M e a € A tais que

m+ay=1=1—ay=me M.

Desse modo, por (i), para = a, segue que 1 —ay é invertivel & esquerda. Assim,
existe b € A tal que
b(l —ay) =1.

Como 1 —ay € M e M é ideal a esquerda, b(1 — ay) € M. Logo, 1 € M, o que é
um absurdo. Assim, y € M e, portanto, y € J(A). B

Exemplo 1.3.21 O radical de Jacobson de UT,, € o conjunto das matrizes estritamente

triangulares superiores de U'T},, ou seja,
J(UT,) = {a € UT,; a tem diagonal nula}.

De fato, sejam I = {b € UT,; b tem a diagonal nula}, b € I e a € UT,. Do
Ezxemplo 1.3.13, temos que ab tem a diagonal nula. Assim, det(Id—ab) = 1. Desse modo,
Id — ab é uma matriz invertivel para qualquer matriz a € UT,,. Logo, pelo Lema 1.3.20,
be J(UT,). Logo, I C J(UT,).

Agora, suponha que J(UT,) € I e c € J(UT,), mas ¢ ¢ I. Entdo, para algum
i€{l,...,n}, temos c;; # 0. Seja b a matriz diagonal tal que as entradas nao nulas sio
os elementos c;il, sempre que c; # 0. Assim, det(Id — ab) = 0. Logo, Id — ab nao serd
invertivel a esquerda, o que contraria o Lema 1.3.20. Portanto, J(UT,) C I e concluimos

que J(UT,) = 1.

Definigao 1.3.22 Sejam A uma dlgebra e I um ideal de A. Dizemos que I é um ideal
nilpotente se existe n natural tal que ay---a, = 04, para quaisquer ai,...,a, € I.
Diremos que n € o indice de nilpoténcia de I quando n é o menor natural que satisfaz
1sso. Utilizamos a notacao I™ = 0 para indicar que o produto de quaisquer n elementos

de I € zero.
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1.4 Graduacoes

Nesta se¢ao introduzimos o conceito de graduagao por um grupo em uma algebra,

ferramenta fundamental para o desenvolvimento dos resultados posteriores.

Definicao 1.4.1 Sejam G um grupo e A uma dlgebra. Uma G—graduacao da dlgebra A

é uma decomposicao do espago vetorial A, dada por uma cole¢ao de subespagos {A,}sec

de A
A=A,

geG
tal que, para quaisquer g,h € G, temos AjA, C Agy,. Nesse caso, dizemos que A €

G—graduada.

Observagao 1.4.2 Destacamos que:

i) A partir da defini¢ao, todo a € A pode ser escrito unicamente como uma soma finita

a= g ag, com ag € Ag.

geG

ii) Os subespagos A, sao chamados de componentes homogéneas de A e diremos que o
elemento a € homogéneo se a € A,. Quando a for diferente do elemento nulo de A,
existe um nico g € G tal que a € A, pois a soma da graduagdao € direta. Assim,

podemos definir o conceito de grau como deg(a) = g, se a € A,,.

Definicao 1.4.3 Dizemos que
i) Uma subdlgebra B C A é G—graduada (ou homogénea) se B = €P,c(B N Ay).

it) Um ideal I de A é G—graduado se I = @,(I N Ay). Em outras palavras, I é

graduado se, para qualquer a € I, a =Y _. a4, temos a, € I, para todo g € G.

geG
Exemplo 1.4.4 Uma dlgebra A pode ser graduada por um grupo arbitrario G com as

componentes A, = A e A, =0, se g # e. Essa graduagao € chamada graduagao trivial.

Proposicao 1.4.5 Se A é uma dlgebra G—graduada e H ¢ um subgrupo de G, entao
A=,y An € uma subdlgebra graduada de A.

Definigao 1.4.6 Dado ¢ = (e1,...,&,) € G", escrevemos

UT, = PWUT.),. (1.1)
e
em que (UT,), = span{eg j); e;'e; = g}. Entio UT, ¢ uma dlgebra G—graduada, e
dizemos que (1.1) é uma G—graduacgdo elementar em UT,.
Nessa graduagao, cada matriz elementar e ;) € homogénea, com grau dado por
deg(e ) =i 'e;.
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Exemplo 1.4.7 Seja G = Zy = {0,1}. Considere a sequénciae = (g1,e9,e3) = (0,1,0) €
G3. Vamos definir a G—graduacao elementar de UTs. Para tanto, sabemos que cada en-

trada e jy, com i < j, receberd um grau dado por
deg(e(i,j)) = —&; + €j (6m Zg)

Assim,

deg(e) =1-0=1
deg €1,3)) = (_)—(_):(_)
dege(gg) :1—126

Com isso, a dlgebra UTj se decompoe como:
UTy = (UTs)° @ (UT3)",

em que

l

(UTy)
(UT3)" = span{eq2), €23 }-

= Span{€(1,1)7 €(1,3), €(2,2)5 6(373)}

Definigao 1.4.8 Sejam A e B dlgebras. Uma transformacgao linear f : A — B € dita
um homomorfismo de dlgebras se f(ajas) = f(a1)f(a2), para quaisquer ay,ay € A, e

fa) =1

Observacgao 1.4.9 De maneira totalmente andloga as definicoes de grupos e anéis, te-
mos:

i) Um homomorfismo injetor é chamado monomorfismo;

it) Um homomorfismo sobrejetor é chamado epimorfismo;
ii1) Um homomorfismo bijetor é chamado isomorfismo;
i) Um homomorfismo de A em A € chamado endomorfismo;

v) Um homomorfismo de A em A bijetor € chamado automorfismo.

Exemplo 1.4.10 Sejam A uma dlgebra e I um ideal de A. A aplicagao



€ um epimorfismo de dlgebras, chamado projecdo candnica.

De fato, veja que, dados a,b € A, temos:
p(ab) = (ab) + T = (a+ Db+ I) = @(a)p(b).
Além disso, como 14+ 1 € a unidade de % e
o(la) =14+ 1.

Dessa forma, ¢ é um homomorfismo de dlgebras.

Veja, ainda, que, dado b+ I € é, entio b+ 1 = ¢(b), em que b € A. Assim,

concluimos que @ € um epimorfismo de dlgebras.

Definigao 1.4.11 Sejam A e B dlgebras e ¢ : A — B um homomorfismo de dlgebras.
Dizemos que o conjunto ker(p) = {a € A;¢(a) = 0g} € o nicleo do homomorfismo ¢ e

que Im(p) = {¢(a) € B;a € A} € a imagem de .

Verifica-se que ker(yp) é um ideal de A e que Im(y) é uma subalgebra de B.

Exemplo 1.4.12 Sendo ¢ o homomorfismo

temos ker(yp) = 1.

Definicao 1.4.13 Sejam A = @ cq Ay € B = D e By dlgebras G—graduadas. Dizemos
que uma aplicacao f : A — B € um homomorfismo de dlgebras G—graduadas se f for

um homomorfismo de dlgebras tal que f(A,) C B,.

Exemplo 1.4.14 Se B ¢ uma subdlgebra G—graduada de A, entao a inclusao i : B — A

€ um homomorfismo de dlgebras graduadas.

Exemplo 1.4.15 Vamos mostrar que

Ry =span{e; ;1 <i<j<n,i#lej#l}

UT,—1 =spanf{e; ;1 <i<j<n-—1}

sao isomorfas como dlgebras graduadas.
Consideramos em UT, a graduacdo elementar determinada pela n-upla

(91, ---,9n) € G™, isto €, aquela para a qual
deg(eq) = gig; -
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Em R, consideramos a graduac¢ao induzida por essa graduacao de UT, e, em
UT,_1, a graduacao elementar induzida pela (n — 1)—upla (g1, .-, Gi—1, G141, -, 9n)-

A priori, note que R; é uma subdlgebra graduada de UT,. De fato, cada gerador
ey de Ry € um elemento homogéneo na graduagao UT,, Ry € fechada para as operagoes
da dlgebra e contém a unidade de UT,.

Além disso, sabemos que dim UT,, = @ Além disso, para sabermos a dimensao
de Ry, devemos retirar os e(; jy de UT, cujos indices envolvem [, ou seja,

n+1) (n—1)n

dim(R;) = MT —n = = dim(UT, ).

Agora, defina ¢ : Ry — U'T,,_1 como a unica transformagcao linear tal que

olegg)) = eay)

em que
~ i, se1 <l ~ 7, se g <l
i = N ES
1—1, se1>1 g—1, sej>I
Note que,
pleaeir) = elean) = eq
e

plei)elegr) =eqj  €Gi = €an
ou seja, essa aplicacao também é compativel com o produto e, dessa forma, € um homo-
morfismo de dlgebras.
Além disso, como essa transformagao linear leva base em base, seque que p €
bijetiva. Logo, Ry ~ UT,,_;.
Por fim, para verificar que ¢ € um isomorfismo de dlgebras G—graduadas, preci-
samos mostrar que  preserva a graduagao. Seja e jy € Ry um elemento homogéneo da

base. Assim,
deg(p(eqi ) = degle; ;) = degleq.))-

Uma vez que ¢ € linear e leva base em base, seque que p preserva o grau de todos
0s elementos homogéneos.

Portanto, ¢ € um isomorfismo de G—dlgebras graduadas.

Proposicao 1.4.16 Se f : A — B € um homomorfismo de dlgebras, entao
F: M,(A) = M,(B), dado por F((aij)) = (f(al-j)), ¢ um homomorfismo de dlgebras.
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Demonstracao: Sejam (a;;), (bi;) € M,(A) e A € K. Temos:

:<f<)\aij))
:<)\f(aij)>
:/\<f(%‘)>
—AF((a)).
14 O 0 f(1a) 0 0
(i) F 0 14 o [_| o s 0
0 0 1a 0 0 f(14)

Dessa forma, temos o resultado. W
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Em particular, o resultado anterior também é valido para UT,,, e a sua verificacao
é analoga.
Lema 1.4.17 Sejam A =@ cqa, € B =D eq

G. Se ¢ : A — B € um homomorfismo de dlgebras G—graduadas, entio ker(yp) é um
ideal graduado de A.

B, K—dlgebras graduadas por um grupo

Demonstracao: Dado z = x4, + -+ + x4, € ker(y), com z,, € A,,, entao

0=p(x) =p(Tg + - +4,) = (Tg,) + - + p(24,),

com p(z4,) € By,. Como cada ¢(x,,) esta em um subespago diferente B, e a soma ¢ direta,
segue que
o(xg,) =0,Vi.
De onde, z,, € ker(yp), para todo i e, portanto, ker(y) é um ideal graduado. l

Lema 1.4.18 Sejam A =@ cqa, € B=D,cq
G. Se p : A — B € um homomorfismo de dlgebras G—graduadas, entao Im(yp) é uma

B, K—dlgebras graduadas por um grupo

subdlgebra graduada de B.

Demonstracao: Analoga a anterior.

Recordamos que o Teorema Fundamental dos Homomorfismos ¢ um resultado
classico e amplamente conhecido no estudo de Algebra. A seguir, apresentaremos uma
versao graduada desse teorema, adequada ao contexto de &lgebras graduadas por um
grupo G.

Teorema 1.4.19 (Teorema Fundamental dos Homomorfismos Graduados) Se-
jam A = ®g€G Ay eB = @gec By dlgebras graduadas por um grupo G sobre um corpo K.

Seja p : A — B um homomorfismo de K—dlgebras compativel com a graduac¢ao. Entao

existe um isomorfismo

A
ker(y)

e o quociente herda a graduacao, ou seja, para cada g € G, (

~ Im(p)

A > :Ag+ker(gp)
ker(¢)/ g ker(p)

Demonstragao: Como ¢ é homomorfismo de algebras, ja sabemos que ker(y) é um ideal
graduado de A e também verifica-se que Im(p) é subalgebra graduada de B.
Defina




Primeiramente, note que, se a +ker(y) = a’ +ker(yp), entdo a —a’ € ker(y). Logo,
p(a—a’) =0, ou seja, p(a) = p(a’). Logo, ¢ esta bem-definida.

Além disso, verifica-se facilmente que 1 é um homomorfismo de algebras.

Agora, veja que, como ker(yp) é um ideal graduado, o quociente herda a

A
ker(p)
graduagao, ou seja, para cada g € G,

( A )ZAngker(gp).

ker(y) ker(i)

Desse modo, v satisfaz
Y(ay +ker(p)) = ¢(ay) € By, para todo a, € A,.

Observe, também, que 1 é sobrejetora. De fato, dado y € Im(yp), existe a € A tal

A

que y = (p(a) Tomando x = a + ker(g@) S ker ()

, temos

() = Y(a+ker(p)) = p(a) = y.

Ademais, 1 é injetora. Com efeito,

ker(¢) = {a + ker(yp) € Y(a + ker(p)) =0}

A .
ker(p)’

como queriamos demonstrar.

Portanto, 1) é um isomorfismo de algebras graduadas. W

Exemplo 1.4.20 Seja K um corpo e considere a dlgebra das matrizes triangulares supe-

UT(K) :{lg z] :a,b,cEK}.

Graduamos UTy(K) pelo grupo Zs definindo

0 0
A=Y iaperY e A= “I.cer?,
0 b 00

de modo que UT5(K) = Ay @ A;.

r.0T€ES
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Definimos o homomorfismo de K—dlgebras

¢ : UTy(K) — K,

a ¢

0 b

]ﬂ.

Note que ¢ é compativel com a graduagao, pois (Ag) = K e p(A;) = {0}. Assim,
©(A,) C B, para todo g € Zs, em que By =K e B; = {0}.
Pelo Teorema do Homomorfismo para Algebras Graduadas, temos wm isomorfismo

de dlgebras graduadas
UTy(K)

ker(p)

ker(p) :{[8 ;] :b,cEK},

¢ 1somorfo ao corpo K, identificado com os elementos da posi¢ao

= Im(p) =K.

De fato,

T>(K)
er(y)

e o quociente

(1,1).

1.5 Identidades Polinomiais

Introduziremos, agora, o conceito de identidade polinomial, que serd central ao
longo deste trabalho.

Para formalizar a nocao de substituicao de elementos de uma algebra em
polinémios nao comutativos, utilizamos a algebra livre e sua propriedade universal. Essa
abordagem permite definir de maneira precisa quando um polinémio se anula sob todas

as avaliagoes em uma &lgebra dada, conduzindo ao conceito de Pl-algebra.

Teorema 1.5.1 (Propriedade Universal da Algebra Livre) Seja X = {z;; i € I}
um conjunto nao vazio e K(X) a dlgebra livre. Se A é uma dlgebra, entio qualquer

aplicagao X — A pode ser estendida a um tinico homomorfismo K(X) — A.

Demonstracao: Seja X — A uma aplicacao e a; € A aimagem de x; por essa aplicacao.
Para cada monoémio x;, - - - x;, , consideremos o produto a;, - - - a;, em A. Existe uma tnica
transformagao linear f : K(X) — A tal que f(x;, ---2;,) = a; - -a;,. Dados dois
monomios x;, - - - ;,, Tj - Tj, , temos
f((xll T xln)(le T 'r.]m)) = ail e aina'jl e a’jm = f(xll e xln)f(le e x]m)
Assim, segue que f é um homomorfismo de algebras.
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Seja g : K(X) — A um homomorfismo de élgebras que estende X — A. Entao
g(x;) = f(x;), para todo i € I. Dessa forma, g(z;, ---z;,) = f(x; ---x;,), para todo
monoémio x;, - -+ x;,. Portanto, g = f. B

Seja z; — a; uma aplicacdo de X em A. A imagem f(z;,,...,2;,) € K(X) pelo

homomorfismo que estende a aplica¢do é denotada por f(a;,,...,a;,).

Observagao 1.5.2 Dado [ € K(X), temos f(x1,...,2,) = aqw; + -+ + Quwy,, em que
a, €K ew; =a; -+ - xy,. Assim, ao considerarmos ¢ um homomorfismo de K(X) — A,

obtemos

d)(f(.fl, Ce ,(L’n)) = qb(OélIu s L1y + -+ [0 s xmlz)
= a1p(zn) - Plaw,) + -+ md(@m) - - (T,
= f(@(x1), ..., ¢(zn)).

Dessa forma,
O(f(z1, .. wn)) = f(o(@1), ..., d(wn))-

Defini¢ao 1.5.3 Seja f = f(x1, - ,x,) € K(X) e seja A uma dlgebra. Dizemos que f é
uma identidade polinomial para A se f(ay,...,a,) =0, para quaisquer ay, ..., a, € A.
Denotaremos por T(A) o conjunto das identidades polinomiais de A.

Se existe um polindémio nao nulo que € uma identidade para A, diremos que A é

uma Pl-dlgebra, da expressao em inglés "polynomial identity”.

Definiremos os comutadores normados & esquerda como sendo:

[55171172] = T1T2 — T2y

(1, xn] = [[T1, -+ s Xne1], T0), n > 3.

Exemplo 1.5.4 A dlgebra A € comutativa se, e somente se, [z,y| é uma identidade

polinomial para A.

Exemplo 1.5.5 A dlgebra K(X) ndo é uma Pl-dlgebra.
Com efeito, suponha, por absurdo, que f(x1,...,x,) seja uma identidade nao nula
de K(X). Entao, dados quaisquer fi,..., f, elementos de K(X), devemos obter

f(fla?fn)zo

Em particular, podemos escolher f| = x1,..., fn = x,. Logo, teremos

f(:cl,...,a:n) = 0,

ou seja, f seria tgual ao polindmio nulo, o que contraria a hipdtese.
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Exemplo 1.5.6 A dlgebra UT, satisfaz a identidade

[17517 352] s [$2n71> $2n] =0.

Primeiramente, analisaremos o comutador de forma geral. Seja [x;, x| = xj2, —
x,.x;. Mostraremos que, sendo a; e a, matrizes triangulares superiores, teremos que a
diagonal principal de a;a, € igual a diagonal principal de a,.q;.

De fato, sejam a; = (ai;), ar = (bij), wa, = (¢ij) e a,ap = (d;j). Para a diagonal

principal de a;a,, temos

a; =0, sei >k

n
Cii = E aixbri, com o
—1 bir =0, sek >1

ou seja, para i > k, temos que a;b; = 0 e, para k > i, temos a;by; = 0. Assim,

n
Cii = g @ibri = a;ibi;.
k=1

Para a diagonal principal de a,a;, temos

i by, =0, sei >k
dii = Z bikagi, com ) )
—1 ap; =0, sek >1

ou seja, para v > k, temos birar; = 0 e,para k > i, temos byrar; = 0. Logo,
n
di; = Z bikari = bi;ay;.
k=1

Como by e a;; sao elementos de K, entao bja; = ay;:bi;. Dessa forma, as matrizes
aja, e aya; tém as mesmas diagonais principais. Consequentemente, [a;, a,] = qa, — a,q
€ uma matriz triangular estritamente superior, isto €, para i > j, o elemento da linha i e
da coluna j de |a;,a,| serd igual a zero.

Agora, veremos que o produto de n matrizes triangulares estritamente superiores
de ordem n dd zero. Utilizaremos indugcao em n.

Primeiramente, vemos que, para n = 1, isso € imediato.

Agora, suponha que seja valido para n—1 e mostremos que € vdlido paran. Observe

o produto de n matrizes de ordem n cada uma

-0 Q12 -+ Aip-—1 Q1n ] _0 b12 bipn—1 bin 1

0 0 - agp Q2p, 0 0 - b n—1 b2n

o o0 --- 0 Ap—1n o 0 --- 0 bn_1n

0 0 0 0 0 O 0 0

- - nxXn - - nXn
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e note que, em cada matriz de ordem n X n, podemos considerar o bloco (n—1) x (n—1),
que consiste das n — 1 primeiras entradas de cada uma das n — 1 primeiras linhas e que
cada matriz consiste desse bloco incluindo a ultima linha igualmente nula, pois as matrizes
sao triangulares estritamente superiores e uma coluna com n— 1 elementos possivelmente
diferentes de zero. Consequentemente, ao realizarmos o produto acima até a peniltima
matriz, teremos que pelo menos o bloco (n — 1) x (n — 1) do resultado desse produto terd

todos os elementos nulos. Desse modo, obtemos

00 -+ 0 o [0 bio -+ big1 biy
00 -+ 0 cop 0 0 -+ bap_1 by,
00 -+ 0 cho1n o o0 - 0  bu-in
o0 --- 0 0 1o o 0 - 0 0 4o
em que Cip, Can, - - -, Cn—1,n SG0 escalares. O produto das duas matrizes acima € zero e,
dessa forma, fica demonstrado o que queriamos.
Dessarte, a dlgebra UT,, satisfaz a identidade [x1,x5] -« [Ton_1, T2n)-

Para cada g € G, seja X9 = {xf, 29, -} um conjunto infinito e seja

X:UXg

geG

uma uniao disjunta.

Definicao 1.5.7 Sejam A =, ., A, uma dlgebra graduada e f(x§', ... x9) € K(X9),

geG
com X¢ = Ugeq X9- Dizemos que o polinomio f(x{',...,z9") ¢ uma identidade
polinomial graduada para A se f(ai,...,a,) = 0, para quaisquer a; € A, ...,
a, € A, .

Denotaremos por Tg(A) o conjunto das identidades G— graduadas de A.

No caso especifico em que A = UT, estda munida de uma graduagao elementar
determinada por uma n—upla ¢ = (g1,...,¢,) € G", denotaremos o conjunto de todas as

identidades G—graduadas de A por T¢(UT,,¢€).

Exemplo 1.5.8 Seja A = M, (K) com a G-graduacao elementar determinada por uma
n-upla (g1,...,9,) tal que g; # g; para quaisquer i # j. Entdo [x§,25] = 0 € uma
identidade polinomial graduada para A. Com efeito, basta observar que A, € o subespago
das matrizes diagonais, ou seja, A = span{e;); i =1,...,n}.

De fato, nesse caso, a graduagio elementar implica que cada matriz e jy tem
grau g; 'g;. Assim, g;'g; = e ocorre apenas quando i = j. Desse modo, a componente

homogénea de grau neutro A. consiste exatamente das matrizes diagonais.
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Como toda matriz diagonal comuta com qualquer outra matriz diagonal, o co-
mutador entre quaisquer dois elementos de A, € nulo. Logo, o polindmio [x5,x5] é uma

identidade polinomial graduada para A.

A Propriedade Universal da Algebra Livre é um resultado bastante importante
na PI-Teoria. Abaixo, apresentaremos, também, uma versao estendida dessa propriedade

para algebras graduadas.

Teorema 1.5.9 (Propriedade Universal - caso graduado) Sendo A = P, 4,
uma dlgebra G—graduada sobre K e h : X — A uma aplicagao, com h(xi) € Ay, para
todo 2! € X9 e g € G, entao existe um unico homomorfismo de dlgebras G—graduadas
¢ : K(XE) — A que estende h, isto é, o(z?) = h(z?), para todo ! € X9.

Demonstragao: Uma vez que ja demonstramos o caso geral da propriedade, precisamos
mostrar apenas a compatibilidade da graduacao.

Se x] € X9, entdao h(z]) € Ay Além disso, sejam z' € X9, ... x)" € X9,
Entao,

Qp(ngll o 'xf:;l) = h(ngll) T h(xgm> €Ay - Ay, C Ay g,

im
Portanto, H preserva a graduacao.

Definigao 1.5.10 Um ideal I de K(X%) € dito um Tg—ideal se o(I) C I, para todo
endomorfismo de dlgebras G—graduadas ¢ de K(X®).

Proposigao 1.5.11 O polinémio f € K(XY) € uma identidade polinomial G— graduada
para A se, e somente se, f estd no nicleo de todo homomorfismo de dlgebras G— graduadas
¢ : K(X® — A. Em particular, Tg(A) é a interse¢io de todos os niicleos dos

homomorfismos graduados, ou seja,

To(A) = (] ker(¢).

¢ G—graduado

Demonstracao: Suponha que f seja uma identidade G—graduada para a algebra A.
Seja ¢ : K(X%) — A um homomorfismo de algebras G—graduadas. Devemos mostrar

que ¢(f) = 0. Da Observagao 1.5.2, temos

o(f) = f(o(z1), ..., o(z5)).

Como ¢(z*) € A,, e f ¢ uma identidade polinomial de A, entao



Logo, ¢(f) = 0 e, assim, f € ker(¢). Como ¢ ¢ um homomorfismo de &lgebras
G—graduadas qualquer, temos a primeira implicacao do resultado.

Reciprocamente, suponha que f € ker(¢), para todo homomorfismo de &algebras
G—graduadas ¢ : K(X%) — A. Dados a; € A,,, com i = 1,...,n, defina o : X — A
por a(zf) = a; € A,,. Agora, tomemos ¢ : K(X%) — A o homomorfismo que estende

a. Por hipotese, ¢(f) = 0. Mas ¢(f) = 0. Entao,

0=0(f) = f((af'), ..., (")) = flar, ..., an).

Logo, f(as,...,a,) = 0, para todo a; € A,,. Desse modo, f é uma identidade
G—graduada para A.
Por fim,

feTo(A) = fe (] ker(o).

¢ G—graduado

Portanto,

To(A)= (] ker(¢). W

¢ G—graduado

Corolario 1.5.12 Seja A uma dlgebra G—graduada. O conjunto Tg(A), de todas as
identidades polinomiais G—graduadas de A, é um Tg—ideal de K(X).

Demonstragao: Sejam ¢ : K(X¢) — K(X) um endomorfismo de algebras graduadas
e h € (T (A)). Basta mostrarmos que 1(h) = 0, para todo homomorfismo de algebras
G—graduadas ¢ : K(X%) — A. Com efeito, como h € ¢(T(A)), existe f € Te(A) tal
que h = ¢(f).

Dado 9 : K(X%) — A um homomorfismo graduado, entdo 1) o ¢ : K(X) — A
¢ também um homomorfismo graduado. Assim, 1 o p(f) =0, pois f € T¢(A). Portanto,
B(h) = V() = 0.

Sabemos que isomorfismos preservam propriedades algébricas. O resultado a se-
guir mostrarda que, no contexto de identidades polinomiais, nao é diferente. Em outras
palavras, serd provado que éalgebras isomorfas satisfazem as mesmas identidades. Desta-

camos, também, que, em geral, a reciproca desse fato nao é valida.

Lema 1.5.13 Sejam A = @, Ac ¢ B = D e By dlgebras G—graduadas. Se existir
¢ : A — B um monomorfismo de dlgebras G—graduadas, entio T;(B) C Te(A).
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Demonstragao: Suponha que ¢ : A — B um monomorfismo de élgebras G—graduadas.

Tomemos f = f(zf',...,2)") € Te(B). Dados ai,...,a, € Ay, como ¢ & graduado,

117 T U

temos p(a;) € B,,. Assim,

0= flplar),. .- plam)) = e(f(ar, ..., am)).

Assim, f(aq,...,an) € ker(¢). Como ¢ é injetor, temos ker(¢) = {0}. Dessa
forma, f(aq,...,a,) =0.
Portanto, segue que f € T(A). B

Lema 1.5.14 Sejam A = @QGG Ay e B = @gec dlgebras G—graduadas. Se existir
¢ : A — B um epimorfismo de dlgebras G—graduadas, entao Tg(A) C T(B).

Demonstragao: Seja ¢ : A — B um epimorfismo de algebras G—graduadas. Tomemos
f=f@l,. .. ,x]") € Tg(A). Dados by, ..., by, € B tais que b; € By, como ¢ ¢é sobrejetor
e preserva a graduacdo, existem a; € A, tais que ¢(a;) = b;. Assim,
for, b)) = f(p(ar), - plam)) = @(f (a1, - .- am)) = (0) = 0.
Portanto, f € Tx(B). &

Teorema 1.5.15 Sejam A =@, Ay e B =D, ¢
¢ : A — B um isomorfismo graduado, entiao Tg(A) = To(B)

B, dlgebras G—graduadas. Se existir

Demonstragao: Pelos Lemas 1.5.13 e 1.5.14, esse resultado segue imediatamente. Wl

Proposigao 1.5.16 Sendo I um Tg—ideal de K(X), entao I = Tg (@)

Demonstragao: Vejamos, primeiramente, que I C Tg< ) Seja f(zf",... a9 € I.

Dados g1 +1...,9,+1 € < ) quaisquer, temos

f(91+[,,gn‘|‘I):f(91,79n)+I

Como I é um Tg—ideal e f € I, segue que f(g1,...,9,) € I. Logo,

K(X).
f<g1+[7agn+j)zo+[7 em%
Assim, fETg(M>.
Agora, vejamos que TG( X >> C I. Com efeito, seja f(z{',...,z9") ETG<K<TX).

Entao
O—i‘]:f(x{lh—i_[a7$%n+[):f<xﬁ}l”x%n)+[

Dessa forma, f(z{',...,29") € I, ouseja, f € I. A
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1.6 Matrizes genéricas

Nesta se¢ao introduzimos a algebra de matrizes genéricas, que desempenhara
um papel fundamental na demonstracao do Teorema Principal, que sera apresentada no

capitulo final.
Definicao 1.6.1 Fize um inteiro n > 2 e denote por
Q, :K[y((zq); pg=1...,n,i=1,2,..]

a K—dlgebra de polindmios em infinitas varidveis comutativas. As n X n matrizes com

entradas em €,

sao chamadas matrizes genéricas n x n. A dlgebra R,,, gerada pelas matrizes genéricas
n X mn, € a dlgebra de matrizes genéricas n x n. Denotamos por R, 4 a subdlgebra de R,

gerada pelas d primeiras matrizes yi, ..., Yq.

Por exemplo, para n = d = 2, mudando a notagao para x = ¥y, y = ¥, €
i 2 ) .
Tpg = ygp{q), Ypg = y((p?q), a algebra Ryy é gerada por

T11 T12 Y11 Y12
xr = s y =
T21 To2 Y21 Y22

Para qualquer K—algebra comutativa C, as matrizes n x n com entradas em C'

podem ser obtidas por especializacoes das matrizes genéricas, por exemplo,

=Y VYpa)lwa Yoo € C
p,g=1

é obtida a partir de
_ (@)
= Z Yp.a)€a)

pyq=1
substituindo as variaveis y((;)q) POT Y(p,q)- Essa substituicao ¢ um caso particular da Pr-
posicao 1.4.16, em que A = Q,, B = C, o homomorfismo f : Q, — C é dado por
f (y((;?q)) = Y(p.q)> € & aplicacdo induzida F' : M, (Q,) — M,(C) leva a matriz genérica y,

na matriz a = >0 | Y(p.g)€pa) € Mn(C).

Proposicao 1.6.2 Se o corpo base K € infinito, entao a dlgebra de matrizes genéricas

R, ¢ isomorfa a dlgebra relativamente livre %. Se K ¢ um corpo finito e P ¢é
qualquer extensao infinita de K, entio R, ~ %, em que M, (P) € considerada como

K—dlgebra.
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Demonstracao: Seja P um corpo infinito qualquer que contém K e consideremos o

homomorfismo

p:K(X) — R,

Mostraremos que ker p = T'(M,,(P)).

Claramente, se f(x1,...,z,) € ker p, entao f(y1,...,Ym) = 0, pois

0=p(f(@r, s 2m) = FYr - Ym)-

Sendo 7; = (T((J?)k)) € Q, e considerando o homomorfismo

Q, — K

(4) :
0) Tk S€1 <m

TGk 7 , )
0, sei>m

temos, pela Proposicao 1.4.16, um homomorfismo
¢ : R, — M,(P)
tal que y; — 1y, parai = 1,...,m, e y; — 0, para i > m. Logo, f(r1,...,7m) = 0, pois

flro,omm) = F(@0@), - 0(ym) = @(f (Y1, ym)) = (0) = 0,

e f(z1,...,2m) = 0 é uma identidade polinomial para M, (P).

Agora, seja f(z1,...,z,) € T(M,(P)) e suponha que f(y1,...,ym) # 0 em R,,.
As entradas f,, de f(y1,...,Ym) s@o polindmios nas varidveis comutativas y]()fl). Como P
¢ um corpo infinito contendo K e algum fp,00 = froq0 (yg;])) ¢ um polindmio nao nulo nos

yz(,f]), podemos encontrar elementos fz(,fl) € P tais que

Froan(E87) # 0.

Isso significa que, para as matrizes

(@) :
r; = Z §(p7q)e(p,q), 1=1,...,m,

pq=1
a expressao f(ry,...,r,) € diferente de zero, o que é uma contradicao, pois f € T'(M,(P)).

Portanto, ker p = T'(M,,(P)).
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Por fim, pelo Teorema Fundamental dos Homomorfismos,
K(X)
ker p

(@1, @m) — fyr, o Ym) - [ |

— R,

1.7 Polinbmios Multihomogéneos e Multilineares

A estrutura do conjunto T'(A), das identidades polinomiais de uma élgebra, é
melhor compreendida por meio da teoria de T-ideais e da analise de polindmios
homogéneos e multilineares. A decomposi¢ao em componentes homogéneas e a redugao

ao caso multilinear constituem ferramentas fundamentais na teoria de Pl-algebras.

Defini¢ao 1.7.1 Dado S C K(X), definimos o T—ideal de K(X) gerado por S, e deno-

T

tamos por (S)', como sendo a intersegao dos T—ideais de K(X) que contém S.

Seja A uma dlgebra. Se S C T(A) € tal que T(A) = (S), dizemos que S é uma
base das identidades polinomiais de A. Além disso, os elementos de T(A) sao chamados

consequéncias das identidades polinomiais de S.

Definicao 1.7.2 Seja
flxy, ..., zn) = Zaixh ey, € K(X).

Dizemos que f € homogéneo de grau d se d; = d, para todo i tal que c; # 0. Além
disso, [ € multihomogéneo de multigrau (dy,...,d,) se, em cada monémio que aparece
com coeficiente nao nulo, a varidvel xy aparece exatamente dj vezes, para k = 1,...,n.
Se f(x1,...,x,) € multthomogéneo de multigrau (1,...,1), dizemos que f é multilinear.

Nesse ltimo caso, podemos escrever f na sequinte forma:

flz,... x,) = Z NoTo(1) " * Ta(m), COM 0y € K.
ceSym(n)

Note que, dado um polindémio qualquer f(xy,...,z,) € K(X), fixamos uma vari-
avel x;, com 1 <t < n que aparece em f e seja d o maior nimero de vezes que x; aparece
em um monoémio de f com coeficiente nao nulo. Podemos escrever f de modo tnico da
seguinte forma: f = Zj:o fi, onde f; € homogéneo de grau i em x;, isto é, x; aparece
exatamente ¢ vezes em cada monomio de f; com coeficiente nao nulo. Iremos nos referir

a f; como a componente homogénea de grau ¢ em x;.

Proposigao 1.7.3 Seja
flan, . wm) =) fi € K(X),
i=0

em que f; € a componente homogénea de f de grau i em x;.
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i) Se o corpo base K possui mais do que n elementos, entao as identidades polinomiais

fi=0,i=0,1,--- n, sao consequéncia de f = 0.

ii) Se o corpo base tem caracteristica 0 (ou se char K > deg f ), entao f = 0 € equivalente

a um conjunto de identidades polinomiais multilineares.

Demonstragao: i) Seja V = (f)T o T-ideal gerado por f. Podemos escolher n + 1

elementos distintos «ag, aq, ..., a, de K. Como V é um T—ideal,
n
flajzy, zo, ..o ) = Za;fi(asl,xg,...,xm) eV,7=0,1,...,n.
i=0

Considere essas equagoes como um sistema linear com incognitas f;,© = 0,...,n.

Sendo o determinante

1 o of of
1 a; o al
1 oy o ab | = 1_[(&J ;)
i<j
1 a, a?2 -+ a”
o determinante de Vandermonde que ¢ diferente de 0, obtemos que cada f;(x1,...,Zy)

também pertence a V, isto é, as identidades polinomiais f; = 0 sao consequéncia de f = 0.
i1) Usaremos o processo de linearizagao.
Por i), podemos assumir que f(xy,...,2,) ¢ homogéneo em cada variavel. Seja

deg,, f = d. Escrevemos f(y; + y2,%2,...,2n) € V na forma

d
f(yl + Y2,T2, >$m) = Zfi(ylvy%x?? s ,l’m),
i=0
em que f; é a componente homogénea de grau i em y;. Assim, por (i), f; € V,i=1,...,d.
Como deg,, f; <d,i=1,...,d—1,7 = 1,2, aplicamos um argumento indutivo e obtemos

um conjunto de consequéncias multilineares de f = 0. Para ver que essas identidades

multilineares sao equivalentes a f = 0, é suficiente ver que

d
fi(ylvylax% s 7$m) = <i>f(y17w2a B 7$m)

e o coeficiente binomial é diferente de zero, pois charK =0 ou charK=p > d. R
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Capitulo 2

Graduacoes Elementares de U1,

Neste capitulo, trataremos de graduagoes elementares na algebra das matrizes trian-
gulares superiores, UT,,, e sua relagao com identidades polinomiais graduadas. Classifica-
mos todas as graduagoes em UT,,, mostrando que toda G—graduagao em UT,, é isomorfa
a uma graduacao elementar. Além disso, demonstramos que duas graduagoes elementares
coincidem se, e somente se, induzem as mesmas identidades graduadas.

Os nossos esforgos convergirao para demonstrar o Teorema 2.0.7, que se encontra
em [47], o qual estabelece que, se UT,, é uma &lgebra G—graduada, entao é isomorfa a
UT, com alguma G—graduacao elementar. Para tanto, serao necessarios alguns lemas da
mesma referéncia.

2

Lema 2.0.1 Qualquer idempotente em U'T,,, isto €, e = e, é conjugado a um idempotente

diagonal da forma eg, i) + -+ + €(iyip), Para certos 1 <y < - <y <.
Demonstracao: Considere V um espaco vetorial de dimensao n sobre um corpo K e

uma cadeia

VichC---CV, (2.1)

de subespacos de V com dimV, = k, k = 1,...,n. Entao, UT,, pode ser visto como a
algebra de todas as transformagoes lineares de V' que preservam a cadeia (2.1).

Seja e € UT,, um idempotente. Para provar o lema, é suficiente encontrar uma
base v1,...,v, de V tal que Vi, = span{vy,...,vx} e e(v;) = &;v; para todo i, em que
g; =0oul.

Vamos fazer indugao sobre n. Para n = 1, assuma que existe v; € V7 tal que V; é

gerado por v;. Logo,



e1v; = e(v) = €2(v1) = e(e(v1)) = e(e1v1) = e1e(v1) = 16101 = €30y

=g =ct=¢e=0o0ul

Agora, vamos assumir que existem vy, ...,v, € V com e(v;) = £;v;, para todo
j=1,...,n—1.Se e(v,) ¢ V,_1, entdo e*(v,) = e(v,) implica que {vy,..., v, 1,e(v,)}
¢ a base procurada. Por outro lado, se e(v,) € V,,_1, entao v, = v, — e(v,) & tal que

e(v,)=0e{vy,...,v,-1,0,} é a base procurada. B

Lema 2.0.2 Seja e um idempotente de UT,. FEntdio a subdlgebra eAe € isomorfa a
UT,(K), em que k = tr(e) € o trago da matriz e.

Demonstragao: Sem perda de generalidade, pelo Lema 2.0.1, e = €t TGy, 1 <

i1 < -+ <1 <n.Além disso, sendo UT,, = A, temos, em eAe,

6(2 )\(ijj)e(ivj))e = Z /\(ivj)ee(i,j)e % 0= Z,j < {il, ce ,Zk}

i<j i<j
Logo,

eAe = Span{e(i,j);i S j) Za] S {ily s alk}}
Considere, agora, a transformagao linear bijetora

p:eAe — UTy

e(iﬁis) e(T’,S) '
Devemos mostrar, ainda, que essa aplicagao é compativel com o produto, ou seja,

o(ry) = (x)p(y), Yo,y € ele.

Note que,
©(€(iris)E(irsin)) = L(O(s,0)€(ir i) = O(s,0)€(rm) €
©(€(ir,i0))P(E(irsin)) = €(rs)€(t) = O(s,6)€(ru)-

Logo, como a igualdade nos garante que vale com elementos base, concluimos

que vale para elementos quaisquer. Consequentemente, a aplicacao é compativel com o

produto. W
Lema 2.0.3 Qualquer conjunto {ay,--- ,a,} de n idempotentes ortogonais, isto €, tais
que af = a; para todo i e a;a; = 0 sempre quet # j, de UT,, € conjugado a {6(171), e e(n’n)},

no sentido de que existe u € UT,(K) invertivel tal que ua;u™t = €,y para todo 1.
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Demonstracao: Considere A como sendo a algebra de todas as transformacoes lineares
de um espago vetorial V' de dimensao n que preservam a cadeia (2.1). Entao é suficiente
encontrar uma base vy, ..., v, de V tal que V;, = span{vy,..., o}, k=1,...,n, e a;(v;) =
0i;v5, em que 0;; ¢ o delta de Kronecker, para todo 1, j.

Primeiro, escolhemos uma base arbitraria uy,...,u, de V, com
Vi = span{uq,...,u}, para todo k = 1,...,n. Entdo ay,...,a,, vistos como trans-
formagoes lineares, tém matrizes triangulares superiores associadas nessa base e denote
por (ay);; a (i,j)—ésima entrada da matriz associada a a, k =1,...,n. Note que, como
a% = ay, entdo (ay); = 0 ou 1, para todo i = 1,...,n. Além disso, como a,...,a, sdo
ortogonais e sao n, segue que cada a; tem, precisamente, uma entrada diagonal diferente
de zero em posigoes distintas. Reordenando, eventualmente, os a;s, podemos assumir que
(a1)11 =+ = (ayp)nn = 1 € (a;)j; = 0, para todo ¢ # j. Se definirmos e = a3 + - - - + a1,
entao, pelo Lema 2.0.2, eAe é a subalgebra de End V,,_; isomorfa a UT,,_;. Mas, entao,
por indugao em n, existe uma base {vy,...,v,_1} de V,,_; tal que a;(v;) = d;;, para todo
1 <i,7 <n—1.Se definirmos, agora, v, = a,(u,) ¢ V,_1, entdo obtemos a base desejada

de V. R

Lema 2.0.4 Seja UT,(K) = @, Ay uma dlgebra de matrizes triangulares superiores
sobre um corpo K graduada por um grupo G, com elemento neutro 1 € G. Entdo Ay

contém n idempotentes ortogonais.

Demonstragao: Denotaremos por I, a matriz identidade de UT,,(K). Procederemos por
indugao em n. Para n = 1, a afirmacgao do lema é 6bvia, pois a algebra UT} é composta
apenas de matrizes 1 x 1.

Sejan > 1. Como I,, € Aj, existe uma subélgebra semissimples (isto é, com radical
de Jacobson nulo) maximal B de A; (veja, por exemplo, [50]). Seja C' um somando simples
de B (isto é, um ideal simples que aparece na decomposi¢do B =C, @ --- @ C,) e seja e
a unidade de C. Pelo Lema 2.0.1, e é conjugado a um idempotente diagonal. Logo, e e
I,, — e sao dois idempotentes ortogonais ou e = I,, e C' = B = span{,}.

No primeiro caso, pelo Lema 2.0.2, P = eAe ~ UTp e Q = (I, — e)A(I,, — e) ~
UT,_, em que k # 0,n. Como e, I, —e € A, as algebras P e ) sao homogéneas
na G—graduacao. Mas, pela hipotese de indugao, podemos encontrar n idempotentes
ortogonais ay,...,ar € Py, agi1,...,a, € Q1 e concluimos.

Suponha, agora, que dim B = 1. Vamos provar que isso leva a uma contradicao.
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Procederemos por indugdo na ordem de G. Se |G| = 1, entdao Ay = A = UT,, é uma
subélgebra maximal semissimples de A; tem dimensao n > 1, isto é, uma subalgebra
S C A; tal que S é semissimples (ou seja, possui radical de Jacobson nulo) e é maximal
com respeito a essa propriedade, tem dimensao n > 1.

Suponha que, para qualquer H—graduacao em UT,,, em que H é um grupo finito
com |H| < |G|, tenhamos mostrado que a igualdade dim B = 1 é impossivel.

Primeiro afirmamos que qualquer elemento homogéneo de A é ou nilpotente ou
invertivel.

De fato, suponha que a € A, nao seja nilpotente. Para m suficientemente grande,

2

os elementos a,a’,...,a" sao linearmente dependentes e homogéneos. Segue que g deve

ter ordem finita k e a¥ € A;. Além disso, ndo sendo nilpotente, o elemento a* nao esta no

radical de Jacobson J(A;) de A;. Desde que Jé\ll) ~ KI,, segue que a® — \I,, é nilpotente

k e, consequentemente, a sdo invertiveis e a

para algum A\ € K, X # 0. Isso significa que a
afirmacao esta provada.

Provaremos, agora, que o radical de Jacobson J(A) de A néo contém elementos
homogéneos diferentes de zero.

De fato, suponha, por contradicao, que 0 # a € A, é nilpotente. Seu anulador a

esquerda

L={x€ A; za=0}

¢ um subespago graduado de A. Como foi mostrado anteriormente, todo elemento homo-
géneo x € A é nilpotente ou invertivel. Logo, desde que um elemento invertivel nao é
divisor de zero, L consiste de matrizes triangulares estritamente superiores. Mas a matriz
diagonal unitéria e(, ) anula a esquerda qualquer matriz estritamente triangular superior,
isto &, e(,n) € L, 0 que é uma contradigao.

Nos provamos que J(A) nao contém elementos homogéneos nao nulos. Mas, em
particular, J(A;) C J(A) deve ser zero e Ay = B = {\;; A € K} consiste em matrizes

escalares. Segue-se, também, que o suporte de A,
supp A = {g € G; A, # 0}

é um subgrupo finito de GG. Podemos supor que supp A = G e, caso contrario, aplicamos
inducao em |G/.
Afirmamos que dim A, = 1, para qualquer g € G. De fato, se z,y € A, sao

linearmente independentes, entao, lembrando que todo elemento nao nulo é invertivel,
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temos que 7! € A -1 e, entdo, yx~! = A, para algum X € K. Entao (z —A"'y)z~! =0,
e isso contradiz a invertibilidade de 0 # 2z — Aty € A,.

Note que G nao pode ser um grupo abeliano. De fato, nesse caso, como g, h €
G, lag,an] C Agn + Apg € Ay, segue que a subdlgebra gerada pelos comutadores [A, A]
é um ideal graduado nilpotente nao nulo de A e isso nao é permitido em nossa situacao,
porque J(A) ndo tem elementos homogéneos nao nulos.

Logo, G nao é abeliano e, se G’ é o subgrupo comutador de G, consideremos a

graduacgao quociente A = @, ¢ A;. Como % ¢ abeliano, a conclusao do nosso lema se
GI
aplica a essa graduagao %, isto é, existem n idempotentes ortogonais ey, ..., e, em
D=A =P A
el

Por outro lado, G’ é gerado pelos comutadores de grupo a 'b~tab,a,b € G. Se
h=a'tabe0#x € A, 0#y¢€ A, entdo z = 2~y loy é um elemento nao nulo de
Ap. Como dim A, = 1, temos A, = span{z}. Em particular, D = A, como uma algebra,
¢ gerado por todos os 7'y~ lzy, com z,y homogéneos. Qualquer 'y~ 'zy é uma matriz
da forma I,, + a, em que a € J(A). Logo, todo elemento de D é multiplo escalar de um
elemento dessa forma. Em particular, para os idempotentes ortogonais eq,...,e, € D
anteriores, devemos ter e; = \;1,, +a;, 1 <1 < n, para escalares nao nulos A\, ..., \,. Mas,
entao, para qualquer ¢ # j, o produto e;e; nao pode ser zero, contrariando a ortogonalidade

dos e}s. Essa contradi¢ao mostra que dim B # 1 e concluimos a demonstra¢ao. Wl

Lema 2.0.5 Seja A = @,

mentar se, e somente se, toda matriz unitdria e jy,1 <1 < 5 < n, é homogénea.

Ay um G—graduacao em UT,. Entao a graduagdo € ele-

Demonstragao: =) Se a graduacao G ¢ elementar, entao todos os e(; ;) sao homogéneos
por defini¢ao.
<) Suponha, agora que todas as matrizes elementares sao homogéneas. Primeiro, prova-

remos que existem gy, ..., g, € G tais que

deg(eqiirn) = 6; i, (2.2)

paratodoi=1,...,n— 1.
Se g1 = 1 e g = deg(en ), entao (2.2) é valida para i = 1. Assuma que (2.2)
vale para i = 1,...,k — 1. Se h = deg(ewr+1)), entdo tome gp11 = grh. Obviamente

deg(e 1)) = g5, "gr+1 € (2.2) vale para se i = k.
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Finalmente, o grau de e(; ;), para quaisquer 1 <17 < j <n, ¢ igual a

deg(e(ijy) = deg(eg,ivny) deg eqirr,ive)) - - degle-1.5))
= gi_lgi+19¢_+119i+2 o 'gjjlgj =g, 'g; M

Lema 2.0.6 Seja UT,(K) = @gEG A, graduada por um grupo G, com 1 € G. Entao a

graduagao € elementar se, e somente se, toda matriz elementar e(; ;) pertence a A;.

Demonstragao: Se a graduagao G ¢ elementar, entao eg;) € A, para todo 1 <i < n,

ja que qualquer idempotente graduado pertence a componente neutra A;.
Reciprocamente, seja e;; € Aj. Entao A;; = e Ae(j;) ¢ um subespago gra-

duado, para todo 1 < i < j < n. Como e;; € Aj; e dimA;; = 1, todas as matrizes

elementares e(; jy sao homogéneas e usamos a reciproca do Lema 2.0.5. H

Teorema 2.0.7 Se UT,, é uma dlgebra G-graduada, entao é isomorfa a UT, com alguma

G-graduagao elementar.

Demonstracao: Pelo Lema 2.0.4, A = UT, contém n idempotentes ortogonais em
Aj. Entao, pelo Lema 2.0.3, como UT, é uma algebra G-graduada, entao é isomorfa
a UT,(K) = UT! = A" com a G-graduagdo em que todas as matrizes elementares
€(1,1)," " * s €(n,n) 80 homogéneas e pertencem a Aj. Assim, pelo Lema 2.0.6, A" tem uma
G-graduacao elementar. Wl

Note que

(817527 e 7€n)

(1,51_152, e ,51_15n)

definem a mesma G'—graduagao em UT,,. De fato, na graduacao elementar, o grau de e, j
é dado por
deg(eqi)) =&; '€
Se tomarmos uma nova sequéncia (1,£7'ey,...,e; " ey) e denotarmos por deg’ o

grau na graduacao definida pela nova sequéncia, temos:
eseci=1,entdoc) =1e

deg'(ey) = (1) 7' =17 (1 'ey) = 1 'y
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e sei>1, entdo e =¢;'g; e

deg (e ) = (e)7te = (eytey) (51’15j) =¢ele -aflej = 5;15]-.

Entao,
deg'(ey)) = &; 'e; = deg(eq,j),

para todos 7, 7. Isso mostra que as duas sequéncias definem a mesma graduagao.

Definicao 2.0.8 Seja ¢ = (e1,...,6,) € G" en = (N,...,0m) € G™. Considere a
G—graduacao elementar em UT, induzida por €. Dizemos que 1 € uma sequéncia e—boa

se existe uma sequéncia de m matrizes elementares (ry, ..., 7,) no radical de Jacobson de
UT, tal que

TITg Ty 7§ 0e degG(Tz‘) = i,

para todo i = 1,... ,m. Caso contrdrio, n € chamada de sequéncia e—ruim.

Agora, recorde que, para cada g € G, X9 = {x7,23,-- -} ¢ um conjunto infinito e

xX=Jxv

geG
¢ uma uniao disjunta. Considere, em K(X), a G—graduagao tal que K(X) ¢é a algebra
G—graduada livre, livremente gerada por X. As vezes, denotaremos por y; as variaveis
em Y = X' e por z; uma varidvel 2¢ em Z = J g1 XY, omitindo o grau, para simplificar
a notagao. Igualmente iremos omitir o grau nas variaveis de X.
Vamos considerar K um corpo finito com ¢ elementos e G um grupo com elemento

neutro 1.

Definigao 2.0.9 Sejan = (n1,...,mm) € G™. Para cada j = 1,...,m, defina o conjunto
C; como seque
C, {x;?j}, sen; # 1;
{[y2j;y2j+1],ygj - ij}a sen; = 1.
Seci € Ci,ca € (s, ..., cp € C, dizemos que

fo=c102-+Cm
€ um n—polinémzo.

Lema 2.0.10 Sejae = (e1,...,6,) €EG" en=(1,...,0m) € G™. Entao n é e—ruim se,

e somente se, cada n—polinomio estda em Tg(UT,,¢).
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Demonstragao: Denote por J o radical de Jacobson de UT,,. Note que

Z (UTn)g g J?

geG,g#1
pois, se e(; ;) tem grau diferente de 1, entao i # j.

Além disso, se aj,as € (UT,)Y, com g = 1, entao
lai,as] € Jeal —ay € J.

=) Como 7 é e—ruim, segue que f, € To(UT,,¢).

<) Seja 7 uma sequéncia e-boa. Entdo existe uma sequéncia de m matrizes elementares
(€(ar,a2)s €(az,a3)s - - - » €(am—1,am)s E(am,amsy)) 1O radical de Jacobson de UT, tal que o grau
homogéneo 5(;15%“ de €(q;,4,.,) € M para todo ¢ = 1,...,m. Note que se n; = 1 entao

€(as,0i4,) ¢ de G—grau 1 e podemos avaliar os polindémios f;; = [y2i—1,%2;] Nas matrizes

C(as,ais1) € €(aisr,airs) due sao elementos elementos de grau 1 de UT,,. Claro que se n; # 1

5

entao f;; = x;/ e a matriz e(,, ¢ um elemento homogéneo de UT,, de G-grau 7);.

ajt1)
Segue-se que a avaliacao de fi = f51 - fim nesses elementos homogéneos nao se anula e

terminamos. l

Proposicao 2.0.11 Toda G—graduacao elementar em UT,, é unicamente determinada

pelos graus homogéneos das matrizes elementares ey, comi1=1,...,n.

Demonstragao: Sejam UT,, = @geG Ay eeq,y € Ay . Todo e, pertence a Ap, a
componente neutra. Suponha que e;j) € Ay, para algum g € G e @ < j. Entao, como

€(1,1)€(,j) = €(1,5), obtemos que g;g = g; e, entao, g = g{lgj ¢ unicamente determinado. W

Proposigao 2.0.12 Toda G—graduacao elementar em UT, € unicamente determinada
pelos graus homogéneos dos elementos e(;;11) ou seja, os elementos imediatamente acima

da diagonal principal de uma matriz no radical de Jacobson.

Demonstracao: E suficiente descrever os graus homogéneos dos elementos €(1,j) ha pri-
meira linha. Sejam UT,, = @geG Ay e eqrp1) € Ag. Temos que ey ) pertence a A,
a componente neutra. Suponha que e ; € Ay, para algum g € G e 1 < j. Entao,
COmO €(1,5) = €(1,2)€(2,3) * * * €(j—1,j), Obtemos que g = g1 g2 - - - g; e, portanto, g ¢ unicamente

determinado. B

Teorema 2.0.13 Sejam e = (1,¢e9,...,6,) € G" e’ = (1,¢},...,¢€) € G™.
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a) € = ¢’ se, e somente se, os Tg-ideais das identidades polinomiais G— graduadas de UT,

840 1gUaLs.

b) e = ¢ se, e somente se, as G—graduagdes elementares correspondentes em UT, sdo

1somorfas.

Demonstracao: a) =) Imediato.

<) Primeiramente, observe que, no radical de Jacobson de UT,,, existe uma tnica sequén-

cia de n — 1 matrizes elementares (rq,...,7r,_1) tal que o produto nao é zero, a saber,
(€(1,2), €(2,3): €(3,4), - - - » €(n—1,n))- Dessa forma, se € = (e1,¢€9,...,¢,) determina alguma gra-
duagdo fixada, entdo a sequéncia d(¢) = (¢]'es,...,,",€,) é a tinica sequéncia e —boa de

tamanho n — 1. Na verdade, essa sequéncia descreve os G—graus dos elementos e j11),
com?=1,...,n — 1, que estao no radical de Jacobson de UT,,.

Pela Proposicao 2.0.12, os graus dos elementos e(;;41) determinam unicamente a
graduacao elementar. Como g1 = €} = 1, se € # £/, entdo existe algum ¢ > 2 tal que
e; # €. Isso implica que as sequéncias d(¢) e d(¢') sao diferentes. Dessa forma, o polinomio
multilinear fy) ¢ uma identidade polinomial graduada de UT}, com respeito a graduacao
elementar &, mas nao é uma identidade com respeito a graduacao determinada por e.
Logo, graduacoes elementares diferentes satisfazem identidades polinomiais diferentes e,

portanto, T (UT,,¢) # Ta(UT,,€').

b) =) Imediato.

<) Sejam ¢,&’ € G". Denote por T¢(UT,, ) o Tg—ideal de K(X) formado por todas as
identidades polinomiais G—graduadas de UT,,, quando UT,, tem a G—graduagao determi-
nada por . Suponha que as G—graduagoes elementares correspondentes em U'T,, sejam

isomorfas, ou seja,

(UT,,e) ~ (UT,,<).

Entao, T¢(UT,,¢) = Tc(UT,, ). Logo, pela letra (a), e = <1
Em suma, no contexto da algebra U'T,, munida de graduagoes elementares por um
grupo G, a estrutura da graduacao esta diretamente ligada ao conjunto de identidades

polinomiais graduadas que ela determina.

Coroléario 2.0.14 Seja G um grupo finito. Entdo existem |G|"™*

graduacgoes elemen-
tares na dlgebra UT, pelo grupo G. Duas graduagoes elementares diferentes satisfazem

identidades polinomiais graduadas diferentes.
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Demonstracao: Seja G um grupo finito. Ja vimos que toda G—graduacao elementar

em UT, é determinada por uma n—upla
e=(l,eq,...,8,) € G".

Como a primeira entrada é fixada igual a 1, as demaus entradas podem ser escolhidas
arbitrariamente em G. Como G possui |G| elementos, pelo Principio Fundamental da
Contagem, temos |G|"~! n—uplas distintas.

Agora, pelo Teorema 2.0.13, se ¢ # &', entao T¢(UT,,¢) # Ta(UT,,<’). Isso mostra
que n—uplas diferentes determinam graduagoes elementares distintas.

Assim, existem |G|""! graduagoes elementares distintas em UT,, e duas graduagoes

elementares diferentes satisfazem identidades polinomiais graduadas diferentes. B
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Capitulo 3

Identidades polinomiais G—graduadas

para U1,

Este capitulo se divide em duas partes. Inicialmente, estabelecemos os fundamentos
tedricos, com a demonstracao de lemas e proposicoes técnicas. Esses serao cruciais para
a prova do teorema principal: uma descricao explicita de uma base para o T;—ideal das
identidades polinomiais graduadas de UT,,, para qualquer graduacao elementar fixada.

A principal referéncia utilizada para a construgao deste capitulo foi o artigo [21].

3.1 Alguns resultados técnicos

Seja X = {x1,29,...} um conjunto infinito enumeravel. Denotaremos por K[X] a
algebra comutativa livre, livremente gerada por X, e lembramos que K(X) ¢ a algebra
associativa livre, livremente gerada por X.

Considere a ordem lexicografica a direita nos mondmios da algebra comutativa K[X].

Assim, se aq,...,am, b1, ..., b, > 0, entdo
2 atm < ghighe . gbm
se, e somente se, existe 1 < j < m tal que a; < bj,a;11 = bj11,a;42 = bjto, ..., Ay = by,

Exemplo 3.1.1 Considere, em K|x,y, z|, 0os mondémios

xy?2? e xty3 2.



Comparando os expoentes de z, vemos que eles sao iguais. Logo, temos de analisar
os de y. Note que, no sequndo mondmio, o expoente de y € 3, enquanto no primeiro € 2.
Assim,

Ty < 2ty
Lema 3.1.2 Sejam < a ordem lexicogrdfica a direita e

flxy, - xm) = Zaax‘flxgz cexpm e T(K),

acA
em que a = (ay,-++ ,an),a, € K, A é um conjunto finito e T(K) é o T—ideal de K que
estd contido em K[X]. Denote por b= (by, -+ ,by) a m-upla tal que
aal . abn = max{2®28 - x%a = (ay, - a,) € A}
Se 0 < by, by, -+, b, <q, entao oy = 0.

Demonstracgao: Escreva

q—1

fx1, .., xm) = ij(xl, ey T T
=0

Como |K| =g e 0., f < g, pela Proposicao 1.7.3, segue que
filwy,. .. zn)2, € T(K), Vj.
Em particular,

fbm(xlv s 7$m—1) = fbm(‘rla s 7xm—1)(1)bm € T(K)

b1 » . L. ) )
Como z82% - - 2! & 0o mondmio maximo de f, (z1,...,Zm_1) € seu coeficiente é
1 %2 m—1 m ) 3
ay, por indugao, temos a, = 0. B

Definigao 3.1.3 Dado m > 1, seja D,, o subespago vetorial de K(X) gerado pelo con-
junto de todos os polindémios

C1Co * * * Cpp,

em que ¢; € K(X) € um comutador de grau > 2, para todo i. Denote
D, =) _D,
t=m
e D, =K.

Usando a igualdade
ab = ba + [a, b]

(ou o Teorema de Poincaré-Birkhoff-Witt), temos o seguinte lema:
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Lema 3.1.4 O espago vetorial K(X) € gerado pelo conjunto de todos os polinémios

Kl b bs
y?l ...y? le ...Zs fm7
em que ay, - - - 7as>bla"' :bsz()?SanmeDm em > 0.

Defini¢ao 3.1.5 Um polinomio f € K(X) é chamado polinémio normal se uma das trés

alternativas abaixo ocorre:
1) f=1[ziYis- -, Yi], para alguns z; € Z,y; ...,y €Y, s > 0;
2) f= Wi, Vi, para alguns y;,, ..., yi, €Y, s > 2;
3) f=1Ww —vi, - u.), para alguns y;,, ...y, €Y, s > 1.

Note que, se s = 0, entdo [z, ¥i,, - ,¥i.] = 2z ¢ um polindmio normal. Além disso,
se s = 1, entao

i, = Y] =l — v

¢ também um polindmio normal.

Defini¢ao 3.1.6 Dado m > 1, seja N,, o subespago vetorial de K(X) gerado pelo con-
junto de todos os polindmios

C1C2  + + Cpp,

em que ¢; € K(X) € um polinémio normal de grau > 1, para todo i. Denote

N, => N,
t=m
(& NO = K.

Lema 3.1.7 O espago vetorial K(X) € gerado pelo conjunto de todos os polinémios

y?l o 'ygsfmn

em que 0 < ay,...,as<q, s>0, fru € Ny, em > 0.

Demonstragao: A prova serd dividida em trés afirmacoes.

Afirmagao 1: Se g € N,,,, entdo [g,z] € N/, para todo z € X.

Suponha g = ¢i¢y - - ¢, em que cada ¢; € um polindmio normal. Pela igualdade [uv, w] =
ulv, w] + [u, w]v, valida para qualquer algebra associativa, temos

m

lg.2] =Y cr--cimales i . (3.1)

=1
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De fato, o caso m =1 é trivial.

Suponha, agora, que
[Cl ©Cm—1, I] = Cy--- Ci—l[chx]ci-i-l ©Cm—1, Vr e X7 vcla sy Cm € Nl-

Dessa forma,

m
= Z C1e e Ci1[Ciy T]Ci1 o

Utilizando a igualdade (3.1), temos:

i) Se xz € Y, entdo ¢y -+ ¢;i_1[ci, x]cip1 -+ ¢ € Ny, €, assim, [g,z] € N/ | uma vez que

m?

l9,2] € N,, C NJ..

ii) Se z € Z, entao

1o CimaCi, TCigi o =
!
=C1°"Ci1CTCijy1 " Cp —C1 " Ci1XCiCjy1 " Cypy € Nm+1 g Nm

Assim, [g,z] € N],.

Afirmagao 2: Sejam x;,,z,, - , 2, € X. Se g = [x;, T, -+, 2], em que s > 2, entdo
g € Nj.

Faremos indugao em s. Para s = 2, temos:
e se x;,,T;, €Y, pelo Caso 2 da Definigao 3.1.5, temos o resultado;
e sex;, € Zeux, €Y, pelo Caso 1 da Defini¢ao 3.1.5, temos o resultado;

e sex;, € Zeux;, €Y, entao [x;,x;,] = —[x;,, z;] €, pelo Caso 1 da Defini¢ao 3.1.5,

temos o resultado;

e se 1, T, € Z, entdao os dois sdo normais. Logo, [z;,,z;,] € Ns.
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Agora, por hipotese de inducao, tomemos
g1 = [xil,...,.fs,l] S N{ = ZNt
t=1
Assim, g, = Zj gi, com g; € Ny.. Pela Afirmacao 1,

l9j,2:.] € N[, C N{ =g = [gj,2:,] € ;.
J
Afirmagao 3: Sejam i; < .-+ < iz e s > 0. Entao o polinémio (y? — y)y;, - - - ;. € uma

s

combinagao linear de polindémios

Yjp - 'yjt[yq Y Yjiprs 7yjs]7

emque 0 <t <s,71 <~ <jpejy1 <0 < s
A demonstragao sera por indugao em s. Para s = 0, o resultado é trivial.

Por hipétese de indugao, (y? —y)y;, - - - ¥i,_, € uma combinagao linear de polindmios

Yir - Yj, [yq Y Yjeprs 7yj571]7

emque0 <t<s—1,7; <---<jrejry1 <+ < js1. Em particular, (y7—y)yi, - - - Vi._, Vi,

¢ uma combinacao linear de polinémios

Yjr = Yjy [yq Y Yjigrs vyjs—1]yis'

Como

Yjy - 'yjt[yq Y Yjipas 7yj571]yis =

Yir Y5 Yis [yq Y Yjiprs 7yj571] + Yi Y [yq Y Yjegrs 7yj5717yis]7

a afirmagao esta provada.
Agora, vamos provar o lema por meio das afirmacgoes anteriores.
Pelo Lema 3.1.4, K(X) é gerado, como espago vetorial, por todos os polindmios
bs
S

al as b1
yl ...ysszl ceeZ Cl...cma

em que ay,--- ,0as,01, -+ ,bs > 0,5 >0,¢; € Dy, para todo 7, m > 0.
Pela Afirmacao 2,

c1Cm € N/
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Todo z; ¢ um polindmio normal. Assim, K(X) é gerado, como espago vetorial, pelo

conjunto de todos os polinémios

it Ys fm,

em que 0 <ay, - ,as,8>0, fr, € Npp,m > 0.

Se a; > ¢ para algum 7, entao

y?l.yf’l...yg@fm:y?ly?z_q(yzq_yl—i_yl)'ygsfm:

=y Ty =) e Ty

Agora, aplicamos a Afirmac¢ao 3 no polindmio u e, se necessario, usamos um argu-
mento andlogo em v também. Apoéds alguns passos, teremos o desejado. W

Denote por Sym(s) o grupo de permutagoes de {1,...,s}.
Lema 3.1.8 Seja z € Z ey,y €Y. Se 0 € Sym(s), entdo:
a) [2,Y50), - Yols)) = [2: Y1, - -, Ys] + g, para algum g € Nj.
b) 1Y, 9, Yo1)s - -+ Yots)) = [¥: 9, Y1, - -, ys] + g, para algum g € N

¢) Y=Y, Y1), - s Yo(s)) = [Y9 — ¥, Y1, - - ., Ys) + g, para algum g € Nj.

Demonstragao: Uma vez que toda permutacao ¢ um produto de transposi¢oes consecu-

tivas, é suficiente considerar a transposi¢ao o = (¢, t + 1). Escreva

c= [u7y17"'7yt—17yt+17yt7yt+27--~7y8]7
—— —
em que u = z, u = [y,y] ou u=y? —y. Denote ¢ = [u,y1,...,y,—1]. Note que
c= [C/ayt+17ytayt+27 s 7y8]’

Counsidere a Identidade de Jacobi

[z,y, 2] = [z, [y, 2]] + [z, 2, y].

Facamos
C:[ CI y Y1, Ye 7yt+27"-7ys]
\m/'/ NN
y z
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e, entao,

¢ = ([, yerr, vil, Yer2s -5 U
= [, [Wer 1, vell + [ ves Yeral, Yera, - -+ us)
= ([, o1 vills ooy -5 Us] + (1€ v Yo ], Yooy - -5 )
= —[Ic, e, yeealls eras -, s S v vl Yeras - -+ Y]
= [[[ye, Yera], 1 yesos -5 ys] + 1€ v, Yera], Yooy - -5 )
= Y Yer1, € Yerzs - Ys) + [ Yos Yer1s Yeras -+ U]

= [C/7yt7 Yt4+1, Yeg2, - - - ,ys] + [ytu Y41, Clu Yt+2,- - - 7y$] .

(. J/
-~

9

Afirmagao: Se x € Nj e wy,...,w, € X, entao [x,wy,...,w,| € Nj.

Para provar isso, faremos indugao no ntimero de variaveis n.

Primeiramente, vejamos o caso base n = 1, ou seja, se z € Nj e w € X, entao
[z, w] € NJ.

Se x € N, entdo x é combinacao linear de
C1C2 " Cyy M 2> 2,

com ¢; normal, para todo 1 <i < m.
Facamos v = ¢; -+ - ¢,,. J&4 vimos, na afirmacao 1 do Lema 3.1.7, que, a partir da
igualdade
[ab, d] = a[b, d] + [a, d]b,

temos

m
[U, w} = ch s Cifl[ci, w]cl-Jrl C e Cpp
i=1

Note que, se w € Y, como ¢; é normal, entdo [¢;, w] é normal. Logo, como também
N . ,
Cly++yCi1,Cit1, - - -, Cy SA0 NOTMAIS, segue que [v, w] € Nj.

Agora, se w € Z, entao, novamente pela afirmacgao 1 do Lema 3.1.7,
Cp--- Cifl[Ci, ”LU]CH,l ce e Cpy € Nerl C N7ln g Né, m Z 2.

Assim, [v, w] € N3,.
Dessa forma, como x é combinagao linear de elementos do tipo v = ¢ - - - ¢,,,, temos

[z, w] € NJ.
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Agora, suponha, por hipotese de inducao, que o resultado vale para n — 1. Assim,
estamos supondo que, se © € N} e wy,...,w,_1 € X, entdo [z,wy, ..., w,_1] € Nj.

Sejay = [z, w1, ..., w,_1]. Desse modo, [z, w1, ..., w,_1,w,] = [y, w,]. Pela hipotese
de indugdo, y € Nj. Dessa forma, pelo caso base, [y, w,] € NJ.

Portanto, [z, w1, ..., w,] € N} e, consequentemente, concluimos a afirmagao.

Agora, como

g = [?Jt7yt+1’0,,yt+2, . ,ys] = Hyt7yt+1]cl - C,[ytvyt+1]7yt+27 cee ,ys]

e [Yr, yr+1] € ¢ sdo normais, entao [y, Yer1]c, [Ye, Ye+1] € No C Ni. Dessa forma, utili-
zando a afirmacao provada, g = [yt, Yit1, ¢, Yira, - .-, Ys] € Nj e, portanto, concluimos a

demonstracao. W

Definicao 3.1.9 Um polinémio normal f é chamado de polinémio E-normal se ele for

de uma das trés formas abaizo:

a) [ =12 Yirs Yigs - - - Ui ], com iy <iig < ... <y

b) [ =1yj:YisYizs -2 i) com j >y <ip <o <dy;
¢) f=1y = Yi-Virs Vi, - - Yi]s com iy <dip <<,

Defini¢ao 3.1.10 Dado m > 1, seja E,, o subespago vetorial de K(X) gerado pelo con-
Junto de todos os polinémios

C1C2  + + Cpp,

em que ¢; € K(X) € um polinémio E-normal de grau > 1, para todo i. Denote
E, =Y E
t=m
e EO = K
Lema 3.1.11 N,, C E,, + N, ..
Demonstragao:  Seja f = [yi,,...,¥:,] € N1. Pelo Lema 3.1.8,
f = [yju Yjor Yjgs - - - 7yjs] (mOd Né)v
em que i; = ji, G2 = Jo, Jj3 < Ju < ... < Js.

Z) Se jQ = min{jl:j?a o 7js}a entao [yjm yj27yj37 s 7yjs] S El-
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i1) Se jy = min{j, j2, ..., js}, entao
Wi Yjos Yias -5 Yid = —Wias Uit Yoo - - ¥5] € En
iii) Se js = min{ji, jo, ..., Js}, pela Identidade de Jacobi, temos
[Wiis Yios Yiao -+ Yid = —[Yias Yoo Y -+ Y] + Wins Yjor Yoo - - - Y-
Agora, aplicamos o Lema 3.1.8 em cada parcela do lado direito outra vez:

[yjuyjz’yj?n s 7yjs] = _[yjzjyj:a?yju s ’yjs] + [ijyjmyjz’ s 7yjs]

:\_[ij’y]g?yil‘?,yiQ?‘“7yi572l+ g1 +[yjlvij’ykNiy,kQ?‘"ayk‘572l+ g2
c€F ENé ek GNé
Comil S 7:2 S S 2.5—27]{:1 S k? S S k;s—QGZ.la~~'7is—27k177"'7k8—2 € {jlanv"-ajs}-

Pelos trés itens anteriores, provamos que f € Ey + N, ou seja, N1 C E; + NJ. Logo,

Para provarmos a tltima inclusao, faremos inducao sobre m.
Para m =1, temos Ey + N;, C E; + N3,
Agora, suponha que (E; + N3)™ C E,, + N, ;. Dessa forma,

(Ey + Ny)™ = (Ey + Ny)(Ey + Ny)™ C (B + N3)(Ep + Npp i)
= E\E,, + E\N,, ;1 + NyE,, + NoN,, . B

Notagao 3.1.12 Se f e K(X),y € Y ed > 1, denotamos

[f’y(d)] = [f?y’y7"'7y'

d fatores

Além disso, denotamos [f,y®] = f.

Definicao 3.1.13 Um polinémio E-normal é chamado H-normal se ele for de uma das
trés formas abaixo:

a) f= [zi,ygdl), o ,ygds)], com 0 <dy,...,ds<q.
b) f = [yjaygdl)w - 7y§d5)]ﬂ com 0 S d17 v >ds < q.

c) f=lyl —yi,y§d1),...,y§d5)], com 0 <dy,...,ds <q.
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Defini¢ao 3.1.14 Dado m > 1, seja Hy, o subespago vetorial de K(X) gerado pelo con-
Junto de todos os polindmios

C1C2  + + Cpp,

em que ¢; € K(X) € um polinémio H-normal de grau > 1, para todo i. Denote

=2t
t=m
€ HO =K.
Lema 3.1.15 Se f e K(X) ey €Y, entao

foy ] = [f, 4.

Em particular,

Demonstracao: Primeiramente, provaremos, por indugao em m, que

)= 2 (ot

Para m = 1, temos

i(—l)i C)y fyt=(=1)° <(1)> W g0 4 (—1)! G) Sy

=0

= fy—yf =1f.yl=[f.y"].

Suponha m > 2. Assim,

9™ = 1,9y = £,y Y]y = ylf, g™ Y]
( i yfym”)y+y<2(—1)"(m; 1>y’fym -
=0 i=0
=1\ i ome - (M= e 1
- —1) ( Z. )y fym T =Y (=) ( i )y fu
=0 =0
= + ;<_1)l (ml— 1) yifym—i _ ;(_1)1 (ml— 1) yi+1fym71,i'

Em (%), facamos j =i + 1. Logo,

e quando =0, j =1;

29



e quandot=m —1, j =m.

Entao,
s m—1 - m—1
R . i+1 g, m—1—i _ _1 z( . ) J i
;:0( )( . )y fy ;:1( ) i ¥ fy

Substituindo na expressao anterior, temos

£y =ty + i(—l)iyifym—l - (Z(—l)"‘l (?__11)yifym—i>

Denote por p a caracteristica do corpo K. Dai, ¢ = |K| = p', para algum ¢ > 1.

Temos, pelo Lema 1.1.20,

(q)zo,paratodolgigq—l.
i

Logo,

[y @] =) (1) (3) Yy fy' ™ = fyt+ (D) = [fL ],

=0

como queriamos demonstrar. W

Lema 3.1.16 FE,, C H,, + N, ;.

Demonstragao: Primeiramente, provaremos que F; C Hy + NJ.
Seja ¢ = [z, y%dl), . ,ygds)] € Fi, em que d; > 0, para todo 7. Vamos provar, por inducao
em s, que c € Hy + NJ,.

O caso s = 0 é trivial.

Suponha s > 1. Por hipotese de inducao, existem f € Hy e g € N), tais que

d ds—
[Z;?A 1)7"'7y£71 1)] - f+.97
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ou seja,

d S S J— S S
= [z ut™, g0, y] = [f, 9] + [g, ).

i) Se d, < g, entao [f, ygdS)] € Hye [g,ygdS)] € NJ, pois, como

g c Né = ZNt,
t=2

escrevemos g = ; 95, com g; € Ny, t; > 2. Pela afirmagao 1 do Lema 3.1.7, temos
97, 94" € NI C N,

Assim,

9,44 = "lg;, 4] € N}
J
Dessa forma, ¢ € H; + Nj.
ii) Se ds > ¢, pelo Lema 3.1.15, temos

=[98,y + [g, 4]

=(1f.ys] + [f 92 = sl 9] + [g, 5]

=[5 70 + [, 92— vyl + [g, L]

=[S+ [F (= ws) = (0 = y) £ 95T + [g, 1)

=[£y{ I+ [F (W = we), ul ™) = (W2 = we) [0S 0) + [, 44™)]
=[£I 4 [yl (2 — ye) + e — syl ]+

—[yf =y gL = (= ) [y g )

Logo,
c=[fyl" D]+ h,

em que

h=[f, 5% (y? = yo) + fly? — ys, %]

[y = Yo g — (v — y )y D] + g, y*)] € N

Se ds — ¢+ 1 > ¢, repetimos o argumento na parcela [f, ygds_q+1)]. Apoés alguns
passos, vamos obter ¢ € Hy; + NJ.
Se ¢ = [y! — i, y%dl), . ,ygds)] € Fy, com d; > 0, para todo j, com um argumento

analogo ao outro caso vemos que ¢ € Hy + N,
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Seja ¢ = [y],yidl),...,ygd“] € FE;, com d; > 0, para todo i. Relembramos que

deg(c) > 2. Vamos provar, por induc¢do em s > 1, que ¢ € Hy + N,
Se s = 1, ou seja, ¢ = [y;, y§d1)] temos trés casos a considerar:
i) Se d; < ¢, entao [yj,yl ) € H,.

ii) Se d; = q, pelo Lema 3.1.15, obtemos

¢ = [y 9”1 = [yj, 1] + [y, ! — 1] = [y, 1] — W2 — w1, y5).

Logo, c € H;.
iii) Se dy > q, pelo Lema 3.1.15 e pelo Lema 3.1.8 (c), temos

= [y ™ = Lyt i) = [y i) ™)
= [ly5 91 — ] + lyso 1™
= [y, v — il i™ ) + [lys, ] i)
= [y ™) = [yt =y Y]
= [y i) = ! =y ™ ]+

= [y, 0" "+,
para alguns hy, h € Nj. Se dy—g+1 > g, repetimos o argumento ao somando [y;, y%dl*qﬂ)].
Apos alguns passos, vamos obter ¢ € Hy + NJ.
Logo, o caso s = 1 esté provado. Os demais passos da indugao sao feitos de maneira
analoga ao anterior.
Pelos casos vistos, provamos que Fy C Hy + Nj. Dessa forma,

E,=E-E C(H +N})---(Hi+Ny) CH,+N,,, 1

Definicao 3.1.17 Um polinomio H—normal f é chamado L—normal se ele for de uma

das trés formas abaizo:

1) (ds) .
a) [ = [zl,yl ey Ys ], com 0 < dy, ... ds < g

d dj—1 ds
b) f =y, com 0 < dyy. L dy < g
d di— d; ds
¢) f=M =y, oy ™) com 0 < dy, L do < g
Com respeito a Defini¢ao 3.1.17, relembramos que:

e cma): s>0;
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e cm b): dp # 0, para algum ¢ # j. Além disso, se d; = dy = -+ = d;_; = 0, entdo
J > t, ou seja, o indice da variavel que ocupa a primeira posi¢ao no comutador é
maior do que o indice da variavel que ocupa a segunda posi¢cao no comutador;

e emc): s> 0.

Definigao 3.1.18 Dado m > 1, seja L, o subespaco vetorial de K(X) gerado pelo con-
junto de todos os polinémios

C1Co * * * Cpp,

em que ¢; € K(X) € um polinomio L—normal de grau > 1, para todo i. Denote

L,=>Y L
t=m
€ L() =K.

Lema 3.1.19 Seja A uma dlgebra. Para quaisquer a,b,y1, vz, ..., yx € A, [ab,y1, Y2, - .. Yk

€ uma combinacao linear de produtos

[aayin o vyir”b7 Yjry - - 7yjs]7

COm i1, ... 0y J1,---,Js € {1,..., k}. Quando r =0 (respectivamente, s = 0), convencio-
namos que |a] = a (respectivamente, [b] =b).

Demonstragao: Faremos indugao sobre k.
Para k =1,
[ab, y1] = a[b, y1] + [a, 1]b.

Seja, agora, ¢ = [ab,y1, ..., yx]. Suponha, por hipétese de indugao, que

c= Za[a,yil,...,yl-T][b,yjl,...,yjs],

comz’l,...,ir,jl,...,js S {1,,]{?}
Note que
[ab, y1, - - s Yrr1] = [, Ynya]-

Assim,

|:Z OZ[CL, Yigyoo- ayiy-][ba Yjrs -5 Yjss yk+1]:| [[CL, Yigyoo- 7yi7-][bﬂ Yjis--- 7yjs]’ yk-i—l]

=) 0
:Za<[a?yi1a B >yir][b7yj17' .. ayjsayk—i-l]_"
+ [a’7yi17' .. 7yir7yk+1”b7 Yjrs--- 7yjs])'

Portanto, temos o resultado. W
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Lema 3.1.20 H,, C L,, + N}, .,

Demonstragao: Denote por

[$jl,...,xjk71,$jk,$jk+l,...,xjn] = [le,...,xjkfl,xjkﬂ,...,xn].

: d d; ds
SeJaC:[yj;yg 1)7“'7y]( ), . y( )]

€ Hy, em que 0 < d; < ¢, para todo 7. Prova-
remos que ¢ € Ly + NJ.

i) Se d; < g —1, entao c € L.

y o ) (a-1) (ds)

ii) Suponha que d; = g — 1. Nesse caso, temos ¢ = [y;, 4" ,...,y;" ,...,ys ~]. Sem
perda de generalidade, podemos supor d; # 0. Pelos Lemas 3.1.8 e 3.1.15, existe
g € Nj tal que:

—

di—1 1
c=+ [y yl T Y ) g

)

(@ (=) ()  (¢-1)

— [y ™ ey 4 g
— [y, y ™ ”,yédﬂ,...,;@-\U,...,ygdaH
—[yl,y?—’yj,%dl DR Y )
S Y R G YR
T Y Y o SN (o[

LOgO, c e L1 + Né
Agora, seja ¢ = [y? — i, y\™, ..yl

PRI

,...,yfs)], em que 0 < d; < ¢, para todo 1.
Provaremos que ¢ € Ly + N;.

i) Se d; =0, entao ¢ € L;.

ii) Suponha d; # 0. Sem perda de generalidade, podemos supor d; # 0. Pelo Lema 3.1.8
e pela Identidade de Jacobi, existe g € V), tal que

d1-1 di—1 }
C:—l—[y yzay17y27y§1 ),yé ),,yz( ) ’ygd)]_i_g

di—1 di—1 .
:+[y27ylayz yzay§1 ),yé ),73/2( )77y§d)]+g

di—1) (d di—1 3
= [y ) (W — ), gl syl )]

Y

Y

d d di—1 .
— [ = y) s, wa) ot s Yy g
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Pelo Lema 3.1.19, [ab, yi,, Y1y, - - -, yi.] € igual a uma combinagdo linear de pro-

dutos [a,...][b,...]. Assim,

di—1) (d di—1 .

[l wal (0 = ), 0™y )
di— d di— 3

- [(qu - yz)[?/m%]a?ﬁ ' 1)7y§ 2)7 s 7yz( 1)7 s 7y§d )] S Né

Logo, ¢ € NJ.
3 J— . (dl) (ds)
Agora, seja ¢ = [z;,y; ', ..., ys '] € Hy. Nesse caso, ¢ € L.

Provamos que H; C L, + N;. Portanto,

3.2 O Teorema Principal

Nosso objetivo, agora, é descrever explicitamente uma base para o Tg—ideal das

identidades polinomiais graduadas de U7}, para qualquer graduagao elementar fixada.
Lema 3.2.1 Seja

Q={yl,l>lel<i<j<n}Uf{e il>lel<i<j<n}

um conjunto infinito de varidveis, e denote por K[| a dlgebra comutativa livre, livremente
gerada por € sobre K. Se

n n—1 n—1
! l 1
Y, = Z Y€ t Zy(z‘,z‘+1)€(i7i+1) e 2= Z Z(i,i4+1) € (6,i+1)
i=1 i=1 i=1

sao elementos de UT, (K[Q]), entao
n—1 s
a) [Z,Y1, ... Y] =320 Zéz',i—l—l) IT- <y€i+1,i+1) - yfm)) €(ii+1) T U;

n—1
b) Yi,Ya,.... Y| =300, ((yéi,i—i-l)y(li-&-l,i—&-l) +yéi,i)y(li,i+1) - y(li,i—&-l)yéi—i-l,i—f—l) - y(li,i)yém—&-l)) X
e

n—1 -1 —1—
¢) V' =Y, Y1, Y] =30 ((yéi,i—i-l)( =0 (yéi,i))t(yéi-‘rl,i—kl))q - 1)) X
X Hf:1(y€i+1,i+1) - yfi,i)))e(i,wl) +w,

em que u,v e w sao combinagoes lineares de matrizes e(; ;, com coeficientes em K[Q), tais

que j —1 > 2.
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Demonstragao: Provaremos o item a) por indugao em s.

Se s = 1, entao

Zl,Yl 22’”—1—1)6m+1)>zy(”)6(”)+Zy”+1 m+1]
i n—1 n—1
! 1
Z Z(i,i+1) € (4,i+1)> Z y(i,i+1)€(i,z'+1)]

l 1
= Z 2 (i,i+1) € (1,i+1) Z Yaieai | +
Li=1 i=1 i i=1 i=1

~~
ul

/

[n—

1
o /
- ZH+1 (4,i+1)5 § yl’L (4,2) Tu
1

L=

:[Zém)@(w) + 222,3)6(2,3) + o+ Zn-10)€(n—1,n) ,Z Y
=1

:[Zém)» Z y(li,i)e(i,i)] +- [an_lyn)e(nfl,n)a Z y(lm-)@(i,i)] +u
i=1 i=1

2012612 Y€1) T Y€+ + Yomy€nm] + -+

[Zén 1) €(n—1,n) ?/(1 ne,1) T+ y'(n—1,n—1em 1,1+ y(lmn)e(n,n)] +u

221,2)6( ))(y(l1,1)6(1,1) + y(2,2)6(2,2) +oee ?J(ln,n)e(n,n))—
Yy + Uan€e T+ YnmEnm) (22 €a) + -+
1 €n-1m)) W DEAD + F Yo a1y 1m-1) T Yinn) Elnm) ) —

YaL0eaD + Yoot €n-1n-1) + Y €nn)) (-1, €(n-1,m))

:Z€1,2) €(1,2 )y(lz 2)€(2,2) — 9(11 1)6(1,1)2é1,2)€(1,2) + e+ Zén_l,n)e(n—lm)y(ln,n)€(n,n

y(ln 1,n—1)6(n—1,n— 1)Z(n 1,n)€(n—1,n) +

221,2)9(2,2)6(1,2)6(2,2) - 9(1,1)221,2)6(1,1)6(1,2) +o- Tt Zén—l,n)y(ln,n)e(”—lvn)e(ny

y(ln Ln_l)zén_Ln)e(nfl,nfl)e(nfl,n) + o

Zél,z)y(l2,2)6(1,2) - y(11,1)2é1,2)6(1,2) oot Zén—l,n)y(ln,n)e(n—l,n)_

Z/(ln 1,n—1)% én 1,n)€(n—1,n) T '
:'22172)9(2 2)€(1,2) — 221,2)9(11,1)6(1,2) oot Zén—l,n)y(ln,n)e(nfl,n)_

Zén 1 n)y(n 1,n— 1)€(n,17n) + '
:Zél, )(y(Q 2) y(11,1)>€(1,2) +oeee At zén—l,n)<y(1n,n) - y(ln—l,n—l))e(n—l,n) +u
= Z Z(z i+1) y(H—l +1) T y(lz‘,i)))e(i,i+1) + u'.

=1

em que v é combinacdo linear de matrizes e(;;), com coeficientes em K[, tais

j—i>2.
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Suponha, por hipotese de indugao, que

2 Y1,

n—1

= (4

=1

s—1

1z+1 H (z—i—l,i—i—l) - yfi,i))e(i»i‘i‘l) + U”,

t=1

em que u” é combinacdo linear de matrizes e(; j), com coeficientes em K[()], tais que

j—i>2. Escreva g; =y

i+1,i+1)

— Y(;..)- Entao,

n—1 s—1 n n—1
HZl» Yi,... 7Ys—1L Ys] (Zéi,z’—&—l) H gf> €(i,i+1) T u”, Z y(sz‘,i)e(i,i) + Z y(si,i+1)6(i,i+1)]
| i=1 i=1 1=1
n—1 n
= Z (Z ii+1) H%) (3,i+1) > Z y(sz‘,i)e(i,i)

:@
,_.,_.

+

~
I

(Z i,i+1) ng> e(z i+1)> Zy i,i+1) zz+1
=1

n—1
+ u//, y i) €(6,0) +Zy(si,¢+1)€(i,i+1)]

L =1 1=1
n—1 n 1
= Z (z (i,i41) H gl> (i,i+1)> Z Y Cli) | Tu
i=1 =1
n—1 n 1
- Z [( (i,541) ng> €(i,i+1) Zy(s”)e(z’l) Tu

3 .
Il
,_. =

:Z( (i 41) H%) Ciitn) + U,

em que u é combinacao linear de matrizes e(; ), com coeficientes em K[(2], tais que j—i > 2.

Também provaremos o item b) por induc¢do em s. Se s = 1, entao,

[ n n—1 n n—1
! ! 1 1
E Y(ia€lig) T E :y(i,i+1)e(i7i+1)’ E :y(i,i)e(iﬂ') + E ?/(i,z’+1)€(i,i+1)]
| i=1 i=1 i=1 i=1

Y, 1] =

[ 'n n—1 n—1
l 1 l
- Zy(i,i)e(w'%Z?/(i7z‘+1>e(i,i+1> + Zy(z z+1)6”+1>>zy(z )€Ga) | T+
] ] =1 1=1

n—1
+ E :yzz—H H+1a§ y”+1 (3,i4+1)
=1

/

n—1
= (yém)y(li,i—i—l) - yéi,i—i—l)y(li-i-l,i-i-l))e(i7i+1)+
o
+ Z(yéi,i—i-l)y(li—&-l,i-i—l) - yéi,i)y(li,i+1))€(i,i+1) + 0/
fffl
= (yé‘,i)y(li,i—i—l) - yéi,i—l—l)y(li-l—l,i-i—l) + ?Jgi,i+1)y(1i+1,z‘+1) - yéi,i)y(lz‘,i—f—l))e(i,iJrl) +,
i=1
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em que v’ é combinagao linear de matrizes e(; j), com coeficientes em K[Q)], tais que
j — 1 > 2. Provamos que o caso s = 1 é verdadeiro. Agora, utilizando a hipotese de
indugao e um argumento analogo ao item a), é possivel provar a veracidade do item b) de
maneira analoga.

O item c¢) também possui uma verificagao analoga as dos outros itens. l
Corolario 3.2.2 Seja

Q={yypl=lel<i<j<n}U{y,l>21el<i<j<n}

um conjunto infinito de varidveis, e denote por K[Q] a dlgebra comutativa livre, livremente

gerada por €2 sobre K. Se

i
L

n n—1
! l l
Y, = Z Y€ t Z YoirnCaivy € 4= Z(i,i+1) € (4,i+1)
i=1 i=1

=1

sao elementos de UT,(K[Q]), entdo

a) (2, Y1(d1)7 e >Y:9(ds)] = 2?:_11 <Zzi,i+1) Hf:l(yfi+1,i+1) - yfi,i))dt>€(z',i+1) + u;

b) [V, Yl(dl)7 o ,Ys(dS)]

(y(1i+1,z‘+1) - y(li,z))dl

) 7 = YV Vi) = S (o (D W) W o) = 1)
X H::1<y€i+1,i+1) - yfi,i))dt>€(i,i+1) +w,

em que u,v e w sao combinagoes lineares de matrizes e(; ;, com coeficientes em K[, tais

n—1 l 1 l 1 1 l 1 l
Do ((y(i,i+1)y(i+1,i+1)+y(i,i)y(i,i+1)_y(i,i+1)y(i+1,i+l)_y(i,i)y(i,iJrl))

—hx H::Z(y€i+1,i+1) — yfi,i))dt)e(i,iﬂ) + v

que j —1 > 2.

Tendo estabelecido as ferramentas e os lemas necesséarios nas segoes anteriores, es-
tamos, agora, em posicao de apresentar o resultado central deste trabalho. O teorema a
seguir representa o objetivo para o qual convergiram todos os nossos esforcos teoricos até
aqui.

Teorema 3.2.3 Seja G um grupo e seja € = (e1,...,e,) € G". Se K € um corpo finito

de q elementos, entdo:

a) Ta(UT,, ) € gerado, como um Tg—ideal, pelo conjunto de todos os n—polindmios, em

que 1 = (?71,-..,77m) ée—rurm em < n.
b) A dlgebra quociente —TG%}%&) tem uma base, como espaco vetorial, formada pelo con-

gunto de todos os polinémios u + Tg(UT,, ), em que
u = y‘lll .. .ygsclcz .. 'Cmv

0 < ay,...,as < q, s >0, c1,...,¢, sao polinédmios L—normais de grau > 1,

0<m<n-—1e(deg(cr),...,dega(cm)) € e—boa.
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Demonstracao: Seja I(¢) o Tg—ideal de K(X) gerado pelo conjunto de todos os
n—polinémios, em que n = (11,...,My,) € e—ruim e m < n.

Pelo Lema 2.0.10, temos I(¢) C T(UT,, €). Vamos mostrar a outra inclusao.
Afirmagao 1: Se cy,..., ¢, s@o polindmios normais e n = (degg(c1), ..., degq(cn)) €
e—ruim, entado ¢ = ¢y -+ - ¢, € I(€).

Para cada j = 1,...,m, denote 1; = degg(c;). Defina ¢ como segue:

5
jo-

a) Sen; # 1, entdo ¢; = x
b) Seja n; = 1. Se ¢; = y? — y;, para cada j, entdo ¢ = ygj — 2. Caso contrario,
cj = [Y2j, Yoj1)-

Entao, ¢ = ¢ -+ ¢, € consequéncia de ¢ = ¢---c,,. Se m < n, entdo ¢ é um
n—polinomio e (degs(c}),...,dega(c),)) = n & e—ruim. Assim, ¢ € I(e) e, conse-
quentemente, ¢ € I(g). Se m > n + 1, entdo ¢ é consequéncia de ¢’ = ¢ ---¢c e
deg,(c)),...,degs(c)) € e—ruim. Assim, ¢’ € I(e) e, consequentemente, ¢ € I(e).

galc el
Afirmagao 2: N, C I(¢).

Sejac= ¢y Cp, €m que ¢y, ..., ¢y sao polindmios normais e m > n. Como o indice
de nilpoténcia do radical de Jacobson de UT,, é n, n = (degg(c1), - .., degq(cn)) € e—ruim
e, pela Afirmacao 1, obtemos ¢ € I(g).

Pelos Lemas 3.1.11, 3.1.16 e 3.1.20, temos
N © E + Ny
C Hy+ Ny,
C L+ Ny
Assim, pela Afirmagao 2, obtemos

No+Ni+ 4+ Nyt £ N, C(Lo+ N))+ N+ Ny + N,

Ny

=Lo+Ni+--4+ Ny + N,

C Lo+ (Li+Ny)+No+---+ N1 + N,

Ny

=Lo+Li+No+--+ Ny + N,

CLy+Li+-+L,1+N,

CLy+Li+--+ Lyq+1(e).
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K{X)
I(e)

junto de todos os polinémios u + I(g), em que

Logo, pelo Lema 3.1.7, segue que ¢ gerado, como espago vetorial, pelo con-

u = yi"l e ygsclc2 e cm7 (32)
0<ay, - ,as<q, s>0, c,...,¢, sao polindmios L—normais de grau > 1, 0 < m <
n — 1 e, pela contrapositiva da Afirmagao 1, (degq(c1),. .., degg(cn)) € e—boa.
Afirmagao 3: O conjunto de todos os elementos u + T(UT,,€), em que u é dado por

K({X)
3.2), ¢ um subconjunto linearmente independente de ——————.
( ) ) P TG(UT’VM 6)
Seja
F=aayfys®yl + Y aoyi'yst - yite € To(UT, e),
a (ac)
em que ¢ = ¢y Cpy @ = (ay,...,0a5), 0 < ay,...,as <q, s >0, ¢1,...,Cy sdo polino-

mios L—mnormais de grau > 1, 1 < m < n -1, a, € K, «au € K e
(degea(cy), ..., dega(cm)) € e—boa. Devemos provar que cada coeficiente é zero. Nossa
prova sera por indugao em n.

Paran =1,

=Y aaiys -yl € To(UTy,e).

Como UTy =~ K, entdo T¢(UTy,e) = Teg(K) = T(K). Dessa forma, como
0<ai,...,as < q, pelo Lema 3.1.2, obteremos «, = 0, para cada a.

Para n > 2, seja R, = span{e;;;1 < i < j < mn,i # 1l e j # l}. Ja vimos
no Exemplo 1.4.15 que R; é isomorfa como algebra graduada a UT,,_; com respeito a

graduagao elementar

& = (517 s E1-15,E0415 - - - 78n)'

Assim, para cada [ = 1,...n, obtemos

f € TG(UTna E) g TG(UTn_l,E_[).

Seja g = Q(a,0)Y1 Y - Ysecicy . . . ¢y uma parcela de f e assuma m < n — 2. Como
a sequéncia associada 7, = (degg(c1), - - ., degg(em)) é e—boa, existe uma sequéncia de m
matrizes elementares
(6(7"1,7”2)7 €(ra,r3)r  + 9 C(rim—1,7m)> e(rmﬂ”m+1))
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no radical de Jacobson de UT,, tal que

deg (e(n,nﬂ)) = degq(c;).

Comom+1<n-—1, existe 1 <1 < n tal que todas essas matrizes estao em R;.
Assim, 7], ¢ uma sequéncia g—boa com respeito a G—graduacao de UT),_; induzida por

g;. Para cada 1 <[ < n, seja

=) Qaouityst - ytc

a componente de f dada pelas parcelas g = a0y y5” -+ - yo*c tais que a sequéncia

correspondente 77, ¢ & —boa. Assim, podemos decompor f da seguinte maneira

= (Z oyt ys? -y + fz) + )

em que f’' ¢ asoma de todos 0s g = a(a,e) ¥y Y5” - - - yo* ¢ tais que a sequéncia correspondente

7, ¢ §—ruim. Como f" € T(UT,_1,%;), obtemos
(Zaa?ﬁlygz Y+ fl) € Te(UT,1,&1),

para todo 1 < [ < n. Por hipétese de indugao, temos o, = 0, para todo a, e o = 0,
para todo (a, c) aparecendo em f;. Como [ é arbitrario, obtemos que o4, = 0, para todo

(a,c) talquec=cy - -cppem <n—2 «a, =0, para todo a. Assim,

F=) taoyi'ys -y eicy o, (3.3)
em que f € Tg(UT,,¢), 0 < ay,...,as < q sdo polindbmios L—normais de grau > 1 e

(degg(cr), - .., degg(cn1)) € e—boa.

Como existe uma tnica sequéncia e—boa 77 = (ny,...,7,_1), temos

N = degG(e(i,i+1)) = degG(Cz’)a

para todo i e ¢ = ¢1¢y . .. ¢,—1 que aparece em (3.3).
Seja Q) = {y l>1el<z<j<n}u{z(2]), [ >1el<i<j<n}um conjunto
de variaveis comutativas independentes.

Denote

n

Yl:Zy(“)em)-i‘Zy(”H €(i,i+1) € Zl 2227,_5_1 €(i,i+1)

=1 i=1
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como no Lema 3.2.1.

Ja vimos, no Corolério 3.2.2, que

n—1 s

[Zlv Y1(d1)7 e st(ds)] = Z <Zéi,i+l) H(y€i+1,i+1) - yfi,i))dt>6(i,i+1) + (3.4)
i=1 t=1
Y3, Y1(d1)’ LY = nz_l ((yfi,iﬂ)y(liﬂ,iﬂ) + yéi,i)y(li,i-i-l) - y(li,i+1)yfi+1,i+1) - y(li,i)yéi,i—&-l))
i=1
(y(lz‘+1,z‘+1) - y(li,z‘))dl_l X f[(yl(ti—i—l,i-i-l) - ?/fi,i))dt)e(i,iﬂ) +; (3.5)
t=2
n—1 g—1
Y -V, Y1(dl)’ e >Ys(ds)} = Z (yfi,iﬂ)(Z(yfi,i))t(yfi+1,i+1))q_1_t —1)x
i=1 =0
ﬁ(y€i+l,i+1) - yfi,i)>dt)€(i,i+1) +w, (3.6)
t=1

em que u,v e w sao combinagoes lineares de matrizes e(; j), com j —¢ > 2.

Suponha que exista o) em (3.3) tal que a(,) # 0. Seja

P a a2 a
9= Qa1 Yo" " Ys*C1Ca - Cpy

uma parcela nao nula de f e considere o monémio

my = 5,25, Tj,_, € K(X),

em que z;, ¢ a variavel na primeira posi¢do do comutador ¢y, caso ¢ seja da forma a) ou
b) da definigdo de L—normal, e y;, caso seja da forma c). Note que degq(z;,) = degq(cx).

Considere a ordem lexicogréafica a esquerda no conjunto
My = {my; g é uma parcela nao nula de f},

em que y; < Y < -+ < 21 < 2o < ---. Denote por m = x;,x;,---x;,_, o elemento
maximal de M. Dizemos que k, 7 € {1,2,...,n—1} s@o equivalentes se z;, = z;. € vamos
denotar por I';, a classe de equivaléncia de k.

Defina Y] e Z; como segue:

a) Se y; = x;,, para algum 1 < k <n — 1, entdo

— . z
Y= Z Y€ T+ Z Y(i,i+1)Cii+1)-
=1

i€l
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b) Se y; # x;, para todo 1 <k <mn — 1, entao

A !

Y, = Z Y,i)€(i0).

i=1
c) Se z; = x;, para algum 1 <k <n—1, entao
Z = Z Zém_t,_l)e(ij-&-l).
i€l

d) Se z # w;,, entdo

Z; = 0.

Dado um homomorfismo ¢ : K[Q] — K|[Q], j4 vimos, na Proposigao 1.4.16,
que existe F' : UT,(K[Q]) — UT,(K[]) homomorfismo tal que F<Zi§j pijei;) =
Zigj Y (pij;)eij. Defina

ygmﬂ)v sey =x; et €Ly
0, caso contrario

! _ .
Z(iit1) S€ 2 = Tj €1 € 'y

(c) ¢<Z€i,¢+1)) =

0, caso contrario

Note que o valor que 1) assume em yéijy com j # i ou j # ¢+ 1, nao influenciara
nos calculos. Analogamente, para Zéi,j)’ com j # 1+ 1.

Agora, observe que
n n—1
F(Yi) = F( Z Yii)€ia) + Z yéi,i—i—l)e(i,i—l-l))
. -
- Z ¢(yéi7i)>e(i7i) + Z ¢(yéi,i+1))e(i,i+1)
1:1 L i=1
- Z yéi,i)e(i,i) + Z w(yéi7i+1))e(i,i+l)~
1=1 i=1

l .
Yiiivnys Sey =z, ei €'y
Sabemos que w(yéiﬁl)) = Gi+1) * . Assim, se y; = x;, ¢

0, caso contrario
1€ Iy,
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n n—1
F(Y)) = Z yéi,i)e(i,i) + Z yéi,¢+1)€(i,z‘+1) =Y
i=1 i=1
e, caso contrario,
i=1

De modo anélogo,

n—1

F(Zl) = F( Z Z%i,i—&—l)e(i,’ﬂrl))
i=1

n—1

= Z ¢(Zéi,i+l))e(i,i+l)-

l e e
l Z( 1) S€ 2 = Tiy €1 € Iy .
Sabemos que ¢<Z(i,¢+1)) = Assim, se 2 = x;, e

0, caso contrario

1 E Fk,
n—1
F(Z) = Z zéi,i+1)6(i7i+1) =27
i=1
e, caso contrario,
F(Z)=0=7Z,.

Desse modo, em todo caso, temos F(Y;) =Y, e F(Z)) = Z,.

Além disso, dado um polinémio L—normal ¢, = cx(y1, ..., Ys, 21, - - -, Zs), denote por
p(cx) o coeficiente de e j41) em cx(Yi,...,Ys, Zy, ..., Zs). Temos:
a) Seja ¢, = |z, y%dl), o ,yéds)]. Assim, por (3.4), se z; = x;,, entao
n—1 s
d
[Zz, Yl( 1), e ,Ys(ds)] = <Zék,k+1) H(yfk+1,k+1) - yfk,k))dt> €(kk+1) T U
k=1 t=1
n—1 s
d
— F( [Zz, Y1( 1)> . ,Ys(ds)D = F< (ng;,k—&—l) H(yfku,kﬂ) - ?Jfk,k))dt>€(k,k+1) + U)
k=1 t=1
n—1 s
[ =(d1) T (ds)]
= 2,77, Y, = Qﬂ(sz,qu) H(y€k+1,k+1) - yfk,k))dt)e(k,kﬂ) +u
) ) k=1 t=1
n—1 s
7 ?(dl) V(ds) _ ! t . ¢ d
== |4, Y1 ..., ) = Z¢(Z(k,k+1)) H(¢(?J(k+1,k+1)) w(y(k,k))) €(kk+1) T U
) k=1 t=1
n—1 s
[ =(d1) T (ds)]
— |Z, Y1, Y, = Zék,k-&-l) H(yfk+1,k+1) - ?/fk,k))dt €(kk+1) + U
) ) k=1_ t=1
N?Crk)
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Logo,

S

pler) = Zék,k+1) H(y€k+1,k+1) - yfk,kﬂdt- (3.7)
t=1
b) Seja ¢ = [yl,ygdl), o ,yl(dl), o ,yéds)]. Assim, por (3.5), se y, = x;,, entao
n—1
d s
Y7, Y1( 1)7 e 7Ys(d‘ )] = ((yék,k+1)y(1k+1,k+1) + yfk,k)y(lk,kﬂ) - y(lk,k—i-l)yék—&-l,k—&-l)

1

1

- y(lk,k)yék,kﬂ))(y(1k+1,k+1) - y(lk,k))dlfl X H(y€k+1,k+l) - f‘/fk,k))dt)e(k,kntl) +v
t=2

—

n—

d
:>F<[Yl, Y1( v ,Ys(ds)]) = F( ((yék,k—i-l)y(lk—f—l,k-i-l) + ?Jfk,k)y(lk,kﬂ) - y(lk,k+1)yfk+1,k+1)

=1

- y(lk,k)yék,kﬂ))(?J(lk+1,k+1) - y(lk,k))dl_l X H(yfk+1,k+1) - yfk,k))dt)e(k,kﬂ) + U)

t=2
(1) ()
=[V, Y1 ' ooy Ve ] = Zw((yék,kﬂ)y(lkﬂ,kﬂ) + yék,k)y(lk,k—i-l) - y(lk,k—i-l)yélﬁ-l,k—&-l)
=1

! di— d
- y(lk,k:)y(k,k—l—l))(y(1k+1,k+1) - y(lk,k)) X H(?Jfk+1,k+1) - yfkk)) t)e(k,kJrl) +v

t=2
n—1
v ?(dl) V(ds) _ l 1 ! 1
=V, .Y T = Z(¢(y(k,k+1)W(Z/(kﬂ,kﬂ)) +¢(y(k,k))¢(y(k,k+1))
i=1

- @b(?/(lk,k+1))¢(yfk+1,k+1)) - Zb(y(lk,k))w(yék,kﬂ)))W(y(lkﬂ,kﬂ)) - Q/J(Q%k,k)))dl_l X

s

H(w(y€k+l,k+l)) — V(Yor) ekt + 0
=2

n—1

= Z(yék,kﬂ)y(lkﬂ,kﬂ) + yék,k)y(lk,k-&-l) - y(lk,k—i-l)yék—i-l,k—l-l)
i—1

- y(lk,k)yék,kJrl))(y(1k+1,k+1) - y(lk,k))dl_l X H(y€k+1,k+1) - yfk,k))dte(k,kﬂ) + v.
t=2

Dessarte,

plcx) = (yék,k—l-l)y(lk-i-l,k—i-l) + yék,k)y(lk,k—&-l) - y(lk,k+1)yfk+1,k+1) - y(lk,k)yék,k—i-l)) X

X (y(1k+1,k+1) - y(lk,k)>d171 X H(y€k+1,k+1) - yfk,k))dt' (3.8)
t=2

75



. d d d ds . <
¢) Seja ¢, = [y} — yl,y§ 1), . ,yl( i 1),yl(+ll b ,yg )]. Assim, por (3.6), se y; = z;,, entdo

RARR AR AR R S A

[y

(yék,k+1)( (yék,k))t(yékﬂ,kﬂ))qilft —1)x
1 t

3
—
Q

b
I
I
o

X H (Yls1,e41) — yfk,k))dt)e(k,kﬂ) +w
t:1, dl:0

:>F<[Y2q _ YZ,Y(dl), o 7}/2(:?71)7}/2%“)’ o ,}/;(ds)]) =

n—1 q—1
= F( ( Y(kk+1) Z Y)Wl )™ = 1)
k=1 t=0
X (?Jfk+1,k+1) - yfk,kz))dt> €(k,k+1) T+ w>
t=1, d;=0
— [ TR TS L] =
n—1 q—1
= w(y(k,chrl)(Z(yék k))t(y(kJrl k+1)) o 1)x
k=1 t=0
X (Wlkr1hrr) — Yiem) ™) Elkery) + w
t=1, d;=0
. [—lq _v, —l(dl)7 o ,Y},l(dl*l), }/2+1(dl+l)’ . 778(%)] _
n—1 qg—1
= ¢(yék,k+1))(z DY) O Wlgr s = (1)) x
k=1 t=0
X (¢(y€k+1,k+1)) - ¢(y€k,k))>dt)e(k,k+1) +w
t=1, d;=0
- |:_lq - _la _1(d1)7 ce a}/;—l(dl_l)7 }/}+1(dl+1)’ s 778(d8):| -
n—1 q—1
= Z yék,k—i—l)(Z(yék,k))t(yék—i-l,k—i-l))q_l_t —1)x
k=1 t=0

S

X H (s 1) — yfk,k))dte(k,kﬂ) +w.

t=1, d;=0
Dessa forma,
q—1 S
plcr) = Z/ k,k+1) (Z klc) k+1,k+1))q717t - 1) X H (y€k+1,k+1) - yfk,kﬂdt- (3.9)
t=0 t=1, d;=0
Afirmacao 4: Seja g(y1, ... Ys, 215 -+ %) = Qa)¥l Yo - YeC1Ca - - - Cp—p Uma parcela

nio nula de f. Se g(Y1,...,Y,, Zy, ..., Z,) # 0, entdao m, = m.
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Suponha my = xj,z,, - T, , F TiyTiy - - T, ,. Entao existe 1 <k <n —1 tal que

Lji = Tiyy Tjg = Ligy+ oy Ly = Tigg_yy Ly, 7 Lij - (310)

Temos os seguintes casos:

a) Seja ¢ = [z, y§d1), o ,ygds)], em que z = z;,. Como x;, # x;,, entdo z; # x;,. Assim,

pela construgao de 1 no item (c), temos zék k1) = 0. Dessa forma, como

plcr) = Zélc,lc+1) H(yfkﬂ,kﬂ) - yfk,k))dt,

t=1

entdo p(cy) = 0. Assim, g(Y1,...,Ys, Z1, ..., Zs) = 0. Absurdo.

b) Seja cr = [Yi, Yprs Upas - Ypa)s com I > py < pp < --- < pg ey = x5, Por (3.5), se
Y # T, entdo y,, = x;,. Assim, z;, > x;, e, por (3.10), obtemos que m nao ¢ maximal

em My. Absurdo.

[ q (d1) (di—1)  (di41) (d

c) Sejac = [y =Y,y o Y1 Uit e Vs 5)],em que y; = zj,. Como z;, # x;,,

entdo y; # x;,. Assim, novamente pela construcao de ¢ no item (a), yék wy = 06

sendo
q—1 s
1 d
plck) = ?J ko k+1) (Z Yk k) k+1,k+1))q - 1) X (yfk+1,k+1) - yfkk)) Y
t=0 t=1, d;=0

segue que p(cg) = 0. Assim, g(Y1,...,Ys, Z1,..., Zs) = 0. Absurdo.

Assim, a Afirmagao 4 estéa finalizada.

Defina uma ordem parcial em € tal que
1
?/fk,k) < yfk+1,k+1)a yfm) < yflj,k)’

1 I ] I
yfk,k) < k1) < y€k+1,k+1)» yfk,k) <Yk k1) < y€k+1,k+1)» Ylhk+1) < Z(kk+1)>

para todo k,t,l > 1. Agora, considere a ordem lexicogréafica a direita nos mondémios em
K[€?]. Denote por 7i(cg) o monémio maximo de p(cx). Por (3.4), (3.5) e (3.6), obtemos,

respectivamente,
S

fi(cr) = Zék,k+1) H(y€k+1,k+1))dt

t=1

no caso a);
S

Aler) = yék,kJrl) H(yfkﬂ,kﬂ))dt
=1

77



no caso b);
S

_ l d
fi(cy) = Y(kk+1) H (y€k+1,k+1)) '
t=1, dl:q—l
no €aso ¢).
Relembre que ¢, é L—normal.
Seja
g = g(yh s Ysy Bl ey Zs) - a(a,C)yiLlygz e y§80102 o Cp—1
um somando nao nulo de f tal que m, = ;, 2, - - - x;,_,. Entdao g(Y1,...,Ys, Z1,..., Zs) =

Wee(1,n), €m que wy € K[Q]. Note que

s n—1
9= Qae) H(%l,l))ar Hﬁ(ck)
r=1 k=1

¢ o monomio maximal que aparece em w,. Além disso, g — ¢ ¢ uma funcao bijetiva
e deg,§ < ¢, para todo u € Q. Escreva f(Y1,...,Y,, Z1,...,2Z5) = Wre(1n), €M que
wyr € K[€2]. Note que

em que my = Ty Ti, -+ Ti, 5. LOGO, wr = > Wy, €m que my = Tj Ti, -+ T, ;. O monod-
mio méaximo f que aparece em wy é o elemento maximal do conjunto A = {g; m, =

T Ty -y, }. Pela bijecio g — g, obtemos

1

J=0=0a@, H(yal))ar A(ck), (3.11)

1

S

3
|

B
Il

r=1

em que ¢ é o elemento maximal de A. Agora, f € T¢(UT,,¢), ou seja, wy € T'(K). Pelo
Lema 3.1.2, obtemos o coeficiente em (3.11), a(,) = 0. Usando esse argumento vérias

vezes, obtemos o g = 0, para todo (a,c) desejado. Desse modo, a Afirmagao 3 esta

finalizada.
L KX) o o
O espaco vetorial W é gerado pelos polindomios em (3.2), e esses polinémios sao
€
: : K(X)
linearmente independentes em ————. Portanto, como I(¢) C T¢(UT,, ), segue que
TG<UTH7 6)

I(e) =Tc(UT,,c). &
A partir dos Teoremas 2.0.7 e 3.2.3, obtemos a descricao das identidades polinomiais

G—graduadas de UT,,, para toda G—graduagao em UT,, grupo G e corpo finito K.
Corolario 3.2.4 Se K é um corpo finito, entdao
T(UT.(K)) = (T'(K))",

para todo n > 1.
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Demonstracao: Seja G = {1} um grupo com apenas um elemento. Denote por € a
n—upla (1,...,1). Entao, T¢(UT,,e) = T(UT,). Note que € é a unica sequéncia e—ruim
de comprimento < n.

Assim, pelo Teorema 3.2.3, temos T'(UT;) = T(K) é o Tz—ideal gerado por

[?Jl,yz] € y? — Y1,

e T(UT,) é o T—ideal gerado pelos polinémios
C1C2 « * + Cp,

em que ¢; € {[ya;, Y2;+1], Y3; — Y25} Logo,
T(UT,) C (T(K))".

Agora, seja fi(y1,...,ys) € T(K), com 1 < i <n,esejam Yi,...,Y; € UT,. Como
fitYy,....Ys) € J(UT,), temos que f = f,--- f, € T(UT,), ou seja,

(T(K))" C T(UT,). ®

Corolario 3.2.5 Seja G um grupo finito e K um corpo finito. O conjunto de todas as
identidades polinomiais G— graduadas de UT,, € finitamente gerado, como Tg—ideal, para
toda G—graduagao de UT, (K).

Demonstragao: Fixada uman—uplae € G", seja A o conjunto de todos os n—polinémios,
emquen€eGmel <m<n.

Note, agora, que, sendo n = (n1,...,mm), temos |G| possibilidades para cada n;.
Assim, existem |G|™ escolhas possiveis para 7).

Além disso, para cada j = 1,...,m, existem, no maximo, duas possiveis escolhas

para c; :
e se 1; = 1, existem duas escolhas;
e sc1); # 1, existe apenas uma escolha.

Desse modo, existem, no maximo, 2™ produtos distintos do tipo
€1 Co++Cpy.

Logo, conjunto A tem cardinalidade

n

Al <) 2miapm.

m=1
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Pelo Teorema 3.2.3, existe um conjunto gerador de T;(UT,, €), como um T —ideal,
contido em A. Assim, como A é finito, segue, portanto, que T¢(UT,,¢) é finitamente
gerado. W

Note que o Corolério 3.2.5 também ¢ véalido quando K é um corpo infinito. Para

mais detalhes, o leitor pode verificar [12].
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