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Resumo

Sejam K um corpo finito, G um grupo e UTn a álgebra das matrizes triangulares supe-

riores de ordem n× n sobre K. Nesta dissertação, estudamos as graduações elementares

em UTn e suas identidades polinomiais graduadas. Classificamos todas as graduações em

UTn, mostrando que toda G−graduação em UTn é isomorfa a uma graduação elementar.

Além disso, demonstramos que duas graduações elementares coincidem se, e somente se,

satisfazem as mesmas identidades graduadas. Finalmente, obtivemos o resultado princi-

pal do trabalho: uma descrição explícita de uma base para o TG−ideal das identidades

polinomiais graduadas de UTn, para qualquer graduação elementar fixada. Se o grupo G

é finito, então a base obtida é finita.

Palavras-chave: PI-álgebras, Álgebras graduadas, Matrizes triangulares superiores, Iden-

tidades polinomiais graduadas, Corpos finitos.
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Abstract

Let K be a finite field, G a group, and UTn the algebra of upper triangular matrices of

order n × n over K. In this dissertation, we study the elementary gradings on UTn and

their graded polynomial identities. We classify all the gradings on UTn, proving that every

G−grading on UTn is isomorphic to an elementary grading. Furthermore, we prove that

two elementary gradings coincide if and only if they satisfy the same graded identities.

Finally, we obtain the main result of this work: an explicit description of a basis for the

TG−ideal of graded polynomial identities of UTn, for any fixed elementary grading. If the

group G is finite, then the obtained basis is finite.

Key Words: PI-algebras, Graded algebras, Upper triangular matrices, Graded Polyno-

mial identities, Finite fields.
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Introdução

Dentro do campo da Álgebra, encontramos o estudo das Álgebras com Identidades

Polinomiais, também denominadas simplesmente de PI-Álgebras. Essa classe é bastante

extensa e inclui, por exemplo, álgebras de dimensão finita, álgebras de Grassmann, álge-

bras nilpotentes, além de diversas outras de significativa importância para a Matemática.

A extensão desta classe é ainda atestada pelo Teorema do Produto Tensorial de Regev,

que mostra como novas PI-álgebras podem ser construídas a partir de outras conhecidas,

por meio do produto tensorial.

A priori, considere A um espaço vetorial sobre um corpo K. Dizemos que A é

uma K−álgebra quando A está munido de uma multiplicação bilinear associativa. Em

algumas referências, é possível encontrar o termo “álgebra associativa” nessa definição.

No entanto, no contexto desta dissertação, uma K−álgebra sempre será associativa.

Sob esse viés, se considerarmos K⟨X⟩, com X um conjunto infinito e enumerável,

como sendo a álgebra dos polinômios em variáveis não comutativas, dizemos que o polinô-

mio não nulo f(x1, . . . , xn) ∈ K⟨X⟩ é uma identidade polinomial para A se, para qualquer

substituição das variáveis de f por elementos de A, obtivermos zero como resultado. Desse

modo, se existe um polinômio não nulo que é uma identidade para A, diremos que A é

uma PI-álgebra, da expressão em inglês "polynomial identity". Denotaremos por T (A) o

conjunto de todas as identidades polinomiais de A.

Historicamente, o estudo da PI-Teoria iniciou-se por volta de 1930, ainda que

de maneira implícita, com os artigos de Dëhn [10] e Wagner [49]. Nesses trabalhos,

identificam-

-se as primeiras identidades polinomiais para a álgebra de matrizes de ordem 2, embora

o conceito em si já pudesse ser encontrado em estudos anteriores, como os de Sylvester,



por volta de 1852.

Nesse cenário, foi a partir de 1950 que a pesquisa sobre PI-álgebras ganhou maior

impulso, com contribuições de matemáticos como Jacobson [30], Kaplansky [25], Amitsur

e Levitzki [30]. Nesse contexto, uma questão central para o desenvolvimento da teoria era

determinar o menor grau de uma identidade polinomial válida para a álgebra matricial

de ordem n sobre um corpo. A resposta para esse problema veio com o Teorema de

Amitsur e Levitzki [2], que se tornou um resultado clássico e de grande importância para

a consolidação da PI-Teoria, servindo de base para grande parte das pesquisas posteriores.

A relevância desse teorema pode ser atestada por seu uso em trabalhos recentes como o

de Breuillard, Green, Guralnick e Tao [8].

Um dos conceitos centrais na PI-Teoria é o de base para identidades polinomiais

de uma álgebra, que consiste em um conjunto de identidades a partir do qual todas as

demais identidades da álgebra podem ser deduzidas. Nos últimos anos, diversos autores

têm contribuído para a descrição explícita de tais bases em álgebras notáveis. Contudo,

tais bases são conhecidas de forma explícita apenas para um número bastante reduzido

de casos.

Um dos problemas mais estudados nessa área é a determinação de uma base para

a álgebraMn(K). Sabe-se que, até os dias atuais, não é conhecida uma base de identidades

para a álgebra Mn(K), quando K é infinito e n > 3. Já para corpos finitos e n = 2, 3, 4,

existem bases finitas determinadas e descritas em [19], [20] e [32]. Além disso, no caso

em que n = 2 e K é infinito, com charK ̸= 2, bases finitas também são conhecidas. No

entanto, esse caso específico permanece em aberto em característica 2.

Avançando no caso n = 2 e característica zero, Razmyslov [36] provou que a vari-

edade de álgebras associativas, gerada pela álgebra de matrizes de segunda ordem, possui

base finita de nove identidades. Em seguida, ele também conjecturou que, sob essas

mesmas hipóteses, uma base minimal para as identidades de Mn consiste de duas iden-

tidades: s2n(x1, x2, . . . , x2n) = 0 e sn([x
n
1 , x2], [x

n−1
1 , x2], . . . , [x1, x2]) = 0. A posteriori,

essa conjectura teve sua veracidade confirmada por Drensky [15], para n = 2.

Em um contexto mais amplo, Kemer [26] provou, para o caso em que charK = 0,

que, se A é uma PI-álgebra, então T (A) é finitamente gerado como um T−ideal. Esse

problema foi apresentado, em 1950, por Specht [42]. No entanto, em 1999, Belov [5],

Grishin [23] e Shchigolev [40] mostraram que essa conjectura não é válida quando charK =

2



p ̸= 0.

Ao longo das últimas décadas, diversas generalizações do conceito clássico de

identidade polinomial têm sido investigadas na literatura. As identidades graduadas,

por exemplo, ganharam relevância a partir do trabalho de Kemer [27]. Esse, em sua

teoria dos ideais de identidades em álgebras associativas, fez uso essencial de identidades

Z2−graduadas para abordar problemas fundamentais sobre identidades ordinárias.

Retomando o Problema de Specht, em 2010, Aljadeff, Belov [1] e Sviridova [46]

publicaram que o Teorema de Kemer vale no contexto graduado, quando charK = 0 e G

é um grupo finito.

Outras contribuições significativas sobre álgebras graduadas vieram de diferentes

autores. Di Vincenzo [13] descreveu as identidades graduadas de M1,1(G) sobre um corpo

de característica zero. Vasilovsky [48] caracterizou as identidades graduadas para a álgebra

de matrizes de ordem n com Zn−graduação canônica. Já Di Vincenzo e Nardozza, em

[11], determinaram um sistema de geradores para as identidades polinomiais graduadas

das álgebras Ma,b(G) e Ma,b(G)⊗Mc,d(G), mostrando, ainda, que este produto tensorial

satisfaz as mesmas identidades graduadas que Mac+bd,ad+bc(G).

Considere UTn(K) = UTn a álgebra das matrizes triangulares superiores n × n

sobre K. O conjunto T (UTn), de todas as identidades polinomiais de UTn, foi descrito

por Maltsev [33] quando char(K) = 0. A posteriori, Siderov [41] obteve que T (UTn(K)) =

(T (K))n, sendo K um corpo qualquer.

Na PI-Teoria, a álgebra UTn tem grande importância. Em [16] e [29], por exemplo,

encontramos que se A é uma PI-álgebra finitamente gerada que satisfaz uma identidade

polinomial não matricial e K é infinito, então existe n tal que T (UTn) está contido no

conjunto de todas as identidades polinomiais de A, ou seja, T (UTn(K)) ⊆ T (A). Além

disso, essas álgebras, em característica zero, geram variedades minimais, com respeito ao

expoente da álgebra.

Nesta dissertação, focamos no estudo das identidades polinomiais graduadas da ál-

gebra UTn sobre um corpo finito. Um primeiro passo essencial para isso foi compreender

as possíveis G−graduações em UTn. Conforme demonstrado por Valenti e Zaicev [47],

toda G−graduação em UTn é isomorfa a uma graduação elementar. Partindo dessa clas-

sificação, investigamos o seguinte problema: como as identidades polinomiais graduadas

caracterizam tais graduações? Mostramos que duas graduações elementares em UTn co-
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incidem se, e somente se, satisfazem as mesmas identidades graduadas. Nosso resultado

principal consiste na descrição explícita de uma base finita para o TG−ideal das identida-

des G−graduadas de UTn, para qualquer graduação elementar fixada.

No primeiro capítulo desta dissertação, construímos o alicerce necessário para o

entendimento desta dissertação. Nele, estão presentes os resultados preliminares da teoria

de PI-álgebras, e outros temas relevantes, como espaços vetoriais quocientes, álgebras e

graduações, bem como a aplicação desses conceitos na álgebra das matrizes triangulares

superiores. Além disso, fizemos uma revisão dos principais conceitos sobre corpos finitos.

Como já fora dito, em 2007, Valenti e Zaicev [47] classificaram todas as gradu-

ações em UTn, mostrando que toda G−graduação em UTn é isomorfa a uma graduação

elementar. Além disso, demonstraram que duas graduações elementares coincidem se, e

somente se, definem as mesmas identidades graduadas. Apresentamos esses resultados no

Capítulo 2 desta dissertação.

Já no Capítulo 3, apresentamos uma descrição explícita de uma base para o

TG−ideal das identidades polinomiais graduadas de UTn, para qualquer graduação ele-

mentar fixada, feita por Riva e Gonçalves [21], para o caso em que K é um corpo finito.

O caso em que K é infinito foi feito por Di Vincenzo, Koshlukov e Valenti [12]. Ademais,

mostramos também os respectivos corolários que dele decorrem, os quais evidenciam con-

sequências relevantes do teorema e complementam sua aplicação no estudo das identidades

graduadas em UTn.
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Capítulo 1

Álgebras e Corpos Finitos

Para o adequado acompanhamento desta dissertação, é necessário que o leitor

tenha familiaridade prévia com conceitos básicos de Álgebra Linear e de Estruturas Al-

gébricas. Desse modo, indicamos algumas obras para esse fim na seção de referências.

Neste capítulo, serão apresentados os conceitos fundamentais que servirão como

base para o desenvolvimento desta dissertação. Nosso objetivo é construir o alicerce

teórico necessário, com ênfase nos espaços vetoriais quocientes, suas propriedades e apli-

cações, bem como nos aspectos estruturais de álgebras e corpos finitos.

Ao longo deste trabalho, K denotará um corpo. Todas as álgebras e espaços

vetoriais considerados serão sobre K.

1.1 Corpos Finitos

Nesta seção, reunimos os conceitos e resultados fundamentais acerca de corpos

finitos que serão empregados ao longo deste trabalho. Diversas construções e argumen-

tos apresentados nos capítulos seguintes utilizam propriedades estruturais desses corpos.

Dessarte, incluímos esta exposição preliminar com o propósito de estabelecer notação,

fixar resultados básicos e tornar o texto autossuficiente.

Definição 1.1.1 Seja G é um grupo finito. O expoente de G, denotado por expG, é o
mínimo múltiplo comum das ordens dos elementos de G.

Observe que, se G é finito, então todo elemento tem ordem finita, e o conjunto de

ordens é finito. Dessa forma, o mínimo múltiplo comum sempre existe.



Exemplo 1.1.2 O expoente do grupo simétrico S3 é 6.

De fato, o grupo simétrico S3, que consiste em todas as permutações de três
elementos, possui seis elementos: a identidade, três transposições e dois 3-ciclos.

A identidade tem ordem 1. Cada transposição tem ordem 2, enquanto cada 3-ciclo
tem ordem 3. Assim, as possíveis ordens de elementos em S3 são 1, 2 e 3.

Portanto, o expoente de S3 é dado por mmc(1, 2, 3) = 6, concluindo que o expoente
de S3 é 6.

Definição 1.1.3 Seja K um conjunto não vazio, munido de uma operação de adição
+ : K × K −→ K, e uma operação de multiplicação · : K × K −→ K. Dizemos que K é
um corpo se:

i) (K,+) é um grupo abeliano;

ii) (K∗, ·) é um grupo abeliano, cujo elemento neutro é 1, e K∗ = K− {0};

iii) a multiplicação é distributiva em relação à adição.

Exemplo 1.1.4 (Q,+, ·), (R,+, ·) e (C,+, ·) são corpos.

Exemplo 1.1.5 Zp =
Z
pZ

, com p primo, é um corpo e será denotado por Fp.

Exemplo 1.1.6 p(x) = x2+1 é um polinômio irredutível sobre Z11. Dessa forma,
Z11[x]

⟨p(x)⟩
é um corpo de |Z11|deg p(x) = 112 = 121 elementos.

Mais geralmente, esse resultado é válido para Fp, quando p é primo e p(x) é um
polinômio irredutível de grau n.

Definição 1.1.7 Sejam F e K corpos tais que F ⊆ K. Dizemos que F é um subcorpo de
K se F é um corpo em relação às operações induzidas de K, isto é, 0, 1 ∈ F, F é fechado
para as operações de adição e multiplicação de K, e todo elemento não nulo de F possui
inverso multiplicativo em F.

Definição 1.1.8 Se F é um subcorpo de K, então K é chamado uma extensão de F.
Vamos nos referir ao par F ⊆ K como a extensão K/F e F como o corpo base.

Transformamos K em um F−espaço vetorial definindo a multiplicação por escalar
em K por α · a = αa, com α ∈ F e a ∈ K. Escrevemos [K : F] para nos referirmos
à dimensão de K como um F−espaço vetorial. Essa dimensão é chamada de grau da
extensão K/F. Se [K : F] <∞, então K é uma extensão finita de F. Caso contrário, K é
uma extensão infinita de F.

Exemplo 1.1.9 A extensão C/R é finita, pois uma base de C como R−espaço vetorial é
{1, i}. Assim, [C : R] = 2.
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Definição 1.1.10 Seja K um corpo. Se existe n ∈ N tal que n · 1 = 0, dizemos que K
tem caractística positiva e, nesse caso, definimos a característica de K, denotada por
charK, como sendo o menor natural que satisfaz essa igualdade. Caso não exista tal
n ∈ N, dizemos que K tem característica 0 e denotamos por charK = 0.

Em outras palavras, a característica de um corpo é o gerador não negativo do

núcleo do único homorfismo de anéis de Z em K.

Exemplo 1.1.11 Q, R e C são corpos de característica zero.

Embora tenhamos definido a característica no contexto de corpos, essa noção

estende-se naturalmente ao caso de anéis.

Exemplo 1.1.12 Todo anel finito tem característica positiva, a qual deve ser menor ou
igual à ordem do anel. Aqui, a ordem de um anel A significa a sua cardinalidade, isto é,
o número de elementos de A. De fato, sendo A um anel de ordem n, temos que na = 0A,

para todo a ∈ A. Logo, 0 < char(A) ≤ n.

Exemplo 1.1.13 Para cada inteiro primo p, Fp é um corpo de característica p.

Observação 1.1.14 Se dois corpos K e K′ são isomorfos, então eles têm a mesma ca-
racterística. De fato, se φ : K −→ K′ é um isomorfismo, então n · 1 = 0 se, e somente
se, 0 = φ(n · 1) = nφ(1) = n · 1.

Proposição 1.1.15 Seja K um corpo. Então a característica de K é 0 ou um número
primo.

Demonstração: Suponhamos que a característica de K não seja 0. Então, a característica

de K é um inteiro positivo p > 0. Suponha que p = qr, com 1 < q, r < p. Desse modo,

0 = p · 1 = (q · 1)(r · 1). Como K é um corpo, devemos ter q · 1 = 0 ou r · 1 = 0. Mas, como

q, r < p, pela minimalidade de p, temos um absurdo. ■

Agora, apresentaremos um resultado que revela, especificamente, como deve ser a

característica de um corpo finito, que é o contexto em que está inserida esta dissertação.

Proposição 1.1.16 Se K é um corpo finito, então sua característica é um número inteiro
primo.

Demonstração: Veja, por exemplo, [38].

Como consequência imediata da proposição anterior, concluímos que todo corpo

de característica 0 é infinito.

Agora, apresentaremos resultado fundamental sobre corpos finitos, uma vez que

caracteriza totalmente quando um elemento pertence a um corpo.
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Proposição 1.1.17 Se K é um corpo finito com q elementos, então todo a ∈ K satisfaz
aq = a.

Demonstração: A igualdade aq = a é trivial para a = 0. Por outro lado, K∗ é um grupo

multiplicativo de ordem q − 1. Assim, pelo Teorema de Lagrange,

aq−1 = 1, para todo a ∈ K∗.

Portanto,

aq−1a = aq = a. ■

Uma consequência do resultado anterior é que o polinômio xq−x tem exatamente

q elementos de Fq como raízes.

Antes de avançarmos, analisaremos uma restrição importante: a hipótese de que

o corpo em questão seja finito. Essa condição, embora apareça frequente em diversos

resultados, impõe fortes limitações sobre a estrutura possível de tais corpos. De fato, não

é possível que existam corpos finitos com cardinalidades arbitrárias.

O próximo teorema descreve precisamente quais cardinalidades podem ocorrer no

caso finito, estabelecendo um vínculo direto entre a característica do corpo e sua ordem.

Teorema 1.1.18 Seja K um corpo finito de característica p. Então existe um natural n
tal que a ordem de K é exatamente pn.

Demonstração: Considere a aplicação

φ : Fp −→ K

ā 7−→ a · 1 .

Em primeiro lugar, vejamos que φ está bem definida. Considere a, a′ ∈ Z tais que

ā = ā′. Então p|(a− a′). Logo, (a− a′) · 1 = 0 ou, equivalentemente, φ(ā) = a · 1 = a′ · 1 =

φ(ā′). Logo, φ está bem definida.

É imediato observar que φ é homomorfismo.

Além disso, sabemos que kerφ é um ideal de Fp. Como todo corpo só tem dois

ideais e kerφ ̸= Fp, uma vez que φ(1) = 1, segue que kerφ = {0}. Dessa forma, φ é

injetor.

Denotemos por K′ a imagem de φ. Como φ é injetora, K′ tem exatamente p ele-

mentos. Além disso, a igualdade φ(1) = 1 nos diz que 1 ∈ K′. Também sabemos que
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0 ∈ K′. Das igualdades φ(a + b) = φ(a) + φ(b) e φ(a · b) = φ(a) · φ(b), lidas da direita

para a esquerda, concluímos que a adição e multiplicação de elementos de K′ são fecha-

das. Finalmente, se um elemento está em K′ então seus inversos aditivos e multiplicativos

também pertencem a K′. Logo, K′ é um subcorpo de K.

Consideremos B = {v1, . . . , vn} uma base de K. Cada elemento de K se escreve

de forma única como uma soma da forma

α1v1 + · · ·+ αnvn,

com α1, . . . , αn ∈ K′. Desse modo, segue que, para contar a quantidade de elementos de

K, devemos contar a quantidade de listas (α1, . . . , αn), com αi ∈ K′, para cada 1 ≤ i ≤ n.

Como a cardinalidade de K′ é p, segue que o número de listas deve ser exatamente pn. ■

O próximo resultado é conhecido informalmente como Teorema do Sonho do Ca-

louro (Freshman’s Dream Theorem). Esse nome faz alusão à ideia, comumente incorreta

para números reais, de que (a+ b)n = an + bn, para todo n natural. Surpreendentemente,

essa igualdade de fato ocorre, para potências da característica, em corpos de característica

positiva.

Teorema 1.1.19 (Teorema do Sonho do Calouro) Seja K um corpo de caracterís-
tica p > 0 e a, b elementos de K. Então, para cada número natural n, tem-se

(a+ b)p
n

= ap
n

+ bp
n

.

Demonstração: Primeiro, faremos a prova para n = 1. Utilizando a expansão binomial,

temos

(a+ b)p = ap +

(
p

1

)
ap−1b+ · · ·+

(
p

r

)
ap−rbr + · · ·+

(
p

p− 1

)
abp−1 + bp.

Note que, para 1 ≤ r ≤ p− 1, o coeficiente binomial
(
p

r

)
é um número maior do

que 1. Além disso, temos

(
p

r

)
· s! = p · (p− 1) · · · (p− (p− s) + 1),

em que s = p− r ou s = r. Em todo caso, s < p. Sabemos que p divide
(
p
r

)
· s!. Mas os

fatores de s! são todos menores que p. Logo, p divide
(
p
r

)
. Assim, como o corpo K tem

característica p segue da igualdade que as parcelas
(
p
r

)
ap−rbr são zero. Logo,

(a+ p)p = ap + bp,
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como desejado.

Supondo, agora, que a afirmação é verdadeira para n− 1, temos

(a+ b)p
n

=
[
(a+ b)p

n−1]p
=
(
ap

n−1

+ bp
n−1)p

=
(
ap

n−1)p
+
(
bp

n−1)p
= ap

n

+ bp
n

e, portanto, concluímos a demonstração. ■

O resultado a seguir é um bastante conhecido na Teoria dos Números. Trata-se

de uma conhecida consequência do Teorema de Lucas, que estabelece uma propriedade

fundamental dos coeficientes binomiais módulo um primo.

Lema 1.1.20 Se p é um número primo e t ≥ 1, então(
pt

i

)
= 0 (mod p),

para todo i tal que 1 ≤ i ≤ pt − 1.

Demonstração: Faremos indução em t.

Se t = 1, então
(
p

i

)
= pm, para algum m ∈ Z tal que p ∤ m. De fato, m =

(p− 1)!

i!(p− i)!
.

Suponha que t ≥ 2. Na álgebra comutativa Zp[x], sabemos que

(1 + x)p
t

=

pt∑
i=0

(
pt

i

)
xi. (Binômio de Newton)

Por hipótese de indução e utilizando o Teorema 1.1.19, valem as seguintes igual-

dades:

(1 + x)p
t

=
(
(1 + x)p

)pt−1

= (1 + xp)p
t−1

= · · · = 1 + xp
t

.

Assim, de

pt∑
i=0

(
pt

i

)
xi = (1 + x)p

t

= 1 + xp
t

,

concluímos que

(
pt

i

)
= 0

módulo p, para todo 1 ≤ i ≤ pt − 1. ■
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Definição 1.1.21 Seja f(x) ∈ K[x]−K um polinômio de grau n. Um corpo de decom-
posição de f(x) sobre K é um corpo L que satisfaz as seguintes propriedades:

(i) K está contido em L como subcorpo;

(ii) f(x) se decompõe em fatores lineares sobre L, isto é, existem a ∈ K e α1, . . . , αn ∈ L
tais que

f(x) = a(x− α1) · · · (x− αn);

(iii) L é mínimo com respeito à inclusão entre os corpos que satisfazem as propriedades
anteriores, ou seja, não existe subcorpo próprio de L que contenha K e todos os αi.

Teorema 1.1.22 Sejam p, n números inteiros positivos, com p primo. Então existe um
corpo K, de característica p, com exatamente pn elementos.

Demonstração: Definamos q = pn. Suponhamos K o corpo de decomposição do poli-

nômio f(x) = xq − x sobre Fp. Sabemos que f(x) tem raízes múltiplas se, e somente se,

mdc(f, f ′) ̸= 1, em que f ′ denota a derivada formal de f . Notemos que f ′(x) = −1 e

mdc(xq − x,−1) = 1. Logo, as raízes de f(x) são duas a duas distintas.

Definamos, agora, L = {α ∈ K; f(α) = 0}. Afirmamos que L é um subcorpo de

K. Obviamente, f(0) = 0 e f(1) = 0. Assim, 0, 1 ∈ L. Agora suponhamos α, β ∈ L.

Temos

(α + β)q =

q∑
i=0

(
q

i

)
αq−iβi

= αq + βq

= α+ β.

Assim, α + β ∈ L.

Além disso,

(αβ)q = αqβq = αβ,

o que nos diz que αβ ∈ L.

Por último, dado α ∈ L não nulo, temos

(α−1)q = (αq)−1 = α−1

e

(−α)q = −α,

ou seja, α−1,−α ∈ L.
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Como L contém Zp como subcorpo e todas as raízes de f(x) pertencem a L,

segue que L = K. Como L é o conjunto de todas as raízes distintas de f(x) em K,

|L| = deg(f(x)) = q = pn. ■

Teorema 1.1.23 Seja f(x) ∈ K[x] − K. Se L e L′ são corpos de decomposição de f(x)
sobre K, então L ≃ L′.

Demonstração: Veja, por exemplo, [9].

Teorema 1.1.24 Sejam K e K′ dois corpos finitos de mesma cardinalidade. Então K e
K′ são isomorfos.

Demonstração: Sabemos, pelo Teorema 1.1.18, que devem existir inteiros p e n, com p

primo, tais que |K| = |K′| = pn e charK = charK′ = p. Em particular, Fp é um subcorpo

de K e K′. Pela demonstração do Teorema 1.1.22, segue que K e K′ são ambos corpos de

decompoição do polinômio xpn − x ∈ Fp[x]. Pelo Teorema 1.1.23, segue que K ≃ K′. ■

O próximo resultado será fundamental para demonstrarmos que o grupo multipli-

cativo de um corpo finito é cíclico.

Proposição 1.1.25 Seja G um grupo abeliano finito. Se n = expG, então existe um
elemento em G de ordem n. Desse modo, expG é a ordem máxima de um elemento de
G. Além disso, G é cíclico se, e somente se, |G| = expG.

Demonstração: Veja, por exemplo, [35].

Teorema 1.1.26 Se K é um corpo e G é um subgrupo finito de K∗, então G é cíclico.

Demonstração: Seja n = |G| e m = expG. Então, pela Proposição 1.1.25 e pelo

Teorema de Lagrange, m divide n. Se g ∈ G, então gm = 1 e, assim, é raiz do polinômio

xm − 1. Esse polinômio tem, no máximo, m raízes no corpo K. Entretanto, xm − 1 tem,

pelo menos, o número de elementos de G de raízes, ou seja, n ≤ m. Então, expG = |G|.

Portanto, pela Proposição 1.1.25, G é cíclico. ■

Corolário 1.1.27 Se K é um corpo finito, então K∗ é cíclico.

Demonstração: Basta tomar G = K∗ no Teorema anterior. ■
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1.2 Espaços Vetoriais Quocientes

Definição 1.2.1 Sejam V um espaço vetorial e U um subespaço de V . Se v ∈ V , então
v + U é o subconjunto de V definido por

v + U = {v + u; u ∈ U}.

Observe que v + U é subespaço se, e somente se, v ∈ U.

Exemplo 1.2.2 Seja
U = {(x, y) ∈ R2; ax+ by = 0},

em que a, b ∈ R não são simultaneamente nulos. Geometricamente, U é uma reta em R2

que contém a origem.
Dado v ∈ R2, o conjunto

v + U = {v + u; u ∈ U}

é a reta que passa por v e é paralela a U.

Definição 1.2.3 Para cada v ∈ V e U subespaço de V, o conjunto v + U é chamado
translação de U.

Quando U é um subespaço, v + U é uma variedade afim paralela a U e passando

por v.

Do ponto de vista da estrutura de grupos, considerando (V,+) como um grupo

abeliano e U um subgrupo, as translações v+U são precisamente as classes laterais de U

no grupo quociente V
U

. Nesse contexto, v+U representa a classe de equivalência do vetor

v módulo U.

Exemplo 1.2.4 Se U é a reta em R2 definida por U = {(x, 2x); x ∈ R}, então todas as
retas em R2 com inclinação 2 são translações de U.

Mais geralmente, se U é uma reta em R2, então o conjunto de todas as translações
de U é o conjunto de todas as retas em R2 que são paralelas a U.

Definição 1.2.5 Seja U um subespaço de V. Então, o espaço quociente V
U

é o conjunto
de todas as translações de U, ou seja,

V

U
= {v + U ; v ∈ V }.

Exemplo 1.2.6 Se U = {(x, y) ∈ R2; ax + by = 0}, então
R2

U
é o conjunto de todas as

retas em R2 paralelas a U .
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Exemplo 1.2.7 Se U é um plano em R3 que contém a origem, então
R3

U
é o conjunto

de todos os planos em R3 paralelos a U.

A etapa subsequente da nossa análise consiste em munir o conjunto
V

U
de uma es-

trutura de espaço vetorial. Isso será realizado com base no resultado que será demonstrado

a seguir.

O próximo resultado nos garantirá que duas translações de um subespaço são

iguais ou disjuntas.

Proposição 1.2.8 Suponha que U é um subespaço de V e v, w ∈ V. Então, são equiva-
lentes:

i) v − w ∈ U

ii) v + U = w + U

iii) (v + U) ∩ (w + U) ̸= ∅

Demonstração: Antes da demonstração, observamos que esse resultado depende apenas

da estrutura de grupo abeliano de V , não sendo necessária a estrutura de espaço vetorial.

Primeiramente, vamos mostrar que i) ⇒ ii). Suponha que v − w ∈ U . Se u ∈ U ,

então

v + u = w + ((v − w) + u) ∈ w + U.

Assim, v + U ⊆ w + U. De modo similar, w + U ⊆ v + U. Assim, v + U = w + U.

Agora, para provarmos que ii) ⇒ iii), basta observar que a equação v+U = w+U

implica que (v + U) ∩ (w + U) ̸= ∅.

Por último, vejamos que iii) ⇒ i). Suponha que (v + U) ∩ (w + U) ̸= ∅. Dessa

forma, existem u1, u2 ∈ U tais que

v + u1 = w + u2.

Logo,v−w = u2 − u1. Dessarte, v−w ∈ U, mostrando que (v+U)∩ (w+U) ̸= ∅

implica v − w ∈ U, o que completa a demonstração. ■

Agora, podemos definir a adição e multiplicação por escalar em V
U
.

Definição 1.2.9 Seja U um subespaço de V . Então a adição e multiplicação por
escalar são definidas em V

U
, respectivamente, por

(v + U) + (w + U) = (v + w) + U

λ(v + U) = (λv) + U,

para todo v, w ∈ V e λ ∈ K.
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Teorema 1.2.10 Seja U um subespaço de V. Então V
U
, com as operações de adição e

multiplicação por escalar definidas anteriormente, é um espaço vetorial.

Demonstração: Primeiramente, vejamos a boa definição das operações.

Como U é subespaço de V , U é, em particular, um subgrupo aditivo do grupo

(V,+). Assim, a boa definição da adição segue imediatamente.

Similarmente, seja λ ∈ K. Ainda estamos supondo que v1+U = v2+U. Como U é

um subespaço e, assim, é fechado para a multiplicação por escalar, temos λ(v1 − v2) ∈ U.

Dessa forma, λv1 − λv2 ∈ U. Logo, novamente pela Proposição 1.2.8, temos

(λv1) + U = (λv2) + U.

Dessarte, a multiplicação por escalar em V
U

está bem-definida.

Por último, a verificação dos quatro axiomas de espaços vetoriais que dizem res-

peito à adição são imediatos, utilizando a ideia de grupo quociente. Verificaremos, então,

que para todo λ ∈ K e para quaisquer v + U, w + U ∈ V
U

, vale

λ[(v + U) + (w + U)] = λ(v + U) + λ(w + U).

De fato,

λ[(v + U) + (w + U)] = λ[(v + w) + U ]

= λ(v + w) + U

= (λv + λw) + U

= (λv + U) + (λw + U)

= λ(v + U) + λ(w + U).

Os outros axiomas também são diretos. ■

1.3 Álgebras

Nesta seção, introduzimos formalmente o conceito de álgebra sobre um corpo K,

que constitui o objeto central de estudo na PI-Teoria.

Definição 1.3.1 Seja A um espaço vetorial sobre um corpo K. Definimos um par (A, ∗)
como sendo uma K-álgebra (ou uma álgebra sobre K) se ∗ é uma operação bilinear
associativa em A, isto é, ∗ : A×A→ A, que satisfaz, para quaisquer a, b, c ∈ A e λ ∈ K :
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i) a ∗ (b+ c) = a ∗ b+ a ∗ c;

ii) (a+ b) ∗ c = a ∗ c+ b ∗ c;

iii) (λa) ∗ b = a ∗ (λb) = λ(a ∗ b);

iv) a ∗ (b ∗ c) = (a ∗ b) ∗ c;

v) existe um elemento 1A ∈ A tal que

1A · a = a · 1A = a, ∀ a ∈ A.

A operação “ ∗ ” é dita multiplicação de A e, por simplicidade de notação, escre-
veremos a ∗ b = ab, para quaisquer a, b ∈ A.

A dimensão de uma K-álgebra A é definida como a dimensão de A como
espaço vetorial sobre K, sendo denotada por dimKA ou dimA. Dizemos que A é de
dimensão finita quando dimKA <∞.

Exemplo 1.3.2 Fixado n ∈ N, o espaço vetorial Mn(K) das matrizes de ordem n × n

com entradas em um corpo K é uma álgebra de dimensão n2, considerando a multiplicação
usual de matrizes. Além disso, a unidade é a matriz identidade In, cuja diagonal é
composta inteiramente pelo elemento 1 e as demais entradas são nulas.

Definição 1.3.3 Seja e(i,j) a matriz em Mn(K) tal que a (i, j)−ésima entrada é igual
a 1 e as demais entradas são iguais a zero. Chamaremos essas matrizes de matrizes
elementares. Observe que sempre que fizermos a multiplicação de duas matrizes ele-
mentares, teremos

e(i,j)e(k,l) = δ(j,k)e(i,l), com δ(j,l) =

1, se j = k

0, se j ̸= k
.

Ademais, uma base da álgebra Mn(K) é formada pelo conjunto de matrizes ele-
mentares e(i,j), com 1 ≤ i, j ≤ n.

Exemplo 1.3.4 O espaço vetorial das matrizes triangulares superiores n×n com entradas
em K, munido da operação usual de multiplicação de matrizes, é uma álgebra, denotada
por UTn(K) ou simplesmente UTn. Assim,

UTn = {(aij) ∈Mn(K); aij = 0 sempre que i > j}.

Essa notação advém da expressão em inglês "upper triangular", que significa jus-
tamente “triangular superior”.

A álgebra UTn terá um papel central nesta dissertação, sendo o foco principal dos

estudos apresentados nos capítulos seguintes.
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Exemplo 1.3.5 Seja M um monóide, isto é, um conjunto munido de uma operação
binária associativa que possui elemento neutro, e K[M ] o espaço vetorial com base M.

Consideremos, em K[M ], a multiplicação que estende a operação do monóide, isto é, a
multiplicação tal que (m,n) 7→ mn, para quaisquer m,n ∈M, em que mn é o produto de
m e n como elementos de M. Essa álgebra é chamada álgebra de monóide de M , e sua
unidade é o elemento neutro do monóide.

Exemplo 1.3.6 Seja X = {xi; i ∈ I} e seja M⟨X⟩ o monóide que é o conjunto
{xi1 · · · xin ;n ∈ N, xik ∈ X, k = 1, . . . , n}, com a multiplicação sendo a justaposição de
palavras, isto é, se xi1 · · · xin , xj1 · · · xjm ∈M⟨X⟩, então

(xi1 · · · xin)(xj1 · · · xjm) := xi1 · · · xinxj1 · · · xjm .

O elemento neutro de M⟨X⟩, denotado por 1, é a palavra vazia. A álgebra K⟨X⟩
é a álgebra de monóide de M⟨X⟩, chamada álgebra livre. Os elementos de K⟨X⟩ são
chamados polinômios.

Exemplo 1.3.7 O espaço vetorial dos polinômios em uma indeterminada sobre um corpo
K, K[x], utilizando a multiplicação usual de polinômios, é uma álgebra, e sua unidade é
o polinômio constante f(x) = 1.

Exemplo 1.3.8 A álgebra de Grassmann de dimensão infinita e enumerável G é tal que

G = ⟨1, e1, e2, . . . ; eiej + ejei = 0, e2i = 0, para quaisquer i, j ≥ 1⟩.

O conjunto β = {1, ei1 · · · ein , 1 ≤ ii1 < · · · < ik} é uma base de G e G = G0⊕G1,
em que

G0 = span{ei1 · · · ei2k ; 1 ≤ i1 < · · · < i2k, k ≥ 0}

e
G1 = span{ei1 · · · ei2k+1

; 1 ≤ i1 < · · · < i2k+1, k ≥ 0}.

Além disso, GiGj ⊆ Gi+j, em que a soma i+ j é feita módulo 2.

Definição 1.3.9 Um subespaço S de uma álgebra A é chamado de subálgebra se é fe-
chado para a multiplicação de A e se contém a unidade de A.

Em geral, na literatura, não se exige que uma subálgebra contenha a unidade da

álgebra ambiente. Nesta dissertação, adotaremos a convenção de que toda subálgebra

contém a unidade.

Exemplo 1.3.10 A álgebra UTn é uma subálgebra de Mn(K). De fato, UTn é fechada
para a multiplicação usual de matrizes e a unidade de Mn(K) pertence a UTn.
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Exemplo 1.3.11 Seja A uma álgebra. Definimos o centro de A, denotado por Z(A),
como sendo

Z(A) = {x ∈ A; xa = ax, ∀a ∈ A}.

É fácil ver que Z(A) é uma subálgebra de A.

Definição 1.3.12 Um subespaço I de A é chamado ideal à esquerda se ab ∈ I, para
todos a ∈ A e b ∈ I. Analogamente, quando, para quaisquer a ∈ A e b ∈ I, obtiver-
mos ba ∈ I, dizemos que I é um ideal à direita. Quando ocorrerem os dois casos
simultaneamente, diremos que I é um ideal bilateral de A ou simplesmente ideal de A.

Exemplo 1.3.13 Seja UTn a álgebra das matrizes triangulares superiores n×n. Mostra-
remos que o conjunto

I = {a ∈ UTn(K); aij = 0, se i = j}

é um ideal de UTn.
Primeiramente, vamos verificar que esse conjunto é um subespaço vetorial de UTn

e, logo após, um ideal.

i) Note que I é não vazio. Sejam, então, a, b ∈ I tais que a = (aij) e b = (bij). Para
i = j, aij = 0 e bij = 0. Logo, aij + bij = 0, para i = j. Assim, a+ b ∈ I. Além disso,
com λ ∈ K, temos λaij = 0, para i = j, pois aii = 0, então λa ∈ I. Portanto, I é um
subespaço vetorial de UTn.

ii) Seja a ∈ UTn e b ∈ I. Mostraremos que ab ∈ I. Para tanto, façamos ab = c = (cij)

tal que

cij =
n∑

k=1

aikbkj.

Para i = j, temos cii =
∑n

k=1 aikbki. Além disso, quando i > k, então aik = 0.

Logo, aikbki = 0. Caso i ≤ k, então temos bki = 0. Assim, aikbki = 0. Dessa forma,
cii = 0 e, assim, ab ∈ I. Portanto, I é um ideal à esquerda de UTn.

Analogamente, verificamos que I é um ideal à direita.

Portanto, I é ideal de UTn.

Proposição 1.3.14 Sejam A uma álgebra e I um ideal de A. Como I é um subespaço
vetorial, consideremos o espaço quociente A

I
. Definamos a multiplicação (a, b) 7→ ab := ab

em A
I
. Então essa multiplicação está bem definida e A

I
, munida com essa multiplicação,

é uma álgebra.

Demonstração: Primeiramente, suponha que a1 = a2 e b1 = b2, com a1, a2, b1, b2 ∈ A
I
.

Como a1 = a2, segue que a1 − a2 ∈ I e, analogamente, b1 − b2 ∈ I. Assim,

(a1 − a2)b1 ∈ I e a2(b1 − b2) ∈ I.
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Logo,

(a1 − a2)b1 + a2(b1 − b2) = a1b1 − a2b2 ∈ I.

Isso significa que a1b1 = a2b2 e, assim, a multiplicação está bem definida.

Além disso, a multiplicação é distributiva em relação à adição. De fato, dados

a, b, c ∈ A
I
, temos

a(b+ c) = a(b+ c) = ab+ ac = ab+ ac

e, analogamente, (b+ c)a = ba+ c a.

Por fim, dado λ ∈ K, temos

λab = λ(ab) = (λa)b = λab = (λa)b.

Analogamente, λab = a(λb).

Portanto, concluímos o resultado. ■

Definição 1.3.15 Sejam A uma álgebra e I um ideal próprio de A. Então I é um ideal
maximal à esquerda de A se I ̸= A e não existe um ideal J à esquerda de A próprio
tal que I esteja contido propriamente em J, ou seja, se I ⊂ J ⊂ A, então ou J = A ou
J = I.

Exemplo 1.3.16 Seja M2(K) a álgebra de matrizes 2× 2. O ideal à esquerda

I = {a ∈M2(K); aij = 0, se j > 1}

de M2(K) é um ideal maximal à esquerda de M2(K).

De fato, seja J um ideal à esquerda de M2(K) tal que I ⊊ J. Consideremos

a =

[
0 a12

0 a22

]
∈ J− I, com a12 ̸= 0 ou a22 ̸= 0. Note que a é uma matriz não nula. Sendo

a12 ̸= 0,

e(1,1)a =

[
0 a12

0 0

]
=⇒ 1

a12
e(1,1)a = e(1,2) ∈ J.

Assim, como e(2,1) ∈ I, I ⊆ J, então

(e(2,1) + e(1,2))
2 =

[
1 0

0 1

]
∈ J.

Dessa forma, J =M2(K), o que é um absurdo.
Analogamente, sendo a22 ̸= 0,

e(2,2)a =

[
0 0

0 a22

]
=⇒ 1

a22
e(2,2)a = e(2,2) ∈ J.
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Como e(1,1) ∈ I, I ⊆ J, então

e(1,1) + e(2,2) ∈ J.

Novamente, J =M2(K), o que é um absurdo.
Portanto, I é um ideal maximal à esquerda de M2(K).

Para garantir a existência de ideais maximais, utilizaremos uma ferramenta clás-

sica da Teoria dos Conjuntos, a saber, o Lema de Zorn.

Lema 1.3.17 (Lema de Zorn) Seja S um conjunto não vazio parcialmente ordenado.
Se toda cadeia em S tem uma cota superior em S, então S tem pelo menos um elemento
maximal.

Teorema 1.3.18 Seja A uma álgebra. Então A tem pelo menos um ideal maximal à
esquerda.

Demonstração: Seja Γ o conjunto de todos os ideais à esquerda diferentes de A. Orde-

nemos Γ pela inclusão de conjuntos. Note que Γ é diferente do vazio, pois 0 ∈ Γ.

Para aplicar o Lema de Zorn. devemos mostrar que toda cadeia em Γ tem uma

cota superior em Γ. Seja, então, (Iα) uma cadeia de ideais em Γ. Dessa forma, para cada

par de índices α, β, temos Iα ⊆ Iβ ou Iβ ⊆ Iα.

Seja I =
⋃

α Iα. Então I é um ideal à esquerda de A e 1 /∈ I, já que 1 /∈ Iα, para

todo α. Logo, I ∈ Γ e I é uma cota superior da cadeia. Assim, pelo Lema de Zorn, Γ tem

um elemento maximal e, portanto, A tem um ideal maximal à esquerda. ■

Na demonstração acima utilizamos de maneira essencial o fato de que A possui

unidade. Sem essa hipótese, o resultado pode não valer e existem contraexemplos.

Definição 1.3.19 Definimos o radical de Jacobson de uma álgebra A, J(A), como a
interseção de todos os ideais maximais à esquerda de A.

Lema 1.3.20 Seja A uma álgebra. Se y ∈ A, então as seguintes afirmações são equiva-
lentes:

i) y ∈ J(A);

ii) 1 − xy é invertível à esquerda, isto é, existe z ∈ A tal que z(1 − xy) = 1, para todo
x ∈ A.
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Demonstração: (i) ⇒ (ii) : Suponhamos que y ∈ J(A). Se para algum x, o elemento

1 − xy não for invertível à esquerda, então A(1 − xy) ⊊ A é um ideal à esquerda de A.

Logo, está contido em algum ideal maximal J à esquerda de A. Mas 1− xy ∈ J e, como

y ∈ J(A), então y ∈ J. Logo, xy ∈ J. Assim, como J é um subespaço vetorial, temos

1− xy + xy = 1 ∈ J,

o que é uma contradição.

(ii) ⇒ (i) : Seja M um ideal maximal à esquerda de A. Para provar que y ∈ J(A), basta

mostrar que y ∈M.

Suponha, por contradição, que y /∈M. Então, o ideal à esquerda gerado por M e

y, M + Ay, é todo o A, ou seja, M + Ay = A. Assim, existem m ∈M e a ∈ A tais que

m+ ay = 1 ⇒ 1− ay = m ∈M.

Desse modo, por (ii), para x = a, segue que 1−ay é invertível à esquerda. Assim,

existe b ∈ A tal que

b(1− ay) = 1.

Como 1− ay ∈ M e M é ideal à esquerda, b(1− ay) ∈ M. Logo, 1 ∈ M, o que é

um absurdo. Assim, y ∈M e, portanto, y ∈ J(A). ■

Exemplo 1.3.21 O radical de Jacobson de UTn é o conjunto das matrizes estritamente
triangulares superiores de UTn, ou seja,

J(UTn) = {a ∈ UTn; a tem diagonal nula}.

De fato, sejam I = {b ∈ UTn; b tem a diagonal nula}, b ∈ I e a ∈ UTn. Do
Exemplo 1.3.13, temos que ab tem a diagonal nula. Assim, det(Id−ab) = 1. Desse modo,
Id − ab é uma matriz invertível para qualquer matriz a ∈ UTn. Logo, pelo Lema 1.3.20,
b ∈ J(UTn). Logo, I ⊂ J(UTn).

Agora, suponha que J(UTn) ̸⊆ I e c ∈ J(UTn), mas c /∈ I. Então, para algum
i ∈ {1, . . . , n}, temos cii ̸= 0. Seja b a matriz diagonal tal que as entradas não nulas são
os elementos c−1

ii , sempre que cii ̸= 0. Assim, det(Id − ab) = 0. Logo, Id − ab não será
invertível à esquerda, o que contraria o Lema 1.3.20. Portanto, J(UTn) ⊂ I e concluímos
que J(UTn) = I.

Definição 1.3.22 Sejam A uma álgebra e I um ideal de A. Dizemos que I é um ideal
nilpotente se existe n natural tal que a1 · · · an = 0A, para quaisquer a1, . . . , an ∈ I.

Diremos que n é o índice de nilpotência de I quando n é o menor natural que satisfaz
isso. Utilizamos a notação In = 0 para indicar que o produto de quaisquer n elementos
de I é zero.

21



1.4 Graduações

Nesta seção introduzimos o conceito de graduação por um grupo em uma álgebra,

ferramenta fundamental para o desenvolvimento dos resultados posteriores.

Definição 1.4.1 Sejam G um grupo e A uma álgebra. Uma G−graduação da álgebra A
é uma decomposição do espaço vetorial A, dada por uma coleção de subespaços {Ag}g∈G
de A

A =
⊕
g∈G

Ag

tal que, para quaisquer g, h ∈ G, temos AgAh ⊆ Agh. Nesse caso, dizemos que A é
G−graduada.

Observação 1.4.2 Destacamos que:

i) A partir da definição, todo a ∈ A pode ser escrito unicamente como uma soma finita

a =
∑
g∈G

ag, com ag ∈ Ag.

ii) Os subespaços Ag são chamados de componentes homogêneas de A e diremos que o
elemento a é homogêneo se a ∈ Ag. Quando a for diferente do elemento nulo de A,
existe um único g ∈ G tal que a ∈ Ag, pois a soma da graduação é direta. Assim,
podemos definir o conceito de grau como deg(a) = g, se a ∈ Ag.

Definição 1.4.3 Dizemos que

i) Uma subálgebra B ⊆ A é G−graduada (ou homogênea) se B =
⊕

g∈G(B ∩ Ag).

ii) Um ideal I de A é G−graduado se I =
⊕

g∈G(I ∩ Ag). Em outras palavras, I é
graduado se, para qualquer a ∈ I, a =

∑
g∈G ag, temos ag ∈ I, para todo g ∈ G.

Exemplo 1.4.4 Uma álgebra A pode ser graduada por um grupo arbitrário G com as
componentes Ae = A e Ag = 0, se g ̸= e. Essa graduação é chamada graduação trivial.

Proposição 1.4.5 Se A é uma álgebra G−graduada e H é um subgrupo de G, então
A′ =

⊕
h∈H Ah é uma subálgebra graduada de A.

Definição 1.4.6 Dado ε = (ε1, . . . , εn) ∈ Gn, escrevemos

UTn =
⊕
g∈G

(UTn)g, (1.1)

em que (UTn)g = span{e(i,j); ε−1
i εj = g}. Então UTn é uma álgebra G−graduada, e

dizemos que (1.1) é uma G−graduação elementar em UTn.

Nessa graduação, cada matriz elementar e(i,j) é homogênea, com grau dado por
deg(e(i,j)) = ε−1

i εj.
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Exemplo 1.4.7 Seja G = Z2 = {0̄, 1̄}. Considere a sequência ε = (ε1, ε2, ε3) = (0̄, 1̄, 0̄) ∈
G3. Vamos definir a G−graduação elementar de UT3. Para tanto, sabemos que cada en-
trada e(i,j), com i ≤ j, receberá um grau dado por

deg(e(i,j)) = −εi + εj (em Z2).

Assim,

deg(e(1,1)) = 0̄− 0̄ = 0̄

deg(e(1,2)) = 1̄− 0̄ = 1̄

deg(e(1,3)) = 0̄− 0̄ = 0̄

deg(e(2,2)) = 1̄− 1̄ = 0̄

deg(e(2,3)) = 1̄− 0̄ = 1̄

deg(e(3,3)) = 0̄− 0̄ = 0̄.

Com isso, a álgebra UT3 se decompõe como:

UT3 = (UT3)
0̄ ⊕ (UT3)

1̄,

em que

(UT3)
0̄ = span{e(1,1), e(1,3), e(2,2), e(3,3)}

(UT3)
1̄ = span{e(1,2), e(2,3)}.

Definição 1.4.8 Sejam A e B álgebras. Uma transformação linear f : A −→ B é dita
um homomorfismo de álgebras se f(a1a2) = f(a1)f(a2), para quaisquer a1, a2 ∈ A, e
f(1) = 1.

Observação 1.4.9 De maneira totalmente análoga às definições de grupos e anéis, te-
mos:

i) Um homomorfismo injetor é chamado monomorfismo;

ii) Um homomorfismo sobrejetor é chamado epimorfismo;

iii) Um homomorfismo bijetor é chamado isomorfismo;

iv) Um homomorfismo de A em A é chamado endomorfismo;

v) Um homomorfismo de A em A bijetor é chamado automorfismo.

Exemplo 1.4.10 Sejam A uma álgebra e I um ideal de A. A aplicação

φ : A −→ A

I

a 7−→ a+ I
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é um epimorfismo de álgebras, chamado projeção canônica.
De fato, veja que, dados a, b ∈ A, temos:

φ(ab) = (ab) + I = (a+ I)(b+ I) = φ(a)φ(b).

Além disso, como 1A + I é a unidade de A
I

e

φ(1A) = 1A + I.

Dessa forma, φ é um homomorfismo de álgebras.
Veja, ainda, que, dado b + I ∈ A

I
, então b + I = φ(b), em que b ∈ A. Assim,

concluímos que φ é um epimorfismo de álgebras.

Definição 1.4.11 Sejam A e B álgebras e φ : A −→ B um homomorfismo de álgebras.
Dizemos que o conjunto ker(φ) = {a ∈ A;φ(a) = 0B} é o núcleo do homomorfismo φ e
que Im(φ) = {φ(a) ∈ B; a ∈ A} é a imagem de φ.

Verifica-se que ker(φ) é um ideal de A e que Im(φ) é uma subálgebra de B.

Exemplo 1.4.12 Sendo φ o homomorfismo

φ : A −→ A

I

a 7−→ a+ I ,

temos ker(φ) = I.

Definição 1.4.13 Sejam A =
⊕

g∈GAg e B =
⊕

g∈GBg álgebras G−graduadas. Dizemos
que uma aplicação f : A −→ B é um homomorfismo de álgebras G−graduadas se f for
um homomorfismo de álgebras tal que f(Ag) ⊆ Bg.

Exemplo 1.4.14 Se B é uma subálgebra G−graduada de A, então a inclusão i : B ↪→ A

é um homomorfismo de álgebras graduadas.

Exemplo 1.4.15 Vamos mostrar que

Rl = span{e(i,j); 1 ≤ i ≤ j ≤ n, i ̸= l e j ̸= l}

e
UTn−1 = span{e(i,j); 1 ≤ i ≤ j ≤ n− 1}

são isomorfas como álgebras graduadas.
Consideramos em UTn a graduação elementar determinada pela n-upla

(g1, . . . , gn) ∈ Gn, isto é, aquela para a qual

deg(e(i,j)) = gig
−1
j .
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Em Rl, consideramos a graduação induzida por essa graduação de UTn e, em
UTn−1, a graduação elementar induzida pela (n− 1)−upla (g1, . . . , gl−1, gl+1, . . . , gn).

A priori, note que Rl é uma subálgebra graduada de UTn. De fato, cada gerador
e(i,j) de Rl é um elemento homogêneo na graduação UTn, Rl é fechada para as operações
da álgebra e contém a unidade de UTn.

Além disso, sabemos que dimUTn = n(n+1)
2

. Além disso, para sabermos a dimensão
de Rl, devemos retirar os e(i,j) de UTn cujos índices envolvem l, ou seja,

dim(Rl) =
n(n+ 1)

2
− n =

(n− 1)n

2
= dim(UTn−1).

Agora, defina φ : Rl −→ UTn−1 como a única transformação linear tal que

φ(e(i,j)) = e(ı̃,ȷ̃)

em que

ĩ =

i, se i < l

i− 1, se i > l
, j̃ =

j, se j < l

j − 1, se j > l
.

Note que,
φ(e(i,j)e(j,k)) = φ(e(i,k)) = e(̃i,k̃)

e
φ(e(i,j))φ(e(j,k)) = e(̃i,j̃) · e(j̃,k̃) = e(̃i,k̃),

ou seja, essa aplicação também é compatível com o produto e, dessa forma, é um homo-
morfismo de álgebras.

Além disso, como essa transformação linear leva base em base, segue que φ é
bijetiva. Logo, Rl ≃ UTn−1.

Por fim, para verificar que φ é um isomorfismo de álgebras G−graduadas, preci-
samos mostrar que φ preserva a graduação. Seja e(i,j) ∈ Rl um elemento homogêneo da
base. Assim,

deg(φ(e(i,j))) = deg(e(̃i,j̃)) = deg(e(i,j)).

Uma vez que φ é linear e leva base em base, segue que φ preserva o grau de todos
os elementos homogêneos.

Portanto, φ é um isomorfismo de G−álgebras graduadas.

Proposição 1.4.16 Se f : A → B é um homomorfismo de álgebras, então
F :Mn(A) →Mn(B), dado por F

(
(aij)

)
=
(
f(aij)

)
, é um homomorfismo de álgebras.
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Demonstração: Sejam (aij), (bij) ∈Mn(A) e λ ∈ K. Temos:

(i) F
(
(aij) + (bij)

)
= F

(
(aij + bij)

)
=
(
f(aij + bij)

)
=
(
f(aij) + f(bij)

)
=
(
f(aij)

)
+
(
f(bij)

)
= F

(
(aij)

)
+ F

(
(bij)

)
.

(ii) F
(
λ(aij)

)
= F

(
(λaij)

)
=
(
f(λaij)

)
=
(
λf(aij)

)
= λ

(
f(aij)

)
= λF

(
(aij)

)
.

(iii) F




1A 0 · · · 0

0 1A · · · 0
...

... . . . ...

0 0 · · · 1A



 =


f(1A) 0 · · · 0

0 f(1A) · · · 0
...

... . . . ...

0 0 · · · f(1A)

 =


1B 0 · · · 0

0 1B · · · 0
...

... . . . ...

0 0 · · · 1B

 .

(iv) F
(
(aij)(bij)

)
= F

(( n∑
k=1

aikbkj

)
i,j

)
=
(
f
( n∑

k=1

aikbkj

))
i,j

=
( n∑

k=1

f(aik)f(bkj)
)
i,j

= (f(aij))i,j(f(bij))i,j

= F ((aij))F ((bij)).

Dessa forma, temos o resultado. ■
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Em particular, o resultado anterior também é válido para UTn, e a sua verificação

é análoga.

Lema 1.4.17 Sejam A =
⊕

g∈GAg
e B =

⊕
g∈GBg K−álgebras graduadas por um grupo

G. Se φ : A −→ B é um homomorfismo de álgebras G−graduadas, então ker(φ) é um
ideal graduado de A.

Demonstração: Dado x = xg1 + · · ·+ xgn ∈ ker(φ), com xgi ∈ Agi , então

0 = φ(x) = φ(xg1 + · · ·+ xgn) = φ(xg1) + · · ·+ φ(xgn),

com φ(xgi) ∈ Bgi . Como cada φ(xgi) está em um subespaço diferente Bg e a soma é direta,

segue que

φ(xgi) = 0, ∀i.

De onde, xgi ∈ ker(φ), para todo i e, portanto, ker(φ) é um ideal graduado. ■

Lema 1.4.18 Sejam A =
⊕

g∈GAg
e B =

⊕
g∈GBg K−álgebras graduadas por um grupo

G. Se φ : A −→ B é um homomorfismo de álgebras G−graduadas, então Im(φ) é uma
subálgebra graduada de B.

Demonstração: Análoga à anterior.

Recordamos que o Teorema Fundamental dos Homomorfismos é um resultado

clássico e amplamente conhecido no estudo de Álgebra. A seguir, apresentaremos uma

versão graduada desse teorema, adequada ao contexto de álgebras graduadas por um

grupo G.

Teorema 1.4.19 (Teorema Fundamental dos Homomorfismos Graduados) Se-
jam A =

⊕
g∈GAg e B =

⊕
g∈GBg álgebras graduadas por um grupo G sobre um corpo K.

Seja φ : A −→ B um homomorfismo de K−álgebras compatível com a graduação. Então
existe um isomorfismo

A

ker(φ)
≃ Im(φ)

e o quociente herda a graduação, ou seja, para cada g ∈ G,
( A

ker(φ)

)
g
=
Ag + ker(φ)

ker(φ)
.

Demonstração: Como φ é homomorfismo de álgebras, já sabemos que ker(φ) é um ideal

graduado de A e também verifica-se que Im(φ) é subálgebra graduada de B.

Defina

ψ :
A

ker(φ)
−→ Im(φ)

a+ ker(φ) 7−→ φ(a) .
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Primeiramente, note que, se a+ker(φ) = a′+ker(φ), então a−a′ ∈ ker(φ). Logo,

φ(a− a′) = 0, ou seja, φ(a) = φ(a′). Logo, ψ está bem-definida.

Além disso, verifica-se facilmente que ψ é um homomorfismo de álgebras.

Agora, veja que, como ker(φ) é um ideal graduado, o quociente
A

ker(φ)
herda a

graduação, ou seja, para cada g ∈ G,( A

ker(φ)

)
g
=
Ag + ker(φ)

ker(φ)
.

Desse modo, ψ satisfaz

ψ(ag + ker(φ)) = φ(ag) ∈ Bg, para todo ag ∈ Ag.

Observe, também, que ψ é sobrejetora. De fato, dado y ∈ Im(φ), existe a ∈ A tal

que y = φ(a). Tomando x = a+ ker(φ) ∈ A
ker(φ)

, temos

ψ(x) = ψ(a+ ker(φ)) = φ(a) = y.

Ademais, ψ é injetora. Com efeito,

ker(ψ) = {a+ ker(φ) ∈ A

ker(φ)
;ψ(a+ ker(φ)) = 0}

= {a+ ker(φ) ∈ A

ker(φ)
;φ(a) = 0}

= {a+ ker(φ) ∈ A

ker(φ)
; a ∈ ker(φ)}

= 0̄,

como queríamos demonstrar.

Portanto, ψ é um isomorfismo de álgebras graduadas. ■

Exemplo 1.4.20 Seja K um corpo e considere a álgebra das matrizes triangulares supe-
riores

UT2(K) =

{[
a c

0 b

]
: a, b, c ∈ K

}
.

Graduamos UT2(K) pelo grupo Z2 definindo

A0 =

{[
a 0

0 b

]
: a, b ∈ K

}
e A1 =

{[
0 c

0 0

]
: c ∈ K

}
,

de modo que UT2(K) = A0 ⊕ A1.
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Definimos o homomorfismo de K−álgebras

φ : UT2(K) −→ K,[
a c

0 b

]
7−→ a.

Note que φ é compatível com a graduação, pois φ(A0) = K e φ(A1) = {0}. Assim,
φ(Ag) ⊆ Bg para todo g ∈ Z2, em que B0 = K e B1 = {0}.

Pelo Teorema do Homomorfismo para Álgebras Graduadas, temos um isomorfismo
de álgebras graduadas

UT2(K)

ker(φ)
∼= Im(φ) = K.

De fato,

ker(φ) =

{[
0 c

0 b

]
: b, c ∈ K

}
,

e o quociente
UT2(K)

ker(φ)
é isomorfo ao corpo K, identificado com os elementos da posição

(1, 1).

1.5 Identidades Polinomiais

Introduziremos, agora, o conceito de identidade polinomial, que será central ao

longo deste trabalho.

Para formalizar a noção de substituição de elementos de uma álgebra em

polinômios não comutativos, utilizamos a álgebra livre e sua propriedade universal. Essa

abordagem permite definir de maneira precisa quando um polinômio se anula sob todas

as avaliações em uma álgebra dada, conduzindo ao conceito de PI-álgebra.

Teorema 1.5.1 (Propriedade Universal da Álgebra Livre) Seja X = {xi; i ∈ I}
um conjunto não vazio e K⟨X⟩ a álgebra livre. Se A é uma álgebra, então qualquer
aplicação X −→ A pode ser estendida a um único homomorfismo K⟨X⟩ −→ A.

Demonstração: SejaX −→ A uma aplicação e ai ∈ A a imagem de xi por essa aplicação.

Para cada monômio xi1 · · · xin , consideremos o produto ai1 · · · ain em A. Existe uma única

transformação linear f : K⟨X⟩ −→ A tal que f(xi1 · · · xin) = ai1 · · · ain . Dados dois

monômios xi1 · · · xin , xj1 · · · xjm , temos

f((xi1 · · · xin)(xj1 · · · xjm)) = ai1 · · · ainaj1 · · · ajm = f(xi1 · · · xin)f(xj1 · · · xjm).

Assim, segue que f é um homomorfismo de álgebras.
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Seja g : K⟨X⟩ −→ A um homomorfismo de álgebras que estende X −→ A. Então

g(xi) = f(xi), para todo i ∈ I. Dessa forma, g(xi1 · · · xin) = f(xi1 · · · xin), para todo

monômio xi1 · · · xin . Portanto, g = f. ■

Seja xi 7→ ai uma aplicação de X em A. A imagem f(xi1 , . . . , xin) ∈ K⟨X⟩ pelo

homomorfismo que estende a aplicação é denotada por f(ai1 , . . . , ain).

Observação 1.5.2 Dado f ∈ K⟨X⟩, temos f(x1, . . . , xn) = α1w1 + · · ·+ αmwm, em que
αi ∈ K e wi = xi1 · · · xil . Assim, ao considerarmos ϕ um homomorfismo de K⟨X⟩ −→ A,

obtemos

ϕ(f(x1, . . . , xn)) = ϕ(α1x11 · · · x1l1 + · · ·+ αmxm1 · · · xml2)

= α1ϕ(x11) · · ·ϕ(x1l1) + · · ·+ αmϕ(xm1) · · ·ϕ(xml2)

= f(ϕ(x1), . . . , ϕ(xn)).

Dessa forma,

ϕ(f(x1, . . . , xn)) = f(ϕ(x1), . . . , ϕ(xn)).

Definição 1.5.3 Seja f = f(x1, · · · , xn) ∈ K⟨X⟩ e seja A uma álgebra. Dizemos que f é
uma identidade polinomial para A se f(a1, . . . , an) = 0, para quaisquer a1, . . . , an ∈ A.

Denotaremos por T (A) o conjunto das identidades polinomiais de A.
Se existe um polinômio não nulo que é uma identidade para A, diremos que A é

uma PI-álgebra, da expressão em inglês "polynomial identity".

Definiremos os comutadores normados à esquerda como sendo:

[x1, x2] = x1x2 − x2x1

e

[x1, · · · , xn] = [[x1, · · · , xn−1], xn], n ≥ 3.

Exemplo 1.5.4 A álgebra A é comutativa se, e somente se, [x, y] é uma identidade
polinomial para A.

Exemplo 1.5.5 A álgebra K⟨X⟩ não é uma PI-álgebra.
Com efeito, suponha, por absurdo, que f(x1, . . . , xn) seja uma identidade não nula

de K⟨X⟩. Então, dados quaisquer f1, . . . , fn elementos de K⟨X⟩, devemos obter

f(f1, . . . , fn) = 0.

Em particular, podemos escolher f1 = x1, . . . , fn = xn. Logo, teremos

f(x1, . . . , xn) = 0,

ou seja, f seria igual ao polinômio nulo, o que contraria a hipótese.
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Exemplo 1.5.6 A álgebra UTn satisfaz a identidade

[x1, x2] · · · [x2n−1, x2n] ≡ 0.

Primeiramente, analisaremos o comutador de forma geral. Seja [xl, xr] = xlxr −
xrxl. Mostraremos que, sendo al e ar matrizes triangulares superiores, teremos que a
diagonal principal de alar é igual a diagonal principal de aral.

De fato, sejam al = (aij), ar = (bij), alar = (cij) e aral = (dij). Para a diagonal
principal de alar, temos

cii =
n∑

k=1

aikbki, com

aik = 0, se i > k

bik = 0, se k > i
,

ou seja, para i > k, temos que aikbki = 0 e, para k > i, temos aikbki = 0. Assim,

cii =
n∑

k=1

aikbki = aiibii.

Para a diagonal principal de aral, temos

dii =
n∑

k=1

bikaki, com

bik = 0, se i > k

aki = 0, se k > i
,

ou seja, para i > k, temos bikaki = 0 e,para k > i, temos bikaki = 0. Logo,

dii =
n∑

k=1

bikaki = biiaii.

Como bii e aii são elementos de K, então biiaii = aiibii. Dessa forma, as matrizes
alar e aral têm as mesmas diagonais principais. Consequentemente, [al, ar] = alar − aral

é uma matriz triangular estritamente superior, isto é, para i ≥ j, o elemento da linha i e
da coluna j de [al, ar] será igual a zero.

Agora, veremos que o produto de n matrizes triangulares estritamente superiores
de ordem n dá zero. Utilizaremos indução em n.

Primeiramente, vemos que, para n = 1, isso é imediato.
Agora, suponha que seja válido para n−1 e mostremos que é válido para n. Observe

o produto de n matrizes de ordem n cada uma


0 a12 · · · a1n−1 a1n

0 0 · · · a2n−1 a2n
...

... . . . ...
...

0 0 · · · 0 an−1n

0 0 · · · 0 0


n×n

· · ·


0 b12 · · · b1n−1 b1n

0 0 · · · b2n−1 b2n
...

... . . . ...
...

0 0 · · · 0 bn−1n

0 0 · · · 0 0


n×n

,
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e note que, em cada matriz de ordem n×n, podemos considerar o bloco (n− 1)× (n− 1),
que consiste das n− 1 primeiras entradas de cada uma das n− 1 primeiras linhas e que
cada matriz consiste desse bloco incluindo a última linha igualmente nula, pois as matrizes
são triangulares estritamente superiores e uma coluna com n− 1 elementos possivelmente
diferentes de zero. Consequentemente, ao realizarmos o produto acima até a penúltima
matriz, teremos que pelo menos o bloco (n− 1)× (n− 1) do resultado desse produto terá
todos os elementos nulos. Desse modo, obtemos

0 0 · · · 0 c1n

0 0 · · · 0 c2n
...

... . . . ...
...

0 0 · · · 0 cn−1n

0 0 · · · 0 0


n×n

·


0 b12 · · · b1n−1 b1n

0 0 · · · b2n−1 b2n
...

... . . . ...
...

0 0 · · · 0 bn−1n

0 0 · · · 0 0


n×n

,

em que c1n, c2n, . . . , cn−1,n são escalares. O produto das duas matrizes acima é zero e,
dessa forma, fica demonstrado o que queríamos.

Dessarte, a álgebra UTn satisfaz a identidade [x1, x2] · · · [x2n−1, x2n].

Para cada g ∈ G, seja Xg = {xg1, x
g
2, · · · } um conjunto infinito e seja

X =
⋃
g∈G

Xg

uma união disjunta.

Definição 1.5.7 Sejam A =
⊕

g∈GAg uma álgebra graduada e f(xg11 , . . . , xgnn ) ∈ K⟨Xg⟩,
com XG =

⋃
g∈GX

g. Dizemos que o polinômio f(xg11 , . . . , x
gn
n ) é uma identidade

polinomial graduada para A se f(a1, . . . , an) = 0, para quaisquer a1 ∈ Ag1 , . . . ,

an ∈ Agn .

Denotaremos por TG(A) o conjunto das identidades G−graduadas de A.

No caso específico em que A = UTn está munida de uma graduação elementar

determinada por uma n−upla ε = (ε1, . . . , εn) ∈ Gn, denotaremos o conjunto de todas as

identidades G−graduadas de A por TG(UTn, ε).

Exemplo 1.5.8 Seja A = Mn(K) com a G-graduação elementar determinada por uma
n-upla (g1, . . . , gn) tal que gi ̸= gj para quaisquer i ̸= j. Então [xe1, x

e
2] = 0 é uma

identidade polinomial graduada para A. Com efeito, basta observar que Ae é o subespaço
das matrizes diagonais, ou seja, Ae = span{e(i,i); i = 1, . . . , n}.

De fato, nesse caso, a graduação elementar implica que cada matriz e(i,j) tem
grau g−1

i gj. Assim, g−1
i gj = e ocorre apenas quando i = j. Desse modo, a componente

homogênea de grau neutro Ae consiste exatamente das matrizes diagonais.
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Como toda matriz diagonal comuta com qualquer outra matriz diagonal, o co-
mutador entre quaisquer dois elementos de Ae é nulo. Logo, o polinômio [xe1, x

e
2] é uma

identidade polinomial graduada para A.

A Propriedade Universal da Álgebra Livre é um resultado bastante importante

na PI-Teoria. Abaixo, apresentaremos, também, uma versão estendida dessa propriedade

para álgebras graduadas.

Teorema 1.5.9 (Propriedade Universal - caso graduado) Sendo A =
⊕

g∈GAg

uma álgebra G−graduada sobre K e h : X −→ A uma aplicação, com h(xgi ) ∈ Ag, para
todo xgi ∈ Xg e g ∈ G, então existe um único homomorfismo de álgebras G−graduadas
φ : K⟨XG⟩ −→ A que estende h, isto é, φ(xgi ) = h(xgi ), para todo xgi ∈ Xg.

Demonstração: Uma vez que já demonstramos o caso geral da propriedade, precisamos

mostrar apenas a compatibilidade da graduação.

Se xgi ∈ Xg, então h(xgi ) ∈ Ag. Além disso, sejam xg1i1 ∈ Xg1 , . . . , xgmim ∈ Xgm .

Então,

φ(xg1i1 · · · x
gm
im
) = h(xg1i1 ) · · ·h(x

gm
im
) ∈ Ag1 · · ·Agm ⊆ Ag1···gm .

Portanto, H preserva a graduação. ■

Definição 1.5.10 Um ideal I de K⟨XG⟩ é dito um TG−ideal se φ(I) ⊆ I, para todo
endomorfismo de álgebras G−graduadas φ de K⟨XG⟩.

Proposição 1.5.11 O polinômio f ∈ K⟨XG⟩ é uma identidade polinomial G−graduada
para A se, e somente se, f está no núcleo de todo homomorfismo de álgebras G−graduadas
ϕ : K⟨XG⟩ −→ A. Em particular, TG(A) é a interseção de todos os núcleos dos
homomorfismos graduados, ou seja,

TG(A) =
⋂

ϕ G−graduado

ker(ϕ).

Demonstração: Suponha que f seja uma identidade G−graduada para a álgebra A.

Seja ϕ : K⟨XG⟩ −→ A um homomorfismo de álgebras G−graduadas. Devemos mostrar

que ϕ(f) = 0. Da Observação 1.5.2, temos

ϕ(f) = f(ϕ(xg11 ), . . . , ϕ(xgnn )).

Como ϕ(xgii ) ∈ Agi e f é uma identidade polinomial de A, então

ϕ(f) = f(ϕ(xg11 ), . . . , ϕ(xgnn )) = 0.

33



Logo, ϕ(f) = 0 e, assim, f ∈ ker(ϕ). Como ϕ é um homomorfismo de álgebras

G−graduadas qualquer, temos a primeira implicação do resultado.

Reciprocamente, suponha que f ∈ ker(ϕ), para todo homomorfismo de álgebras

G−graduadas ϕ : K⟨XG⟩ −→ A. Dados ai ∈ Agi , com i = 1, . . . , n, defina α : XG −→ A

por α(xgii ) = ai ∈ Agi . Agora, tomemos ϕ : K⟨XG⟩ −→ A o homomorfismo que estende

α. Por hipótese, ϕ(f) = 0. Mas ϕ(f) = 0. Então,

0 = ϕ(f) = f(ϕ(xg11 ), . . . , ϕ(xgnn )) = f(a1, . . . , an).

Logo, f(a1, . . . , an) = 0, para todo ai ∈ Agi . Desse modo, f é uma identidade

G−graduada para A.

Por fim,

f ∈ TG(A) ⇐⇒ f ∈
⋂

ϕ G−graduado

ker(ϕ).

Portanto,

TG(A) =
⋂

ϕ G−graduado

ker(ϕ). ■

Corolário 1.5.12 Seja A uma álgebra G−graduada. O conjunto TG(A), de todas as
identidades polinomiais G−graduadas de A, é um TG−ideal de K⟨XG⟩.

Demonstração: Sejam φ : K⟨XG⟩ −→ K⟨XG⟩ um endomorfismo de álgebras graduadas

e h ∈ φ(TG(A)). Basta mostrarmos que ψ(h) = 0, para todo homomorfismo de álgebras

G−graduadas ψ : K⟨XG⟩ −→ A. Com efeito, como h ∈ φ(TG(A)), existe f ∈ TG(A) tal

que h = φ(f).

Dado ψ : K⟨XG⟩ −→ A um homomorfismo graduado, então ψ ◦φ : K⟨XG⟩ −→ A

é também um homomorfismo graduado. Assim, ψ ◦ φ(f) = 0, pois f ∈ TG(A). Portanto,

ψ(h) = ψ(φ(f)) = 0. ■

Sabemos que isomorfismos preservam propriedades algébricas. O resultado a se-

guir mostrará que, no contexto de identidades polinomiais, não é diferente. Em outras

palavras, será provado que álgebras isomorfas satisfazem as mesmas identidades. Desta-

camos, também, que, em geral, a recíproca desse fato não é válida.

Lema 1.5.13 Sejam A =
⊕

g∈GAG e B =
⊕

g∈GBg álgebras G−graduadas. Se existir
φ : A −→ B um monomorfismo de álgebras G−graduadas, então TG(B) ⊆ TG(A).
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Demonstração: Suponha que φ : A −→ B um monomorfismo de álgebrasG−graduadas.

Tomemos f = f(xg1i1 , . . . , x
gm
im
) ∈ TG(B). Dados a1, . . . , am ∈ Agi , como φ é graduado,

temos φ(ai) ∈ Bgi . Assim,

0 = f(φ(a1), . . . , φ(am)) = φ(f(a1, . . . , am)).

Assim, f(a1, . . . , am) ∈ ker(φ). Como φ é injetor, temos ker(φ) = {0}. Dessa

forma, f(a1, . . . , am) = 0.

Portanto, segue que f ∈ TG(A). ■

Lema 1.5.14 Sejam A =
⊕

g∈GAg e B =
⊕

g∈G álgebras G−graduadas. Se existir
φ : A −→ B um epimorfismo de álgebras G−graduadas, então TG(A) ⊆ TG(B).

Demonstração: Seja φ : A −→ B um epimorfismo de álgebras G−graduadas. Tomemos

f = f(xg1i1 , . . . , x
gm
im
) ∈ TG(A). Dados b1, . . . , bm ∈ B tais que bi ∈ Bgi , como φ é sobrejetor

e preserva a graduação, existem ai ∈ Agi tais que φ(ai) = bi. Assim,

f(b1, . . . , bm) = f(φ(a1), . . . , φ(am)) = φ(f(a1, . . . , am)) = φ(0) = 0.

Portanto, f ∈ TG(B). ■

Teorema 1.5.15 Sejam A =
⊕

g∈GAg e B =
⊕

g∈GBg álgebras G−graduadas. Se existir
φ : A −→ B um isomorfismo graduado, então TG(A) = TG(B)

Demonstração: Pelos Lemas 1.5.13 e 1.5.14, esse resultado segue imediatamente. ■

Proposição 1.5.16 Sendo I um TG−ideal de K⟨X⟩, então I = TG

(
K⟨X⟩

I

)
.

Demonstração: Vejamos, primeiramente, que I ⊂ TG

(
K⟨X⟩

I

)
. Seja f(xg11 , . . . , xgnn ) ∈ I.

Dados g1 + I . . . , gn + I ∈ K⟨X⟩
I

quaisquer, temos

f(g1 + I, . . . , gn + I) = f(g1, . . . , gn) + I.

Como I é um TG−ideal e f ∈ I, segue que f(g1, . . . , gn) ∈ I. Logo,

f(g1 + I, . . . , gn + I) = 0 + I, em
K⟨X⟩.
I

Assim, f ∈ TG

(
K⟨X⟩

I

)
.

Agora, vejamos que TG
(

K⟨X⟩
I

)
⊂ I. Com efeito, seja f(xg11 , . . . , xgnn ) ∈ TG

(
K⟨X⟩

I

)
.

Então

0 + I = f(xg11 + I, . . . , xgnn + I) = f(xg11 , . . . , x
gn
n ) + I.

Dessa forma, f(xg11 , . . . , xgnn ) ∈ I, ou seja, f ∈ I. ■
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1.6 Matrizes genéricas

Nesta seção introduzimos a álgebra de matrizes genéricas, que desempenhará

um papel fundamental na demonstração do Teorema Principal, que será apresentada no

capítulo final.

Definição 1.6.1 Fixe um inteiro n ≥ 2 e denote por

Ωn = K[y
(i)
(p,q); p, q = 1 . . . , n, i = 1, 2, . . .]

a K−álgebra de polinômios em infinitas variáveis comutativas. As n × n matrizes com
entradas em Ωn

yi =
n∑

p,q=1

y
(i)
(p,q)e(p,q), i = 1, 2, . . . ,

são chamadas matrizes genéricas n×n. A álgebra Rn, gerada pelas matrizes genéricas
n × n, é a álgebra de matrizes genéricas n × n. Denotamos por Rn,d a subálgebra de Rn

gerada pelas d primeiras matrizes y1, . . . , yd.

Por exemplo, para n = d = 2, mudando a notação para x = y1, y = y2, e

xpq = y
(i)
(p,q), ypq = y

(2)
(p,q), a álgebra R22 é gerada por

x =

x11 x12

x21 x22

 , y =

y11 y12

y21 y22

 .

Para qualquer K−álgebra comutativa C, as matrizes n × n com entradas em C

podem ser obtidas por especializações das matrizes genéricas, por exemplo,

a =
n∑

p,q=1

γ(p,q)e(p,q), γ(p,q) ∈ C,

é obtida a partir de

y1 =
n∑

p,q=1

y
(i)
(p,q)e(p,q)

substituindo as variáveis y(1)(p,q) por γ(p,q). Essa substituição é um caso particular da Pr-

posição 1.4.16, em que A = Ωn, B = C, o homomorfismo f : Ωn −→ C é dado por

f(y
(1)
(p,q)) = γ(p,q), e a aplicação induzida F :Mn(Ωn) −→Mn(C) leva a matriz genérica y1

na matriz a =
∑n

p,q=1 γ(p,q)e(p,q) ∈Mn(C).

Proposição 1.6.2 Se o corpo base K é infinito, então a álgebra de matrizes genéricas
Rn é isomorfa à álgebra relativamente livre K⟨X⟩

T (Mn(K))
. Se K é um corpo finito e P é

qualquer extensão infinita de K, então Rn ≃ K⟨X⟩
T (Mn(P ))

, em que Mn(P ) é considerada como
K−álgebra.
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Demonstração: Seja P um corpo infinito qualquer que contém K e consideremos o

homomorfismo

ρ : K⟨X⟩ −→ Rn

xi 7−→ yi .

Mostraremos que ker ρ = T (Mn(P )).

Claramente, se f(x1, . . . , xm) ∈ ker ρ, então f(y1, . . . , ym) = 0, pois

0 = ρ(f(x1, . . . , xm)) = f(y1, . . . , ym).

Sendo ri = (τ
(i)
(j,k)) ∈ Ωn e considerando o homomorfismo

Ωn −→ K

τ
(i)
(j,k) 7−→

τ
(i)
(j,k), se i ≤ m

0, se i > m

,

temos, pela Proposição 1.4.16, um homomorfismo

φ : Rn −→Mn(P )

tal que yi 7→ ri, para i = 1, . . . ,m, e yi 7→ 0, para i > m. Logo, f(r1, . . . , rm) = 0, pois

f(r1, . . . , rm) = f(φ(y1), . . . , φ(ym)) = φ(f(y1, . . . , ym)) = φ(0) = 0,

e f(x1, . . . , xm) = 0 é uma identidade polinomial para Mn(P ).

Agora, seja f(x1, . . . , xm) ∈ T (Mn(P )) e suponha que f(y1, . . . , ym) ̸= 0 em Rn.

As entradas fpq de f(y1, . . . , ym) são polinômios nas variáveis comutativas y(i)pq . Como P

é um corpo infinito contendo K e algum fp0q0 = fp0q0(y
(i)
pq ) é um polinômio não nulo nos

y
(i)
pq , podemos encontrar elementos ξ(i)pq ∈ P tais que

fp0q0(ξ
(i)
pq ) ̸= 0.

Isso significa que, para as matrizes

ri =
n∑

p,q=1

ξ
(i)
(p,q)e(p,q), i = 1, . . . ,m,

a expressão f(r1, . . . , rm) é diferente de zero, o que é uma contradição, pois f ∈ T (Mn(P )).

Portanto, ker ρ = T (Mn(P )).

37



Por fim, pelo Teorema Fundamental dos Homomorfismos,

K⟨X⟩
ker ρ

−→ Rn

f(x̄1, . . . , x̄m) 7−→ f(y1, . . . , ym) . ■

1.7 Polinômios Multihomogêneos e Multilineares

A estrutura do conjunto T (A), das identidades polinomiais de uma álgebra, é

melhor compreendida por meio da teoria de T -ideais e da análise de polinômios

homogêneos e multilineares. A decomposição em componentes homogêneas e a redução

ao caso multilinear constituem ferramentas fundamentais na teoria de PI-álgebras.

Definição 1.7.1 Dado S ⊆ K⟨X⟩, definimos o T−ideal de K⟨X⟩ gerado por S, e deno-
tamos por ⟨S⟩T , como sendo a interseção dos T−ideais de K⟨X⟩ que contém S.

Seja A uma álgebra. Se S ⊂ T (A) é tal que T (A) = ⟨S⟩, dizemos que S é uma
base das identidades polinomiais de A. Além disso, os elementos de T (A) são chamados
consequências das identidades polinomiais de S.

Definição 1.7.2 Seja

f(x1, . . . , xn) =
∑

αixi1 · · · xidi ∈ K⟨X⟩.

Dizemos que f é homogêneo de grau d se di = d, para todo i tal que αi ̸= 0. Além
disso, f é multihomogêneo de multigrau (d1, . . . , dn) se, em cada monômio que aparece
com coeficiente não nulo, a variável xk aparece exatamente dk vezes, para k = 1, . . . , n.

Se f(x1, . . . , xn) é multihomogêneo de multigrau (1, . . . , 1), dizemos que f é multilinear.
Nesse último caso, podemos escrever f na seguinte forma:

f(x1, . . . , xn) =
∑

σ∈Sym(n)

ασxσ(1) · · · xσ(n), com ασ ∈ K.

Note que, dado um polinômio qualquer f(x1, . . . , xn) ∈ K⟨X⟩, fixamos uma vari-

ável xt, com 1 ≤ t ≤ n que aparece em f e seja d o maior número de vezes que xt aparece

em um monômio de f com coeficiente não nulo. Podemos escrever f de modo único da

seguinte forma: f =
∑d

i=0 fi, onde fi é homogêneo de grau i em xt, isto é, xt aparece

exatamente i vezes em cada monômio de fi com coeficiente não nulo. Iremos nos referir

a fi como a componente homogênea de grau i em xt.

Proposição 1.7.3 Seja

f(x1, . . . , xm) =
n∑

i=0

fi ∈ K⟨X⟩,

em que fi é a componente homogênea de f de grau i em x1.
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i) Se o corpo base K possui mais do que n elementos, então as identidades polinomiais
fi = 0, i = 0, 1, · · · , n, são consequência de f = 0.

ii) Se o corpo base tem característica 0 (ou se charK > deg f), então f = 0 é equivalente
a um conjunto de identidades polinomiais multilineares.

Demonstração: i) Seja V = ⟨f⟩T o T-ideal gerado por f. Podemos escolher n + 1

elementos distintos α0, α1, . . . , αn de K. Como V é um T−ideal,

f(αjx1, x2, . . . , xm) =
n∑

i=0

αi
jfi(x1, x2, . . . , xm) ∈ V, j = 0, 1, . . . , n.

Considere essas equações como um sistema linear com incógnitas fi, i = 0, . . . , n.

Sendo o determinante ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 α0 α2
0 · · · αn

0

1 α1 α2
1 · · · αn

1

1 α2 α2
2 · · · αn

2

...
...

... . . . ...

1 αn α2
n · · · αn

n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=
∏
i<j

(αj − αi)

o determinante de Vandermonde que é diferente de 0, obtemos que cada fi(x1, . . . , xm)

também pertence a V, isto é, as identidades polinomiais fi = 0 são consequência de f = 0.

ii) Usaremos o processo de linearização.

Por i), podemos assumir que f(x1, . . . , xm) é homogêneo em cada variável. Seja

degx1
f = d. Escrevemos f(y1 + y2, x2, . . . , xm) ∈ V na forma

f(y1 + y2, x2, · · · , xm) =
d∑

i=0

fi(y1, y2, x2, . . . , xm),

em que fi é a componente homogênea de grau i em y1. Assim, por (i), fi ∈ V, i = 1, . . . , d.

Como degy1 fi < d, i = 1, . . . , d− 1, j = 1, 2, aplicamos um argumento indutivo e obtemos

um conjunto de consequências multilineares de f = 0. Para ver que essas identidades

multilineares são equivalentes a f ≡ 0, é suficiente ver que

fi(y1, y1, x2, . . . , xm) =

(
d

i

)
f(y1, x2, . . . , xm)

e o coeficiente binomial é diferente de zero, pois charK = 0 ou charK = p > d. ■
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Capítulo 2

Graduações Elementares de UTn

Neste capítulo, trataremos de graduações elementares na álgebra das matrizes trian-

gulares superiores, UTn, e sua relação com identidades polinomiais graduadas. Classifica-

mos todas as graduações em UTn, mostrando que toda G−graduação em UTn é isomorfa

a uma graduação elementar. Além disso, demonstramos que duas graduações elementares

coincidem se, e somente se, induzem as mesmas identidades graduadas.

Os nossos esforços convergirão para demonstrar o Teorema 2.0.7, que se encontra

em [47], o qual estabelece que, se UTn é uma álgebra G−graduada, então é isomorfa a

UTn com alguma G−graduação elementar. Para tanto, serão necessários alguns lemas da

mesma referência.

Lema 2.0.1 Qualquer idempotente em UTn, isto é, e2 = e, é conjugado a um idempotente
diagonal da forma e(i1,i1) + · · ·+ e(ik,ik), para certos 1 ≤ ii < · · · < ik ≤ n.

Demonstração: Considere V um espaço vetorial de dimensão n sobre um corpo K e

uma cadeia

V1 ⊆ V2 ⊆ · · · ⊆ Vn (2.1)

de subespaços de V com dimVk = k, k = 1, . . . , n. Então, UTn pode ser visto como a

álgebra de todas as transformações lineares de V que preservam a cadeia (2.1).

Seja e ∈ UTn um idempotente. Para provar o lema, é suficiente encontrar uma

base v1, . . . , vn de V tal que Vk = span{v1, . . . , vk} e e(vi) = εivi para todo i, em que

εi = 0 ou 1.

Vamos fazer indução sobre n. Para n = 1, assuma que existe v1 ∈ V1 tal que V1 é

gerado por v1. Logo,



ε1v1 = e(v1) = e2(v1) = e(e(v1)) = e(ε1v1) = ε1e(v1) = ε1ε1v1 = ε21v1

⇒ ε1 = ε21 ⇒ ε1 = 0 ou 1

Agora, vamos assumir que existem v1, . . . , vn ∈ V com e(vj) = εjvj, para todo

j = 1, . . . , n − 1. Se e(vn) /∈ Vn−1, então e2(vn) = e(vn) implica que {v1, . . . , vn−1, e(vn)}

é a base procurada. Por outro lado, se e(vn) ∈ Vn−1, então v′n = vn − e(vn) é tal que

e(v′n) = 0 e {v1, . . . , vn−1, v
′
n} é a base procurada. ■

Lema 2.0.2 Seja e um idempotente de UTn. Então a subálgebra eAe é isomorfa a
UTk(K), em que k = tr(e) é o traço da matriz e.

Demonstração: Sem perda de generalidade, pelo Lema 2.0.1, e = e
(i1,i1)

+· · ·+e(ik,ik), 1 ≤

i1 < · · · < ik ≤ n. Além disso, sendo UTn = A, temos, em eAe,

e
(∑

i≤j

λ(i,j)e(i,j)

)
e =

∑
i≤j

λ(i,j)ee(i,j)e ̸= 0 ⇒ i, j ∈ {i1, . . . , ik}.

Logo,

eAe = span{e(i,j); i ≤ j, i, j ∈ {i1, . . . , ik}}.

Considere, agora, a transformação linear bijetora

φ : eAe −→ UTk

e(ir,is) 7−→ e(r,s) .

Devemos mostrar, ainda, que essa aplicação é compatível com o produto, ou seja,

φ(xy) = φ(x)φ(y), ∀x, y ∈ eAe.

Note que,

φ(e(ir,is)e(it,iu)) = φ(δ(s,t)e(ir,iu)) = δ(s,t)e(r,u) e

φ(e(ir,is))φ(e(it,iu)) = e(r,s)e(t,u) = δ(s,t)e(r,u).

Logo, como a igualdade nos garante que vale com elementos base, concluímos

que vale para elementos quaisquer. Consequentemente, a aplicação é compatível com o

produto. ■

Lema 2.0.3 Qualquer conjunto {a1, · · · , an} de n idempotentes ortogonais, isto é, tais
que a2i = ai para todo i e aiaj = 0 sempre que i ̸= j, de UTn é conjugado a {e(1,1), . . . , e(n,n)},
no sentido de que existe u ∈ UTn(K) invertível tal que uaiu−1 = e(i,i) para todo i.
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Demonstração: Considere A como sendo a álgebra de todas as transformações lineares

de um espaço vetorial V de dimensão n que preservam a cadeia (2.1). Então é suficiente

encontrar uma base v1, . . . , vn de V tal que Vk = span{v1, . . . , vk}, k = 1, . . . , n, e ai(vj) =

δijvj, em que δij é o delta de Kronecker, para todo i, j.

Primeiro, escolhemos uma base arbitrária u1, . . . , un de V, com

Vk = span{u1, . . . , uk}, para todo k = 1, . . . , n. Então a1, . . . , an, vistos como trans-

formações lineares, têm matrizes triangulares superiores associadas nessa base e denote

por (ak)ij a (i, j)−ésima entrada da matriz associada a ak, k = 1, . . . , n. Note que, como

a2k = ak, então (ak)ii = 0 ou 1, para todo i = 1, . . . , n. Além disso, como a1, . . . , an são

ortogonais e são n, segue que cada ak tem, precisamente, uma entrada diagonal diferente

de zero em posições distintas. Reordenando, eventualmente, os a′is, podemos assumir que

(a1)11 = · · · = (an)nn = 1 e (ai)jj = 0, para todo i ̸= j. Se definirmos e = a1 + · · ·+ an−1,

então, pelo Lema 2.0.2, eAe é a subálgebra de EndVn−1 isomorfa a UTn−1. Mas, então,

por indução em n, existe uma base {v1, . . . , vn−1} de Vn−1 tal que ai(vj) = δij, para todo

1 ≤ i, j ≤ n−1. Se definirmos, agora, vn = an(un) /∈ Vn−1, então obtemos a base desejada

de V. ■

Lema 2.0.4 Seja UTn(K) =
⊕

g∈GAg uma álgebra de matrizes triangulares superiores
sobre um corpo K graduada por um grupo G, com elemento neutro 1 ∈ G. Então A1

contém n idempotentes ortogonais.

Demonstração: Denotaremos por In a matriz identidade de UTn(K). Procederemos por

indução em n. Para n = 1, a afirmação do lema é óbvia, pois a álgebra UT1 é composta

apenas de matrizes 1× 1.

Seja n > 1. Como In ∈ A1, existe uma subálgebra semissimples (isto é, com radical

de Jacobson nulo) maximal B de A1 (veja, por exemplo, [50]). Seja C um somando simples

de B (isto é, um ideal simples que aparece na decomposição B = C1 ⊕ · · · ⊕ Cr) e seja e

a unidade de C. Pelo Lema 2.0.1, e é conjugado a um idempotente diagonal. Logo, e e

In − e são dois idempotentes ortogonais ou e = In e C = B = span{In}.

No primeiro caso, pelo Lema 2.0.2, P = eAe ≃ UTk e Q = (In − e)A(In − e) ≃

UTn−k, em que k ̸= 0, n. Como e, In − e ∈ A1, as álgebras P e Q são homogêneas

na G−graduação. Mas, pela hipótese de indução, podemos encontrar n idempotentes

ortogonais a1, . . . , ak ∈ P1, ak+1, . . . , an ∈ Q1 e concluímos.

Suponha, agora, que dimB = 1. Vamos provar que isso leva a uma contradição.
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Procederemos por indução na ordem de G. Se |G| = 1, então A1 = A = UTn é uma

subálgebra maximal semissimples de A1 tem dimensão n > 1, isto é, uma subálgebra

S ⊆ A1 tal que S é semissimples (ou seja, possui radical de Jacobson nulo) e é maximal

com respeito a essa propriedade, tem dimensão n > 1.

Suponha que, para qualquer H−graduação em UTn, em que H é um grupo finito

com |H| < |G|, tenhamos mostrado que a igualdade dimB = 1 é impossível.

Primeiro afirmamos que qualquer elemento homogêneo de A é ou nilpotente ou

invertível.

De fato, suponha que a ∈ Ag não seja nilpotente. Para m suficientemente grande,

os elementos a, a2, . . . , am são linearmente dependentes e homogêneos. Segue que g deve

ter ordem finita k e ak ∈ A1. Além disso, não sendo nilpotente, o elemento ak não está no

radical de Jacobson J(A1) de A1. Desde que A1

J(A1)
≃ KIn, segue que ak −λIn é nilpotente

para algum λ ∈ K, λ ̸= 0. Isso significa que ak e, consequentemente, a são invertíveis e a

afirmação está provada.

Provaremos, agora, que o radical de Jacobson J(A) de A não contém elementos

homogêneos diferentes de zero.

De fato, suponha, por contradição, que 0 ̸= a ∈ Ag é nilpotente. Seu anulador à

esquerda

L = {x ∈ A; xa = 0}

é um subespaço graduado de A. Como foi mostrado anteriormente, todo elemento homo-

gêneo x ∈ A é nilpotente ou invertível. Logo, desde que um elemento invertível não é

divisor de zero, L consiste de matrizes triangulares estritamente superiores. Mas a matriz

diagonal unitária e(n,n) anula à esquerda qualquer matriz estritamente triangular superior,

isto é, e(n,n) ∈ L, o que é uma contradição.

Nós provamos que J(A) não contém elementos homogêneos não nulos. Mas, em

particular, J(A1) ⊆ J(A) deve ser zero e A1 = B = {λIn;λ ∈ K} consiste em matrizes

escalares. Segue-se, também, que o suporte de A,

suppA = {g ∈ G;Ag ̸= 0}

é um subgrupo finito de G. Podemos supor que suppA = G e, caso contrário, aplicamos

indução em |G|.

Afirmamos que dimAg = 1, para qualquer g ∈ G. De fato, se x, y ∈ Ag são

linearmente independentes, então, lembrando que todo elemento não nulo é invertível,
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temos que x−1 ∈ Ag−1 e, então, yx−1 = λIn, para algum λ ∈ K. Então (x−λ−1y)x−1 = 0,

e isso contradiz a invertibilidade de 0 ̸= x− λ−1y ∈ Ag.

Note que G não pode ser um grupo abeliano. De fato, nesse caso, como g, h ∈

G, [ag, ah] ⊆ Agh + Ahg ⊆ Agh, segue que a subálgebra gerada pelos comutadores [A,A]

é um ideal graduado nilpotente não nulo de A e isso não é permitido em nossa situação,

porque J(A) não tem elementos homogêneos não nulos.

Logo, G não é abeliano e, se G′ é o subgrupo comutador de G, consideremos a

graduação quociente A =
⊕

t∈ G
G′
At. Como G

G′ é abeliano, a conclusão do nosso lema se

aplica a essa graduação G
G′ , isto é, existem n idempotentes ortogonais e1, . . . , en em

D = A1 =
⊕
h∈G′

Ah.

Por outro lado, G′ é gerado pelos comutadores de grupo a−1b−1ab, a, b ∈ G. Se

h = a−1b−1ab e 0 ̸= x ∈ Aa, 0 ̸= y ∈ Ab, então z = x−1y−1xy é um elemento não nulo de

Ah. Como dimAh = 1, temos Ah = span{z}. Em particular, D = A1, como uma álgebra,

é gerado por todos os x−1y−1xy, com x, y homogêneos. Qualquer x−1y−1xy é uma matriz

da forma In + a, em que a ∈ J(A). Logo, todo elemento de D é múltiplo escalar de um

elemento dessa forma. Em particular, para os idempotentes ortogonais e1, . . . , en ∈ D

anteriores, devemos ter ei = λiIn+ai, 1 ≤ i ≤ n, para escalares não nulos λ1, . . . , λn. Mas,

então, para qualquer i ̸= j, o produto eiej não pode ser zero, contrariando a ortogonalidade

dos e′is. Essa contradição mostra que dimB ̸= 1 e concluímos a demonstração. ■

Lema 2.0.5 Seja A =
⊕

g∈GAg um G−graduação em UTn. Então a graduação é ele-
mentar se, e somente se, toda matriz unitária e(i,j), 1 ≤ i ≤ j ≤ n, é homogênea.

Demonstração: ⇒) Se a graduação G é elementar, então todos os e(i,j) são homogêneos

por definição.

⇐) Suponha, agora que todas as matrizes elementares são homogêneas. Primeiro, prova-

remos que existem g1, . . . , gn ∈ G tais que

deg(e(i,i+1)) = g−1
i gi+1, (2.2)

para todo i = 1, . . . , n− 1.

Se g1 = 1 e g2 = deg(e(1,2)), então (2.2) é válida para i = 1. Assuma que (2.2)

vale para i = 1, . . . , k − 1. Se h = deg(e(k,k+1)), então tome gk+1 = gkh. Obviamente

deg(e(k,k+1)) = g−1
k gk+1 e (2.2) vale para se i = k.
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Finalmente, o grau de e(i,j), para quaisquer 1 ≤ i < j ≤ n, é igual a

deg(e(i,j)) = deg(e(i,i+1)) deg( e(i+1,i+2)) · · · deg(e(j−1,j))

= g−1
i gi+1g

−1
i+1gi+2 · · · g−1

j−1gj = g−1
i gj. ■

Lema 2.0.6 Seja UTn(K) =
⊕

g∈GAg graduada por um grupo G, com 1 ∈ G. Então a
graduação é elementar se, e somente se, toda matriz elementar e(i,i) pertence a A1.

Demonstração: Se a graduação G é elementar, então e(i,i) ∈ A1, para todo 1 ≤ i ≤ n,

já que qualquer idempotente graduado pertence a componente neutra A1.

Reciprocamente, seja e(i,i) ∈ A1. Então Aij = e(i,i)Ae(j,j) é um subespaço gra-

duado, para todo 1 ≤ i < j ≤ n. Como e(i,j) ∈ Aij e dimAij = 1, todas as matrizes

elementares e(i,j) são homogêneas e usamos a recíproca do Lema 2.0.5. ■

Teorema 2.0.7 Se UTn é uma álgebra G-graduada, então é isomorfa a UTn com alguma
G-graduação elementar.

Demonstração: Pelo Lema 2.0.4, A = UTn contém n idempotentes ortogonais em

A1. Então, pelo Lema 2.0.3, como UTn é uma álgebra G-graduada, então é isomorfa

a UTn(K) = UT ′
n = A′ com a G-graduação em que todas as matrizes elementares

e(1,1), · · · , e(n,n) são homogêneas e pertencem a A′
1. Assim, pelo Lema 2.0.6, A′ tem uma

G-graduação elementar. ■

Note que

(ε1, ε2, · · · , εn)

e

(1, ε−1
1 ε2, · · · , ε−1

1 εn)

definem a mesma G−graduação em UTn. De fato, na graduação elementar, o grau de e(i,j)

é dado por

deg(e(i,j)) = ε−1
i εj.

Se tomarmos uma nova sequência (1, ε−1
1 ε2, . . . , ε

−1
1 ε2) e denotarmos por deg′ o

grau na graduação definida pela nova sequência, temos:

• se i = 1, então ε′1 = 1 e

deg′(e(i,j)) = (ε′1)
−1ε′j = 1−1(ε−1

1 εj) = ε−1
1 εj.
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• se i > 1, então ε′i = ε−1
1 εi e

deg′(e(i,j)) = (ε′i)
−1ε′j = (ε−1

1 εi)
−1 · (ε−1

1 εj) = ε−1
i ε1 · ε−1

1 εj = ε−1
i εj.

Então,

deg′(e(i,j)) = ε−1
i εj = deg(e(i,j)),

para todos i, j. Isso mostra que as duas sequências definem a mesma graduação.

Definição 2.0.8 Seja ε = (ε1, . . . , εn) ∈ Gn e η = (η1, . . . , ηm) ∈ Gm. Considere a
G−graduação elementar em UTn induzida por ε. Dizemos que η é uma sequência ε−boa
se existe uma sequência de m matrizes elementares (r1, . . . , rm) no radical de Jacobson de
UTn tal que

r1r2 · · · rm ̸= 0 e degG(ri) = ηi,

para todo i = 1, . . . ,m. Caso contrário, η é chamada de sequência ε−ruim.

Agora, recorde que, para cada g ∈ G, Xg = {xg1, x
g
2, · · · } é um conjunto infinito e

X =
⋃
g∈G

Xg

é uma união disjunta. Considere, em K⟨X⟩, a G−graduação tal que K⟨X⟩ é a álgebra

G−graduada livre, livremente gerada por X. Às vezes, denotaremos por yi as variáveis

em Y = X1, e por zi uma variável xgi em Z =
⋃

g ̸=1X
g, omitindo o grau, para simplificar

a notação. Igualmente iremos omitir o grau nas variáveis de X.

Vamos considerar K um corpo finito com q elementos e G um grupo com elemento

neutro 1.

Definição 2.0.9 Seja η = (η1, . . . , ηm) ∈ Gm. Para cada j = 1, . . . ,m, defina o conjunto
Cj como segue

Cj =

{
{xηjj }, se ηj ̸= 1;

{[y2j, y2j+1], y
q
2j − y2j}, se ηj = 1.

Se c1 ∈ C1, c2 ∈ C2, . . . , cm ∈ Cm, dizemos que

fη = c1c2 · · · cm

é um η−polinômio.

Lema 2.0.10 Seja ε = (ε1, . . . , εn) ∈ Gn e η = (η1, . . . , ηm) ∈ Gm. Então η é ε−ruim se,
e somente se, cada η−polinômio está em TG(UTn, ε).
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Demonstração: Denote por J o radical de Jacobson de UTn. Note que∑
g∈G,g ̸=1

(UTn)
g ⊆ J,

pois, se e(i,j) tem grau diferente de 1, então i ̸= j.

Além disso, se a1, a2 ∈ (UTn)
g, com g = 1, então

[a1, a2] ∈ J e aq1 − a1 ∈ J.

⇒) Como η é ε−ruim, segue que fn ∈ TG(UTn, ε).

⇐) Seja η̃ uma sequência ε-boa. Então existe uma sequência de m matrizes elementares

(e(a1,a2), e(a2,a3), . . . , e(am−1,am), e(am,am+1)) no radical de Jacobson de UTn tal que o grau

homogêneo ε−1
ai
εai+1

de e(ai,ai+1) é ηi para todo i = 1, . . . ,m. Note que se ηi = 1 então

e(ai,ai+1) é de G−grau 1 e podemos avaliar os polinômios fη̃,i = [y2i−1, y2i] nas matrizes

e(ai,ai+1) e e(ai+1,ai+1) que são elementos elementos de grau 1 de UTn. Claro que se ηj ̸= 1

então fη̃,j = x
ηj
j e a matriz e(aj ,aj+1) é um elemento homogêneo de UTn de G-grau ηj.

Segue-se que a avaliação de fη̃ = fη̃,1 · · · fη̃,m nesses elementos homogêneos não se anula e

terminamos. ■

Proposição 2.0.11 Toda G−graduação elementar em UTn é unicamente determinada
pelos graus homogêneos das matrizes elementares e(1,i), com i = 1, . . . , n.

Demonstração: Sejam UTn =
⊕

g∈GAg e e(1,r) ∈ Agr . Todo e(i,i) pertence a A1, a

componente neutra. Suponha que e(i,j) ∈ Ag, para algum g ∈ G e i < j. Então, como

e(1,i)e(i,j) = e(1,j), obtemos que gig = gj e, então, g = g−1
i gj é unicamente determinado. ■

Proposição 2.0.12 Toda G−graduação elementar em UTn é unicamente determinada
pelos graus homogêneos dos elementos e(i,i+1) ou seja, os elementos imediatamente acima
da diagonal principal de uma matriz no radical de Jacobson.

Demonstração: É suficiente descrever os graus homogêneos dos elementos e(1,j) na pri-

meira linha. Sejam UTn =
⊕

g∈GAg e e(r,r+1) ∈ Ag. Temos que e(1,1) pertence a A1,

a componente neutra. Suponha que e(1,j) ∈ Ag, para algum g ∈ G e 1 < j. Então,

como e(1,j) = e(1,2)e(2,3) · · · e(j−1,j), obtemos que g = g1g2 · · · gj e, portanto, g é unicamente

determinado. ■

Teorema 2.0.13 Sejam ε = (1, ε2, . . . , εn) ∈ Gn e ε′ = (1, ε′2, . . . , ε
′
n) ∈ Gn.
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a) ε = ε′ se, e somente se, os TG-ideais das identidades polinomiais G−graduadas de UTn
são iguais.

b) ε = ε′ se, e somente se, as G−graduações elementares correspondentes em UTn são
isomorfas.

Demonstração: a) ⇒) Imediato.

⇐) Primeiramente, observe que, no radical de Jacobson de UTn, existe uma única sequên-

cia de n − 1 matrizes elementares (r1, . . . , rn−1) tal que o produto não é zero, a saber,

(e(1,2), e(2,3), e(3,4), . . . , e(n−1,n)). Dessa forma, se ε = (ε1, ε2, . . . , εn) determina alguma gra-

duação fixada, então a sequência d(ε) = (ε−1
1 ε2, . . . , ε

−1
n−1εn) é a única sequência ε−boa de

tamanho n − 1. Na verdade, essa sequência descreve os G−graus dos elementos e(i,i+1),

com i = 1, . . . , n− 1, que estão no radical de Jacobson de UTn.

Pela Proposição 2.0.12, os graus dos elementos e(i,i+1) determinam unicamente a

graduação elementar. Como ε1 = ε′1 = 1, se ε ̸= ε′, então existe algum i ≥ 2 tal que

εi ̸= ε′i. Isso implica que as sequências d(ε) e d(ε′) são diferentes. Dessa forma, o polinômio

multilinear fd(ε) é uma identidade polinomial graduada de UTn com respeito a graduação

elementar ε′, mas não é uma identidade com respeito a graduação determinada por ε.

Logo, graduações elementares diferentes satisfazem identidades polinomiais diferentes e,

portanto, TG(UTn, ε) ̸= TG(UTn, ε
′).

b) ⇒) Imediato.

⇐) Sejam ε, ε′ ∈ Gn. Denote por TG(UTn, ε) o TG−ideal de K⟨X⟩ formado por todas as

identidades polinomiais G−graduadas de UTn, quando UTn tem a G−graduação determi-

nada por ε. Suponha que as G−graduações elementares correspondentes em UTn sejam

isomorfas, ou seja,

(UTn, ε) ≃ (UTn, ε
′).

Então, TG(UTn, ε) = TG(UTn, ε
′). Logo, pela letra (a), ε = ε′.■

Em suma, no contexto da álgebra UTn munida de graduações elementares por um

grupo G, a estrutura da graduação está diretamente ligada ao conjunto de identidades

polinomiais graduadas que ela determina.

Corolário 2.0.14 Seja G um grupo finito. Então existem |G|n−1 graduações elemen-
tares na álgebra UTn pelo grupo G. Duas graduações elementares diferentes satisfazem
identidades polinomiais graduadas diferentes.
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Demonstração: Seja G um grupo finito. Já vimos que toda G−graduação elementar

em UTn é determinada por uma n−upla

ε = (1, ε2, . . . , εn) ∈ Gn.

Como a primeira entrada é fixada igual a 1, as demaus entradas podem ser escolhidas

arbitrariamente em G. Como G possui |G| elementos, pelo Princípio Fundamental da

Contagem, temos |G|n−1 n−uplas distintas.

Agora, pelo Teorema 2.0.13, se ε ̸= ε′, então TG(UTn, ε) ̸= TG(UTn, ε
′). Isso mostra

que n−uplas diferentes determinam graduações elementares distintas.

Assim, existem |G|n−1 graduações elementares distintas em UTn e duas graduações

elementares diferentes satisfazem identidades polinomiais graduadas diferentes. ■
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Capítulo 3

Identidades polinomiais G−graduadas
para UTn

Este capítulo se divide em duas partes. Inicialmente, estabelecemos os fundamentos

teóricos, com a demonstração de lemas e proposições técnicas. Esses serão cruciais para

a prova do teorema principal: uma descrição explícita de uma base para o TG−ideal das

identidades polinomiais graduadas de UTn, para qualquer graduação elementar fixada.

A principal referência utilizada para a construção deste capítulo foi o artigo [21].

3.1 Alguns resultados técnicos

Seja X = {x1, x2, . . .} um conjunto infinito enumerável. Denotaremos por K[X] a

álgebra comutativa livre, livremente gerada por X, e lembramos que K⟨X⟩ é a álgebra

associativa livre, livremente gerada por X.

Considere a ordem lexicográfica à direita nos monômios da álgebra comutativa K[X].

Assim, se a1, . . . , am, b1, . . . , bm ≥ 0, então

xa11 x
a2
2 · · · xamm < xb11 x

b2
2 · · · xbmm

se, e somente se, existe 1 ≤ j ≤ m tal que aj < bj, aj+1 = bj+1, aj+2 = bj+2, . . . , am = bm.

Exemplo 3.1.1 Considere, em K[x, y, z], os monômios

x7y2z2 e x2y3z2.



Comparando os expoentes de z, vemos que eles são iguais. Logo, temos de analisar
os de y. Note que, no segundo monômio, o expoente de y é 3, enquanto no primeiro é 2.

Assim,
x7y2z2 < x2y3z2.

Lema 3.1.2 Sejam < a ordem lexicográfica à direita e

f(x1, · · · , xm) =
∑
a∈A

αax
a1
1 x

a2
2 · · · xamm ∈ T (K),

em que a = (a1, · · · , am), αa ∈ K, A é um conjunto finito e T (K) é o T−ideal de K que
está contido em K[X]. Denote por b = (b1, · · · , bm) a m-upla tal que

xb11 x
b2
2 · · · xbmm = max{xa11 xa22 · · · xamm ; a = (a1, · · · , am) ∈ A}.

Se 0 ≤ b1, b2, · · · , bm < q, então αb = 0.

Demonstração: Escreva

f(x1, . . . , xm) =

q−1∑
j=0

fj(x1, . . . , xm−1)x
j
m.

Como |K| = q e ∂xmf < q, pela Proposição 1.7.3, segue que

fj(x1, . . . , xm)x
j
m ∈ T (K), ∀j.

Em particular,

fbm(x1, . . . , xm−1) = fbm(x1, . . . , xm−1)(1)
bm ∈ T (K).

Como xb11 x
b2
2 · · · xbm−1

m−1 é o monômio máximo de fbm(x1, . . . , xm−1) e seu coeficiente é

αb, por indução, temos αb = 0. ■

Definição 3.1.3 Dado m ≥ 1, seja Dm o subespaço vetorial de K⟨X⟩ gerado pelo con-
junto de todos os polinômios

c1c2 · · · cm,

em que ci ∈ K⟨X⟩ é um comutador de grau ≥ 2, para todo i. Denote

D′
m =

∞∑
t=m

Dt

e Do = K.

Usando a igualdade

ab = ba+ [a, b]

(ou o Teorema de Poincaré-Birkhoff-Witt), temos o seguinte lema:
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Lema 3.1.4 O espaço vetorial K⟨X⟩ é gerado pelo conjunto de todos os polinômios

ya11 · · · yass z
b1
1 · · · zbss fm,

em que a1, · · · , as, b1, · · · , bs ≥ 0, s ≥ 0, fm ∈ Dm e m ≥ 0.

Definição 3.1.5 Um polinômio f ∈ K⟨X⟩ é chamado polinômio normal se uma das três
alternativas abaixo ocorre:

1) f = [zi, yi1 , . . . , yis ], para alguns zi ∈ Z, yi1 , . . . , yis ∈ Y, s ≥ 0;

2) f = [yi1 , . . . , yis ], para alguns yi1 , . . . , yis ∈ Y, s ≥ 2;

3) f = [yqi1 − yi1 , . . . , yis ], para alguns yi1 , . . . , yis ∈ Y, s ≥ 1.

Note que, se s = 0, então [zi, yi1 , · · · , yis ] = zi é um polinômio normal. Além disso,

se s = 1, então

[yqi1 − yi1 , · · · , yis ] = yqi1 − yi1

é também um polinômio normal.

Definição 3.1.6 Dado m ≥ 1, seja Nm o subespaço vetorial de K⟨X⟩ gerado pelo con-
junto de todos os polinômios

c1c2 · · · cm,

em que ci ∈ K⟨X⟩ é um polinômio normal de grau ≥ 1, para todo i. Denote

N ′
m =

∞∑
t=m

Nt

e N0 = K.

Lema 3.1.7 O espaço vetorial K⟨X⟩ é gerado pelo conjunto de todos os polinômios

ya11 · · · yass fm,

em que 0 ≤ a1, . . . , as < q, s ≥ 0, fm ∈ Nm e m ≥ 0.

Demonstração: A prova será dividida em três afirmações.

Afirmação 1: Se g ∈ Nm, então [g, x] ∈ N ′
m, para todo x ∈ X.

Suponha g = c1c2 · · · cm, em que cada ci é um polinômio normal. Pela igualdade [uv, w] =

u[v, w] + [u,w]v, válida para qualquer álgebra associativa, temos

[g, x] =
m∑
i=1

c1 · · · ci−1[ci, x]ci+1 · · · cm. (3.1)
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De fato, o caso m = 1 é trivial.

Suponha, agora, que

[c1 · · · cm−1, x] =
m−1∑
i=1

c1 · · · ci−1[ci, x]ci+1 · · · cm−1, ∀x ∈ X, ∀c1, . . . , cm ∈ N1.

Dessa forma,

[c1c2 · · · cm, x] = c1[c2 · · · cm, x] + [c1, x]c2 · · · cm

= c1

( m∑
i=2

c2 · · · ci−1[ci, x]ci+1 · · · cm
)
+ [c1, x]c2 · · · cm

=
m∑
i=2

c1c2 · · · ci−1[ci, x]ci+1 · · · cm + [c1, x]c2 · · · cm

=
m∑
i=1

c1 · · · ci−1[ci, x]ci+1 · · · cm.

Utilizando a igualdade (3.1), temos:

i) Se x ∈ Y, então c1 · · · ci−1[ci, x]ci+1 · · · cm ∈ Nm e, assim, [g, x] ∈ N ′
m, uma vez que

[g, x] ∈ Nm ⊂ N ′
m.

ii) Se x ∈ Z, então

c1 · · · ci−1[ci, x]ci+i · · · cm =

= c1 · · · ci−1cixci+1 · · · cm − c1 · · · ci−1xcici+1 · · · cm ∈ Nm+1 ⊆ N ′
m.

Assim, [g, x] ∈ N ′
m.

Afirmação 2: Sejam xi1 , xi2 , · · · , xin ∈ X. Se g = [xi1 , xi2 , · · · , xis ], em que s ≥ 2, então

g ∈ N ′
1.

Faremos indução em s. Para s = 2, temos:

• se xi1 , xi2 ∈ Y, pelo Caso 2 da Definição 3.1.5, temos o resultado;

• se xi1 ∈ Z e xi2 ∈ Y, pelo Caso 1 da Definição 3.1.5, temos o resultado;

• se xi2 ∈ Z e xi1 ∈ Y, então [xi1 , xi2 ] = −[xi2 , xi1 ] e, pelo Caso 1 da Definição 3.1.5,

temos o resultado;

• se xi2 , xi1 ∈ Z, então os dois são normais. Logo, [xi1 , xi2 ] ∈ N2.
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Agora, por hipótese de indução, tomemos

g1 = [xi1 , . . . , xs−1] ∈ N ′
1 =

∞∑
t=1

Nt.

Assim, g1 =
∑

j gt, com gj ∈ Ntj . Pela Afirmação 1,

[gj, xis ] ∈ N ′
tj
⊂ N ′

1 =⇒ g =
∑
j

[gj, xis ] ∈ N ′
1.

Afirmação 3: Sejam i1 ≤ · · · ≤ is e s ≥ 0. Então o polinômio (yq − y)yi1 · · · yis é uma

combinação linear de polinômios

yj1 · · · yjt [yq − y, yjt+1 , · · · , yjs ],

em que 0 ≤ t ≤ s, j1 ≤ · · · ≤ jt e jt+1 ≤ · · · ≤ js.

A demonstração será por indução em s. Para s = 0, o resultado é trivial.

Por hipótese de indução, (yq − y)yi1 · · · yis−1 é uma combinação linear de polinômios

yj1 · · · yjt [yq − y, yjt+1 , · · · , yjs−1 ],

em que 0 ≤ t ≤ s−1, j1 ≤ · · · ≤ jt e jt+1 ≤ · · · ≤ js−1. Em particular, (yq−y)yi1 · · · yis−1yis

é uma combinação linear de polinômios

yj1 · · · yjt [yq − y, yjt+1 , · · · , yjs−1 ]yis .

Como

yj1 · · · yjt [yq − y, yjt+1 , · · · , yjs−1 ]yis =

yj1 · · · yjtyis [yq − y, yjt+1 , · · · , yjs−1 ] + yj1 · · · yjt [yq − y, yjt+1 , · · · , yjs−1 , yis ],

a afirmação está provada.

Agora, vamos provar o lema por meio das afirmações anteriores.

Pelo Lema 3.1.4, K⟨X⟩ é gerado, como espaço vetorial, por todos os polinômios

ya11 · · · yass z
b1
1 · · · zbss c1 · · · cm,

em que a1, · · · , as, b1, · · · , bs ≥ 0, s ≥ 0, ci ∈ D1, para todo i, m ≥ 0.

Pela Afirmação 2,

c1 · · · cm ∈ N ′
m.
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Todo zi é um polinômio normal. Assim, K⟨X⟩ é gerado, como espaço vetorial, pelo

conjunto de todos os polinômios

ya11 · · · yass fm,

em que 0 ≤ a1, · · · , as, s ≥ 0, fm ∈ Nm,m ≥ 0.

Se ai ≥ q para algum i, então

ya11 · · · yaii · · · yass fm = ya11 · · · yai−q
i (yqi − yi + yi) · · · yass fm =

= ya11 · · · yai−q
i (yqi − yi) · · · yass fm︸ ︷︷ ︸

u

+ ya11 · · · yai−q+1
i · · · yass fm.︸ ︷︷ ︸

v

Agora, aplicamos a Afirmação 3 no polinômio u e, se necessário, usamos um argu-

mento análogo em v também. Após alguns passos, teremos o desejado. ■

Denote por Sym(s) o grupo de permutações de {1, . . . , s}.

Lema 3.1.8 Seja z ∈ Z e y, ȳ ∈ Y. Se σ ∈ Sym(s), então:

a) [z, yσ(1), . . . , yσ(s)] = [z, y1, . . . , ys] + g, para algum g ∈ N ′
2.

b) [y, ȳ, yσ(1), . . . , yσ(s)] = [y, ȳ, y1, . . . , ys] + g, para algum g ∈ N ′
2.

c) [yq − y, yσ(1), . . . , yσ(s)] = [yq − y, y1, . . . , ys] + g, para algum g ∈ N ′
2.

Demonstração: Uma vez que toda permutação é um produto de transposições consecu-

tivas, é suficiente considerar a transposição σ = (t, t+ 1). Escreva

c = [u, y1, . . . , yt−1︸ ︷︷ ︸
c′

, yt+1, yt, yt+2, . . . , ys],

em que u = z, u = [y, ȳ] ou u = yq − y. Denote c′ = [u, y1, . . . , yt−1]. Note que

c = [c′, yt+1, yt, yt+2, . . . , ys].

Considere a Identidade de Jacobi

[x, y, z] = [x, [y, z]] + [x, z, y].

Façamos

c = [ c′︸︷︷︸
x

, yt+1︸︷︷︸
y

, yt︸︷︷︸
z

, yt+2, . . . , ys]
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e, então,

c = [[c′, yt+1, yt], yt+2, . . . , ys]

= [[c′, [yt+1, yt]] + [c′, yt, yt+1], yt+2, . . . , ys]

= [[c′, [yt+1, yt]], yt+2, . . . , ys] + [[c′, yt, yt+1], yt+2, . . . , ys]

= −[[c′, [yt, yt+1]], yt+2, . . . , ys] + [[c′, yt, yt+1], yt+2, . . . , ys]

= [[[yt, yt+1], c
′], yt+2, . . . , ys] + [[c′, yt, yt+1], yt+2, . . . , ys]

= [yt, yt+1, c
′, yt+2, . . . , ys] + [c′, yt, yt+1, yt+2, . . . , ys]

= [c′, yt, yt+1, yt+2, . . . , ys] + [yt, yt+1, c
′, yt+2, . . . , ys]︸ ︷︷ ︸
g

.

Afirmação: Se x ∈ N ′
2 e w1, . . . , wn ∈ X, então [x,w1, . . . , wn] ∈ N ′

2.

Para provar isso, faremos indução no número de variáveis n.

Primeiramente, vejamos o caso base n = 1, ou seja, se x ∈ N ′
2 e w ∈ X, então

[x,w] ∈ N ′
2.

Se x ∈ N ′
2, então x é combinação linear de

c1c2 · · · cm, m ≥ 2,

com ci normal, para todo 1 ≤ i ≤ m.

Façamos v = c1 · · · cm. Já vimos, na afirmação 1 do Lema 3.1.7, que, a partir da

igualdade

[ab, d] = a[b, d] + [a, d]b,

temos

[v, w] =
m∑
i=1

c1 · · · ci−1[ci, w]ci+1 · · · cm.

Note que, se w ∈ Y, como ci é normal, então [ci, w] é normal. Logo, como também

c1, . . . , ci−1, ci+1, . . . , cm são normais, segue que [v, w] ∈ N ′
2.

Agora, se w ∈ Z, então, novamente pela afirmação 1 do Lema 3.1.7,

c1 · · · ci−1[ci, w]ci+1 · · · cm ∈ Nm+1 ⊂ N ′
m ⊆ N ′

2, m ≥ 2.

Assim, [v, w] ∈ N ′
2.

Dessa forma, como x é combinação linear de elementos do tipo v = c1 · · · cm, temos

[x,w] ∈ N ′
2.
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Agora, suponha, por hipótese de indução, que o resultado vale para n − 1. Assim,

estamos supondo que, se x ∈ N ′
2 e w1, . . . , wn−1 ∈ X, então [x,w1, . . . , wn−1] ∈ N ′

2.

Seja y = [x,w1, . . . , wn−1]. Desse modo, [x,w1, . . . , wn−1, wn] = [y, wn]. Pela hipótese

de indução, y ∈ N ′
2. Dessa forma, pelo caso base, [y, wn] ∈ N ′

2.

Portanto, [x,w1, . . . , wn] ∈ N ′
2 e, consequentemente, concluímos a afirmação.

Agora, como

g = [yt, yt+1, c
′, yt+2, . . . , ys] = [[yt, yt+1]c

′ − c′[yt, yt+1], yt+2, . . . , ys]

e [yt, yt+1] e c′ são normais, então [yt, yt+1]c
′, c′[yt, yt+1] ∈ N2 ⊂ N ′

2. Dessa forma, utili-

zando a afirmação provada, g = [yt, yt+1, c
′, yt+2, . . . , ys] ∈ N ′

2 e, portanto, concluímos a

demonstração. ■

Definição 3.1.9 Um polinômio normal f é chamado de polinômio E-normal se ele for
de uma das três formas abaixo:

a) f = [zi, yi1 , yi2 , . . . , yis ], com i1 ≤ i2 ≤ . . . ≤ is;

b) f = [yj, yi1 , yi2 , . . . , yis ], com j > i1 ≤ i2 ≤ . . . ≤ is;

c) f = [yqi − yi, yi1 , yi2 , . . . , yis ], com i1 ≤ i2 ≤ . . . ≤ is.

Definição 3.1.10 Dado m ≥ 1, seja Em o subespaço vetorial de K⟨X⟩ gerado pelo con-
junto de todos os polinômios

c1c2 · · · cm,

em que ci ∈ K⟨X⟩ é um polinômio E-normal de grau ≥ 1, para todo i. Denote

E ′
m =

∞∑
t=m

Et

e E0 = K.

Lema 3.1.11 Nm ⊆ Em +N ′
m+1.

Demonstração: Seja f = [yi1 , . . . , yis ] ∈ N1. Pelo Lema 3.1.8,

f = [yj1 , yj2 , yj3 , . . . , yjs ] (mod N ′
2),

em que i1 = j1, i2 = j2, j3 ≤ j4 ≤ . . . ≤ js.

i) Se j2 = min{j1, j2, . . . , js}, então [yj1 , yj2 , yj3 , . . . , yjs ] ∈ E1.
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ii) Se j1 = min{j1, j2, . . . , js}, então

[yj1 , yj2 , yj3 , . . . , yjs ] = −[yj2 , yj1 , yj3 , . . . , yjs ] ∈ E1.

iii) Se j3 = min{j1, j2, . . . , js}, pela Identidade de Jacobi, temos

[yj1 , yj2 , yj3 , . . . , yjs ] = −[yj2 , yj3 , yj1 , . . . , yjs ] + [yj1 , yj3 , yj2 , . . . , yjs ].

Agora, aplicamos o Lema 3.1.8 em cada parcela do lado direito outra vez:

[yj1 , yj2 , yj3 , . . . , yjs ] = −[yj2 , yj3 , yj1 , . . . , yjs ] + [yj1 , yj3 , yj2 , . . . , yjs ]

= −[yj2 , yj3 , yi1 , yi2 , . . . , yis−2 ]︸ ︷︷ ︸
∈E1

+ g1︸︷︷︸
∈N ′

2

+ [yj1 , yj3 , yk1 , yk2 , . . . , yks−2 ]︸ ︷︷ ︸
∈E1

+ g2︸︷︷︸
∈N ′

2

,

com i1 ≤ i2 ≤ · · · ≤ is−2, k1 ≤ k2 ≤ · · · ≤ ks−2 e i1, . . . , is−2, k1, , . . . , ks−2 ∈ {j1, j2, . . . , js}.

Pelos três itens anteriores, provamos que f ∈ E1+N
′
2, ou seja, N1 ⊆ E1+N

′
2. Logo,

Nm = N1 · · ·N1︸ ︷︷ ︸
m−vezes

⊆ (E1 +N ′
2) · · · (E1 +N ′

2)︸ ︷︷ ︸
m−vezes

⊆ Em +N ′
m+1.

Para provarmos a última inclusão, faremos indução sobre m.

Para m = 1, temos E1 +N ′
2 ⊆ E1 +N ′

2.

Agora, suponha que (E1 +N ′
2)

m ⊂ Em +N ′
m+1. Dessa forma,

(E1 +N ′
2)

m+1 = (E1 +N ′
2)(E1 +N ′

2)
m ⊂ (E1 +N ′

2)(Em +N ′
m+1)

= E1Em + E1N
′
m+1 +N ′

2Em +N ′
2N

′
m+1. ■

Notação 3.1.12 Se f ∈ K⟨X⟩, y ∈ Y e d ≥ 1, denotamos

[f, y(d)] = [f, y, y, . . . , y︸ ︷︷ ︸
d fatores

].

Além disso, denotamos [f, y(0)] = f.

Definição 3.1.13 Um polinômio E-normal é chamado H-normal se ele for de uma das
três formas abaixo:

a) f = [zi, y
(d1)
1 , . . . , y

(ds)
s ], com 0 ≤ d1, . . . , ds < q.

b) f = [yj, y
(d1)
1 , . . . , y

(ds)
s ], com 0 ≤ d1, . . . , ds < q.

c) f = [yqi − yi, y
(d1)
1 , . . . , y

(ds)
s ], com 0 ≤ d1, . . . , ds < q.
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Definição 3.1.14 Dado m ≥ 1, seja Hm o subespaço vetorial de K⟨X⟩ gerado pelo con-
junto de todos os polinômios

c1c2 · · · cm,

em que ci ∈ K⟨X⟩ é um polinômio H-normal de grau ≥ 1, para todo i. Denote

H ′
m =

∞∑
t=m

Ht

e H0 = K.

Lema 3.1.15 Se f ∈ K⟨X⟩ e y ∈ Y, então

[f, y(q)] = [f, yq].

Em particular,
[f, y(q)] = [f, yq − y] + [f, y].

Demonstração: Primeiramente, provaremos, por indução em m, que

[f, y(m)] =
m∑
i=0

(−1)i
(
m

i

)
yifym−i.

Para m = 1, temos

1∑
i=0

(−1)i
(
1

i

)
yify1−i = (−1)0

(
1

0

)
y0fy1−0 + (−1)1

(
1

1

)
y1fy1−1

= fy − yf = [f, y] = [f, y(1)].

Suponha m ≥ 2. Assim,

[f, y(m)] = [f, y(m−1), y] = [f, y(m−1)]y − y[f, y(m−1)]

=

(
m−1∑
i=0

(
m− 1

i

)
yifym−1−i

)
y + y

(
m−1∑
i=0

(−1)i
(
m− 1

i

)
yifym−1−i

=
m−1∑
i=0

(−1)i
(
m− 1

i

)
yifym−i −

m−1∑
i=0

(−1)i
(
m− 1

i

)
yi+1fym−1−i

= fym +
m−1∑
i=1

(−1)i
(
m− 1

i

)
yifym−i −

m−1∑
i=0

(−1)i
(
m− 1

i

)
yi+1fym−1−i.︸ ︷︷ ︸

(⋆)

Em (⋆), façamos j = i+ 1. Logo,

• quando i = 0, j = 1;
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• quando i = m− 1, j = m.

Então,
m−1∑
i=0

(−1)i
(
m− 1

i

)
yi+1fym−1−i =

m∑
j=1

(−1)i
(
m− 1

j − 1

)
yjfym−j.

Substituindo na expressão anterior, temos

[f, y(m)] =fym +
m−1∑
i=1

(−1)iyifym−1 −

(
m∑
i=1

(−1)i−1

(
m− 1

i− 1

)
yifym−i

)

=fym +
m−1∑
i=1

(−1)iyifym−1 −

(
m−1∑
i=1

(−1)i−1

(
m− 1

i− 1

)
yifym−i+

(−1)m−1

(
m− 1

m− 1

)
ymfym−m

)

=fym +
m−1∑
i=1

(−1)i
(
m− 1

i

)
yifym−i +

m−1∑
i=1

(−1)i
(
m− 1

i− 1

)
yifym−i+

(−1)mymf

=
m∑
i=0

(−1)i
(
m

i

)
yifym−i.

Denote por p a característica do corpo K. Daí, q = |K| = pt, para algum t ≥ 1.

Temos, pelo Lema 1.1.20, (
q

i

)
= 0, para todo 1 ≤ i ≤ q − 1.

Logo,

[f, y(q)] =

q∑
i=0

(−1)i
(
q

i

)
yifyq−i = fyq + (−1)qyqf = [f, yq],

como queríamos demonstrar. ■

Lema 3.1.16 Em ⊆ Hm +N ′
m+1.

Demonstração: Primeiramente, provaremos que E1 ⊆ H1 +N ′
2.

Seja c = [z, y
(d1)
1 , . . . , y

(ds)
s ] ∈ E1, em que di ≥ 0, para todo i. Vamos provar, por indução

em s, que c ∈ H1 +N ′
2.

O caso s = 0 é trivial.

Suponha s ≥ 1. Por hipótese de indução, existem f ∈ H1 e g ∈ N ′
2 tais que

[z, y
(d1)
1 , . . . , y

(ds−1)
s−1 ] = f + g,
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ou seja,

c = [[z, y
(d1)
1 , . . . , y

(ds−1)
s−1 ], y(ds)s ] = [f, y(ds)s ] + [g, y(ds)s ].

i) Se ds < q, então [f, y
(ds)
s ] ∈ H1 e [g, y

(ds)
s ] ∈ N ′

2, pois, como

g ∈ N ′
2 =

∞∑
t=2

Nt,

escrevemos g =
∑

j gj, com gj ∈ Ntj , tj ≥ 2. Pela afirmação 1 do Lema 3.1.7, temos

[gj, y
(ds)
s ] ∈ N ′

tj
⊆ N ′

2.

Assim,

[g, y(ds)s ] =
∑
j

[gj, y
(ds)
s ] ∈ N ′

2.

Dessa forma, c ∈ H1 +N ′
2.

ii) Se ds ≥ q, pelo Lema 3.1.15, temos

c =[f, y(q)s , y(ds−q)
s ] + [g, y(ds)s ]

=[[f, ys] + [f, yqs − ys], y
(ds−q)
s ] + [g, y(ss)s ]

=[f, ys, y
(ds−q)
s ] + [f, yqs − ys, y

(ds−q)
s ] + [g, y(ds)s ]

=[f, y(ds−q+1)
s ] + [f(yqs − ys)− (yqs − ys)f, y

(ds−q)
s ] + [g, y(ds)s ]

=[f, y(ds−q+1)
s ] + [f(yqs − ys), y

(ds−q)
s ]− [(yqs − ys)f, y

(ds−q)
s ] + [g, y(ds)s ]

=[f, y(ds−q+1)
s ] + [f, y(ds−q)

s ](yqs − ys) + f [yqs − ys, y
(ds−q)
s ]+

− [yqs − ys, y
(ds−q)
s ]f − (yqs − ys)[f, y

(ds−q)
s ] + [g, y(ds)s ].

Logo,

c = [f, y(ds−q+1)
s ] + h,

em que

h = [f, y(ds−q)
s ](yqs − ys) + f [yqs − ys, y

(ds−q)
s ]

−[yqs − ys, y
(ds−q)
s ]f − (yqs − ys)[f, y

(ds−q)
s ] + [g, y(ds)s ] ∈ N ′

2.

Se ds − q + 1 ≥ q, repetimos o argumento na parcela [f, y
(ds−q+1)
s ]. Após alguns

passos, vamos obter c ∈ H1 +N ′
2.

Se c = [yqi − yi, y
(d1)
1 , . . . , y

(ds)
s ] ∈ E1, com dj ≥ 0, para todo j, com um argumento

análogo ao outro caso vemos que c ∈ H1 +N ′
2.
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Seja c = [yj, y
(d1)
1 , . . . , y

(ds)
s ] ∈ E1, com di ≥ 0, para todo i. Relembramos que

deg(c) ≥ 2. Vamos provar, por indução em s ≥ 1, que c ∈ H1 +N ′
2.

Se s = 1, ou seja, c = [yj, y
(d1)
1 ], temos três casos a considerar:

i) Se d1 < q, então [yj, y
(d1)
1 ] ∈ H1.

ii) Se d1 = q, pelo Lema 3.1.15, obtemos

c = [yj, y
(q)
1 ] = [yj, y1] + [yj, y

q
1 − y1] = [yj, y1]− [yq1 − y1, yj].

Logo, c ∈ H1.

iii) Se d1 > q, pelo Lema 3.1.15 e pelo Lema 3.1.8 (c), temos

c = [yj, y
(d1)
1 ] = [yj, y

(q)
1 , y

(d1−q)
1 ] = [[yj, y

(q)
1 ], y

(d1−q)
1 ]

= [[yj, y
q
1 − y1] + [yj, y1], y

(d1−q)
1 ]

= [[yj, y
q
1 − y1], y

(d1−q)
1 ] + [[yj, y1], y

(d1−q)
1 ]

= [yj, y
(d1−q+1)
1 ]− [yq1 − y1, yj, y

(d1−q)
1 ]

= [yj, y
(d1−q+1)
1 ]− [yq1 − y1, y

(d1−q)
1 , yj] + h1

= [yj, y
(d1−q+1)
1 ] + h,

para alguns h1, h ∈ N ′
2. Se d1−q+1 ≥ q, repetimos o argumento ao somando [yj, y

(d1−q+1)
1 ].

Após alguns passos, vamos obter c ∈ H1 +N ′
2.

Logo, o caso s = 1 está provado. Os demais passos da indução são feitos de maneira

análoga ao anterior.

Pelos casos vistos, provamos que E1 ⊂ H1 +N ′
2. Dessa forma,

Em = E1 · · ·E1 ⊆ (H1 +N ′
2) · · · (H1 +N ′

2) ⊆ Hm +N ′
m+1. ■

Definição 3.1.17 Um polinômio H−normal f é chamado L−normal se ele for de uma
das três formas abaixo:

a) f = [zi, y
(d1)
1 , . . . , y

(ds)
s ], com 0 ≤ d1, . . . , ds < q;

b) f = [yj, y
(d1)
1 , . . . , y

(dj−1)
j , . . . , y

(ds)
s ], com 0 ≤ d1, . . . , ds < q;

c) f = [yqi − yi, y
(d1)
1 , . . . , y

(di−1)
i−1 , y

(di+1)
i+1 , . . . , y

(ds)
s ], com 0 ≤ d1, . . . , ds < q.

Com respeito à Definição 3.1.17, relembramos que:

• em a): s ≥ 0;
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• em b): dt ̸= 0, para algum t ̸= j. Além disso, se d1 = d2 = · · · = dt−1 = 0, então

j > t, ou seja, o índice da variável que ocupa a primeira posição no comutador é

maior do que o índice da variável que ocupa a segunda posição no comutador;

• em c): s ≥ 0.

Definição 3.1.18 Dado m ≥ 1, seja Lm o subespaço vetorial de K⟨X⟩ gerado pelo con-
junto de todos os polinômios

c1c2 · · · cm,

em que ci ∈ K⟨X⟩ é um polinômio L−normal de grau ≥ 1, para todo i. Denote

L′
m =

∞∑
t=m

Lt

e L0 = K.

Lema 3.1.19 Seja A uma álgebra. Para quaisquer a, b, y1, y2, . . . , yk ∈ A, [ab, y1, y2, . . . yk]
é uma combinação linear de produtos

[a, yi1 , . . . , yir ][b, yj1 , . . . , yjs ],

com i1, . . . , ir, j1, . . . , js ∈ {1, . . . , k}. Quando r = 0 (respectivamente, s = 0), convencio-
namos que [a] = a (respectivamente, [b] = b).

Demonstração: Faremos indução sobre k.

Para k = 1,

[ab, y1] = a[b, y1] + [a, y1]b.

Seja, agora, c = [ab, y1, . . . , yk]. Suponha, por hipótese de indução, que

c =
∑

α[a, yi1 , . . . , yir ][b, yj1 , . . . , yjs ],

com i1, . . . , ir, j1, . . . , js ∈ {1, . . . , k}.

Note que

[ab, y1, . . . , yk+1] = [c, yk+1].

Assim,[∑
α[a, yi1 , . . . , yir ][b, yj1 , . . . , yjs , yk+1]

]
=
∑

α[[a, yi1 , . . . , yir ][b, yj1 , . . . , yjs ], yk+1]

=
∑

α
(
[a, yi1 , . . . , yir ][b, yj1 , . . . , yjs , yk+1]+

+ [a, yi1 , . . . , yir , yk+1][b, yj1 , . . . , yjs ]
)
.

Portanto, temos o resultado. ■
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Lema 3.1.20 Hm ⊆ Lm +N ′
m+1.

Demonstração: Denote por

[xj1 , . . . , xjk−1
, x̂jk , xjk+1

, . . . , xjn ] = [xj1 , . . . , xjk−1
, xjk+1

, . . . , xn].

Seja c = [yj, y
(d1)
1 , . . . , y

(dj)
j , . . . , y

(ds)
s ] ∈ H1, em que 0 ≤ di < q, para todo i. Prova-

remos que c ∈ L1 +N ′
2.

i) Se dj < q − 1, então c ∈ L1.

ii) Suponha que dj = q − 1. Nesse caso, temos c = [yj, y
(d1)
1 , . . . , y

(q−1)
j , . . . , y

(ds)
s ]. Sem

perda de generalidade, podemos supor d1 ̸= 0. Pelos Lemas 3.1.8 e 3.1.15, existe

g ∈ N ′
2 tal que:

c =+ [yj, y1, y
(q−1)
j , y

(d1−1)
1 , y

(d2)
2 , . . . , ŷ

(q−1)
j , . . . , y(ds)s ] + g

=− [y1, y
(q)
j , y

(d1−1)
1 , y

(d2)
2 , . . . , ŷ

(q−1)
j , . . . , y(ds)s ] + g

=− [y1, yj, y
(d1−1)
1 , y

(d2)
2 , . . . , ŷ

(q−1)
j , . . . , y(ds)s ]+

− [y1, y
q
j − yj, y

(d1−1)
1 , y

(d2)
2 , . . . , ŷ

(q−1)
j , . . . , y(ds)s ] + g

=+ [yj, y
(d1)
1 , y

(d2)
2 , . . . , ŷ

(q−1)
j , . . . , y(ds)s ]+

+ [yqj − yj, y
(d1)
1 , y

(d2)
2 , . . . , ŷ

(q−1)
j , . . . , y(ds)s ] + g.

Logo, c ∈ L1 +N ′
2.

Agora, seja c = [yqi − yi, y
(d1)
1 , . . . , y

(di)
i , . . . , y

ds)
s ], em que 0 ≤ di < q, para todo i.

Provaremos que c ∈ L1 +N ′
2.

i) Se di = 0, então c ∈ L1.

ii) Suponha di ̸= 0. Sem perda de generalidade, podemos supor d1 ̸= 0. Pelo Lema 3.1.8

e pela Identidade de Jacobi, existe g ∈ N ′
2 tal que

c =+ [yqi − yi, y1, yi, y
(d1−1)
1 , y

(d2)
2 , . . . , y

(di−1)
i , . . . , y(ds)s ] + g

=+ [yi, y1, y
q
i − yi, y

(d1−1)
1 , y

(d2)
2 , . . . , y

(di−1)
i , . . . , y(ds)s ] + g

=+ [[yi, y1](y
q
i − yi), y

(d1−1)
1 , y

(d2)
2 , . . . , y

(di−1)
i , . . . , y(ds)s ]

− [(yqi − yi)[yi, y1], y
(d1−1)
1 , y

(d2)
2 , . . . , y

(di−1)
i , . . . , y(ds)s ] + g.
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Pelo Lema 3.1.19, [ab, yl1 , yl2 , . . . , ylr ] é igual a uma combinação linear de pro-

dutos [a, . . .][b, . . .]. Assim,

+ [[yi, y1](y
q
i − yi), y

(d1−1)
1 , y

(d2)
2 , . . . , y

(di−1)
i , . . . , y(ds)s ]

− [(yqi − yi)[yi, y1], y
(d1−1)
1 , y

(d2)
2 , . . . , y

(di−1)
i , . . . , y(ds)s ] ∈ N ′

2.

Logo, c ∈ N ′
2.

Agora, seja c = [zi, y
(d1)
1 , . . . , y

(ds)
s ] ∈ H1. Nesse caso, c ∈ L1.

Provamos que H1 ⊆ L1 +N ′
2. Portanto,

Hm = H1 · · ·H1 ⊆ (L1 +N ′
2) · · · (L1 +N ′

2) ⊆ Lm +N ′
m+1. ■

3.2 O Teorema Principal

Nosso objetivo, agora, é descrever explicitamente uma base para o TG−ideal das

identidades polinomiais graduadas de UTn, para qualquer graduação elementar fixada.

Lema 3.2.1 Seja

Ω = {yl(i,j); l ≥ 1 e 1 ≤ i ≤ j ≤ n} ∪ {zl(i,j); l ≥ 1 e 1 ≤ i ≤ j ≤ n}

um conjunto infinito de variáveis, e denote por K[Ω] a álgebra comutativa livre, livremente
gerada por Ω sobre K. Se

Yl =
n∑

i=1

yl(i,i)e(i,i) +
n−1∑
i=1

yl(i,i+1)e(i,i+1) e Zl =
n−1∑
i=1

zl(i,i+1)e(i,i+1)

são elementos de UTn(K[Ω]), então

a) [Zl, Y1, . . . , Ys] =
∑n−1

i=1

(
zl(i,i+1)

∏s
t=1

(
yt(i+1,i+1) − yt(i,i)

))
e(i,i+1) + u;

b) [Yl, Y1, . . . , Ys] =
∑n−1

i=1

(
(yl(i,i+1)y

1
(i+1,i+1)+ y

l
(i,i)y

1
(i,i+1)− y1(i,i+1)y

l
(i+1,i+1)− y1(i,i)y

l
(i,i+1))×∏s

t=2(y
t
(i+1,i+1) − yt(i,i))

)
e(i,i+1) + v;

c) [Y q
l − Yl, Y1, . . . , Ys] =

∑n−1
i=1

((
yl(i,i+1)

(∑q−1
t=0 (y

l
(i,i))

t(yl(i+1,i+1))
q−1−t − 1)

)
×

×
∏s

t=1(y
t
(i+1,i+1) − yt(i,i))

)
e(i,i+1) + w,

em que u, v e w são combinações lineares de matrizes e(i,j), com coeficientes em K[Ω], tais
que j − i ≥ 2.
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Demonstração: Provaremos o item a) por indução em s.

Se s = 1, então

[Zl, Y1] =

[
n−1∑
i=1

zl(i,i+1)e(i,i+1),
n∑

i=1

y1(i,i)e(i,i) +
n−1∑
i=1

y1(i,i+1)e(i,i+1)

]

=

[
n−1∑
i=1

zl(i,i+1)e(i,i+1),
n∑

i=1

y1(i,i)e(i,i)

]
+

[
n−1∑
i=1

zl(i,i+1)e(i,i+1),
n−1∑
i=1

y1(i,i+1)e(i,i+1)

]
︸ ︷︷ ︸

u′

=

[
n−1∑
i=1

zl(i,i+1)e(i,i+1),
n∑

i=1

y1(i,i)e(i,i)

]
+ u′

=[zl(1,2)e(1,2) + zl(2,3)e(2,3) + · · ·+ z(n−1,n)e(n−1,n),

n∑
i=1

y1(i,i)e(i,i)]

=[zl(1,2),
n∑

i=1

y1(i,i)e(i,i)] + · · ·+ [zl(n−1,n)e(n−1,n),
n∑

i=1

y1(i,i)e(i,i)] + u′

=[zl(1,2)e(1,2), y
1
(1,1)e(1,1) + y1(2,2)e(2,2) + · · ·+ y1(n,n)e(n,n)] + · · ·+

[zl(n−1,n)e(n−1,n), y
1
(1,1)e(1,1) + · · ·+ y1(n− 1, n− 1)e(n−1,n−1 + y1(n,n)e(n,n)] + u′

=(zl(1,2)e(1,2))(y
1
(1,1)e(1,1) + y1(2,2)e(2,2) + · · ·+ y1(n,n)e(n,n))−

(y1(1,1)e(1,1) + y1(2,2)e(2,2) + · · ·+ y1(n,n)e(n,n))(z
l
(1,2)e(1,2)) + · · ·+

(zl(n−1,n)e(n−1,n))(y
1
(1,1)e(1,1) + · · ·+ y1(n−1,n−1)e(n−1,n−1) + y1(n,n)e(n,n))−

(y1(1,1)e(1,1) + · · ·+ y1(n−1,n−1)e(n−1,n−1) + y1(n,n)e(n,n))(z
l
(n−1,n)e(n−1,n))

=zl(1,2)e(1,2)y
1
(2,2)e(2,2) − y1(1,1)e(1,1)z

l
(1,2)e(1,2) + · · ·+ zl(n−1,n)e(n−1,n)y

1
(n,n)e(n,n)−

y1(n−1,n−1)e(n−1,n−1)z
l
(n−1,n)e(n−1,n) + u′

=zl(1,2)y
1
(2,2)e(1,2)e(2,2) − y1(1,1)z

l
(1,2)e(1,1)e(1,2) + · · ·+ zl(n−1,n)y

1
(n,n)e(n−1,n)e(n,n)−

y1(n−1,n−1)z
l
(n−1,n)e(n−1,n−1)e(n−1,n) + u′

=zl(1,2)y
1
(2,2)e(1,2) − y1(1,1)z

l
(1,2)e(1,2) + · · ·+ zl(n−1,n)y

1
(n,n)e(n−1,n)−

y1(n−1,n−1)z
l
(n−1,n)e(n−1,n) + u′

=zl(1,2)y
1
(2,2)e(1,2) − zl(1,2)y

1
(1,1)e(1,2) + · · ·+ zl(n−1,n)y

1
(n,n)e(n−1,n)−

zl(n−1,n)y
1
(n−1,n−1)e(n−1,n) + u′

=zl(1,2)(y
1
(2,2) − y1(1,1))e(1,2) + · · ·+ zl(n−1,n)(y

1
(n,n) − y1(n−1,n−1))e(n−1,n) + u′

=
n−1∑
i=1

(zl(i,i+1)(y
1
(i+1,i+1) − y1(i,i)))e(i,i+1) + u′.

em que u′ é combinação linear de matrizes e(i,j), com coeficientes em K[Ω], tais que

j − i ≥ 2.

66



Suponha, por hipótese de indução, que

[Zl, Y1, . . . , Ys−1] =
n−1∑
i=1

(
zl(i,i+1)

s−1∏
t=1

(yt(i+1,i+1) − yt(i,i)
)
e(i,i+1) + u′′,

em que u′′ é combinação linear de matrizes e(i,j), com coeficientes em K[Ω], tais que

j − i ≥ 2. Escreva gti = yt(i+1,i+1) − yt(i,i). Então,

[[Zl, Y1, . . . , Ys−1], Ys] =

[
n−1∑
i=1

(
zl(i,i+1)

s−1∏
t=1

gti

)
e(i,i+1) + u′′,

n∑
i=1

ys(i,i)e(i,i) +
n−1∑
i=1

ys(i,i+1)e(i,i+1)

]

=

[
n−1∑
i=1

(
zl(i,i+1)

s−1∏
t=1

gti

)
e(i,i+1),

n∑
i=1

ys(i,i)e(i,i)

]
+

+

[
n−1∑
i=1

(
zl(i,i+1)

s−1∏
t=1

gti

)
e(i,i+1),

n−1∑
i=1

ys(i,i+1)e(i,i+1)

]
+

+

[
u′′,

n∑
i=1

ys(i,i)e(i,i) +
n−1∑
i=1

ys(i,i+1)e(i,i+1)

]

=

[
n−1∑
i=1

(
zl(i,i+1)

s−1∏
t=1

gti

)
e(i,i+1),

n∑
i=1

ys(i,i)e(i,i)

]
+ u

=
n−1∑
i=1

[(
zl(i,i+1)

s−1∏
t=1

gti

)
e(i,i+1),

n∑
i=1

ys(i,i)e(i,i)

]
+ u

=
n−1∑
i=1

(
zl(i,i+1)

s∏
t=1

gti

)
e(i,i+1) + u,

em que u é combinação linear de matrizes e(i,j), com coeficientes em K[Ω], tais que j−i ≥ 2.

Também provaremos o item b) por indução em s. Se s = 1, então,

[Yl, Y1] =

[
n∑

i=1

yl(i,i)e(i,i) +
n−1∑
i=1

yl(i,i+1)e(i,i+1),

n∑
i=1

y1(i,i)e(i,i) +
n−1∑
i=1

y1(i,i+1)e(i,i+1)

]

=

[
n∑

i=1

yl(i,i)e(i,i),
n−1∑
i=1

y1(i,i+1)e(i,i+1)

]
+

[
n−1∑
i=1

yl(i,i+1)e(i,i+1),
n∑

i=1

y1(i,i)e(i,i)

]
+

+

[
n−1∑
i=1

yl(i,i+1)e(i,i+1),
n−1∑
i=1

y1(i,i+1)e(i,i+1)

]
︸ ︷︷ ︸

v′

=
n−1∑
i=1

(yl(i,i)y
1
(i,i+1) − yl(i,i+1)y

1
(i+1,i+1))e(i,i+1)+

+
n−1∑
i=1

(yl(i,i+1)y
1
(i+1,i+1) − yl(i,i)y

1
(i,i+1))e(i,i+1) + v′

=
n−1∑
i=1

(yl(i,i)y
1
(i,i+1) − yl(i,i+1)y

1
(i+1,i+1) + yl(i,i+1)y

1
(i+1,i+1) − yl(i,i)y

1
(i,i+1))e(i,i+1) + v′,
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em que v′ é combinação linear de matrizes e(i,j), com coeficientes em K[Ω], tais que

j − i ≥ 2. Provamos que o caso s = 1 é verdadeiro. Agora, utilizando a hipótese de

indução e um argumento análogo ao item a), é possível provar a veracidade do item b) de

maneira análoga.

O item c) também possui uma verificação análoga às dos outros itens. ■

Corolário 3.2.2 Seja

Ω = {yl(i,j); l ≥ 1 e 1 ≤ i ≤ j ≤ n} ∪ {zl(i,j); l ≥ 1 e 1 ≤ i ≤ j ≤ n}

um conjunto infinito de variáveis, e denote por K[Ω] a álgebra comutativa livre, livremente
gerada por Ω sobre K. Se

Yl =
n∑

i=1

yl(i,i)e(i,i) +
n−1∑
i=1

yl(i,i+1)e(i,i+1) e Zl =
n−1∑
i=1

zl(i,i+1)e(i,i+1)

são elementos de UTn(K[Ω]), então

a) [Zl, Y
(d1)
1 , . . . , Y

(ds)
s ] =

∑n−1
i=1

(
zl(i,i+1)

∏s
t=1(y

t
(i+1,i+1) − yt(i,i))

dt
)
e(i,i+1) + u;

b) [Yl, Y
(d1)
1 , . . . , Y

(ds)
s ] =

∑n−1
i=1

(
(yl(i,i+1)y

1
(i+1,i+1)+y

l
(i,i)y

1
(i,i+1)−y1(i,i+1)y

l
(i+1,i+1)−y1(i,i)yl(i,i+1))

(y1(i+1,i+1) − y1(i,i))
d1−1 ×

∏s
t=2(y

t
(i+1,i+1) − yt(i,i))

dt
)
e(i,i+1) + v;

c) [Y q
l − Yl, Y

(d1)
1 , . . . , Y

(ds)
s ] =

∑n−1
i=1

(
yl(i,i+1)(

∑q−1
t=0 (y

l
(i,i))

t(yl(i+1,i+1))
q−1−t − 1)×

×
∏s

t=1(y
t
(i+1,i+1) − yt(i,i))

dt
)
e(i,i+1) + w,

em que u, v e w são combinações lineares de matrizes e(i,j), com coeficientes em K[Ω], tais
que j − i ≥ 2.

Tendo estabelecido as ferramentas e os lemas necessários nas seções anteriores, es-

tamos, agora, em posição de apresentar o resultado central deste trabalho. O teorema a

seguir representa o objetivo para o qual convergiram todos os nossos esforços teóricos até

aqui.

Teorema 3.2.3 Seja G um grupo e seja ε = (ε1, . . . , εn) ∈ Gn. Se K é um corpo finito
de q elementos, então:

a) TG(UTn, ε) é gerado, como um TG−ideal, pelo conjunto de todos os η−polinômios, em
que η = (η1, . . . , ηm) é ε−ruim e m ≤ n.

b) A álgebra quociente K⟨X⟩
TG(UTn,ε)

tem uma base, como espaço vetorial, formada pelo con-
junto de todos os polinômios u+ TG(UTn, ε), em que

u = ya11 · · · yass c1c2 · · · cm,

0 ≤ a1, . . . , as < q, s ≥ 0, c1, . . . , cm são polinômios L−normais de grau ≥ 1,

0 ≤ m ≤ n− 1 e (degG(c1), . . . , degG(cm)) é ε−boa.
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Demonstração: Seja I(ε) o TG−ideal de K⟨X⟩ gerado pelo conjunto de todos os

η−polinômios, em que η = (η1, . . . , ηm) é ε−ruim e m ≤ n.

Pelo Lema 2.0.10, temos I(ε) ⊆ TG(UTn, ε). Vamos mostrar a outra inclusão.

Afirmação 1: Se c1, . . . , cm são polinômios normais e η = (degG(c1), . . . , degG(cm)) é

ε−ruim, então c = c1 · · · cm ∈ I(ε).

Para cada j = 1, . . . ,m, denote ηj = degG(cj). Defina c′j como segue:

a) Se ηj ̸= 1, então c′j = x
ηj
j .

b) Seja ηj = 1. Se cj = yqj − yj, para cada j, então c′j = yq2j − y2j. Caso contrário,

cj = [y2j, y2j+1].

Então, c = c1 · · · cm é consequência de c′ = c′1 · · · c′m. Se m ≤ n, então c′ é um

η−polinômio e (degG(c
′
1), . . . , degG(c

′
m)) = η é ε−ruim. Assim, c′ ∈ I(ε) e, conse-

quentemente, c ∈ I(ε). Se m ≥ n + 1, então c′ é consequência de c′′ = c′1 · · · c′n e

(degG(c
′
1), . . . , degG(c

′
n)) é ε−ruim. Assim, c′′ ∈ I(ε) e, consequentemente, c ∈ I(ε).

Afirmação 2: N ′
n ⊆ I(ε).

Seja c = c1 · · · cm, em que c1, . . . , cm são polinômios normais e m ≥ n. Como o índice

de nilpotência do radical de Jacobson de UTn é n, η = (degG(c1), . . . , degG(cm)) é ε−ruim

e, pela Afirmação 1, obtemos c ∈ I(ε).

Pelos Lemas 3.1.11, 3.1.16 e 3.1.20, temos

Nm ⊆ Em +N ′
m+1

⊆ Hm +N ′
m+1

⊆ Lm +N ′
m+1.

Assim, pela Afirmação 2, obtemos

N0 +N1 + · · ·+Nn−1 +N ′
n ⊆ (L0 +N ′

1) +N1 + · · ·+Nn−1 +N ′
n︸ ︷︷ ︸

N ′
1

= L0 +N1 + · · ·+Nn−1 +N ′
n

⊆ L0 + (L1 +N ′
2) +N2 + · · ·+Nn−1 +N ′

n︸ ︷︷ ︸
N ′

2

= L0 + L1 +N2 + · · ·+Nn−1 +N ′
n

...

⊆ L0 + L1 + · · ·+ Ln−1 +N ′
n

⊆ L0 + L1 + · · ·+ Ln−1 + I(ε).

69



Logo, pelo Lema 3.1.7, segue que
K⟨X⟩
I(ε)

é gerado, como espaço vetorial, pelo con-

junto de todos os polinômios u+ I(ε), em que

u = ya11 · · · yass c1c2 · · · cm, (3.2)

0 ≤ a1, · · · , as < q, s ≥ 0, c1, . . . , cm são polinômios L−normais de grau ≥ 1, 0 ≤ m ≤

n− 1 e, pela contrapositiva da Afirmação 1, (degG(c1), . . . , degG(cm)) é ε−boa.

Afirmação 3: O conjunto de todos os elementos u + TG(UTn, ε), em que u é dado por

(3.2), é um subconjunto linearmente independente de
K⟨X⟩

TG(UTn, ε)
.

Seja

f =
∑
a

αay
a1
1 y

a2
2 · · · yass +

∑
(a,c)

α(a,c)y
a1
1 y

a2
2 · · · yass c ∈ TG(UTn, ε),

em que c = c1 · · · cm, a = (a1, . . . , as), 0 ≤ a1, . . . , as < q, s ≥ 0, c1, . . . , cm são polinô-

mios L−normais de grau ≥ 1, 1 ≤ m ≤ n − 1, αa ∈ K, α(a,c) ∈ K e

(degG(c1), . . . , degG(cm)) é ε−boa. Devemos provar que cada coeficiente é zero. Nossa

prova será por indução em n.

Para n = 1,

f =
∑
a

αay
a1
1 y

a2
2 · · · yass ∈ TG(UTn, ε).

Como UT1 ≃ K, então TG(UT1, ε) = TG(K) = T (K). Dessa forma, como

0 ≤ a1, . . . , as < q, pelo Lema 3.1.2, obteremos αa = 0, para cada a.

Para n ≥ 2, seja Rl = span{ei,j; 1 ≤ i ≤ j ≤ n, i ̸= l e j ̸= l}. Já vimos

no Exemplo 1.4.15 que Rl é isomorfa como álgebra graduada à UTn−1 com respeito à

graduação elementar

εl = (ε1, . . . , εl−1, εl+1, . . . , εn).

Assim, para cada l = 1, . . . n, obtemos

f ∈ TG(UTn, ε) ⊆ TG(UTn−1, εl).

Seja g = α(a,c)y
a1
1 y

a2
2 · · · yass c1c2 . . . cm uma parcela de f e assuma m ≤ n− 2. Como

a sequência associada ηg = (degG(c1), . . . , degG(cm)) é ε−boa, existe uma sequência de m

matrizes elementares

(
e(r1,r2), e(r2,r3), . . . , e(rm−1,rm), e(rm,rm+1)

)
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no radical de Jacobson de UTn tal que

degG
(
e(ri,ri+1)

)
= degG(ci).

Como m + 1 ≤ n − 1, existe 1 ≤ l ≤ n tal que todas essas matrizes estão em Rl.

Assim, ηg é uma sequência εl−boa com respeito à G−graduação de UTn−1 induzida por

εl. Para cada 1 ≤ l ≤ n, seja

fl =
∑

α(a,c)y
a1
1 y

a2
2 · · · yass c

a componente de f dada pelas parcelas g = α(a,c)y
a1
1 y

a2
2 · · · yass c tais que a sequência

correspondente ηg é εl−boa. Assim, podemos decompor f da seguinte maneira

f =
(∑

a

αay
a1
1 y

a2
2 · · · yass + fl

)
+ f ′,

em que f ′ é a soma de todos os g = α(a,c)y
a1
1 y

a2
2 · · · yass c tais que a sequência correspondente

ηg é εl−ruim. Como f ′ ∈ TG(UTn−1, εl), obtemos(∑
a

αay
a1
1 y

a2
2 · · · yass + fl

)
∈ TG(UTn−1, εl),

para todo 1 ≤ l ≤ n. Por hipótese de indução, temos αa = 0, para todo a, e α(a,c) = 0,

para todo (a, c) aparecendo em fl. Como l é arbitrário, obtemos que α(a,c) = 0, para todo

(a, c) tal que c = c1 · · · cm e m ≤ n− 2, αa = 0, para todo a. Assim,

f =
∑
(a,c)

α(a,c)y
a1
1 y

a2
2 · · · yass c1c2 · · · cn−1, (3.3)

em que f ∈ TG(UTn, ε), 0 ≤ a1, . . . , as < q são polinômios L−normais de grau ≥ 1 e

(degG(c1), . . . , degG(cn−1)) é ε−boa.

Como existe uma única sequência ε−boa η = (η1, . . . , ηn−1), temos

ηi = degG(e(i,i+1)) = degG(ci),

para todo i e c = c1c2 . . . cn−1 que aparece em (3.3).

Seja Ω = {yl(i,j); l ≥ 1 e 1 ≤ i ≤ j ≤ n}∪{zl(i,j); l ≥ 1 e 1 ≤ i ≤ j ≤ n} um conjunto

de variáveis comutativas independentes.

Denote

Yl =
n∑

i=1

yl(i,i)e(i,i) +
n−1∑
i=1

yl(i,i+1)e(i,i+1) e Zl =
n−1∑
i=1

zl(i,i+1)e(i,i+1)
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como no Lema 3.2.1.

Já vimos, no Corolário 3.2.2, que[
Zl, Y

(d1)
1 , . . . , Y (ds)

s

]
=

n−1∑
i=1

(
zl(i,i+1)

s∏
t=1

(yt(i+1,i+1) − yt(i,i))
dt
)
e(i,i+1) + u; (3.4)

[Yl, Y
(d1)
1 , . . . , Ys

(ds)] =
n−1∑
i=1

(
(yl(i,i+1)y

1
(i+1,i+1) + yl(i,i)y

1
(i,i+1) − y1(i,i+1)y

l
(i+1,i+1) − y1(i,i)y

l
(i,i+1))

(y1(i+1,i+1) − y1(i,i))
d1−1 ×

s∏
t=2

(yt(i+1,i+1) − yt(i,i))
dt
)
e(i,i+1) + v; (3.5)

[
Y q
l − Yl, Y

(d1)
1 , . . . ,Y (ds)

s

]
=

n−1∑
i=1

(
yl(i,i+1)(

q−1∑
t=0

(yl(i,i))
t(yl(i+1,i+1))

q−1−t − 1)×

s∏
t=1

(yt(i+1,i+1) − yt(i,i))
dt
)
e(i,i+1) + w, (3.6)

em que u, v e w são combinações lineares de matrizes e(i,j), com j − i ≥ 2.

Suponha que exista α(a,c) em (3.3) tal que α(a,c) ̸= 0. Seja

g = α(a,c)y
a1
1 y

a2
2 · · · yass c1c2 · · · cn−1

uma parcela não nula de f e considere o monômio

mg = xj1xj2 · · · xjn−1 ∈ K⟨X⟩,

em que xjk é a variável na primeira posição do comutador ck, caso ck seja da forma a) ou

b) da definição de L−normal, e yi, caso seja da forma c). Note que degG(xjk) = degG(ck).

Considere a ordem lexicográfica à esquerda no conjunto

Mf = {mg; g é uma parcela não nula de f},

em que y1 < y2 < · · · < z1 < z2 < · · · . Denote por m = xi1xi2 · · · xin−1 o elemento

maximal de Mf . Dizemos que k, r ∈ {1, 2, . . . , n−1} são equivalentes se xik = xir e vamos

denotar por Γk a classe de equivalência de k.

Defina Yl e Zl como segue:

a) Se yl = xik , para algum 1 ≤ k ≤ n− 1, então

Yl =
n∑

i=1

yl(i,i)e(i,i) +
∑
i∈Γk

yl(i,i+1)e(i,i+1).
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b) Se yl ̸= xik para todo 1 ≤ k ≤ n− 1, então

Yl =
n∑

i=1

yl(i,i)e(i,i).

c) Se zl = xik para algum 1 ≤ k ≤ n− 1, então

Zl =
∑
i∈Γk

zl(i,i+1)e(i,i+1).

d) Se zl ̸= xik , então

Zl = 0.

Dado um homomorfismo ψ : K[Ω] −→ K[Ω], já vimos, na Proposição 1.4.16,

que existe F : UTn(K[Ω]) −→ UTn(K[Ω]) homomorfismo tal que F (
∑

i≤j ρi,jei,j) =∑
i≤j ψ(ρi,j)ei,j. Defina

(a) ψ(yl(i,i+1)) =

y
l
(i,i+1), se yl = xik e i ∈ Γk

0, caso contrário
;

(b) ψ(yl(i,i)) = yl(i,i);

(c) ψ(zl(i,i+1)) =

z
l
(i,i+1), se zl = xik e i ∈ Γk

0, caso contrário
.

Note que o valor que ψ assume em yl(i,j), com j ̸= i ou j ̸= i + 1, não influenciará

nos cálculos. Analogamente, para zl(i,j), com j ̸= i+ 1.

Agora, observe que

F (Yl) = F
( n∑

i=1

yl(i,i)e(i,i) +
n−1∑
i=1

yl(i,i+1)e(i,i+1)

)
=

n∑
i=1

ψ(yl(i,i))e(i,i) +
n−1∑
i=1

ψ(yl(i,i+1))e(i,i+1)

=
n∑

i=1

yl(i,i)e(i,i) +
n−1∑
i=1

ψ(yl(i,i+1))e(i,i+1).

Sabemos que ψ(yl(i,i+1)) =

y
l
(i,i+1), se yl = xik e i ∈ Γk

0, caso contrário
. Assim, se yl = xik e

i ∈ Γk,
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F (Yl) =
n∑

i=1

yl(i,i)e(i,i) +
n−1∑
i=1

yl(i,i+1)e(i,i+1) = Yl

e, caso contrário,

F (Yl) =
n∑

i=1

yl(i,i)e(i,i) + 0 = Yl.

De modo análogo,

F (Zl) = F
( n−1∑

i=1

zl(i,i+1)e(i,i+1)

)
=

n−1∑
i=1

ψ(zl(i,i+1))e(i,i+1).

Sabemos que ψ(zl(i,i+1)) =

z
l
(i,i+1), se zl = xik e i ∈ Γk

0, caso contrário
. Assim, se zl = xik e

i ∈ Γk,

F (Zl) =
n−1∑
i=1

zl(i,i+1)e(i,i+1) = Zl

e, caso contrário,

F (Zl) = 0 = Zl.

Desse modo, em todo caso, temos F (Yl) = Yl e F (Zl) = Zl.

Além disso, dado um polinômio L−normal ck = ck(y1, . . . , ys, z1, . . . , zs), denote por

µ(ck) o coeficiente de e(k,k+1) em ck(Y1, . . . , Ys, Z1, . . . , Zs). Temos:

a) Seja ck = [zl, y
(d1)
1 , . . . , y

(ds)
s ]. Assim, por (3.4), se zl = xik , então

[
Zl, Y

(d1)
1 , . . . , Y (ds)

s

]
=

n−1∑
k=1

(
zl(k,k+1)

s∏
t=1

(yt(k+1,k+1) − yt(k,k))
dt
)
e(k,k+1) + u

=⇒ F
([
Zl, Y

(d1)
1 , . . . , Y (ds)

s

])
= F

( n−1∑
k=1

(
zl(k,k+1)

s∏
t=1

(yt(k+1,k+1) − yt(k,k))
dt
)
e(k,k+1) + u

)
=⇒

[
Zl, Y1

(d1)
, . . . , Ys

(ds)
]
=

n−1∑
k=1

ψ(zl(k,k+1)

s∏
t=1

(yt(k+1,k+1) − yt(k,k))
dt)e(k,k+1) + u

=⇒
[
Zl, Y1

(d1)
, . . . , Ys

(ds)
]
=

n−1∑
k=1

ψ(zl(k,k+1))
s∏

t=1

(ψ(yt(k+1,k+1))− ψ(yt(k,k)))
dte(k,k+1) + u

=⇒
[
Zl, Y1

(d1)
, . . . , Ys

(ds)
]
=

n−1∑
k=1

zl(k,k+1)

s∏
t=1

(yt(k+1,k+1) − yt(k,k))
dt

︸ ︷︷ ︸
µ(ck)

e(k,k+1) + u.
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Logo,

µ(ck) = zl(k,k+1)

s∏
t=1

(yt(k+1,k+1) − yt(k,k))
dt . (3.7)

b) Seja ck = [yl, y
(d1)
1 , . . . , y

(dl)
l , . . . , y

(ds)
s ]. Assim, por (3.5), se yl = xik , então

[Yl, Y
(d1)
1 , . . . , Y (ds)

s ] =
n−1∑
i=1

(
(yl(k,k+1)y

1
(k+1,k+1) + yl(k,k)y

1
(k,k+1) − y1(k,k+1)y

l
(k+1,k+1)

− y1(k,k)y
l
(k,k+1))(y

1
(k+1,k+1) − y1(k,k))

d1−1 ×
s∏

t=2

(yt(k+1,k+1) − yt(k,k))
dt
)
e(k,k+1) + v

=⇒F
(
[Yl, Y

(d1)
1 , . . . , Y (ds)

s ]
)
= F

( n−1∑
i=1

(
(yl(k,k+1)y

1
(k+1,k+1) + yl(k,k)y

1
(k,k+1) − y1(k,k+1)y

l
(k+1,k+1)

− y1(k,k)y
l
(k,k+1))(y

1
(k+1,k+1) − y1(k,k))

d1−1 ×
s∏

t=2

(yt(k+1,k+1) − yt(k,k))
dt
)
e(k,k+1) + v

)
=⇒[Yl, Y1

(d1)
, . . . , Ys

(ds)
] =

n−1∑
i=1

ψ
(
(yl(k,k+1)y

1
(k+1,k+1) + yl(k,k)y

1
(k,k+1) − y1(k,k+1)y

l
(k+1,k+1)

− y1(k,k)y
l
(k,k+1))(y

1
(k+1,k+1) − y1(k,k))

d1−1 ×
s∏

t=2

(yt(k+1,k+1) − yt(k,k))
dt
)
e(k,k+1) + v

=⇒[Yl, Y1
(d1)

, . . . , Ys
(ds)

] =
n−1∑
i=1

(ψ(yl(k,k+1))ψ(y
1
(k+1,k+1)) + ψ(yl(k,k))ψ(y

1
(k,k+1))

− ψ(y1(k,k+1))ψ(y
l
(k+1,k+1))− ψ(y1(k,k))ψ(y

l
(k,k+1)))(ψ(y

1
(k+1,k+1))− ψ(y1(k,k)))

d1−1×
s∏

t=2

(ψ(yt(k+1,k+1))− ψ(yt(k,k)))
dte(k,k+1) + v

=⇒[Yl, Y1
(d1)

, . . . , Ys
(ds)

] =
n−1∑
i=1

(yl(k,k+1)y
1
(k+1,k+1) + yl(k,k)y

1
(k,k+1) − y1(k,k+1)y

l
(k+1,k+1)

− y1(k,k)y
l
(k,k+1))(y

1
(k+1,k+1) − y1(k,k))

d1−1 ×
s∏

t=2

(yt(k+1,k+1) − yt(k,k))
dte(k,k+1) + v.

Dessarte,

µ(ck) = (yl(k,k+1)y
1
(k+1,k+1) + yl(k,k)y

1
(k,k+1) − y1(k,k+1)y

l
(k+1,k+1) − y1(k,k)y

l
(k,k+1))×

× (y1(k+1,k+1) − y1(k,k))
d1−1 ×

s∏
t=2

(yt(k+1,k+1) − yt(k,k))
dt . (3.8)
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c) Seja ck = [yql − yl, y
(d1)
1 , . . . , y

(dl−1)
l−1 , y

(dl−1)
l+1 . . . , y

(ds)
s ]. Assim, por (3.6), se yl = xik , então[

Y q
l − Yl, Y

(d1)
1 , . . . , Y

(dl−1)
l−1 , Y

(dl+1)
l+1 , . . . , Y (ds)

s

]
=

=
n−1∑
k=1

(
yl(k,k+1)(

q−1∑
t=0

(yl(k,k))
t(yl(k+1,k+1))

q−1−t − 1)×

×
s∏

t=1, dl=0

(yt(k+1,k+1) − yt(k,k))
dt
)
e(k,k+1) + w

=⇒F
([
Y q
l − Yl, Y

(d1)
1 , . . . , Y

(dl−1)
l−1 , Y

(dl+1)
l+1 , . . . , Y (ds)

s

])
=

= F
( n−1∑

k=1

(
yl(k,k+1)(

q−1∑
t=0

(yl(k,k))
t(yl(k+1,k+1))

q−1−t − 1)×

×
s∏

t=1, dl=0

(yt(k+1,k+1) − yt(k,k))
dt
)
e(k,k+1) + w

)
=⇒

[
Yl

q − Yl, Y1
(d1)

, . . . , Yl−1
(dl−1)

, Yl+1
(dl+1)

, . . . , Ys
(ds)
]
=

=
n−1∑
k=1

ψ(yl(k,k+1)(

q−1∑
t=0

(yl(k,k))
t(yl(k+1,k+1))

q−1−t − 1)×

×
s∏

t=1, dl=0

(yt(k+1,k+1) − yt(k,k))
dt)e(k,k+1) + w

=⇒
[
Yl

q − Yl, Y1
(d1)

, . . . , Yl−1
(dl−1)

, Yl+1
(dl+1)

, . . . , Ys
(ds)
]
=

=
n−1∑
k=1

ψ(yl(k,k+1))(

q−1∑
t=0

ψ(yl(k,k))
tψ(yl(k+1,k+1))

q−1−t − ψ(1))×

×
s∏

t=1, dl=0

(ψ(yt(k+1,k+1))− ψ(yt(k,k)))
dt)e(k,k+1) + w

=⇒
[
Yl

q − Yl, Y1
(d1)

, . . . , Yl−1
(dl−1)

, Yl+1
(dl+1)

, . . . , Ys
(ds)
]
=

=
n−1∑
k=1

yl(k,k+1)(

q−1∑
t=0

(yl(k,k))
t(yl(k+1,k+1))

q−1−t − 1)×

×
s∏

t=1, dl=0

(yt(k+1,k+1) − yt(k,k))
dte(k,k+1) + w.

Dessa forma,

µ(ck) = yl(k,k+1)

( q−1∑
t=0

(yl(k,k))
t(yl(k+1,k+1))

q−1−t − 1
)
×

s∏
t=1, dl=0

(yt(k+1,k+1) − yt(k,k))
dt . (3.9)

Afirmação 4: Seja g(y1, . . . , ys, z1, . . . , zs) = α(a,c)y
a1
1 y

a2
2 · · · yass c1c2 · · · cn−1 uma parcela

não nula de f. Se g(Y1, . . . , Ys, Z1, . . . , Zs) ̸= 0, então mg = m.
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Suponha mg = xj1xj2 · · · xjn−1 ̸= xi1xi2 · · · xin−1 . Então existe 1 ≤ k ≤ n− 1 tal que

xj1 = xi1 , xj2 = xi2 , . . . , xjk−1
= xik−1

, xjk ̸= xik . (3.10)

Temos os seguintes casos:

a) Seja ck = [zl, y
(d1)
1 , . . . , y

(ds)
s ], em que zl = xjk . Como xjk ̸= xik , então zl ̸= xik . Assim,

pela construção de ψ no item (c), temos zl(k,k+1) = 0. Dessa forma, como

µ(ck) = zl(k,k+1)

s∏
t=1

(yt(k+1,k+1) − yt(k,k))
dt ,

então µ(ck) = 0. Assim, g(Y1, . . . , Ys, Z1, . . . , Zs) = 0. Absurdo.

b) Seja ck = [yl, yp1 , yp2 , . . . , yps ], com l > p1 ≤ p2 ≤ · · · ≤ ps e yl = xjk . Por (3.5), se

yl ̸= xik , então yp1 = xik . Assim, xjk > xik e, por (3.10), obtemos que m não é maximal

em Mf . Absurdo.

c) Seja ck = [yql − yl, y
(d1)
1 , . . . , y

(dl−1)
l−1 , y

(dl+1)
l+1 , . . . , y

(ds)
s ], em que yl = xjk . Como xjk ̸= xik ,

então yl ̸= xik . Assim, novamente pela construção de ψ no item (a), yl(k,k+1) = 0 e,

sendo

µ(ck) = yl(k,k+1)

( q−1∑
t=0

(yl(k,k))
t(yl(k+1,k+1))

q−1−t − 1
)
×

s∏
t=1, dl=0

(yt(k+1,k+1) − yt(k,k))
dt ,

segue que µ(ck) = 0. Assim, g(Y1, . . . , Ys, Z1, . . . , Zs) = 0. Absurdo.

Assim, a Afirmação 4 está finalizada.

Defina uma ordem parcial em Ω tal que

yt(k,k) < yt(k+1,k+1), yt(k,k) < yt+1
(k,k),

yt(k,k) < zl(k,k+1) < yt(k+1,k+1), y
t
(k,k) < yl(k,k+1) < yt(k+1,k+1), yl(k,k+1) < zl(k,k+1),

para todo k, t, l ≥ 1. Agora, considere a ordem lexicográfica à direita nos monômios em

K[Ω]. Denote por µ(ck) o monômio máximo de µ(ck). Por (3.4), (3.5) e (3.6), obtemos,

respectivamente,

µ(ck) = zl(k,k+1)

s∏
t=1

(yt(k+1,k+1))
dt

no caso a);

µ(ck) = yl(k,k+1)

s∏
t=1

(yt(k+1,k+1))
dt
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no caso b);

µ(ck) = yl(k,k+1)

s∏
t=1, dl=q−1

(yt(k+1,k+1))
dt

no caso c).

Relembre que ck é L−normal.

Seja

g = g(y1, . . . , ys, z1, . . . , zs) = α(a,c)y
a1
1 y

a2
2 · · · yass c1c2 · · · cn−1

um somando não nulo de f tal que mg = xi1xi2 · · · xin−1 . Então g(Y1, . . . , Ys, Z1, . . . , Zs) =

ωge(1,n), em que ωg ∈ K[Ω]. Note que

ĝ = α(a,c)

s∏
r=1

(yr(1,1))
ar

n−1∏
k=1

µ(ck)

é o monômio maximal que aparece em ωg. Além disso, g −→ ĝ é uma função bijetiva

e degu ĝ < q, para todo u ∈ Ω. Escreva f(Y1, . . . , Ys, Z1, . . . , Zs) = ωfe(1,n), em que

ωf ∈ K[Ω]. Note que

f(Y1, . . . , Ys, Z1, . . . , Zs) =
∑

g(Y1, . . . , Ys, Z1, . . . , Zs),

em que mg = xi1xi2 · · · xin−1 . Logo, ωf =
∑
ωg, em que mg = xi1xi2 · · · xin−1 . O monô-

mio máximo f̂ que aparece em ωf é o elemento maximal do conjunto A = {ĝ; mg =

xi1xi2 · · · xin−1}. Pela bijeção g −→ ĝ, obtemos

f̂ = ĝ = α(a,c)

s∏
r=1

(yr(1,1))
ar

n−1∏
k=1

µ(ck), (3.11)

em que ĝ é o elemento maximal de A. Agora, f ∈ TG(UTn, ε), ou seja, ωf ∈ T (K). Pelo

Lema 3.1.2, obtemos o coeficiente em (3.11), α(a,c) = 0. Usando esse argumento várias

vezes, obtemos α(a,c) = 0, para todo (a, c) desejado. Desse modo, a Afirmação 3 está

finalizada.

O espaço vetorial
K⟨X⟩
I(ε)

é gerado pelos polinômios em (3.2), e esses polinômios são

linearmente independentes em
K⟨X⟩

TG(UTn, ε)
. Portanto, como I(ε) ⊆ TG(UTn, ε), segue que

I(ε) = TG(UTn, ε). ■

A partir dos Teoremas 2.0.7 e 3.2.3, obtemos a descrição das identidades polinomiais

G−graduadas de UTn, para toda G−graduação em UTn, grupo G e corpo finito K.

Corolário 3.2.4 Se K é um corpo finito, então

T (UTn(K)) = (T (K))n,

para todo n ≥ 1.

78



Demonstração: Seja G = {1} um grupo com apenas um elemento. Denote por ε a

n−upla (1, . . . , 1). Então, TG(UTn, ε) = T (UTn). Note que ε é a única sequência ε−ruim

de comprimento ≤ n.

Assim, pelo Teorema 3.2.3, temos T (UT1) = T (K) é o TG−ideal gerado por

[y1, y2] e yq1 − y1,

e T (UTn) é o T−ideal gerado pelos polinômios

c1c2 · · · cn,

em que cj ∈ {[y2j, y2j+1], y
q
2j − y2j}. Logo,

T (UTn) ⊆ (T (K))n.

Agora, seja fi(y1, . . . , ys) ∈ T (K), com 1 ≤ i ≤ n, e sejam Y1, . . . , Ys ∈ UTn. Como

fi(Y1, . . . , Ys) ∈ J(UTn), temos que f = f1 · · · fn ∈ T (UTn), ou seja,

(T (K))n ⊆ T (UTn). ■

Corolário 3.2.5 Seja G um grupo finito e K um corpo finito. O conjunto de todas as
identidades polinomiais G−graduadas de UTn é finitamente gerado, como TG−ideal, para
toda G−graduação de UTn(K).

Demonstração: Fixada uma n−upla ε ∈ Gn, seja Λ o conjunto de todos os η−polinômios,

em que η ∈ Gm e 1 ≤ m ≤ n.

Note, agora, que, sendo η = (η1, . . . , ηm), temos |G| possibilidades para cada ηj.

Assim, existem |G|m escolhas possíveis para η.

Além disso, para cada j = 1, . . . ,m, existem, no máximo, duas possíveis escolhas

para cj :

• se ηj = 1, existem duas escolhas;

• se ηj ̸= 1, existe apenas uma escolha.

Desse modo, existem, no máximo, 2m produtos distintos do tipo

c1 · c2 · · · cm.

Logo, conjunto Λ tem cardinalidade

|Λ| ≤
n∑

m=1

2m|G|m.
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Pelo Teorema 3.2.3, existe um conjunto gerador de TG(UTn, ε), como um TG−ideal,

contido em Λ. Assim, como Λ é finito, segue, portanto, que TG(UTn, ε) é finitamente

gerado. ■

Note que o Corolário 3.2.5 também é válido quando K é um corpo infinito. Para

mais detalhes, o leitor pode verificar [12].
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