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Resumo

Neste trabalho consideramos a seguinte classe de problemas elipticos semilineares

—Au=Af(u) em Q,

u=>0 sobre 012,

onde Q C RN (N > 3) é um dominio suave, A > 0 é um parametro e f uma fungio local-
mente lipschitz e nao negativa possuindo um zero a > 0 isolado. Sobre a nao-linearidade,
assumimos apenas hipoteses de crescimento em uma vizinhanga de seu zero. Dispensando
a necessidade de condicoes de crescimento no infinito ou na origem, mostramos que, para
A suficientemente grande, existem pelo menos duas solucoes positivas uy < vy, satisfa-
zendo ||uy|lee < @ < ||vallo € ux,un — « uniformemente em subconjuntos compactos
de 2 quando A — 4o00. Para a existéncia da primeira solu¢ao utilizamos o método de
sub-super solucao fraca combinado com a teoria de solucdes no sentido da viscosidade. A
segunda solucao é obtida utilizando métodos variacional e técnicas de truncamento.
Palavras-chave: EDP’s elipticas, nao-linearidades com zero, solugoes de viscosi-

dade.
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Abstract

In this work, we consider the following class of semilinear elliptic problems

—Au=Af(u) in Q,

u=>0 on 0f,

where Q C RY (N > 3) is a smooth domain, A > 0 is a parameter, and f is a locally
Lipschitz and non-negative function with an isolated zero a > 0. Regarding the nonlinea-
rity, we assume only growth hypotheses in a neighborhood of its zero. By dispensing with
the need for growth conditions at infinity or at the origin, we show that, for A sufficiently
large, there exist at least two positive solutions uy < vy, satisfying [[ux|leo < @ < ||va]lo
and uy, vy — a uniformly on compact subsets of 2 as A — 4o00. For the existence of the
first solution, we employ the method of weak sub and super solutions combined with the
theory of viscosity solutions. The second solution is obtained using variational methods
and truncation techniques.

Key Words: Elliptic PDEs, nonlinearities with zero, viscosity solution.
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Notacoes

r=(x1,29,...,2,)
¥ = (x1,29,...,Tp 1)
e, =(0,...,0,1)
B(x,r) bola aberta em R" de centro z e raio r
S~ esfera unitaria de dimensio n
Q fecho do conjunto €
0) fronteira do conjunto €2
dist(z,2) distancia do ponto = ao conjunto €2
|2] medida de Lebesgue do conjunto
QAccQ seQ cCccCQeVéum conjunto compacto
|| || norma euclidiana em R"
¢t = max{0,c} parte ndo negativa da fungéo c

¢~ =min{0,c} parte ndo positiva da fungao ¢

derivada parcial de u com respeito a z;

ou o

_, e e ey
61’1 8xn

Uy, OU

7 xz

Vu = Du = ( ) gradiente de u



N
82
A= Z 8_u Laplaciano de u
i=1

7
D?u  matriz Hessiana

a-b produto interno de a e b

f(x) = O(g(x)) quando z — zp, ordem grande, significa que lim )] <C,C>0
a0 g ()]
_ L | f(=)|
f=o0(9) quando z — xy, ordem pequena, significa que lim +——= =0
=0 |g(z)]

B indica final de demonstracao.
ulloo = lJullc@) = Sup |ul

|lu|| oo () = esssup |u|(z), x € Q

[u(z) = uly)]

B) —
ul\”) = sup
2 syen |z —yl°
ullcon@ = lullc@ + [u] )
lulleme = Y 1D + > [D*u]?)
jal<m lal=m

1
lell oy = ( / W)
Q

N
[ullwrri) = (IIUIIm(n) +) llus,
i=1

1/2
llls oy = ( / rwr?m)

(us V) g3 () :/Vqudx
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1
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Introducao

Neste trabalho, estudamos as solucoes e propriedades qualitativas da classe de equa-

coes elipticas semilineares

(P)
u=>0 sobre 012,
onde Q C RY (N > 3) ¢ um dominio suave, f uma fungao localmente lipschitz e nao
negativa e A > 0 um parametro. Também estamos assumindo que a fungao f possui um
zero isolado «, e que satisfaz a seguinte hipdtese

Existe § > 0 tal que a fungao

1) m

2
+
M

—~
~
|
Q
~—
!
S

¢ decrescente para t € (a, o+ 0).
Uma primeira motivacao que levou o estudo desse trabalho, segue de Lions em [24].
O objetivo do trabalho de Lions é fornecer um levantamento sobre o problema da existéncia

de solucoes positivas para problemas elipticos semilineares da forma
—Au=Af(u) em Q, ucC?*Q),
u>0 em (), u=0 na ),

onde  éum dominio regular limitado em RY, e f(¢) é uma nao linearidade dada.

Tais problemas surgem em diversas situacoes:
e Na teoria de difusao nao-linear gerada por fontes nao-lineares;

e Na teoria de ignicao térmica de gases.



Confira: [19] e [15].

e Em teoria quantica de campos e estatistica mecanica.
Confira: [13] e [29].

e E na teoria do equilibrio gravitacional de estrelas.

Confira: [19] e |23].

E conhecido na literatura, mais especificamente por Lions em [24], que a depender
das condicoes impostas sobre o crescimento da nao linearidade e seu comportamento pro-
ximo da origem, juntamente com hipoteses sobre o zero da func¢ao, interfere nos resultados
de existéncia e multiplicidade. Porém, Lions provou diversos resultados de existéncia e
multiplicidade de solucoes usando condicoes sobre a origem e no infinito da nao linea-
ridade. Naturalmente, a existéncia de uma solugao (ou de multiplas solugoes) depende
significativamente das suposicoes feitas sobre f. Para obter as solucoes, no trabalho de

Lions foi impostas condicoes do tipo
(i) O caso quando f(0) =0

1.1. Nao linearidades com crescimento superlinear no infinito.

1.2. N3o linearidades com crescimento sublineares no infinito.
(ii) O caso quando f(0) > 0

2.1. Nao linearidades com crescimento superlinear no infinito.

2.2. Nao linearidades com crescimento sublineares no infinito.

Em 2015, foi publicado o trabalho de B. Barrios, J. Garcia-Melian e L. Tturriaga [14],
Neste artigo, foi tratado a questdao da multiplicidade de solugdes positivas (classicas) do
problema

—Au = Af(u) em €,

u=>0 em 0f2,
onde f é uma fungdo nao negativa, localmente Lipschitz, definida em [0, 4+00), © é um
dominio suave e limitado de RY (N > 3) e A > 0 é um parametro. Assim, obtendo duas

solucoes sem impor condicoes sobre a nao linearidade. Na construcao da segunda solucao,



foi utilizado um teorema do tipo Liouville da forma:
Teorema. Suponha N > 3 e seja f : [0,00) — R continua e ndo negativa. Suponha,
além disso, que para todo zero a de f exista § > 0 tal que

a+d

t—a) N2

Seja u uma solucdo positiva do problema anterior. Entdo v = $ em R", para algum
g tal que f(5) =0.

No que segue, nosso estudo é baseado no artigo de B. Barrios, J. Garcia-Melian e L.
Iturriaga [3], o qual a um avango em relagao ao trabalho de J. Garcia-Melian e L. Iturriaga
em [14]. Este tltimo, por sua vez, aprimora os resultados de Lions [24] ao remover
hipoteses restritivas sobre o comportamento da nao-linearidade no infinito e proximo da
origem. Em comparacao com [14], o presente trabalho avanga ao flexibilizar com a hipotese
(H) apresentando-a em uma versao mais abrangente, ou seja, para obter a segunda solucao
citada em [14], fol usado um teorema do tipo Liouville que est4 intrinsecamente ligada
a divergéncia da integral proximo do zero da nao-linearidade (teorema anterior). No
entanto, para a classe de exemplos da forma f(t) = h(t)|t — «|?, onde h(t) é localmente

N

lipschitz e h(a) > 0, segue que a hipotese (em [14]) é vélida para ¢ < 5~5. Por outro

lado, se considerarmos o teorema do tipo Liouville desse trabalho, confira B.3, é possivel

N+2

N5 € mesmo assim conseguir obter a segunda solugao

generalizar o expoente para q <
vy mencionada anteriormente.

Esta dissertagao estd estruturada para demonstrar o principal resultado seguinte
Teorema: Assuma N > 3, e seja f uma funcao nao negativa localmente Lipschitz com
um zero isolado o > 0, tal que a hipotese (H) é valida. Entao existe Ay > 0 tal que, para
A > \g, 0 problema (P,) admite pelo menos duas solu¢oes positivas uy e vy com uy < vy
em €2, e |Jurlloo < o < ||Ua]loo. Além disso,

li = i =
i ua(o) =l oa) =,

uniformemente em subconjuntos compactos de 2.

Neste trabalho foi mostrado fazendo uso do Método de Perron para solucoes Viscosas
que a solucao uy é de fato uma solucao maximal dentre todas as solugoes no intervalo
[0,a]. Com respeito a segunda solucdo v, sua existéncia foi verificada usando método

variacional e por fim, para mostrar as propriedades qualitativas a respeito da mesma, foi



utilizado os teoremas do tipo Liouville apresentados no apéndice B. E impreterivelmente
necessario destacar que a existéncia de tais solucoes nao depende do comportamento de
f na origem ou no infinito.

Este trabalho esta dividido da seguinte forma:

O Capitulo 1 foi baseado no livro de Struwe [30], sendo apresentado o Teorema de
sub-super solucao fraca, que serd usado como meio para garantir as solucoes principais
deste trabalho.

O Capitulo 2 foi baseado em Brezis e Nirenberg [11], apresentamos o Teorema de
H'vsC!, teorema este, é de certa forma surpreendente, uma vez que uma vizinhanca
Hi(Q2) é muito maior do que uma vizinhanca C}(Q), com isso garantimos com certas
condigoes a construcao da segunda solugao vy.

O Capitulo 3 baseado no livro do Koike [21], livro base para o estudo de solugoes
viscosas, apresentamos a teoria até o Teorema de Sub-Super Solugao Viscosa (Método de
Perron), usado para construc¢ao da primeira solugdo uy e garantir sua maximalidade.

O Capitulo 4 baseado no trabalho de Barrios, Garcia-Melian e Leonelo [3], é de fato
a principal parte desse trabalho, sendo apresentado o problema principal, e mostrado as

duas solucoes uy, vy e suas propriedades.



Capitulo 1

Método de Sub-Super Solucao Fraca

Neste capitulo faremos um estudo do Método de sub-super solucao fraca para a

seguinte classe de problemas elipticos semilinear

—Au = f(z,u) em )
(&) (1.1)
u=">0 sobre 0f2,

onde Q C RY & um dominio limitado com fronteira 9 suave e f : Q@ x R — R é uma
funcao de Carathéodory satisfazendo a propriedade de ser limitada em conjuntos limitados
da variavel u, ou seja,

Dado arbitrariamente R > 0, existe uma constante C(R) > 0 tal que
|z, u)] < C(R), (9)

para todo r € RY e u € R com |u] < R. Este estudo é baseado em Struwe [30] e seréd

utilizado no Capitulo 5 desta dissertacao.

Definigao 1.1 (i) Dizemos que u € H*(Q)) ¢ uma supersolucdo fraca do problema
(1.1) se
/Vﬂ-Vvdxz/f(-,u)vda: (1.2)
Q Q

para cada v € HY (), v >0 q.t.p. (quase em todo ponto).

(i1) De modo similar, w € H'(Q) € uma subsolugdo fraca se

/Vu Vvdx</f w)o de (1.3)

para cada v € Hy(Q), v >0 q.t.p.



(iii) Dizemos que u € H}(Q) € uma solugdo fraca de (1.1) se

/QVu-Vvda::/Qf(-,u)vdx

para cada v € H ().
Observacdo 1.1 Se u,u € C*(Q), entio de (1.2) e (1.3) seque que
—Au > f(hu), —Au< f(iu) em Q.

Teorema 1.1 Suponha que V' seja um espago de Banach reflexivo com norma || - ||, e
seja M C 'V um subconjunto fracamente fechado de V. Suponha E : M — RU {+occ} €
coerciva e (sequencialmente) fracamente semicontinua inferiormente em M em relagao a

V', isto €, suponha que as sequintes condigoes sejam satisfeitas:
(i) E(u) — oo quando ||ul| — oo, u € M.

(ii) Para qualquer w € M, qualquer sequéncia (u,,) em M tal que u,, — u fracamente

em V' satisfaz:
E(u) < liminf E(u,,).

m—o0

Entao E ¢ limitada inferiormente em M e atinge seu infimo em M.

Demonstragao: Seja ag = infy; F e seja (u,,) uma sequéncia minimizadora em M, isto é,
satisfazendo E(u,,) — ap. Pela coercividade, (u,,) é limitada em V. Como V' é reflexivo,
pelo Teorema de (Eberleinfémulian), podemos supor que u,, — u fracamente para algum
u € V. Mas M é fracamente fechado, portanto u € M, e pela semicontinuidade inferior

fraca

E(u) <liminf E(u,,) = agp

m—0o0

Teorema 1.2 (Sub-Super Solugao Fraca) Seja g : Q@ x R — R uma fungao de Ca-
rathéodory satisfazendo (g). Suponha que w € H'(Q) seja uma subsolugdio, enquanto
u € HY Q) ¢ uma supersolugio para o problema (1.1) e assuma que existam constantes

tais que c,c € R tais que

(x) <e<oo ¢qtp em z€.

gl

—o0o < c < u(r) <

Entao existe uma solugao fraca uw € H'(Q) de (1.1), satisfazendo a condicio u < u <

em quase todo lugar em €.



Demonstracao: Sem perda de generalidade podemos assumir uy = 0.
Seja G(x,u) = [ g(x,v) dv denotando uma primitiva de g. Note que o problema (1.1)

tem o seguinte funcional energia associado

Bu) :%/Q|Vu|2dx—/QG(a:,u)dx.

Como G é a primitiva de g e esta é uma fungdo de Carathéodory, segue que G
também é uma funcao de Carathéodory. Dessa maneira, nao temos informacoes suficientes
para garantir que o funcional E seja limitado ou até mesmo diferencidvel em V := H} ().

Para garantir a coercividade de E vamos restringi-lo ao conjunto
M={uec HjQ):u<u<u qt.p.}.
Como u,u € L*>®(Q), temos que se u € M entdo u < u < u, logo u € L*(£2). Portanto,
z€ Q) VzeM
Segue que |g(z, u(x))| < C(€), V|u(z)| < ¢ q.t.p em Q. Tomando u € M entdo
—oo <c<ulr) <ulr) LTLT< +00
Dai,

Gz, ()| = < [ lote o) ds < C@Iute)] < Cloe = ¢

/ g(x,s)ds
0

|G(z,u(z))| <cVueMexe Qqtp (1.4)

ou seja,

Agora, vamos verificar as hipoteses do Teorema 1.1
(i) Temos que, V := H}()) ¢ um espago de Banach refexivo.

(ii) O conjunto M é fechado em Hj(f2) e convexo.

(@)

. . ) —H} - . .
Com efeito, para mostrar que é fechado, sejau € M °", entao existe uma sequéncia

(un) C M tal que

U, — u em H) ()
Pela imersao compacta Hj(2) — L?*(Q2) (cf. Teorema A.8), segue que
u, —u em L*(Q),s € [1,2%)

9



(i)

Pelo Teorema A.11, existe uma subsequéncia (u,,) C (u,) tal que
Up, — U q.t.p. em €
Como (u,,) C M, assim
u(z) < up, (z) <u(x) g.t.p. em
Passando ao limite quando k — +o00, obtemos
u(z) < u(r) < u(x)

mostrando que u € M, e assim M ¢é fechado.

Agora para mostrar a convexidade, sejam u,v € M, e t € [0,1]. Segue que
u<u<u = (1-thu<(l-thu<(l-t)u (1.5)

e que

u<v<u —= tu<tv<tu (1.6)
Somando (1.5) e (1.6), temos
1-—thu+tu<(l—thu+tv<(1—-thu+tu

Logo

u<(l—-tu+tv<u
portanto M é convexo.

Coercividade:

Desde que para todo u € M seja essencialmente limitado, por (1.4), segue

E(u):%/QIVulzdx—/QG(sc,u)d:c

1 2
= 3lullye — | Gl

1 2
> = llulldy @ — .

Dai, se [|ul[ 1) — +0o0 entdo E(u) — +00, isto ¢, o funcional E ¢ coercivo em M.

10



(iv) Finalmente, falta verificar que E ¢ fracamente semicontinuo inferiormente em M.

Isto é, dadas up,,u € M tais que u,, — u (fracamente) em W, *(Q) entao

E(u) < liminf E(u,,).

m—0o0

De fato, seja u,, — u em H}(Q), Note que

n—oo

o o 1
liminf F(u,) = h}gg@lf (5”%”?{3(9) - /QG(x,un) d:c)
o 1 2 :
> h}f_lglf (§||UHHH5(Q)) — hgl_}S;}p/QG(x,un) dx
Pelo Teorema A.12 item (iii) temos que

. Lo .
hgr_l)g}f E(uy,) > §||u|\H3(Q) - hgg}lf/QG(m,un) dx (1.7)

Para mostrar que E é fracamente semicontinua inferiormente, basta mostrar que

/QG(x,un)dx—>/QG(x,u) da

(pois caso isso aconteca, teremos liminf [, G(z,u,)dz = lim [, G(z, u,)dx)
De fato, como u, — u (passando a uma subsequéncia se necessario), podemos
assumir que

U, = u qtp em

Dali,
G(z,up) = G(z,u)

pontualmente em quase toda parte. E ainda,
|G (2, un(x))] < e

uniformemente. Portanto, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue (cf.
Teorema A.11)
/ G(z,u)dr = lim | G(z,u,)dx.
Q

n—oo QO

Como todas as condicoes do Teorema 1.1 sao satisfeitas, podemos garantir a existéncia

de um minimizador relativo u € M. Portanto (1.7) se resume a
. Lo
liminf E(u,) > =||ully, — [ G(z,u)dr = E(u).
n—00 2 0 Q
Portanto E é fracamente semicontinua inferiormente

11



Como todas as condicoes satisfeitas, podemos garantir a existéncia de um minimizador
relativo u em M.

Para ver que u ¢ solucdo fraca de (1.1), para ¢ € C°(Q2) e € >0 seja
v, = min{@, max{u,u +¢e}} =utep - +p. €M

com

¢° =max{0,u+ecp —u} >0

¢ = min{0,u — (u+ep)} > 0.

Observe que ¢, ¢. € H}(Q) N L®(Q). Como M ¢é convexo, entao (1 —t)u + tv. € M.
Além disso, como u minimiza E em M e temos que E é diferenciavel na direcao de

(ve — u), obtemos que,

B(u) < E(u+t(v. — ), t € [0,1]

ou seja,
0 < E(u+t(ve—u))— E(u), tel0,1]
Assim,
OE(u)
< 22\ _
0< I (VE(u),v. —u)
Logo,

0 < (ve—u, VE(u)) = (e —¢" +¢e, VE(u)) = e(p, VE(u)) — (¢°, VE(u)) + (¢e, VE(u))

isto &,

(0, VE(u)) = =[(¢", VE(u)) — (¢, VE(u))].

™ | =

Agora, ji que u é supersolucao, isto é,

(VE().) = |

VuVovdr — / g(x,u)vdr >0, YveCF(),v>0 (1.8)
Q Q

Segue que,

(0%, VE(u)) = (¢°, VE(u) + VE(u) — VE(u))

12



de (1.8), temos a desigualdade

(¢, VE(u)) = (¢, VE(u) — VE(u))
(¢%, VE(u)) — (¢, VE(u))

/Vu V* —/ g(x,u)p°de —/VE-VQOE +/g(:c,ﬂ)<p5d:c
Q 0 0

agrupando os termos, segue
(", VEW) 2 [ Vu—1)- Vs - ( [ ot - o) wdx>
:i£VW—H%V@Af¢—mdx—(A@@mﬁ—ﬁ@ﬂﬂ@+6¢—@ﬂ)

Viu—1a)-Vu—a)dr +¢ | V(u—1)-Vedr
Qe Qe

-(/ o) = o) (=)o + = [ foo) = (. ) vir)

pelo fato de que ||V (u — ﬂ)||1L/22(QE) > 0, temos que
(7 VEW) 2= | S o ~ [ lote.0) - olamllu — 7l

—e / o) — g, )l
g V(u—1)- Vedx —5/ lg(z,u) — g(z,7)||p|dx
onde Q. = {z € Q| u(x) +ep >u(x) > u(x)}.

Note que |Q¢| — 0 quando £ — 0. Da desigualdade acima obtemos que

(¥%, VE(u)) = o(e),

onde o(e)/e — 0 quando ¢ — 0. De forma similar, concluimos que

(e, DE(u)) < o(e),

do que se segue que
(¢, DE(u)) >0

para todo ¢ € C§°(Q). Invertendo o sinal de ¢ e uma vez que C5°(Q) é denso em H; (1),

finalmente vemos que VE(u) = 0, como afirmado. |
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Capitulo 2
Topologia H! vs C!

Nesse capitulo sera exibido e demonstrado um importantissimo Teorema de Brezis
e Nirenberg [11] , que serd usado na construc¢ao da segunda solu¢ao no Capitulo 5 desse
trabalho. O teorema é de certa forma surpreendente, uma vez que uma vizinhanga H}(Q)

é muito maior do que uma vizinhanga Cj.
Para fungoes u em HJ(2) em um dominio limitado  em RY com fronteira suave,

P(u) :/Q (%|Vu|2 —F(x,u)) dz.

Aqui F(z,u) = [} f(x,s)ds e assumimos a condi¢do de crescimento natural

consideramos o funcional

N +2

< p <
fla )] < O+ ) com p< S,

(2.1)

bem como as suposi¢oes usuais de que f é mensuravel em z e continua em u.

Teorema 2.1 Assuma que ug € Hj(Q) é um minimizador local de ® na topologia C*,

1880 significa que existe algum r > 0 tal que
D(ug) < P(ug +v), Yo e Cy(Q) com ||Jv]|cr <. (2.2)
Entio ug € um minimizador local de ® na topologia H}, isto €, existe eg > 0 tal que

Dug) < ®(up +v), Vv € Hy(Q) com HUHH& < &o. (2.3)



Demonstragao: Dividiremos a prova em trés passos.

Passo 1:

Afirmacgdo 2.1 yy € C1*(Q), Va<1.

Como uy € H} () é minimo local de ®, assim, ug ¢ solugao fraca do problema

—Au = f(x,ug) em ()
u=70 na oS}

No caso em que p < % = 2* — 1, provaremos a regularidade de 1y no Passo 3.

Para p = %, apresentaremos o seguinte argumento. Escrevemos f(z,ug) na forma

f(z,up) = a(x)ug + b(z)

com
fel)
o (z s 0 ZE)| > 1
a(xz) = o(=)
0 ) ‘UQ($)‘ § 1
e
0 , uo(z)] > 1

f(@,uo(x)) 5 Juo(z)] <1
De (2.1) nos temos,
Caso 1: |up(z)| > 1.
Segue que,

[/ (@, uo(2))] < C(1+ Juol”) < 2C uo(x)[".

Dali,

a(a)| = ' — 2Clun(a)

Caso 2: |yp(z)| <1

f(%Uo(x))‘ < 2Cluo(x)l?
ug(x) |uo()|

la(z)] = 0 < Clug(z)~".
pela imersao de Sobolev

Hy(Q) — L°(Q), se€l1,29

cont.

Logo, ug € L* (), e assim, a € L (), pois

/ la(z)| ¥ do < 05/ o () ¥ 0Vl — Cév/ o ()| #22 d < oo
Q Q Q
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Por outro lado, b € L>(£2), para ver isso, considere os casos
Caso 1: |up(z)| > 1.
Trivial.
Caso 2: |yp(z)| < 1.

Segue que,
oo — = < p < . .
6]l = = max |b(z)| = max|f(z, uo(x))| < maxC(1 + |uol”) < maxC-2 < 400

Aplicando o Teorema 2.3 em [10], para b(z) = g € L*(Q)NL>®(Q) e —Aup(z) = a(x)uo(z)
temos que

up(z) € LTV g < 400.

Desde que f(x,uo(z)) € LU(Q), ¥V ¢ < +0o0. Pelo Teorema A.3 [A.D.N] segue que
uy € W24(Q) Vg < +o0.
Sabendo da imersao (cf. Teorema A.5)

N
W24Q) — C'*(Q), 0<a<1-— Y

para algum ¢ < 400, fica provada a afirmacao.

Agora sem perda de generalidade, assumiremos que

UO:O

N+2

Passo 2: Caso quando p < 375

Suponha por absurdo que (2.3) ndo vale, Entao
Ve >0, Ju. € B: tal que ®(v.) < ®(0) (2.4)

onde B. = {u € HYQ) | |lullm < e}
Como & é semicontinua inferiormente, segue que ¢ atinge o minimo na B., onde denota-

remos por v, tal que

®(v.) = min @

£

Iremos mostrar que v. — 0 em C', com isso, (2.2) e (2.4) irdo se contradizer.

Seguimos com os funcionais ®, ¥ : B, — R de classe C*, onde ¥ & dado por

1
U(u) = 3 /Q |Vul*dz — &
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e M ={ué€ B.|¥(u)=0}=T"1{0}).
E claro que 0 é valor regular do funcional ¥, isto &, ¥'(u) # 0, Yu € M = ¥~1({0}), pois

V' (u)u = / VuVu dx = / IVulPdz = 2% # 0
Q Q

Assim, pelo Teorema dos multiplicadores de Lagrange (cf. Teorema A.2), existe p. € R

tal que
O'(ve) = peW'(ve) (2.5)
ou seja,
/QVUEVQO dx — /Q flz,vo)p doe = p. /Q VoV dr Vo € Hy(Q)
ou ainda

(pe — 1)/QWEV90 dr = /Qf(l‘,va)so dr Vo € Hy(Q).
Pelas identidades de Green, tem-se
- [ Av = 1de = [ feede Ve e Hi@),
Dali,
[ 0=~ fw)] g dr =0 v € Hi@)
Logo pelo Teorema do Anulamento
~(1 = p)Av. = f(z,v.) (2.6)

Afirmacao 2.2 pu. <0
Com efeito, para todo w € B., temos que
tw+ (1—tv. € B. Vtel0,1],

ou seja,

ve +t(w—v.) € B. Vtel01].
Como v. é minimo global na bola B., segue que
Qv +t(w—v.)) = P(v.) Vitelo1].
Por definicao de derivada de Gateaux, obtemos
(v )(w—wv.) =20 YVwe B,
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ou ainda,

P’ (v.)(v: —w) <0 YV wéeE B..

Da igualdade em (2.5), dado arbitrariamente ¢ € H{(£2), temos
He - W(Ue) P = (I)/(Us) R
tomando ¢ = v. — w, temos que

pe - V' (ve) (ve — w) = D' (v.) (v — w) < 0.

[Le [/ |Vv€|2—/Vv5-Vw] <0.
Q Q

considerando w = 0 € B, obtemos que

isto é,

He * HUSH?{(}(Q) <0

logo

Afirmacao 2.3 ||v.|[cra@) < K

Com efeito, de (2.6) e usando (2.1), tem-se que
feLY?(Q) parasell,27,

pois, pelo fato de v. € H}(f2) ser um minimo global em B., assim da imersao continua
Hy(Q) — L(Q) Vs €[l1,27]

temos que v, € L*(Q2), dai

/ |f(z,v.)|rde < Cv /(1 + [vefP)rde < C7|Q| - Cs +/ v |*dz < 400.
Q Q Q
pelo Teorema de [A.D.N.]| (cf. A.3), temos que
v. € W25 (Q).

Agora, consideremos o0s casos:

a)se 2> N.
p
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Pelo Teorema A.5 item (iii), temos a imersao continua

N

W2 (Q) = CH([Q), 0<a<1-—

Logo
v, € CM(Q),
dai, usando o fato de que p. < 0, ou seja, 1—_1;15 < 1 e que existe M > 0 tal que
[vellcra < M[vell o5 < M ! LSO+ o)z < o0
w L — pe Lp L

b) Se, caso ty := ﬁ < N:

Pelo Teorema A.5 item (i7), temos a imersao continua
1 1 2
W25 (Q) < LY(R), onde - = — — —.
(@)= I(®), onde £ = -2
Logo v. € L(2), e por (2.1), concluimos que
f € Ly (%),
e pelo Teorema [A.D.N.| segue que

v. € W5(Q).

Continuando com o mesmo argumento, teriamos que analisar os casos ]% > N e z% < N.
Repetindo o processo conhecido como método de "bootstrap", é possivel mostrar que,

num numero finito de interacoes, obtemos que
v, € CH*(Q)

e assim,

[vellcr.e @) < K (independente dee).

Agora, da imersao compacta (cf. Teorema A.7)
Ch(Q) — CY(Q)
existe uma subsequéncia de v. (que ainda denotaremos por v.) tal que

v. = vy em C(Q).
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Temos que

v. = vy em Hy(Q)

dai, pelo fato de que v. — 0 em H(Q2) quando ¢ — 0, pela unicidade do limite, temos
que vy = 0, logo

v. — 0 em C'(Q)

Ou seja, para todo 0 > 0, existe ¢ > 0 talque
[|ve||cr <0 quando e <¢”

tomando § = r para algum ¢* temos que (2.2) e (2.4) se contradizem, assim, fica provado

o Passo 2.

N+2

Passo 3: caso critico quando p = 5.

Usaremos mais uma vez o Teorema 2.3 em [10] em conjunto do fato de que ||vc||g1 — 0
quando € — 0. Suponha por contradi¢ao que (2.3) ndo vale. Entao vale (2.4). Para cada

7 > 0 considere o truncamento

(—j ser < —j
Ti(r)=9qr se —j<r<j
\j ser >
o conjunto
filx,u) = f(z, Tj(w), Fj(z,u)= /Ou fi(x,s)ds
e

0,00 = [ (5IVuP - (o)) da

Pelo Teorema da convergéncia dominada de Lebesgue, Note que para cada u € Hj ()
®;(u) — ¢(u) quando j — 400
Assim, para cada € > 0, existe j = j(¢) > 1 tal que
D, (v.) < ©(0).
Claramente, existe w. € B, tal que

Do) (we) = min &) (u)
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Temos,

<I>j(5)(w€) < Dy (v:) < @(0).

Afirmacgdo 2.4 Tem-se que w. € C1(Q) e w. — 0 em C1(Q).
Com efeito, pelo Teorema dos multiplicadores de Lagrange, para w., temos
—(1 = pe)Awe = fj(x, we)

Agora observe que,

Afirmacao 2.5 |f;(z,u)| < C(1+ |ul?).
Com efeito, perceba que para qualquer s € R, temos
|T;(s)| < min([s|, j)

Caso 1: |u| <j

Neste caso Tj(u) = u, entao

|f5 ()| = [f (2, Ti(w))] = [f(z,u)] < O+ [ulf)

Caso 2: |u| > j

Neste caso, T;(u) = j, entdo
|fi(z,w)| = f(z, Tj(w)] = | f(z, )] £ CA+[£j)) < O+ [ulf)

Assim fica provada a Afirmagao 2.5.

Como w, — 0 em H{ (), pelas imersoes de Sobolev, segue que
w. =0 em L%(Q)
e assim, existe h € L%(Q) e uma subsequéncia (ainda denotada por w,.) tal que
|lw:| < h q.t.p em Q.
Portanto, pela Afirmacao 2.5
|fi(z,wo)| < O+ |weP) = C(1+ JwePHwe]) < C(1+ |AP Hwe]) = C(1 + alw:|)

onde a = |hPP~! € L= (Q).

Isso implica, como mostrado no Passo 1, que (w,) é limitado em L4(Q) Vg < oo.
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Afirmacao 2.6 |lw.||craq) < K (independente de €)

Com efeito, para todo r > 1, temos que

1
1 — e

filz,we) € L(Q)
Pois, usando a Afirmacao 2.5 e o fato que w. € L(2) Vg < 400 tem-se

1— He
Portanto, pelo Teorema de [A.D.N.| temos que

1
iz < —/ CT(1 + |w.l) dz < 0o
ll_ﬂev Q

[wellw2r@) < I fjller@)
Assim, para r suficientemente grande

_ N
W2 (Q) — C**(Q) Va<1-— —

cont.

Assim, 3 M > 0 tal que
[wellera@y < M - lwellwer@) < M -C - || fjllir) = K

Assim, da imersao compacta
Ch(Q) — CHQ)
Segue que existe uma subsequéncia w., € C1(Q) tal que
w., — wy em C(Q).
Portanto,
w., — wy em H'(Q)

Dali,

w., — wy em Hy(Q)
Mas como w. — 0 em Hj(Q), temos que
Wo = 0.

E assim,

w, — 0 em CHQ).
Portanto fica provada a Afirmacao 2.4.
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Assim, para concluir a prova do Passo 3, pela Afirmacao 2.4 , para ¢ suficientemente
pequeno

(I)(wg) = (I)j(a) (wg) < (I)(O)

e isso contradiz (2.2).
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Capitulo 3

Solucoes Viscosas Para Problemas

Elipticos

Este capitulo foi baseado no livro [21], aqui foi apresentado a teoria de solugoes
viscosas para operadores mais gerais que possuem ordem dois, até chegar no teorema de
Perron, teorema este de Sub-Super Solucoes Viscosas, inspirado no Teorema de Perron

classico, que garante solucao do tipo viscoso para problemas elipticos em certas condicoes.

No que segue, Q C RY é aberto e limitado. Denotamos por (-,-) o produto interno
padrdao em RY, e definimos ||z|| = \/{x,z), para x € RY. Usamos a seguinte notagao de

bolas abertas: Parar > 0e 2 € RY,
B,(z) :={y e RN | ||z —y|| <}, e B, := B,.(0).

Para uma funcao u : 2 — R, denotamos seu gradiente e matriz Hessiana em x € (),

respectivamente, por




0%u(x) . 0%u(x) . 0%u(x)
8ac% Ox10x; 0x10xn
DQU(I) — 0%u(x) L 0%u(x) . &%u(x)
: Oz;0z1 0z;0x; 0z;0zn
0%u(x) L 9%u(x) . 9%u(x)
Oxn0x1 0xn0x; ox3,

Além disso, denotaremos por SV o conjunto de todas as matrizes simétricas N x N
com valores reais. Note que se u € C?(), entdo D*u(z) € S¥ para x € Q. Recordamos

a relacdao de ordem em S¥:
X <Y <= (X£€) < (YE,E) para todo € € R,

i.e., Y — X é semidefinida positiva.

Estamos interessados no estudo de Equacoes Diferenciais Parciais gerais de segunda

ordem

F(z,u(x), Du(z), D*u(z)) = 0 em Q. (P)

Iremos supor que

F-OxRxRYVxSY SR

é continua com respeito a todas as variaveis.

Retornemos a EDP de segunda ordem geral
F(z,u, Du, D*u) =0 em Q. (P)
Usaremos a seguinte definicao de solugoes cléssicas:

Defini¢ao 3.1 Dizemos que u : Q — R € uma subsolugdo cldssica (respec., superso-
lucdo, solucao) de (P) se u € C*(Q) e

F(x,u(z), Du(x), D*u(x)) <0 (respec., >0, =0) em Q.
Se F nao depende variavel X (i.e., F(z,u, Du) = 0 é uma EPD de primeira ordem),

suporemos apenas u € C1(Q2) na defini¢ao acima no lugar de v € C?(Q). Ao longo deste

texto, também supomos a seguinte condi¢cao de monotonicidade em relacao as variaveis

X:
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Defini¢ao 3.2 Dizemos que F' € eliptico (degenerado) se
para X, Y € 8" com X >Y = F(z,r,p,X) < F(x,r,p,Y)

para todo v € Q, r € R, p € RV.

Note que no exemplo do Laplaciano, tem-se F(z,r,p, X) = —traco(X) eliptico.

No que segue, estudaremos propriedades vélidas para o limite (uniforme), quando

e — 0 (¢ > 0), de solugbes de
—eAu+ F(z,u, Du,D*u) =0 em € (P.)
Note que se F' é eliptico, entao
—etraco(X) + F(z,u, Du, D*u)

¢ uniformemente eliptico. Na pratica, é mais facil resolver (F:) do que (P).

Proposicdo 3.1 Assuma que F ¢é eliptico. Seja u. € C*(Q) N C(Q) uma subsolugdo
cldssica (respec., supersolucio) de (P.). Se u. converge para u € C(2), quando € — 0,

uniformemente em qualquer compacto K C S, entdo, para qualquer ¢ € C*(Q), tem-se
Fla, u(z), Dé(x), D*6(x)) <0 (respec., > 0)

sempre que u — ¢ atingir seu mdzimo (respec., minimo) em x € €.

Observacao. Quando F' nao depende de variaveis X, precisamos apenas supor que

¢ e u. estejam em C'(2) como antes.

Demonstracao: Fornecemos apenas uma demonstracao da afirmacgao para subsolucoes,

pois a outra pode ser demonstrada de forma similar.

Suponha que u — ¢ atinge maximo em Z €  para ¢ € C*(Q2). Defina

ds(y) == o(y) + olly — 2"

Note que ¢s(z) = ¢(&). Logo, tem-se

(u = )
> (u—9)(y)
= (u—¢e)(y) +olly—2[*, VyeQ
> (u—¢s)(y), para todo y € Q\ {2}.



Esta técnica nos permite trocar um ponto de maximo por um maximo estrito, i.e., en-
quanto & é um méaximo de (u — ¢), este mesmo ponto passa a ser um ponto de maximo
de (u — ¢5), com (u — ¢5)(2) = (u — ¢)(&). Agora, seja x. € Q um ponto tal que
(ue — ¢5)(xe) = max(ue — ¢5)(y).
ye
Note que . também depende de §. Pelo Teorema de Weierstrass, a menos de subsequéncia

lir% xe = x9 € ). Uma vez que u. converge uniformemente para u em B,.(Z) e
E—

(us - ¢5)<x5) > (us - ¢5)(y)7 vy S ﬁa
passando ao limite de n — oo, obtemos
(u— ¢5)(20) > (u—¢5)(y), VyeQ,
sendo Z o tinico ponto de maximo estrito de u — ¢s, devemos ter xo = z. Portanto,
limz, = .
e—0
Sendo 2 aberto e € (2, devemos ter x. € () para € > 0 suficientemente pequeno.

Observe que se utilizdssemos o argumento acima para ¢ ao invés de ¢, o limite x. poderia

ser diferente de Z. Usando a hipotese de que u. é solugao de (F.), temos
—eAug(x.) + F(xe,ue(x.), Duc(x.), D*us(z.)) <0 (3.1)
Sendo z. ponto de maximo da funcao suave u. — ¢g, devemos ter
D(u: = ¢s)(x) =0 e D2(u. — 65)(22) <0

o que implica

Du.(z.) = D¢s(z.) e D?*u.(z.) < D*ps(x.),

tendo em vista a elipticidade de F', temos
F(2.,uc(x.), Dos(x.), D*¢s(x.)) < F(2o, ue(22), Duc(z.), D*uc(z.)).
Dai e de (3.1) temos
—eAu(x.) + F(x.,uc(x.), Dos(x.), D*¢s(x.)) < 0
Fazendo ¢ — 0, obtemos
F(2,u(2), Dos(2), D*¢s(2)) < 0
Sendo D¢s(2) = Dp(2) e D*¢s(2) = D?¢(&), concluimos a prova. n
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Defini¢ao 3.3 Dizemos que u : Q@ — R € uma subsolugao viscosa (respec., superso-
lugdo) de
F(z,u,Du, D*u) =0 em . (P)
se, para qualquer ¢ € C*(Q),
Flz,u, Do(z), D*0(z) <O (respec., > 0)

sempre que u—¢ atingir seu mdximo (respec., minimo) em x € ). Dizemos que u : Q@ — R

é uma solugdo viscosa quando u é, simultaneamente, sub e supersolucao viscosa de (P).

o(z)
u(x)
F(D*p(x0), Dp(x0), u(x0), 79) < 0 F(D*p(x0), Dp(x0), u(x0), 70) > 0

Proposigao 3.2 Para u: ) — R, as sequintes afirmagoes (1) e (2) sao equivalentes:

(1) w € uma subsolugao (resp., supersolugao) de viscosidade de (P),
(2) 5¢0=(u—)(@) > (u—0)(x) (resp., < (u—)(x)

para ¢ € C*(Q), 2 € Q ex € Q\ {7},

entao F(z, (), Dp(2), D?*¢(2)) <0 (resp., > 0).

Demonstragao: (1) = (2) é trivial, pois segue da defini¢ao.
(2) = (1): Suponha que u — ¢ atinja seu méaximo em = € Q. [(u — ¢)(z) < (u — ¢)()]
Para 6 > 0, defina
¢5(z) = ¢(2) + 0z — 2| + (u — ¢)(2) € CH(Q)
Note que
o §5(%) = u().

Assim,

(u— ¢5)(2) = u(x) — ¢(%) — 8|z — 2|* — (u — ¢)(2)
= (u—9)(x) = oz — 2|* — (u— ¢)(2)
< (u—¢)(2) = dlx — 2|* — (u— §)(2)
= bz —2*<0=(u—¢s)(2) VoeQ\{i}
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De (2), terfamos: F(&, ¢s(2), Dos(&), D*¢s(2)) < 0. logo por defini¢do u é subsolugdo
viscosa.

]

Para a proxima proposicao, reconhecemos que solucoes de viscosidade sao candidatas

corretas de solucoes fracas quando ' é eliptica.

Proposicao 3.3 Assuma que F € eliptico. A funcdao u : 0 — R € uma subsolucao cldssica
(resp. super solugdo) de (P) se u é uma subsolu¢do viscosa (resp. super solu¢ao) de (P)

eue C*Q).

Demonstracgao:
(<) Assuma que u € C?(€2) é uma subsolugao viscosa de (P). Tome ¢ = u € C?*(R).

Note que u — ¢ atinge seu maximo Vz € ). Assim, da defini¢do de viscosidade produz
F(wo,u(x0), Db (o), D*¢p(10)) < 0

Dali,
F(z0,u(zo), Du(zo), D*u(zo)) <0

logo u & subsolugao classica de (P).
(=) Suponha que v € C*(£2) é uma subsolugao classica de (P). Fixe arbitrariamente

¢ € C*(Q). Assumindo que u — ¢ atinge 0 maximo em 7 € €2, temos
D(u—¢)(z) =0e D*(u—¢)(2) <0.

Pela elipticidade de F', obtemos

0> F(&,u(2), Du(z), D*u()) > F(2,u(Z), Do(&), D*p(2))

Introduzimos os conjuntos de funcoes semicontinuas superior e inferior:

Para K C RY,

USC(K) :={u: K — R | u é semi-continua superiormente em K},

LSC(K) :={u: K — R | u é semi-continua inferiormente em K}.

Observacao 3.1 Ao longo do curso, usamos o sequinte principio do mdzimo para funcoes
semicontinuas: Uma funcao semicontinua superiormente em um conjunto compacto atinge

seu mdximo.
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Para uso nos proximos resultados, introduziremos as defini¢des de limsup e liminf

da seguinte forma:
Definicao 3.4
lim sup u(y) = inf { sup U(?/)}
nQ

Yy >0 | yeB,(v)

lim inf u(y) = Sup{ inf u(y)}

y—z >0 (y€By(z)NQ

Definicao 3.5 Para qualquer funcio u : Q — R, denotamos o envelope semicontinuo

superior e inferior de u por u* e u,, respectivamente, que sao definidos por

uw*(z) =lim su U e u(r)=Ilm inf u(y).
W)=l s () e ()=l )

Nos apresentamos algumas propriedades elementares para u* e u,.
Proposicio 3.4 Para u:Q — R, temos
(i) u.(x) < u(x) < u*(z) para x € Q,
(ii) u*(z) = —(—u).(x) para x € Q,
(iii) u* (resp., u,) € semicontinua superior (resp., inferior) em Q, i.e.,

limsupu*(y) < u*(z), (resp., liminfu,(y) > u,(z)) para 2z € Q,

Yy—x Yy—x

(iv) se u é semicontinua superior (resp., inferior) em Q, entdo u(x) = u*(x) (resp.,

u(z) = u.(z)) para x € Q.
Demonstragao: (i) para provar a segunda desigualdade, segue:

u(z) < sup  u(y)
YEBe(x)NQ

passando o limite ¢ — 0 temos u(z) < u*(z). O mesmo raciocinio vale para a primeira
desigualdade (i).
(ii) Sabendo que sup(—S) = —inf(S), considere

S={-uly), ye€BA(x)NQ}
Dali,

sup(—S) = —inf(95)
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Ou seja,
lim su w(y)=lim | — inf —u
e—0 yeBa(aI?)ﬂQ (y> e—0 ( YEBe ()N <y>>

— i inf .
agréyEBlglgx)ﬁQ U(y)

Portanto

u*(z) = —(—u).(z) Vae.

(iii)Da defini¢ao de limsup, segue que

lim sup u*(y) = inf { sup  u’ (y)}

Yy >0 | yeB, (z)nQ

< sup u(y)
yEBR(z)ﬂQ

Passando o limite ao n — 0, tem-se

lim  sup wu'(y) < u*(z).
Y= ye Br(z)NQ

(iv)Pelo item (i), vimos que u.(z) < wu(z), por outro lado, sendo u semicontinua
superiormente, isto &,

lim sup u(y) < u(z)

Yy—T

Segue que

Afirmacao 3.1 u*(z) < lim sup u(y)

Yy—x

Com efeito, suponha por contradicao que

Y—T n>0 yEBn(x)

u*(z) > lim sup u(y) := inf { sup u(y)}
no

Assim, para

n:=u"(x) — limsupu(y) >0

Yy—x

Pela definicao de infimo, existe r, > 0 tal que

limsupu(y) +n> sup wu(y) (r, fixo!)
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Logo

u(x) > sup  wu(y)> sup u(y) Ve<my,
y€Br, (y)NQ2 YEBe (y)NS2

Passando ao limite de ¢ — 0, temos
u (z) > sup u(y) >lim sup u(y) =u"(x)
Y€ By, (y)NQ €20 yeB. (y)nQ
O que & um absurdo. Portanto u(z) = u.(x)
]
Teorema 3.1 Seja S um conjunto nao vazio de subsolucoes de viscosidade semi-continua

superiormente (respec. supersolucgées de viscosidade semi-continua inferiormente) de (P).

Seja u(x) :=supwv(z) (resp. wu(zx):= inf v(x))

’UES ’UES
Se sup |u(z)| < oo para qualquer conjunto compacto K C €, entdo u € uma subsolugdo
zeK

viscosa (resp. supersolugao) de (P).
Demonstracgao: iremos provar para subsolucoes, para o caso de supersolucoes, a prova
é simétrica.

Para & € 2, suponhamos que 0 = (u* — ¢)(2) > (uv* — ¢)(x) Vr € Q\ {2} e
¢ € C*(Q). Mostraremos que

F(z,¢(z), Do(z), D*¢(2)) < 0.

Seja r > 0 tal que By,.(%) C 2. Podemos encontrar s > 0 tal que

max (u* —¢) < —s 3.2
ma (u” —6) < 32
[Basta considerar s := |maxaBR(i,) (W =)l com j € N|
J

Tome x), € B,() tal que

o limy ooz =2

Justificando cada item, o segundo item segue: Dado arbitrariamente % =17 > 0, existe
€y >0
tal que

u () — sup  u(y)| <n Vee (0,¢)
yEB. ()N
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Como N ¢ ilimitado superiormente, existe m € N

tal que
1
m > —
€n
ou seja,
L <
— <e€
m
Assim,
1
u'(z)—  sup  u(y) < —
@) yeB 1 (£)NQ ) 2K
isto &,
(#) < W)+ 5
u*(z sup  u(y) + —
yeB 1 (#)N0 2K
Dali,
1 1
u(2) —— < sup  u(y)— 5=
K e, (@0 2K

Pela definicdo de  sup  u(y), existe x5, € B1 (2) N Q onde
yEB 1 (2)NQ "

1 1

uw(z)——<  sup  u(y) — = < u(zg)

yeB 1 (#)NQ 2k
segue a desigualdade desejada.
O terceiro item: segue da continuidade de ¢.

Além disso, considere u;, € S tal que

1
Isso é possivel, pois pela definicao de supremo

para € = %, existe ux € S tal que

1
supv(xg) — 7 < ug(rg)
veES

ou seja,

u(rk) < ug(rk) + %
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Por (3.2), observe que

> (o) - 5 - 6(o)
> () - - 1 — Ol
= (@) — o(w) — 2
= 6(8) — 6(ax) —
2
"R R

3 / : 3 : 3
Para que 0 > —+ > —s, € preciso que 7 < s. Assim, para ; < s temos

max (u* — ¢) < (up — ¢)(zy)

9B, (%)

Assim, para k > 3, existe yx € B,(2) tal que (u; — ¢) atinge seu méximo sobre B, () em

yr. A partir disso, pela Proposicao 3.2, como u; é subsolucao, pois mora em S, temos

F(yr, un(yr), DA(yr), D*¢(yr)) < 0.

Passando a uma subsequéncia se necessario, podemos supor que z := limy_ .o, yx. Note

que

(u* = @) (@) < (ur — @) (wr) + 7 < (ue — O)(y) + 7 < (u" = &) (wk) + (3-3)

> w

Sabendo que u* é semicontinua superiormente, obtemos
(u” = ¢)(&) < lim sup(u® — ¢)(yx) < (u" —)(2)
Ye—2
Como Z é o ponto em que (u* — ¢) atinge 0 maximo, assim
=z
Além disso, das desigualdades (3.3), temos

() = 6(0) + Olan) — 3 < walan) < () — 6lue) + Ha)

Portanto, passando o lim sup, pela continuidade de ¢, tem-se

imsup (u(8) — 0(0) + o) - ) = u'(2)

Yk —i=z
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Por outro lado, sendo y, — z = 2 e u* s.c.s. tem-se,

limsup (u*(yx) — &(yx) + d(x)) < u*(T)

k—o0

Logo lim sup ug(zx) = u*(z) = ¢(z) Portanto, passando o limite k — oo em
Yp—2==T

F(yi, u(yx), DP(yr), D*¢(yx)) < 0

pela continuidade de F' obtemos
F(&,u"(2), Do(2), D*¢(2)) = F(&,¢(2), Do(2), D*¢(i)) < 0.
[ ]

Teorema 3.2 (Sub-Super Solugao Viscosa) Assuma que F' € eliptica. Assuma tam-

bém que existem uma subsolucao de viscosidade § € USC(Q)NLE.(QY) e uma supersolugdo

loc
(Q) de (P) tais que

de viscosidade n € LSC(Q) N LY

loc
E<n emQ.

Entao, u(x) := supv(x) (resp., u(x) = inf w(z)) € uma solugio de viscosidade de (P),
veS weS
onde

S:=1veUSC(Q)
de (P) tal que £ < v <nem

v € uma subsolucao de viscosidade }

LS ={weLSCH
(resp {w (@) de (P) tal que £ <w <n em Q

w € uma supersolugcao de viscosidade })

Demonstracgao: Primeiro note que S # (), pois £ € S. Note que,

sup v(x)
ves

sup [u(z)| = sup
zeK zeK

<supn < oo
rzeK

onde K CC €2, compacto. Pelo Teorema 3.1, segue que u é subsolucao viscosa, basta

apenas mostrar que u é supersolucao viscosa.

Suponha que u € USC(£2). Assumindo que
0=(u—9¢)(@) < (u—9)(x) paraxecQ\{i},
com ¢ € C*(2), mostraremos que
F(&, ¢(&), Do(2), D*¢(2)) > 0. (3.4)
Suponha por contradi¢ao que (3.4) ndo vale, assim existe § > 0 tal que
F(i,¢(2), Do(2), D*¢(2)) < —20.
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Portanto, existe r > 0 tal que
F(z,¢(x) +t, Do(x), D*¢(x)) < —0 paraz € B.(2) C Qe |t| <7 (3.5)
Justificativa: Pela continuidade de F', tomamos € = 6 3r > 0 tal que |z — z| < r implica
|F(x,6(x) +t, Do(x), D*¢(x)) — F(&, ¢(2), Dp(2), D*¢(2))| < 0

Dali,
F(z,¢(z) +t, D(x), D*p(x)) <O +c<0—20=—0

onde ¢ = F(#, 6(2), Dé(2), D?(#))
Afirmacao 3.2 ¢(z) < n(z).
De fato, caso contrario ¢(z) > (), desde que
¢p<u<n em{ (3.6)

Assim a funcao n — ¢ atinge seu minimo em z € {2 Como 7 é supersolugdo por definicao

temos que

F(§7>77(§7)7D¢(£)’D2¢(§3)) = F(§77¢(‘%)’D¢(£)7D2¢(5ﬁ)) >0

pois contraria (3.5) quando z =z e t = 0.

Afirmacgao 3.3 £(2) < n(2)
Com efeito, caso contrario, teriamos que £(z) > n(#) Como ja temos que
() <n(x) em Q

entao

Desde que u satisfaz

Teriamos



Absurdo! pois ¢(2) < n(z).
Agora definindo 37 := n(z) — u(z) > 0, a partir da semicontinuidade inferior e superior

de n e &, respectivamente, podemos escolher s € (0, 7] tal que
E(z)+7 < p(x) + 27 <n(x) paraz € Byy(z).
Com efeito, Considere € := 7/2 > 0. Pela semicontinuidade inferior de n 3 6, > 0 tal que
n(&) —e <n(x) Ve Bs,(2)
Pela semicontinuidade superior de £ 3 0 > 0 tal que
6(2) SE(@) + 3¢ Ve € By ()
Pela continuidade de ¢ 3 6, > 0 tal que
0(2) = o(2)| <& Vo€ Bs,(2)

ou seja,

¢(r) < ¢(2) +¢ Vo € B;, (1)

Definimos

1
S = §min{r, (5,7,55,(5(;5} > 0.

Entao, para todo x € Byy(), valem simultaneamente as estimativas anteriores.

(1) Desigualdade & esquerda:

§(x) = d(2) < €(2) — ¢(2) +3e —¢
= (§(2) — ¢()) + 2¢
<0+2=r1,

pois &(#) < ¢(&). Assim, £(z) + 7 < ¢(x) + 27.

(2) Desigualdade a direita:

n(x) = é(z) = (&) — ) — (6(2) +¢)
= (n(#) — ¢(2)) — 2¢
=37 — 7 = 27,

logo ¢(z) 4+ 27 < n(x). Concluimos, portanto, que para todo = € By (Z) vale
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(x) +7 < olx) +27 < n(x),
Além disso, podemos escolher € € (0,s) e 79 € (0, min{7,r}) tal que
o(x) 4+ 210 < wu(x) parax € Bey (%) \ Bs_o(T)

Se pudermos definir uma fungdo w € S tal que w(z) > u(z), entdo terminamos nossa

prova devido & maximalidade de u em cada ponto. Agora, definimos

max(u(z), p(x) + 10) em By(Z),
u(z) em O\ B.(2).

w(z) =

Observacao 3.2 QObeserve que se x = & entao
w(t) = max{u(z), p(x) + 70}
como u(z) = ¢(z) < ¢(T) + 10 tem-se que
w(2) = max{u(x), p(z) + 10} = ¢(z) + 70 > u(2)
Basta mostrar que w € S. Devido & nossa escolha de 74, s > 0, é facil ver que ¢ < w <7

em (). Portanto, s6 precisamos mostrar que w é uma subsolugao de viscosidade de (P).

Para isso, supomos que (w* —¥)(z) < (w* —¥)(z) = 0 para x € Q. Mostraremos que
F(z,w*(2), D(z), D*¥(2)) <0 (3.7)

Se z € Q\ Bs(z) = ¥, por definicdo w = u e assim u* — 1) atinge seu maximo em z € V',
pela Proprosi¢do 3.2 obtemos (3.7), pois u é subsolugdo viscosa.

Se z € 0B,(), entao (3.7) se mantém, pois w = u em B (%) \ Bs_(Z).

Resta mostrar (3.7) quando z € Bs(Z). Uma vez que ¢ + 79 € uma subsolucdo de viscosi-
dade de (P) em Bg(Z), o Teorema 3.1 com §2 := B,(Z) produz (3.7). Agora, supondo que
u € LSC(Q) aqui, temos que trabalhar com w,.

Suponha que 0 = (u, — ¢)(%) < (u, — ¢)(z) para x € Q\ {Z} para algum ¢ € C?*(Q),
1€, 0>0e

F(#,6(2), Dé(2), D*6(#)) < —26.
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Assim, obtemos (3.5) mesmo neste caso. Nos também mostramos que o w definido acima,
¢ uma subsolu¢ao de viscosidade de (P).

Resta apenas verificar que supg(w — u) > 0.

De fato, escolhendo x, € By/,(2) tal que

1
us(T) + z > u(xy),

nos facilmente verificamos que se 1/k < min{7/2, s} e |¢(2) — ¢(zx)| < 70/2, entao temos

B1(z) C By(2)

=

por defini¢ao,segue que

w = max{u(z),d(x) + 10}

Assim, pela continuidade da ¢

w(xg) > ¢(xg) + 10 > O(T) + % = u.(2) + — > u(zy).

39



Capitulo 4

Aplicacao: Problemas Elipticos
Semilineares Envolvendo Nao

Linearidade Com Um Zero Positivo

4.1 Apresentacao do Problema
O proposito deste capitulo é o estudo do problema eliptico semilinear

—Au=Af(u) em Q, (P

u=>0 sobre 012,
onde f é uma func¢do nao-negativa, localmente Lipschitz, definida em [0, +00), 2 é um
dominio suave e limitado de RY (N > 3) com um zero e A > 0 ser& considerado como
um parametro. Nosso principal objetivo é analisar a existéncia e a multiplicidade de
solugbes classicas positivas de (Py) quando A é grande. Dentre isso, para mostrar uma
condicao qualitativa a respeito da segunda solucao precisaremos que a funcao f verifique
a seguinte hipotese:

Existe 0 > 0 tal que a seguinte fun¢ao

—~
~
|
Q
~—
2‘2
| [+
NN
—~
=
~—

seja decrescente para t € (a, a + 9).



O principal objetivo desse capitulo é demonstrar o seguinte resultado.

Teorema 4.1 Assuma N > 3, e seja [ uma funcdo nao negativa localmente Lipschitz
com um zero isolado o > 0, tal que a hipdtese (H) € vdlida. Entao existe Ao > 0 tal que,
para X > Ao, o problema (P\) admite pelo menos duas solugoes positivas uy e vy com

uy < vy em €, e ||ur|loo < a < [|Ur]|oo- Além disso,

li = 1l =
il = e n@) =

uniformemente em subconjuntos compactos de ().

Para isso, dividiremos a secao em duas subsecoes, onde cada subse¢ao sera mostrado

como ¢ obtido as solucoes requeridas no Teorema 4.1.

4.2 A primeira solucao

Nesta se¢ao, lidaremos com a construgao da solugdo positiva uy de (Py) que esté
abaixo de «. Ela sera obtida com o conhecido método de sub e supersolucoes fraco no
sentido viscoso. Em todo o trabalho, d(z) representara a distancia de um ponto z a
fronteira de €.

O principal resultado desta subsecao é demonstrar o seguinte Teorema
Teorema 4.2 Assuma f : [0,+00) — R € uma funcao localmente Lipschitz e nao ne-
gativa e seja o > 0 um zero isolado de f. Entdo existe \og > 0 tal que o problema (P))

admite uma solucao uy para todo A\ > Ao, verificando 0 < uy < a. Além disso, uy € a

solu¢ao mazximal no intervalo [0,a e é crescente em \. Além disso,

lim uy = a,
A—+400

uniformemente em conjuntos compactos de §, e para todo § € (0, ) existe Ay = A\(d) >

Ao e c=c(d) > 0 tal que para todo A > )\

uy(z) >a—9 sed(z)> Az (4.1)

Analisaremos o problema (P,) em uma configuracao radial. Para este fim, escolhe-
mos um ponto arbitrario zo € €, e escolhemos R > 0 tal que o fecho da bola Bg(z)
esteja contido em (). Para simplificar, de agora em diante denotaremos B = Bg(0).

Considerando agora o problema

—Av = A\ f(v) em B,y >0,
(4.2)

v=20 em 0B,
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A ideia para obter a primeira solu¢ao é construir uma subsolucao v de (4.2), em
seguida usar o fato de que a raiz o é uma supersolugao de (4.2), e assim pelo Teorema
de Sub-Super solugao Fraca ( cf. Teorema 1.2) garantir a existéncia de uma solu¢ao fraca
vy, de (4.2). Depois, para cada A > Ay, usar a solugdo vy, e o conjunto das solugoes v,
(essas obtidas de mesmo modo que a vy, para cada \) para garantir a existéncia de duas
subsolucoes u e uy, sendo essa tltima no sentido de viscosidade, e por fim, pelo Teorema
3.2 de Sub-Super solugoes garantir a existéncia de uma solu¢ao maximal no sentido de
viscosidade uy (que coincide com a subsolu¢do uy) e depois pela teoria de regularidade
pode-se mostrar que a solucao u) é classica.

Assim faremos, primeiro iremos apresentar e demonstrar o seguinte lema.

Lema 4.1 Assuma f € uma funcao localmente Lipschitz nao negativa com um zero isolado
a > 0. Entao, para cada § > 0 existe A\g > 0 tal que o problema (4.2) admite uma solu¢do

positiva, radialmente simétrica v, além disso, verifica o — 6 < ||V < .

Demonstragdo: Seja B = Bx(0) C Q. Agora considere o anel A = {z € B;|z| > £}
Primeiro, tentaremos determinar uma subsolugao radialmente simétrica de (4.2), seja ela

w(r), r = |z|. Portanto precisamos resolver (cf. Apéndice C)

N -1
—w" — w < Aof(w), &<r<R,
" (4.3)
w (%) =w(R) =0.
72N
Efetuando uma mudanca de variavel w(r) = z(s), onde o(r) = s = N 2,N > 3.

Afirmacao 4.1 ¢ ¢ decrescente.

Com efeito, a derivada de ¢ em relacao a r é dada por

d_SO 2—N 1-N _ _,1-N 1

=N ST S T

d
Como r € (%,R) e N > 2, temos que d—w(r) < 0 para todo r € (%,R), 0 que confirma
T

que o é decrescente.

Ademais, definindo os valores de ¢ nos extremos do intervalo:
R*N 1

= R = =

a=e(B) = 55 = pvan —9)

2-N _
b (R) @
2 N—2  RN-2(N-2)
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R R
Como 3 < R e ¢ é decrescente, segue que a = p(R) < ¢ <§> =b.

Além disso, pelas condices de contorno de w, temos:

0= (3 ) =stel3) =0
Calculando as derivadas de w(r) = 2(¢(r)), pela Regra da Cadeia, segue que:
w(r) = (o) - ¢() = 22D onde /() =~
Por outro lado, calculando w”(r)
') = (-5

(A0 et (Y

o (z"«o(r)) (=) TLEN__S/(@(T))(N - 1>rN2>

(Pl et

" o
w (r) B rN r2(N-1)
N -1
Dai, o operador —Aw = —w"” — w’ se torna
r
N -1 Z(s)(N—=1)  2"(s) N—-1/[ Z(s)
" r_ _ —
T ( rN + r2(N-1) r rN-1
V1) 2(s) | A(s)(N 1)
- N T 20N + N
Z//(8>
R TIE)

Portanto, o problema original (4.3) na variavel r se resume ao seguinte problema de

contorno para z na variavel s

Z//(S)

~ p2(N-1)

z(a) = z(b) = 0.

< Xof(2(s)) ,a<s<b,
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Reescrevendo a inequagao em termos apenas da variavel s.
—2"(s) < APV f(2(s))

A relacdo entre s e r é dada por:

J2-N _ e 1 . 1 ¥z
N -2 s(N —2) s(N —2)
Assim, a funcdo 72V~ em termos de s é:

2N-1) _ [(ﬁ) Mrwl) - (S(N—l_Q))N = g(s)

O problema se reescreve como

Como f é nao-negativa, procuramos uma solucao para o problema simplificado

R\ 20V
2= X (—) f(z), a<s<b,

2
z(a) = z(b) = 0.

Para resolver esta EDO, multiplicamos ambos os lados por 2/(s):

() (5) = o (g)“‘” F() ()

Agora, integramos ambos os lados de s até “TJ“”, temos

/

Para a integral do lado esquerdo (L.E.), utilizando a substitui¢do u = Z/(t), e mudando

a+b a+b
2

)2 (1)t = Ao (g)w_l) / U (e

os intervalos de integracao temos que

/S —2"(t)2'(t)dt = /Ozl(S)udu E] + FCEP

a+b

2

Assumindo que a solucao z é simétrica em relacao ao ponto médio “T“’, “T“’ ¢ um ponto

critico, e segue que 2/(%42) = 0.




Para a integral do lado direito (L.D.), utilizando a substituicdo u = z(t) e definindo

z = 2(“2) = max{z(s),s € (a,b)} = [, f(t)dt, assim

() ® “n(3) [, o
WE)T = s 0=x(2)" " Ire - Few)

Igualando os resultados, obtemos a seguinte equagcao:

Dali,

2(N-1)
%[z'(S)]Q = Xo (5) [F(Z) — F(2(s))]

notando que para t € (a, %’), Z'(t) > 0, segue

(N-1)
2(1) = V/2he <§) VE® —F0)

Separando as variaveis e integrando de a até s, onde z(a) = 0:

/: \/F(E)Z/—(t)F(z(t))dt N /a \/2_A0 (§> . o

Usando a substituicdo s = z(t), obtemos

/:<s> ds —- \/2_A0(§)N_1 (s —a)

@ VFEZ)—F(s

a

Assim, a solugdo z(s) simétrica em relagao a *b ¢ dada implicitamente por

a<s< 2 (4.4)

/Oz(s> \/ﬁ — /2 <§>N_1 (s —a), 5

Onde z = maxz(s) ¢ determinado pela condi¢dao de simetria: z(%?) = z. Tomando

a+b

s = na equacgao acima e usando \g para o valor de A que permite essa solucao, tem-se

= (2))1/? (E)WU b-a (4.5)

2 2

/ z du

o VF(Z)— F(u)
Para resolver (4.4), tomemos um valor arbitrario Z € (a—9, a), e definimos Ay pelos meios
de (4.5). Assim, w escolhido verifica (4.3).

Consideramos agora a func¢ao

w(x), x€ A,

0, r € B\ A.
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Note que por construgao v é uma subsolucdo de (4.2). Pela continuidade da fung¢ao f

(pois f é localmente lipschitz), se
Vu tal que |u(z)| < R q.t.p em Q
tem-se que \f é continua e limitada em [—R, R] , ou seja,
[Af(u(z))] < C(R) q.t.p em €.

Pela construgao da fungao v, temos que v, « € H'(Bgr) N L>(Bg) além de que v = « é
trivialmente uma supersolucao e vale desigualdade v < v ¢.t.p em . Pelo Teorema
1.2 obtemos uma solu¢ao fraca positiva vy, de (4.2), que claramente verifica o — § < 2 <
[oaolloo < .

Afirmacao 4.2 v := vy, € uma solucao cldssica e posiliva

Primeiro mostraremos que v > 0. De fato, como f é nao negativa temos que

2/(N~1)
—2"(s) = Ao (E) f(2(s)) >0, a<s<b.

ou seja,

2"(z) <0.

Assim z(s) é uma fungao concava em (a, b), ou seja,

z(s) < z(e) + 2'(¢)(s —a) para quaisquer ¢, s € [a, b (4.6)
Dai, todo ponto critico de z é ponto de maximo, pois caso k € [a,b] seja ponto critico
temos que z’'(k) = 0, logo

z(s) < z(k)

Além disso como z é concava, vale que

2(s) = 2(b) _ z(b) = 2(a) _ 2(s) — z(a)
s—b - b—a s—a

, a<s<b.

Como z(a) = z(b) = 0, temos:

peos

. s€(ab).

Como s < b, entao s — b < 0, assim, para valer a primeira desigualdade tem-se que
z(s) > 0. Para a segunda desigualdade, como s —a > 0 segue que a segunda desigualdade

¢ verdadeira quando z(s) > 0. Portanto,
v>2z(s) >0 VseE(a,b).
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Além disso,

z>0

Com efeito, suponha que exista p € (a,b) tal que z(p) = 0, assim p seria ponto de minimo,
ou seja,
Z(p)=0

mas de (4.6) teriamos,
0<z(s) <z(p)+0(s—a)=2z2(p) =0 Vs € [a,b

o que seria um absurdo, pois deveriamos ter que z(p) < z(s) Vs € (a,b) j4 que p é ponto
de minimo e além disso terfamos que a funcao z é constante igual a zero, o que é um
absurdo também pois z(%E2) # 0.

Agora, para mostrar que v é uma solucao classica, observe que
v E LOO(BR)

pois

O<v<a

Assim,

NS LOO(BR) C LT(BR) Vr > 1.

Além disso, como v é solucao fraca do problema

—Av = Aof(U) in Br, A\g > 0,

(4.7)
v=20 on 0Bg,
Defina,
fl@) = Xof(v(x)) >0
Note que f € L"(Bg). De fato, como v € L>(), ou seja,
0 <wv(z) <|Jv||zesy)  q.t.p. em By
e f & continua (pois f é localmente lipschitz) temos f ¢ limitada. Assim, existe

[0,[[v][Loe]

C > 0 tal que
|f(v(x)] <C  q.t.p. em Q.
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Dati,
[ 1ards = [ Ifte@)lde < 5O\ < toc
Br

Br

Como v é solucao fraca do problema (4.7), isto é,
—Av = f(x) in Bg, Ao >0,
v=20 on 0Bg,

Pelo Teorema de [A.D.N] A.3, entdao v € W?"(Bg).

Agora para justificar que v € C**(Bpg) usaremos o teorema de Schauder, para esse fim
mostraremos primeiro que f € C%*(Bg). Com efeito, como f é localmente Lipschitz, f

também ¢é, e assim dados x,y € By existe L > 0 tal que

[f(2) = F)] = [Xof (v(z)) = Ao f(v(y))| < LAglv(z) — v(y)] (4.8)
Agora, para r suficientemente grande, temos que

, — N
W?2"(Bg) < C**(Bg), 0<a<1——
T

como C1%(Bg) C C%(Bg), logo
v E CO’Q(ER)

Ou seja, dados z,y € Bp, existe M > 0 tal que
jv(z) —o(y)| < Mz —y|*

assim de (4.8), tem-se
[f(z) = f(y)| < Klo =yl

donde K := L-M - )\, logo f € C%%(Bg). Por fim, pelo teorema de Schauder, temos que
NS CQ’Q(BR)

e portanto, v é solucao classica de (4.2).
Além disso como f é localmente lipschitz o resultado em [16] (pg. 219) garante que

v é radialmente simétrica. Por fim para concluir a prova do Lema 4.1, segue

Afirmacao 4.3 (Denotando v :=vy,) ||v]| LBy < @
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Suponha por absurdo que exista z € Bg(0) tal que

v(Z) = «
Defina
w(zx) =a—v(xr) >0 em Bg(0).
Note que
Aw = —Av = N\ f(v).
Como « é um zero isolado de f, temos f(a) = 0. Podemos, portanto, reescrever a

expressao acima como
Aw = Xo[f(v) = f(@)].
Dado que f é uma funcao localmente Lipschitz, existe uma constante ¢ > 0 tal que
Aw = Xo[f (v) — f(@)] < Aoclv —af.
ou seja,
Aw — Agclw| < 0.

Definindo o operador Lw = Aw — Apclw| < 0. Pela nossa hipotese de absurdo
significa que w atinge o seu minimo igual a zero no interior de Bg(0). Pelo Principio do

Maéximo Forte (cf. Teorema (A.9))
w = constante,

ou seja, w = 0, e portanto

v=a em Bg(0).

Absurdo! Pois, a condi¢do de contorno exige que v = 0 em 0Bg(0). Portanto, o valor

maximo « nao pode ser atingido no interior, concluindo que
V]| oo < a.

Agora, demonstraremos um dos teoremas mais importantes dessa secao:
Demonstracao: Primeira solu¢cao do Teorema 4.1:

Seja vy, dado pelo lema 4.1, solu¢ao de (4.2) com § = /2. Defina

Uz (T — o), Br(o)

0, Q\BR(l'o)
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Afirmagao 4.4 u € subsolugdo de (P\) para A > ).

Com efeito, efetuando o calculo do laplaciano de wu,

—AQ(J?) _ Z aQ(H(I))

i=1 i

Usando a regra da cadeia, obtemos

—Au(r) = —Avy(x — x0) = Ao f (0x, (T — T0))
= Mof(u(z)) < AMf(u(x)) ,x € Bgr(zg) com \> ).

Por outro lado, u = a é supersolucao de (Py). Usando novamente o Teorema 1.2, como

u,u € HY(Q) N L>®(), pois
0 < lulle@) < l[oaollem) < a
logo, existe uma solugao fraca u(= u(\)) € H} () de (Py) tal que
u<uN) <u gqtp em?

Além disso, segue como na Afirmagao 4.3 que |[u(N)||~ < a.

Agora defina pontualmente

ux(x) = sup h(x) (4.9)
hes
onde S = {h(x) | h é solugao de (Py) com 0 < h < a}

Afirmagao 4.5 uy € subsolugao de (Py) no sentido de viscosidade.

Com efeito, fazendo uso do Teorema 3.1, note primeiro que S # ), pois u(A)(z) € S.

Além disso, dado arbitrariamente um subconjunto compacto K C €2, tem-se que

sup |uy(x)| = sup (sup h(:z:)) <supa = a < +00.
zeK zeK \ heS zeK

Portanto, usando o Teorema 3.1, segue a afirmacao.
Afirmacéo 4.6 uy, € USC(Q).
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Com efeito, fixando h € S, pela continuidade de h (pois sdo solugdes de Py ), temos que

lim sup h(y) = h(z),

"0 e B, (z)r8

ou seja, Ve >0 dr. > 0 tal que

sup  h(y) < h(z)+e Vr<r.
yEBy(z)NQY

tomando o supremo em h € S, segue que

sup sup h(y) <suph(z) + e =uy(z) + €.
heS yeB,.(z)NQ heS

agora, tomando o infimo em 7, obtemos

inf {sup sup h(y)} <uy(z)+e¢

7>0 | heS yeB, (x)n0

por sua vez

r>0 yE B (z)

inf{ sup uk(y)} <wuy(x) +e
N

por fim, usando a Definicao 3.4, e fazendo ¢ — 0 obtemos que

limsup u(y) < ua(z)

Yy—T

Portanto, uy € USC(Q) e assim a afirmacdo fica provada.

Como a € LSC(Q), além disso existe uma ordem entre elas da forma

uy < a em {2

Assim, pelo Teorema 3.2, (teorema de sub-super solu¢do viscosa) existe uma solu¢do no

sentido da viscosidade v de (Py) tal que
uy <v<a em?f)

onde

v(z) == sup z(z)
zes

z é sub solucao viscosa
S:=¢zeUSCQ)| de (P) tal que

uy <z < aem
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Agora, note que v € S e entao por (4.9), pela maximalidade da solu¢do u, temos que
V= Uy

ou seja, uy é na verdade solugao de (P,) e a solu¢do maximal no intervalo [0, «].

Mostraremos que u) ¢ solucao classica. Para isso, usaremos a Proposicao 3.3. Note
que, desde que uy € C*(€2), assim sera solugao classica se for subsolugao cléssica e super-
solucao classica.

Segue um esbo¢o com a ideia para mostrar que u, é cléssica.

1) uy é subsolugao viscosa 3) uy é supersolugao viscosa
2) Uy € 02(9) 4) Uy € CQ(Q)
) T
5) uy é subsolucao classica 6) uy é supersolugao classica
U

7) uy é classica.

De fato, como v ¢ uma solugao classica, temos que uy = v € C*(2), assim verificando os
itens (2) e (4). Pela Afirmagao 4.5 temos que uy é subsolu¢do viscosa, portanto juntando
os itens (1) e (2), pela Proposi¢ao 3.3 o item (5) é satisfeito. Por outro lado, seguindo as
linhas da demonstracao no Teorema 3.2 e pela definicao que foi dada a w), temos que u)
¢ uma supersolucao viscosa, e assim satisfazendo o item (3). Portanto pela Proposigao
3.3, o item (6) é satisfeito. Assim, juntando os itens (5) e (6) por definigdo, segue que uy

é uma solucao classica.

Afirmacao 4.7 uy € crescente em A desde que A < \.
Com efeito, defina

uy :=sup {h; h ésolucao de (Py) com 0 < h < a}
quando A < X, segue que uy é subsolugao de (P,), pois

—Auy = Af(uy) < N fuy)
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Dai, usando o Teorema 3.2, obtemos que

u(x) = sup z(z) é solugao de (Py)
ze8

onde
S ={z e USC(Q); z ésubsolugao viscosa de (Py) tal que uy < z < a}
pela maximalidade, segue que
Uy = U

e que
Uy < uy
Agora, defina,

w(x) = uy(x) —ur(z) > 0 em .

Temos que

—Aw = —Auy + Auy = N fluy) — Af(un) = N [f(un) — fun)] + (N = A) f(un)
= Ne(z) - w(z) + (N = A) f(un)
onde
flun)—f(ur)

C(x) — UyNr —UN

0 , caso contrario.

,se uy(x) # uy(zx)

Agora, como f é localmente Lipschitz, segue que ¢(z) é limitada e assim
k(z) = Ne(z) € L=(Q)

Assim, temos

Pelo Lema A.2 item (i), temos que
w >0 em (2

e assim
Uy > Uy

como queriamos mostrar.
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Vamos finalmente mostrar (4.1).
Escolhemos 6 € (0,a) e seja A1, vy, dados pelo Lema 4.1. Para cada z € (), defina

vy : 2 = R, dada por

1
Para garantir que v, esteja bem definida é necessario que z(y) := (/\%) * (y—z) € B(0), 0

que de fato acontece pois y € B(A )% (x). Além disso, para garantir que B(A )% (x) C Q
R R

AL 21
A A

(%) rzan

De fato, caso contréario, ou seja, d(z) < (

também é necesséario que

1
)2 R, entdo existe algum ponto y € B N )%R(x)
By
tal que y ¢ Q.

Com efeito, seja § = (’\—;)% R > 0, considere I' = 0f) e a bola aberta
Bs(z) = {y e RV : |y — x| < 6}.
Por definicao da funcao distancia,
d(xz) =inf{|lz — 2| : z € T'}.
Por definicao de infimo, para todo ¢ > 0, existe z. € I" tal que

|z — 2| < d(z) +e.

Tome ¢ = i;x) > 0 (pois d(z) < ¢ por hipotese). Existe z € I' tal que

7 — 2| < d(z) + ¢ = d(z) + 5_;(56) - d(x)2+5.

Temos que,
o z—1x| < W < &8 = §, logo z € Bs(x)
e 2 €' =0Q, portanto z ¢ € (pois € é aberto e I' & sua fronteira)

basta considerar o ponto y = z donde



yé¢Q

Portanto, se d(z) < (%)% R, existe y € B(A >% (x) tal que y ¢ 2.
R

21
A

Afirmacgao 4.8 vy € subsolugao de (Py).

Com efeito, definindo z(y) := (%)% (y — x) € Bg(0), temos que

Agora, pela maximalidade, v)(y) < uy(y) para y € Q. Em particular, tomando y = «z,
obtemos que

ur(z) 2 va(z) = v, (0) = [Jox [l > a =4,

1 1
quando d(z) > ¢, (§)A\"2 onde ¢y, (§) = A] R. Assim fica provada (4.1).

Para concluir a prova do Teorema 4.2, segue a afirmacao:

Afirmacao 4.9 Dado arbitrariamente € > 0 e K subconjunto compactamente contido em
Q. Tomando (0 = 5) <e <a, 3 X\ >0 tal que

VA> A,x € K = |un(z) — e <€

Demonstracao: Seja

i = dist(K,09) > 0

Existe zo € K tal que d(zq) = dist(xg, Q) = dg.

()
d?(zo

Tomando A suficientemente grande, de tal modo que, A > y = As, OU seja,
d(zg) > ()N
Note que, para x € K, tem-se

d(z) > dg > c(5)N"/?
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o que implica, por (4.1), em

O<a—-d<uy(z)<a, VzekK

isto é,
—d<up(r)—a<0<d<e Vzek
ou ainda,
lur(z) —a| <0, VrzeK
Dai,
[Juyx — af]oo = sup lup(z) —al <d <e
rzeK
Portanto
lim uy(z) = a.
A—00
[
Com isso concluimos a prova do Teorema 4.2. [

4.3 A segunda solucao

Observacao 4.1 Para seu uso nesta subsecao, mencionemos que a solucao mazximal uy

também admite a caraclerizacao variacional
Ja(uy) = inf{J\(v) : v € Hj(Q),uy <v < aemQ}, (4.10)

onde Jy € o funcional associado ao problema (Py), a saber

Ta(u) = %/Q|Vu|2—)\/QF(u), w € HY(Q) N L®(Q), (4.11)

com F(t) = f(f f(s)ds.
Isto € verdade, porque, de acordo com o Teorema 1.2, o infimo em (4.10) é atin-
gido em uma solugio v € HL(Q) que pertence ao intervalo [uy,al. Por mazimalidade,

necessariamente obtemos que v = uy.

Esta secao sera dedicada a provar a existéncia de uma segunda solugao vy de (Py)
para A grande, verificando vy > uy em Q e ||v)|| > a.
J& que nao estamos assumindo nenhuma restricao de crescimento sobre a funcao f,

Nnosso primeiro passo é truncar a nao linearidade.
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Tomando ¢ dado pela hipotese (H) nos definimos

f(0) t <0,

f(t) =13 f(t) 0<t<a+sd, (4.12)

5P

Mt (i —a)p t>a+4,
\

N+2
1’ N-2

(cf. Afirmacao C.4).

para algum p € ( ). Pela hipotese, f & uma funcio localmente Lipschitz em [0, +00)

Ao longo da maior parte dessa subsecao, nés analisaremos o problema truncado

—Au=\f(u) em Q,
(T)
u=20 em Of).

Em relagao a este problema, nés primeiro provaremos o seguinte

Teorema 4.3 Seja Ay dado pelo Teorema 4.2. Para cada A > Ay, existe uma solucao vy

do problema (T) que verifica vy > uy em Q e ||va||o > .
Para provar este teorema, nos procuraremos por uma solu¢ao na forma
Uy = U + Wy,

onde uy ¢ a solugao do Teorema 4.2 com w, > 0.

Para simplificar a notacao em alguns momentos, no que segue, denotaremos w := wy.
Observe que se por ventura vy, for de fato uma solugao de (7'), e entdo por (T), nés obtemos
que

—Aw = A(f(uy +w) — f(uy)) em Q, (4.13)

w=>0 em Of).

A fim de garantir que a solugao vy é de fato maior que uy, nés precisamos obter que wy
é positivo. Para conseguir isso, é conveniente modificar ligeiramente o problema (4.13) e

considerar

—Aw = A(f(uy +wt) = f(uy)) em Q, (4.14)
w =0 em OS2,

onde, como de costume, w™ = max{w, 0}.

Agora, note que
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Afirmacio 4.10 Solugées fracas nao triviais w € HY(Q) de (4.14) sao nao negativas em
Q.

De fato, tomando w~ := min{w, 0} < 0 como funcdo teste na formulacdo fraca de

(4.14) nos temos

[ urvusds = [ M+ ui) = ) - wrds
Q Q

ou seja,
(Vin, Vi by = / A(F(un + w) — Flun) g de (4.15)

Observe que o lado esquerdo da igualdade acima pode ser escrito como

(Vwy, Vwy) i) = (Vwy + Vwy, Vuy) g

(Vwy, Vuy) pig)
Além disso, o lado direito pode ser escrito como

J sk = S = [ AT ) = s
' {wx>0}
" /~{uu<o}(f(wA +wy) = f(wy))wy dz
=A0+0]=0

Logo a igualdade em (4.15) se resuma a

Q

Portanto w, = 0 e, assim, wy > 0. Além disso, pela teoria de regularidade, w) serd uma

solugao classica, de modo que, pelo principio do maximo forte, wy > 0 em Q.

Portanto, nosso objetivo é provar a existéncia de uma solucao fraca nao trivial de
(4.14). Para isso, usaremos o Teorema do Passo da Montanha (cf. Teorema A.1) para

encontrar pontos criticos em Hj () do funcional C* dado por

L) = = [ (VP =) [ Fuy+wt) = Fluy) — fluy)w*
2 Q Q

Aqui, F(t) = o f(8)ds.
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Observe que, devido ao crescimento da nao-linearidade truncada f no infinito, o
funcional anterior ¢ bem definido em H} (). Portanto, pontos criticos nao triviais de I
fornecem solugoes classicas positivas de (4.13) e, consequentemente, uma solugao de (T)
maior que uy.

A fungao gx(x,w™) = A(f(un +w™t) — f(uy)) possui um crescimento subcritico, isto

é, existem C7, Cy > 0 tais que
|g>\($,t)| <Cy+ Cg|t|p, VeeQ, teR (4.16)

onde p € (1,2"—1)se N >3epe (1,+00) se N =1,2, onde 2* = 22

Com efeito, cf. Afirmacao C.1.
Antes de provar o resultado principal desta secao, apresentamos uma propriedade impor-

tante, embora bastante padrao, do funcional I,. Segue o Lema

Lema 4.2 O funcioanal I verifica a condi¢io (PS). para todo ¢ >0 e X\ > Ag.

Demonstracao: Seja {w,} uma sequéncia de Palais-Smale para I, no nivel ¢ > 0, ou
seja,

I(w,) = ¢, Ii(w,) =0, quando n — oo.

Observe que podemos supor que ”w”H?fé > n > 0 (caso contrario, ndo ha nada a ser
provado).

Tome 6 € (0,p + 1) existe uma constante C' tal que
OF (uy +t4) —ttflun+t7) < C, teRT,zeQ (4.17)

Com efeito, confira a Afirmagao C.2.

Dai,
O(HwnHH(%(Q)) = 0I\(wy) — <I§\(wn)vwn>

=0 (3 [1VunPas [ (Flun+u) - Flun) - sy de)

_ </Q [Vw,|* do — A/Q (f(uww;[) —f(uA)> wt dx>

Agrupando termos iguais, temos que

- (Q—l)/|an|2dx
2 Q

—)\/Q [0 (F(uA—i-w:[) — F(uy) —f(u,\)w;[> - (f(u,\+w;[) —f(u,\)> wﬂ dx
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agora reajustando os termos, obtemos

= ?/Q]anﬁ dx
. /\/Q [<9F(UA ) — wh flus + w;f)) — 9P (uy) — (0 — l)f(uA)wﬂ dz

em seguida aplicando a condi¢ao de (4.17) e usando a Desigualdadade de Poincaré, a

expressao se torna

, 62
01 0n) = (T3} 102) 275~ ey = C = MO = 1) [ Flan)u do

> llwnlz ) — €~ CUDlwall 7 g

(estamos usando a conven¢ao padrao de que C denota uma constante positiva que pode
ter valores diferentes em lugares diferentes, mesmo estando na mesma linha).

Como I (w,) — ce Ii(w,) — 0, temos que

—(I\(wn), wn) < [(I5(wy), wn)| < [ I3 (wn)|| - |wn || = 0p(1) - |Jwy]|

Dai
01\ (wn) — (I3 (wn), wa) < 0(c+ 0n(1)) + 0u(1) - [Jwnl (4.18)

Assim, para 6 > 2 a sequéncia {w,} é limitada, pois caso contrario, de (4.18), teriamos

—5—  lwally ) — € = C(0QD) - w3150y < 8¢+ 0n(1)) + 0 (1) - [[wn
ou seja,
g—2 C B C(1€2]) < 6(c+ on(1)) . on(1)
20 el Nl ~ Tonlie el
e assim

0 <2 quando n — +oo.

O que é um absurdo. Logo {w,} ¢ limitada.
E entdo bastante padrdo obter que {w,} tem uma subsequéncia convergente, Cf.
Proposicao A.2 e, portanto, a prova esta concluida. [

Agora segue a Prova do Teorema 4.3: Primeiramente,

Afirmacgao 4.11 o funcional I possui um minimo local em w = 0.

60



De fato, tomando Jy como em (4.11) e w € C(Q), com ||w|s suficientemente
pequena (& requerido que ||w||c1 < 6), de tal modo que uy+wt < [|[uy||oot||wT]|oo < a9.

~ ~ + o~
Desse modo podemos substituir F substituido por F, pois F'(uy+w™) = Ouﬁw f(s)ds =

f0“A+w+ f(s)ds = F(uy +w™) por um célculo direto, obtemos que

Iy (uy +w™) /|Vuk+w )\/F(u,\+w+)

= 2/ (|Vurl? + 2Vuy - Vo't + [Vw*]?) — A/F(uA—i—w*)
0

1 1 ~
:_/ ]VUAP—i——/|Vw+|2+/VuA.Vw+—)\/F(uk+w+)
2 Q 2 Q Q Q

como uy é solugdo de (P)) essa também é solu¢ao fraca, ou seja, fﬂ Vuy - Vut =

Ao fluy)w™, dai

J(ur + w) :1/ |VuA|2+1/ |Vw+|2+A/g)f(uA)w+—A/QF(UAerJF)
Ry
# (5 19 o [ (Flusut) - F) - sw)t))
= () + B)

Agora, note que

/\vwﬂ? /( (1r +0*) = Fu) — flu)u*)

( /|Vw’2__/‘vw ‘2> /( (uy +wt) — F(u
= (5 [ 1wl = [ (P +wt) = P ))—1/wwﬁ
—nw) = [ VP

Com isso, temos
1 _
J)\(U,\ —}—w+) = ,]/\(U)\> + I,\(w) — 5/ ‘VU) ‘2
Q
Portanto, por (4.10) segue que

[,\(’LU) Z J,\(U)\ -+ w*) — J)\(u,\) Z 0= I)\<O),

Entdo w = 0 é um minimo local na topologia C'. Finalmente, pelo Teorema 2.1, w = 0
, , se . 1 .
também ¢ um minimo para I na topologia H;, como queriamos demonstrar.

Pela continuidade do funcional I, para r > 0 suficientemente pequeno, temos que
L(w) >0 se [Jw|gq) < 2r
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Agora note que se tivermos inf{/(w) | [[w|[ g1 ) = 7} = 0 pela defini¢do de infimo, existe

uma sequéncia {w,} com [[wy| g1y = r tal que
I)\(U)n) — 0.

Por outro lado, como I, é semicontinuo inferiormente e a sequéncia {w,} é limitada em

Hy(Q) (pois [Jwy| g1y = 7), existe uma subsequéncia que ainda denotaremos por {w,}

tal que
w, —wy em Hy(Q)
e7
I(wo) < liminf Iy (w,) =0
logo
0 < I\(w) <0
portanto

I)\(wo) = O
e assim wo ¢ um minimo local ndo trivial (pois [[wo| gz =7 > 0 [cf. afirmacao 4.12]).
Afirmagao 4.12 |lwol| gy ) = -

Com efeito, sabendo que w,, — wy em H}(Q), logo w,, é limitada (cf. Teorema A.12), pela

imersao compacta H}(Q) < L* s € [1,2*) (cf. Teorema A.8), existe uma subsequéncia
{wa, },C {wn} tal que

Wy, —wo em L°(2)
Pelo Teorema A.11 (a menos de subsequéncia)
Wy, — wo  q.t.p. em Q
Dai, pela continuidade de F e f, resulta
Fluy+w)) = Fuy) = f(us) - wy, = Flux +wf) — F(uy) = f(uy) -wi  gtp em Q

Por outro lado, pelo crescimento subcritico da fungao gy (z, w™) = A [f(u,\ +w) = fluy)],

assim existen A, B > 0 tais que

Ga(z,wh)| = A F(uy+wh) — F(uy) — flwy) - wy

B
< Alw| + —|w+|p+1.
p+1
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onde G (z,w") = foer gx(z, s)ds.

Assim, o funcional Iy(w,,) ¢ limitado. De fato

1
) = [ g = [+ i) = Fwn) = Fwn) -

]_ 2 B + |p+1 1
< §Hwnj”Hé(Q) + Alw,| + m!wnj\ € L ().

Assim, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue (cf. Teorema A.11), temos

lim I (wy,) = lgjn (%Hwnjﬂfqé - /\/Q [F(UA + w:[]) — F(uy) — f(uy) .wnj})

g

=3 [ [P+ ) = ) - S 5]

2
Por outro lado, sabendo que ||w,, || = r, note que
1 2 2
[Tawo) = In(wn,)| = 5 (llwolly = 72)

Além disso, como w,, — wy em HJ (), segue que
[wollpzy < i inf [jwn, ||z <7
ou seja [Jw||3,, —r* < 0. Dai, tomando o limite em
0

0 < [In(wo) — Ix(wn,)]

obtemos
1
0<3 <||w0||§13 —7‘2> <0
ou seja
1 2 2
5 (ol = %) =0
Portanto

[wollmy =7

assim fica provada a afirmacao.

Podemos supor também que inf{I)(w) : |w||g = r} > 0. Escolhemos agora uma fungao

e € C2(Q) com e > 0 em Q e devido & defini¢do de f, temos (cf. Afirmacio C.3) que

Fluy +te) > APt — B
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para alguns A, B > 0, assim existem C, D > 0 onde

/ Vite|2 — / (Fus +te)) — Fuy) — Fluy)te)
<t /Q Vel2 + A /Q (B — At + F(uy) + f(uy)te)
. ﬁ 62 . p+1 U Uy e
=3 /Q|v * 4+ AB|Q| — MA[QPT + AF( )\)|Q|+t/ﬂf( A)
_ﬁ 62— p+1 ur e
_2/Q|vy Ct +D+t/ﬂf(A)

onde C := AA|Q| e D := AB|Q| + AF(u,)|9].

Como p > 1, assim p+ 1 > 2, dai
I\(te) < 0 quando t — +o0

Em resumo, I, tem a estrutura passo da montanha. Pelo Lema 4.2, I, verifica a
condicao de Palais-Smale, entao podemos aplicar o Teorema da Passo da Montanha A.1
para obter que I, tem um ponto critico nao trivial wy. Portanto, wy é uma solugao classica
positiva de (4.13) (cf. Afirmagao C.5).

Finalmente, como anunciamos, concluimos que vy = uy + wp é uma solugao de (T),
pois como u) é solucao de

—Au = Af(u) em Q,
u=20 em 0f2.
e wy € solugao de
—Aw = A(f(ur+w) = f(up)) em Q,

w =10 em Of).

segue que
—Avy = —(Auy + Awyg)
= —Auy — Awy
Af(wn) + Af(ux + wo) — Af (uy)
M (ux + wo)
M (vy)

desde que uy = wy = 0 na 92 , portanto de fato vy é solugao de (7T') e que verifica vy > uy

como desejado. Como uy é a solugdo maxima no intervalo [0, a], obtemos que ||v) || > «,
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e a prova do Teorema 4.3 esti concluida. [

Agora o passo final para completar a prova do Teorema 4.1 é mostrar que, para
A grande, as solucoes vy recém-obtidas que verificam vy, < « + §, para que se tornem
solugbes do problema original (P)). Para conseguir isso, primeiro precisamos mostrar

cotas superiores para todas as solugoes possiveis de (7).

Lema 4.3 Para todo A > 0, existe uma constante positiva M tal que se u € uma solugao

positiva de (T') para algum X > A, entao
[ufloo < M.
Demonstragao: Suponha por contradicao que exista uma sequéncia de solugoes positivas

de (T) {u,}52, correspondente a {\,}22, C [A, +00), tal que M,, = |[uplloc — +00.

Escolhemos pontos {z,}>2; C Q com wu,(z,) = M, e definimos

Un(y) = UN<$H + :uny)/Mm

_p=1

onde u, = A 2My 7 — 0. Entdo essas funcgoes verificam
f(Myvn
—Av, = JC(T;) em €2,
v, =0 em 0f),,,

onde Q, = {y € RN : x,, + p,y € Q}.
(Até o final da demonstracdo por questdo de notagdo indexaremos u, := u, lembrando

que a demonstragao segue para todo n € N).

De fato, como a funcao u satisfaz a equagao (T), ou seja,

—Au(z) = M f(u(z))

N 9%y,

Queremos calcular o Laplaciano de v, em relacao a y, Ayv, =Y
Calculamos a primeira derivada parcial de v, em relacao a y; usando a regra da

cadeia.

0y - Dy

vy, 8(1 1 N%axj

Eu(xn + Mny)> — E 2- axj ayz

Dado que z; = (x,); + pny;, a derivada Z_Z = pn0;j. Assim,

ov, 1 L ou _ p Ou

o~ W, 2 oz, ") = 3 o,
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Agora derivamos a expressao anterior novamente em relagao a y;.

0%*v,, 0 (ﬁ(’?u)_ L, N 92 oz,

oy? Ay \ M, Ox; M, — dx;0x; Oy
Dai,
2Un i N p2 0*u
Z :un Z] =37 9.2
Ox; M,, Ox;

Assim a expressao que desejamos, segue

(92'Un u2 9%u N 2y
~Byn = Z - Z(M%) _ﬁ i

usando a equacio (T), ou seja, —A,u = A, f(u) tem-se,

2 2
Hn ,Un)\n r
—Ayv, = E(—Aaﬂ) = an(u)

Dai, usando o fato que u = M,v, e a definicao de pu,, segue
_p=1N?2
p2 = (M T ) = A

Portanto 1)
A;lM{ PZION, ~
—Ayv, = ( i ) f(Myvy,)
1
M2 M,

< F (M)

—Ayvn = ]E(ann)

—Ayv, =

Além disso temos que y € 9%, & x, + p,y € 0N

De fato, Dado y € 0€2,, e arbitrariamente ¢ > 0, Defina

Como y € 01, existem
z€B(y,r)NQ, e we By,r)N(RY\Q,)
Pela definicao de €2,,, temos

T+ lpz €Q e zp+ pw ¢
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Agora note que,

’(mn—i‘ﬂnz) — (n +ﬂny)‘ = ,Un‘z_yl < Hn T =E¢€

Ou seja,

Tp + pnz € By, + pny), ondex, + p,z €

Da mesma forma,
Ty + ppw € Be(xn + ppy), ondex, + p,w ¢
Assim, pela definigao de fronteira,
Tp + pny € 05D
O lado contrario é direto, pois u(x) =0, Va € 0. Portanto,

vn(y) =0, Vye 09,

O que segue d(x,) := d, representa a distancia de x,, a 0.
Assumindo que
limz, =p
Temos duas possibilidades,
(i) p € int(Q2)
(i) p € o

Para a possibilidade do primeiro item (i) as consequéncia sao:

Denote por d = dist(p,02), note que para n suficientemente grande v, (y) esta
definida em Bdu;a(O), para qualquer constante positiva a tal que a < d.

De fato, p;ra n suficientemente grande de tal modo que By_,(x,) C Q com 0 < a <
d, para x € By_,(x,) entdo

|z —z,|| <d—a

assim

||p“ny||<d_a 7C0my€Qn
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ou seja,

Iyl < ,comy € €,

n

Agora, fizemos um raio R; > 1, considere os indices R, > 3R; e defina

f(MnUn)

Portanto para qualquer raio R, tal que Bg, (0) C Ba-a(0), obtemos os resultados seguin-
HEn

tes.

Afirmagao 4.13 g, € C%%(Bg,), com Bg, CC §,.

Com efeito, para mostrar isso, mostraremos e faremos uso da seguinte afirmacao:

Afirmacao 4.14 Toda funcao localmente lipschitz e limitada é Holder continua.

De fato, seja h : D, — R uma funcao localmente lipschitz, isto é, para todo x € R,

existe uma vizinhanca V, e C, > 0, tal que,
|h(a) — h(b)| < Cyla —b|,Va,b eV,

Para 0 < a < 1, considere os casos
Caso 1: Quando |a —b| < 1.

Temos que
|h(a) — h(b)| < Cyla — b = Cyla — '™ - |a — b|* < Cyla — b]*

Caso 2: Quando |a —b| > 1.

Nesse caso usando o fato de que f é limitada isto é,
f@)| <K YreD,

Assim,

|f(a) = f(b)] < 2K < 2K]a — b|*
Ficando assim provada a Afirmacao.

Afirmacao 4.15 g, € localmente lipschilz em Bp, .

Com efeito, usando o fato de que u é solugao de (T), isto é,
Myv, =u € C*()
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Dai, temos que M,v,(Bg,) C [«, 5], para

o = min M, v, e [ =maxM,v,
Br, Br,

Agora, usando o fato de que f é localmente lipschitz, isto é, dado qualquer t, €
(o, B), existem Cy,, §y, > 0 tais que
|f(t) - f(s)] < Cylt —s| Vi, s € [to— do,to + do]
Assim, para qualquer wy € Bg,, como Bg, é aberto existe ¢y > 0 tal que

Beo (wo) C BR1

Assim, para quaisquer z,y € B.(wy), com z # y, segue que

~ O ()

() = ()] = |32 F(Mon(2)

Note que M,v,(2), M,v,(y) € [, f], assim existe uma constante de lipschitz de f, que

denotaremos por Cjz tal que

L FMoa(2)) = = FMan )| < SEMova(2) — Mova(y)

Portanto da desigualdade acima, temos que

Cy Cy Cy
19 (2) — gn(y)| < m|ann(z) — Myvn(y)| < mm —al < mw —allz =y

Como M, — +oo existe Ny € N tal que

1
—5 =

DN | —

3

Portanto

9n(2) —gn(y)| < K|z —y| Y2,y € B.(wo)

onde K = %\6 — af é a constante de lipschitz de g,. Para os pontos wy € 0Bg,, basta
seguir o mesmo argumento, ajustando os maximo e minimo da funcao M,v, na bola de
raio Ry + 1.

Portanto a Afirmacao 4.15 fica provada.
Para concluir a prova da Afirmacao 4.13, segue que sendo g, localmente lipschitz e g,,|

Ry

é limitada, pela Afirmacdo 4.14 g, € C%*(Bg,).
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De maneira geral, para cada Ry = 1,2,3,... (notacdo n := R,), tem-se que a funcdo
gn ¢ Holder continua em uma vizinhanga I'y C Bg, ;1 onde a reunido da familia (I'y)xer
contém Bpg,, ou seja,

Bp,c | JTw=K

AEL

Como Bpg, é compacto, pelo Teorema de Borel-Lebesgue, a cobertura K C RY admite

uma subcobertura finita listada por €, ()s, ..., Qy, onde
N
KclJo
i=1
Assim, defina ; N By, = (2 temos que

N
% = Ba,
i=1

Assim, para cada i € {1,..., N}, existe C; tal que

|gn(7) — gn(y)| < Cilz —y|*

Tomando o max. C; =: C(Bg,) tem-se que g,, ¢ Holder continua na bola Bg,, isto é,

|gn () — gn(y)]
|z —yl|*

< C(Bg,), para cada indice R; € N (4.19)

Afirmacao 4.16
[vnllcze () < C(Bri+1)

Com efeito, temos a sequéncia
Bgr, CC Bp, CC Bg, CC --- CC Bg, CC Bg,,, CC...Q,

tais que
oo
U Br. =2
Ri=1
Denotando por v, a solucao do problema
—Av, =g, em Bp,
v =0 na 0Bpg,

como g, € C%(Bg, ) temos que v, € C>*(Bg,) N C°Bg,) e fixado k > 1, para cada
g i k k

n > k41 vale
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_Avn = On,
e v, € C**(Bg, ), além disso, Além disso pelo Teorema A.4

[onl 2.0 By < C(K) {an|!L°°<BRk+l>+||gn||Co,a(%)}

Note que, pelo fato de que v,(y) = “(x’};’”"y) < ”“M”j = 1, obtemos

n

F(M,v,,
||Un||C270‘(Bk) S C(Bk) 1 —+ sup f(—p(y))
yEBk+1 Mn
1 f ann X - F Mn’l}n
+ sup — £ (x)) fi (v))
z,YyEBk 11 Mn ’.73 — y’
xFy

Para mostrar que o lado direito dessa desigualdade fica limitada por uma constante que
nao depende de n, analisando o primeiro supremo dividiremos em dois casos,
Caso 1:

I'={y € Biy1:0< Muu,(y) <a+4d}

Caso 2:
I = {y € Br1 : Myv,(y) > a+ 6}

Considerando o caso 2, segue

f(Myv,)  fla+0) »
i Tt o sl
= sup flo+9) (w(xn + pny) — a)?

usando que u < ||u|p=(q) e pelo fato de que M,, — +o0, existe N € N tal que

f(ann) < fla+90)

Sup = S SUb o (Il ooy — @)”
T
—ap LD (1o 5 )
:S&Ew <1—%>p =K, Vn>N
Para o caso 1, como a fun¢ao f é continua tem-se
M, vy, M,vy,
=



Assim, juntando ambos os casos

f(ann)

Mp §K1+KQZ:A \V/TLZN

sup
YEBR,

f(ann<y>>‘ .
My -

r

Para limitacao do segundo supremo usando o fato de que existe uma constante

C(Bg+1) consequéncia de (4.19), portanto a sequéncia v, ¢ limitada na norma C?,

Afirmacao 4.17 FEziste uma subsequéncia (vy,) C (v,) tal que
Vp, — v em CF (RY).

Com efeito, considere Ry = 1,2,3, ... encontramos C7, Cy, Cs, ... tais que

lvnllc2e@na,) < C1, Vo> 1.

HUTLHOM(Ean) <O, Vn>6.

anHCZa(EleQn) < Cg,, VYn>3R;.

Para cada ¢ € N, defina

n = vn(2)|z, > 3i

(%

Temos que B; C Byiq e que (v5™),53(41) € uma subsequéncia de (v),),>3; para cada i € N.

Como a sequéncia ¢ (v!),>3 ¢ limitada, usando a imersao compacta
C**(B;) = C*(B;), i €N

Existem funcdes v* € C2(B;), tais que a menos de subsequéncias

1,11 1 2( P
Uy, V5, Vg, ... —> v em C7(By)
2 2 2 2 2( R
V7, V5, Vg, ... — v° em C°(By)
3 .3 .3 3 205
Vg, Vi1, Uiy - - - — v° em C*(DBs)

7 7 7 7 2( D
V3415 V3442, V343 — U €m C*(B;)
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Defina

v(z) =v'(xr) parax € B

Entdo v € C?(RY) e a sequéncia diagonal U; = vi; verifica
Ui — v em C*(B;)

para cada ¢ € N. E satisfaz,

—AU; =g, em B;
Ui =0 na 831

Logo quando © — 400 obtemos

f(Myvy,)

Por outro lado, para cada z € Q,, onde v,(z) # 0, como M,, — oo existe Iny € N tal que
Myv,(z) > a+46, Vn > ny.

Assim,

f(Myv,)  fla+0) - (Myv, — )P fla+0) a \?
MP o - MP - op . (Un - —)

M,
Passando ao limite quando n — oo, tem-se

fMypvn) — flat+9d)
BT A
Assim, (a menos de subsequéncia) v, — v em C2.(RY), onde v é uma solugao

positiva de
fla+9)
op

com v(0) = 1. Isso contradiz o Teorema B.1, uma vez que 1 < p <

—Av =

P em RY,
N+2

N-2°

Agora caso a possibilidade do segundo item (ii) ocorra, p € 9€2. Com uma determi-

nada retificacdo em uma vizinhanca de p tem-se 02 esta contido no hiperplano zy = 0.

()
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Definicao 4.1 Dizemos que Q é um dominio C' se para todo ponto v € ), existe um
sistema de coordenadas (y1,Y2, -, Yn-1,Yn) = (¥, yn) com origem em x, uma bola B(x)

e uma funcao ¢ definida em uma vizinhangca N C R"™! de 3y = 0/, tal que

ngCl(N), 90(0/):0

(i) 0N B(x) ={(¥ yn) - yn = ¢(¥/), ¥ € N},

A primeira condicao expressa o fato de que 02 coincide localmente com o grafico de
uma funcao C'. A segunda requer que € seja localmente colocado em um dos lados de
sua fronteira.

A fronteira de um dominio C* ndo possui cantos, arestas ou hiperplanos tangentes
em qualquer ponto p € 0; uma reta (para n = 2) ou um plano (para n = 3) ou um
hiperplano (para n > 3) tangente estd bem definido, juntamente com os vetores normais
unitarios externo e interno. Além disso, estes vetores variam continuamente em Of).

Os pares (¢, N') que aparecem na defini¢gdo acima sao chamados de cartas locais. Se
eles forem todos funcoes C*, para algum k£ > 1, Q é dito ser um dominio C*. Se 2 é um
dominio C* para todo k > 1, ele & dito ser um dominio C*. Estes sdo os dominios que
consideramos dominios suaves.

Como nosso dominio €2 é suave, ou seja, localmente pode ser visto como o grafico de
um funcao ® € C'*°. Podemos fazer um endireitamento local do ponto p, ou seja, Observe

que a transformacao (difeomorfismo) z = ®(y) dada por

(4.20)

mapeia 0 N B,(p) (com algum r > 0) para um subconjunto do hiperplano z, = 0, de

modo que 92 N B,(p) se “endireita”’, conforme mostrado na figura abaixo.
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Agora analisando a segunda possibilidade item (ii). Definindo novamente

p—1
va(y) = U(En + finy) onde g, = A\;V2M, 2 — 0.
M,
Como ja mencionado que d,, = dist(x,,0Q) =: d(x,), assim d,, = (z,,en). Note que

para n suficientemente grande, v, esta definida em B (0) N {yN > —Z—"} para algum
Hn n

0 > 0, pois, apds rotacao e translacao do sistema de coordenadas, podemos supor que

localmente:

QC{xy >0}, 09 C {xy =0},

Temos que v, : Q, — R, onde Q, = {y € R" : x, + p,y € Q}. Desde que x,, + pny € Q,

implica que na N-ésima coordenada tem-se

(xn + ,Uny)N = (xn)N + pnYyn > 0

ou seja,

dy,
YN > ——

n

Como ) é aberto, assim para cada z,, € Q2 30 :=9,, > 0 tal que
B(g(l‘n) C Q.

Tome y € Bs, /,,(0), isto é, |y| < % Entao

On
|20 + pny = Zall = [yl = [pnl[lyl] < - =00 =0

n

dy,
Logo x,, + pny € Bs, (x,) C 2, e assim yy > ——.
Hn
Por outro lado, desde que z,, + u,y € 0f), na N-ésima coordenada tem-se

(xn + Nny)N =0

e assim,

—d,
Hn
Assim para y € B, (0) N {yy > —%} temos que x, + p,y € € e portanto v,(y) estd

Yn =

bem definida e satisfaz



assim, como supv, < 1, tem-se

onde A, = Bs (0)N {yN > —d—"}.
HEn

Afirmacgao 4.18 ﬁ—z > (1 > 0 uniformemente para alguma constante Cy

Pelo Teorema do Valor Médio, existe 8, € R no seguimento de reta que liga os pontos

0e (0, —z—:) tal que

v, (0) — vy, (O’, —%)‘ = |Vu,(0,)] ‘

n

_

n

d,
< ||vvn||oo_
I

n

Pelo fato de €2 ser limitado, existe R > 0 tal que
lz|| < R Vz € Q.

Assim, para cada n € N fixo, tem-se que €, é limitado. De fato, dado y € €2,, tem-se

T — T,
Hn

y:

Dati,

T — T,

lyll =

1 2R
= M—(lell +llznll) £ — =t R (n fixol)

n n n

Como mostrado na Afirmacdo 4.16 que v, é limitada na norma C%?, logo para R, sufici-

entemente grande, temos €, C Bg, (0) (n fixo!) assim existe M > 0 tal que
HUHHC2,04(Qn) <M.

Da desigualdade acima, temos que
HVUHHLOO(Qn) < M.

Portanto,

Agora, observe

(O/ dn) w(zn o (00-2))  w (el a1 2N —d,)
(%% y ] =
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N —d, =2 —(z,,en) =2 -2V =0
Assim, 7 = (z,..., 271 2V — d,) € Q. Dai,
u(7) _0
M,

Portanto, obtemos

d d
1 =1v,(0) — v, (O', ——n> | <M=
Hn Hn

o . dn , . - e
Dai nés concluimos que — ¢é uniformemente limitada inferiormente.
o,

~ d ‘ o :
Afirmacao 4.19 - ¢ uniformemente limitado superiormente.
n

. D . dy, d
Caso contrario, existiria uma subsequéncia { e } - {—"} tal que

nj

i,

— 400 quando n; — 400

e assim v, estaria definida em Ba,, (0). Seguindo as mesmas linhas da possibilidade do

Mnj

item (i), existe uma subsequéncia {v,, } C {v,} tal que
U, = v em C*(RY)

donde v é solugao de

—Av = Mvp em RY
op
onde v(0) = 1, pois
L (0) = il 1
v (0) = 37

Dai,

v(0) =1 quando n; — +o0.

O que contradiz o Teorema B.1.
Assim Z—” é uniformemente limitada (passando a uma subsequéncia se necessario)
n

dy,
— —d comd > 0.

Lon

Repetindo o argumento de compacidade na Afirmacao 4.17 n6s concluimos que existe uma
subsequéncia {v,, } C {v,}tal que v,, = v em C?*(B,(0)) e B,(0) C {yy > —d} onde v

satisfaz

f(MnUn>

—Av= T
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no semi-espago superior yy > —d e v(0) = 1.
Desde que
1
vn(y) = Mu(xn + pny) = 0,tem-se  x, + p,y € O

n

ou seja,
v(y) =0 em {yy = —d}.
Assim v verifica

0
—Av = M?ﬂ’ em Rf —dey,

op
v=0 em O(RY — dey),

e v(0) = 1, onde RY = {z € RY : zy > 0}, contradizendo o Teorema B.2. Essa con-
tradigdo mostra a existéncia de uma constante positiva M tal que ||u]l < M para toda

solugdo positiva u de (T) com A > A, como querfamos demonstrar. [ ]

Prova do Teorema 4.1: Segue que a existéncia e as propriedades da solugao abaixo de «
estao contidas no Teorema 4.2. Portanto, apenas as afirmacoes relativas a segunda solucao
precisam ser mostradas. Pelo Teorema 4.3, existe uma solucao positiva vy = uy + wgy do
problema truncado (T) para todo A > Ay, onde ||u)||e < @ € ||wpl]oo < d com ||yl > «,
ou seja,

vy <a+4d em ( para \ suficientemente grande,

entao por (4.12), vy serd uma solucdo positiva do problema original (T).

Por fim,

Afirmacao 4.20 vy, — « uniformemente em compactos de Q quando A — +o00.

Primeiro escolhemos uma sequéncia arbitraria A\, — +o00, com solugoes correspon-
dentes v, := vy, verificando ||v, |0 > @, v, > uy,, € seja x, € Q tal que v,(x,) = ||vn||oo-
Podemos assumir z,, — x¢ € ). Agora, para concluir a prova da Afirmacao 4.20, demons-

traremos e faremos uso das seguintes afirmacoes:
~ 1
Afirmagao 4.21 d(z,) 3 — 400
Prova: Por contradicao, assumimos o contrario, isto é, existe uma subsequéncia

1
de d(x,)A\: onde essa subsequéncia é limitada. Pelo teorema de Bolzano Weierstrass

existe uma subsequéncia da subsequéncia (que denotamos com os mesmos indices) tal que
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1
d(x,) i — d > 0. Sem perda de generalidade, o € 9§2. Com a usual retificacdo da
fronteira 0f) proximo a xg, podemos supor que 0f) é dada numa vizinhanca de zy por
zy = 0, enquanto Q é dado por zy > 0 proximo a xy (como feito na prova do Lema 4.3)

Introduzimos agora as funcoes
_1
Wi (y) == vp(xy + A0 2y),

1
paray € Q, = {y € RY : 2, + )\, 2y € Q}. Pelo Lema 4.3, a sequéncia v,, ¢ uniformemente

limitada. Além disso, calculando o laplaciano de w,,, considere
_1
wy(y) = vp(x), onde z=x, + A\, 2y

Pela regra da cadeia:

=

_1
Vywa(y) = Vy[va(zn + An*y)] = An® - Vo, (2)
Mais precisamente, para cada componente:
8wn Z 6vn _ Oon (z) - An :
8x] 83/2 Oy
Calculando a segunda derlvada:
0wy, 0 (Ov, -1
a—QQ(y) N dy; <a$i (x) A >
s X o Ox
— A2 n j
JZ:; O0x;0z; ) y;
_1 9%, 1
=\, 2 A 2
. 0%,
=5 G @)
Portanto N
9%v,,

sendo v, solucdo de (7'), ou seja,
—Av, = A\ f(v,) em £
v, =0 na 0f)
assim, sabendo que v,, < « + J, tem-se
—Aywn(y) = A (=Agon(2)) = A" A - fva()) = flvn)
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Portanto,

—Aw, = f(w,) em £,.

Como f é localmente Lipschitz, por regularidade eliptica obtemos limitantes locais para
as normas C%“ da sequéncia {w,}. Observe que, sendo &, € 9 ponto que minimiza a

distancia de z,, a fronteira de €2, entao

’wn(()) — Wn ()‘711/2(&1 - xn))‘ = ’U7L<xn) — Un (In + /\;1/2()‘iz/2(§n - xn)))‘
= [[[vnlloc = vn(&n)] (4.21)

= |[vnlleo > a

Por outro lado, usando o teorema do valor médio e pela limitacao local de w, na norma

C?«, existe C' > 0 tal que

|, (0) — wn()‘qlz/2(§n —zn))| < ||[Vwn|[oo - |)\711/2(€n — )|

(4.22)
<C- N d(z)]

Portanto, de (4.21) e (4.22),
0<a<C- A,

passando ao limite em n — oo, temos
d>0

Podemos entao passar ao limite ao longo de uma subsequéncia para obter w, — w em

CZ.(RY — dey), onde w verifica

—Aw = f(w) em RY —dey

w =0 sobre ORY — dey.

Além disso, w(0) = ||w|le > «, de modo que como z,, ¢ o ponto onde v, atinge o
méaximo, logo Vw(0) = 0. No entanto, isto contradiz, por exemplo, o Corolario A.1, que
afirma que ;;—“’N > 0 em RY — dey e a afirmagao segue.

Portanto, pela Afirmacao 4.21 , usando um argumento similar como no Lema 4.3,

obtemos que w, — w em C? (RY), onde w é uma solugdo de

loc

—Aw = f(w) em RV,
Além disso, também conseguimos obter o seguinte resultado
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Afirmacao 4.22 w > a em R"V.

Demonstracao: Observe, como resultado do absurdo da Afirmacao 4.21, temos que

zo € int(2). Seja yy € Q, tal que
To =T, + A;lﬂyo.
Mostraremos que dado 6 >0 e A > 0 com Bgr(xg) C €2, existe ng € N tal que
wy(y) > a—08 Yye Br (y) Yn>ng

com R] = AP R>0
Pela Afirmacdo 4.21, e pelo fato de que z, — z¢ € int(2), dado arbitrariamente

A>0,e R >0 tal que Br(zo) C 2 existe nyg € N tal que
se n > ng, entdo para todo &, = x, + A%y € Bg(z)

|d(z, + A, Py) - A > A,

Agora, para cadan € N e z € Bg(zg), temos que que
1y = voll = 1z = 2)A? = (20 — 2) N2 = I (2 = 0)l| < A/2R:= Ry,

Logo, para cada x € Bgr(zg), temos que

(z —2.)A/* = y € Br, (%)
Assim, dado arbitrariamente 6 > 0 e tomando A = ¢(J) > 0 existe ny € N tal que

d(x, + N2y) - A2 > ¢(8)  Yn > ng

ou seja,

d(z, + 2 V%y) > A 12¢(8)  Yn > ng

onde ¢(d) é dado no Teorema 4.2.

Portanto, por (4.1), para y € Br; (y0), § > 0 e n > ng, obtemos
W (y) = Va0 + A 2Y) 2 un, (20 + 2, 2y) > a0 =6
fazendo 0 — 0 e n — 400, obtemos que
R) — 400
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e assim

w(y) >a em RY

Agora, finalmente podemos concluir a prova do Teorema 4.1.

De fato, seja z = w — a e g(t) = f(t + ) para t > 0. Pela afirmacdo 4.22 segue que z é

uma solucao nao negativa de
~Az=g(z) em R".

pois,
—Az=—-Aw—a)=—-Aw+Aa=—-Aw= f(w) = f(z+a) = g(z)
Além disso, por nossa hipotese (H) e a definigao de f em (4.12), temos que

Afirmacao 4.23 A funcdo h(t), definida por

¢ decrescente para t > 0.

Com efeito, tomando s =t + «, desde que t > 0 tal que t + @ = s € (o, @ + §) tem-se que

h(s — a) = 9(8—&: f(S)M_ f(S)M
(s—a)v2 (s—a)V2 (s—aq)N-2

Pela hipotese (H), h(s — «) é descrescente. Assim, podemos usar o Teorema de Liouville
Teorema B.3 resultando que g(z) = 0 para obter z = 0, isto é, w = a.

De fato, consideremos os casos:
i) 0<z+a<a+i.
Nesse caso temos que g(z) = f(z + a) = 0 ou seja,
flz+a)=0
Como « é o zero isolado de f, logo z + a = «, isto é, w — a = z = 0, portanto

w =«

(i) z4+a>a+4.
Para esse caso, segue que

oy flot DG o=y

=0

isto é, z = 0, portanto



Isso significa que ||v,|l0 — @, € como a sequéncia {\,} é arbitraria, ||vy||cc — @ quando

A — 4o00. A prova esta concluida. [
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Apéndice A
Resultados Basicos de EDP’s Elipticas

Teorema A.1 (Passo da Montanha) Sejam X um espa¢o de Banach e I € C'(X,R)

verificando
(i) Existem r,p > 0 tais que

I(u) Zzr>1(0) para |ull = p;

(it) Existe e € X \ B,(0) tal que
I(e) <0.

Entao, dado € > 0 existe u. € I7'([c — 2e,c + 2¢]) com

1 (ue)l < 2e,
onde
— i >
¢ = Inf max I (v(t) = r
e
D= {7 € C(0,1],X) : 5(0) = 0 e 4(1) = e}
Demonstragao: Veja [31]. n

Teorema A.2 [Teorema dos Multiplicadores de Lagrange] Sejam X um espago de Ba-

nach, J,F : X — R funcionais de classe C'(X,R) e M = {u € X; F(u) =0} = F~1({0})

com F'(u) #0, Yu € M. Se J € limitado inferiormente sobre M e existe ug € M tal que
J(up) = inf J(u),

ueM

entao existe 0 € R verificando
J,<U0) = 5F/(U0)



Demonstracao: Veja [20] n

Teorema A.3 [Teorema de Agmon, Douglas e Nirenberg] [A.D.N] Sejam Q C RY um
dominio limitado com fronteira suave, f € L™(Q), com r > 1 e u € Wy*(Q) uma solugio
fraca do problema

—Au = f(x), emQ

(Pr)
u =0, em Of).

Entao u € W*"(Q) e existe C > 0 (independente de u) tal que

ullwer@) < Ol f

O Teorema acima afirma que dado f € L"(Q) entdo existe uma unica solugdo u €
W2(Q) N W, " (Q) do (Py). Além disso vale a sequinte afirmagao

feWr(Q) = ue W2 (Q)

Demonstracao: Veja [1§] n

Teorema A.4 (Teorema de Schauder) Sejam Q C RY um dominio limitado com
fronteira suave e f € C%*(Q). Entdo eviste u € C**(Q) solu¢io do problema (Py).
Além disso, existe C > 0 (independente de u) tal que

ullcza@ < Cllfllcos@)
e vale a sequinte afirmacao

fecke (@) = ue @),

Demonstracao: Veja [1§] n

Teorema A.5 [Imersoes de Sobolev] Seja Q um aberto limitado do RN, com fronteira

suave, m > 1 um inteiro e 1 < p < co. Entao valem as seguintes imersoes continuas

(i) se % — % >0 temos W™P(Q) — L4(Q), para 1 < q < N]j—ng =p"
(ii) se ]lj — % = 0 temos W™P(Q) — L9(Q2), para todo q € [1,00).
(iii) se % — <0 temos W™P(Q) — C*Q) para 0 < k <m — %.

No caso (iii), k é um inteiro verificando

N
k<m-—<k+1
p

e X um real satisfazendo

0</\§m—]€—ﬁ:/\056/\0<160<)\<1S€>\0:1.
p
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Demonstracao: Veja [1] e [26] n

Teorema A.6 Seja Q C RN um dominio limitado com fronteira suave, as imersoes:
H(Q) — L¥(Q)

sao continuas, quando

2N
1<s<2 =4 N2 se N2 3

00, se N=1,2

e existe C' > 0 tal que

[ullzs@) < Cllullmpy, Yue Hy(2)

Demonstracao: Veja [7] e [2]. u

Teorema A.7 Seja  C R™ um conjunto aberto. FEntao, para cada k e para todos 0 <

a < B <1, temos as sequintes imersoes:
CHLQ) — CF(Q),
CrH(Q) — C*(Q),
CHP(Q) — CP(Q).

Se ) é limitado, entao as duas dltimas imersoes sao compactas, e se {2 é convexo
e limitado, entao todas as trés imersoes sao compactas. Se € é convexo, valem duas

imersoes adicionais,
Ckz-ﬁ-l (ﬁ) N C’k’l(g),
Ck—‘rl(ﬁ) N Cvk,oz(ﬁ)7
sendo a ultima compacta se €2 for também limitado.

Demonstragao: Veja [6] u

Teorema A.8 [Imersoes Compactas de Sobolev] Seja Q C RY um dominio limitado com

fronteira suave, as imersoes:

Hy(Q) = L*(Q)

sao compactas, quando

2N
= N >3
l<s<o =Nz 0=

0, se N=1,2

Demonstracao: Veja [7] e [2]. u



Proposicio A.1 Seja Q um dominio limitado em RY cuja fronteira é uma variedade

suave. Seja p satisfazendo
(h) pe CHOUXR,R), e
(p2) existem constantes ay,as > 0 tais que
[pe(@,€)| < ar + asg]™
onde 0 <s<(n+2)(n—2)"'en>3.

Se
13
P(z,€) = / P, £)dt

I(u) = /Q (%|Vu|2 - P(x,u(x))> dz.

entio I € C2(W,?(Q),R), I' é dado por

I'(u)p = / (V- Vo — pla,u)p) d

I"(w) (o)) = / (Ve Vi — pela, u)pw) da

para todos @, € Wy2(Q).

Demonstragao: Veja [28]. u

Proposicao A.2 Seja p satisfazendo (p1) — (p2) e seja I definido por

I(u) = /Q (%yw? —P(m,u)) da,

Se () € uma sequéncia limitada em E = W, *(Q) tal que I'(uy,) — 0 quando m — o,

entdo (u,,) possui uma subsequéncia convergente

Demonstracao: Veja Proposi¢ao B.35 em [28]. ]

A.1 Principio de Maximo

Seja 2 C R™ um dominio (aberto e conexo). Considere o operador diferencial de

segunda ordem

n

0
Lu = Z a;;(z (9@(%] + Z bi(z) oz, +c(x)u, @ = aj,

onde os coeficientes a;; sao fungoes continuas sobre €2 e os coeficientes b; e ¢ sao fungoes

limitadas em €.
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Definicao A.1 Diremos que o operador L ¢ um operador eliptico, se a matriz coefi-
ciente (a;;(x)) € positiva, ou seja, se AN(z) e A(x) denotam, respectivamente, o autovalor

minimo e mdzimo de (a;;(z)), entdo

0 <A@)[EP < ay(@)&g < M),
ij=1
para todo & = (1,82, ...,&,) € R\ {0}. Diremos que L é um operador estritamente
eliptico, se A > \g > 0 para alguma constante \g. Diremos que L ¢ um operador
uniformemente eliptico, se A/\ € limitado em ().

Teorema A.9 (Principio do mdzrimo forte) Seja Q@ C R™ um aberto. Seja L um
operador uniformemente eliptico tal que ¢ = 0. Suponha que u satisfaz Lu > 0 (Lu < 0)
em §). Se u atinge seu mdzimo (minimo) no interior de 2, entdo u é constante. Se ¢ <0
e c/\ € limitado, entdo se u atinge wm mdximo nao negativo (minimo ndao positivo) no
wntertor de €, entao u € constante. Independente do sinal de ¢, se u atinge um mdrimo

igual a zero (minimo igual a zero) no interior de ), entdo u € constante.

Demonstracao: Veja [27]. u

Teorema A.10 (Principio do Maximo Fraco) Suponha que u € C?(Q) N C°(Q) sa-
tisfaca Au =0 em Q. Se Q € limitado, temos que

maxu = maxu,
Q 89

min ¥ = min u.
Q o0
Consequentemente, seque que

lu(z)| < max lu|  para todo x € Q.
Resultados semelhantes valem para funcoes sub e super-harmonicas:

e se u & uma fungdo sub-harménica (Au > 0), entdo maxu = I%%X u;
Q

e se u ¢ uma funcdo super-harmonica (Au < 0), entdo minu = Halgi)n u.
Q

Demonstracao: Veja [6]. n

Lema A.1 (Lema de Hopf) Seja Q@ C R™ um aberto. Considere L um operador unifor-
memente eliptico. Suponha que u € uma subsolucao de L, ou seja, Lu > 0 em ). Seja
xg € 0N) tal que OS2 satisfaz a condicao da esfera interior em xq, que u € continua em x
e que u(xg) > u(x), para todo x € ). Suponha que pelo menos uma das hipdteses abaizo

seja vdlida:
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(i) ¢ =0 ou
(i) ¢ <0 eu(xg) >0 ou
(iii) u(xg) = 0.

Entao, se existir a derivada normal em xg, ela deve satisfazer

@
ov

onde v denota o vetor normal exterior.

(.To) > 0,

Demonstracao: Veja [18], Lema 3.4]. u

Lema A.2 (Lema de Hopf refinado) Sejam Q2 C R™ um conjunto aberto, u € C*(2) N

CY(Q) uma funcio ndio identicamente nula e ¢ € L®(S2). Suponhamos que

Au+cu <0, emQ, (A1)

u >0, em €.
Entao:

(1) Se para algum xo € 09, temos que u(zo) = 0 e Q satisfaz a condi¢ao da bola interior

em xg, entao

v(xg) - Du(zg) = %(mo) <0,

onde v denota o vetor normal unitdrio exterior.

(i1) Além disso,
u>0, em .

Demonstragio: Seja v = (71,...,7,) € Q. Defina a funcio w(x) = e **1u(x), onde

A > 0 sera determinada posteriormente. Entao por (A.1),
—cu > Au = A(eMw)
= wA (M) + M Aw 4 2D(e*) Dw

= \u+ 2)\6’\’31ﬂ + M Aw.
8$1

Portanto, se A = |¢[|}22 entdo

—Aw — 2)\88—;1 > (AN +c)w > 0.

Logo, pelo principio do maximo forte Teorema A.9, concluimos que w > 0 em €). De

fato, suponha que para algum y, € Q obtemos w(yy) = 0. Como e *** > 0, devemos ter
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u(yo) = 0. Sabemos que u > 0 em Q, entdo y é um ponto de minimo para w. Portanto,
pelo principio do maximo Teorema A.9 w = 0 em ). Pela continuidade de w em (2,
devemos ter w = 0 em (), o que implica u = 0 em €2, o que é uma contradicdo, pois por
hip6tese u ¢ uma funcao nao identicamente nula. Logo, w > 0 em (2.

Por hipotese, existe zy € 09 tal que w(zg) = 0 e JN satisfaz a condigdo da bola
interior em xy. Como w > 0 em €, temos que w(xy) < w(x) para todo x € Q. Desta

forma, pelo Lema A.2
ow

o ($0) < 0.

Como u(zg) = 0, entao

ow
5, (o) = Dw(wo) - v(wo)
= (=Ae Mu(zg) + 6_’\’31%(%) . e_)‘mlﬁ(xo)) -v(xg)
8x1 ’ ’ (%n
oy OU
=e A 15(.’170),
o que demonstra (i). A tese (ii) segue do fato de w > 0 em . u

Corolério A.1 No semi-espago Q2 = R}, suponha que u € uma solugdio de

Au+ f(u)=0 emQ, u>0 em{
u=0 on 0N

Entao, quando N =2 ou quando N >3 e f(0) > 0, a fun¢do u satisfaz
ou

>0 Q.
Drn em

Demonstracao: Veja [5]. n

A.2 Resultados de Medida e Integracao

Teorema A.11 (Teorema da Convergéncia Dominada) Seja (f,) uma sequéncia de fun-

coes em LY(Q). Suponhamos que:

(a) fo(x) — f(z) ¢.t.p. em Q;

(b) Eziste g € L*(Q) tal que |f,| < g q.t.p., Vn € N. Entio f € L'(Q) e

Jii= )

Demonstragao: Veja [4] u
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A.3 Definicoes e resultados da Analise Funcional

Teorema A.12 Seja (u,) uma sequéncia em LP(Q) e u € LP(Q) tal que u, — u. Entdo

existe uma subsequéncia (uy;) tal que:
(i) Un, = u q.t.p. em Q.
(ii) |un,| < h(x),Yn; €N, q.t.p. em Q, com h € LP(Q).
Demonstracao: Veja [8]. u

Teorema A.13 Seja E um espago vetorial normado e {x,}nen C E uma sequéncia.

Entao valem as sequintes afirmacoes:
(i) , > x < f(z,) — f(x) para todo [ € E*.
(ii) Se x, — x entio x, — x.
(iii) Se x,, — x, entio {x,} € limitada, e além disso,
) < limin

(iv) Se x, = x e |x,| — ||z| entdo x, — =.

Demonstracao: Veja [§]. n
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Apéndice B
Teoremas do Tipo Liouville

Apesar de sua importancia na literatura, as demonstracoes dos Teoremas do tipo
Liouville apresentados a seguir serao omitidas. Esta escolha deve-se aos seus pré-requisitos
teoricos e ao fato de que detalha-los extrapolaria os objetivos deste trabalho. As devidas

referéncias para consulta sao listadas abaixo.

Teorema B.1 Seja u(x) uma solugio nao-negativa C? de
Au+u*=0 emRY, n>2 (B.1)

com 1 < a < ™2 Entdo u(x) = 0.

n—

Demonstracao: Em 1981, Gidas e Spruck provaram em seu famoso trabalho [16] que a
unica solucao do problema B.1 é identicamente igual a zero. Uma demonstragao alterna-
tiva foi dada por Chen e Li usando o método do plano movel que pode ser vista em [12].

Teorema B.2 Seja RY o semi-espago {x = (z1,...,zy) € RY : x> 0}. Suponha que
u(z) € uma solugao nao-negativa C*(RY)NCO({x € RY : zx > 0}) de

Au+u®*=0 emRY (B.2)
u=0 emaxy=0 (B.3)

com 1 < a < ™2 Entio u(x) = 0.

n—

Demonstragao: Veja Teorema 1.3 em [17]. u



Assuma que p > 0,7 € R",n > 3,
71772
I
1 = —5——
0 o) = (=)
(gl) g ¢ localmente limitada em (0, c0),

(g2) g(s)s_% é ndo-crescente em (0, 00).

Teorema B.3 Seja g satisfazendo (gl) e (92), e seja u uma solugdo (continua) de

—Au=g(u), u>0, emRY
Entao, ou para algum b > 0, bu € da forma (1) e

s lifgg(s) =n(n— 2)bﬁ em (0, max ul;

oy

uw=a para alguma constante a > 0 satisfazendo g(a) = 0.

Demonstragao: Veja [25]. Para mais detalhes confira a dissertagao em [22].
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Apéndice C
Alguns Resultados Elementares

Na secao deste Apéndice foi demonstrado alguns resultados usados durante o tra-
balho.

Desde que a equacao de Laplace é invariante sob rotacoes, consequentemente parece
aconselhavel buscar primeiro por solugdes radiais, isto é, func¢oes de r = |z|.

Seja u(x) = u(|x|) = u(r) uma fungdo radial. Para uma fungdo radial, o laplaciano

é dado por
_dPu n—1ldu
dr? r o dr’

Au

De fato, como

temos
or 1 2%, o
Or; 2(x34---+a2)i2
Logo,
Ou  Oudr  dux
or; E@xi T drr
e

(2

Pu  dPuz? N du T—I—T}z _ dPux? N du (1 27
ox?  dr:r2  dr 72 Cdr2e?  dr \r r3)7



donde

& Pu  dPu = x?_i_dui 1 2?2
— or?  dr? — r2 dr &= \r 13
Pu  du (n  r?
Skl

dr2  dr \r 13
_d*u n—1ldu
dr? r dr

Logo, se u = u(r) é uma funcdo radial harmonica, ela satisfaz a equacao diferencial

ordinaria de segunda ordem
n—1

u(r) + u'(r) = 0.

r

Afirmagao C.1 A ndao linearidade em (4.14) tem crescimento subcritico, ou seja, a fun-

cao gr(z,wr) = AN f(ur +w™) — f(uy)) possui um crescimento subcritico, isto é, existem

C1,Cy > 0 tais que
lga(z,t)| < C1 4+ Colt|P, Ve e Q et e R
onde p€ (1,2 —1) se N>3 epc (1,+o0) se N =1,2, onde 2* = 2~

N-2

Com efeito, para mostrar isso dividiremos em 3 casos. Parat € R e x € (), e usando

o fato que a funcao f é localmente Lipschitz, existe L > 0 onde
e Caso 1: uy +t+ <0.
lga(@, )] = Alf(ux +17) = fun)] = A[F(0) + f(0)] = 0 < C1 + Gt
com C4,Cy > 0.
e Caso 2: 0<uy+t"<a+d
ga(z, t)] = Alf (ux +27) = fua)] < ALJE] = Alt]
onde A := AL

o Caso 3: uy +tT > a+4.

fazendo uso da desigualdade para p > 0, existe uma constante C, tal que

ja + 0" < Cy(lal” + [b]”).
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Dai,
fla+ )t —a)

lga(z,t)] = A 5 — f(uy)
)
<Ay o)
M(a+0)-Cylt|P  Af(a+d)|af?
< 5 + 5 + A flloo
< B+ C[t]
onde
_ AMla+d)|al
B = — 5 A fllso
e
0. Mla+9)
op

Juntando os casos 2 e 3, segue
lgr(z,t)] < Alt|+ B+ C|t]P

Dai, usando a desigualdade de Young, parap > 1le q = ]%, tem-se

TR e e = g
o p p
Dai
lgr(z,t)| < (T + u) A+ B+ C|tP
Portanto
lgx(z, )] < Cr + Coft]?
onde

Segue uma afirmacao auxiliar usado na demonstracao do Lema 4.2

Afirmagao C.2 Tome 0 € (0,p + 1) existe uma constante C' tal que

OF (uy +17) —ttflux+t7) <O, teRY z€Q

Com efeito, para demonstrar a desigualdade, dividiremos em trés casos. Tome ¢t € R e

x € (), tem-se:
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e Caso 1: uy +t+ <0

observe que, como uy > 0 em €, e t7 = max{¢,0}, segue que

uy(z) =0, =z €00
OSUA+t+§O -

tt =0
Assim existe uma constante C' > 0 tal que
OF (uy + ) —t* fluy +t7) = 0(ux +t).f(0) — 0f(0) = 0. < C.
e Caso 2: 0 < uy +t <a+0.
Nesse caso temos que F' = F(s) e f(s) = f(s), com s € [0, a + d]. Dai,
U,)\+t+
OF (uy +t7) —tt fluy+t1) = / f(s)ds —t* fuy+ ) = h(z,t").
0

Note que h(z,t") é continua e Dy, = {(z,t"); ur(z) +t* € [0, + 0]} é compacto.
De fato:

e D é limitado:
Note que Dj, C Q x [0, + §] que é limitado em RY x R*,
o Dq é fechado:

) = (zo, ). Dal,

Com efeito, tome (z,,t) C Dy, tal que (z,,t;

0 <up(z,) +t <a+d
passando ao limite em n — oo, tem-se
0 <wuy(wo) +t5 <a+4d
logo (zg,tg) € Dy. Portanto h atinge seu maximo em Dj,. Assim, existe C' > 0 onde
h(z,t*) < C.

e Caso 3: s=wuy +t7 >a+0.
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Considere £ (a+5 = (. Assim,
ttf(s) (s—uA) C-(s—a)p
Bls) ~ Flunt t5) + 5[(s — ayrt1 — o]

50— %) (- 2y
Fluy +t+) + —1 [3p+1 (1 )p“ _ 5p+1]

#C(1L - B)(1 - 2y

gpt1 [F thﬁ) % [(1 p+1 B ﬁZﬁH
B (1 — -9
P+ S -2 - 55
passando ao limite quando s — 400, tem-se

tf(s)
F(s)

—p+1 quando s — +oo.

Assim, como {()) — p+ 1, existe Ry > 0 tal que

t*JZ(s) >0 Vs> Ry

F(s)
Onde 0 < p + 1, ou seja,
OF(s) —tTf(s) <0 Vs> Ry.

Para o caso em que 0 < s < Ry, como a fungao 0F (s) — t* f(s) é continua no compacto
[0, Ry], logo atinge seu méximo. Portanto existe C' > 0 tal que

OF (uy +t7) —tt flux+tT) <C VzxeQ, teR'.

Segue uma terceira afirmacao auxiliar usada na demonstracao do Lema 4.2.
Afirmacao C.3 Devido a definicao de f, temos que

F(uy +te) > A" — B para alguns A, B > 0.

De fato, para t suficientemente grande, segue que s := uy + te > « + 90, temos

sy = 0Dy



Calculemos a integral
S - 6 S
/ ft)dt = M/ (t — )P dt.
ats oP ats
Fazendo a substituicdo u = t—a (du = dt), e efetuando as devidas mudangas nos intervalos

de integracao, temos

s s—o p+l ]S~ _ p+1 _ sp+1
/ (t—a)pdt:/ updu:[u ] :(S @) g .
a+6 é

+ p+1 5 p+1
Portanto,
* oz fla+9) 1 1
t)ydt = ——= [(s — )P = 677
/a+a F) o (p+1) (s =) |
Assim,
~ flat+6) 1
F(S>_F(a+5)+6p(p+1) (s — ) (Ll
Logo,
~ . fla+9) o1 fla+0)d
F(S>_5P(p+1)(s a)’™ + | F(a+9) P
Para s suficientemente grande, temos
F(s) > As**' — B,
onde:
fla+96) fla+6)d
== B=|F -
257(p + 1) (@+0) ==

Proxima afirmacao usada no Capitulo 5 sobre a funcao truncada f

Afirmacdo C.4 f:[0,400) — R ¢ localmente Lipschitz.

Com efeito, considere os casos:

Caso 1: 2 <0

Pela definicao de f segue que

|F(8) = F(s)] = 1£(0) = £(0)]

Como f ¢ localmente Lipschitz, L > 0 e uma vizinhanca de zq (V,,), tal que

[F(t) = F(&) = f(0) = FO)| =0 < [t — s Vt,5€ Vi,
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Caso 2: O0<zg<a+d

Usando novamente o fato que f é localmente Lipschitz, existe V,,, e L > 0 tais que

(&) = F(s) = |f(t) = F() S LIt —s| Vi, € V.

Caso 3: 2o >a+0

Aqui, é possivel encontrar ¢ > 0 tal que
(zo —€,m9 +€) C (a+6,+00)

Assim, para quaisquer que t,s € (xg — &,z + €) temos

fla+9)

7o) - e = |00y LD
fa+0) “y
= |t—a) — (s —a)|

Note que as funcoes

h(t) = (t — )’

k(s) = (s —a)?

sdo continuas, portanto atingem o maximo no intervalo (zg —¢, o +¢) = B:(z9), digamos

max h(t) = Ly
tEBE(CL’o)
e
max k(s) = Lo
SEBe(z0)
Portanto, (C.1) torna-se
fla+9) |f(a+0)]
T ap — (s —ap| < T —ap 115 —ap
fla+9
< %[[q + LQ]

< Mt —s| Vt,s € Be(xg)

onde M = f(og;f‘s) [L1 + Ly).
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Caso 4: g = a+ 9.

Neste caso note que para qualquer € > 0 existem pontos to, t; tais que
to < xo <ty

Assim, como no Caso 3, para quaisquer t,s > a + 9, 3 L; > 0 tal que

lf(t)— f()| < Lqlt —a| VE,s>a+0d
De mesmo modo, como no Caso 2, para quaisquer x,y < a + 9, 3Ly > 0 tal que

|f(2) = f(Y)| < Loz —y| Va,y<a+d
Portanto, tomando L := max{Lj, Ly} temos que

|f(a) — f(b)| < Lla—0b| Va,be€ Be(a+0);e > 0.

Para o caso xg = 0 é trivial, portanto, f é localmente lipschitz.

Resultado usado no Capitulo 5, secao 3.
Afirmagao C.5 wy solug¢ao do problema (4.13) € solucao cldssica e positiva.

Com efeito, afirmamos que wy € C%*(2) e gy € C**(Q). Se isso for verdade, pelo
Teorema de Schauder segue que wy € C**(2).

Provaremos primeiros que wy € C%*(Q). Usaremos um método padrao chamado
"bootstrap". Sabendo que wy € HJ(f2) é solugao fraca, pela imersao continua (cf. Teo-

rema A.6 )
HL(Q) — L*(Q)

temos que wy € L% (), e portanto gy € L%(Q) pois, da desigualdade (4.16), temos
/ lg(, wo)| 7 dz < / 0y + Colwo|P| 7 dw < Cs + 04/ |wol? dz < +o0
Q Q Q

Usando o Teorema A.D.N (cf. A.3), obtemos

*

2
wo € WP(Q), onde p; = —
p

temos entao dois casos a considerar:

Caso 1: 2-p; > N
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Nesse caso usando o item (i7i) do Teorema A.5 é facil ver que quando 2 - p; >

N entao 1 <2 — p—]\i, e como as imersoes
W2P1(Q) «— CH*(Q) — C"(Q)
sao continuas, obtemos que
Wy € CO’Q(Q).

Caso 2: 2p; < N.

Neste caso, usando o item (i) do Teorema A.5, obtemos

Np
W?2PH(Q) — L™(Q = ——
Wo € (€2) o (), @ N —2p,

Assim, g\ € LP2(Q)), onde py = %, e portanto wy € W2P2(Q). Se 2 - py > N usamos o
Caso e provamos que wy € C%*(Q). Caso contrario, podemos iterar esse processo k vezes

para obter niimeros p,,, ¢, com m = 1,..., k, tais que

P = -, pm-‘rl - dm = 7~
P P N—-2-py,

Além disso, wy € WP (Q) para todo m = 1,..., k. Para K € N suficientemente grande,

vale que 2 - pr, > N, e assim,
wo € WHPE(Q) — C"(Q)

e portanto wy € C**(Q),
Agora, para mostrar que g)(x,w) € C%*(Q), segue do fato de que, desde que ||w|c1 < 6,

temos que uy +w < a+ 9. Assim, a funcao gy é limitada, e sem dificuldades segue

0,a+90 B
que g, é localmente lipschitz pois f é localmente lipschitz. De fato, como f é localmente
lipschitz, dado qualquer z € [0, « + ¢], existe M > 0 tal que
lgx(z,a) — ga(z,0)| = A f(ux + a) — f(uy +b)| < AM|a —b| VYa,b e [0, a+ 4]
Portanto da Afirmacdo 4.14, gy € C%*(Q). Por fim, pelo Teorema de Schauder, segue que

Wy € c>e (Q),

Logo wy solugao classica.
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Por fim, para mostrar que wy > 0, podemos escrever o problema (4.13), da seguinte

forma
—Aw =\ (f(uA +w) — f(u,\)) = Ae(x) - w
onde
flurtw)—f(uy) se w(z) # 0
co(x) = B
0 ,caso contrario.
Logo,

Aw + Ae(x) -w=0
w >0

Segue que c(x) é limitada pois f e f sao localmente Lipschitz. Portanto, pelo Lema A.2,
temos que

w0>0
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