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Resumo

Neste trabalho, pretendemos estudar a existéncia de solu¢oes normalizadas para uma
classe de equacoes elipticas semilineares do tipo —Au = Au + g(u) em RY, com certas
condigoes sobre a funcao g. Nos tltimos anos, esse tipo de problema tem despertado
grande interesse, devido ao fato de que a norma ¢ preservada da evolugao, sendo relevante
para a fisica. Sabemos que, em RY, perdemos a compacidade nas imersoes de Sobolev.
Dessa forma, para contornar a situagao, Jeanjean (1997) trabalhou no espago H! ,(RY).
Por meio de uma abordagem variacional baseada no Principio Variacional de Ekeland
e no Passo da Montanha, o autor estabelece a existéncia de solugoes. Nesse sentido,
apresentaremos em detalhes os resultados obtidos por Jeanjean (1997), no qual trata-se
de um dos primeiros trabalhos a abordar esse tema, sendo amplamente referenciado.

Palavras-chave: solucoes normalizadas; métodos variacionais; problema de auto-

valor nao-linear; abordagem minimax.
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Abstract

In this work, we intend to study the existence of normalized solutions for a class of
semilinear elliptic equations of the type —Au = Au+ g(u) in RY, with certain conditions
on the function g. In recent years, this type of problem has attracted great interest
because the norm is preserved from evolution, being relevant for physics. We know that,
in RY, we lose compactness in Sobolev embeddings. Thus, to circumvent this situation,

Jeanjean (1997) worked in the space H! ,(RY). Through a variational approach based

rad
on Ekeland’s Variational Principle and the Mountain Pass, the author establishes the
existence of solutions. In this sense, we will present in detail the results obtained by
Jeanjean (1997), which is one of the first works to address this topic and widely referenced.

Key Words: Normalized solutions; variational methods; nonlinear eigenvalue pro-

blem; minimax approach.
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Simbolos e Notacoes

RY denota o Espaco Euclidiano N-dimensional;

LP(Q2) = {u : 2 — R mensuravel : / |u(z)|Pdx < +oo} , p € [1,400), com norma
Q

1l = ( / |f|”)p ;

L>(Q2) = {u : Q@ — R mensuravel : J¢ > 0 tal que |u(z)| < ¢ q.t.p. em Q}, com

dada por

norma dada por

|t]|o = Inf{C >0; |u(z)] < C q.t.p. em Q};

Ll

loc

Q) = {u : 2 — R mensuravel : / |u(z)|dx < +o00, para qualquer A CC Q} ;
A

HY(Q) = {u e L) : g—; e LX) (ie{l,... ,n})} :

C'(]0,1]) é o conjunto das fungoes continuas de [0, 1] em R;
C*(Q) = {u: Q = R; u ¢ continuamente k vezes diferenciavel};
Dizemos que f € C*°(RY) se f € C*(RY), para todo k € N;

H () ¢ o fecho de C5°(€2) na norma do espago H'(Q);

H = I(RY);

E = H'(RM);

E = HY(RY) x R;

811 ’ ? 6mN

Vu = ( Ou ~ Ou > retrata o gradiente de u;

N g2
Au = Z 8_1; denota o laplaciano de u;

i=1 ¢

— simboliza a convergéncia fraca em espagos vetoriais normados;

1X



— simboliza a convergéncia forte em espagos vetoriais normados;

2% = % ¢ o expoente critico de Sobolev (se N > 3, caso N = 1, 2 temos 2* = +00);

A — B designa que A esta imerso em B;

S(c) = {u € E;||lul]|lg = ¢} denota a esfera unitaria de raio ¢ > 0 definida com a

norma || - || p2rny;
xB ¢ a funcao caracteristica de B;
E* dual topologico do espaco de Banach F;

(- ,-)g~ g produto de dualidade, em que se u,v € E, u pode ser vista como funcional

em E* com u(v) := (u,v) g g :/ wv dz;
RN

Dados (u,) C E* e u € E*, diremos que u,, — u em E* se

<un7 SO>E*,E = / ungodx — u@dl’ = <'Ll,’ S0>E*,E;
RN RN

C,C1,Cy, - -+ denota varias constantes positivas cujos valores exatos podem mudar

de uma linha para outra.
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Introducao

Neste trabalho, consideraremos uma classe de problemas elipticos nao linear da

forma

—Au = A+ g(u), em RY, (1)

em que A € R. O objetivo é encontrar solu¢ao nao trivial para essa classe de solugoes
com norma definida antecipadamente empregando os conceitos estudados em Métodos
Variacionais. As condi¢oes precisas sobre g : R — R serao dadas mais adiante. Por

enquanto, podemos considerar que g é da forma

o(s) = Y ails

7, (2)
para todos 1 <17 < m, com

(1) a; > 0;

(2) O<0i<ﬁseN23eai>OseN:1,2,

os casos que consideramos no trabalho contemplam tal situacao.

Vale salientar que, os problemas semilineares com norma prescrita sao motivados,
em particular, pela busca por certos tipos de ondas solitarias (estados estacionéarios) em
equagoes nao lineares do tipo Klein-Gordon ou Schréodinger. Além disso, o proposito
essencial para estudar a existéncia de solugoes normalizadas é a equacao de Schrédinger

nao linear, dada de forma geral por
iy = =AY+ V(z, ) + g(a, t)|[¢]*p,  em RY (3)

com 6 € R. Essa é uma das equagoes mais relevantes para a Fisica Matematica, devido ao

fato de que ela esta presente na modelagem de muitos fenémenos fisicos com aplicac¢oes



na Mecéanica Quantica, Fisica de Semicondutores, no estudo da estrutura atomica, Optica
Nao Linear, entre outros.

Por outro lado, uma solucao de onda estacionaria é dada da seguinte forma
o t) = e Mu(z), xRV, (4)

em que A € R e u:RY — C é uma funcao que nao depende do tempo. Se substituirmos
Y em (3), obtemos
—Au+V(r)u= M+ g(|u*)u, em RY, (5)

que possui uma estrutura semelhante & classe de problemas que estamos buscando solucao.
Em nosso caso, temos V' (z) = 0.

Para as equagoes de Schrodinger, vigora a lei de conservagao da massa, que garante
que em todos os instantes de uma trajetoria, a massa de uma particula nao varia com a

evolugao do tempo, ou seja, se |Yg|g = a, entao
Y()|n=a, VteR

Figura 1 - Conservagao da massa

H

Agora, seja [ : R — R uma func¢io na forma f(t) = |t|[P~%t,p € (2,2*). Os problemas

para encontrar solu¢oes normalizadas sao classificadas em trés tipos:

4
Tipo 1) L*-subcritico: 2 < p <2+ NG

4
Tipo 2) L*-critico: p =2+ N

4
Tipo 3) L*-supercritico: 2 + N <P< 2%,



Nesse contexto, mencionaremos alguns exemplos. O caso puramente critico, foi
estudado por Cheng e Miao (2014) [15]. Em relagdo ao caso L*—subcritico, temos Stu-
art (1982) [30], Cazenave e Lions (1982) [14] e Shibata (2014) [27]. Quanto ao caso
L?—supercritico, cabe citar os artigos abordados por Bartsch e Valeriola (2012) [8], Jean-
Jean (1997) [17] e Bartsch et al. (2021) [7].

De acordo com Alves et al. [3], na ultima década, a questao de encontrar solugoes
de equacoes com norma L2-prescrita tem recebido bastante atencao. Segundo os autores,
a busca por esses resultados tem significancia na fisica, pois tal norma é uma quantidade
preservada da evolucao e a caracterizagao variacional de tais solucoes é de grande ajuda
para analisar estabilidade orbital, veja Jeanjean e Lu (2021) [18], Cazenave e Lions (1982)
[14] e as referéncias neles contidas. Entretanto, é importante ressaltar que a investigagao
acerca dessas solugoes teve inicio h& bastante tempo, como pode ser verificado em Lions
(1984) [22] - [23] e Berestycki e Lions (1983) [10] - [11].

Recentemente, podemos citar Alves, Ji e Miyagaki (2021) [3], que se inspiraram no
artigo de Jeanjean (1997) [17] e complementaram os resultados vistos em Soave (2020) [28|
usando uma abordagem diferente.

Em [8], Bartsch e Valeriola (2012), exploraram o seguinte problema

—Au— g(u) = M, em RV,
ueE, [pnu'=1XeR,

em que N > 2. Nesse caso, g é superlinear, subcritica e possivelmente nao homogénea.
Eles estudaram o caso em que o funcional associado nao é limitado inferiormente na
L?—esfera unitaria e mostraram que existem infinitas solucoes. Um outro trabalho que
trata da multiplicidade de solugoes normalizadas para a equagao de Schrédinger nao linear
com crescimento critico ¢ vista em Alves et al. (2021) [2].

Sendo assim, o foco dessa dissertagao é o primeiro artigo escrito nessa temética por
JeanJean (1997) [17] em que se estudou a existéncia de solugoes normalizadas para uma

grande classe de equagoes de Schrodinger do tipo
—Au =M+ g(u), em RV,

/ |ul|?dx = a?,
RN

com N > 2 eg:R — R éuma fungao continua com crescimento supercritico em relagao a

massa que satisfaz algumas condigoes técnicas. Esse trabalho possui grande relevancia no



estudo das solugoes normalizadas, tendo sido citado 525 vezes até o momento, de acordo
com o American Mathematical Society (MathSciNet).

Tendo isso em mente, consideramos para cada ¢ > 0 fixado, o seguinte problema:

Encontrar um par (u., A.) € E de solugdes fracas de (1) tal que (P.)

[l = c.

Note que, se m = 1, g é homogéneo. Neste caso, (P.) tem uma solugao para todo
c>0etodo o # % que satisfaz os limites acima.

Em alguns trabalhos, Stuart [33] - [32] desenvolveu uma abordagem alternativa
que permite tratar nao linearidade nao homogénea. Essa técnica exige condig¢oes de

crescimento mais restritivas sobre g. No caso particular da equagao (2), o resultado

4

diz que, para 1 <7 <m,se 0 < o0; < 5,

Seja ' : E — R definido por

Flu) = %/RN V()| 2dx — Xm; — /RN u(z)

E conhecido que, se uy € E é um ponto critico de F submetido & restricao

entdo (F.) tem solugao para todo ¢ > 0.

a'i+2dx

S(e) = {u € E; |lullp = c},

entao existe um multiplicador de Lagrange Ao tal que (ug, Ag) satisfaz (1)(veja uma situ-
agao particular no Apéndice B). Com a condi¢ao 0 < 0; < % para 1 < ¢ < m, Stuart
mostrou que

inf F(u) > —oo,
ueS(c)

obtendo um ponto critico, provando que o infimo é atingido (veja [33] e [32]).

Nesse trabalho, explicitamos uma classe diferente de nao lineariades para as quais
(P.) tem uma solu¢ao para todo ¢ > 0, precisamente a classe exposta por Jeanjean
(1997) [17].

O resultado também ¢ obtido procurando um ponto critico de F' restrito a S(c).
Entretanto, passar de 0; < % para o; > % implica em uma modificagao na estrutura do
funcional. De fato, temos

inf F(u) = —o0c.

Dessa forma, ndo é mais possivel buscar um minimo de F' em S(c¢). Com isso,

devemos procurar um ponto critico com caracterizacao minimax. Mostraremos que existe

4



uy, uz € S(c) tal que

v(c) = inf max F(g(s)) > max{F(u1), F'(uz)},
g€l (c) s€[0,1]

com
I'(c) ={g € C([0,1],5(c)), 9(0) = w1, 9(1) =z}
Assim, F' possui uma estrutura geométrica do Passo da Montanha em S(c) e parece

razoavel buscar um ponto critico para F' em S(c) no nivel 7y(c). O Principio Variacional

de Ekeland garante a existéncia de uma sequéncia (u,) C S(c) de Palais-Smale tal que
F(u,) = ~(c) e F(SM (un) — 0.

Se for possivel provar que u,, — u. em E, obtemos uma solu¢do de (P.). Para
estabelecer a convergéncia de (u,,), o primeiro passo é mostrar que a sequéncia é limitada
em E. Entretanto, nao esta claro em nossa situacao, e isso explica porque nenhum teorema
do tipo minimax pode ser utilizado. Ambrosetti e Struwe (ver [5] e [6]) introduziram
algumas ideias para superar isso, entretanto, envolve calculos longos e complicados.

O método aqui estabelecido baseia-se na introducio de um funcional auxiliar F :

E — R definido por

_ 625

Flus) = 5 /RN V() Pdz — GLN /RN Gl u(z))dz,

com G(s) = /1 g(t)dt.

Primeiroo, mostramos que FemS (c) x R tem a mesma estrutura geométrica que F
em S(c). Aplicando a esse funcional o Principio Variacional de Ekeland, obtemos uma
sequéncia ((v,,s,)) C S(c) x R que pode ser usada para construir uma sequéncia de
Palais-Smale limitada (u,) C S(c) para F' no nivel y(c). De forma geral, a introducao de
F permite a incorporacio, no método variacional, da informacao de que todas as solugoes
fracas de (1) devem satisfazer a Identidade de Pohozaev.

Como (u,) ¢é limitado, u, — u, em F, a menos de subsequéncia. Contudo, enfren-
tamos uma aparente falta de compacidade quando queremos mostrar a convergéncia forte

de (u,). Para superar isso, utilizamos duas abordagens:

Primeira abordagem: Ao invés de trabalhar em todo F, desenvolvemos inicialmente o

método variacional no subespaco H! (RY) C E, que consiste nas funcoes radial-

rad

mente simétricas. Com base em Strauss (1977) [29], H! ,(RY) est4 imerso compac-

rad

tamente em LP(RY) para 2 < p < ]\2,—% se N>3oup>2se N =2 Usando esse

5



recurso, conseguimos provar que u, — u. € assim, obtemos uma solugao para (P.).

Para N = 1 nao temos compacidade, entao essa abordagem nao funciona.

Segunda abordagem: Valida para todo N > 1, contudo, exige condigoes mais restriti-
vas sobre g. Tais condigoes permitem mostrar que

Y(e) = inf F(u),

u€k(c)

em que

(e) = u € 8(0); Fl,, () = 0}.

Em seguida, baseado em Lions [22] e [23], vemos que uma sequéncia de Palais-Smale
(u,) possui apenas alguns comportamentos possiveis. Usando a caracterizagao adi-
cional de 7(c), conseguimos mostrar que u, — u.. Nessa abordagem, Jeanjean

(1997) [17] se beneficiou de técnicas desenvolvidas por Buffoni (1992) [13] e outros.
Por conseguinte, provaremos que, quando ¢ — 0,
|Vue||lg = +00 e A — —o0.

Além disso, ao usarmos a caracterizagao variacional adicional, conseguimos também mos-

trar que, quando ¢ — +00,
IVuellg =0 e A —0.

Essa dissertagao esta dividida da seguinte maneira. No Capitulo 1, exibimos alguns
resultados auxiliares para assim, demonstrarmos o Principio Variacional de Ekeland, o
qual desempenha papel essencial na prova dos teoremas principais. No Capitulo 2, esta
subdividido em algumas se¢oes. Nele, primeiramente, introduzimos a configuracao do
funcional e definimos um principio do tipo minimax para F em S (¢) x R. Em seguida,
construimos umas sequéncia de Palais-Smale limitada e obtemos algumas propriedades
e depois, sua convergéncia para N > 2. O Capitulo 3, também dividido em algumas
segOes, ¢ dedicado a obter a caracterizagao variacional adicional de y(c) para assim, obter
a convergéncia no caso geral N > 1. Dando prosseguimento, o Capitulo 4 é destinado a
alguns resultados de bifurcacao para esse problema com norma prescrita. Ja o Apéndice
A traz alguns resultados que foram utilizados ao longo dessa dissertacao. Por fim, o

Apéndice B exibe um caso particular de solucao normalizada para o caso poténcia.



Capitulo 1

Principio Variacional de Ekeland

O Principio Variacional de Ekeland foi introduzido por volta do ano de 1972 e desde
entao, trouxe uma infinidade de aplicacoes em diversas areas da Analise, sendo uma ferra-
menta essencial para encontrar solu¢ao de equagoes. Sendo assim, neste capitulo, exibimos
alguns resultados advindos desse método, pois posteriormente usaremos tal teorema para

auxiliar a solucionar o problema principal.

1.1 Minimizacao de funcionais semicontinuos inferior-

mente

Inicialmente, recordemos algumas defini¢oes:

Defini¢ao 1.1 Um espago topoldgico (X, T) é chamado de Hausdorff se, para quaisquer

pontos distintos x,y € X, existem G, G, € T tais que
reG,, yeG, e G,NG,=0.

Definigao 1.2 Seja X um espaco de Hausdorff. Um funcional ® : X — RU {+o0} é

dito fortemente semicontinuo inferiormente se, para cada a € R, o conjunto
{r € X;®(x) >a} =0 '(a,+00)
€ aberto em X.

Definicao 1.3 Um espaco topologico de Hausdorff X é compacto se toda cobertura de X

por conjuntos abertos admite uma subcobertura finita.



Teorema 1.1 Seja X um espago topoldgico compacto e  : X — RU{+o0} um funcional

semicontinuo inferiormente. Entao,
a) ® € limitado inferiormente;

b) O infimo de ® € atingido em um ponto xy € X.
Demonstracao. a) Os conjuntos abertos
={r € X;P(z) > —n},

para n € N constituem uma cobertura aberta de X, pois ¢ é semicontinua inferiormente,

desta forma,
X=A.=J® " (-—n,+o0).
n=1 n=1

Como X é compacto, toda cobertura aberta admite uma subcobertura finita, isto é, existe

ng € N tal que
no no
X = U AJ = U CID_l(—n, +OO),
j=1 j=1
dai, ®(z) > —ny para todo = € X. Portanto, concluimos que ® é limitado inferiormente.

b) Pelo item anterior, via Postulado de Dedekind, temos
[=infd, [ > —o0.
X

Suponhamos, por contradigao, que ®(z) > [ para todo z € X. Entao, podemos escrever

—+00

U{a:gX;@()>l+} U@ (l+ +oo):X.

n=1
Da compacidade de X, existe k € N tal que

U{xEXCD()>l+} Ucp (z+ +oo):X.

Logo, ®(z) > 1 + % para todo x € X. Ou seja, [ + % é uma cota inferior para o conjunto

®(X). Da defini¢ao de infimo, temos

1
[ >0+ -+
= +k’

o que é um absurdo! Portanto, existe xq € X tal que

O(z) =1= i&f@(x).



Defini¢ao 1.4 Uma fungio ® : X — R U {+o0} € dita sequencialmente semicontinua

inferiormente, se para cada sequéncia (x,) com limz, = xg, temos

O () < liminf &(z,,).

n—-+0oo
A relacao entre as duas nogoes de semicontinuidade inferior é mostrada na proposigao a
seguir.
Proposicao 1.1

a) Toda fungao semicontinua inferiormente ® : X — R U {+oc} € sequencialmente

semicontinua inferiormente.

b) Se X satisfaz o Primeiro Azioma da Contabilidade, entao toda func¢ao sequencial-

mente semicontinua inferiormente € semicontinua inferiormente.

Demonstragao. Ver Figueiredo (1989) [16]. n

Corolario 1.1 Se X é um espago métrico, entao as nogoes de semicontinuidade inferior

e sequencialmente semicontinuo inferior coincidem.

Defini¢ao 1.5 Seja @ : X — R U {400} um funcional e o € X. Dizemos que ® é
semicontinuo inferiormente em xy se para todo a < ®(xy) existe uma vizinhanga aberta
V' de xy tal que a < ®(x) para todo x € V.

Observacao 1.1 Um funcional semicontinuo inferiormente é semicontinuo inferiormente
em todos os pontos v € X. Reciprocamente, um funcional que € semicontinuo inferior-

mente em todos os pontos € semicontinuo inferiormente.

1.2 Funcionais definidos em Espacos de Banach

Agora, definiremos e apresentaremos o caso "fraco"do que foi feito na se¢@o anterior.

Definicao 1.6 Seja X um espaco normado. Uma funcio ® : X — R € um funcional
fracamente semicontinuo inferiormente quando ® € um funcional semicontinuo inferior-

mente considerando-se X com sua topologia fraca.

Observacgao 1.2 Como a topologia fraca estd contida na topologia forte, seque que um
funcional fracamente semicontinuo inferiormente ® : X — R U {+o0}, com X sendo um

espago de Banach, é também (fortemente) semicontinuo inferiormente.

Em geral, um funcional (fortemente) semicontinuo inferiormente ndo ¢ necessaria-

mente fracamente semicontinuo inferiormente. No entanto, o seguinte resultado vale.



Teorema 1.2 Seja X um espaco de Banach e & : X — RU {400} uma func¢ao conveza.
Entao, as nogoes de semicontinuidade inferior (forte) e semicontinuidade inferior fraca

coincidem.
Demonstragao. Ver Figueiredo (1989) [16]. n

Teorema 1.3 Seja X um espaco reflexido de Banach, A um subconjunto limitado de X,
xo um ponto no fechamento fraco de A. Entao, existe uma sequéncia (xy) C A convergindo

fracamente para xq em X.

Demonstragao. Ver Figueiredo (1989) [16]. n

1.3 Principio Variacional de Ekeland

Nesta secao, apresentaremos o principal resultado do capitulo.

Teorema 1.4 (Principio de Ekeland - forma forte) Sejam X um espa¢o métrico
completo e & : X — R U {+oo} semicontinuo inferiormente e limitado inferiormente.
Dado € >0 eu € X tais que
€
O(u) <infd 4+ —. 1.1
(@) < inf® + ° (1)

Entao, para todo A\ > 0, existe uy € X tal que

(i) ®(uy) < @(w); (1.2)
(ii) d(ux,@) < X; (1.3)
(i41) ®(ur) < ®(u)+$d(u, uy), Vu # ux. (1.4)

Demonstragao. Para simplificar a notagao, seja

dk(xay> = %d(l’,y)

Definiremos uma ordem parcial em X por
u<v <= d(u) < P(v) —edy(u,v). (1.5)

Realmente, (1.5) é uma relagdo de equivaléncia, pois satisfaz as seguintes propriedades,
tomando u,v € X:

a) Reflexividade: Basta observar que
u<u <= P(u) < P(u) —edy(u,u) <= P(u) = d(u).
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b) Simetria: Sejam u < v e v < u, entao

u<v <= O(u) < d(v) —edy(u,v)

v<u < O(v) < P(u) —edy(v,u).

Somando (1.6) e (1.7),

O(u) + P(v) < O(u) + P(v) — 2edy(u,v) = 0 < —2ed)(u,v),

sendo assim, claro que 2edy(u,v) < 0. Logo, d(u,v) =0 e u = v.

c)Transitividade: Sejam v < v e v < w, entdo

u<v <= P(u) < P(v) —edy(u,v)

v<w <= O(v) < D(w) — edy(v,w).

Dai, por (1.8) e (1.9)

O(u) < B(v) — ed (u, v)
< B(w) — edy (v, w) — edy(u, v)
= ®(w) +e(—da(u,v) — dr(v,w))
< O(w) + e(—di(u, w))
= ®(w) — edx(u,w).

Ou seja, (u) < O(w) — edy(u, w). Assim, u < w.

(1.6)

(1.7)

(1.8)

(1.9)

Agora, definamos uma sequéncia (S,) de subconjuntos de X da seguinte maneira:

comece com u; = u e defina

Si={ue X;u<u} e uy €5 tal que P(uy) gigf¢+;’
1

e, indutivamente,
Sp={ue X;u<u,} e u,p1 €5, tal que P(u,iq1) < ignfq) +
Afirmagao 1.1 Cada S, € fechado e
S1 D8 D83 D

11

3

on+1 '



Seja (z;) C S, com z; - x em X. Como (z;) C S,, pela defini¢gdo de ordem dada

inicialmente, temos

z; < u, = O(x;) < Puy,) —edr(xj, uy). (1.10)

Como & é semicontinua inferiormente, temos

®(z) < liminf &(x;). (1.11)

j—+oo

Assim, em (1.10), fica claro que

liminf ®(x;) < lminf(P(u,) — edr(x;, uy)),

j—+oo j—+oo

e por (1.11), tem-se

O(z) < Iminf(P(u,) — edy(z), un)) = ®(u,) — edx(z, uy),

j—+00
isto é,
O(x) < D(uy,) — edy(z,uy).
Consequentemente, z < u,, ou seja, z € S,,. Provando que S,, é fechado.
Resta provar que S,11 C S,. O que, de fato, é valido. Veja,
€ Spi1 =1 < Uyyi € Uprq €5y
= & < Upt1 < Up
= < Uy,

=x€.S5,.

Provando a afirmagao.

Afirmagao 1.2 diam(S,) — 0, quando n — +oo.
De fato, seja x € S,,. Por um lado,
r < u, = O(x) < O(uy,) — edr(z, up). (1.12)
Por outro lado, observe que x € S,,_1, pois
S1 2085 D-D8,12085 D81 D .

Assim,
€

D(u,) < inf &+ 2% <) + 5. (1.13)
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De (1.12) e (1.13), temos

O(z) < D(uyp) — edy(z,u,) < P(z) + 2% —edy(x, uy)

= edy(x,u,) < 2%

= dy(z,u,) <27"Vr € S,.

Dessa forma, para x,y € S, tem-se

1 1 1
da(7,y) < dx(z,un) + dr(un,y) < on T on = gnt (1.14)

logo,

diam S, < — 0, quando n — oo.

2n71
Provando a afirmacao. Consequentemente, pelo Teorema de Baire A.1, existe um tnico

uy € X tal que

o

n=1
Afirmagao 1.3 Um unico ponto uy verifica as condigoes (i)-(iii).
Prova de i): Como uy € 5,

uy < up = Ouy) < P(uy) — edy(uy, uy).

Mas u; = wu, dai
D(uy) < ®(u) — edy(up, 1) < O().
Prova de ii): Escrevendo
n—1 n—1
d)x(ﬂ7 un) S Z d)\(uj7 uj—‘rl) S Z 2_J7
j=1 j=1
em que usamos (1.14). E, tomando o limite com n — +o0, obtemos

1
d)\(ﬂ, U)\) <l= Xd(ﬂ, U)\) <l= d(ﬂ, U)\) <A

Prova de iii): Dado u € X com u # uy, nao podemos ter u < uy, pois do contrario
o
u € m Sh,
n=1

o que é um absurdo, visto que ﬂ S, = . Portanto,

n=1

D(u) > D(uy) — edy(u, uy).

13



[ ]
Um resultado que é consequéncia do que foi mostrado anteriormente é o Teorema

do Ponto Fixo de Caristi. Veja-o a seguir.

Teorema 1.5 (Teorema do Ponto Fixo de Caristi) Seja X um espago métrico com-
pleto e ® : X — RU {+oo} um funcional semicontinuo inferiormente e limitado inferi-

ormente. Tome T : X — 2% um operador de mailtiplos valores tal que

D(y) < () —d(x,y),Vo € X,Vy € T, (1.15)

em que T, = T(x). Entdo, existe xg € X tal que xog € Ty,.

Demonstragao. Usando o Principio de Ekeland na forma fraca com € = 1, encontramos
xo € X tal que
O (z9) < P(z) + d(x,x0),Vr € X \ {20} (1.16)

Afirmacgao 1.4 zy € T,,.

Caso contrario, y # xo para todo y € T,,. Entao, temos de (1.15) e (1.16) que
O(y) < B(wo) — d(x0,y) e B(wo) < P(y) + d(20,y),

que nao pode ser mantido simultaneamente, pois

P(y) < ®(w0) — d(z0,y) < (y) + d(w0,y) — d(z0,y) = P(y) < D(y),

0 que é um absurdo! Portanto, segue o resultado. [

Teorema 1.6 (Principio de Ekeland - forma fraca) Seja (X, d) um espago métrico
completo. Tome ® : X — RU{+o00} semicontinuo inferiormente e limitado inferiormente.

Entao, dado € > 0 existe u. € X tal que

D (u.) < i&f@—i—a (1.17)

D(u.) < P(u) + ed(u, u.),Yu € X, com u # u.. (1.18)

Demonstragao. Usaremos a notagao d; = &d, que é uma distancia equivalente em X.
Suponha, por contradi¢ao, que néo existe u. satisfazendo (1.18). Assim, para cada = € X,

o conjunto

T,={ye X :®(x)>d(y)+di(z,y);y #x}
é nao vazio.
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Dessa forma, produzimos uma aplica¢do de multiplos valores T em (X, d;) que sa-
tisfaz a condigao (1.15). Pelo Teorema 1.5, deveria existir zp € X tal que zg € T,,,. Mas
isso é impossivel pois, a partir da propria defini¢do de T}, temos que x ¢ T,. Concluindo

assim a demonstragao. [

Observacao 1.3 Se T ¢ uma contracao em um espaco métrico completo, isto €, se existe
uma constante k,0 < k < 1 tal que

d(T?E,Ty) < kd(l’,y),VI,y € Xa

entio T satisfaz a condigao (1.15) com ®(x) = —d(x, Tx).

1
1-k

1.4 Aplicagcoes do Teorema 1.6 a funcionais definidos

em espacos de Banach.

Teorema 1.7 Seja X um espaco de Banach e ® : X — R um funcional semicontinuo
inferiormente que € limitado inferiormente. Além disso, suponha que ® € diferencidvel a

Gateaux em cada ponto x € X. Entao, para cada € > 0 existe u. € X tal que

Ou.) <infd+ (1.19)

19" (ue)[|x- < e (1.20)
Demonstracao. Segue do Teorema 1.6 que existe u. € X tal que (1.19) é verdadeiro e
D(u.) < P(u) +¢l|lu —ue||, Yue X. (1.21)
Seja v € X et > 0 arbitrario. Tome u = u. + tv em (1.21) e obtemos
D(u.) < P(ue + tv) + €||ue + tv — u.||,
logo,
D(u.) < P(ue +tv) +et|v]| = t P (u) — P(ue +tv)] < vl
Passando o limite quando ¢ — 0, temos
—(®'(u),v) <elv|, Vv e X.
Como essa desigualdade é verdadeira para v e —v, obtemos
(D (), v)| < eljol,Vv € X,

15



consequentemente, fica claro que

(P (u), v)]

|9 (u)||x» = sup ———= <.
vevozo V]|

Teorema 1.8 Além das hipoteses do Teorema 1.7, assuma que existem constantes k,c >
0 tais que
O(u) > k||u|| —c.

Seja B* a bola unitdria em torno da origem X*. Entdo, ®'(X) € denso em kB*.
Demonstracao. Ver Figueiredo (1989) [16]. u

Corolario 1.2 Além das hipdteses do Teorema 1.7, suponha que existe uma funcao con-
tinua ¢ : [0,4+00) — R tal que @ — +00, quando t — +o00, e ®(u) > O(||ul|) para todo
u € X. Entao ®'(X) € denso em X*.

Demonstracao. Ver Figueiredo (1989) [16]. u

Teorema 1.9 Seja X um espaco de Banach e ® : X — R um funcional C' que satisfaz
a condi¢ao Palais-Smale. Além disso, suponha que ® € limitado inferiormente. Entdo o

infimo de ® € atingido em um ponto ug € X e ug € ponto critico de ®, ou seja, D'(ug) = 0.

Demonstracao. Ver Figueiredo (1989) [16]. u
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Capitulo 2

Solucoes com norma prescrita para
N >2

Neste capitulo, assumimos que ¢ > 0 é arbitrario, mas fixo. Consideramos o pro-

blema de autovalor nao linear
—Au = Mu+ g(u), em RY, (2.1)

em que \ € R.

Por conveniéncia, teremos as seguintes condigdes que serao necessarias sobre a fungao
g:
(H1) g : R — R ¢é continua e impar;

(H2) Existe (a, 8) € R x R satisfazendo

2N +4

- <a§5<N_2, se N >3
2N +4

N+ < a<p, se N=1,2

tal que
0 < aG(s) < g(s)s < PG(s) com G(s) = /Osg(t)dt.

Para referéncias futuras, note que, de (H1) e (H2) segue que, para vy € (0, 1],

G
1 ')
:>Oz/s ;d'yg/s Wtdv. (2.2)



t
Resolveremos a integral do lado direito de (2.2), ou seja, / %tdv. Facamos uma
mudanga de variaveis u = G(7t), logo du = g(+t)tdy. Dessa forma, voltando para (2.2),

temos
'l ' g(1t) ! !
« —d'yg/ —tdy = aln < InG(~t
[ ave [ £l s )| <wet)
= —alns <InG(t) — InG(ts)
= —Ins* <InG(t) — InG(ts)
= Ins* > InG(ts) — InG(t)
= Ins*>1In Cé((t;))
o Gls)
RO
isto é,
G(ts) < s*G(t). (2.3)
Por outro lado, por argumentos analogos,
gyt) , _ B
vt < BG(yt) = 2y < &
g(yt)y (7t) G(vt) 7
1
9
= / G < ,6/ —dry
= InG(y ) < Bln(y )

= InG(t) —InG(ts) < —Ins”
G(ts) 8
—_— >
= In G = Ins
G(ts)
G(1)

)
= > s°

ou seja,
sPG(t) < G(ts). (2.4)

De (2.3) e (2.4), temos, para s € (0, 1], que
sPG(t) < G(ts) < s*G(t).

Analogamente, se s > 1,

s*G(t) < G(ts) < sPG(t).
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Sendo assim, para todot € Re s> 0

sPG(t) < G(ts) < s°G(t), ses<1,
(2.5)
sG(t) < G(ts) < sPG(t), se s> 1.
Além disso, por (H1), (H2) e da definicdo de G : R — R dada por G(s) = g(s)s — 2G(s),

temos para todo s € R

1 =~ 1 ~
5500 < Gl < 15 50), -
%é(s) < gls)s <~ Gls).
De fato, por hipotese,
aG(s) < g(s)s = aG(s) — 2G(s) < g(s)s — 2G(s)
= (a —2)G(s) < G(s),
dai,
G(s) < - ! SG(s). (2.7)
Por outro lado,
g(s)s < BG(s) = g(s)s — 2G(s) < BG(s) —2G(s)
= G(s) < (B —2)G(s),
logo,
1 -
Por (2.7) e (2.8), evidencia-se que
1 =~ 1 -
mG(s) < G(s) < o 2G(s). (2.9)
Agora, multiplicando a equagao (2.9) por 2 e usando a defini¢ao de G, temos
2 =~ 2 2 =~ ~ 2 .
mG(s) <2G(s) < o 2G(s) = mG(s) <g(s)s—G(s) < o 2G(s)
2 = ~ 2 < ~
= EG(S) +G(s) < g(s)s < o (s) + G(s)
= %é(s) < g(s)s < QCiQG s) (2.10)

Portanto, fica justificado (2.6).



2.1 Observacoes Preliminares

Com o objetivo de abordar o problema variacionalmente, definamos o funcional

F: F — R dado por
1
Flu) =3IVl — [ Glut)s
RN
Agora, definamos o operador H : E xR — E

sN

5 S
H(u,s)(z) = ez u(e’r).
Dessa forma, fazendo uma composicao entre F' e H, consideraremos o funcional auxiliar

F:ExR—R por

625 1 SN
F(u,s) = THVUH%{ TN /RN G(ez u(x)) du.

Em outras palavras,

F(u,s) = F(H(u,s)). (2.11)
Primeiramente, observemos que
V(e%u(esx)) = e%(V(u(esx))) = e%eS(Vu(eSx)) S Vu(e'z). (2.12)

Logo,

s(N+2)

2
e 2 Vu(esx)‘ d:l:—eSN“S/ |Vu(e*r)|*dz,
RN

/.

fazendo uma mudanca de variaveis y = e®x obtemos x = e %y, dai

dy = det (%) de = eVodr = dx = e Nody.

Xz
2
H - /RN
— esN+28 €_SN/ |Vu(y)|2dy
]RN

_ o / Vuly)dy
RN

= e*||Vul)%. (2.13)

Assim,

e 2 Vu(e’r)| dx

s(N42) ‘2

|V H (u,s)||}, = HV <e%u(esx))

Por conseguinte, fazendo também a mesma mudanga de variaveis na integral

/ G <e%u(esx)> dzx, obtemos
RN

/RN ¢ (e%“@%)) dv = eslN /RN G <6%U(y)) dy. (2.14)




Com isso, usando (2.13) e (2.14),
F(H(u,5)) = ||V H (u, 5)|[3; — /RN G(H(u,s))dx
‘V (e%u(esxD Hj{ — /]RN G (e%u(esx)) dx

2s
€ 2 ]. sN

== —— | Ge* d
IVl = o [ G (Futw) ay

= F(u, s).

1
2

E possivel justificar ainda que F e F' sdo funcionais de classe C1, por argumentos
padroes.

Além disso, para todo s € R fixado, a aplicacdo Hs(u) := H(u, s) tem a propriedade
que Hy(S(c)) € S(c). De fato, como

9l = [

sN

2
eTu(esx)‘ d:v:/ eNu(e*z)|*d,
RN

fazendo y = ez, temos dy = det(%)dw = eNédz, daf

(9l = e e [ futldy = [l =
Observagao 2.1 Em (2.5), fazendo t = 1, temos

$PG(1) < G(s) < s°G(1), ses <1,

(2.15)
s“G(1) < G(s) < $°G(1), ses>1.
Definindo G(1) = M € R,
MsP < G(s) < Ms®, ses<1,
(2.16)
Ms* < G(s) < Ms?, ses>1.
Assim, para todo s € R,
G(s) < M(s*+ %) < M(|s|* +|s|?). (2.17)

Observagao 2.2 Pelas hipdteses estabelecidas e por (2.5), (2.6), existem constantes Cy,Cy >
0 tais que
lg(t)] < Cult]*™" + Coft]" .

Com efeito,

sg(s) < BG(s) < Ca(s™ +57) = |g(s)] < Culs|*7" + Cofs|”".
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2.2 A abordagem minimax

Nesta secao, para mostrar que F quando restrita a S(c) X R possui uma estrutura

geométrica do Passo da Montanha, serd necessario estabelecer dois lemas preliminares.

Lema 2.1 Assumindo que valem (H1), (H2) e tomando u € S(c) arbitrdrio, porém fizado,

tem-se
a) ||[VH(u,s)||lg — 0 e F(H(u,s)) = 0, quando s — —o0;

b) \VH(u,s)||lg — +oo e F(H(u,s)) = —o0, quando s — +00.

Demonstragao. Note que,

)= [ |

sN 2

ez u(e'r)

dr = eSN/ lu(e*z)|*dz.
RN

Fazendo uma mudanca de variaveis y = e*x logo dy = e*Vdz e, temos

s = e e [ futPdy = [ Juto)lay =l =
RN RN

Ou seja, ||H(u, s)||g = ¢. Além disso,

IV H (u, s)||% = / 6" T Vu(ets) Pde = SN2 / [Vu(e®z)|*dx.
RN RN

Realizando mais uma vez uma mudanca de variaveis, obtemos
IVH (u, s)||m = €*||Vul|a-

Logo, ||VH (u, s)||lg — 0, quando s — —oo, e quando s — +o0, temos ||VH (u,s)||g —
+00.

Agora, usando (2.5), obtemos para s < 0,

PG| = |GV H I, ~ [ G o)
%2S||Vu||§{ — BSLN /IRN G <e%u(x)) dx
2 1

e sN | o,
< SIVully + (¥ [ Glu@)as
(& RN

628 a—2

= YVl & N / G(u(z))d,
2 RN

dai, fazendo s — —oo temos F'(H(u,s)) — 0. Portanto, o primeiro item esta provado.
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Para finalizar a prova do segundo item, novamente por (2.5), temos para s > 0

sN

F(H(u,)) = SIIVulfy - / Gl u(a))dr

esN

2s
e 9 1 sN | o
< IVl - x @) [ Gluta)ds
2s
= S IVulf - eV | Glu(a))da.
2 RN
Considerando que, de (H2),
2N +4
i <a=N2-«a)<—4
N
= -—Na—-2)< 4
N(a—2
= L > 2’
2
segue que SN@ > 2s, assim F'(H (u,s)) - —oo, quando § — +00. |

Lema 2.2 Assuma que valem (H1) e (H2). Entao, existe K(c) > 0 suficientemente
pequeno, tal que

0 <sup F(u) < inf F(u)
ueEA u€B
com

A={ueS(e), |Vullfy < K(c)}

B ={uc S(c), |[Vu|3 = 2K(c)}.

Demonstragao. Seja u € S(c) arbitrario. Precisaremos estimar / G(u(zx))dz a partir
RN
do que foi dado acima. Para isso, escrevamos u(x) = uy(x) 4+ us(x) com

U1(T) = X{asfu(x) <13u(T)

U2 (%) = Xawsu(z)>13U(T)-
Chamaremos de

Xi={z:|u(x)| <1} e Xy ={x: |Ju(x)| > 1}.
Note que, como X; N X, = (), temos

/]RN G(u(x))dx = G(uy(x) 4 us(x))dx

T

RN

G((XX1 + XXz)u(x))dx

|
—

RN

Il
S

G(ul(x))dx—l—/ G(uz(z))dz.

RN RN
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A partir das condigoes de crescimento de (2.5), temos

/RN G(u(z))dr < /RN luy (2)|* G(1)dx

= [ Glu(x)dz < ) / s ()| (2.18)

RN RN
E, também

/ G(ug(x))dx < G(l)/ |ug () [P da. (2.19)
RN RN
Como u € H'RY) e temos HY(RY) — LYRY), t € (2,2), segue que u,uy,uy €

LY(RYN) N LP(RY). Assim, somando (2.18) e (2.19), concluimos que

/RNG(U Vda < ()] + Jus(a >|ﬁdx)

G(1 ( |ug (2
( e (@)u(@)[* + D, ()u ($)|’de)
< 2)|" + fu(a >|ﬁda:) ,

ou seja,

Glu(w))dz < G(1) {Ifullze + [lullf, } (2:20)

RN
Agora, utilizando a desigualdade de Gagliardo-Sobolev (A.1) com v = N (% — %) po-
dendo ser p = a ou p = . Dai,

[ ctutonde < e 1wty i+ 19ally a7 |
Lembrando que ||u||g = ¢, obtemos C; > 0 tal que

[ Gt < ¢, {||w|rH<“ ) 4 ngm} . (2.21)
Como f > «, temos para ||Vu||y suficientemente pequeno

[ Gl < Col| V) N7, (2.92)
para Cy > 0 constante.

Agora, seja K > 0 suficientemente pequeno arbitrario, mas fixo, e suponha u,v €
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S(c) tais que ||Vul|%4 < K e ||[Vv||% = 2K. Entao,

1

F(o) = Flu) = 5IVelly = [ Glola))ds = 5IVulfy + [ Glo@))da

1 1
= 5IVelly = 5IVull = [ G+ [ Gl
RN RN

zK—%KiiéNGw@DMHiéNGwm»m
—/ G(v(m))dw—l—/RN G(u(z))dx

Usando (2.22), conseguimos

F(o) = Flu) >+~ 0|V %)
K 1N(5F?)
= 5 =G |2K)1]
zg_@KWT>
> % (2.23)

Para K > 0 suficientemente pequeno, temos também que, para todo u € S(c) satisfazendo

|Vul|? < K, temos ainda por (2.22)

Flu) = 5IVulfy — [ Gluta))da

1
E?WM%—@KM ) > 0. (2.24)

Assim, por (2.23) e (2.24),

entao,

ueEA veEB

Concluindo a demonstracao. [

Proposicao 2.1 Primeiramente, assuma que valem (H1) e (H2). Entao, existem uy,us €

S(c) tais que
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a) [IVua|lf < K(0);
b) IVuzll > 2K (c);
c) F(uy) > 0> F(ug)
(K(c) € definido no Lema 2.2). Além disso, definindo
5(¢) = inf max F(h(t))

hel(c) t€[0,1]

com

I'(c) = {h e C([0,1],5(c) x R), h(0) = (uy,0), h(1) = (us,0)},

temos
F(e) > max{F(u1,0), F(uz,0)} = Fo(c) > 0.

Demonstragao. Primeiramente, iremos mostrar que existem u, us € S(c) satisfazendo

as condigoes da proposicao.

Seja u € S(c), segue do Lema 2.1 que, se s — —o0, obtém-se
IV H (u, 3) |7 — 0,
isso nos diz que existe s & —oo tal que
IVH(u, s)l7 < K(c) = [[Vullf; < K(e),

em que uy := H(u,s).

Agora, note que

F(H(u,s)) = %IIVH(% $)II% — /RN G(H (u,s))dx

623

:—VuQ—/GesévueSa: dx
3 IVull = [ G (T uten)

625 5 N
= Il - e

R

y G <e%u(y)> dy.
Como

G(ts) < s*G(t), se s <1,

entao

G(e%u) < e%O‘G(u).
Logo, em (2.25)
2s

P(H(.5) = S ulfy — e e [ Glula)ds
RN

625 oo

= CIVuf - V) / Glu(a))dr.
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Como estamos tomando s negativo,

N (QQQ) >2=(—s)N (a;2> > 2(—s),

dai,

consequentemente, F'(uy) > 0.

Concluindo que, se s & —o0, existe u; € S(¢) com
F(up) >0e ||V |3 < K(c).

Por outro lado, para s &~ +oc, usando o fato de que G(ts) > s*G(t) se s > 1, temos

2s B
F(H(u,s)) < —|Vul[f — V() [ Glu(@)dr <0
Ainda pelo Lema 2.1,

IV H (u, )| — +o0,

e F(H(u,s)) — —oo quando s — +o00, dai, sendo us = H(u,s), temos F(uz) < 0, ou
seja,

IVus |3 > 2K (0).

Concluindo que

Agora, defina

— inf F(h(t
¥(c) winf | max (h(t))

com

P(e) = {h € C([0,1],5(c)), h(0) = u, h(1) = us}.

Observe que, como

F(Ul) >0 Z F(Ug),

temos

F(u1) = max{F(uy), F(us)}.
Por h:[0,1] = S(c) e
VRO = IVullz < K(e) e VA = [Vuz|l > 2K(c),
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segue, do Teorema do Valor Intermediério, que existe to € (0,1) tal que
IV R(to) |7 = 2K (c).
Dai, pelo Lema 2.2, com u; € A, obtemos

0 < F(up) <sup F(u) < inf F(u) < F(h(ty)) < max F(h(t)).

’U,EA ueB - tE[D,l]

Dessa forma,

0< F(uy) < lelelgF(u) < hgf)f?[?}f] F(h(t)) = v(c)
= v(c) > F(uy) = max{F(uy), F(uz)} > 0

= v(c) > 0.
Além disso,

Fun) = 319wl = [ Glun(@))ds = F(H(w,0)) = Flu,0)

F(ug) = F(H(u2,0)) = F(us,0).
Assim, nosso resultado sera provado se mostrarmos que
F(c) > v(c) > max{F(uy), F(u2)} > 0.
Isso decorre da seguinte observacao:

Afirmagao 2.1 Para todo h € T(c), existe h € T'(c) tal que

max F(h(t) = max F(h(1)).

De fato, seja h € T'(c), temos

assim, para todo ¢ € [0, 1]

E(h(t)) = F((ha(t), ho(t)) = F((H (R (1), ha(1)).

Dessa forma, basta definir h(t) = H(h1(t), ha(t)) € T(c).

Verifica-se que, efetivamente, h(t) definida acima pertence a I'(¢), pois
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e h e C([0,1],5(c)), pois &€ composigao de fung¢oes continuas e

1ROl = I1H (o (t), he ()] = e

Portanto,

max F(h(t)) > inf max F(h(t)) = 7(c),

t€[0,1] " herl(c) telo,1]

desse modo,

inf F(h(t)) > ¥(c) > 0.
Lnf max (h(t)) > ~v(c) = F(c) > v(c) >

Observagao 2.3 Acabamos de mostrar que (c) > ~(c). Agora, vejamos que 5(c) < ~v(c),

a fim de concluirmos que 5(c) = y(c).

Com efeito,

Y(c) = inf max F(h(t)) < max F(h(t)), Yh € T(c)
hel(c) t€[0,1] te[0,1]

< max F'(ho(t)), com ho(t) = (h(t),0) € T'(c) e h € T(c)

T tel0,1]

= F .
max (h(t))

Logo,

S(c) < inf F(h(t)) = F(c) < (c).
V(o) <, Inf max F(R(t)) = 7(e) < v(c)

Portanto, fica claro que §(c) = v(c).

2.3 Existéncia de uma Sequéncia Palais-Smale limitada

Queremos mostrar que existe uma sequéncia de Palais-Smale para F' restrita a S(c)

no nivel vy(¢) que é limitada em E. Com esse objetivo, estabeleceremos alguns resultados.
Lema 2.3 Assuma que valem (H1) e (H2). Seja 0 < < 7(c) —Ao(c) e g € (c) tais que

F(g(t) <7 .
max (9(t)) <A(c) +e

Entao, existe (u,s) € S(c) x R tal que:
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(a) F(u,s) e [3(c) — €, 7(c) +¢];
(b) minego,y [[(u, s) — g(t)|| & < VE;
() 17, (. 5)] < 2VE.

lembrando que
o(c) = max{F (uy,0), F(uz,0)} > 0.

Demonstracgao. Definamos a funcao @ : f‘(c) — R por

@(h) = max F(A(D)

e introduza em I'(c) a métrica

d(h1, ha) = max [h1(t) — ha(t) &

t€[0,1]

Pela Proposigao 2.1

inf ®(h) = inf max F(h(t)) = 7(c) > —oo0,

hel(c) hel(c) t€[0,1]
e, por ® ser continuo, entao podemos aplicar o Principio Variacional de Ekeland para &

em I'(c). Logo, existe f € I'(c) tal que
(i) ©(f) < 2(g);
(i) d(f,9) < Ve
(iii) ®(h) > ®(f) — v/ d(h, f), para todo h € I'(¢) com h # f.

Para mostrar o lema, precisaremos provar o seguinte:

Afirmagao 2.2 Eriste algum t € [0,1] tal que
(o) —e S E(f(t) e (F'(f(1), 2)pxp > —2VE

sempre que

2 € Tpw.naw) = Tr ¢ 2lp= 1.
Suponha, por contradi¢gao, que este nao é o caso. Entao, para cada t € S, em que
S={te0,1]:5(c) —e < F(f()},
existe z(t) € Tf(t), |z|le = 1 tal que
(F'(f(1), 2(t))mxE < —2Ve.

A partir de agora, dividiremos a demonstragao em alguns passos:

12 passo: Construiremos uma aplicacao continua W : S — E tal que
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D wW®le =1

ii) W(t) c Tf(t);

iii) (F"(f(t)), (D)) xe < —2VE.

Essa construcao é baseada na noc¢ao de fluxo pseudo-gradiente e é bastante padrao. Veja
o trabalho de Berestycki e Lions (1983) [10] ou ainda Mawhin e Willem (1989) [24] e
Rabinowitz (1986) |26].

29 passo: Seja U : [0,1] — [0, 1] uma fun¢ao continua tal que

Para r € [O, %}, definimos uma familia de operadores
gr:[0,1] = S(c) xR

com

g (t) = <\/1 —TQM‘PQQ) A1) —|—r\If(t)W1(t),f2(t)+r\If(t)W2(t)>  sete s

Cc

g:(t) = f(t) = (f1(t), f2(1)), se t € [0,1]\S.
Note que, g, : [0,1] = S(c¢) x R esta bem definida. De fato,

2

HJ i ey )+ v

H

) / . =g ) 4w

- [ (- gy ) e 2 (12D} et

2

dx

C

+ P2 ()WL) |dw
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:(1-#%@2@)) PH)de + 2920 [ W2t)da

42 (1 _ ﬂ%m?(ﬂ) () hOWi(t)da
_ (02 — 2 [[Wh(t)[|5 (1)

c2

) F2(0)dx 1 (1) [ WA
RN

c2

49 (1 B TQMW) 0 _h(OW(t)de

= & — 2 WA B0 + 2| Wa (1) [0 (1) + 2 (1 _ 72%@%)) 5

c2

rW(t) N fi&)Wy(t)dx

c2

=42 (1 - TQ—HWl(t)H%{\IfQ(t)) R (A1), W)

:C7

pois W € T7(t) = Tisy(0). 500 Além disso, fo(t) + r¥(t)Wa(t) € R. Por definigao, temos
f(t) = (fi(t), f2(t)) € S(c) x R, dai segue a boa definicao.
Por conseguinte, note que g, : [0,1] — S(¢) x R é uma fungao continua para cada

re [O, %} Ademais, g, € f’(c). De fato, para t = 0, temos pela Proposicao 2.1

F(f(0)) = F(u1,0) <5(c) — e

Também, parat =1,
Assim,

Como F(f(0)), F(f(1)) < #(c) — ¢, segue que 0,1 ¢ S. Dessa forma,

9+(0) = f(0) = (u,0)
g+(1) = f(1) = (uz,0).

Provando a afirmacao.

Afirmagao 2.3 || f1(t)||% € uniformemente limitado em relagdo a t.
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De fato, por f € f‘(c), temos que f é uma funcao continua definida em um compacto,

portanto, limitada. Assim,

1A @Olle < LA + 1200 = 1F@)]e < M, vt € [0,1].

Concluido a afirmagao.

Agora, para r > 0 pequeno, procuraremos uma estimativa de d(g,, f). Temos, para

todo t € [0, 1],

lg- () = FOe = (g1 () = AOIE + (g-)2(8) — fo(t) 5,

porém, deve-se observar que

2

{‘\/ HH U2(t) — 1 ||f1(t)||E+7’\I/(t)||W1(t)||E}

<{z (M ) IOl + YOOl |

< 2r? {2 ()| WA ()17} -

o (6) ~ AN = H <\/ - M w(1) - 1) Fild) + rU (W 1)

E

para r > 0 suficientemente pequeno. Usamos uma expansao de Taylor e o fato de que

| f1(t)||% é uniformemente limitado em relacao a t.

Além disso,
(gr)2(t) = fo(D)* = [ falt) + 1T ($)Wa(t) — fo(t)]?
= [rW(t)Wa(t)[?
= (W2 (1)|Wa () ).
Consequentemente,

lg-(t) = f(Oll = [1gr)1(t) = ALONE + (gr)2(t) = fo()]*
< 2 { W@ WA (1)} + {8 () Wa(t) "}

1
= U(0)2r* (M@ + 5 W)

< WE()2r* W () [[&-
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Logo,

lgr(t) = f(®)lle = V2rEOIW (5 = llg-() — f(D)]e < V2r

= sup [|g.(t) — f(t)l|le < V2r

tel0,1]

= d(g, f) < V2r. (2.26)

32 Passo: Para r > 0 suficientemente pequeno, iremos comparar ®(g.) e ®(f).

Pelo Teorema do Valor Médio, para todo ¢ € [0, 1], existe 0 < 7(¢) < 1 tal que

+ (rU(t)Wi(t), r\If(t)Wg(t)>

E*xXE

- <F'<f<t> +r(0(0:(0) — 1(0), ((% 1y W gy 1) f1<t>,o)>

+H(E(F () +7()(9:(t) = f(8)), rE(OW () e xe
= rW((F(F(t) +7()(g,(t) = F(), W(t))me <

+ (\/1 - TQM‘I’Z(L‘) - 1) (F/ () +7()(9-(8) = F(1), (f1(2),0)) e xm

c2

Pela compacidade de [0, 1] e a continuidade de F”(pois F' € C'), sabemos que existe
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6 >0 tal que

lull <0 = [[F(£(t) + W < —2vE

= (F'(f() +u, W(t))pxm < =2V

para todo t € [0,1] e todo u € E. Assim, a partir de (2.26), segue que, para r > 0

suficientemente pequeno,

rU () (E(f() + 7(0)(9:(t) = £(2), W) pexr < —2V/ErU(2).

Ademais, como na demonstracao do 2° passo, o segundo termo pode ser desconsiderado,

pois r — 0. Consequentemente, para r > 0 suficientemente pequeno e t € S,

Flg,(6)) = F(F(1) < ~2v/ErU(2). (2.27)

Se t ¢ S, temos

entao U(t) =0e

F(g:(t)) = F(f(t)) = F(f(t) — F(f(t)) =0
= Fg,()) = F(£(t).

4° passo: Fixemos r > 0 suficientemente pequeno e assumamos ¢ € [0, 1] tal que

F(g. (1)) = ®(gr),

que existe, pois F o g € uma fungao continua definida em um compacto [0, 1].

Pelo 3 passo e pelo fato de que g, € T'(c),

Dai, pela definicdo, £ € S, logo ¥(f) = 1 e de (2.27), obtemos
F(gr(f)) = F(f(7)) < —2Ver.
Isso mostra em particular que,

D(g,) +2v/2r < max F(f(t)) = B(f).
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Dessa forma, como d(g,, f) < v/2r, como verificado em (2.26) vemos que

O(g,) + VE dlgr, f) < B(f) — 2ver +VEV2r
O(f) — Ver(2 - V2)
o(f).

IN

IN

Por outro lado,
®(gr) + Ved(gr, ) > ©(f),

pelo item (7i7) do Principio Variacional de Ekeland. Isso gera uma contradigao.

Logo, provamos que para algum t € [0, 1] tal que

V(€)= S E(f(t) e (F(f(t) 2)pxe > —2VE
sempre que z € T(fl(t)’fg(t)) = Tf(t) com ||z|]|g = 1, ou seja, para algum t, € [0, 1], temos

(e) —e < F(f(to)) < max F(f(t)) = (f) < @(g) <A(c) +e,

em que f(to) :== (u,s) € S(c¢) x R. Dai, mostramos que F(u,s) € [¥(c) —&,7(c) + ¢].
Provando a validade de (a).

Por outro lado, observa-se que
d(f,9) < VE = max | 1(0) — 90l < VE.
Dessa forma,

1/ (o) = g()l[e = [1f(to) = f(£) + f(£) + 9() |&
< |[1f(to) = FOlle + 1 (8) = g(®)]e-

Assim,

1 —g(t < mi to) — F (2 t)—g(t
min {[(u,5) = 9(t) e < min 1/ (t0) = F(O)le + max 1£(2) = 9(0) e

< ) — g(t
_g[gf]Hf() g@®)lle

< Ve

Provando assim o item (b).

Por fim, recordemos que existe ¢y € [0, 1] tal que

¥(e) —e < F(f(to)) e (F'(f(to)) 2)mxm = —2VE, ¥z € Ty
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ezlle = 1.

Como z € T(ty), entdao —z € T(to). Dai,

(F'(f(t0)), —2)mn = —2VE = —(F'(f(t0)), 2)mrxm = ~2VE
= <ﬁl(f(t0))’Z>E*xE < 2\/5

= [(F'(f(to)), 2)p-xE| < 2VE, V2 € Tyy). | 2llExe = 1.
Logo,
IE(f(to)) < 2vE.
Desde que f(ty) = (u,s) € S(c) x R, obtemos
||ﬁ]’S(C)XR(u7 S)” S 2\/%
Concluindo assim a demonstragao do Lema.
[
Proposi¢ao 2.2 Assuma que valem (H1), (H2) e seja (gn) C T(c) tal que
i 1
F(gn(t)) <7 —.
max Flgn(t) < 7(0) +
Entao, existe uma sequéncia ((Un, S,)) C S(c) x R tal que
(a) Flun,s,) € [3(e) = 5, 7(0) + 5]
() minieio | (s 30) = a5 < =
(C) ||E;(C)XR(UTL7Sn)|| S \/lﬁ) isto é7 <F/(un78n)7Z>E*><E‘ S \/lﬁHZHE;
para todo
PSS T(un,sn) = {(Z1722) S E : <un7ZI>H — 0} .
Demonstragao. Segue diretamente do Lema 2.5, basta tomar ¢ = % ]

Usaremos a Proposi¢do 2.2 para mostrar que existe (v,) C S(c) tal que, quando
n — +090,

Fun) = 7(c) e [IFf (va)ll = 0.

S(c)
Com esse objetivo, observe que, como 7(c) = v(c), existe (g,) C T'(c) da forma g,(t) =

((gn)1(t),0) € E, para todo t € [0, 1], tal que

1

B(gn) € [1() = —7(e) +
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Com efeito, como

= inf F(n(t
v(e) =, Inf max F(h(1)),

entao para todo n € N, existe (g,)1 € I'(c) tal que

1) < max F((g: (1) < 1(0) + -
Defina
gult) = (921 (1), 0).

Note que g, € IT'(c) e F(gn) = F((gn)1), mais ainda,

1
< F(qg, -
v(c) max (gn) < (c) + -

= 9(0) = - < Bgn) <2(0) +

justificando a afirmacao feita.

Agora, plicaremos a Proposicao 2.2 com essa escolha particular.

Lema 2.4 Suponha que valem (H1) e (H2). Entao, existe uma sequéncia (v,) C S(c) tal

que
(a) F(vn) = (c);
(b) (lvalle) (/ ) s@o limitadas em R;
(¢) [(F'(va), 2)p| < f|\zHE, para todo z € T,,,

Demonstragao. A demonstracao do item (a) segue diretamente da Proposi¢ao 2.2, pois

ja sabemos que, sendo v, = H(uy, $,),
F(vy,) = F(H(un, 5)) = F(up, s,).

Além disso, ¥(c¢) = y(c). Assim, pelo item (a) da Proposigao 2.2, o resultado segue.
Seja Oy F (tn, 51) = (F'(tn, 55, (0,1))g-xg. Pela Proposicio 2.2, especificamente o
ponto (¢), vemos que

OsF (tn, $n) — 0, quando n — 400, (2.28)
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com

~ 2628n 2 —s, N snIN
Os F (tp, sn) = \Vu,|“de + Ne™*" G(e 2 uy)dz
2 RN RN

N sn N sn N
— —emN gle 2z uy)e 2 uydr
RN

2
N sn N
— /]RN G(e 2 uy)dz

= 623"/ |Vu,|*dz +
RN

es
1 N s
T TN o g(@ 2Nun)undl'- (229)
e 2 2 RN

Usando o Lema 2.1 e fazendo v,, = H(uy, s, ), obtemos
o [ Ve = [Tl = € [Tl
RN
= [[VH (un, )5 = IVallF,

ou seja,
625"/ Vun 2z = Vo |2 (2.30)
RN

Por conseguinte, fazendo uma mudanga de varidveis, temos

~ G(e 2 uy(x))dr =N G(esgNun(eS"x))dx
esn RN RN
=N G(H (up, sp))dx
RN
=N G(vy(z))dx,
]RN
ou seja,
oy [ G wn =N [ Gl (2:31)
el e 2 uy(x))dr = . v, (2))dz. )
Analogamente,
N Sn Sn N _STLZN Sn Sn
—e~ 2N/ gle 2Nun(:v))un(x)dx: e — / g(e 2Nun(x))eTNun(3:)dx
2 RN 2 e ng RN
N 1 sn sn
= SN /RN g(eTNun(x))e 2Nun(x)dx
N Sn Sn
= g(eTNun(es"x))eTNun(es"x)dx
2 RN
N
= g(H (up, $p))H (tp, sp)dz
2 Jon
N
R e e
RN
isto é,
N s sn N
—e~ 2N/ gle 2Nun(x))un(x)dx: —/ g(vp(z)) v, (x)dx (2.32)
RN 2 ]RN



Substituindo (2.30), (2.31) e (2.32) em (2.29), conseguimos
. N
OsF (Up, 5,) = || Voull3 + N/ G(vy(2))dx — — g(vp () (). (2.33)
RN 2 RN
Assim, usando o fato de que

~ €

F(up, sp) =

25n 1 snN
IVl = o [ G u@)ds,

N

e fazendo novamente a mudanca de variaveis y = e**"' z, obtemos

~ 1
Flun, 50) = 5| Venlly - /RN G(va(2))d.

Como F(uy, s,) ¢ limitado e O,F(uy, s,) também (pois é convergente), vemos que existe

uma constante C' > 0 independente de n tal que

|NE(ty, 5n) + OsF (tn, 5,)| < C. (2.34)
De (H2),
~ - N 9 s N
NF () + 0. 52) = 5 Vel + [Vl = 5 [ glonla))onla)da
N +2 N
— (S5l - 5 [ gt
RN

N +2 5 Na
< (F5)Ivuliy =5 [ | Gluntes

Assim, em particular, como

) 3 N+2 N
—C < NF(un, 50) + 0, F (un, 50) < (=5 ) Vel 70‘/ G (va(x))da
RN
- _C< N; 2| Vonll — %/ G lon(x))dz. (2.35)
RN

Por outro lado, usando a limitagao de ((F'(u,, s,)), segue que

~ 1
F(up, s,) < Co = §||an||§{ - / G(vp(x))dx < Cy
RN

1
= 51wl < Co+ [ Glona)ds
RN
S [Vonld < 2Cp +2 / G (vn(x))dz. (2.36)
RN

Combinando (2.35) e (2.36), conseguimos

_c< Nz” (200 +2/RN G(vn(as))dx) - @/ G o (z))dx

= —C < (N+2) {O”/R G(vn(x))dx} - %/ G(vn())dz

N

S0 < (N +o- %) /RN Glon(x))dz. (2.37)
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Agora, o limite inferior em « prova que / G(vp(x))dx ¢é limitado e, consequentemente,
RN

/ |V, |*dr também. De fato, pois em (H2),
RN

N +2 N N
a>2T+:>7a>N+2:>N+2—Ta<O,

ou seja, os dois lados em (2.37) s@o negativos, logo

Ch
0< | Glon(x))de € — 2 = K < +00.
_/RN (vp())dx Yo (N1 2) 00

Além disso,

Vv, |13 < 2C, + 2/ G(vp(x))dx

RN
S 20() + 2K = M,
isto é,
/ |V, |[*de < M,
RN

mostrando a limitagdo. Por conseguinte, vejamos que (v,) é uma sequéncia de Palais-

Smale do tipo que estamos procurando.

Afirmacgao 2.4 (v,) C S(c) e € limitada em E.
Com efeito, pelo Lema 2.1 ||v, ||z = || H (un, Sn)||g = ¢, mais ainda
lonll = lvally + IVl = ¢+ [[Voalliy < e+ M < Co.

Concluindo a afirmacao e a demonstracao da alternativa (b).

Assim, resta provar que para n suficientemente grande,

. HF ()

ls(e)

4 . P
< T 1sto é,

para todo z € T,, = {2z € E; (v,,2)ny = 0}.

Sabemos que

F(v,) = F(H(un, s,)) = F(un, s,),

assim, considerando h,, € T,, e lembrando que

Fu) = IVull = [ Glua)ds,
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chegamos que

F'(v,)(hy) = . Vo, (x)Vhy,(z)de — /RN g(vn(z))hy(x)d.
Consequentemente,
F(0n)(n) = [ Vo) Vh(a)ds - / 90n(e) (o)
:ANV(M&”@%) /RNg (7)) ()
=™ ton N Vi, (e*a d:v—/RNg ", (€7 2) ) hn () da

N4+2

= en(%37) /RN Vu, (e’ x)Vhy,(z )dx—/RN gle™® un(e ")), (x)de.

Fazendo y = e*"z, entdo = e *y e dz = e~ V*dy. Desse modo,

N+2

Fl(wn) () = e (*F) /RN Vit () Vi (e~ g)e=Non dy

- / 9 F 1 () (=) ) Nondy

Agora, sendo

verifica-se que

(2.38)

F'(03)(hn) = € | Vun(y)Vhn(y)e *ndy — e /R i (e un(y))hn(y)dy.  (2.39)

RN
Por outro lado,

F'(uy, sn)(ﬁn, 0) = OuF(un, sn)ﬁn + 0sF' (Un, $n) - 0
= 0 F (tp, 5p) Py

2g ~ ]_ sn N spnN ~
= ¥ Vu,Vh,dy — — gle 2 uy)e 2z hydy
esn N

RN

ZeQS"/ VunV(hn(e‘s"y))e‘SQdy—/ gle

RN RN

:325"/ e "V, (y)Vh, (e *"y)e”
RN

B / g(esnzN un)e%e_snz]v hn(e™*"y)dy,
]RN




ou seja,

ﬁ’(un, sn)(ﬁn, 0) = e Vun(y)efs”(N;Z)th(e"g"y)dy
RN
—e_anN/ g(esnzNun))e_%hn(e_s"y)dy. (2.40)
RN

Assim, de (2.38) e (2.40), temos
F'(v)(hy) = F'(un, $n)(hn, 0).
Prosseguiremos mostrando que (h,,0) € T(uy, s,), lembrando que

T(Un,é‘n) = {(Zla 22) € Ev <un7 Zl>H - 0}

Com efeito,

sn N

& up(x)e” 2 hy(e *"z)dr =0
RN

& e%un(es"x)hn(:v)d:v =0
RN

~ <hn, Un>H =0
& h, €T,,.
Usando o que foi apresentado acima e o item (¢) da Proposigao 2.2,
o
N4

Para finalizar a demonstragao do item (b), convém demonstrar que, para n suficientemente

[(F' (Un), hn) x| < (hn, 0)|| -

grande,
(7, 0l < 2] Fon]| -

—28p,

Entretanto, se e < 2 e fazendo uma mudanca de variaveis, temos

1 O = Wl = [ Vhule)Pde+ [ V(o)

RN

:/ |hn(x)|2dx+e_28"/ |Vh,(z)|*dz
RN RN

< 2(| I+

Esse é o caso para n suficientemente grande, desde que

1(tn, 50) = gn(B)lle = llttn — g (D)l + |50 — O] = |5 — O = |sn]

= i nsy°on) nt 2 n
min (. 50) = ga(0)]) > ||

pelo item (b) da Proposigao 2.2. n
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2.4 Outras propriedades da sequéncia de Palais-Smale

Como justificado na segdo anterior, (v,) é limitada em E e pelos resultados de
Anélise Funcional, concluimos que existe v, € E tal que v, — v. em E. Se (v,) converge
forte para v., pelo Lema 2.4, alternativa (c), v. € um ponto critico de F' restrita a S(c).

Um primeiro passo para ser provada a convergéncia forte é o seguinte lema.

Lema 2.5 Assuma que valem (H1),(H2) e tome (v,) C S(c) a sequéncia de Palais-Smale

obtida no Lema 2.J. Entao, existe (\,) C R tal que, passando a uma subsequéncia,

(a) F(vn) = ~(0);

(b) v, = v. em E;

(c) G(vp(z))dr — Cy e / G (v (x))dx — Cy, com Cy,Cy > 0;
RN RN

(d) \p = Ae <0 em R;

(e) —Av, — N\, — g(v,) — 0 em E*.

Demonstracgao.

(a) Ja foi provada no Lema 2.4;

(b) No Lema 2.4 verificamos que (v,,) é limitada em E. Como E é um espago de
Banach reflexivo, entao existe uma subsequéncia que converge fraco. Concluindo assim,
que existe v, € F tal que v,, — v, em E.

Passemos & demonstracao dos demais itens.

(c) Primeiramente, note que, por (2.28),

OsF (tup, sp) — 0, quando n — o0,
dai, existe , — 0 tal que

|8sﬁ(un, sp)| <en = —e, < asf?(un, sn) < &n
N
= ||an||§{ + N/ G(vy(z))dx — —/ g(vp(x))v,(x)dx < g,
RN 2 RN

= Vol < cu N [ Glonlade+ 5 [ glun(e))va(a)dn

RN RN

= [[Vuullf < en =N | G(ua(2))da + 6% G(vp(z))d

RN RN

= [|[Vo||3 < e, + N (g — 1) G(vy(z))dx,
RN

44



em que usamos (H2). Como F(v,) — 7v(c) > 0, isso prova que ( G(vn(x))dx> esta

RN
afastado de zero, pois

F(va) = 31 Vually - / Gloa(a))dr = 1(c) > 0.

Pela item (b) do Lema 2.4, existe C; > 0 tal que, passando a subsequéncia

/RN G (vn(z))dz — C.

Analogamente, vemos que, por (2.6)

ﬁ /RN G (vn(z))dx < /RN G(vp(x))dx — C4

e, também,

Ci + . G (v (x))dr < - i 5 /]RN G(vn(z))dz.

Entao, segue que existe Cy > 0 tal que

/RN G(vn(@))dz — C.

Ficando mostrado assim, o item (c).

(e) Observando que, pelo Lema 2.4, ]\ﬂ’s(c) (vn)|| = 0, segue que, como

w-e ()

em que V(u) = 5/ |u|*dz definida em F, temos pelo Lema A.2 que existe (\,) C R
RN

com

HF/('UH) - )‘n\Ij/(Un)l

Ex —7 07
implicando que

F/(Un)vn = )\n\ll’(vn)vn +o,(1) = N ‘an|2dx — /N g(vp)vpde = )\n||vn||12g + 0,(1)
R R

/ |an|2dx—/ g(vy)v,da
A RN RN

T fonly ol

em que 0,(1) é uma ordem pequena.
Por outro lado,

F'(vp)z — \¥' (vp)z — 0,
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entao

Vu,Vz dr — /

RN

g(vp)vpde — )\n/ vpzdr — 0, Vz € E

RN RN

= Av, — A\pvy, — g(v,) — 0 em E™.
(d) Verificaremos que A, — A. em R, sendo A\, < 0. Temos,
MallvallFy = [ Voall — /RN 9(vn(2)) vy (2)d
9 N
= IVulz + N [ Gon(@))de — = | g(on(@))va(z)de p —
RN 2 RN

- N . G(vy(z))dx + g/RN g(vn(2))vp(x)de — /RN g(vp (), (x)de.
Por (2.28) e (2.33), {[|Vuva|[} + N fon G(vn(2))dz — & [on 9(va(z))vn(2)dz} tende a zero
quando n — oo, e recorrendo novamente a (H2), também temos

4vMq%mmﬁ<ﬁ;géﬁmmmmmmg@ﬂgﬁ—N)MGW@Wx

Agora, pela letra (b), levando em consideragao o que fora visto em (H2),

2N BIN-2) . BN-2)

N —2) < 2N
6<N_2<:>6( ) <2N & 5 5

— N <0,

inferimos que (\,) é negativo e esta afastado de zero para n grande.
Por outro lado,

N -2

—_ /RN g(vp(x))v,(x)de — N

5 G (vn(z))dz > <M - N) /R Glon(@))de,

RN
0 que, por sua vez, mostra que (A,) é limitado por baixo.
Consequentemente, A, — A. < 0 a menos de subsequéncia.

Concluindo, assim, o resultado.

2.5 Convergéncia da sequéncia Palais-Smale para N >
2

Deve ficar claro que o método variacional desenvolvido até agora permanece inalte-

rado se trabalharmos no subespaco

Hl

rad

(RY) = {u € Eyu(w) = u(|z])}.

Considerando tal situagao, vamos obter a convergéncia forte de (v,). Com tal objetivo em

mente, vejamos o proximo resultado. A partir de agora, consideraremos E = H! ,(RY).
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Lema 2.6 Assuma N > 2 e que valem (H1), (H2). Entao
g: FE— FE”
u — g(u)

€ um operador compacto.

Demonstragéo. Inicialmente, provaremos que o funcional J : £ — R dado por J(u) =
/ G(u(x))dx é fracamente sequencialmente continuo. Entao, a compacidade de g seguira

(Veja Teorema A.3).

Precisamos mostrar que, dada uma sequéncia (u,) C E com

u, ~uem E = G(up(x))dx — G(u(x))dzr em R.

RN RN

Pelo Teorema Fundamental do Calculo e por (H2), (2.5), temos

/ Glu ())d:p—/RNG(u(x))dx
/ G lun(z)) — Glu(z))dz

/]RN/ dt up () + (1 = t)u(z)] do

= [ sttt + (= ) wa(0) ~ wtoa
/R max |g(tun(2) + (1 — u(@))] | (un(x) — ulz))|da

N t€[0,1]

< C’/R max {|tu,(z) + (1 — )u()|* " + [tua () + (1 — ()|} Jun(2) — u(z)|dz

N te[0,1]
<C [ Al + ) + )] + )0 o) = )
SC{H(|Un|+|UD M pmer M = wllie + I (funl + D) e, Hun—u||L5}

< C {llunl” + [l sy ltn = wllze + unl® + [l s Mtm = llzo }

Agora, pela inclusao compacta de H; ,(RY) C LP(RY) para 2 < p < 2% se N > 3 ou

p > 2se N = 2, vemos que ||u, — u||pe — 0 e ||u, —ullps — 0. Portanto, temos o

resultado.

Lema 2.7 O operador L : E — E* definido por
(Lu)v = / (VuVo + Auw)dx
RN
€ invertivel, continuo e tem inverso continuo. Além disso, A = —\. > 0.
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Demonstragao. Primeiramente, note que (u,v), = (VuVv + Auv)dz é um produto
RN
interno em F, cuja norma associada é equivalente a norma usual de F.

Precisamos mostrar que L é um operador bijetivo e continuo.
e [ ¢ injetor:
Sejam u,v € F,

L(u) = L(v) = VuVp + Aup = VoV + Avp
RN RN

= (u, ) = (v, )
= (u—v,0)=0,VpeFE

= U =".

e [, é sobrejetor:

Seja F' € E*. Segue do Teorema da Representagao de Riesz que existe tinico uy €

com

F(v) = (uf,v)y = F(v) = VuVou + Ausvdz
RN

= L, (v),
dessa forma, fica claro que
F =Ly (v).
e [ ¢é continua:

Sejam u,v € FE, por Cauchy-Schwarz e pelo fato de que a norma usual do F &

equivalente a norma de A, temos
[ Lu(v)| < [luflxllv]lx < Collullellv]le-

Dessa forma,

[ Lull < Collul|e-
e ! ¢ continua:

Para todo v € E*, existe um tinico u € F tal que Lu = v se, e somente se, u = L™ 1v.

Note que, para todo ¢ € F,

—Au+Iu=7v & Vqupdm—i-/\/ ugpdx:/ v dx.
RN RN

RN
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Sendo ¢ = u, temos

/ IVul? + \udx = / vu dx
RN RN

= lull = [ vudo < ol
.

= ull? < ollslulls

= Collull3 < lolslulls

= Julli < Collolls,

ou seja,

IL7 s < Collvlls.

Observacao 2.4 E importante salientar que, L, = —Au + \u no sentido fraco.

Teorema 2.1 Para N > 2, sob as hipdteses (H1) e (H2), a equagao (2.1)

—Au = Xu+g(u), emR"Y,

em que A € R, admite um par (u., \.) € E de solugdes fracas tais que ||u.|lg = c e A\ < 0.

Demonstragao. Do Lema 2.5, vemos que
—Av, — A\, — g(v,) — 0 em E™.
Por A\, — \. e pelo fato de v,, ser limitada, temos
(A = A){(vn, o) — 0, Yo € E.

Consequentemente,

—Av, — Avyp, — g(v,) — 0 em E.

Desde que, no sentido fraco, temos
lim —Av, — Av, = lim g(v,),
n—oo n—oo

e pelo Lema 2.6, g(v,) — g(v.) em E*, sendo assim, obtemos que

—Av, — A, — g(v,) em E*.
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Agora, seja L : E — E* definido por

(Lu)v = / (VuVv — Auv)dz.

RN

Temos por (2.42) que,

L(vy,) == —Av, — A\, — g(ve),
dessa forma, usando o Lema 2.7, obtemos

L™ (L(va)) = L™ (g(ve)),
ou seja
v, — L7 (g(v.)) = v. em E.

Pela unicidade do limite, v,, — v. em E e v. € S(c) (pois (v,) C S(c)).

Resumindo o resultado, vemos que (v, A.) satisfaz (2.1) com v. € S(c) e A. < 0.
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Capitulo 3

Solucoes com norma prescrita para
N >1

3.1 Caracterizagao adicional de (c)

A inclusao H! 4(R) C LP(R) para p > 2 ndo ¢ compacta, ¢ quando N = 1, nao
podemos entao prosseguir como na demonstragao do Teorema 2.1. Para obter o resultado
de existéncia, devemos tragar uma caracterizagdo variacional adicional de 7(c). Nesse

passo, acrescentaremos a hipotese

(H3) Seja G : R — R dada por G(s) = g(s)s — 2G(s). Entao, existe G’(s) tal que

G(s)s > QNN+ Las). (3.1)

A caracterizagao seré valida para qualquer N > 1. Provaremos que

v(c) = inf F(u)

uer(c)
com
Kk(c) = {u € S(e); Fy,  (u) = 0}.
Com esse objetivo, obteremos alguns resultados preliminares.

O lema a seguir é uma forma especial da identidade de Pohozaev, veja [25].

Lema 3.1 Assuma (H1) e (H2). Entao, todas as solugées fracas (u, \) € S(c) x R de

(2.1) pertencem ao conjunto

V(e) = {u € S(c), |Vul3 = g/RN G(u(x))dx} :



Demonstragao. Aplicaremos a Proposi¢do A.2 com f(u) = Au + g(u). Seja (u,\) €
S(c) x R uma solugao fraca de (2.1). Temos que, como u € S(c), segue que u € E ou

seja, u € H e Vu € H. Além disso,

2

Flu) = /0 F(s)ds = / As tgls)ds = %+ Glw), (3.2)

0

em que G(u) = / g(s)ds.
0
Com isso, por u € H, temos u? € L'(RY). Pelas hip6teses estabelecidas inicialmente

em (2.17), temos

G(s) <C(s*+5)= | Guwdu < 0/

u®du +/ w’du < oo,
RN RN RN

pois HY(RY) — LRY), LA(RY). Assim, F(u) € LY(RY). Ademais, fazendo a(z) =
|g(2)| + A temos [f(u)] < (lg(w)] +A) (Ju| +1).

N
Ainda mais, a € L2

2., pois sendo K C RY compacto,

(] < ol + 1) = [ ot e < Co | [ oo ¥4 [ uetas).
K K K

pela desigualdade de Holder,

[ st o < ) < o

Dai, pelo Lema A.1, fica claro que u € L] (RY), ¢ < co.

loc

Agora, um argumento padrao de bootstrap (em bolas Bg) mostra que u é localmente
limitado. Veja Alves e Ledesma (2017) [4].

Assim, temos
(V= 2)|Vulfy =2N | Flu(o)da
9N {gnu”; + /RN G(u(m))dm}
=N {/\||u||§{ +2 /RN G(u(x))dx}
_N {/\||u||§{ + /RN o(u(@))ulz)dz — /RN é(u(m))dm}
v {1l - [ | Guteas |

usando o fato de que
1 2
A= IVully = [ glu(@))u(z)dz o,
[[ull% RN
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como verificado no item (e) do Lema 2.5.

Portanto,

(¥ = 27l =N {7l - [ Glutaic)
= N[Vully - 219l = N|Valfy - N [ Gluo))do,
RN
ou seja,
2|Vally = N | Glulz))ds,
RN

que é precisamente a definigao de V'(c). [ ]

Lema 3.2 Assuma (H1), (H2) e seja K(c), dado pelo Lema 2.2. Entao,

A={u € S(e):|[Vully < K(o)}

C = {u € 5(e): |Vull}y > 2K(c) e F(u) < 0}

estio conectados por arcos. Em particular, para todo vi € A e todo vy € C, temos

c)= inf max F(g(s
7( ) 9EL (4 wy) $€[0,1] (g( ))

L) = {9 € C([0,1], 5(c)), 9(0) = v1, g(1) = w2}
(v(c) € originalmente definido na Proposi¢ao 2.1).

Demonstragao. Inicialmente, definamos
T
h:ExEXxRXx [0,5} — F

com

h(u,v,s,t)(x) = cost(H(u,s)(x)) + sint(H (v, s)(x)).

Sejam wuy,us € S(c) dois pontos distintos satisfazendo (ui,us)yg # —c* e ||Vui|g =
|Vus||r = d. Fica claro que, como consequéncia, (Vuy, Vug) g # —d?, pois do contrario,

Vuy e Vuy seriam miltiplos. De fato, por Cauchy-Schwarz
[(Vur, Vug) | < |V Vs || = 2,

e, a igualdade so seria véalida se, e somente se, Vu; e Vus fossem linearmente dependentes.

Agora, note que

15 (ur, )17 =

2
e%ul(esx)H = / ]e%ul(esx)ﬁday.
H RN
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Fazendo novamente a mudanca de variaveis y = ez, obtemos
1H (us, 8)[[m = c.
E, de forma analoga,
[1H (us, )5 = c.
Dai,
1H (w1, )|l = [|H (us, 8) |7 = ¢, Vs € R.
Além disso,

s(N+2)

e 2 Vul(esx)|2dx—eSN+25/ Vg (e°z)|*d.
RN

IV H (w,s) s = [

RN

Novamente, fazendo uma mudanca de variaveis y = e®z, obtemos
IVH )y =2 e [ Valy)Pdy = |Vl =
R

isto &, ||VH (ui,s)||n = e*d.

De forma anéloga, podemos concluir que
IVH (w1, 8)|ln = [IVH (uz, s)||u = €°d, Vs € R.
Agora, vejamos que

(H(uq,8), H(ug, 8))n

/ H(uq,s) H(ug,s)dz
RN
= / e%ul(esx) e%m(esx)dx
RN
= eSN/ uy (e’x) ug(e’x)dx.
RN
Realizando novamente a mudanca de variaveis y = e®x, constatamos que
(s, 5), Huz )i = e [ (0) uslo)iy
RN
= [ unlw) walv)iy
RN
= (u17U2>H-

Isto é,

<H(U,1,S),H(U2,S)>H = <U1,U,2>H,V8 e R.
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Por conseguinte,

(VH(uy,s),VH(ug,s))y = / e("20)s Vuy(ex) e"20)s Vug(e’x)dx

RN

= (NF2)s Vuy(e’z) Vug(e’r)dx.
RN

Pela mesma mudanga de variaveis, resulta que
(VH(uy, s), VH(ug, s)) g = eN+2s e_SN/ Vuq(y) Vug(y)dy
RN

=e* | Vui(y) Vus(y)dy,

RN

tendo como resultado
(VH(uy,s), VH(ug,s)) g = €*(Vuy, Vug) g, Vs € R.
Entao, por (3.3) e (3.5)
1 (us, uz, 5, )|y = || cos t(H (ur, 5)(x)) + sint(H (uz, s)(2) ||
= cos” || H (uy, 5)(x) |7y + sin® ¢ H (ua, 5)(2)|[3
+ 2costsint(H (uy,s), H(ug, $))u
= *(sin®t + cos®t) + 2 cos t sin t{u1, us) g,
logo,
|h(ur, ug, s,t)||3 = ¢ + sin 2t (uy, ug) .
E, também, lembrando que
h(uy,ug, s,t)(x) = cost(H (uy, s)(x)) + sint(H (ug, s)(z)),
temos
Vh(uy,ug, s, t)(z) = cost VH(uy,s)(z) +sint VH (us, s)(x).
Por (3.4) e (3.6),
IV h(ur, ug, 5, 1) |3 = || cost VH(uy, s)(x) +sint VH(uy,s)(x)|%
= cos’ t||VH (uy, 8)||5 + sin® t||V H (uy, 5)||3
+ 2costsint(VH(uy,s), VH(ug, S)) g
= cos’t e**d* 4 sin®t e**d? + sin 2t €**(Vuy, Vuo) g
= e*d?*(cos® t + sin®t) + sin 2t e**(Vuy, Vuy) g

= e**{d® + sin 2t(Vuy, Vus) g }.
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Como consequéncia, chegamos que
A (w1, ug, 8, 1)||3 = ¢ 4 sin 2t {uy, us) i (3.8)
IV h(ur, ug, 5, 1) |3 = e**{d* + sin 2t(Vuy, Vug) i }, (3.9)

e deduzimos que existe a = a(uy,us),b = b(uy,us) > 0 tais que, para todo s € R e todo

te [0, g], usando Cauchy-Schwarz e o fato de que u,uy € S(c), obtemos
1A, ua, s, 8)[[7 < ¢+ sin 2¢|(ur, uz) | < ¢+ Jlwn | |fuel| = ¢ + €2,
resultando que
|h(uy, ug, s,t)||3 < 262 (3.10)

Por outro lado, sabemos que (u1, us)g # —c*. Suponhamos, em um primeiro momento,

que (ug, ug)g > 0. Assim,
0<sin2t <1=0<sin2t{uy,uz)y < {uy,us)y,
em decorréncia disso,
|h(ur, ug, 5, 1) |3 = ¢ + sin 2t{uy, us) g > ¢ > a.
Caso (uy,us)g <0,
0 <sin2t <1=02>sin2t{uy,us)y > (uy, us) g,
dessa maneira,
R (uy, ug, 8, t||3 = ¢ +sin 2t {uy, up) g > & 4 (uy, ug) g > 0,
pois (uy, us) g < c®. Caso (uy,us)y = 0, o resultado é imediato.
De toda forma,
a < ||h(ug, ug, 5,1)||%. (3.11)
Por (3.10) e (3.11),
a < ||h(ug,ug, 8,1)||5 < 262 (3.12)
Além disso,
IV h(ur, ug, s,t)||3 = e**{d* + sin 2¢(Vuy, Vug) i }
= e*d? + * sin 2t(Vuy, Vug) g
< e®d? + 625<VU1, Vus)y
< e*d* + e*||Vur||lg |[Vue|

_ 62sd2 4 €2sd2’
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isto é,
IV h(ur, ug, 5, 1) |5 < e*2d%. (3.13)
Por outro lado, suponhamos (Vuy, Vug)y > 0,

0<sin2t <1=0<sin2t(Vuy, Vuz)y < (Vuy, Vug)y

= 0 < e*sin 2t(Vuy, Vug) g < e*(Vuy, V),
logo,
IV h(ur,ug, 5, 1) |3 = e**d* + e* sin 26(Vuy, Vus) g
Z 623d2’

facamos d? := b > 0.
Caso <VU1, VU2>H < 0,

0<sin2t<1=0<e¥sin2t<e*

= 0> e*sin 2t(Vuy, Vug) g > e*(Vuy, Vug) i,
dessa forma,

IVh(uy, ug, 5,t)||3 = e**d* + e* sin 2t(Vuy, Vuy) g

Z e23d2 + 828<VU1, VU2>H

= 628 [d2 + <VU1, VU2>H],
fagcamos b := [d? + (Vuy, Vus) ] > 0. Em resumo, existe b > 0 tal que

|Vh(uy, ug, s, t)||3 > e*b.
Consequentemente,
b < || Vh(ur, ug, s, 1|3 < e*2d>. (3.14)

Dessa forma, faz sentido definir i : E x E x R x [0,2] = S(c) com

A _ h(u,v, s, t)(x)
h(u,v, s, t)(x) = h(uv s Dy c.
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Obtemos, para todo s € R e todo ¢ € [0, 7], por (3.12) e (3.14),

h(ub Uz, S, t)(x)
Hh(ubu?a Sat)HH

]/:L(ula Uz, S, t) (I’) =

~ Vh u ,'LL 7S’t x
= Vh(uy,us, s, t)(z) = ”h((ml u22 S t))|<’H> ‘

||Vh(u17u27s t)HQ 2

1Ay, ua, s, 0) |1

= | Vh(us, us, 5,1) || =

. e?52d%c?
= ||Vh(u17u2’87t)“%{ < a )

isto é,

. 2d>
|V h(uy,us, s,t)||§{ < e,
a

Por outro lado, usando novamente (3.12) e (3.14),

- e*bc? b ,,
|V h(ur, us, s,1)||7 > a2 = 562 ,

Juntando (3.15) e (3.16),

b - 2d?
5628 < || Vh(uy, ug, 5,1) |7 < —e*c?.
a

Afirmagao 3.1 Para s > 0 suficientemente grande e todo t € [0, 7],

G<E<U1;U27S,t)( ))dx > Ot (a=2)

RN

De fato, suponhamos primeiro que h > 1. Pela observagao feita em (2.17),

G(h) > C |h|*
h(u,v, s t)(m)
||h u,v, s t)||H
B h(u,v,s,t)(z) |
= lh(u, v, s,t)||

|
cost(H (u,s)) +sintH(v,s))|”
17w, v, 8, )|

=C

cost(e2 u(e’x)) + sint(e’2 v(e'z)) "

=C
”h(u7 v, S, t)“H

ou seja,

2
Dw

C
N Hh(u7/0737t)||H

o8

| cost u(e’r) + sint v(e’zr)|*.

(3.15)

(3.16)
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Integrando,

sN
ez @

G(h(z))dzx > C / cost u(e’r) +sint v(e’r)|dx,
o PN 2 Ol S Joo 15T ) s 00

dai, fazendo a mudanca de variaveis y = e®x, obtemos

sN

e 2

G(h)dz > C e_SN/ cost u(y) +sint v(y)|*dy
. GO0xin > O [ Jest )+ snt i)

= G(h(uy,uy, s, t)(x))dz > Ce'2 (@2,
RN

Caso h < 1, analogamente
/ G(h(uy, ug, 5,t)(x))dx > Ce 2 B2 > e (@),
RN

Agora, com tais informagoes, estamos em condigoes de provar a tese.

Dados dois pontos arbitrarios vy, v, € A, devemos construir um caminho entre v, e

Ve que esteja inteiramente em A. Assuma, primeiramente, que |Voui|lg = [|[Vua|lp =d e

que {vy,ve)g # —c* Por (3.17), vemos que existe sqg = so(v1,v2) < 0 tal que, para todo

te |0, 3],
h 2 247 4 o,
HVh(U17U2757t>||H < —-—ce 0.
a
Seja 'y : [0,2]sg| + 1] — S(c¢) o caminho definido por
(

h(vy,0,—r,0), se 0 <7 <|sgl,

Li(r) = h(vy, v, —|so|, 7 — |so]),  se |so] <7 < |so| + 1,

h(vg, 0,7 — (2|so] +1),0), se |so| +1 <7 < 2|s0| + 1.
\

Note que T'1(r) € A, para todo r € [0, 2]so| + 1], pois

Caso 0 <17 < |[so]:

o ||h(vi,0,—7,0)]|% = ¢+ sin 0{vy, 0) i = ¢
o ||[Vh(vy,0,—1,0)||% < e*2d* < e*"2K(c) < K(c), recordando que s < 0.

Caso |so] <7 < |so] + 1

_ (o1, v, = ol = [sol)llzr o _ .
17 (1, v2, =[S0l 7 = |01 % 7

o [[A(vr, 2, =Isol, 7 — Isol) I
o |[Vh(vy,v9, —|so|,m — |so)I% < K(c), veja (3.19).
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Caso [so| + 1 <7 < 2|so| + 1

o ||h(ve, 0,7 — (2]s0] + 1),0)[|% = ¢ + sen0{vq, 0) iz = ¢

o || Vh(vg,0,7—(2]s0|+1),0)||% < 2d%e2(r=Clsol+1) < [ (¢), lembrando novamente que

5o < 0.
Também,

Fl(O) = h(Ul,0,0,0) = COS O(H(’Ul,O)) + sin O(H(O,())) = H(Ul,O) = 1,

['1(2]so] + 1) = h(vg,0, (2|0 + 1) — (2|so] + 1),0) = h(v4,0,0,0)

= cos 0(H (ve,0)(x)) + sin 0(H (0,0)) = vs.

E importante recordar que, I'; teria que ser C([0,1],5(c)), dai como [0,1] +—
[0, 2s0| + 1] sdo homeomorfos. Assim, a menos de homeomorfismo, I'y € T'(y, 4,)-

Agora, devemos observar que, se ||Vuy|lg # [[Vus| g, sem perda de generalidade,
suponhamos ||Vuy||g > ||Vuz||g. Entao, pela transformagao continua H(uy, s), podemos
unir v a um ponto 4, tal que

V][ = |[Vuz| g

e voltamos ao caso anterior. Finalmente, se (u1,us) = —c?, podemos introduzir um ponto
auxiliar ug € A e construir um caminho que una wu; a us como reuniao dos caminhos que
unem u; a uz € Uz a Us.

Agora, vamos mostrar que C' é conectado por arcos.

Sejam vy, v € C' arbitrarios. Como anteriormente, é possivel supor que
IVl = [[Volla e (v, v)m # —.
Pelo Lema 2.1 e por (3.16), existe sg = so(u1,us) > 0 tal que
VR (v1, va, 80,8) |13 > 2K (c) e  F(h(v1,v2,80,1)) < 0.

Seja 'y : [0,2s9 + 1] — S(¢) um caminho definido por
(

h(vy,0,7,0), se 0 <r < s

~

Pa(r) = § h(v1,v2, 50,7 — s0), se Sop <1 <50+ 1

h(vg, 0,7 — (so+1),0), sesg+1<r <2sp+ 1.

\
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Observemos que I'y(r) € C para todo r € [0,250 + 1] e ['2(0) = vy, T'a(so + 1) = vs.

Caso 0 < r < sq:

d ||h<U1707T7 O)H%I - C2 + SiHO<U1,O>H — 02 = ||h(U1,0,7’, O)HH =

o ||[Vh(v1,0,7,0)[|% > 2K(c), em que isso ¢ valido pois d pode ser tomado grande em

(3.14);
o F(h(v1,0,7,0)) <0, pelo Lema 2.1.

Caso sog <r < sp—+1:

. h(vy, vy, So, 7 — S0) |2 .
o om0 = so)lfy = O G om0 = s =
) ) 9 H

o |[Vh(vy,vs, 50,7 — so)||% > 2K (¢), por (3.17);
. F(iL(’Ul,'UQ,So,T — 509)) <0, pelo Lema 2.1.

Caso sg+1<r <2sy+1:

o ||h(ve, 0,7 — (250 4+ 1),0) || = ¢;

o ||[Vh(vs,0,7—(s0+1),0)||% > 2K (c), também ¢ vélido pois podemos tomar d grande
em (3.14);

o F(h(ve,0,7 — (2504 1),0)) < 0, pois segue do Lema 2.1.

Também,
I'1(0) = h(v1,0,0,0) = cos O(H (v1,0)) + sin 0(H (0, 0))
= H(Ul, 0)
= ’Ul
e?
['1(2sg+ 1) = h(v2,0,(25g + 1 — (259 + 1),0)
= h(vy,0,0,0)
= cos 0(H (vq,0)(z)) 4 sin 0(H (ve, So))
= V3.
Concluindo que C é conectado por arcos. Portanto, o lema esta provado. [
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Lema 3.3 Assuma (H1), (H2), (H3) e seja u € S(c) arbitrdrio, mas fixzado. Entao, a
funcao f, : R — R definida por

fuls) = F(H(u, s))

atinge um unico mdximo em um ponto s := s, € R tal que H(u,s) € V(c). Lembrando

que

N ~
vio = {ueseilval =5 [ Gyl
2 RN
Demonstragao. Lembrando que, pela observagao feita em (2.11),
F(H(u,s)) = F(u,s).
Dai, como visto no Lema 2.4,

fuls) = IVH(u, ) + N | G(H(u, 5)(x))dz — a g(H (u, s)(x))H (u, s)(x)dx

RN 2 Jrn
~ V) + [ NG 5)(0) ~ S ol 0, 5) () 5) ()i
= |VH(u,s)|% + /RN 2NG(H (u,s)(z)) — Ngz(H(u,s)(q:))]—_l(u7 s)(z) "
— IV H(u, )| + /RN N2G(H(u, 5)(x)) — 9§H(u, 5) (@) H(u, 5)(2)]

= |VH(u, )|l — g/ —2G(H(u,5)(x)) + g(H (u, s)(x)) H (u, s)(x)dx

RN

= IVH )y = [ | Gl s) @),

2
ou seja,
file) = IVH G s)y =5 [ Gl s) @) (3.20)
Pelos Lemas 2.1 e 2.2, sabemos que existe (pelo menos) um sy € R tal que f;(s)|._,, = 0.
Por (3.20), vemos que H(u, sg) € V(c), pois temos H (u, sg) € S(c) e
Fols0) = 0= IVH(,s)} = 5 [ GUH(w,)(@)da. (321)

Agora, note que
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Assim,
N ~ [ sN
f) =219 5 [N [ 6 (F ) ay
+e™sN /RN G’ <e%u(y)) 5652 u(y)dy
=2||\VH(u,s)||3 —g {—NeSN/ (e
+eN /]RN G <e%u(y)) 5ee2u(y)dy]

N? e
—2|VHu )+ e [ G (eFuw)dy
RN

2
N2 v [ e oy
- [ L@ (FuweF )

Usando (3.21) e voltando a variavel z, temos

fi(s)=N - G(H(u, so)(x))dx + NT -
N2,
- /RN G'(H (u, s0))H (u, sg)dx

~ N

G(e2 u(e*r))dx

=N » G(H (u, s0)(z))dz + N . G(H (u, s0))dx

- — G(H (u, 50))H (u, so)dx

4 RN

S [2 /RN G(H (u, s0)(x))dx + N G(H (u, so)(x))dx

RN

—— G'(H (u, s0)(z))H (u, 50)(33)61:1:1

2 RN

_ g [(N o) [ GUH u s0)(2))de — X

RN 2 RN

é/(H(u, so)(x))H (u, s@(m)dm} .

Dessa forma, de (H3), deduzimos que

o<y (o [ a5 [ B ) @)
< g {(N +2) . G(H (u, so)(z)dz — (N + 2) . G(H (u, s@(x))dx}
— 0,

ou seja,

fi(s) <0.

Como f!(so) =0e f(sg) <0, entao sy ¢ o tnico ponto de maximo local.
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Observacao 3.1 u € V(c) se, e somente se, s =0 mazimiza a fungao f,.

Devemos observar que, se H(u, s) € V(c), entdo,

IV =5 [ Gls)
= VA ) =5 [ () =0

= fu(s) =0.

Isso nos diz que s maximiza a fungao f,. Por outro lado, sendo u € V (¢), temos H (u,0) =

u € V(e), dai

fu(0) > fu(s),Vs
= F(H(u,0)) > F(H(u,s))

= F(u) > F(H(u,s)).

Portanto, fica claro que u € V(c) se, e s6 se, s = 0 maximiza a fungao f,.
Lema 3.4 Assuma que valem (H1), (H2) e (H3). Entao,
= inf F(u).
7(c) ot (u)

Demonstragao. Usaremos um argumento de contradi¢ao. Suponhamos que existe v €

V(e) tal que F(v) < 7y(c) e definamos a aplicagdo T, : R — S(c¢) dada por
T,(s) = H(v,s).
Pelo Lema 2.1, sabemos que existe so > 0 tal que T,,(—sg) € A e T,,(s9) € C. De fato,
T,(—s0) = H(v,—s0),
dai,

HHwﬁwmz:/ w%ﬁ@*%szewN/|MJ%mwx
RN

RN

Considerando y = e™*0x, encontramos

HHW—%M%Ie””ﬂféumwﬁwzHﬂézg-

Assim,

[1H (v, =s0)|| = c.
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Além disso, pela Proposicao 2.1
IVH (v, —s0) 5 = e **|Volli; < K(c).
Dessa forma, T,,(—sp) € A. Agora, vejamos que, analogamente
1T (s0) I = [1H (v, s0)l[}; = ¢* = | Tu(s0)ll = c.

Ademais,

IVH (v, 50)l[7 = e**[[ Vol > 2e*0 K (c) > 2K(c)

e, pelo Lema 2.1,

~ e2s0 1

F(H(v,s0)) = F(v,50) = 5 Vo3 — oy /]RN G(e%v(aj))da: <0,

lembrando que sg &~ +o00. Assim, T,(sg) € C.

Agora, seja T, : [0,1] — S(¢) o caminho definido por
T,(s) = H(v, (25 — 1)s0).

Temos,

T,(0) = H(v, —so) = T,(—s0)

T,(1) = H(v, (2 — 1)sg) = H(v, s0) = Ty(s0)-

Além disso, pela Proposicao 2.1 e pelo Lema 3.3,

1(0) < max F(T,(s) = max F(H(v, (25 = o)) = F(0),

o que é uma contradi¢ao. Portanto, temos o resultado. [

Combinando os Lemas 3.1 e 3.4, deduzimos que

c)= inf F(u)= inf F(u).
7( ) ueV(c) ( ) u€r(c) ( )

Isso mostra em particular que 7y(c) é uma quantidade bem definida que depende apenas
do valor de ¢ > 0.
Lema 3.5 Assuma que valem (H1), (H2) e (H3). Sejam k € N e ¢1,¢a,...,cx € RT tais

que

C2:cf+...+ci_
Entao, obtemos que
v(e) <yler) + -+ ().
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Demonstracao. Primeiramente, devemos provar a seguinte afirmacao:

Afirmagao 3.2 Para todo ¢ > 0 e para todo 6 > 1, temos y(0c) < 6*y(c).

Esse resultado é uma consequéncia da Proposicao 2.1 e dos Lemas 3.1, 3.3 e 3.4.
De fato, seja (u,) C V(c) satisfazendo F'(u,) — v(c). Para todo n € N, definamos

s(n,0) € R como o valor tal que
H(0uy, s(n,0)) € V(0c).

A existéncia e a unicidade de s(n, #) é garantida pelo Lema 3.3, basta tomar u = Qu,,.

Como H(Ouy, s(n,0)) € V(bc), mediante (H2) e do Lema 3.3,

v(0c) = uei\I/l(fOc) F(u) < F(H(Ouy,, s(n,0))

= v(0c) < F(H(Ou,, s(n,d)),
porém, sabemos que
v(0c) < F(H(Ouy, s(n,0)) = éHVH(@un, s(n,0))|3 — /RN G(H (Ouy, s(n,0))(z)dx.

Contudo, observe que

H(Ouy,, s(n,0)) = e%ﬁun(esx) = He%un(esx) = 0H (uy,, s(n,0)).
Assim, por (2.5) e pela Observagao 3.1,

2(66) < IV OH s, Oy~ [ GOH (50, (0)ds

RN

< %HQHVH(%’ s(n,0))||% — 6~ G(H (up, s(n,0))(x)dx

RN

< %HQHVH(ums(n,@))H%{ —02/ G(H (uy, s(n,0))(x)dx

RN

< 6? {%HVH(UYL, s(n, |3 — G(H (up, s(n, 9))(]))dl‘}

RN

= 0*F(H (un, s(n,0)))
< 92F(H(un, 0))

= (19l - [ | Gluaic)
= 0*F(uy).

Isto é,

Y(fc) < 6*F(uy,).
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Entao, passando ao limite quando n — 400, em virtude do Lema 2.5, obtemos que

7(fe) < 0%(c),
e a igualdade pode ocorrer apenas se, quando n — 400,

G(H (up, s(n,0))(x)dz — 0. (3.22)

RN
Assumamos, por contradigao, que (3.22) vale. Fazendo uso de (2.5) e (2.6), quando

n — 400, decorre que

G(H (Oun, s(n,0))(z)dz < (8 —2) G(H (Ouy,, s(n,0))(x)de — 0

RN RN
e
/ G(H (Ouy, s(n, 0))(z)dz > (a0 — 2) G(H (Quy, s(n,0))(z)dx — 0.
RN RN
Consequentemente,

/ G(H (0un, s(n, 0))(z)dz — 0. (3.23)

Assim, desde que H (Qu,, s(n,0)) € V(fc), para todo n € N, deduzimos que, pelo Lema

3.1, quando n — 400,

IV (H (0w, 5(n, 0)]|2 = g/ G(H (0, 5(n, 0))(x)dz — 0,

]RN
isto é,
|V (H (Ou,, s(n,0))||3 — 0. (3.24)

Pela defini¢do de F', levando em consideracao (3.22) e (3.24),
1
F(H(Ouy,, s(n,0))) = §HV(H(9un, s(n, 0))|13 — G(H (up, s(n,0))(x)dz — 0.
RN

Isso contradiz o fato obtido na Proposigao 2.1, que y(c¢) > 0 para todo ¢ > 0. Portanto,
a desigualdade estrita é valida. Estabelecendo a afirmagao.

Dando seguimento a demonstragao, suponhamos primeiro que kK = 2 e ¢; > ¢5. Como
v(fc) < 6?y(c), temos, com = = > 1, que

c? c c?
V(bcr) < zv(a) = | —a | < zv(a)
51 C1 &

= y(c) < v(er) + 5v(cr). (3.25)



Agora, sendo 6 = i—; > 1,

2
c c
Y(0cs) < 0%y(cy) = v (é@) < C—é’Y(C?)
2

= 7(c1) < Z—éfy(cg). (3.26)

Usando (3.26) em (3.25),
c
1(e) <7le) + Zr(a) = 7o) <vla) +(e).
1
Suponha agora que kK > 2, ¢4 > --- > ¢, e que a afirmacao vale para kK — 1. Seja

6:\/C%+-..+czfl, Entao, para 0 = £ > 1

isto é,
62
b (E). (3.27)

Sendo 0 = Ci, temos
(3.28)

Y(0cr) < 0%y(cr) = 7(€) < %’Y(Ck)-

Usando (3.28) em (3.27),
16) < @)+ E4(0) = 1(0) < 9(0) +1(ew)

= y(c) <v(er) + -+ ylcr).

Concluindo assim a demonstragao.
3.2 Convergéncia da sequéncia (PS) para N > 1

Aqui, seja I : E — R definido por

A

I(u) = %IIVUIIE — 5 llullh - /RN G (u(zx))dr.
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Partindo do fato de que

e {ivals = [ atoeptarie) -

" ol

e pela limitagao de (v,), obtemos que
1 2 Ac 2
I(on) = SVl = 5 lloallar = - G(vn(x))dx
5 (10l = Adlonll) = | Glona))da

(HVUTL“H )‘CHUTLH%I_/\nHUnH%{“‘)‘n“Un“}zﬁl) _/R G(vn(z))dx

N

(g(vn)vn — G(vn))d

~—

HVUTL”H )‘nHUnH%I_ (Ac_)‘n)an”%I) -

L\DI)—l MI»— MI»—l l\DI

| |

196,83 = (190l = [ atomonds ) = O = Al

Yo, — G(vy,))dz

/R glon)onds — (- >||vn||H> N I AT

lloal + / Glwn)d

Consequentemente, fica claro que

|

%\
4
DN | —

~~

Q

—~

i~

3

|
wl»— N | —
—~
y

VRS

I(v,) = % [ Gl -+ o)

1
em que o,(1) := 5()\0 — Ao)|lvnll% € uma ordem pequena.

Assim, pelo Lema 2.5, item (c), vemos que, passando a subsequéncia,
I(v,) = d > 0.

Ja que também temos

—Av, — A\, — g(v,) = 0 em E*, (3.29)

dai, sendo ¢ € E, temos

/ Vu,Vpdr — )\n/ vppdx —/ g(vp)edr = o0,(1),
RN RN RN

como A, — A, €
An/ Uppdr = )\C/ Uppdz + 0,(1),
RN RN

chegamos que

I'(vy) :/ Vu,Vodr — )\C/ vppdx —/ g(vn)pdx = 0,(1).
RN RN RN
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Dessa forma, concluimos que
I'(v,) = —Av, — Avy, — g(v,) — 0 em E*.
Portanto, (v,) é uma sequéncia de Palais-Smale para I em um nivel d > 0, pois
o [(v,) >d>0,¢
o ['(v,) - 0em E*.

Provaremos a convergéncia da sequéncia (v,) através de um estudo das sequéncias Palais-

Smale de I em niveis positivos.

Proposicao 3.1 Suponha que (H1) e (H2) valham. Seja (u,) C E uma sequéncia limi-
tada tal que

(i) 1(u,) — ¢ >0;
(ii) I'(u,) — 0 em E*.

Entao, existem k € N, k fungoes u', ..., u* € E e uma subsequéncia (ainda denotada por

(un)) tais que:
(1) I'(u’) =0, parai=1,...,k;
(2) IVunlly = IVulllf + - + [Vu*[l3 quando n — +oo;
(3) Nunllzr = Nl + -+ + I3 quando n — +oo;
(4) I(un) = I(ul) + -+ I(uh);

(5) Se k=1, entdo existe uma sequéncia (y,) C RN tal que u,(z) —u'(x —y,) — 0 em
E.

Demonstracao. Veja Benci e Cerami (1987) [9] e Buffoni (1992) [13]. n
Teorema 3.1 Para N > 1, sob as hipdteses (H1),(H2) e (H3), a equagdo

—Au = Au+ g(u), em RY
com A € R, admite um par (u., A\.) € E X R de solugoes fracas tais que

luellr =c¢ e A < 0.
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Demonstragao. Voltemos a sequéncia (v,) C S(c¢) de Palais-Smale. Pela Proposigao

3.1, existem o', 02, - - ,v* tais que, passando a subsequéncia, temos

k

k k
lonlizr = D101 IVoalll = D IV lE, () = ) 1)
=1 1=1

i=1
Desde que,
1 2 Ay 2
I(w) = 5 IVl = 2l - | Glu(@)ds
RN

temos,

() = Plu) = 2 ully

Sendo assim,

k k k
Ac iy Ae i i
F(va) = 1(va) = Flloallfy = D107 = 5 IWll5 = Y F(),
2 i=1 2 i=1

ou seja,
k

F(v,) — Z F(v).

=1

Além disso, como (v,,) C S(c), temos ||v, ||z = ¢, desse modo

k k

112 __ : 2 _ : 2 2 _ 1|2
Dol =t Bl = Jim = ¢ = 3
1= 1=

Pelo Lema 2.5 e da unicidade do limite, segue

Provaremos que k = 1. Definindo ¢’ = ||v|| g, temos que v* ¢ um ponto critico de F

restrito a S(c?). De fato, por v € S(c'), temos

ly(0) = 5190l = 5 = [ Glula)ds

Dessa maneira, sendo ¢ € C5°(RY),

/
|S(ci)

(u)p = VuVdz —/ g(u)pdx.

RN RN

' (u) =0, entao segue que F/ =0.

‘S(c") |S(ci)

Por contradicao, assumamos k > 2. Entao, a partir da caracterizagao variacional

Pela Proposigao 3.1, [

v(c) = inf F(u)

u€k(c)
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(o que é valido para todo ¢ > 0), temos necessariamente

(@) = inf F(v) < F()

ver(ct)
k k
=50 = P 2 Y.

Mas isso nao é possivel por causa do Lema 3.5. Consequentemente, k = 1.

Agora, a funcao v! satisfaz
F@') =q(c), [[v'lm=c —Av'=Av'—g(v')=0.
Com efeito, pelo Lema 2.5,
F(vn) = 7(c)
e acabamos de mostrar que

Pela unicidade do limite,

ou seja, v! ¢ uma solugao de (P), com ). < 0. Isso termina a prova do Teorema. m
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Capitulo 4

Resultados de Bifurcacao para

problemas com norma prescrita

Neste capitulo, analisaremos, para as solugoes de (P). obtidas nos Capitulos 2 e 3,

o comportamento das quantidades ||Vu.|% e A. em relagao ao valor de ¢ > 0.

Teorema 4.1 Assuma que valem (H1) e (H2). Entao, ezistem duas constantes co > 0 e

K > 0 tais que, para qualquer solu¢do (u, \) de (P)., com 0 < ¢ < ¢g, temos
(1) |Vullg > Ke 55, se N = 1;
(2) |Vullg > Ke 77, se N = 2;
_B@-N)t2N
(3) ||Vu|lg > K¢ ¥E-2-1  se N > 3.
Além disso, em cada caso, \ < —CKQHVUH%

Demonstracao. Do Lema 3.1, sabemos que todas as solugoes de (P). pertencem a V'(c),

entao
2 N A
IVullz = 5| Glu(z))de.
]RN

Por (2.5) e (2.6), deduzimos que

IVully =5 [ Gutanar <5 [ (3-26@)is

= ||Vul3 < ¢4 /RN G(u(x))dx. (4.1)



Introduzindo a observagao (2.17) em (4.1),

IVuly <6y [ Gluta)ds
RN
< OIM/ ul® + [ul’de
RN
= Co (Jlullze + ull}, )
isto é,
IVl < Co (Jlellge + llul3) (4:2)
Neste ponto, aplicaremos a desigualdade de Gagliardo-Sobolev (A.1) no caso N = 1 e
p=aep=[3, afim de obter para 0 <c <1
IVl < Co {llullge + Ilul, |
< Co {kIvullf Nl + lul, }

o a+2
= o {kIVulF F o+l }

/3

-2
EIVallF ¢ 4 KVl o

{
{

<co{ka||w||H T vl
<a )

—2 L
c{uwu; PVl }

a—2 o B o
IVal T e 4 vl }
<O {HVUHH + ||VUHH }v

ou seja,

IVul%, < Cc*2 {HVUHH + ||Vu||H } Cse N =1. (4.3)

Por conseguinte, para N = 2, faremos também p = o e p = 3, obtendo

IVl < Co {lullga + ull}, }
< o {kIvully lully ™ + K4 <ull3 Il }
= Co{kIIVullg® &+ K Vull} > ¢}
< Co {KIVulls® &+ k7| Vullf? ¢}

< e {|IVulls? + | Vull 2}
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Isto é,

IVally < ce {Ivullg® + IVulf 2} se ¥ =2 (4.4)
Ademais, para N > 3, fazemos, novamente, p = « e p = [ na desigualdade de
Gagliardo-Sobolev,
IVullfy < Co {Jlule + llull], }
< Co {kIwullg ™ Nl 7 4 RNV ull O 7
< Co (W Tulf @ e e v 5O 202
< Co {KIValf ™ 0D 4 2 5O 2]

N (o Nig_
= 3O Ivullg vl

Sendo assim,

a-2) N (5-2)

N
[Vully < Ce 302 Lvu) 77 4 | wull; 77}, se N >3, (4.5)

Como %(5 —-2) > %(a —2) > 2 para cada N > 1, essas desigualdades s6 podem

ser verdadeiras se |Vul/z > 1. Entdo, temos

o B-2
IVu| < Ce™2 | Vull,Z se N =1, (4.6)
IVullf < OVl se N =2, (4.7)
Nig_
IVu|), < P32 vy 272, se N > 3. (4.8)

De (4.6), conseguimos

B=2 — B2
IVul% < C* ||Vl = e 5 < |Vul 7

1 —a=2 86
N

+2

= (e )T < Vully,
implicando que,
IVullg > K ¢ 55, se N = 1. (4.9)
De (4.7),
IVullf < OVl = C7le™® < [|Vull™
= (07?7 < | Vulln

= K ¢ 51 < ||V,
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donde conseguimos
|Vu|lg > K cFise N =2 (4.10)
Finalmente, de (4.8), obtemos

Nig_ Nia oy
IVuly < O 50207 = 01 (-5072) < vy g0

2
B-N(B-2)\\ NF22=3
= (C_lc‘(%)yw I < ||Vl

2—N)+2N

= K o (REn) < V[,

Como consequéncia,
B(2—N)+2N

IVullg > K ¢ ¥E=2-1  ge N > 3. (4.11)

Provando a primeira parte.

A seguir, investigaremos o comportamento de A. Como (u, \) satisfaz (2.1), temos

IVally ~ [ stua)utaide = Ml = [Vl = [ gtu()utyds =2 ¢
ou seja,
A= {Ivul - [ stuputora (4.12)

Levando em consideracao que u € V(c) e por (2.6),

—2G(u) < g(u)u = _/]RN (w)udr < ————

RN

= _/]RN (w)udzr < _B—_HVUHH (4.13)

Inserindo (4.13) em (4.12),

1 2 2/8 2 1 2/6 2
AS 5 {HVUHH - mHVUHH} =A< 5 {1 - m} IVl

Como M := {1 — %} < 0, entao L := —M > 0, dai podemos concluir que

L
A< - Vul
|

Corolario 4.1 Para ¢ > 0, seja (ue, Ae) a solu¢io de (P). obtida no Teorema 2.1, se
N > 2, ou no Teorema 3.1, se N = 1. Entao, quando ¢ — 0%, temos

|\Vue||g — +o0

Ae — —00.
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Demonstracgao. Basta mostrarmos que cada expoente de ¢ no Teorema 4.1 é negativo.

No primeiro caso do Teorema 4.1, observe que de (H2), temos 6 < a < . Assim,
a>6=a+2>8>0
e também
b>a>6=F—-6>0

implicando que
o+ 2
g —6
a+2

Dessa maneira, —5%¢ < 0, entdo quando ¢ — 0% temos ||Vullg — +o0.

De modo anélogo, para N = 2, perceba que

> 0.

I<a<f=0<a—-4<p-4

= 2 >0

B—4"

Assim, —ﬁ < 0, consequentemente, quando ¢ — 0% temos ||Vul||g — +oo.
Por conseguinte, para N > 3

N +4 2N +4

2
0<2< <a<pf=0>202-N)> I

(2—N)>a(2—N)>p(2-N)
=0>p3(2—-N)
= 2N > (2 - N) + 2N,
isto é,
B(2—N)+2N > 0.

Além disso,

2N +4 2N
< —_—

S A
Note que

N(f—2)—4=NB—-2N —4,
dai

2N + 4

B> i >0=NB>2N+4>0

N
= NG >2N +4

= NS —2N —4 > 0.
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Donde, —W < 0. Concluindo que, quando ¢ — 07, ||Vul| g — +oo.

Finalmente, lembre-se que
K
A < — g IVl

Como ||Vul||%} — 400 quando ¢ — 0, segue que A\, — —oc0.
|
Agora, estudaremos o comportamento de solugoes de (P). quando ¢ — +oo. Para

isso, necessitaremos de (H3). Primeiramente, estabeleceremos um resultado preliminar.

Lema 4.1 Assuma que (H1) e (H2) sao verdadeiros e tome v € V(1) arbitrdrio, porém
fixo. Para todo ¢ > 0, seja s. := s(c) € R tal que H(cv,s.) € V(c). Entao, existe uma
fungao p: R — R que satisfaz p(t) — +oo quando t — 400 de tal forma que

IV H (cv, s0)lla < e
Demonstragao. Para facilitar a notagao, usaremos apenas s para referirmos a s.. A

partir dos Lemas 2.1 e 2.2, sabemos que s existe. Primeiramente, note que, pelo que

vimos no Lema 2.1,
IV H (cv, )|l7 = eIV (cv)llf; = e[|Vl
Desde que H(cv,s) € V(c) e por (2.6), obtemos

e[| Vol = [IVH (v, s)|I7
N

2 RN

> g(a —2) /RN G(H(cv, s))dz.

G(H(cv, s))dx

Entretanto, desde que H(cv, s) = e’ cu(e’r), conclui-se que

e || Vo3 > g(a - 2)/ G(H (cv, s))dx

RN

N s
= (a—=2) | G(e? cv(e’x))dn. (4.14)
2 RN
Fazendo a mudanca de variaveis y = e*x na integral do lado direito de (4.14), obtemos

sN

N s SN
Vol > o =2 [ GeF ey,
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agora, por (2.5),

2 QSHVUHH —_e*N min{(ce% ) (ce% )’8}/ G(”(y))dy

Logo,
2| Voll}, > e min{(ce® "), (ce ")} | G(u(y))dy
= 2e®tN)s > Cmin{(ce %)% (ce ()P}, (4.15)
em aque € =€ (¥l [ Glutay ).
RN

. Ns
Mostraremos que, para ¢ > 0 suficientemente grande, cez < 1. Assuma, por

contradigao, que ce® > 1 com c>0 grande. Entao, de (4.15) deduzimos que

Ns — Ns
CZe2seNs Z C “e2 @ = CQ c ae2seNs Z Cez®

= C(2fa) > Ce%aefZSest

= > > Ol 2N, (4.16)
Por (H2),
2(N +2 N
0<2N*2) L ngac N
N 2
N
=0< TQ - N —2.

Dessa forma, isso mostra que s — —oo quando ¢ — +oo e, em particular, para ¢ > 0

grande, podemos assumir s < 0. Agora, (4.16) é equivalente a

2o > C’e(%fsz)s - e < Ce(f%+2+N)s

El

=c< CeHN =555

(4.17)

Recorrendo a (4.17) e o fato de que e3> 1, obtemos

¢ < CePHN=535 o o < CelHN=5)35] oY
= 1< Cel®N-)a5+3ls,

Mas isso nao é possivel para ¢ > 0 grande, pois s(c) < 0 e o coeficiente é positivo. Com

. . s
isso, concluimos que ce®2 < 1.
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Por conseguinte, levando isso em considera¢do em (4.15), vemos que s — —o0

quando ¢ — +o00. E analogamente,

N3\ s(c)
c < CeN=2)5,

Assim, pela desigualdade acima,

IVH(cv, s)llu = Ce®||Vollu

S

< Ce® N |Vl

N s
= Ce™M 2 55 || V|4

Fazendo u(t) = (N — % + 5) Bi17 temos o resultado desejado.

(4.18)

Teorema 4.2 Assuma que valem (H1), (H2) e (H3). Para ¢ > 0, seja (uc, A.) a solugdo

de (P). obtida no Teorema 3.1. Entao, quando ¢ — 400, temos

||VU,C||H —0
Ae — 0.

Demonstragao. Primeiramente, vejamos a seguinte afirmacao, que serd utilizada na

demonstracao.

Afirmacao 4.1 Ezistem duas constantes K, Ko > 0 tais que, para todas as solugoes

fracas (u, \) € E de (2.1), temos

F(u) < I Vull3

F(u) > K\||[Vul %
Observa-se que,
1 1
Flu) = 5 IVulfy ~ [ Glut@)do < 51l
RN

em particular,

F(u) < K[Vl

Além disso, como (u, \) € E ¢é solugao fraca, temos de (H2),
IVully - [ guuds = Alulfy
RN
= 9l = Nl = [ gtuds > [ aGlu(@)as
RN RN
1
= | Glu@)de < ~([Vully = Mullz).

RN
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Dessa forma,
1 1 1
Fu) = S [IVulli - / Glu(@)de = S |[Vullzy — =(IVullz = Mlullz),
RN «

como consequéncia,

1 1 A
F > - - \V4 2 - 2
W= (5 2 ) IVull+ Sl
1 1
> (5-3) 19l
Novamente por (H2),
2N +4 1 1
> >2=a>2=0<-——
“ N “ 2 a’
dai, tomando
1 1
K=~ —— >0,
2

obtém-se,

F(u) > K[| Vull.

Conclui-se, portanto, que a afirmacao é verdadeira.

Agora, seja v € V(1) arbitrario, porém fixado. Combinando o Lema 4.1 e (4.19),
0 < F(H(cv,s)) < Ka|[VH(cv,s)|| < Kaye M),

entao

F(H(cv,s)) — 0, quando ¢ — +o0. (4.22)

Agora, seja (uc, ) a solugao de (P). obtida no Teorema 3.1, tem-se

F(u) = inf Flu)

assim,

F(u) = inf F(u) < F(H(ev,s))

e, usando (4.20) e (4.22), inferimos que
K[| Vuel[3 < Flue) < F(H(cv, s)),
quando ¢ — +o00, teremos por (4.22)
9 1
[Vuelfy < ——F(H(cv,s)) — 0,
K
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consequentemente,

|Vue||lg — 0, quando ¢ — +oo.

Agora, recordando que

wo= 5 {Ivul - [ st}

e, por (2.6) e o Lema 3.1, temos

o 1

*5 [ Gltons = x> 5 vt -

a 2
v}

c2

1 2
ez 5 {Ivudy -

dessa forma,

1 2a
> 1 —" 2

Assim, levando em considerac¢ao que A\, < 0 para todo ¢ > 0 (Lema 2.5, item (d)), temos

1 2c
—< 1l JE < A <0,
2 { N(a—2)} [Vl < Ae <

quando ¢ — +00,

Ae > 07
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Apéndice A
Resultados utilizados

Proposicao A.1 (Teorema de Baire) Sejam M um espago métrico completo. Todo con-

jgunto magro em M tem interior vazio. Equivalentemente: se F' = U F,, em que cada
n=1
F, ¢ fechado em M e tem interior vazio, entdo int F = (). Ou entdo: toda intersecao

enumerdvel de abertos densos é um subconjunto denso em M.

Demonstracao. Veja Proposi¢ao 19 em [21], pagina 198. [ ]

Proposicao A.2 Suponha que f: R — R € uma fungdao continua tal que f(0) =0 e seja

F(t) :/ f(s)ds. Seja u satisfazendo
0

—Au = f(u), em D'(RY).
Além disso, assuma que

u € L2 (RY), Vu € L*(RY) e F(u) € L'(RY).

loc
Entao, u satisfaz
(N —2)||Vulj3. = 2N/ F(u(z))dz.
RN

Demonstragao. Veja a Proposigao 1 em [11], pagina 320. [

Lema A.1 Seja Q um dominio em RY e seja g : QxR — R uma funcio de Carathéodory

tal que, para quase todo x € €1, vale

l9(z, u)| < alz)(1+ [ul)

N/2

com uma fungdo a € L)." (). Seja também u € H. () uma solugdo fraca da equagio

—Au=g(-,u) em Q.

Entéo, u € L _(Q) para qualquer ¢ < co. Seu € HL(Q) e a € LN%(Q), entdo u € LI(R)

loc

para qualquer ¢ < oo.



Demonstracao. Ver [34], Lema B3. u

Lema A.2 Se f,g € X', entao

sup (f,y) = min || f — Ag||.
<g’y|>1°< ) = min || |
y =

Demonstragao. Veja o Lema 5.11 em [35], pagina 87. [ ]

Desigualdade A.1 (Desigualdade de Gagliardo-Sobolev) Seja p € [2, ﬁ] se N >
3ep>2seN=1,2. Entao

lullzr < Clo, N) [Vall7s [full 2" (A.1)
11 ) N
comy =N 375 ) Para N > 3, este € um resultado padrao.
p
Demonstragao. Ver [12], pagina 233. n
1 1

Teorema A.1 (Desigualdade de Hoélder). Sejam 1 < p,q < oo tais que — + — = 1.
p q
Se f € LP(RN) e g € LY(RY), entdo
1fgller < [[fllzellgllze.

Em particular, fg € L'(RY).

Demonstragao. Veja [12], pagina 96. ]

Teorema A.2 Seja N > 2. Entao, a sequinte imersao é compacta:

Heg(RY) = LP(RY),

rad

onde2<p<2*seN>3e2<p<-+ooseN=2.

Demonstracao. Veja [29]. u

Teorema A.3 Dado um espago de Hilbert E, se F': E— R é um funcional (nao neces-
sariamente linear) fracamente continuo que é de classe C*, entao F', ou seja, a fungdo
derivada de F' transforma sequéncia fracamente convergente em sequéncia fortemente con-
vergente, isto €,

u, = u em E = F'(u,) = F'(u) em E*. (A.2)
Demonstragao. Esse teorema é uma releitura do Teorema 5.2 em [20], pagina 74. Sendo

assim, a demonstragao segue como em [20]. n

A seguir, exibiremos algumas defini¢oes sobre a condicao de Palais-Smale. Seja X

um espago de Banach e f: X — R um funcional de classe C' (X, R).
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Definigao A.1 Diremos que (x,) C X € uma sequéncia (PS) no nivel ¢ € R, denotada
por (PS)., quando
flxzn) —c e fl(x,) —0.

Definicao A.2 Dado c € R, diz-se que f satisfaz a condi¢ao de Palais-Smale no nivel c,
abreviadamente, a condigio (PS)., se para toda sequéncia (x,) C X tal que f(x,) — c e

f'(x,) — 0 admite uma subsequéncia convergente.
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Apéndice B

Solucao normalizada para o caso

poténcia com massa subcritica

O contetdo desta segao foi obtido com base em notas de aula, veja [1].

Aqui, vamos encontrar uma solucao para a seguinte classe de problemas

—Au = u+ |[ulf7?u, RY (N >3),

fRN |u|* dz = a?,

(B.1)

onde a > 0 e A € R é um parametro desconhecido que vai aparecer como um multiplicador
de Lagrange, com p € (2, 2+ %), em que

2N

—_— N >
N5 se N > 3,

2" =
400, se N=1,2.

Considerando o problema (B.1), temos que a solugao de tal problema esté relacionado ao
seguinte problema de minimizagao:

Problema 1. Fixado o funcional J : £ — R, dado por

1 1
J(u) = §/RN |Vu|2dx—§/RN |ul? dz

encontrar um ponto critico restrito ao vinculo
S(a) ={u € E; |lullg = a},

no caso L2-subcritico o funcional é limitado inferiormente, enquanto no caso L2-supercritico

o mesmo ¢ ilimitado inferiormente.



Vejamos,

1 1
Tw) = 5 /RN IVl do - /RN luf? da. (B.2)

Note que, pela desigualdade de Gagliardo-Sobolev (veja Desigualdade A.1), temos

1 1
J(w) = IVl = el
1 C 1-
> SVl = —ully " Vull}f
p
1

C -
= 5IVullz - ;a“ vl

implicando em

JP

1 ap
Tw) > 5IVully - Ci(I9ul3) ¥

Recordando que v = N (% — %), tem-se que
0«1 e 2<pcart
2 N

Definindo a fungao h : [0, +00) — R por

tem-se que

Portanto,

J(u) = h([Vullf) = =M,  Vu€ S(a),

mostrando que J ¢ limitado inferiormente. Na verdade, o raciocinio acima mostra o

seguinte lema:

Lema B.1 O funcional J é coercivo em S(a).

Corolario B.1 Toda sequéncia minimizante de J em S(a) € limitada.
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Observacao B.1 Aqui temos a andlise do caso supercritico que fizemos nos capitulos.
Para entender a geometria do funcional J sobre S(a) precisamos usar a sequinte

funcao:

H:ExXR—=FE

(u,t) — H(u,t) =tzu(te).

Para t # 0, mostra-se que

1H (u, )l = [lulle,  YEF0

/|VH(u,t)\2d:c:t2/ Vulde, 40,
RN RN

Assim, fizado u € S(a), temos para t > 0

J(H(u,1)) = %/RN IV H (u, )2 — %/RN H (u, 1) dx

t2 (p—2)N
= — |Vul*dz — / |u|Pdx.
2 RN RN
Veja que
(p—2)N 4
——>2&p>2+ —
2 P2ty

e nesse caso tem-se que

Jim J(H(u, ) = —oo,

mostrando que J nao € limitado sobre S(a).

Vamos agora mostrar como resolver problema subcritico por minimizacao com

1 1
J(u) = B /RN |Vul*dz — ]—)/RN |ulPdz

S(a) = {u c E: /RN fuf2dz = a2} |

(RN) < LP(RY) é compacta, onde 2 < p < 2* se

sobre

Lembrando que, a imersao H.
N >3e2<p<+oose N =2. Desde que J é limitado inferiormente em S(a), pelo
Postulado de Dedekind fica bem definido o nimero real

Joo = inf J(u).
uég(a) <U)
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Pela definigao de infimo existe (u,) C S(a) tal que
J(up) = Joo-
Sem perda de generalidade podemos supor que

u, >0, VneN,

pois
lun| € S(a) e J(|lunl) = J(uy).
Além disso, pela simetrizacao de Schwarz temos
[ 9 eds < [ VtalPde, ol = ol
e

[tnl*[r = lunlLe,  |unl” € Hipg(RY)

implicando que

Joo < J(Jun|*) < J(Jun|) = Joo + 0n(1),

ou seja, (Ju,|*) é uma sequéncia minimizante também para J sobre S(a). Tendo isso em
mente, no que segue vamos supor que (u,) é uma sequéncia radialmente simétrica. Sendo
J coercivo, segue que (u,) ¢ limitada em F, pois ||Vu,|| g ¢ limitado e ||u,||z = a. Sem

perda de generalidade, podemos supor que

U, = u emF

u, —u em LYRY), Vg€ (2,2%).

Em particular

u, —u em LP(RY),

implicando que

Joo = lim J(u,) > J(u).

n—-+o0o

Se u € S(a), podemos concluir que

89



e neste caso, pelo Teorema dos multiplicadores de Lagrange, existe A € R tal que

J (u) = A\ (u),

W(u) = %/RN ulfdz,  S(a) = U ({%2}) |

Dai, u é solu¢ao do problema

onde

—Au = u+ |[ufP~2u, RY

/ lu|?dx = a®.
RN

Observagao B.2 Pela identidade de Pohozaev, temos \ < 0.

Observacgao B.3 Podemos concluir que J,, < 0.

Considerando a fungao

N
2

H(w,t) =t2w(tr), w € S(a),

temos
t2 (P72)N

t 2
J(H(w,t)):§/RN]Vw|2dx— ; /RN\w\de

parat~ 0" e 0 <p <2+ + temos J(H(w,t)) <0, em que H(w,t) € S(a).

Lema B.2 Note que u # 0.

Demonstragao. Suponha, por absurdo, que u = 0 e recorde que
u, —u em LP(RY),

isto é,
u, — 0 em LP(RY).

Desde que

Joo = lim J(uy)

n——+o00

1 1
= lim inf l—/ |Vun|2dx——/ |un]pdx}
n—+oo | 2 RN P JrN

1
= —liminf/ |Vu,|*dz >0
2 RN

n—-+o00

chegando a um absurdo, pois J,, < 0.
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Agora, mostraremos que u € S(a).

Demonstracao. Usando o Principio Variacional de Ekeland, podemos supor que
17" ()|l — O
isto é,
| (un) — )‘nlpl(un)”E* —0
para alguma (\,) C R. Assim,

I (U )t = AV (un )ty 4 0(1)

que é equivalente a

J (U )ty = Apa® + 0, (1),

1
A= L (/ Vun 2 da —/ 7 dx) +on(1)
a RN RN

mostrando que (A,) é limitada. Vamos supor entdo que

ou seja,

A — Ay

Desde que
J (un)v = ANV (up)v + 0,(1), Vo € E,

obtemos,

/ Vqudx:)\*/ uvdx—i—/ lulP"uv dz, (u > 0)
RN RN RN

ou seja, u ¢ solucao do problema
—Au = \u+ur~t, RN
u >0 RY.
Aplicando a Identidade de Pohozaev temos que A\, < 0. Da igualdade

J (un)tn, = Apa® + 0, (1),

temos
J (un)tn = Ma® + 0,(1),
ou seja,

/ |Vun|2dx—)\*/ |un|2dx:/ fun P d + 0n(1).
RN RN RN
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Dali,
/ |Vun|2d:c—)\*/ lu, |* do = / \ulP dz + 0,(1)
RN RN RN

implicando que

/ |Vun|2d:v—)\*/ |un|2dx:/ |Vu|2dx—/\*/ [u|® dz + 0, (1).
RN RN RN RN

Observando que
1/2
lull, = (/ |Vu|2dx—)\*/ \u|2dx)
RN RN

é uma norma em F equivalente a norma usual, vemos que
|unlls = |lu)l« = wy —u em E,

ou seja, u € S(a).
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