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Resumo

No presente trabalho, utilizamos a Teoria de Semigrupos para obter resultados de
boa colocagao para os seguintes problemas degenerados:

;

up — (a(z)ug). + c(x)u = f(t, x), (t,xz) € (0,T) x (0,1),
u(t,0) =u(t,1) =0, se 0 < K < 1, Le(0.7).
a(x)u,(t,0) =u(t,1) =0, se 1 < K <2,

\u(O,x) = ug(x), z € (0,1),

’utt — (a(x)ug) + c(z)u = f(t,x), (t,x) € (0,T) x (0,1),
u(t,0) =u(t,1) =0, se 0 < K < 1, Le(0.7).
a(x)ug(t,0) =u(t,1) =0, se 1 < K <2,

Lu(0,7) = ug(z), w(0,2) =u(), z € (0,1).

Aqui a fungao a : [0, 1] — R é continuamente diferenciavel e degenera no ponto de fronteira
z =0, isto é, a(0) = 0 e a(z) > 0 para todo z € (0,1]. Além disso, consideramos os dados

ug, uy € f em espagos de Sobolev adequados que determinam a regularidade da solucao.

Palavras-chave: Espacos de Sobolev com peso, Problemas degenerados,

Teoria de semigrupos.
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Abstract

In this work we make use of the semigroup theory to get well-posedness results for

the following degenerate problems:

,ut — (a(x)uy), + c(z)u = f(t, ), (t,x) € (0,T) x (0,1),
u(t,0) =u(t,1) =0, se 0 < K < 1, Le(0.7).
a(x)u,(t,0) =u(t,1) =0, se 1 < K <2,

\u(O,x) = ug(x), z € (0,1),

and

futt — (a(z)ug), + c(x)u = f(t,x), (t,x) € (0,T) x (0,1),
u(t,0) =u(t,1) =0, se 0 < K <1, feO.])
a(x)u,(t,0) =u(t,1) =0, se l < K <2,

Lu(0,7) = ug(z), w(0,2) =u(x), z € (0,1).

Here, the function a : [0,1] — R is continuously differentiable and degenerates at the
boundary pont x = 0, i. e. a(0) = 0 and a(z) > 0 for all z € (0,1]. Furthermore, we

consider the data ug, u; and f in suitable Sobolev spaces that indicates the regularity

property of the solutions.

Key Words: Wheighted Sobolev spaces, Degenerate problems, Semigroup theory
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LISTA DE SIMBOLOS

e D(Q) = C§°(£2) denota o espago das fungoes testes.
e D'(§2) denota o espago das distribuigoes.

e (-,-) denota o produto interno em L?(12).

e || - || denota a norma em L*(2).

o W™P(Q) denota o espago de Sobolev.

e ||u||;mp denota a norma no espaco de Sobolev WP ()

e H!(0,1), H?(0,1) denotam os espagos de Sobolev com peso.
e || - ||1.o denota a norma em H}(0,1).
e || - |2 denota a norma em H2(0,1).

e || denota a fungao piso.

e — denota uma imersao continua.

Cc . ~
e — denota imersao compacta.



INTRODUCAO

O estudo de problemas de evolugao degenerados tem se intensificado nos tultimos
anos, devido aos desafios impostos pela maneira como o problema degenera. Nesses mo-
delos, a perda de propriedades classicas, como a elipticidade uniforme, impede a aplicagao
direta da teoria padrao, o que exige o estudo de novas propriedades para lidarmos com
tais problemas.

Seja 2 C R” um subconjunto aberto e limitado. Um operador diferencial eliptico é

uma aplicacao da forma

n

Au = — Z (a”(z) u$1 ot sz )y, + c(T)u, (1)

ij=1
em que os coeficientes a, b’, ¢ estao em espacos adequados. Tais operadores sao ampla-
mente abordados na literatura de equacoes diferenciais parciais como pode ser visto em
[11] e [6]. Dizemos que um operador diferencial eliptico é uniformemente eliptico quando

existe uma constante 6 > 0 tal que

n

> a(x)&E > )¢

ij=1
para quase todo z € () e para todo £ € R™.

Considere agora o problema de valor de contorno

Au=f em
(2)
u=>0 em 0f2.
Se o operador A ¢ uniformemente eliptico, entao para qualquer f € L?(Q) o problema (2)

possui uma unica solugao fraca, a qual pode ser obtida usando o Teorema de Lax-Milgram

conforme apresentado em |6].



Introducao

No caso unidimensional, dizemos que o operador eliptico (1) degenera no ponto
zo € Q, quando a(zy) = 0. EDPs com este tipo de operadores sdo chamadas de equacdes
degeneradas.

Como mencionam Kohn e Nirenberg em [12], o estudo de tais equagoes foi iniciado
por Gaetano Fichera, que obteve estimativas em normas LP e provou a existéncia de
solucoes generalizadas.

De acordo com Oleinik [15], os trabalhos de Francesco Tricomi despertaram o inte-
resse no estudo de equagoes elipticas que degeneram em pontos da fronteira do dominio.
Como menciona [15], em conex@o com abordagens de analise funcional para o estudo de
equagoes elipticas que degeneram na fronteira surgiu uma teoria de espagos de fungoes
com normas ponderadas, para os quais foram obtidos resultados de imersoes analogos ao
dos espagos de Sobolev.

A mesma discussao também pode ser feita para equagoes de evolugao, em que con-
sideramos operadores parabdlicos ou hiperbélicos que degeneram em pontos de 2. Nessa
linha podemos citar [7], que estuda um problema parabdlico unidimensional que degenera
em toda a fronteira do dominio 2 = (0,1). Neste trabalho, os autores definem espagos
de Sobolev com peso e aplicam a teoria de semigrupo para obter solugoes fraca para o

seguinte problema

’

u = (a(x)ug)y — b(z)u, € (0,1), t >0,

lim a(x)u,(x,t) = lim a(z)u,(z,t) =0 ¢ >0, (3)

z—0 r—1

ku(m,O) =up(z) x€(0,1).

em que a € C'([0,1]) é uma funcdo real estritamente positiva em (0,1) tal que
a(0) = a(l) =0 e b é uma funcao real em C([0, 1]).

Neste trabalho pretendemos estudar equacoes de evolucao unidimensionais que de-
generam em um ponto da fronteira. Mais especificamente, consideraremos 2 = (0,1) e
uma funcdo a € C([0,1]) tal que a(x) > 0, para todo = € (0, 1] e a(0) = 0. Dessa forma,

nossa atencao estard voltada para o operador eliptico degenerado
Lu := (a(z)uy), + c(z)u, (4)

em que ¢ € L*((0,1)) e T > 0.
Seguindo os passos de [7], vamos definir espagos de Sobolev com pesos adequados

H(0,1) e H%(0,1) para lidar com o operador (4).

3



Introducao

Uma caracteristica peculiar dos espagos H!(0,1 e H2(0,1) que definiremos ao longo
do trabalho é que a forma como a fungao a se comporta proximo do ponto de degeneracao
xo = 0, pode determinar a existéncia ou nao de um operador traco para estes espagos.
Isto certamente tem um impacto nas condigoes de contorno que podem ser consideradas
em problemas associados ao operador (4).

Defini¢ao 0.1. Dizemos que a fungao a : [0,1] — R é fracamente degenerada em

x = 0 se valem:
(i) a € C([0,1;R) N CY((0,1];R), a(x) > 0 em (0,1] e a(0) = 0;
(i) Existe K € [0,1) tal que za'(z) < Ka(x), para todo x € [0, 1].

Ademais, dizemos que a fungao a : [0, 1] — R é fortemente degenerada em = = 0

se valem:
(i) a € C*([0,1]), a(z) > 0 em (0,1] e a(0) = 0;
(ii) Existe K € [1,2) tal que zad/(z) < Ka(zx), para todo x € [0, 1];

Se K € (1,2), entdo existe § € (1, K] tal que Py é ndo decrescente perto de 0;

Se K =1, entdo existe § € (0,1) tal que Py é nao decrescente perto de 0,

em que

Conforme pode ser visto nos estudos de [2, 4, 8, 9], é possivel definir um operador
trago em x = 0 apenas no caso em que a é fracamente degenerada. Dessa forma, no
caso em que a ¢ fortemente degenerada, nao podemos considerar condigoes de contorno
do tipo Dirichlet em problemas associados ao operador (4). FEstes mesmos trabalhos
sugerem, portanto, que para o caso fortemente degenerado, seja adotada uma condigao

do tipo Newmann com peso em x = 0, a saber

}:13(1) a(x)u,(z) = 0.

Dada toda essa discussao, agora podemos estabelecer os problemas que serao alvo

deste trabalho:

,

Uy — (CL(m)ux)a: + C(‘r)u = f(tv l‘), (tv JI) S QT?

u(t,0) =u(t,1) =0, se 0 < K < 1,
\ te(0,T), ()

a(x)u,(t,0) =u(t,1) =0, se 1 < K <2,

\u(O,x) = ug(x), x € (0,1),
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(utt — (a(z)ug)s + c(x)u = f(t,x), (t,x) € Qr,
u(t,0) =wu(t,1) =0, se 0 < K < 1, Le(0.7), ©)
a(x)uy(t,0) =u(t,1) =0, se 1 < K <2,

uw(0,2) = ug(x), u(0,2) = uy(x), xz € (0,1),

(
em que Qr = (0,7) x (0,1), ¢ € L>=(0,1), e os dados ug, u; e f serdo considerados em
espacos adequados que podem determinar a regularidade da solugao.

A titulo de aplicacoes, podemos citar a equacao de Black Scholes que modela o preco
de compra e venda de opg¢oes (no caso parabdlico) e a modelagem da propagacao de ondas
em meios ndo homogéneos (no caso hiperbolico).

Esta dissertagao esta dividida da seguinte forma:

No capitulo 1, enunciamos os principais resultados envolvendo os espagos tradicionais
de Sobolev.

No capitulo 2, definiremos os espagos de Sobolev com peso H!(0,1) e H2(0,1) e
estudaremos algumas propriedades destes espagos.

No capitulo 3, abordamos alguns resultados da Teoria de Semigrupos ver [5, 16|,
focando nos resultados que serao posteriormente utilizados para encontrar solugoes dos
problemas parabdlico e hiperbolicos com coeficientes degenerados.

Por fim, no capitulo 4, estudaremos a existéncia e unicidade de solugao tanto para

o problema (5) quanto para (6).



CAPITULO 1

ESPACOS DE SOBOLEV

Neste Capitulo apresentaremos um breve panorama das principais definigoes e re-
sultados sobre espacos de Sobolev. Nenhum resultado deste capitulo serd demonstrado,
o leitor interessado podera encontrar tais demonstragoes em [6] e [13]. Nosso objetivo
é estabelecer a base necessaria para introduzirmos os espacos de Sobolev com peso que

serao devidamente estudados no capitulo seguinte.

1.1 O Espaco de Funcoes Testes

Em todo este capitulo, €2 C R™ serd sempre um conjunto aberto.

Definicao 1.1. Definimos o suporte de uma funcao mensuravel u : {2 — R como sendo
suppu = Q\O,

em que

o=|Jo

iel
e (O;)ier € a familia de todos os subconjuntos abertos de Q2 tais que u = 0 quase sempre

em Oz

Observagao 1.1. Se u é continua em {2, temos

suppu = {x € Q;u(x) # 0}.

Dadas u,v :  — R fungdes mensuraveis em 2 e A € R — {0}, valem as seguintes



1.1 O Espago de Fungédes Testes

propriedades
supp (u + v) C supp u U supp v;
supp (uv) C supp u N supp v;
supp (Au) = supp u.

Ademais, se 2 = R" temos também que

supp (T,u) = y + supp u;

supp (u * v) C supp u + supp v,

em que (T,u)(z) = u(r—y) é a translacdo de u por y e (uxv) denota o produto convolucao

(uxv)(z) = /n u(z —y)v(y) dy = /n u(y)v(z —y)dy.
Notagao: C{°(Q) = {u € C* : suppu é compacto em 2}.

Definigao 1.2. Dizemos que uma sequéncia (u,) C C§°(€2) converge para u € C§°(£2)

quando existe um conjunto compacto K C €) tal que
(i) suppu,, suppu C K, Vn € N;
(i) D*u, — D%*u uniformemente em K, Vo € Nj.
O espago C§°(£2), munido desta nogao de convergéncia, é denominado de espago das
fungaoes testes e &€ denotado por D(12).
Exemplo 1.1. Seja p : R — R dada por
exp <ﬁ> se |z| < 1
plr) =
0 se |z| > 1.
Entao p € C§°(R") e suppp = {z € R™; |z| < 1}.

No que segue, seja

M= [ p(z)dz,
Rn

em que p a funcao dada no Exemplo 1.1. Para cada m € N considere a fungao p,, : R* — R
definida por
pm(x) = M~'m" p(ma)

Valem as seguintes propriedades:

(i) 0< p(x) < M, ¥ € RY;



1.2 O FEspaco das Distribuicoes

(ii) supp pm = B1(0), em que B (0) denota a bola aberta de centro zero e raio =;

1
m

(iii) / pm(x)dz =1,Vm € N.

A sequéncia de fungoes testes (p,,) € chamada de sequéncia reqularizante e desempenha

um papel crucial na teoria dos espagos de Sobolev.

Proposicao 1.1. C§°(Q2) é denso em LP(2) para 1 < p < oc.

Demonstragao: Ver [13], Corolario 1.1. n

1.2 O Espaco das Distribuicoes
Definigao 1.3. Uma distribui¢do sobre {2 é um funcional linear continuo f : D(2) — R.

Cabe enfatizar, que a continuidade mencionada na definicao acima, é em relacao a
topologia do espago D(€2), a qual foi definida na segao anterior.
Notagao: D'(Q2) = {f : D(2) — R; f é uma distribui¢do sobre Q}.

Definigao 1.4. Diz-se que (f,) C D'(2) converge para f € D'(2) quando, para toda
funcao teste p € D(Q), a sequéncia f,(p) converge para f(y) em R.

O espago vetorial D'(€2), munido da nogao de convergéncia acima, é chamado de

espaco das distribuigoes sobre 2.

Exemplo 1.2. Dada u € L} (), o funcional linear T, : D(Q2) — R definido por

loc

é uma distribuicao sobre ).

Lema 1.1. [Du Bois-Reymond] Seja u € L] (Q). Entao T, = 0 se, e somente se,

loc

u = 0 quase sempre em ().

Demonstragao: Ver [13], Proposicao 1.4. n

Do Lema de Du Bois-Reymond segue que T, esta univocamente determinada por u

1

e(£2). Dessa forma, identifica-se u com a distribui¢do 7T, por ela definida.

sobre ) em L

1

Neste caso, ao interpretarmos v € L;j,,

(©) como uma distribuigao, muitas vezes usamos a
notagao (u,v) em vez de u(v), em que v € D(Q).
Proposicao 1.2. Para 1 < p < 0o, tem-se a seguinte cadeia de imersoes

D) — L7

loc

(©2) = D'(2),

com cada inclusao densa na seguinte.



1.3 Espagos de Sobolev

Demonstragao: Ver [13], Observagao 1.4. n

Definicao 1.5. Dada T' € D'(2) e a € N", definimos a derivada de ordem o de T' como
sendo o funcional linear D*T" : D(2) — R dado por

(DT, @) = (—1)l*l(T, D*y), para todo ¢ € D(Q).

Como T' é continua na topologia de D(2) é imediato que D*T também é continua

na mesma topologia. Dessa forma D*T" € D'(2), donde fica bem definida a aplicacao
D* :D'(Q) — D'(Q)
T s DT,

a qual é linear e continua no sentido da convergéncia definida em D'(£2).

1

1oe(§2), apesar de sempre existir no

Vale ressaltar que a derivada de uma funcao v € L

1

loc (Q) , COMoO mostra

sentido das distribui¢oes, a mesma nao é, em geral, uma funcao de L

o exemplo a seguir:

Exemplo 1.3. Seja zp um ponto de Q2 e d,, a forma bilinear definida em D(2) do seguinte

modo

(020, ) = @(w0) Vo € D(Q).
A forma linear §,, é uma distribuicao sobre €2, denominada distribui¢ao de Dirac ou
medida de Dirac concentrada em z,. Quando zy = 0 escreve-se §. E possivel mostrar
(ver [13]) que nao existe v € L}, (0,1) tal que 6y = T,,.

Agora seja u uma funcao definida em R dada por:

lsexz >0
0Osex <0.

u(z) =

Esta fungao pertence a L}, .(R) mas sua derivada u’ = dy nao pertence a L; (R). De fato,

tem-se

(W) = —{u, ) = / (@) dz = o(0) = {60, 0), Ve € D(R).

1.3 Espacgos de Sobolev

Apresentaremos nesta se¢ao algumas propriedades geométricas dos Espagos de So-
bolev e alguns resultados de imersao e dualidade.
Sejam 1 < p < oo e m € N. Conforme vimos no Exemplo 1.3, dada qualquer

u € LP(£2), ndo ha garantia de que as derivadas no sentido das distribuigbes pertencem

1

loe(€2). Isto motiva a defini¢ao dos seguintes conjuntos

ao espaco L

WmP(Q) = {u € LP(Q); D*u € LP(Q), V|a| < m},

9



1.3 Espagos de Sobolev

os quais sao denominados de espagos de Sobolev.

Para cada u € W™P()) define-se a norma de u por

RS

Z/|Do‘u(x)|pdx , 1<p<oo
Q

[tllmp = \led<m

Z sup ess | Du(z)], p = o0.

€N

\ |a|<m

Proposicao 1.3. Para quaisquer 1 < p < oo e m € N, o espagco de Sobolev
(WmP(Q), || - ||mp) € um espago de Banach. Ademais, se 1 < p < oo, entdao W™P(Q)

é um espaco de Banach reflexivo.

Demonstragao: Ver [13], Proposi¢ao 2.1 e Teorema 2.3. [ |
No caso particular em que p = 2, o espago de Sobolev W™2(Q)) é representado por
H™(Q). Ademais, o espaco H™({2) é um espago de Hilbert com o produto interno dado

por

(U, V) = Z (D%u, D*v) 2.

laj<m

Proposicao 1.4. Cj°(R"™) é denso em W™P(R™) para 1 < p < o0.

Demonstragao: Ver [13|, Teorema 2.1. n

Proposigao 1.5. C*(f2) ¢ denso em W™P(Q)) para 1 < p < oo.

Demonstracao: Ver [13]. u
As Proposigoes 1.4 e 1.5 levantam a questdo sobre a densidade de C{°(Q2) em

Wm™P(Q)), a qual ndo ocorre em geral. Isto nos leva a definigdo de mais um espago

m ) ll-llm.p
Wo™(Q) = Gg=() 7,

isto &, W,""(Q) é o fecho de C§°(Q) em W™P(Q).

Por fim,se 1 <p < oocel < g < oo sio tais que %—f—% = 1. Denota-se por W~"1((2)
o dual topologico de Wy ().

Finalizamos este capitulo apresentando os principais resultados de imersoes dos es-

pagos de Sobolev.

Proposigao 1.6. Sejam 2 C R™ um aberto limitado com fronteira 02 de classe C™ e

1 < p < o0o. Entao temos as seguintes imersoes compactas:

1 1 1
(i) Se — — ULES 0, entao W™P(Q) — LI(2), em que — = —
p n qa p

m
—;
n

10



1.4 Semigrupos

1
(i) Se — — m_ 0, entdao W™P(Q) — L), Vq € [p, +o0;
p n
I m _ e
(iii) Se — = — <0, entdo W™P(Q) — C*((2), em que k = [m — 2].
p n
Demonstragao: Ver [13], Teorema 2.20. n

Teorema 1.1 (Teorema de Rellich Kondrachov). Sejam 2 C R™ um aberto limitado com

fronteira 9 de classe C* e 1 < p < oo. Valem
c 1 1 1
(i) Se p < n, entao W'P(Q) — L(Q), Vq € [1,p*), em que o p -
(ii) Se p = n, entdao WHP(Q) < LI(Q), V¢ € [1, +oc];
(ili) Se p > n, entdo Whr(Q) < C(Q).

Demonstragao: Ver [13], Teorema 2.19. n

1.4 Semigrupos

Nesta secao, iremos enunciar alguns dos resultados da teoria de semigrupos, os quais
serao utilizados no decorrer do trabalho.

Ao longo desta segao (X, || - ||) sera sempre um espago de Banach.

1.4.1 Conceitos Iniciais

Defini¢ao 1.6. Dizemos que uma familia {S(t)};>¢ de operadores lineares limitados de
X em X é um Cy-semigrupo de operadores lineares e limitados ou semigrupo fortemente

continuo se
(i) SO)u=u, VYuelX;
(i) S(t+s)u=S(t)S(s)u, Vt,s>0, ueX;
(iii) A aplicagdo t — S(t)u é continua de [0, 00) em X.
Ademais, dizemos que {S(t)};>0 € um Cy-semigrupo de contragao se, além disso,
1S < 1.

Defini¢ao 1.7. Dado um Cy-semigrupo {S(¢)}i>0, considere o subespago vetorial

D(A) := {u € X: lim 2HU =Y

t—0+t

existe em X } .
A aplicagao linear A : D(A) — X dada por
t —
Au = lim M, u € D(A).

¢ chamada de gerador infinitesimal do Cy-semigrupo {S() }o.

11



1.4 Semigrupos

Teorema 1.2. Seja A : D(A) — X o gerador infinitesimal de um Cp-semigrupo de
contragoes {S(t)}+>0. Valem:

(i) D(A) é denso em X

(i

i) A: D(A) — X é um operador fechado;
(iii) S(t)u € D(A) para cada t > 0;

) A

)

S(t)u = S(t)Au para cada t > 0;

(iv

(v) A aplicagao ¢t — S(t)u é diferenciavel para cada t > 0;
d
(vi) ES(t)u = AS(t)u, t>0.

Demonstragao: Ver [16], Corolario 2.5, Teorema 2.4 ¢ Corolario 1.4. |
Teorema 1.3. Seja {S(t)}+>0 um Cp-semigrupo de operadores lineares limitados. Valem:

(i) Existe um tinico operador linear limitado A tal que S(t) = ';

(ii) O operador A no item (i) é o gerador infinitesimal de {S(t)}=o.

Demonstracao: Ver [16], Corolario 1.4. u

Considere o seguinte problema de Cauchy:

%u(t) = Au(t) 1)
u(0) = up.
Da Teoria de Equacoes Diferenciais Ordinarias, temos que a solugao do problema
(1.1) é dada por u(t) = e*tug. Por outro lado, sendo {S(t)}i=0 um Cp-semigrupo de
operadores lineares limitados, segue do Teorema 1.3 que existe um tnico operador linear
limitado A tal que S(t) = . Dessa forma, u(t) = S(t)ug resolve o problema de Cauchy
(1.1).
Ademais, se o operador A do problema de Cauchy (1.1) for o gerador infinitesimal

de um Cp-semigrupo {S(t)}s=0, temos que S(t) = et

. E, portanto, obtemos a solucao
para o problema através de um Cy-semigrupo.

Teorema 1.4 (Hille-Yosida). Seja A : D(A) — X um operador linear fechado e densa-
mente definido. A fim de que A seja o gerador de um Cy-semigrupo de contragao {S () }i=0

é necesséario e suficiente que, para cada A > 0, as seguintes condi¢oes sejam satisfeitas
(i) o operador (Al + A) : D(A) — X é bijetivo;
(i) (M + A)™': X — X ¢élimitado e ||(AM + A)7Y|| < 27!

Demonstracao: Ver [19], Teorema 2.2.1. n
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1.4 Semigrupos

1.4.2 Operadores m-acretivos

Defini¢ao 1.8. Um operador linear A : D(A) — X é chamado de acretivo se
[+ Adul[ = lull

para todo u € D(A) e todo A > 0.

Observe que se A : D(A) — X é acretivo, entdao para cada A > 0, o operador

(I +AA): D(A) — X ¢ injetivo. Isto nos leva a seguinte defini¢ao:

Definigao 1.9. Dizemos que um operador linear acretivo A : D(A) — X é m-acretivo se
o operador I + A : D(A) — X é sobrejetivo.

Lema 1.2. Seja A: D(A) — X um operador m-acretivo. Valem:

(i) A é um operador fechado;
(ii) Para cada A > 0, o operador (I +AA) : D(A) — X & bijetivo, sua inversa (I +A\A)~!
é limitada e ||(I +MA)7!| < 1.

Demonstracao: Ver [19], Lema 2.2.2. n
No caso em que X é um espago de Hilbert, o processo de verificar se um operador

é acretivo se torna mais simplificado, conforme nos elucida o seguinte resultado:

Lema 1.3. Seja (X, (+,-)) um espago de Hilbert. A fim de que um operador linear

A: D(A) — X seja acretivo é necessario e suficiente que

(Au,u) >0, Yue D(A).

Demonstracao: Ver [19], Lema 2.2.3. u

Lema 1.4. Seja (X, (+,-)) um espago de Hilbert. Se o operador linear A : D(A) — X for

m-acretivo, entao D(A) é denso em X.

Demonstragao: Ver [10], Corolario 2.4.3. n

Teorema 1.5 (Hille-Yosida-Phillips). Um operador linear A : D(A) — X ¢é o gerador
infinitesimal de um Cy-semigrupo de contragao em X se, e somente se, —A é m-acretivo

com dominio D(A) denso em X.

Demonstragao: Ver [10], Teorema 3.4.4. n
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1.4 Semigrupos

1.4.3 O Problema de Cauchy nao Homogéneo

Sejam X um espago de Banach, A: D(A) C X — X o gerador infinitesimal de um
Co-semigrupo de contragoes {S(t)}i=0, uo € X e f € L*(0,T; L*(X)). Consideremos o
problema de Cauchy nao homogéneo

d
—cult) = Au(t) + (1), t € (0.7), (1.2)

u(0) = uyo.

Defini¢ao 1.10. Dizemos que a fungao u : [0,7] — X dada pela Formula de Duhamel

t
u(t) = S(t)uo + / S(t—s)f(s)ds (1.3)
0
é a solucao generalizada de (1.2).

Lema 1.5. Para todo ug € X e f € L'(0,7;X), a formula (1.3) define uma funcao
u e C([0,T); X). Ademais, vale

lulleqorx) < lluollx + [1f 1l o.x)- (1.4)

Demonstracao: Ver [10], Lema 4.1.5. n

Proposicao 1.7. Sejam ug € D(A) e f € C([0,T]; X). Considere u definido pela formula
(1.3). Se f € CY([0,T]; X) ou f € C([0,T]; D(A)), entao u é solugao do problema

u e C(10,T; D(A)) N CH([0, TT; X );

u—Au=f, Vte[0,T];

u(0) = up.
Demonstragao: Ver [19], Teorema 2.4.1 e Corolario 2.4.1. u

Buscamos resolver problemas com a formulagao apresentada em (1.2), em que

A: D(A) € X — X ¢ o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo. Entretanto, por
vezes, a formulagao do operador dificulta o processo de verificar se este é, de fato, um
gerador. Para simplificar este processo, vemos o operador em questao como a perturba-
¢ao de um gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo por um operador linear limitado.
Desta forma, obtemos que esta perturbacao também é o gerador infinitesimal de um

Cp-semigrupo, como mostra o teorema a seguir.

Teorema 1.6. Se X ¢ um espago de Banach, {S(t)}+>0 ¢ um Cy-semigrupo em X com
gerador infinitesimal A: D(A) C X - X eBe L(X),entaio A+ B:D(A)C X —- X ¢

o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo.
Demonstragao: Ver [5], Teorema 5.1. n
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CAPITULO 2

ESPACOS DE SOBOLEV COM PESO

Neste capitulo iremos apresentar os espacos de Sobolev com peso e algumas de
suas propriedades, como resultados de densidade. No tltimo capitulo desta dissertacao
utilizaremos estes espacos, junto com a teoria de semigrupos, para estudar a boa colocac¢ao
de problemas parabdlicos e hiperboélicos com operadores degenerados.

Ao longo deste capitulo denotaremos por || - || a norma de L?(0,1), salvo em mengao

contraria.

2.1 A Desigualdade de Hardy-Poincaré

Definigao 2.1. Sejam —oo < a < b < oo. Uma funcao f : [a,b] — R é dita absolutamente
continua em [a, b] se, para todo ¢ > 0, existe § > 0 tal que para todo conjunto finito de

intervalos disjuntos (a;, b;) C [a, b] tais que

n

Z|a,—b,| <(5,

i=1
temos
n
Z |f(ai) — f(bi)] <e.
i=1
Sendo I C R um intervalo, dizemos que f : I — R é localmente absolutamente
continua quando f ’ , ¢ absolutamente continua, para cada intervalo compacto K C I.

Proposicao 2.1. Sejam 1 < p < oo e f € LP(I), com I C R. Entdo as seguintes

propriedades sao equivalentes:

(i) feWwr(l);



2.1 A Desigualdade de Hardy-Poincaré

(ii) Existe g € LP(I) tal que para quase todo tq, t € I, temos

£(t) = Flto) + / " o(s) ds

to
(iii) Existem g € LP(I), zp € R e ty € I tais que

ft) =z0+ /tg(s) ds,

to

para quase todo t € I;

(iv) f é absolutamente continua.

Demonstracao: Ver [10] Teorema 1.4.35. Segue como o caso particular em que X = R.

]

Denotamos por ABy,.(I;R) o espago vetorial de todas as fung¢oes w : I — R local-
mente absolutamente continuas em 1.

No que segue consideremos uma fun¢ao a : [0, 1] — R continua, satisfazendo
a(0)=0 e a(z) >0 Vz e (0,1].

Para cada 6 € (0,2), definimos a fungao ®y : (0,1] — R por

a(x)

xf

@9(1‘) =

Consideremos também os seguintes espacos vetoriais:

V= {w € C([0,1;R) N AByoe((0,1]; R); w(0) =0 e /0 a(x)|w, (z)]? dr < oo}

Va = {w € ABpc((0,1;R);w(1) =0 e /01 a()w(z)[* de < OO} :

Proposigao 2.2 (Desigualdade de Hardy-Poincaré). Valem:
Caso 1: Suponha que existe § € (0,1) tal que a fun¢ao Py é mondtona nao crescente
em uma vizinhanca de x = 0. Existe uma constante ¢ > 0 tal que para qualquer funcao

w € Vi, temos

/0 ag(cf)|w(x)|2dx < c/o a(x)|w, (z) [ da. (2.1)

Ademais, se ®y ¢ mondtona nao crescente em (0, 1], entdo a desigualdade (2.1) vale com

4
C= Gae

Caso 2: Suponha que existe 6 € (1,2) tal que a fungao gy é mondtona nao decrescente
em uma vizinhanga de x = 0. Existe uma constante ¢ > 0 tal que a desigualdade (2.1)
vale para qualquer fungao w € V5. Ademais, se @y é mondtona nao decrescente em (0, 1],

entdo a desigualdade (2.1) vale com ¢ = ﬁ.
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2.1 A Desigualdade de Hardy-Poincaré

Demonstragao: Caso 1: Fixemos um g € (6, 1) que sera especificado posteriormente.
Desde que w ¢é localmente absolutamente continua em (0, 1] e w(0) = 0, podemos

escrever

w(ﬂf)Z/Oxwm(y)dy:/jygyfwm(y)dy.

Afirmacao 2.1. ygwx(y) e L*0,1).

Por hipotese, ®y ¢ mondétona nao crescente em uma vizinhanga de x = 0, donde

existe € > 0 tal que cp%, é mono6tona nao decrescente em (0,¢]. Sendo k := inf a, temos

[e,1]

Dai,

que a(y) ' < k7' Vy € [, 1]. Desde que

[ vwwran= [ 5%\%@%@) o+ [ %\wz@)m) .

como ¥’ <1V y € [0,1], obtemos

[ty < =5 [ Patdr [ et dy

Tomando ¢ = max{%, %}, segue que

1 1
/ Y lwa(y)P dy < ¢ / oo () Paly) dy < .
0 0

Observe que y 3 € L*(0,1), pois

1 1 1-

—B 2 . / 75 . ]. . 1

2 ) dy = dy = = .
/0 (3/ ) Y . Y Y 1-3 1-3

Em particular,

Assim, utilizando a Afirmagao 2.1 e a desigualdade de Holder em (2.2), obtemos

/01%|w<$)|2d1‘ s /o1 % [(/Omyﬁlwz(y)de); </Omyﬂdy)é]2dx
_/Q [/jyﬁ\wx@)m/jyﬁ@] i

1 1 1 T
| P < 2 [ A0 )P dya,

isto é,

17



2.1 A Desigualdade de Hardy-Poincaré

Aplicando o Teorema de Fubini, mudamos a ordem e, consequentemente os intervalos de

integracao, obtemos entao,

/01 ag(c? w(@)]? do < ﬁ /01 v (y) (/yl fog d:v) dy. (2.3)

Agora, a fim de estimar o termo do lado direito desta ultima desigualdade, vamos rees-

1 1 CL(:L‘)
/0 Y lw, (y)|? (/y pE; dm) dy = L. + M. + N,

crever

em que

No que segue, vamos estimar os trés termos acima. Comegando com L., recorde que

®y ¢ monotona nao crescente em (0, £] para obtermos

/:de—/;@ v’ dm<M/:x9’51dx—a(‘g>y9_;_€€_6 < a(g)

148 o 70 148 = ye

Dai,

21+ 5—07

/6 al2) o < AW s (2.4)

Usando essa tltima desigualdade em L. obtemos

Lo< [ PlewP ey dy = o [ atleatay (2.5)

Agora focando nossa atengao ao termo M., seja K; = sup a e note que
[e,1]

Ya(z) T ef-1 gP
/5 e d$<K1/€ L1+8 dr = K; B < Ky 5 . (26)

Dai,

1 a(y _ Kie=? (¢ y?
M. < / L )22 g5 gy = B o () P .
0 5 a(y)

a(y) B 0

Usando o fato de que @, é monotona nao decrescente em (0, €], temos
q 2] ) )

M. < BL() / ay) )| dy. (2.7)
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2.1 A Desigualdade de Hardy-Poincaré

Analisemos agora o termo N.. Note que

ta(r) " a(z) "a(x)
/yxwdx:/y S de +/ 7y da.

Das estimativas (2.4) e (2.6) vistas anteriormente, temos que

Ua(z) 1 _ eP
/y pREY: dr < a(y)y ™’ + Ki—.

g—0 g
Dali,
N, L 2 (! k)
< R
< [ e (5 gt 4 ) ay
' 1 e’ a(y)
= a(y)|w(y) P —— + K1— |w, 25—]d.
[ el s+ 1w 22 gy
Desde que 3° < 1e$<%, temos que
1 E_ﬁKl ! 9
< . .
Vo< (55 + S5t) [ atlestPay 28)

Substituindo (2.5), (2.7) e (2.8) em (2.3), obtemos

[ D ar < 155 [ atwlntoas

1 Kl 1 8_'8K1
5-6 Bae) B0 Bk }

Isto conclui a demonstracao da primeira parte do Caso 1.

em que

C':max{

Suponha agora que ®y é monotona nao crescente em (0, 1]. Dessa forma podemos
tomar € = 1 nos calculos acima, fazendo com que M. = N. = 0. Dai, usando (2.5) em

(2.3) com € = 1, obtemos

La(x) 9 1 ' 2
/0 ?|w(x)\ dx < (1—5)<5—9)/0 a(x)|w,(x)|* de.

Recorde que a estimativa acima foi obtida tomando arbitrariamente 8 € (6,1). Tomando

b= 9%1 deduzimos a estimativa desejada.

Caso 2: Neste caso 0 € [1,2) e existe € > 0 tal que ®y é monotona ndo decres-
cente em (0,¢]. Novamente fixemos 5 € (1,6) arbitrario por enquanto. Desde que w é
localmente absolutamente continua em (0, 1] e w(1) = 0, podemos escrever

w(x) Z/; W, (y) dy:/lygy‘fwm(y) dy.

x

Daf,




2.1 A Desigualdade de Hardy-Poincaré

Afirmagao 2.2. Para z € (0, 1) fixo, vale y3w,(y) € L*(z, 1).
Como a ¢é continua e a(y) > 0 para todo y € [z, 1], segue que existe uma constante

¢, > 0 tal que a(y) > ¢, para todo y € [x,1]. Dali,

L, 1 1 .8
/\wax(y)de:/ yﬁlwx(y)IQdyz/ %M(y)l%(y)dy

1
1
< [ Satle P dy < .

Logo y2w,(y) € L*(0,1) como querfamos.

Utilizando a Afirmagao 2.2 e a desigualdade de Hélder em (2.9), temos

/OIMW(I)PCM < /Ol%f) (/;y6|wx(y)|2/xly5dy> de.

12

Como

temos

[ Dwwpar< 15 [ 9 ([ i ay) i

Aplicando o Teorema de Fubini no lado direito da desigualdade anterior, mudamos

a ordem e, consequentemente, os intervalos de integracao. Assim, obtemos

a(x)

[ Dwwra s 2 [ ([4Sa) e e

A fim estimar a integral em (2.10), vamos reescrever

! Y a(z)
/0' yﬁ|w:p(y)|2 (/0 .Z’l+f8 d.f(?) dy:[5+Js+P5,

em que

Faremos estimativas para cada um dos termos anteriores. Para I., usaremos o fato

de que a fun¢do ¥y ¢ monotona nao decrescente em (0,¢]. O que nos da

Y a(z) Va(z) o a(y) [* o-p-1 a(y)

0 r1+8 -
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2.1 A Desigualdade de Hardy-Poincaré

Usando a ultima desigualdade para estimar I., deduzimos que

2
1< g0 [ awleatay (211)

Para J., procedemos de forma similar, observando que

/SMCL@:/E@ ! dxgﬁ/axa—ﬁ—ldx: ale) s,

o, TP 20 18 20

Assim, temos que
1
e L

Usando o fato de que y < 1, deduzimos a seguinte estimativa %Z) < -1 < 1 donde

obtemos
1
L —— () dy. 2.12
y eﬂ%%[a@m@ny (212)

Para P., temos '™ < 2'*# donde -5 < +45. Dali,
1
a(y) s 2 /y a(z)
P. < —= » dx | dy.
A / o)’ |wa (y)] o)y

Ya(x) Ya(x) K K,
\/; 81—+Bdl’<\/€' 81+5dl’< 1+ﬁ(1_€><51+5'

: : 8
Dessa forma, usando a desigualdade anterior e 2~ < 1, segue que
’ a(y) ~ k?

Note que

gk [
e KR 213

Substituindo (2.11), (2.12) e (2.13) em (2.10), obtemos

"a(z) ) 1 . 2
/0 22 — - w(@)["dz < (H—ﬁ)(ﬁ—l)/o a(x)|w, () |* d
a(e) 1 )

O ey LA CIR

1B, [ ,
—l—m/s a(x)|w,(x)|* dz
1

~ T, NP e [ a0 i

em que
a(e) e 1PK,

D= HE - T G-k
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2.1 A Desigualdade de Hardy-Poincaré

Tomando C' = max {W’ C’l}, temos que

[ “iopas < [ oo on

Isto conclui a demonstracao da primeira parte do Caso 2.

Agora, suponha que @y ¢ monotona nao decrescente em (0, 1], donde podemos tomar
e = 1 nos calculos anteriores, resultando em J. = P. = 0. Assim, usando (2.11) em (2.10),
com € = 1, obtemos
1 1
a(z) 2 1 2
—=|w(z)|*dx < / a(x)|w,(x)|* de.
/0 a? 0 —=p5)(B—-1) Jo

0+1
2

Assim como no Caso 1, tomando 5 = deduzimos a estimativa desejada.

Proposigao 2.3. Sejam a, b € C([0,1];R) fungbes positivas em (0,1] e tais que
a(0) = b(0) = 0. Além disso, suponha que existam duas constantes positivas ¢; e co
tais que

cra(z) < b(x) < cpa(x), Y € [0,1]. (2.14)

Entao as seguintes propriedades sao validas:

(i) Se a é tal que a desigualdade de Hardy-Poincaré se verifica, entao a desigualdade

de Hardy-Poincaré também se verifica para b.

(ii) Se a é tal que a desigualdade de Hardy-Poincaré nao se verifica, entao a desigualdade

de Hardy-Poincaré também nao se verifica para b.

Demonstragao: Analisemos o primeiro caso. Suponha que a satisfaz a desigualdade de
Hardy-Poincaré com constante C'. Entao, para qualquer fun¢ao w, localmente absoluta-

mente continua em (0, 1], satisfazendo w(0) =0 ou w(l) =0e

[ ot < o,

vale

)| D)2 de < c/ ), () dz. (2.15)

|w(@)|?

Multiplicando a ultima desigualdade em (2.14) por =7, integrando em [0, 1] e

usando o fato de que vale a desigualdade de Hardy-Poincaré para a, segue que

/01 %W(@FCZ‘T < /01 @ag) w(z)[? dz < 020/01 a(z)|w, ()] da.
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2.1 A Desigualdade de Hardy-Poincaré

Da primeira desigualdade em (2.14), obtemos

/0 M|w(z)\2d1’§% i b(x)|we ()| d.

12

Logo, vale a desigualdade de Hardy-Poincaré para b.
Consideremos agora o segundo caso. Entao a é tal que para todo ¢ > 0, existe w

satisfazendo w(0) = 0 ou w(1) = 0 com

[ el < o

e, tal que
1 1
c/ o) s ()2 d < / U)o (@) P da.
0 o T
Observe que usando (2.14), temos

< b(x)|w,(z)* dr < C/o a(x)|w,(z)* do </0 %ho(x}ﬁdm.

02 0

Novamente, usando a desigualdade (2.14), estimemos o lado direito da tltima desigualdade

° b(a:)]wx(:c)|2dx</0 %m(x)ﬁd:cgl/o %]w(m)\zd:ﬁ.

ca Jo 1

Portanto a desigualdade de Hardy-Poincaré nao é valida para b.

Corolario 2.1. Sejam a, b € C([0,1];R) fungdes positivas em (0,1] e tais que
a(0) = b(0) = 0. Se existe € > 0 tal que

cra(z) < b(x) < ca(x), Vo €0, ¢, (2.16)
entao existem constantes ¢;, ¢o > 0 tais que

cra(z) < b(x) < éga(x), Yo € [0, 1].

Demonstracao: De fato, sejam k; = infa, ky = infb, K; = supa e Ky = supb. E,
[571] [571} [6,1] [E,l}
sendo a e b fungoes positivas em (0, 1], temos que kq, ko, K;, Ky > 0. Assim, para todo

a(z) < Ky = (%) ks < (%) b(z).

x € [g,1], vale:

Donde segue que
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Tomando ¢; = min{cy, I’“(—Ql} > 0, temos que, para x € [0, 1], vale: se x € [0, ],
b(x) = cra(x) = ¢a(x).

Se x € [e, 1],

Logo, b(z) > ¢ia(x) para todo z € [0,1].

Analogamente, temos que para todo z € [g, 1], vale:

o< 1= (52 < () o

Tomando ¢ = max{c, ]kf—f} > 0, temos que, para = € [0, 1], vale: se x € [0,¢],
b(x) < coa(x) < Goa(x).

Se x € [g, 1],

Logo, b(x) < éa(x) para todo = € [0,1]. Como queriamos mostrar.

2.2 O Espago H!(0,1)

Nesta secao iremos definir os espagos de Sobolev relacionados & uma funcao peso
a : [0,1] — R que degenera x = 0, isto é, que satisfaz a(0) = 0. Na ultima segdo
exigimos apenas a continuidade de a, mas para os propoésitos desta secao precisamos de
propriedades mais regulares. Estas propriedades estao associadas a intensidade em que
a funcao degenera no ponto x = 0. Para entendermos o significado desta intensidade
de degeneracao, tomamos como exemplo a funcdo protoétipo a(z) = z%. Neste caso,
entendemos que, quanto maior o valor da poténcia K, maior é a intensidade em que a
fungao degenera no ponto x = 0. Seguindo a nomenclatura introduzida em [8], quando
K € (0,1) dizemos que a fungao a é fracamente degenerada (weakly degenerate) e quando
K € [1,2) dizemos que a fun¢ao a é fortemente degenerada (strongly degenerate). A
seguir apresentamos a definigdo formal como mostra [2].

Defini¢ao 2.2. Dizemos que a fungao a : [0,1] — R é fracamente degenerada em

z = 0 se valem:
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(i) a € C([0,1];R) n C*((0,1];R), a(z) > 0 em (0,1] e a(0) = 0;
(i) Existe K € [0, 1) tal que za,(z) < Ka(z), para todo = € [0, 1].

Defini¢ao 2.3. Dizemos que a funcao a : [0,1] — R é fortemente degenerada em

x = 0 se valem:
(i) a € CY([0,1]), a(z) > 0 em (0,1] e a(0) = 0;
(i) Existe K € [1,2) tal que za,(z) < Ka(x), para todo z € [0, 1];

Se K € (1,2), entao existe 6§ € (1, K] tal que ®y é nao decrescente perto de 0;
(i) Se K =1, entao existe § € (0,1) tal que ®y é nao decrescente perto de 0.
No que segue, a menos de mencgao contraria, sempre admitiremos que a funcao
a:[0,1] = R & degenerada em um dos sentidos estabelecidos nas defini¢oes anteriores.
Observacao 2.1. No caso fortemente degenerado, dizer que existe 6 € (1, K| tal que ®y

é mondtona nao decrescente perto de 0, é equivalente & afirmar que existe o > 0 tal que
fa(x) < za,(x), Yo €|0,4].

De fato, usando a definicao da funcao 4 note que

d 2’a, (1) — a(x)xf~1
ou seja,
2?a,(x) > Oa(x)z,
e, portanto,

fa(z) < xa,(zx).

Observacao 2.2. Nos dois casos, fracamente e fortemente degenerado, a fungao <I>9_1

mondtona nao decrescente em (0, 1], para todo 6 > K

Com efeito, independentemente de como a func¢éo a degenera, vale za,(z) < Ka(z)

para todo = € (0,1). Dai
2%a,(x) < Ko a(z) < 029 ta(x),

isto ¢, 2%~ La(x) — 2%a,(z) > 0. Logo

4 1) = <x()_x“‘””()>o, Va e (0,1).

dx a(x)?
Observacao 2.3. A hipotese za,(x) < Ka(:c) implica que \/% € L'(0,1) para
e LY(0,1).

K €[0,2). Em particular se K < 1, entao ( 5
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De fato, usando a Observagao 2.2, para x € (0, 1] temos que

_ < . (2.17)

a(z)  alx)rK T a(l)xK

Assim,
1 1

< .
valr) — ya(l)zX

Integrando a ultima desigualdade em [0, 1], segue que

L 1 et
— 1m — .
a(l) =0\ 5 +1 5 +1

Desde que K < 2, temos % + 1> 0. Dai,

2

de < < 0.
X _KOO

| 1
/0 Va(r) Va(l)2

Portanto, \/i(—x) e L'(0,1).

Analogamente, integrando (2.17) com K < 1, obtemos

Logo, ﬁ € LY(0,1).

Observagao 2.4. Se K # 1, entao a funcao a satisfaz as hipoteses da desigualdade de

Hardy-Poincaré.

De fato, se K € (0,1), entdo za,(z) < Ka(z) Yz € [0,1] implica que ¢ ¢ mondtona

nao crescente em (0, 1), pois

d a.(x) a(x)
—(r) = = — Ko <0, Va € (0,1).

Por outro lado, se K € (1,2), entdo a afirmagao da Observacao segue do item (iii) na
Definigao 2.3 .
No caso K = 1, apesar da Desigualdade de Hardy-Poincaré nao valer, temos o

seguinte resultado que pode ser util.
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Proposigao 2.4. Assuma K = 1. Dado € > 0, existe uma constante C. > 0 tal que, para

qualquer u € Vy, vale

1 1 12
/ lul? dr < C'g/ a(x)|u$|2dx+8/ lu|? dz.
0 0 o a(z)

Demonstracgao: Note que

. Observe que

p() = af) (ﬂ) |

Pela Observacao 2.2, a funcio ®,' ¢ monétona nio decrescente em (0, 1]. Dai

1
a(1)3

p(z) < a(z). (2.19)
Como K = 1, segue do item (iii) da Definigao 2.3 que para algum 6 € (0, 1), y é monotona

nao decrescente perto de 0. Sendo ¢ = 4+9 , temos, multiplicando a func¢do p(x) por %,

que
3
p(il?) = a(gj)%x%_¥ = (CL(LC))
2 T
Dessa forma a fun(;ao ( ) & é monotona nao decrescente perto de 0 e, portanto podemos

aplicar a desigualdade de Hardy-Poincaré. Dai, usando a desigualdade de Hardy-Poincaré

/01 Ju? (“S)) dz = /01 p;f) lu|? dz

<Cy /1 () |ug|? da (2.20)

e (2.19) obtemos,

C'/ ) |u,|? dr < oo.

Por outro lado, pela Observagao 2.2, ®,' ¢ monétona nio decrescente. Logo

1 1,2 1 1
/ P2-" dr < —/ luf? dz < oo, (2.21)
0 a(z) a(1) Jo

Usando (2.20) e (2.21), podemos usar a desigualdade de Hélder em (2.18) para
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deduzir que

3

_ (ﬁ /01 a(:c)|ux]2d;1:>i (48 Olyuﬁa”(“"; d;z:)i.

Aplicando a desigualdade de Young concluimos que

1 3 C 1 1 x?
2 2 2
J s <5 (s ) | ot e [

Defini¢ao 2.4. Se a funcao a : [0,1] — R é fracamente degenerada em z = 0, definimos

o espago de Sobolev com peso

H(0,1) := {u € L*(0,1); u é absolutamente continua em [0, 1],
Vau, € L*(0,1) e u(0) = u(1) = 0}.

Caso a seja fortemente degenerada em x = 0, definimos

H!(0,1) := {u € L*(0,1);u ¢é localmente absolutamente continua em (0, 1],
Vau, € L*(0,1) e u(1) = 0}.

Observemos que, tanto para o caso fracamente degenerado, quanto para o fortemente

1
1 2
lullio = ( I +a|ux12da:)
0

define uma norma em H!(0,1) que provém do produto interno dado por

degenerado, a expressao

1
U, V) Hi(0.1) i= Uv + augv,) dr.
2(0,1) o

Proposigao 2.5. Para u € H!(0,1), a expressao

1 3
1 = (/ a\ux]2dx)
0

define uma norma em H}(0,1) que é equivalente & || - ||1.4.
Demonstracao: Queremos mostrar que existem contantes ¢, co > 0 tais que
crlua < ullia < c2lulie Yu € HY(0,1).
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Desde que [Jullt, = [[u]l*+|ufi,, obtemos |uli, < [|ulli, e assim |ul14 < [[u]l1q para

todo u € H(0,1).

Para provar a outra desigualdade inicialmente consideremos o caso K # 1, em que
podemos usar a desigualdade de Hardy-Poincaré. Pela Observacao 2.2, ®;' é mondtona
nao decrescente em (0, 1]. Dai, para u € H(0,1), temos que

2 a(x) a(l

Pela desigualdade de Hardy-Poincaré, segue que

2 < 1 1“(3”) 2 ! 2 0r < O ! 2 dr = Clul2
ullf,, < D S lu(@)Pdr + | a()|ug(2)]" do < a(z)|uy ()" dz = Cluli,.
o < 0 0

Consideremos agora o caso K = 1. Usando a Proposi¢ao 2.4 com ¢ = a(1)/2,

obtemos uma constante C' > 0 tal que, para todo v € H}(0,1), vale

/01 lu|*dz < C/Ola(x)|u$(x)|2 dr + %1) /01 G‘Z) ()2 da

< C’/Ola(a:)|u:,;($)|2 dr + % /01 lu(z)|? d.

1 1
/ lul? < 20/ alu,|? dz.
0 0

Agora basta proceder de forma andloga ao caso K # 1 para deduzir a desigualdade

Consequentemente,

desejada. [ ]
Observagao 2.5. Denotaremos por H,'(0,1) o dual topologico de H}(0,1).

Proposigao 2.6. O par (H;(0,1),(-,-)m1(0,1)) ¢ um espaco de Hilbert.

Demonstragao: Seja (u,) C H,(0,1) uma sequéncia de Cauchy, isto &, ||t — tm|[} , = 0

quando n e m sao suficientemente grandes. Assim,

1
ttn — U |]* + [V a(2)Une — Va(2)Ume|]* = / Uy, — U |* + [V (D) Une — /(2 U |* d
0
= Hun - um”ia — 0

quando n e m sdo suficientemente grandes. Segue dai que (uy,) e (y/a(x)uy,,) sdo sequén-

cias de Cauchy em L?(0,1). Logo, existem u,v € L*(0,1) tais que

u, — wem L*(0,1) (2.22)
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a(T)Upe — v em L*(0,1). (2.23)

Da imersao L%*(0,1) < D’(0,1), temos de (2.22) que

Uz — Uy em D'(0,1). (2.24)

Afirmacao 2.3. u,, - —~—v em L} (0,1).
¢ \/@ loc( )

De fato, considere o intervalo I CC (0,1). Como a > 0 em (0, 1), segue que existe
c>0tal que a(x) > cVa € I. Dai a=/? € L?(I). Desde que \/a(z)u,, — v em L?(0,1),

temos
/

v|dr =

|V a(z)up, — v|de

Ung —

J v

Val(z)

\/_

~

IV a(x)upe — v||L2(ry — 0.

L2(1)

Donde segue a Afirmagao.

Da Afirmagdao 2.3 e da imersao L}, (0,1) < D'(0,1), temos que

1
Upz — ———=v em D'(0, 1). (2.25)
Voal(z)
De (2.24) e (2.25) e da unicidade do limite, obtemos u, = Ly, isto &,

2
8
&

a(z)u, = v e L*0,1).

Portanto, (u,) é tal que

Uy — U e \/ a(T) Uy — v/a(z)u, em L*(0,1).

Resta provarmos que v € H}(0,1).
Supondo que a é fracamente degenerada, temos que

a='? € L?(0,1). Como a'/?u, € L*(0,1), usando a desigualdade de Hélder, segue que

1 1
1
/ |ty | da :/ IV au,| — dr < ||[Vaug||||a™?|| < co. (2.26)
0 0 Va

Logo u, € L'(0,1). Como u € L?(0,1) < L'(0,1), concluimos que u € W'1(0,1).

Repetindo os célculos de (2.26) com u,,; — u,, deduzimos que

|t — uw”Ll(O,l) < o[V a(@)une — v/ a(x)ug| — 0.

Logo u, — u em Wh'(0,1). Desde que W'1(0,1) < C([0,1]), obtemos u, — u em
C(]0,1]) e assim u(0) = limu,(0) = 0 e u(l) = limu,(l) = 0. Concluimos que
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u € H!(0,1) no caso fracamente degenerado. Para o caso fortemente degenerado, nao
temos a informacdo a~/2 € L?(0,1), mas também ndo precisamos mostrar que u(0) = 0.
Dessa forma, basta repetir os argumentos com um intervalo da forma [d, 1], em que d > 0.

]
Proposigao 2.7. Se u € H}(0,1), entao

lim z|u(z)|* = 0.
z—0

Demonstracao: Se a é fracamente degenerada, o resultado é trivial pois neste caso u
é continua em x = (0. Considere entao que a é fortemente degenerada, donde existe

K €[1,2) tal que ®' é mondtona nio decrescente em (0, 1].

Afirmagdo 2.4. —“—u € L*(0,1).

Va(@)

De fato, como u € LQ(O, 1) temos que

1,2 1 1
/ ()2 dx :/ O (2)2? K |u(2)|? de < q»;g(m/ u(2)[? dz < 0o
o a(z) 0 0
Como u € H!(0,1), entdao /au, € L*(0,1). Pela Afirmagao 2.4, deduzimos que
TUU, = x( )u\/a(x)ux € L'(0,1).
a(x

Dai (z|ul?), = |u]* + 2zuu, € L'(0,1) e, portanto, z|u|* € Wb(0,1) — C([0,1]). Segue

que existe L > 0 tal que

lim z|u(z)]* = L.
z—0

Para concluirmos o resultado, resta verificarmos que L = 0. Para tanto, suponha
por contradi¢ao que L > 0. Desde que z|u(x)[* € C([0,1]), temos que dado € > 0 existe

0 > 0 tal que

|z|u(z)|* — L| < e, sempre que |z| < 4,

donde obtemos
L—c¢
T

<Ju(@)|?, 0<|z| <.

Integrando a desigualdade anterior no intervalo (1,d) com 0 <7 < §, segue que

/776|U<I>|2dx > /: Ly (L —¢)[nd —Ing).

T

Fazendo n — 0, obtemos
s
/ lu(z)|* dz > oo.
0

O que é uma contradicao, pois u € L*(0,1). Logo L = 0 e o resultado esta provado.
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2.3 O Espago H*(0,1)

No que segue a fungao a : [0,1] — R continuara sendo uma fun¢ao que degenera em
x = 0 no sentido das Defini¢oes 2.2 e 2.3. Quando necessario, especificaremos qual caso

de degenerescéncia utilizaremos.

Definigao 2.5. Definimos o espago HZ(0, 1) por

H2(0,1) := {u € HX(0,1); au, € H'(0,1)}.

No espago HZ(0,1) consideramos a norma

1/2
[l = (Nullf o + [l(a(@)ue)a?)

a qual provém do produto interno

(U7 U)Hg(o,l) = (U, U)H,}(o,n + ((Cluz)m, (avx)m)L2(0,1)'

Proposigao 2.8. O par (H7(0,1), (-,")m2(0,1)) ¢ um espaco de Hilbert.

Demonstragao: Seja (u,) C H2(0,1) uma sequencia de Cauchy. Daf (u,) é de Cauchy
em H!(0,1) e ((au,.),) ¢ de Cauchy em L?(0,1). Segue que existem u € H!(0,1) e
v € L*(0,1) tais que u,, — uwem H!(0,1) e (aun;), — v em L?(0,1). De forma semelhante
ao que foi feito no espago H!(0,1), podemos deduzir que (at,,), — (au,), em Li (0,1)

e portanto (aug), = v € L*(0, 1), mostrando que v € H2(0,1) e que u,, — v em H2(0,1).
]
Proposigao 2.9. Se u € H2(0,1), entao
li (2)]? = 0.
i a(e)ua)
Demonstragao: De /au, € L*(0,1), segue que alu,|* € L'(0,1). Além disso, sabemos

que existe K € (0,2) tal que ®' é mondtona nio decrescente em (0, 1]. Dai
1 1
/ Py (2)2dr = / O ()22 o) s ()2 dz
0 0
1
< @}1(1)/ a(x)|ug (z)|? do < oo.
0

Logo zu, € L*(0,1). Como (au,), € L*(0, 1), entao zu,(au,), € L*(0,1). Por outro lado,

de za,(z) < Ka(z), Yz € [0, 1], segue que

/01 zay ()| (2)]* do < K/Ol a(x)|ua ()2 dz < 0.
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Logo, zalu,|*, zu,(au,)., za.|u.|* € L'(0,1) e, portanto,
(zalu.|?). = alu.|® + 2zu,(auy), — va,u? € LY0,1).

Concluimos que zalu,|* € W1(0,1) < C([0,1]) e consequentemente existe

L=1i 2,
lim aa(a) u ()

Resta mostrar que L = 0. Claramente L > 0. Suponha por contradi¢ao que que L > 0.
Como zaluy,|? € C([0,1]), temos que dado e = £ > 0 existe § > 0 tal que

L
\za(x)|u, (z)* — L| < 5 sempre que 0<z<d.

Donde segue que,

L 2
5y < a(z)|ug(x)]?, 0<ax<o.

Integrando a desigualdade anterior o intervalo (n,4) com 0 < n < 4, segue que

5 5 I
2 L, L _
/n a(z)|ug(x)] alx>/77 5 dx 2[ln5 In 7).

Fazendo n — 0 obtemos
5
/ a(x)|uy (2)|? dz > oo.
0

contrariando o fato de que v/au, € L?(0,1). Logo L = 0, o que conclui o resultado.

Proposigao 2.10. Se u € H2(0, 1), entao existe

L=1 =(2).
lim a(x)u, ()

Ademais, se a é fortemente degenerada em z = 0, entao L = 0.
Demonstragao: Como au, € H'(0,1) — Wh(0,1) — C([0,1]), segue que existe

L= 1 (7).
lim a(x)u, ()

No que segue, iremos supor que a é fortemente degenerada, donde % ¢ L'(0,1). Da

igualdade acima, temos

L? =1 L))
lim Ja(z)uy()]

De maneira analoga ao que foi feito para a proposi¢ao anterior, suponha que L # 0,

donde L? > 0. Como a ¢ limitada, entdo au, = /a.\/au, € L*(0,1), em particular

33



2.8 O Espago H2(0,1)

lau,|* € L'(0,1). Ademais, como (au,), € L*(0,1), entdo (|au,|?), = 2au,(au,), € L*(0,1)
e assim |au,|? € W(0,1) < C([0,1]). Dai, dado ¢ = £ > 0, existe § > 0 tal que
2

L
la(z)u.(2)]* — L] < — sempre que 0<z<d.

Assim,
: <a(x)|u(2)?, 0<z<d
2a(x) W)= ’ '

Integrando a desigualdade anterior no intervalo (7,d) com 0 < 7 < § obtemos

5 2 s
L 1
/ alu,|* dv > —/ — dx.
n 2 J, a(z)

Fazendo 7 — 0 e usando o fato de que £ ¢ L'(0,1) deduzimos que

0 2 6
L 1
/ alug|* dr > —
0 2 Jo alz)

dx = 00,

contrariando au, € L?(0,1). Logo L = 0.

Proposigao 2.11. Se u € H2(0,1) e v € H}(0,1), entdo

xlir& a(x)v(z)u,(z) = 0.

Demonstragao: Se a é fracamente degenerada em = = 0, o resultado é uma consequéncia

imediata da Proposi¢ao 2.10. De fato, como v é continua em x = 0 e v(0) = 0, segue que

lim a(z)v(x)u,(z) = v(0).L =0.L =0.

z—0t

No que segue, suponha que a é fortemente degenerada em =z = 0. Como a(z)u,,

v € L*0,1), entdo a(x)u,v € L'(0,1). Por outro lado, como +/a(z)v,, \/a(z)u,,

(a(r)uy), € L*(0,1) segue que

(a(2)ugv), = a(2)ugv, + v(a(z)uy)e = Va()ver/a(x)u, + v(a(z)ug), € L'(0,1).
Logo avu, € WH(0,1) — C([0, 1]) e assim existe

L = lim a(z)v(z)us(x).

z—0t

Em particular

|L| = lim a(z)|v(z)ug(x)]. (2.27)

z—0t
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Como nas proposigoes anteriores, vamos supor por contradicao que L # 0. Como

au, € W(0,1), usando a Proposi¢ao 2.10 obtemos

[ @), do

< [ eyl do

([ dl.)l ([ wpa)

< Vel (a@)u),ll, Vo e (0,1,

a(w)|us| =

[
N

Agora, usando (2.27), deduzimos que existe 6 > 0 tal que % < a(x)|v(x)u,(z)|, Yo € (0,0).

Dai e da desigualdade anterior obtemos

@ < Val(a(@)ua).[v], Yz € (0,3).

Consequentemente

L 2
BT < lataun Pof?, v € (0.0)

Integrando a desigualdade anterior em (0,4), chegamos a

0 2 é
L d
| iPlatu.rar= 2 [
0

= 0
0

contrariando v € L?(0,1). Logo L = 0, o que conclui a demonstragao.

Observagao 2.6. Se u € H2(0,1) e v € HL(0,1), entdo vale a férmula de integragao por

1 1
—/ (aum)mvdx:/ auyV, dx.
0 0

De fato, como (au,), € L*(0,1), entao

partes:

1 1
_/o (aug)ov de = (—(auz)e, V) g—1(0.1),m10,1) :/o aug v, dr.

2.4 Subespacos Densos

O objetivo desta se¢ao é provarmos que o espago das funcgoes testes é denso em

H}(0,1). Comecemos com o seguinte Lema:

Lema 2.1. O espaco C'([0,1]) N H1(0,1) é denso em H}(0,1).
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Demonstragao: Faremos a demonstragao apenas no caso fortemente degenerado. Neste

caso existem 6 € (0,2) e dg € (0, 1) tais que a fungdo ®y ¢ mondtona nao decrescente em

(0,0p).
Consideremos u € H}(0,1) e € > 0, daf

26
lim/ (Jul* + alug|?) dz = 0. (2.28)
=0 /o

Dessa forma, podemos tomar § € (0,1/4) tal que
26
/ (ul? + alua]?) dz < . (2.29)
0

No que segue, qualquer constante positiva que nao dependa de § e nem de ¢ seréd
denotada por C.
Etapa 1 - Estimativa em [J, 1]:

Seja A = max{a(z);z € [0,1]}. Como a > 0 em (0, 1], segue que existe ¢; > 0 tal

que ¢1 < a(zr) < A, Yz € [4,1]. Por outro lado, de

u€ L*(5,1) e +a(x)u, € L*(5,1),

deduzimos que

" — Va(r)u, < Va(r)u, € 12(5.1).
a(x) Vel
Logo u € H'(4,1). Da densidade de

B={feC(61]): (1) =0}

em

H={ve H(1);v(1) =0},

segue que existe f € B tal que

1
/ lu— fI* + |ug — fof* dv < c.
5

Dai
1 1
/ [lu—f* +alu, — fof’] dz < max{l,A}/ lu— fI* 4 |uy — fol*de < Ce. (2.30)
5 5

Etapa 2 - Estimativa em |0, J]:
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No que segue escolheremos algumas constantes apropriadas cujas propriedades irao
se mostrar adequadas no decorrer da demonstragao. Inicialmente tomemos 0 < p; < pe < 1
e

1 1
PP ek S RPN Wt o R}

M2 — H2 — 1
/\1 + /\2 =1
Apin + Agpiy = —1

Bx) = M f (0 + (0 — 2) + Aaf (6 + a6 — ).

Note que

Para = € [0, ¢], defina

Considerando as desigualdades
LSO+ (0 —x) <o+ pud=01+pu)<20<1—0, i=1,2,
concluimos que h : [0, ] — R esta bem definida, h € C'([0,4]) e, além disso,
ho) = Af(0) +rf(6) = F(5);
ho(z) = —=Aipfo(6 4+ p1(0 — ) — Aopafo(8 + p2(6 — 2)); (2.31)

) —
hx((s) = _)‘Lulfz(é) - )‘2ﬂ2fx(§) f ( )
As identidades (2.31) garantem que a extensao F': [0, 1] — R dada por

h(z) se x€][0,0
N CERE )
f(z) se zeld 1]
¢ de classe C''([0,1]) e, como f € B, temos F € C'([0,1]) N H!(0,1). Dessa forma, o

resultado sera provado ao obtermos estimativa ||u — F||;, < Ce. Por (2.30) ja obtemos

tal estimativa em [d, 1], assim o restante da demonstragao seré dedicado a prova de que

/ lu(z 2 4 au(2) — ha(2)[2dz < Ce. (2.32)
Para x € [0, d], temos que
[u(z) — h(z)] = |u(z) = A f(6 4+ pa(6 — x)) — Ao f (6 + pa(6 — )|
= (A1 + A)u(x) = A f(0+ (6 — @) = Ao f(6 + p2(0 — )]
< [Mu(@) = Adu(d + pa (6 — @)
+ w6 + pa (6 = 2)) = M f (0 + (0 — 2))]
+ | Aou(x) — Aou(d + po(d — )|
+ [ Aou(d + p2(0 = 7)) = Ao f (6 + p2(6 — ).
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2.4 Subespacos Densos

Elevando ambos os lados ao quadrado, usando a desigualdade de Young e integrando em

[0, 6], obtemos
5
/ |u(z 7)|? dr < [)\%/0 lu(z) — u(d + (6 — z))|* do
5
—l—)\%/ u(0+ (6 —2)) — fF(0 + (6 —2))|Pdx  (2.33)
s
+ )\3/0 lu(z) — u(d + pa(8 — z))|* da

é
8] [ 6+ s = ) = 16 + a6 = ) da].

Denotemos por Iy, Iy, I3 e I; as quatro integrais do lado direito de (2.33). No que
segue estimaremos cada uma dessas integrais.

Desde que § < d + (0 — ) < § + pid < 20 < 1— 9, podemos fazer a mudanga de
variavel £ = § + (6 — ) para obter

L = /|u ) —u(d+ (6 —2)))?d < [/ lu(x |2dx+/ [u(d + 1 (6 — z))|* do

6+p10
_ 2 “ 2 2
—2/0 lu(z)] dx—i—/“/é lu()| dﬁgC/O |u(z)|* dx < Ce.

Para estimar o termo I, realizamos a mesma mudanca de variaveis de anteriormente:

- 5+u15i v "
[2‘/5 Ju() - f(©) e < /ru )P de < Ce.

Para estimar I3 e I, basta repetir os mesmos passos de I e I, trocando py por ps.
Isto resulta em I3 < Ce e I, < Ce. Juntando as quatro estimativas e levando a (2.33)

concluimos que
/ u(x (z)[*dr < Ce. (2.34)
Fazendo um célculo similar com h, no lugar de h, podemos deduzir que
) )
[ b= b do <4332 [ a@lune) - w6+ m@ - )] P do
0 0
)
08 [ @0+ (6~ 2)) = £+ (6 - )P o
0
)
#0838 [ a@)un(o) — w6+ pal6 — ) d
0
)
4288 [ a3+ a6~ 2)) ~ £o(5 + pal6 — ).
0

(2.35)

Denotemos por K7, Ko, K3 e K4 as quatro integrais do lado direto de (2.35).
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Para estimar K7, comecemos notando que para 0 < z < 4, temos que
(I+p)xr < (14 m1)d e, assim, x < 0 + p1(0 — x). Usando o fato de ®y ser monod-

tona nao decrescente em (0, ), segue que

5 5
K, < 2[/0 a(a:)\um(q:)|2dx+/0 a(z)ug (6 + (6 — x)) > dz
5 5 oz
= 2/0 a(x)|u$(x)|2dx+2/o %x9|ugg(5+/l1(5—x))|2dm

26

< 2/0 a(x)|ug(z)|? da
) T 0 )

+ 2/0 a(d+ p1(6 —x)) ((5+M1(5—$))) [ (6 + pa (6 — 2))|* do
26 5

< 2/0 a(x)\uz(a:)Ide—l—Q/o a(d + p1(6 — ) |ug (0 + p1 (6 — x))|* do
26 ) ) 0416 )

=2 [ a@ln@Pde+ = [ a©lu(oP

26
< C/ a(x)|u,(2)|* do < Ce.
0

De forma anéloga estimamos Ks:

_[Calx) 4 o e
K, = 72 |ug (0 + p1 (6 — ) — fo(d + pa (6 — 2))|* dz
0
s
< / a(6 + (0 = 2))up (5 + (6 — @) = fo8 + m (5 — 2))[* d
0
1 O0+p1d )
=— a(é)uz(§) — fo(§)* dz < Ce.
K1 Js
Para estimar K3 e Ky, basta repetir as estimativas de K3 e Ky trocando p; por ps.
Juntando as quatro estimativas, obtemos K + Ky + K3+ K4 < Ce, que, levando a (2.35)

resulta em

0
/ alu, — hy|* dv < Ce. (2.36)
0

As estimativas (2.34) e (2.36) levam a (2.32), o que conclui a demonstragao.

Proposigao 2.12. O espaco C5°(0,1) ¢ denso em H!(0,1).

Demonstragao: Da analise funcional, sabemos que podemos deduzir a densidade de
Cs°(0,1) em HL(0,1) provando que C§°(0,1)+ = {0}. Assim, seja u € C°(0,1)4, isto &,
ue H10,1) e (u,0) =0, Vo € C°(0,1). Finalizaremos a demonstragao ao concluir

que u = 0.
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Pelo Teorema da representagao de Riesz existe uma tnica f € H!(0,1) com

[ £z 0.0) = llull 10,1y satisfazendo

<u790> = (f7 @)Hé(o,l) vgp € H;(()? 1)

Em particular

/0 (fQO + af:]c(px) dx = (f7 @)H&(O,l) = <u7 90> = 07 VQO S Cgo<07 1)

Dai, no sentido das distribui¢oes vale (f — (afi)z,¢) = 0, V¢ € C§°(0,1), isto &,
f—(afy). =0em D'(0,1). Dai (af,). = f € L*(0,1), donde f € H2(0,1).

Afirmagao 2.5. (f,9)mo1) =0, Vg e C'([0,1]) N HL(0,1).

De fato, dado g € C'([0,1]) N H}(0,1), temos que g(1) = 0. Ademais, como
f € H%(0,1), pela Proposicao 2.11 temos

lim a(x)f.(x)g(x) = 0.

r—0t

Dai, usando a Observacao 2.6, obtemos

1 1
Fomon = [ afaedes [ pods
1 1
— [ @fgde+ lim a0)fole)gle) - lim (@) L(og(o) + [ Fods
0 i r— 0
1 1
= _/ fgdx—i—O—O—l—/ fgdx =0.
0 0

Usando a Afirmacao 2.5 e o Lema 2.1, deduzimos que f € [C([0, 1])NH}(0,1)]* = {0}.

Logo f =0, o que conclui a demonstragao.
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CAPITULO 3

EDPS DE EVOLUCAO DEGENERADAS

Neste capitulo usaremos os espacos de Sobolev com peso apresentados no Capitulo
2 para estudar problemas de evolugao com operadores degenerados.
No que segue, a : [0,1] — RT é uma funcao fracamente ou fortemente degenerada

no sentido da Definigao 2.2.

3.1 Problema Parabdlico

Consideremos o seguinte problema

(

Uy — (CL(J;)ux)w + C(.?Z)u = f(t7 l‘), (tv CL’) S QT>

u(t,0) =wu(t,1) =0, se 0 < K < 1,
X te(0,7), (3.1)

a(x)u,(t,0) =u(t,1) =0, se 1 < K <2,

| u(0,2) = ug(x), z € (0,1),
em que T >0, Qr = (0,T) x (0,1), c € L>=(0,1), f € L*(Qr) e up € H;'(0,1).
A seguir introduzimos as nogoes de solugao para o problema (3.1), as quais dependem

da regularidade do dado inicial.
Definigao 3.1. Seja ug € H!(0,1). Dizemos que

u € C([0,T); H:(0,1)) N L*(0,T; H2(0,1)) " H'(0,T; L*(0, 1))
¢ uma solucao forte de (3.1), se u(0) = ug e

u(t, x) — (a(x)uy(t, z)), + c(z)u(t,z) = f(t,z) quase sempre em Q7. (3.2)



3.1 Problema Parabdlico

Definigao 3.2. Seja ug € L?(0,1). Dizemos que
u € C([0,T]; L*(0,1)) N L*(0,T; H}(0, 1))
¢ uma solucao fraca de (3.1), se u(0) = ug e para qualquer funcao
p € C([0,T]; L*(0,1)) N L*(0, T H,(0, 1))

com ¢; € L*(Qr) e ¢(T,-) = 0, vale que

/ / (et ol + efz)up) ded = / [ fodadt + /0 wo(@)pl0,2) da. (3.3

Observacao 3.1. Note que toda solucao forte é, em particular, uma solugao fraca. De
fato, sendo v € C([0,T]; H}(0,1)) N L*(0,T; H2(0,1)) N H*(0,T; L?(0,1)) solugao forte de
(3.1), segue das imersoes usuais que u € C([0,T]; L*(0,1)) N L*(0,T; H}(0,1)).

Agora, considere ¢ € C([0,T]; L*(0,1)) N L*(0,T; H}(0,1)) com ¢; € L*(Qr) e
©(T,-) = 0. Multiplicando (3.2) por ¢ e integrando em @7, segue que

// (ug(t, z)p — (a(x)ug(t, x))zp + c(x)u(t, x)p) dedt = / f(t, x)pdxdt. (3.4)
Qr Qr

Analisemos os dois primeiros termos separadamente. Utilizando integragao por partes,

//QT up(t, @) ddt = — /01 Uo(2) (0, ) da: — //QT u(t, z)py dadt. (3.5)
// 2)ug(t, 7))o dadt = // )y (t, )y dudt. (3.6)

Substituindo as equagdes (3.5) e (3.6) em (3.4) obtemos (3.3), como queriamos.

segue que

E também,

No que segue, aplicaremos a teoria de semigrupo estudada no Capitulo 3 para pro-

varmos a existéncia e unicidade de solugoes forte e fraca. Para tanto, consideremos

D(A) = H?(0,1) e o operador A : D(A) — L?*(0,1) dado por
Au = (a(z)ug) .-
Lema 3.1. O operador —A : D(A) — L?(0,1) é densamente definido e m—acretivo.
Demonstragao: Note que,
1 1
(—Au,u) = / —(a(z)ug)udr = / a(x)uidr >0, Yu € D(A).

0 0

Logo, do Lema 1.3, —A ¢é acretivo.
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Resta mostrar que I — A ¢ sobrejetivo. De fato, consideremos f € L?(0,1). Defina

o funcional linear T} : H}(0,1) — R por
1
Ts() =/ fedz.
0

Note que

1 1
|Tf<so>|=] / foda| < / Flleldz < 171lel < cllfllella ¥ o € HL(0,1)

e portanto Ty ¢ limitado. Pelo Teorema da Representacao de Riez, existe tnico

u € HL(0,1) tal que

1
(4, ©)mr0) = / fode, ¥ o € HY0,1).
0

Dessa forma, para toda funcao teste ¢ € C§°(0,1), vale

1 1 1 1
/fgodq::/ (up + a(z)uzps) da::/ ugpd:c—l—/ a(z)uyp, dx
0 0 1 0 0
:/ ugpda:—/ (a(z)uy) e de,
0 0

em que, na ultima igualdade, a integracao por partes foi realizada no sentido das dis-
tribuigbes. Como a igualdade acima vale para toda fungao teste, o Lema de Du-Bois
Reymond garante que (a(x)u,), = v — f € L*(0,1). Isto implica que au, € H'(0,1) e
portanto v € H2(0,1) = D(A). Concluimos que I — A ¢é sobrejetivo, donde concluimos
que o operador é m—acretivo. Por outro lado, a densidade de D(A) segue do Lema 1.4 o
que finaliza a demonstragao.

]
Teorema 3.1. Seja f € L*(0,1). Se uy € L*(0,1), entdo o problema (3.1) possui uma

tinica solugao fraca u € C([0,T]; L*(0,1)) N L*(0,T; H}(0,1)). Neste caso existe uma
constante C' > 0 tal que

T
sup \!u(t)\!2+/ ()]} q dt < C(luoll® + (| 172(gq)-
te[0,T 0

Se, ademais, uy € H}(0,1), entdo o problema (3.1) possui uma tnica solugao forte
u € C([0,T]; HX(0,1)) N L*(0,T; H2(0,1)) N H'(0,T; L*(0,1)). Neste caso existe uma
constante C' > 0 tal que

T
Sup a0 + /0 (@O + (au)o(O1%) dt < Cllluoll o + 11 Z2(0r))-
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Demonstragao: Nesta demonstracao, designaremos uma constante genérica positiva por
C. Pelo Lema 3.1, o Teorema de Hille-Yosida-Phillips garante que A é gerador infinitesimal
de um semigrupo de contragao.

Considere agora o operador linear B : L?(0,1) — L*(0, 1) dado por
Bu = —c(x)u.

Note que
1 1
1Bull = [ let)uf? do < leli [ [uf? do = el
0 0
Pelo Teorema 1.6, temos que A + B também é gerador infinitesimal de um C semigrupo

{S(t)}+=0. Dessa forma, a formula de Duhamel

t
mozsummﬁ/su—sﬁ@ym
0
define uma solugao generalizada para a equagao

W'(t) + (—A = B)u(t) = f(1),
(3.7)
Etapa 1 - Solugao Fraca: Considere uy € L*(0,1). Tomemos sequéncias
(ugn) C C§°(0,1) e (f,) € C(0,T; H2(0,1)) tais que up, — ug em L*(0,1) e f,, — f
em L*(Qr). Pela Proposigao 1.7 temos que

un(t) := S(t)ug, + /0 S(t—s)fu(s)ds

define uma solucao cléssica para o problema

(

up € CH([0,T7; L7(0,1)) N C([0, TT; Hg (0, 1)),
(n)e(t) + (—A = Blun(t) = fu(t), (3.8)

un(0) = ugp.

\

Além disso, w, := u,, — u é a solugao generalizada do problema

(wn)e(t) + (=A = Blwn(t) = fa(t) — f(1),
wy, (0) = ug, — uo.
Pelo Lema 1.5, obtemos

sup lwn ()1 < fluon—voll* +1| fa=FlIL10.r:2201)) < Cllluon—woll*+ 1 fa=FIlZ207:2200.17)):

te[0,T
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Como ||ug, — ugl| = 0 e ||fn — fll = 0, concluimos que o w, — 0 em C([0,T]; L*(0,1)),
isto é, u, — u em C([0,T]; L*(0,1)). Além disso, esta convergéncia nos da u(0) = ug.
De forma anéloga, v, := u, — u,, é a solucao classica do problema

(

Unm € CH([0,TT]; L2(0,1)) N C([0, 1]; HZ(0, 1)),
(Onm )i (t) + (=A = B)onm(t) = ful(t) = fu (), (3.9)

Unm(()) = Uogn — Uom-

\
Multiplicando (3.9) por v,m,(t), integrando em (0,1) e usando a desigualdade de

Young, temos

1d 2
Unm
2 dt

()H2+H\/5(vnm)z(t)ll2+/0 c(@) | vam (t)]* dz < —an() fu@)* + 1IIUW(t)IIQ-
Dai,

—nm O + Va0 )o (B < —an() Fm @I + ;anm(t)HQ—/OC(:v)!vnm(t)\zdw

CLfn = fll* + Nvmm@O).

1d
2 dt

Integrando a ultima desigualdade em (0, t), obtemos

o (DI + / |(v/@tmm)o ()] dt < / Vo — fulPde +C / o (s) 12 ds

1 2
+ 5”“071 - uOm“ .

Agora, usando o Lema 1.5 deduzimos

1 t
§||Unm(t)||2 + /O ||\/E(Unm)x(t)||2dt < O([Jugn — u0m||2 + | fn = fm||2L2(QT))’ vt el[0,7].

Desde que ug, — ug em L?(0,1) e f,, — f em L*(Qr), a tltima estimativa nos leva a con-
cluir que (u,) ¢ de Cauchy em L*(0,7T;H}(0,1)). Como w, — wu em
C([0,T]; L*(0,1)), deduzimos que wu, — wu em L*(0,7;H(0,1)). Portanto
u € C([0,T]; L*(0,1)) N L*(0,T; H(0,1)). Por outro lado, repetindo os mesmos argu-
mentos com u, no lugar de v,,,, concluimos que
T
S lun ()] +/0 IVa(un)z (O dt < C(lluonll? + [ fallZ2ir))-

Passando ao limite obtemos a estimativa de energia para wu:

T
sup ||u(t)||2+/0 IVaus () dt < C(lluoll® + 1/ 72(gn))-

te[0,7]
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Resta concluirmos que u satisfaz a formulagao fraca (3.3). Com efeito, secja
¢ € CY([0,T),D(0,1)) tal que (T,z) = 0. Multiplicando (3.8) por ¢ e integrando

em ()7 obtemos

/ / T((un)tw — (a(un)s)stp + cunp) dudt = / . fop dadt. (3.10)

Analisemos os dois primeiros termos separadamente. Utilizando integracao por partes

1
// (un)pp dxdt = —/ unop(0, ) dx — // Uy 0y dadt.
T 0 T

Por outro lado, como ¢(t) € D(0,1), podemos aplicar integra¢do por partes no sentido

segue que

das distribui¢oes ao segundo termo:

//T(a(un)z>z§0 dxdt = —//T a(tin) e e dudt.

1
// (—unpr + a(un)2pe + cnp) da:dt:/ fnsodﬂsdt+/ uonp(0, ) da.
T Qr 0

Assim,

A identidade (3.3) agora pode ser obtida passando o limite na igualdade acima.

Agora, suponha que u, v € C([0,7T]; L*(0,1))NL*(0,T; H!(0,1)) sao solugdes fracas
de (3.1) e considere w = u—wv. Assim, w € C([0,T]; L*(0,1))NL*(0,T; H!(0,1)) é solugao
fraca do problema

.

wy — (a(z)wy), + c(x)w =0, (t,z) € Qr,
w(t,0) =w(t,1) =0, se 0 < K <1,
te(0,7),
a(z)w,(t,0) =w(t,1) =0, se 1 < K <2,
| w(0,2) =0, z € (0,1).

desse modo, w satisfaz a estimativa de energia com wg =0 e f =0, isto é,
T

sup (@ + [ Ju(®f 4t <0

t€[0,T] 0
Donde concluimos que w = 0. Logo u = v e, portanto, a solugao fraca é tnica.
Etapa 2 - Solugao Forte: Considere ug € H!(0,1). Neste caso podemos tomar sequén-
cias (ug,) € C5°(0,1) e (f,) € C([0,T); H*(0,1)) tais que ug, — up em H}(0,1) e
fn — f em L?*(Qr). Analogamente ao feito na etapa anterior, obtemos uma sequén-
cia de solugoes classicas (u,,) € C([0,T]; L*(0,1)) N C([0, 1]; H2(0, 1)) tal que u,, — u em
C([0,T]; L*(0,1)) N L2(0,T; H}(0,1)). Além disso, u é uma solugao fraca de (3.1).
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Sendo vy, = U, — Uy, temos que para todo ¢ € [0, T], vale

(UnM)t(t) - [a(vnm)x]z(t) + Cvnm(t) = fn(t) - fm(t)

Multiplicando por (v, ): e integrando em (0, 1), obtemos

)OI + / (0o (£) (Ve () dz = — / O (£) (D )(8) dit

T / (Falt) = Fon(8)) (0 )e(t) i
Dai

b O + 5 o e < lell [ (VATeTtnn()) (ﬁwnm»(t)) o

b [ @~ o) (Gl o
< Cloan®I + 7)) DI
Aalt) ~ S I + 7l )0

Usando a estimativa de energia para v, deduzimos que

1 1d
)OI + 5= lomm(Ota < Cllluon = womlla + [1fa(t) = Fm(D])-

Dado t € (0,T), integrando em (0, t) segue que

t
/0 [ (W )e (017 dt + [onm ()1 0 < Clluon — tomlia + 1o = fullZ2@r))- (3.11)

Como ug, — upem H(0,1) e f,, — fem L*(Qr), a estimativa (3.11) garante que (u,,) ¢ de
Cauchy em H'(0,7;L*0,1)) n C([0,T]; HL(0,1)). Como w, — u em
C([0,T); L*(0,1))NL*(0,T; H}(0,1)), segue que u € H'(0,T; L*(0,1))NC([0, T]; H}(0,1))
e u, —uem HY(0,T;L*0,1)) NC([0,T]; HL(0,1)).

Usando (3.3) com ¢ € C§°(Qr), obtemos

[ = tatarunte +ctapiypase = [ rodsa, vo e ciian,

Portanto (3.2) ¢ consequéncia do Lema de Du-Bois-Reymond. Por outro lado, como
(aug).(t, 2) = us(t, z) + c(x)u(t, z) — f(t, ) quase sempre em Q7 e u; +cu— f € L*(Qr),
deduzimos que u € L*(0,T; H2(0,1)). Logo, u é solugao forte de (3.1).

Resta obtermos a estimativa de energia para u. Repetindo os mesmos argumentos

com u, no lugar de v,,,, concluimos que

T
sup ||un(t)||ia+/ 1(un)eON1* dt < Clllwonlli o + IfallZz(n))-
0

te[0,T]

47



3.1 Problema Parabdlico

Passando ao limite segue que

T
tS[lépT}IIU(t)IliaJr/ lue@I* dt < Cllluolllo + 11 Z2(0r))- (3.12)
€10, 0

Por fim, como (auy),(t, ) = u(t, x) + c(z)u(t, z) — f(t,x) quase sempre em @, a ultima

estimativa nos da

T T T T
2)a 2d < C 2d C 2d C 2d
AIWW)@M b o< (AHM@Ht+ A|wwnt+ A|u@nt
< Clluola + 1 o) (3.13)

Logo, a estimativa de energia ¢ obtida somando (3.12) com (3.13).
]
A seguir, apresentamos uma outra noc¢ao de solugao que podemos obter usando os
espagos de Sobolev com peso. Tal nogao é particularmente ttil no estudo de problemas

de controle.
Definigao 3.3. Seja up € H,'(0,1). Dizemos que
u € C([0,T; H,'(0,1)) N L*(0,T5 L*(0,1))

é solugao muito fraca (ou solugao por transposicao) de (3.1), se para todo
g € L*(0,T; L*0,1)), vale

// ug drdt = (ug, v(0,2)) =101y, 111 01) T / fuduxdt, (3.14)
Qr Qr
em que v € C([0,T]; H}(0,1))NL*(0,T; H3(0,1)) ¢ a solugao forte do problema retrogrado

(o= (al)ue)s + (o) = g, (12) € Qs
v(t,0) =v(t,1) =0
a(x)v,(t,x) =v(t,1) =0

KU(T, x)=0.

(3.15)

Proposigao 3.1. Sejam ug € L*(0,1), f € L*(Qr) e
u € L*0,T; H:(0,1)) n C([0,T]; L*(0,1))
a solugao fraca de (3.1). Entdo u ¢ uma solugao muito fraca de (3.1).
Demonstragao: Sendo u € L*(0,T; H}(0,1)) N C([0,T7]; L*(0,1)) uma solugio fraca de

(3.1), pelas imersoes usuais temos a regularidade u € L?(0,T; L*(0,1))NC([0, T); H,1(0,1)).
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3.1 Problema Parabdlico

Consideremos agora p € L*(0,T; H2(0,1))NC([0,T]; H}(0,1))NH*(0,T; L*(0,1)) solugao

forte do problema retrogrado (3.15). Como u é solugao fraca de (3.1) vale

//T(—wpt + a(z)uzpr + c(x)p) drdt = / o fodxdt + /Oluogo(O,m) d. (3.16)

Como ¢ é solucao forte do problema retrogrado, temos que

—pr =g+ (a(x)pz). — c(z)p quase sempre em Qr,

donde

—upr = ug + u(a(x)p,): — uc(x)e quase sempre em Q7.

Substituindo a tltima igualdade em (3.16), temos

//T(ug+u(a(x)%)x—uc(x)@+a(x)ux90x+uc(x)go) dedt = / fo d:z:dt+/01 up(0, z) da.

QT

Usando integracao por partes e lembrando que u(1) = 0 e (ap,)(0) = 0, obtemos

1
// gudxdt:/ fgoda:dt—i—/ upp(0, z) dz.
T QT 0

Logo, u ¢ uma solu¢do muito fraca de (3.1).
]
A observagao a seguir, apesar de um tanto trivial por ser uma consequéncia imediata
do Teorema da Representacao de Riez, tem um papel importante na demonstracao do

proximo resultado.

Observagao 3.2. Dado u € H!(0, 1), podemos considerar u € H;'(0,1) pondo

(u, U>H;1(0,1)ng(0,1) = (UaU)Hé(Oyl) Vv e H;(O, 1).
Neste caso, |ul1,a = [[ull g=1(9.1)-

Proposigao 3.2. Dados f € L*(Qr) e ug € H;'(0,1), o problema (3.1) possui uma tnica
solugdao muito fraca u € C([0,T]; H;*(0,1)) N L3(0,T; L*(0,1)). Além disso, existe uma
constante C' > 0 tal que

T
th;I;}|lU(t)||§{;1(O,1)+/O lu@)11* dt < Clluollfyrr 0,y + 1122 0,m200))-  (317)
€0,

Demonstracgao: Para garantir a existéncia da solugao muito fraca, vejamos inicialmente

a seguinte Afirmacao.
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3.1 Problema Parabdlico

Afirmagao 3.1. O problema (3.1) possui no maximo uma solu¢ao muito fraca. Além
disso, existe uma constante C' > 0 tal que, se u € L?(0,T; L?(0, 1)) satisfaz (3.14), entao

lull2.riz20,0) < Cllluollz . + 1122 0.2:0200.00)):

Considere o funcional T': L?(0,7T; L*(0,1)) — R dado por

I'(g) = <u0,U(0,$)>H(1—1(0’1)7H%(071) + // fudzdt.
T

em que v é a solugdo forte do problema retrogrado (3.15). Mostremos que I' é linear.
Dados g1, 9> € L*(0,T; L*(0,1)), sejam v; e v, as respectivas solugoes fortes de (3.15) com
estes dados. Claramente temos que bv; + v € a solugao forte de (3.15) com g = bg; + go.
Dali,
L'(bg1 + g2) = (uo, (bv1 + v2)(0, x))H;1(0,1),HC}(0,1) + / f(bvr + v2) dzdt
Qr
= (o, bv1(0,2)) g-1(0.1),m100,1) + b/ for dxdt

Qr

+ (uo, v2(0, 5")>H;1(0,1),Hg(0,1) + / Jva dadt
Qr

=0l'(g1) + I'(g2).

Logo, I' é um funcional linear. Agora, usando a estimativa de energia para v segue que

P9 < Mlwoll iz 0. 0O lra + 1 Fll 2@ 0]l 220

< lwollgz10) Sup, vl + [ fll2@m vl 2@

)

< C (Jltoll 2 0y + 1 22@n)) - ( sup [[o(t)]|1a + uvHLz(QT)>
te€[0,T]

< C (ol 0) + 1 lr2t@m ) N9l 2oz

Concluimos que I'" € um funcional linear limitado e
1P < € (ol on) + 1 ls2cam) ) -
Pelo Teorema da Representacao de Riesz existe um tnico v € L*(0,7T; L*(0,1)) com

[ull 207,220, = IT]| < C <||Uo||H;1(o,1) + ||f||L2(QT)>

tal que, para todo g € L?(0,T; L*(0,1)) temos

(0, v(0,2)) g7 0.1). 13 01) // fvdzdt =T(g) = // ug dxdt.
T T
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3.2 Problema Hiperbolico

Isto conclui a demonstracao da Afirmacao.

Resta-nos provar que u € C([0,T]; H;*(0,1)). Consideremos uma sequéncia
(ugn) C HL(0,1) tal que ug, — ug em H;'(0,1) e seja u, a solugao forte de (3.1) as-
sociada ao dado inicial ug,. Pela Proposi¢ao 3.1, u, ¢ uma solugao muito fraca de (3.1) e
pela Afirmagao 3.1 podemos deduzir que u,, — v em L*(0,T; L*(0,1)).

Para n,m € N, seja v,,, = u, — u,,. Usando a estimativa de energia para solucoes

fortes, temos que existe C' > 0 tal que

sup |Unm<t>|1,a < C (|u0n - u0m|1,a) .
te[0,7

Pela Observagao 3.2, segue que

sup anm(t)HH;l(OJ) <C (HuOn - u0m||H;1(0,1)> :

te[0,7

Como ug, — ug em H,;'(0,1), deduzimos que (u,) ¢ de Cauchy em C([0,T]; H;*(0,T)).

Dai existe w € C([0,T]; H,'(0,1)) tal que u,, — w em C([0,7]; H,;1(0,1)). Em particular

u, — w em L*(0,T; H,'(0,1)). Por outro lado, de u,, — u em L?*(0,T;L*(0,1)), segue

que u, — uem L?(0,T; H,'(0,1)). Logo u = w e portanto u € C([0,T]; H,;*(0,1)).
Repetindo o argumento anterior com u,, no lugar de v,,,, chegamos a

sup ||un(t)||H;1(0,1) <C (HUOnHH;l(o,l) + ||f||L2(07T;L2(071))> :

te[0,7

Passando ao limite deduzimos que

sup [[u(t) 01y < C (Il 0y + 1l 020y )

te(0,7

Combinando esta estimativa com a da Afirmacao 3.1 concluimos a demonstragao.

]
3.2 Problema Hiperboélico
Consideremos o seguinte problema
(
Ut — (CL(ZL’)UI)_% + c(x)u - f(t7 l’), (tv JI) S QT?
u(t,0) =u(t,1) =0, se 0 < K < 1,
< te (0,7, (3.18)

a(x)u,(t,0) =u(t,1) =0, se 1 < K <2,

\u(O,x) =ug(x), w(0,2) =u(z), z € (0,1),
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3.2 Problema Hiperbolico

em que T > 0, Qr = (0,T) x (0,1), ¢ € L*(0,1), f € L*Q7r), uop € L*(0,1) e
up € H;71(0,1).

A seguir introduzimos as nogoes de solugao para o problema (3.18), as quais depen-
dem da regularidade do dados iniciais.
Definigao 3.4. Sejam (ug,u1) € H2(0,1) x H}(0,1) e f € H'(0,T; L*(0,1)). Dizemos

que u € C([0,T]; H2(0,1)) N C*([0,T]; H}(0,1)) N C?([0,T]; L*(0,1)) ¢ uma solugdo forte
do problema (3.18) se u(0, ) = ug, ut(0,:) = uy e

u(t,x) — (a(x)ug).(t, ) + c(z)u(t,z) = f(t,x) quase sempre em Q7. (3.19)

Definigao 3.5. Sejam (ug,u;) € H)(0,1) x L*(0,1) e f € LY0,T;L*0,1)). Dize-
mos que u € C([0,T); H}(0,1)) n C'([0,T]; L*(0,1)) ¢ uma solugdo fraca do problema
(3.18) se u(0,-) = uyg e, para toda p € L*(0,T; H(0,1)) N C([0,T]; L*(0,1)) satisfazendo
or € L*(Qr) e ¢(T,-) = 0, tenhamos

//T(—ut% + a(x)uz o, + c(x)up) dedt = /QT fodzdt + /01 u1(z)p(0, ) dx.  (3.20)

Proposigao 3.3. Sejam (ug,u;) € H2(0,1) x H}(0,1) e f € HY0,T;L*0,1)). Se
u € C([0,T]; H2(0,1)) n CY([0,T]; H}(0,1)) N C?([0,T]; L*(0,1)) é uma solucao forte do
problema (3.18), ent@o u ¢ uma solugao fraca de (3.18).

Demonstragao: Sendo u € C([0,T]; H2(0,1))NC*([0,T); HL(0,1))NC?(0,T; L*(0,1)) so-
lugdo forte do problema (3.18), pelas imersoes usuais ja temos a regularidade
u € C([0,T]; HX(0,1)) N C*([0,T7]; L*(0,1)). Desde que u é solugio forte do problema

(3.18), segue diretamente que u(0,-) = ug e que
u(t, ) — (a(z)uy).(t, ) + c(z)u(t,x) = f(t,z) quase sempre em Q7.

Resta mostrarmos que w satisfaz a formulagao fraca. Com efeito, seja
o € L*(0,T; H(0,1)) n C([0,T); L*(0,1)) tal que ¢; € L*(Qr) e op(t,-) = 0. Multi-

plicando a equacgao anterior por ¢ e integrando em @, segue que

// U — (a(x)uy)p + c(z)up dedt = / fedxdt. (3.21)
T Qr
Vamos analisar os dois primeiros termos separadamente. Utilizando integragao por partes,
segue que
1
// Uyl dedt = —/ uy(2)p(0, ) de — // uppy] dadt

Qr 0 Qr

e

//T(a(x)ux)zw dzdt = _//T ()i, dadt.
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3.2 Problema Hiperbolico

Substituindo as equagoes anteriores em (3.21), obtemos (3.20), o que conclui a de-
monstragao. [
Assim como no caso parabdlico, aplicaremos a teoria de semigrupo para provarmos a
existéncia e unicidade de solucoes forte e fraca. Para tanto, consideremos

D(A) = H?(0,1) x H}(0,1) e o operador A : D(A) — H!(0,1) x L*(0,1) dado por

Au,v) == (v, (a(x)uy),).

Lema 3.2. O operador —A : D(A) — H!(0,1) x L*(0,1) ¢ densamente definido e

m—acretivo.

Demonstragao: Ja sabemos que D(A) ¢ denso em H!(0,1) x L*(0,1), pois D(A) con-
tém C§°(0,1) x C§°(0,1). No que segue vamos denotar por (-,-) o produto interno de

HY(0,1) x L*(0,1). Note que
(~A(u,v), (u,0)) = (~v, ~(a(@)u,),), (u,0))
-/ ' (a(e)un)s — alayurus dr
- /0 1 () vatty — a(2)ugve dz = 0.

Logo, —A é acretivo.
A fim de mostrar que —A é m—acretivo, tomemos (f,g) € H} x L?(0,1). De modo
analogo ao feito no Lema 3.1, concluimos que existe um tnico v € H2(0,1) tal que

u— (a(z)uy), = f+g. Sendo v =u— f € H}(0,1), temos que (u,v) € D(A) e, ademais

(u,0) = A(u,v) = (u,u = f) = (v, (aua)z) = (f, 9)-

Logo —A é m—acretivo.

Teorema 3.2. Se f € L'(0,T; L*(0,1)) e Uy = (ug,u;) € H}(0,1) x L*(0, 1), entdo o pro-
blema (3.18) possui uma tnica solugao fraca u € C([0,T]; HL(0,1)) N C*([0, T]; L*(0,1)).
Além disso, existe C' > 0 tal que

tSE(l)pT](HW(t)H2 +u®)[ia) < Cllluolly o + lluall® + 1F12s 0,722 (0.1)))- (3.22)
€10,

Ademais, se f € H'(0,T;L*(0,1)) e Uy = (ug,uy) € H2(0,1) x H:(0,1), entdo o
problema (3.18) possui uma unica solugao forte

u € O([0,T]; Hy(0,1)) N CH([0, T]; Ha(0,1)) N C*([0, T; L*(0, 1))
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3.2 Problema Hiperbolico

e existe uma constante C' > 0 tal que

S (eI + w0 + u®)10) < Clluoll30 + Nuallf o + 1 1 0:0201)) (3:23)
€|0,

Demonstragao: Como sempre, designaremos uma constante positiva genérica por C. O
Lema 3.2 e a Teorema de Hille-Yosida—Phillips garantem que A é gerador infinitesimal
de um semigrupo de contragoes.

Considere agora o operador linear B : H}(0,1) x L*(0,1) — H}(0,1) x L*(0,1) dado
por

B(u,v) = (0, —c(z)u).
Note que B ¢ limitado, pois
1
B o) = 0, ~cwpn)|* = [ | = cla)uf* da
0
1
< C/O [ul? dv < Cluli o + [|v]I* < Cll(u, 0) 20,1y x 22001

Dai, do Teorema 1.6, —A — B também é gerador infinitesimal de um semigrupo de con-

tragao {S(¢)}+=0. Dessa forma, a formula de Duhamel
t
U(t) = St)Uy +/ S(t—s)F(s)ds,
0
em que F' = (0, f) define uma solugdo generalizada para o problema

U'(t) + (—A — B)U(t) = F(t) (3.24)

Etapa 1 - Solugao Fraca: Considere Uy € H!(0,1) x L?*(0,1). Tomemos sequéncias
(Uon) € C5°(0,1) x C5°(0,1) e (Fy,) € C(0,T; H2(0,1) x HL(0,1)) tais que Uy, — Uy em
H(0,1) x L*(0,1) e F,, = F em L*(0,T; H:(0,1) x L*(0,1)). Pela Proposigao 1.7 temos
que

Un(t) := S(t)Uon + /t S(t—s)F,(s)ds

define uma solucao cléssica para o problema

U, € CH[0,T]; H}(0,1) x L*(0,1)) N C([0, T]; H2(0,1) x HX(0, 1)),

§ (Un)e(t) + (—A = BYU,(t) = Fyo(t), (3.25)

\
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Além disso, pelo Lema 1.5, existe uma constante C' > 0 tal que

10l o iz oxztoay < € (I0onsonyezz oy + 1EalEsommonxzon ) -

Desacoplando o sistema (3.25), deduzimos que u, é uma solugao cléassica para o

seguinte problema

(

u, € C*([0,T]; L2(0, 1)) N C*([0, T]; Hy (0, 1)) N C([0, TT; H2(0, 1)),
(un)e(t) = (a(@) (un)s)s () + c(x)un(t) = fult), (3.26)

Un(0) = won, (un)e(0) = ugy.

\

Além disso, existe uma constante C' > 0 tal que

Sup (Hun)e @I + lun (Ol 0) < Clluonlia + lwaall* + 1 falTroriz0ny)- (3:27)

€10,

Pela linearidade do sistema (3.26), temos que vy, := U, — u,, satisfaz
tSBI;](H(Unm)t(t)HQ"'|Unm<t)|ia) < C(|U0n_u0m|ia+”uln—u1m“2+||fn_me%l(O,T;L?(O,l)))'
€10,

Como ug, — upem H(0,1), uy, — ug em L*(0,1) e f, — fem L'(0,T; L*(0,1)), se-
gue da ultima estimativa que as sequéncias (u,), ((u,);) s@o de Cauchy em
C([0,T); H}(0,1)) e C([0,T];L*(0,1)), respectivamente. Dessa forma, existem
u e C([0,T]; H(0,1)) e v € C([0,T]; L*(0,1)) tal que u, — u em C([0,T]; HL(0,1))
e (up); — v em C([0,T]; L*(0,1)).

Agora vamos mostrar que v = wu;. De fato, de u, — u em C([0,T]; H}(0,1))
deduzimos que, passando a uma subsequéncia se necessario, vale u,(t,z) — u(t, ) quase
sempre em @Qr. Dai, no sentido das distribuigoes, temos (u,):(t,z) — w(t, ) quase
sempre em Q7. Por outro lado, de (uy,); — v em C([0,T]; L*(0,1)), também deduzimos
que, passando a uma subsequéncia se necessario, vale (uy,):(t,z) — v(t,z) quase sempre
em Q7. Pela unicidade do limite obtemos v = ;.

Concluimos que v € C'([0,T]; L?(0,1)) N C([0,T]; H}(0,1)). Ademais, passando o
limite em (3.27) deduzimos que

S (e @I + [u®)]i0) < Clluoli o + luall® + 1L 07:220)- (3.28)
€10,

Resta verificarmos que u(0) = ug e que u satisfaz a formulacao fraca (3.20). A pri-
meira afirmagdo ¢ uma consequéncia de wu, — w em C([0,T]; H}(0,1)), pois

un(0) = upp — uo.
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3.2 Problema Hiperbolico

Para a segunda afirmagao considere ¢ € L*(0,7T; H!(0,1)) N C([0,T7]; L*(0,1)) sa-
tisfazendo ¢; € L*(Qr) e ¢(T,-) = 0. Multiplicando (3.26) por ¢, integrando em Qr e

usando integracao por partes obtemos

//ﬁ—%M%+M%M%+wwWMﬁi[wmwmeWj/%ﬁwwﬁ-6%)

Como u,, — uem C([0,T]; H}(0,1)) e (u,)s — us em C([0,T]; L*(0,1)), podemos deduzir
(3.20) simplesmente passando o limite em (3.29).

A fim de verificar a wunicidade de solucao fraca, suponha que wu,
v € C([0,T); H}(0,1)) N C'([0,T]; L*(0,1)) sao solugdes fracas de (3.18) e considere
w = u — v. Dessa forma w € C([0,T]; H}(0,1)) N C*([0,T]; L?*(0,1)) ¢ solugao fraca
do problema

(

Wi — (a(2)wz)s + c(z)w = 0, (t,x) € Qr,
w(t,0) = w(t,1) =0, se 0 < K < 1,
te(0,7),
a(x)w,(t,0) =w(t,1) =0, se ]l < K <2,
(w(0,2) =0, w(0,z) =0, z € (0,1).

Assim, w satisfaz a estimativa de energia com wy = w; =0 e f =0, ou seja,
t:g%(!\wt(ﬂlf +lw(t)]i,) <0.

Donde segue que w = 0, o que implica que u = v e conclui a unicidade de solugao fraca.

Etapa 2 - Solugao Forte: Considere agora Uy = (ug,u;) € H2(0,1) x H(0,1)

e tomemos sequéncias (Up,) = (uon,un) € C(0,1) x C§°(0,1) e

(E,) = (0, f,) € CY0,T; H2(0,1) x H(0,1)) tais que Up, — Uy em H2(0,1) x H!(0,1)

e F, » Fem H'(0,T; H}(0,1) x L?(0,1)). Pela Proposi¢ao 1.7 temos que

Un(t) = S(t)Upn + / S - 5)F,(s) ds

define uma solucao cléssica para o problema

;

U, € CY([0,T]); HM0,1) x L2(0,1)) N C([0, T]; H2(0,1) x H(0,1)),

(Un)i(t) + (—A — B)U,(t) = F,(t), (3.30)

\
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Desacoplando o sistema, deduzimos que u,, ¢ uma solugao cléssica para o seguinte

problema

(

u, € C*([0,T]; L*(0,1)) nC*([0, T]; Hy(0,1)) N C([0, T]; Hz(0, 1)),
(un) e (t) = (a(2) (un) ) (t) + c(@)un(t) = fult), (3.31)

Un(0) = uon, (un)e(0) = Ugy.

\

Agora definindo wy,,, = u, — Uy, segue que Wy, (0) = uon — Uom, (Wpm )i (0) = wyy — Uty €
(W )1t (1) — (Wpmz )2 (t) + W (t) = fu(t) — f(t) Yt € ]0,T). (3.32)

Pelo que vimos na Etapa 1, temos que existe uma constante C' > 0 tal que

S[%I;] [H(wnm)t(t>||2 + |wnm(t)|ia] <C <|u0n - uOmﬁ,a + [Ju1n — u1m||2 + [ fr — me%Q(QT)) '
telo,

Usando as imersoes dos espacos de Sobolev com peso, chegamos a

S, [ Cwnm)e B + wnm (D)1 ] < C (lton = toml50 + [tan = tamli,
€0,

+an - fm”%i%o,T;L%O,l))) . (333)

De  forma  analoga & Etapa 1 deduzimos a  existéncia de
u € C([0,T]; HY(0,1)) n C*([0,T); L*(0,1)) tal que u, — w em C([0,T]; H}(0,1)) e
(tn): — ug em C([0,T]; L?(0,1)).

Derivando (3.32) em relagao a t, em seguida multiplicando por (wy, )y e por fim
integrando em (0, 1), deduzimos que, para todo t € [0, 7], vale

1d 1d

310 O + 5 10O+ [ (O )0)

= [ 00 = £ wam)ett)

Dai, usando (3.33),

i[H(wnm)tt(t)\l2+I(wnm)t(t)\?,a} < HCHOO/O (W )e (8) (Wnm )1 (t) ez

dt
+—Aamw—mwxwwawm
< CUlwm O + [ @am)a O + 116  FLOIP)
< Ol + | (@) ®F ) + € ([[ton — om0

Furn — wimlT o+ o — fmlﬁil(O,T;L?(O,l))
1
+/Xﬁ@—ﬂﬁ»M)
0

o7



3.2 Problema Hiperbolico

Aplicando a Desigualdade de Gronwall, chegamos a

1 (wnm)es I + 1) ()10 < C (1 (wnm) et (O] + [ (wnm)e(0)]7 ) (3.34)

t
+0/me—um@@ﬁ
0

t
+/ (‘uln ulm’la + [ fr — fm”?fl(O,T;L2(O,1))> dt

/ / " (t)) dx dt

Cl[ (wnm )e(0 )H2 +C (HuOn uOm”%,a

+ = Wiml? o + [ — fm||§,1(07T;L2(0,1))) . (3.35)

N

Por outro lado, usando (3.33), temos que

H(wnm)tt(o)uz [ (aWnmae)2(0) = cwnm(0) + f1.(0) — fm(0>H2
C ([[won = omll3,q + 1wnm (0)]1* + 11 £(0) = £ (0)]1%)

C (lluon = wom 30 + It = im0 + 1 = Sonlis0:z:22017 )

+C(fn(0) = fin(0)).

N

N

Usando agora a imersao H'(0,7; L*(0,1)) < C([0,1]; L?(0,1)), deduzimos que

H(wnm>tt(0>”2 = C (HUOn - uOm”%,a + |urn — ulmﬁ,a + | — me%Il(O,T;LZ(O,l))) :

Voltando para (3.34) concluimos que
ts[%l;] (||(wnm)tt(t)|’2 + |(wnm)t<t>|%,a) < C (HuOn - UOmH;a + [un — ulmﬁ,a
€0,

+||fn - fm”?’-[l(o7T;L2(071))> . (336)

Desde que o lado direito de (3.36) tende a zero quando n,m — oo, segue que ((un)i)
e ((un)¢) sdo de Cauchy em C([0,T7]; L?(0,1)) e em C([0,T]; H}(0,1)) respectivamente.
Consequentemente, existem v; € C([0,T]; L*(0,1)) e va € C([0,T]; H1(0,1)) tais que
() — v1 em C([0,T]; L*(0,1)) e (un)¢ — v2 em C([0,T]; H}(0,1)).

Mostremos agora que v; = uy € que vy = u;. Desde que u,, — wem C([0,T]; H}(0,1)),
temos que, passando a uma subsequéncia se necessario, vale u,(t, ) — u(t, z) quase sem-
pre em Q7. Assim, no sentido das distribuigoes, (uy,)¢(t,z) — u:(t,z) quase sempre em
Q7. Por outro lado, como (u,); — v2 em C([0,T]; H}(0,1)), passando a uma subsequén-

cia se necessario, vale (u,):(t,z) — wva(t,z) quase sempre em Q7. Segue da unicidade
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3.2 Problema Hiperbolico

do limite que ve = u;. Fazendo um processo anélogo utilizando que (u,); — wu; em
C([0,T]; L*(0,1)) deduzimos que vy = uy.

Dessa forma, obtemos u € C*([0,T]; HL(0,1)) N C?([0,T]; L*(0,1)). Por outro lado,
de (3.32) deduzimos que (a(z)(u,),). ¢ de Cauchy em C([0,T7]; L*(0,1)). Assim, existe
vs € C([0,T]; L*(0,1)) tal que (a(z)(un)z)z — vs em C([0,T]; L*(0,1)).

Agora observe que vy = (a(x)u,),. De fato, desde de que u,, — uwem C([0,T]; H}(0,1))
temos v/a(uy): — v/au, em C([0,T]; L*(0,1)). Fazendo g, = v/a(u,). e g = \/au,, para
I ccC (0,1) temos que

up ( / wagn—ﬁgmx) < sup (( / a(x)dx)éngn—gn?) < suwp (Cllgn —gl).

te[0,7 te[0,7) te[0,7

Desde que o lado direito tende a zero, deduzimos que a(x)(u,), — a(x)u, em
C([0,T); Li,.(0,1)), donde, passando a uma subsequéncia se necessario, vale
a(uy)z(t,x) — aug(t,z) quase sempre em @Qr. Dai, no sentido das distribuicoes,
(a(un)z)z(t, ) — (auy).(t, z) quase sempre em Q. Por outro lado, (a(z)(uy)z). — v3 em
C([0,T]; L*(0,1)), donde também deduzimos que, a menos de subsequéncia,
(a(x)(un)z)e(t, z) — wv3(t,z) quase sempre em Q. Pela unicidade do limite, conclui-
mos que vz = (a(z)u,),. Portanto u € C([0,T]; H2(0,1)).

Pelo que vimos na Etapa 1, u é uma solugao fraca de (3.18). Dai, usando (3.20) com

¢ € C§(Qr), obtemos

//T(Utt — (a(x)uy)s + c(x)u)p dedt = /QT fodrdt, Vo € C&(Qr).

Logo, (3.19) é consequéncia do Lema de Du-Bois-Reymond. Portanto u é solugao forte
de (3.18).
Agora, repetindo os mesmos célculos com u,, no lugar de w,,,, obtemos
S ()@ + | (un)e (@) 0 + [ua(t)]i,) < C (HuOnllg,a + il o + ||fn||§f1(o,T;Lz(o,1))> :
S )
Passando ao limite na estimativa anterior, vem
s (el + I+ 10)30) < (ol + il + 1 ooy
€ )
]
A seguir apresentamos a nog¢ao de solu¢ao muito fraca para a equacao da onda

degenerada.

29



3.2 Problema Hiperbolico

Definigao 3.6. Sejam f € L'(0,7;L*(0,1)) e (ug,us) € L*(0,1) x H,'(0,1). Dizemos
que v € C([0,T]; L*(0,1)) n C*([0,T]; H;1(0,1)) é uma solugao muito fraca (ou solug¢io
por transposi¢ao) de (3.18) se, para cada h € L'(0,T; L*(0,1)) tenhamos

J| ot =~ e Ozon + o O oo + [ Fododt (357)
T

T

em que ¢ ¢é a solugao fraca do problema retrogrado:

(

e — (a(z)ps)e +c(z)p =h (t,z) € Qr
o(t,1) =0 (0,7)
©(t,0) =0se K € (0,1) fe (0.7) (3.38)
(a(z)es)(t,0) se K € [1,2)
\g&(T, x) = (T, x) = 0. z e (0,1)

Proposigao 3.4. Seja (ug,u;) € H(0,1) x L*(0,1). Se
u € C([0,T]; H,(0,1)) N C*([0,T7; L*(0, 1))
¢ uma solugao fraca do problema (3.18), entdao u ¢ uma solugao muito fraca de (3.18).

Demonstragao: Sendo u € C([0,T]; H(0,1))NC*([0,T]; L*(0, 1)), pelas imersdes usuais
ja temos a regularidade w € C(0,7;L*0,1)) N CY([0,T); H;*(0,1)). Dado
h € L'(0,T; L*(0,1)), consideremos 6 € C([0,T]; H2(0,1)) N C*([0,T]; H}(0,1)) solugao
fraca do problema retrogrado (3.38).

Como u é solugao fraca de (3.18), vale

/ / (—wsby + aab, + c(x)0u) dudt — /O i (@)6(0, 2) di = / / fodedt.  (3.39)

Por outro lado, sendo 6 solugao fraca do problema retrégrado, vale

1
// wly dedt = —/ uo(2)0:(0, z) do — // (uh — au b, — cub) dzdt.
T 0 T

Desse modo, voltando para (3.39) temos

//Tuhdxdt:/QT f9dxdt—/01 wo(2)0:(0, 7) dw+/01 1wy (2)0(0. ) da

Das imersoes dos espagos, podemos ver os dois dltimos termos da equacao anterior

como as dualidades desejadas o que conclui a demonstracao.
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3.2 Problema Hiperbolico

Proposigao 3.5. Se f € L'(0,T;L*(0,1)) e Uy = (ug,u1) € L*(0,1) x H;*(0,1), entdo o
problema (3.18) possui uma tnica solugao muito fraca
u e C([0,T]; L*(0,1)) N CH([0,T7; H;1(0,1)). Além disso, existe C' > 0 tal que

20 (R + l®lfr00) <€ (Il oy + ool + 1o rizomy) -
€l0,
Demonstragao: Considere I' : L'(0,T; L?*(0,1)) — R dada por

I'(h) = (ui, 90(0)>H;1(0,1)xH3(0,1) — (w0, ¢¢(0)) £2(0,1) ‘|’/ fedxdt,

em que ¢ é solugao fraca do problema retrogrado (3.38).

Mostremos que I' é um funcional linear e limitado. Sejam hy, hy € L*(0,T; L?(0,1)),
b€ R ey e py as respectivas solugoes fraca de (3.38) com estes dados. Claramente
b1 + 9 € a solucado fraca de (3.38) com h = bhy + hy. Dali,

L(bhy + ha) = (u1, (b1 + ©2)(0)) o101 x 2 0,1) — (o, (b1 +92):(0)) r20,1)

+ / f(bgpl + @2)[12(0,1) dxdt
Qr
= b{u1, 01(0)) g1 0,1y x 112 (0,1) — b(t0, 16(0)) 22(0,1) + // bfor+ [ dudt
T

+ (w1, 902(0)>H;1(0,1)ng(0,1) — (0, ¢2:(0)) L2(0,1)
=bl'(hy) + ['(hy).

Logo, I' é linear. Agora, note que

IT(h)| = <U17‘P(O»H;l(o,l)ng(o,l)_(u07¢t(0>)L2(0,1)+/Q fgod:cdt‘
T
< @O peron] + o, 2 izon] + [ [ 171l dod
T T
<l onle@ha + luallle@)l + [ 1711 d

<l 0)19(0)|1a + lluolllln (O] + S IOl 2t 0722201 (3:40)
elo,
Como ¢ ¢é solugao fraca do problema (3.38), temos
et (O] + ¢ (0)[1.a + sup [[e(®)]] < CllhllLrom;c20,))-
te[0,7)
Usando esta estimativa em (3.40) segue que

T < C (lullggrom + ol + 1l orazoy ) IRliorczo),
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3.2 Problema Hiperbolico

Logo I' ¢ um funcional linear limitado e

1T < € (el oy + loll + 1 zxcoraony ) -
Lembrando que L'(0,7; L*(0,1)) = L*(0,T; L*(0,1)), pelo Teorema da Representagao
de Riesz, existe tnico u € L>=(0,T; L*(0,1)) com
lull o o.1;2200)) = IT]] < C (HU1HH;1(0,1) + [luol| + HfHLl(o,T;LQ(o,l))) (3.41)

tal que, para todo h € L*(0,T; L?(0,1) vale

[ andeat =) = o0 g — (oo + [ [ foduds
T T

Resta-nos obter as propriedades de regularidade e a estimativa de energia.

A seguir nos dedicaremos a mostrar que u; € L>=(0,T; H;1(0,1)). Para isto, defina

Wy (0, T; H0,1)) := {u € L*0,T; H(0,1));u, € L*(0,T; H}(0,1)), (0, -) = u(T,-) = 0}
e denote por W=b>(0,T;H;'(0,1)) seu dual. Note que, para qualquer
v e Wy (0,T; HA(0,1)), temos
T
[(ue, v)| = ‘—/ (u, vy) dt‘ <l Loz 00 Vel 20,7522 0,1)
0

< HUHLOO(O,T;LQ(OJ))||U||W01’1(0,T;Hg(0,1))'

De em que segue que u; € W1(0,T; H;1(0,1)) e, além disso,

well 10001071 0.1)) < Ntllzoeorir20,0)) < Cllunll 10,0y + llwoll + | fllro.riz200,0)))-

Afirmagao 3.2. Existe w € L>(0,T; H;'(0,1)) tal que u; = w!W&,l(O’T;H&(OJ))‘

Fixemos v € L'(0,7; H}(0,1)) e consideremos (v,) € W, (0,75 H:(0,1)) tal que
v, — vem LY(0,T; H}(0,1)). Seja 6, a solugao fraca do problema retrogrado (3.38) com

h = vp. Segundo [14] (Lema 4.3), podemos provar a seguinte desigualdade:

[(0): O + 1100l co.13:222 0,1)) < NVl Lt 0,758 0,1)- (3.42)

Dessa forma, a aplicagao linear L : L*(0,T; H}(0,1)) — R dada por

L(v) = nlg&(u,:, Un>W*11°°(O,T;Ha_l(0,1)),W()1’1(0,T;Hc{(0,1))
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3.2 Problema Hiperbolico

esta bem definida. De fato, dados (v,), (9,) € W' (0,T; H1(0,1)) tais que v,, 0, — v
em L'(0,7; H!(0,1)) temos que v, — v, — 0 em L'(0,7; H!(0,1)). Dai, usando (3.42),

[(ue, vn — 6">W—1a°°(O,T;Hgl(O,l)),Wol’l(O,T;Hé(O,l))’ = ‘//T W(Vnt — Upe) da dt| = |I'(0ng — Unt)|
= ‘<U17 0.(0) — én(o»H;l(o,l)xH;(o,l) — (o, 0(0) — ént(o))ﬂ(&l)
+/ f(6, — én)da;dt'
Qr
< Nl 1 (0,1) |00 (0) = B (0)[2 o + o]l 16 (0) — Bt (0)]
+ 1 f et o,7522(0,1)) - 100 — énHLOO(O,T;LQ(O,l))
< C(HUIHHa_l(O,l) + |[uoll
+ [ fllzr 0,220 1vn = OnllLro,mm2 0,1)) = 0,

isto é,

lim (us, v _ = lim (u;, v _ )
Hoo< t Un) g —oo (0T i (0,10). W2 (0TS HA0,1) fo 6 Un w100 (01517 0.)) W2 (0T (0,0)

Repetindo os mesmos calculos acima com v, no lugar de v, — v,, e passando o limite

chegamos a

IL)] < Clluall 100y + lluoll + 1l oziz200) [0l 20,73 0.2))-

Logo L € (L*(0,T; H}(0,1))) e

||L||L<>°(0,T;H;1(0,1)) < C(Hul”H;l(o,l) + lluoll + 1/l 220,722 00,1)))-
Pelo Teorema da Representacao de Riesz existe um tnico w € L*(0,T; H;'(0,1)) tal
que, para qualquer v € L*(0,T; H}(0,1)) vale
L(v) = (w, U)Loo(o7T;H;1(0,1)),L1(o,T;Hg(o,l)).

Em particular, para todo v € W, (0, T; H}(0,1)) vale

(ur, v) W20 (0,T3Hy 1 (0,1)), W (0,T5HL(0,1)) = (W, ) oo (0,751 (0,1)),L1 (0,732 (0,1))

e assim, u; = w‘Wl,l o que mostra a Afirmacao 3.2.
0

(0,73H;(0,1))’
Denotado w por u;, obtemos

||ut||L<>O(0,T;H;1(0,1)) = ||L||L<>o(o,T;H;1(0,1)) < C(Hul”H;l(o,l) + [|luoll + ||f||L1(0,T;L2(0,1)))-
(3.43)
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Combinando (3.43) e (3.41) obtemos a estimativa de energia para a solugao muito fraca.

Resta-nos provar as propriedades de regularidade, isto é,
w € C([0,T]; L*(0,1)) N € ([0, T]; H (0, 1)).

Consideremos (uon, u1,) C HL(0,1) x L?(0,1) tais que ug, — ug em L*(0,1) e
U1, — up em H;1(0,1). Seja u, € C([0,T]; H}(0,1)) N C'([0,T]; L*(0,1)) uma solugao
fraca do problema (3.18) com dados iniciais (ugy, u1,). Em particular u,, também é uma
solugao por transposicao. Dai, u — u, é uma solucao por transposicao com f = 0 e dados
iniciais (ug — ugn, 43 — u1,). Como ja provamos a estimativa de energia para solugoes por

por tranposicao, temos

[ = wnllpoo 0,722 00,1)) + [Jwe — (un)tHLOO(O,T;H ©01) S C(lluo — uonl| + [lur — U1n||H;1(o,1))-

Como ug, — ug em L*(0,1) e uy,, — wu; em H;'(0,1), temos que u, — u em
L>(0,T; L*(0,1)) e (un)¢ — ug em L>=(0,T; H;71(0,1)).
Fixado ¢ € [0,T7], tomemos (t,) C [0,7T] tal que t,, — t. Assim
[u(tn) — u@®)]] < [[utn) — un(a)ll + [[un(tn) — un @) + [lun(t) — u(@)|]

< 2”“ - unHL"O(O,T;LQ(O,l)) + ”un(tn) - un(t)H — 0,

pois u, € C([0,T]; L*(0,1)) e u, — wem L>(0,T; L*(0,1)). Logo, u € C([0,T]; L*(0,1)).
Ademais, da imersao L*(0,1) < H,1(0,1), segue que u € C([0,T]; H,;*(0,1)).

De modo anélogo ao que foi feito,

[Jue(tn) — we(t )HH Lo S [[we(tn) — (un)e(t )HH Lo+ [ (wn)e(tn) — (un)e(t )HH Lo,1)

< 2l = (un)ill oo 0,717 0,1)) F 1 (wn)e(tn) = (un)e (O] 171 0,1) = 0

pois (un)e € C([0,T7); L*(0,1)) = C([0,T1]); Hy (0, 1)) e (un )y — ue em L(0,T5 Hy (0, 1)).
Logo, u; € C([0,T)); H;1(0,1)). Portanto, u € C([0,T]; L*(0,1)) n C*([0,T]; H;*(0,1)).
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