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Resumo

Neste trabalho, utilizamos a teoria de semigrupos e o método da energia, juntamente
com argumentos de compacidade, para estabelecer a existéncia local de uma solucao e a

boa colocagao da equagao de Schrodinger semilinear com peso

i+ - Au+g(z,u) =0, em Qx 1,
u(z,t) =0, sobre 092 x I,
u(z,0) = ¢(x), para x € €Q,

onde Q C RY (N > 1) é um dominio limitado com fronteira suave ou = RY; [ C R é
um intervalo contendo a origem; e V : 2 — (0,00), g : 2 xC — C, ¢ : Q — C sao fungoes

dadas que satisfazem algumas condigoes técnicas.

Palavras-chave: Grupo de operadores unitarios; conservacao de massa; conservacao de

energia.



Abstract

In this work, we use semigroup theory and the energy method, together with com-
pactness arguments, to establish the local existence of a solution and the well-posedness

of the weighted semilinear Schrodinger equation

i+ - Au+g(z,u) =0, em Qx 1,
u(z,t) =0, sobre 092 x I,
u(z,0) = ¢(x), para x € €Q,

where Q C RY (N > 1) is a bounded domain with smooth boundary or Q = RY; I C R
is an interval containing the origin; and V' : Q@ — (0,00), g: 2 x C = C, ¢ : Q — C are

given functions that satisfy some technical conditions.

Key Words: Group of unitary operators; conservation of mass; conservation of energy.
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expoente critico de Sobolev, i.e 2* = 2N/(N — 2) quando N > 3,
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Introducao

A equagdo de Schrodinger é fundamental na mecénica quantica, pois descreve a
evolucao temporal do estado quantico de particulas microscopicas, sendo essencial para a
compreensao de fenomenos atéomicos e moleculares, além de ter profundas implicagoes em
dreas como Optica, quimica quantica e fisica de particulas [17,21,26]. Do ponto de vista

matematico, a equagao de Schrodinger
i+ Au =0, u(0) = ¢,

é um problema interessante, pois possui uma mistura de propriedades tipicas de equagoes

parabolicas e hiperbdlicas.

Nas equacoes parabdlicas, como a equagao do calor, d;u = Awu, uma das carac-
teristicas mais notaveis é a propriedade de suavizagao: independentemente da regularidade
da condigao inicial, a solugdo torna-se mais regular a medida que o tempo passa [29]. J4
a equacgao de Schrodinger nao possui essa suavizacao instantanea. No entanto, apresenta
uma versao mais fraca desse fenomeno: em determinados espacgos funcionais, a solucao
pode tornar-se mais regular ao longo do tempo. Esse efeito de suavizagao é expresso ma-
tematicamente pelas estimativas de Strichartz, ver por exemplo [9,20,28]. Por outro lado,
a equacao de Schrodinger compartilha com as equagoes hiperbdlicas, como a equagao da
onda, d?u = Au, uma propriedade fundamental: a conservagao de energia. Além disso,
devido ao fator imaginario i, a solu¢do da equagao de Schrédinger conserva a norma em

L?, propriedade conhecida como conservacio de massa

A equacao de Schrodinger nao linear é um exemplo de uma equagao diferencial par-
cial dispersiva. O termo dispersiva se refere ao fato de que ondas com diferentes frequéncias
se propagam com velocidades distintas, espalhando assim a solugao ao longo do tempo [28].
Essa caracteristica torna a equagcdo um objeto de estudo rico em fendémenos, como a boa
colocacao, blow-up e efeitos de suavizacao. Ferramentas particularmente tteis para sua
andlise sdo a teoria de semigrupos, estimativas de Strichartz, estimativas de energia e a

transformada de Fourier.



Nesta dissertacao, estamos interessados em estudar a existéncia local de uma solucao

e a boa colacao da equagao de Schrodinger semilinear com peso

i0u+ v Au+ gle,u) =0, em Qx I,
u(z,t) =0, sobre 02 x I, (1)
u(z,0) = ¢(x), para todo x € €2,

onde Q C RV (N > 1) é um dominio limitado com fronteira suave ou € = RN; TCRé
um intervalo contendo a origem; e V : 2 — (0,00), g : 2 xC — C, ¢ : Q — C sao fungoes

dadas que satisfazem algumas condigoes técnicas.

Nosso objetivo é encontrar solugoes para esse problema por meio de duas ferramentas
da andlise funcional: o argumento do ponto fixo e resultados de compacidade. Esta tltima
¢é utilizada para estudar a existéncia de solugoes por meio de métodos de energia. Tal
abordagem é uma adaptacao do método apresentado por Thierry Cazenave em Semilinear

Schrédinger Equations 9], especificamente no Capitulo 3, onde se analisa o caso V = 1.

Considerando que a equagao de Schrodinger (1) é uma equagao de evolugao, é con-

veniente reescrevé-la na forma abstrata

Ou = Au + ig(u)

onde Au = ixl/Au =iy Au, (2)
u(0) = ¢,

em que g(u) representa o operador de Nemytskii associado a fungdo g : 2 x C — C, e A
denota o operador laplaciano com peso 1/V, definido em um espaco de fungdes adequado,
sujeito as condi¢bes de contorno prescritas. Essa formulacao abstrata permite, em um
primeiro momento, aplicar a teoria de semigrupos para investigar a existéncia, unicidade

e demais propriedades das solugoes, desde que g seja, ao menos, localmente lipschitziana.

No Capitulo 1, introduzimos os espagos de Lebesgue com peso LP(£2, V'), o espago de
Sobolev com peso H{ (2, V) e seu dual topoldgico, que sera denotado por H~1(€, V). Esses
espacos fornecem a estrutura necessaria para formalizar a definicao de ,,Au, tanto como

funcdo quanto como funcional, e permitem estabelecer que o operador A é auto-adjunto.

No Capitulo 2, aplicamos o argumento de ponto fixo para desenvolver uma teo-
ria geral das equacoes de evolugao associadas a operadores anti-adjuntos em espacos de
Hilbert. Diferentemente da teoria classica de semigrupos, nesta abordagem temos que o
operador anti-adjunto gera um grupo de operadores unitarios, que atua como um grupo de
isometrias. Para ilustrar essa teoria, consideramos um caso especifico em que o operador

anti-adjunto é dado por A = i, A.



Os resultados do Capitulo 2 garantem a existéncia e unicidade de solugao para a
equacdo Schrodinger semilinear (1) sob a suposi¢ao de que a fungao g : 2 x C — C
seja lipschitziana na segunda varidvel. Essa hipotese, porém, é bastante restritiva e nao
contempla diversos casos de interesse teodrico e aplicado. Um exemplo relevante de nao
linearidade que nao satisfaz a condicao de Lipschitz, mas que aparece com frequéncia em
aplicacoes, é g(z,u) = Mu|*u, com o > 0 e A € R. A anélise desse tipo de nao linearidades
exige o uso de ferramentas mais sofisticadas, como métodos variacionais ou argumentos de
compacidade. O estudo desse cenario, mais delicado e tecnicamente exigente, sera tratado

no proximo capitulo.

No Capitulo 3, usamos o método da energia juntamente com alguns resultados de
compacidade, para obter uma H;-solugdo local do problema (1). Além disso, assumindo
que o problema possua unicidade de solucao, caracteristica dependente do proprio pro-

blema, demonstramos que o problema é localmente bem posto.

O método de energia é uma ferramenta fundamental na anélise de equagoes diferen-
ciais parciais de evolugao, consistindo na construgao de um funcional E(t), interpretado
como a energia associada a solu¢ao. Tal abordagem fornece estimativas a priori que per-
mitem estabelecer propriedades qualitativas da solugao, tais como existéncia, unicidade,
continuidade, regularidade e estabilidade. Em linhas gerais, a técnica consiste em tomar
o produto interno da equagdo com a prépria solugao ou com uma funcdo associada a
ela. Dessa operacao decorrem identidades ou desigualdades que refletem a estrutura ma-
tematica intrinseca da equac¢ado. A escolha apropriada do produto interno é naturalmente

determinada pela natureza do problema.

Para motivar a abordagem e, de modo informal, proceder aos calculos, suponha que
(2 seja um dominio com fronteira suave e que ¢ é um dado inicial no espago de Sobolev
com peso H} (€, V). Tomar o produto interno no espago L*(Q,V) da equagao (1) com a

solugdo u(t)(+) = u(-,t) significa multiplicar por uV" e integrar sobre €2, o que resulta em
z/ wu Vdx +/ Autu dx + / g(x,uw)uVdr =0.
Q Q Q
Aplicando integracao por partes e usando a condicao de contorno homogénea, tem-se
z/ w Vdr — / |Vul? dx +/ g(z,u)uVdx = 0.
Q Q Q
Extraindo a parte imaginaria, obtemos

/QRe(utﬂ) Vdx + /Q Im(g(z,u)u) Vdz =0,



ou equivalentemente,

1d

57 /Q lu(t)|> Vdx + /Q Im(g(x,u)u) Vdz = 0.

Suponha que g satisfaga a condigao:
Im(g(x,2)z) =0, q.t.p.z € e paratodo z € C. (3)

Entao, a solucao u satisfaz a lei de conservacao de masa:

d 2
£/§2|u(t)| Vdz = 0.

De forma equivalente,

/Q|u(t)|2de:/Q|<p|2de, vt el

Por outro lado, tomando o produto interno no espago L*(€2, V) da equagao (1) com a

fungao Oyu, obtemos
Z/Q |8tu|2Vd$—{—/QAu%d:v—l—/ﬂg(x,u)@ch =0.
Agora, olhando s6 para a parte real dessa igualdade, ficamos com
Re/ﬂAu%d:B + Re/ﬁg(az,u)@\/dx =0,

ou ainda mais,

1d a
—5 /Q |Vu(t)Pde + Re/ﬂg(x,u) JuVdr = 0.

Suponha que exista um funcional continuamente Fréchet diferenciavel GG, com derivada
G'(u)v = Re/ g(z,u)oVdx, (4)
Q
e defina o funcional de energia
W)= 5 [ [VoPdr - G()
v) = = v|*dr — G(v).
2 Ja

Entao, a solucdo u satisfaz a lei de conservagao de energia:

d
S Bu(t) = 0.

De forma equivalente,



A andlise acima mostra que, sob as hipdteses (3) e (4), qualquer solugao da equagao de

schrodinger (1) satisfaz necessariamente a leis de conservagdo de massa e energia:
lu®)llr2@v) = llellz@y)y e E(u(t)) =E(p), Vtel
Consequentemente, a identidade
IV 2@ = 2B() +2G(),

combinada com as leis de conservacao, permite reescrever a norma de u(t) no espago de

Sobolev com peso H*(2, V') como:

[l @y = )72,y + V) 720
= [lell7z@) + 2B (u(t) + 2G(u(t))
= llellZ2 @) + 2E(p) +2G (u(t))
= llellZ2 @) + IVelliz@ — 2G(0) +2G(u(t)),
ou seja,
lu()|F vy = llellEn vy — 2G(0) +2G (u(t)), Vte .

Tal expressao serd a chave para garantir a existéncia local de uma H_}-solugao forte do
problema (1), pois permite obter estimativas uniformes para as solugdes, desde que a nao

linearidade g satisfaga condigoes adequadas que garantam o controle de G(u(-)).

A estratégia para obter a existéncia de uma solu¢do do problema (1) consiste em
aproximar a nao linearidade g por uma sequéncia de funcoes g,, localmente Lipschitz e
com primitivas G,,, para as quais a teoria do Capitulo 2 é aplicavel. Assim, garantimos a

existéncia de solucoes globais u,, para a equacao de Schrodinger com peso
que verificam as leis de conservacao de massa e energia, satisfazendo em particular,

lun Ol @) = lellin @) = 2Ga(e) + 2Gn(ua(t)), Yt ER.

O passo seguinte ¢é assegurar a existéncia de um intervalo I no qual possamos obter
estimativas uniformes para as sequéncias (G, (u,)), (gn(u,)) € (u,). Com tais estimativas
em maos, é possivel aplicar um resultado classico de compacidade que garante a existéncia

de uma funcao u tal que, a menos de subsequéncia,

U (t) — u(t) em Hy(Q,V), paratodot € I,



e de uma fun¢ao f para a qual g,(u,(t)) — f(¢) em algum espago apropriado. Em seguida,

ao passar para o limite na equagdo aproximada, temos
i0u~+ vAu+ f =0, u(0) = .

Além disso, esses limites fracos, junto a condi¢ao Im(g(v)v) = 0, garantem a conservagao
da massa da fun¢ao u. Tal propriedade permite demonstrar que f = g(u), concluindo-se,

assim, que u é solugdo do problema (1).

No Capitulo 4, exploramos exemplos de nao linearidades que verificam as hipéteses
formuladas no Capitulo 3. Esses exemplos nao apenas corroboram o arcaboucgo tedrico
desenvolvido, mas também revelam alguns cenarios nos quais o problema se apresenta

bem posto, permitindo a existéncia de solugoes globais.

No Apéndice A, recordamos propriedades basicas da integracdo em espacos de

Banach, bem como os espacos de Lebesgue e de Sobolev correspondentes.

Por fim, cabe advertir ao leitor atento que esta investigagao nao contempla, de forma
sistematica, a teoria de regularidade no que diz respeito a variavel espacial. Os resulta-
dos aqui apresentados concentram-se sobretudo na existéncia de solugoes, sendo que a
unicidade é demonstrada apenas em situagoes muito particulares, sob condigoes técnicas
bastante restritivas. Além disso, ndo tratamos do caso em que Im(g(v)v) # 0 para al-
guma funcao v, como ocorre, por exemplo, quando g(u) = A|u|*u com A complexo. Tais
cenarios envolvem a perda da conservagao da massa e requerem ferramentas adicionais,
o que ultrapassa o objetivo desta dissertacao. Essas limitagoes, contudo, nao enfraque-
cem o trabalho aqui desenvolvido, mas antes delineiam trilhas promissoras para futuras

investigacoes.



Capitulo 1
Preliminares

Neste capitulo, apresentamos as defini¢oes e conceitos que serao frequentemente uti-
lizados nos proximos capitulos. Iniciamos com uma revisao das propriedades fundamentais
da teoria dos operadores adjuntos, que para um estudo mais detalhado o leitor é convi-
dado a consultar as referéncias [7,24,27]. Em seguida, abordamos os espacos de Sobolev
com peso, cujos aspectos técnicos sdo minuciosamente tratados em [19]. Finalmente, for-

malizamos a definicao do laplaciano com peso.

1.1 Operador adjunto

Embora o conceito de operador adjunto possa ser desenvolvido de forma geral em
espacos de Banach [6], nesta se¢do abordaremos sua formula¢ao em espagos de Hilbert.

Para isso, comecamos com a definicado de espaco de Hilbert.

Definicao 1.1. Um espago com produto interno complero ¢ um espacgo vetorial complexo
H, munido de uma aplicagao (,-) : H x H — C, chamada de produto interno, que, para

quaisquer u,v,w € H e A € C, satisfaz as seguintes propriedades:
(1) Au+v,w) = AMu, w) + (v, w),
(2) (u,v) = (v,u),
(3) (u,u) >0e

Quando H for completo em relacdo a norma induzida pelo produto interno, dada por

(u,u) = 0 se, e somente se, u = 0.

lull = (w,w)*?, Vue H,

dizemos que o par (H,(-,-)) é um espaco de Hilbert complezo.

Observacao 1.1. Seja (H, (+,)) um espago de Hilbert complexo. Podemos considerar H

como um espaco de Hilbert real ao tratd-lo como um espago vetorial sobre R, munido com



o produto interno real (bilinear, simétrico e definido positivo) dado por
(u,v)r := Re(u,v), Yu,ve H.

A norma induzida por este produto interno coincide com a norma original do espago
complexo, ou seja,

lull? = (u,u) = (u, u)g.

Consequentemente, propriedades que dependem da norma, como a completude, se preser-

vam ao passar da estrutura complexa para a real.
No que segue, H denotara um espago de Hilbert complexo com produto interno (-, -).
Definig¢ao 1.2. Seja A: D(A) C H — H um operador linear. Dizemos que A é:
(a) Simétrico se (Au,v) = (u, Av) para todo u,v € D(A).
(b) Dissipativo se Re(Au,u) < 0 para todo u € D(A).

(¢c) Fechado se seu gréfico,
Graf(A) .= {(u,Au) € H x H; w e D(A)},

¢ um subespacgo fechado de H x H.
(d) Densamente definido se seu dominio D(A) é denso em H.

(e) Se A é densamente definido, o operador adjunto de A, denotado por A*, é definido

por
D(A*) :={w e H; Jv € H, (Au,w) = (u,v), para todo u € D(A)}
A*w :=wv, paratodo w € D(A*).

Dizemos que A é auto-adjunto quando A* = A e anti-adjunto se A* = —A.

Observagao 1.2. Se A: D(A) C H — H ¢é um operador linear fechado, entao D(A) é

um espaco de Hilbert complexo com o produto interno
(u, v) peay :== (u,v) + (Au, Av), Vu,v € D(A), (1.1)
cuja norma induzida é
) N 1/2
lull oy == (lull® + [ Aul®) ", Vu € D(A). (1.2)

Doravante, D(A) sera sempre considerado com essa estrutura de espaco de Hilbert.

O operador adjunto possui diversas propriedades, entre as quais destacamos:
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Lema 1.1. Seja A: D(A) C H — H um operador linear densamente definido. Entao

(a) A* € linear e fechado;
(b)) R(A)‘ = ker(A*);
(c) MY = XA* ¢ (A+B)*=A"+B*, onde \cC e Be L(H);
(d) Se A ¢é injetivo e R(A) denso em H, entio A* é invertivel e (A*)~1 = (A~1)*;
(e) Se A € fechado e dissipativo, com A* também dissipativo, entao R(I — A) = H;
(f) Se A € fechado, entao A* é densamente definido.
Demonstragao. As demonstragoes das propriedades (a)-(d) podem ser encontradas em [27,

Proposigao 1.6 e Teorema 1.8]. Para provar (e), observe que I — A é densamente definido

e portanto, de acordo com (b), temos
R(I — A)* =ker((I — A)*) = {u € D(A*) : A*u =u}.
Como A* é dissipativo, o conjunto acima contém apenas o vetor nulo, pois
Vu € ker((I — A)*) = ||ul|* = (u,u) = Re(u,u) = Re(A*u,u) <0 = u=0.

Assim, pelo Teorema da Soma Direta em espagos de Hilbert [6, Teorema 5.2.5], obtemos

H=R( - A).

Para concluir a prova, basta mostrar que R(I — A) é fechado. Para isso, seja (u,) C D(A)

uma sequéncia e v € H tal que v, = u,, — Au,, — v. Pela dissipatividade de A, obtém-se

an - Um||2 = H(un — Up) — A(un - um)”2
= [Jun — um||2 — 2Re(A(un — Um), Un — Up) + [ AU, — um)||2
> ||y — um||2 + | A(un — Um)||2

> [Jun — um”z-
Consequentemente,
|, — Um|| < ||vn — Ul = 0 quando n,m — oo,

o que mostra que (u,) é uma sequéncia de Cauchy em H e, portanto, converge para algum
u € H. Logo,

U, > u e Au, =1u, — v, —> u—2.

Por fim, como A é fechado, isso implica que u € D(A) e u—v = Au, ou seja, v € R(I — A),

concluindo a demonstracao de (e).



Para justificar (f), suponhamos, por contradigdo, que D(A*) nao seja denso em H.
Nesse caso, pelo Teorema da Soma Direta, D(A*)+ é ndo trivial, ou seja, existe um vetor

a € H nao nulo tal que
(a,v) =0, Yve D(A"). (1.3)

Como A é um operador linear e fechado, seu grafico é um subespaco fechado de H x H.
Além disso, o ponto (0,a) nao pertence a Graf(A), pois a # 0. Assim, pelo Teorema de
Separagao Geométrica de Hahn-Banach em espagos complexos [25, Teorema 3.5], existe

um funcional ¢ € L(H x H,C) tal que
©(0,a) #0 e o(u, Au) =0, VYue D(A). (1.4)

Por sua vez, pelo Teorema da Representacao de Riesz [6, Teorema 5.5.2], tal funcional ¢

pode ser expresso por meio de dois vetores vy, vy € H como
p(z,y) = o(2,0) +9(0,y) = (z,01) = (y,v2), Vr,yeH.
Logo, (1.4) equivale a
(a,v3) #0 e (Au,v) = (u,v1), Yu € D(A).

A segunda relacao implica, pela definigado do operador adjunto, que vy € D(A*) e, assim,

por (1.3), obtemos (a,vy) = 0, 0 que é uma contradigao. O

Em virtude do item (c) da proposi¢do anterior, é imediato concluir que, caso iA
seja auto-adjunto, A é anti-adjunto, e vice-versa. O proximo resultado oferece condigoes

suficientes para que um operador simétrico seja auto-adjunto.

Lema 1.2 [27, Proposicao 3.11]. Seja A: D(A) C H — H um operador linear simétrico,
onde H é um espago de Hilbert complexo. Se existe A € C tal que R(A — X)) = H e que
R(A — XI) seja denso em H, entdo A é auto-adjunto.

Um caso particular relevante da teoria de operadores adjuntos ocorre quando se
consideram operadores lineares limitados definidos em todo o espago H. De acordo com
[24, Teoremas 6.1 e 6.10], para todo operador S € L(H) existe um tnico operador linear

e limitado S* : H — H, denominado operador adjunto de S, tal que
(Su,0) = (,5%), VuweH e |57 =]8]. (1.5)

Como consequéncia imediata da igualdade de normas entre um operador e seu adjunto,

obtemos o seguinte critério de convergéncia:

Sp,— S em L(H) se,esomentese, S:—S* em L(H). (1.6)
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Dentre os operadores lineares limitados, destacam-se os que preservam a norma pontual-
mente e o produto interno, conhecidos como isometrias. Dentro dessa classe, os operadores
unitdrios tém uma importancia particular. Um operador S € L(H) é chamado unitdrio
se satisfaz a condicao

S*S =85 =1.

Em virtude dessa defini¢do, todo operador unitario é, por conseguinte, invertivel e seu
inverso coincide com o adjunto. Além disso, sao isometrias, como pode ser verificado pela
relacao

(Su, Sv) = (u, S*Sv) = (u,v), Yu,v € H.

Desta forma, a norma de um operador unitario é 1. Adicionalmente, toda isometria linear

e sobrejetiva é um operador unitario, conforme demonstrado em [24, Teorema 6.30].

1.2 Espacos funcionais

Nesta secao, apresentamos os espacos de fungoes que serao utilizados durante este
trabalho. Daqui em diante, assumiremos que  C RY (N > 1) é um dominio limitado
com fronteira suave ou 2 = RV, e que V : Q@ — R é uma funcdo, chamada de peso, que

satisfaz as seguintes condigoes:

V1 V € continua;
V2 V é limitada inferiormente, com infq V =: Vi > 0.

Nessas condigoes, podemos concluir a partir de [4, Corolarios 4.9 e 4.11] que a aplica¢ao
u(E) = / Vdzx, para todo conjunto Lebesgue mensuravel E C (2, (1.7)
E

define uma medida absolutamente continua com respeito a medida de Lebesgue. Além
disso, a continuidade de V' garante que essa medida atribui valor finito a todo conjunto
compacto contido em 2. Como é possivel cobrir 2 por uma sequéncia crescente de con-
juntos compactos, conclui-se que a medida p é o-finita.

A partir da medida u, para cada 1 < p < oo, definimos o espaco de Lebesque com
peso LP(S), V) como sendo o espaco de Lebesgue LP(£2, ) sobre o corpo dos ntmeros
complexos. De forma precisa, temos que, a menos de uma identificacao de classes de

equivaléncia,
LP(Q,V) = {u : Q — C; u é mensuravel e / |ul? Vdz < oo} :
Q
Segue de [6, Teorema 1.2.3] que LP(£2, V) é um espaco de Banach quando equipado com

1/p
1wl oy = (/Q |ul? de) .

11
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No caso p = 2, a norma ¢ induzida pelo produto interno
(u, V) 2,v) = / wv Vdzx,
Q

o que torna L?(€, V) um espago de Hilbert complexo. Além disso, a hip6tese V2 implica
que, para todo p > 1,
LP(Q,V) — LP(Q). (1.8)

A fim de caracterizar o dual topolégico de LP(Q2,V), é conveniente recordar um
resultado classico da andlise funcional [6, Teorema 4.1.2], [3, Teorema 9.42|, que fornece

uma descricao explicita do dual dos espacos de Lebesgue.

Lema 1.3. Sejam 1 < p < 0o e (2, A, u) um espago de medida. Entio a correspondéncia

u s T, estabelece um isomorfismo isométrico entre L' (Q, i) e
(LP(Q, ) = {f : LP(Q, ) — C; f é C-linear e contz’nuo},
em que a relacao de dualidade € dada por
T.(v) := /qu dup, Yve LP(Q,u), ue LP(Q,u).

Neste caso, escrevemos
LP(, ) = (LP (92, 1))

Observacgao 1.3. Para u € Li”/(Q, ), o funcional T),(-) é continuo e C-linear, represen-
tando o elemento candnico do dual topolégico (LP(€2, )" associado a u. Convém notar,

entretanto, que o funcional
veLP(Q u) — / uv dp,
Q

é continuo, mas nao C-linear, e, portanto, nao é um elemento de (LP(£2, u))’.

Aplicando o lema anterior a medida u definida em (1.7), ou seja, du = Vdz, e

denotando o produto de dualidade T.,(v) por (u,v) . 1, , obtemos o seguinte resultado:

Corolario 1.1. O dual topolégico de LP(Q2, V), com p € (1,00), é isometricamente iso-
morfo a LP (Q,V), ou seja,
L7(Q,V) = (LX(Q,V))

onde o produto de dualidade € dado por
(U, V) 1 poy o= / wVdz, Yue LF(Q,V), veLP(Q,V). (1.9)
e Q
A seguir, introduzimos alguns espacos de Sobolev com peso, os quais constituem um
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caso particular da teoria desenvolvida por Kufner e Opic [19]. Comegamos introduzindo

a noc¢ao de derivada parcial fraca.

Defini¢ao 1.3. Dizemos que vy € L (Q) é a k-ésima derivada parcial fraca de primeira

ordem da fungao u € L (Q), se

/Qué?kgpdx = —/kagpd:v, Vo € C5°(92). (1.10)

Neste caso, escrevemos v, = Oyu. Caso u possua todas as derivadas parciais fracas de

primeira ordem, definimos o gradiente de u por Vu := (Oyu, . .., Onu).

A partir dessa nocao de derivada, definimos o espaco de Sobolev com peso
HY(Q,V) = {ue L(Q,V); O, ..., 0vu € LX(Q)}.

Dado que o peso V satisfaz a condi¢ao V2, segue de [19, Teorema 1.11] que H'(Q,V) ¢é

um espaco de Hilbert complexo, munido do produto interno
(u, V) 1o,y = /Q (Vu - Vo4 uvV)dz,
cuja norma induzida é dada por
| vy = (||VU||%2(Q) + HU||%2(Q,V))1/27

onde
||Vu||%2(9) ::/Q|Vu|2da:.

Além disso, como H'(Q, V) pode ser identificado isometricamente com um subespago
fechado de (L?(Q2))N x L*(Q, V), que é separdvel, segue que H' (2, V') também é separdvel.

Definimos também o espaco
HI(Q.V) = Gy e
o qual é subespaco fechado e separavel de H!(€, V). Como consequéncia de (1.8), temos
HY(Q,V)— HY(Q) e  Hy(Q,V) < Hy(Q). (1.11)
Por 1ultimo, consideramos o espago
H Y Q,V) = {f tHy (9, V) — C; f é linear e continua},
o qual é munido da norma

12wy = sup {[(f, ) - vl v € HYQV), [vllmow) <1}
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Com essa norma, H~1(2,V) é um espago de Banach complexo e, além disso, é Hilbert.
De fato, pelo Teorema da Representagdao de Riesz, para cada funcional f € H1(Q,V),

existe uma tnica fungao ¢y € H (2, V) tal que

|z vy = llosll @y, (1.12)
(f, U)H—l,Hg,V = (v, of)m@yv), YvE Hy(Q, V). (1.13)
Com isso, a aplicacao
(f,9u-1v) = (@08 my), Vfge H(QV), (1.14)
define um produto interno em H~*(Q, V), que induz a norma || - || y-1(q,1), uma vez que

Hf”%[—l(sz,\/) = HSOf”JzLﬂ(Q,V) = (f, f)H—l(Q,V)-

Finalmente, usando a notacao introduzida acima, podemos identificar L*(€2, V) como
um subespago de H~1(2, V). De fato, por resultados cléssicos da andlise funcional, a

imersao continua H}(Q,V) < L*(Q,V) e o Coroldrio 1.1 implicam que
L(Q,V) = (LX(QV)) — (Hy(Q,V)) = HH(Q,V),
onde o produto de dualidade é dado por
(1, V) oy = /qu Vdr, Yue LX(Q,V),ve H(Q,V). (1.15)

Assim,

H3(Q,V) < L*(Q, V) —= H1(Q,V), (1.16)

e, a partir de (1.15) e da desigualdade de Holder, segue-se que
[ullz-1@v) < llullz@y),  Yue LXHQ,V). (1.17)
De forma mais geral, suponha que tenhamos a imersao continua
HY(Q,V) — LP(Q,V), para algum p € (1,00).

Entao
LP(Q,V) — HYQ, V), (1.18)

onde o produto de dualidade é dado por

(W, V) g1 g1y = (V) oy = /qu Vdz, Yue LV (Q,V),ve H(Q,V). (119
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1.3 Operador laplaciano com peso

Nesta secao, o operador laplaciano com peso, denotado por A, é apresentado sob
duas perspectivas. A primeira o define como um operador linear que associa a cada ele-
mento de um subespaco de L?(2, V') uma fung¢do no mesmo espaco, isto é, ,Au € L*(Q, V).
A segunda perspectiva considera ,,Au como um elemento do espago dual H~(2, V), ou
seja, como um funcional linear e continuo. Para tanto, iniciamos relembrando a seguinte

nocao de laplaciano.

Defini¢ao 1.4. Sejam u,v € L] (). Dizemos que v ¢ o laplaciano de u, e o denotamos

por Au, se
/ vpdr = / ulApdz, Yo e CiP(Q). (1.20)
Q 0

Defini¢ao 1.5. O operador laplaciano com peso A em L*(Q,V) é o operador linear
definido por
VA D(yA) C L2(Q,V) — L2(Q,V)

D(yA) :={ue Hj(QV); Aue L*(Q,1/V)} (1.21)

A
vAu = 7u7 para todo u € D(,A).

Observagao 1.4. O operador A de fato assume valores em L?(Q,V), pois
lvAull2v) = [[Aull2@iv) < 00, Vu € D(vA).

A seguir apresentaremos duas propriedades que nos permitirdo mostrar que o ope-

rador A é simétrico e auto-adjunto.

Lema 1.4. Para cada w € D(,A) tem-se
/ Auvdr = —/ Vu-Vudr, Yve Hy(Q,V). (1.22)
Q 0

Consequentemente, A € simétrico.

Demonstrag¢ao. Suponha inicialmente que v € C§°(£2). Entao, pelas definigdes (1.20) e
(1.10), obtemos

N N
/QAuvd:E:/QuAvdx:;/Quak(ﬁkv)dx:—’;/Qﬁkuﬁkvdx:—/QVu-Vvdaz.

Suponha agora que v € H (€2, V) e, por densidade, considere uma sequéncia (v,) C C5°(9)
tal que
v, = v em L*(Q,V) e Vu, = Vo em L*(Q)". (1.23)
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Aplicando o caso anterior a cada v,, temos
/ Auv, dr = —/ Vu-Vu,dr, VneN. (1.24)
Q Q

Por outra parte, a desigualdade de Holder e os limites (1.23) garantem que

’/ Auvndx—/ Auv dx
Q Q

/Vu-andx—/Vu-Vvdx
Q Q

< Au|lz2,1/v) l[vn = v|lz2@v) = 0,

S ||VUHL2(Q) van — V’UHLQ(Q) — 0.

Dessa forma, ao passar ao limite em (1.24) quando n — oo, obtemos que u e v satisfazem

(1.22). Finalmente, a identidade (1.22) permite escrever
(vAu,v)20v) = —/QVU -Vodr = (u, vAv) 2y, Yu,v € D(vA),

o que mostra que A é simétrico. O

Lema 1.5. Para cada ¢p € H1(Q,V) e A € C com Re()\) > 1, existe u € Hi(Q, V) tal
que

(s 0) s v = /Q (V- Vo+ oV de, Yo HHQ,V).

Demonstra¢ao. Considere a forma sesquilinear
a(u,v) = /Q (Vu - Vo + oV)de, Yu,ve Hy(Q,V),
a qual é continua e coerciva, pois
a(w, )| < 1+ PDlulmenllolmey o laww)l = lulfg,.
Assim, pelo Lema de Lax—Milgram [5, Teorema 3.2], existe w € Hg (€, V) tal que
(. v) g1 gy = alv,w), Yue Hy (V).
Portanto, basta tomar u = w. ([l

Teorema 1.1. O operador A ¢é auto-adjunto.

Demonstragdo. Seja A um nimero complexo com Re(A\) > 1. Dado qualquer f € L*(Q,V),

o Lema 1.5 garante a existéncia de uma funcao u € Hj (€, V) tal que
—/ OV da = (1, 0) o gy = / (V- Vo + V) de, Yoe C2(Q).
Q o Q
Assim,
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/(f+vamdm:—i/thVde:i/uAvda Yo € C2(Q).
Q Q Q
Isso implica que o laplaciano da funcao u existe e que

Au=(f+ )V € L*(Q,1/V).

Consequentemente, u € D(,A) e satisfaz (A —A)u = f, o que implica f € R(,A—\I).
De modo analogo, ao substituir A por seu conjugado, obtemos novamente f € R(, A—\I).

Como f foi arbitrario, concluimos que
R(yA = X) = R(,A — \I) = L*(Q,V).
Por fim, como A é simétrico, segue do Lema 1.2 que A é auto-adjunto. O

Definiremos a seguir o operador laplaciano com peso no espago H'(Q,V). Para
isso, observe que o Lema 1.4 nos permite interpretar ,Au como um funcional linear e
continuo, isto é, como um elemento de H~1(Q, V). De fato, seja u € D(,A) e, note que,
por defini¢ao, vAu € L*(Q, V). Entao, pelas identidades (1.15) e (1.22),

(VAu,v)H,%Hé’V = /Q‘,Auv‘/dx = /QAuvdx = —/QVu~Vvdx,

para todo v € H}(Q, V). Observe-se que a expressio no lado direito da igualdade acima
permanece bem definida mesmo quando u esteja em H{ (€2, V). Tal fato motiva o a seguinte

definicao:

Defini¢ao 1.6. Seja u € HI(Q, V). O laplaciano com peso da funcio u é o funcional
vAu : H} (Q, V) — C definido por

@Auwh%{%ymz—iéVm-Vvda Vo € HY(Q, V). (1.25)

Claramente, A define um funcional linear e continuo, ou seja, Au € H-1(Q, V).

Além disso, ao aplicar a desigualdade de Holder em (1.25), obtemos
VAU -1 vy < IVullr2@), Yue€ H}(Q,V). (1.26)
Consequentemente, fica bem definido o operador linear

D(yA):=H}(Q, V) Cc H(Q,V)
VA D(A) = HHQ, V) (1.27)
vA(u) == yAu, para todo u € D(,A).
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Lema 1.6. Para quaisquer u,v € H}(Q,V), tem-se

(VAU, U)Hfl(QJ/) = (u, VAU)Hfl(QJ/) = (u, U)Hfl(Q’V) - (U, U)LQ(Q,V)u (128)
”VAUH?{*(Q,V) = ||VU||%2(Q) - ||u||%2(Q,V) + HuH%{*l(Q,V)' (1.29)
Em particular, vA é simétrico.
Demonstracdo. Somando e subtraindo a funcao u na primeira componente, temos
(VAU V) g1y = (VAU — u,v) g1y + (U, V) g-10,v)-

Logo, ao aplicar a defini¢do do produto interno (1.14), obtemos

(vAu,v)g-10,v) = (v, Oy Au—u)HL Q) T (U V) H-1(0,1)- (1.30)

Pelos mesmos argumentos, também se tem

(U, VAU)H%(Q,V) = (@VAu—v, SOu)Hl(Q,V) + (U,U)Hfl(Q,Vy (1-31)
Observe agora que, de acordo com (1.13), para todo w € H{ (2, V), tem-se

(w, SOVAu—u)Hl(Q,V) = <vAU — u, w)H—l,Hol,V

:_/ (Vu - Vw 4+ uwV) dz
Q

= (UJ, —'L_I,)HI(QJ/).

Isso nos permite concluir que ¢, Ay—y = —%. De modo analogo, obtém-se ¢, Ay = —0.
Consequentemente,

(9o, SOVAufu)Hl(Q,V) = (v, —ﬂ)Hl(Q,V)

- _(ﬂa ()OU>H1(Q,V)

(04 Av—vs Pu) (V) = — (U, Qu)
= —(u, @>H*1,H§,V
= —(u,v)2,v)-
Por fim, combinando essas expressdes com (1.30) e (1.31), obtemos (1.28).

Para demonstrar (1.29), note que, pelos calculos acima, temos em particular

(QOVAu—ua spu)Hl(Q,V) = _HUH%,?(Q,V)
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Assim,

v Aulf- vy = lu+ (vAu — w31,
= HUH?{—l(Q,V) + 2Re(u, vAu — u)g-1(,v) + [lvAu — u”%{—l(ﬂ,v)
= HUH?{—l(Q,V) + 2Re(py Au-us %)Hl(ﬂ,V) + H(:OVAU*UH%P(Q,V)
= llullf-1 ) = 2llullz2@vy + | = @l E o
= “uH?{*l(Q,V) - 2”“”%2(9,‘/) + ||UH§11(Q,V)

= ||u||§{*1(Q,V) - ||u||%2(Q,V) + ||VU||%2(Q)7

o que finaliza a demonstracao. 0J

Teorema 1.2. O operador A ¢é auto-adjunto.

Demonstracdo. Pelo Lema 1.6 sabemos que ;A é simétrico. Por outro lado, fixado um
nimero complexo A com Re(\) > 1. Para qualquer funcional ¢ € H (2, V), o Lema 1.5
garante a existéncia de uma funcio u € HJ (€, V) tal que, para todo v € H}(Q,V),

(=) g1 my = /Q(Vu Vot duwV)dr = (—vAu+ Au,v) g1 gy

Isso implica que ¥ = (A — Al )u e, portanto, ¥ € R(,,A — AI). De forma anéloga, obtém-
se 0 mesmo resultado ao substituir A por seu conjugado. Como ) é arbitrario, concluimos
que

R(yA — M) = R(,A— X)) = HQ, V).

Com isso, o Lema 1.2 implica que A é auto-adjunto. O
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Capitulo 2
Teoria de Semigrupo

A teoria de semigrupo constitui uma ferramenta poderosa e eficaz na resolucao de
equacoes de evolucgao, sendo aplicavel a uma ampla classe de problemas de valor inicial e
de valor de contorno, tanto lineares quando nao lineares. Neste capitulo, abordamos essa
teoria com énfase em sua aplicacao a equac¢ao de Schrodinger. Para leitura complementar,
recomendamos as referéncias [9,10, 14, 23, 29].

Ao longo deste capitulo, salvo indicagdo em contrario, assumiremos que H é um

espaco de Hilbert complexo e A um operador linear definido em H com dominio D(A).

2.1 Semigrupos e grupos de operadores limitados

Uma familia {S(¢)};>0 de operadores lineares limitados em H ¢ dita ser um Cp-

semigrupo de operadores limitados se satisfaz as seguintes propriedades:
(1) S(0) =1
(2) S(t+s)=S(t)S(s), para todo t,s > 0;
(3) Para cada u € H, S(t)u — u quando t — 0.

Se, adicionalmente, ||S(¢)|| < 1 para todo ¢t > 0, o semigrupo é denominado de contragdo.

O gerador infinitesimal do semigrupo {S(t)}+>¢ é o operador A : D(A) — H definido por

h—0t+

D(A) = {u € H; lim S(h)hu—u existe}

Ay — lig SPu—u

h—0+ h

. u€ D(A).
Claramente, o gerador infinitesimal é tinico e linear.

Lema 2.1 [23, Corolario 2.3 e Teorema 2.4|. Se A é o gerador infinitesimal do Cy-
semigrupo {S(t) }+>0, entao, para todo v € H,

S(yu € C([0, 00), H).
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Além disso, para todo ¢ € D(A), u(t) = S(t)p € a dnica solu¢ao do problema

u € C([0,00), D(A)) N C([0,00), H)
u'(t) = Au(t), para todot >0
u(0) = .
O teorema a seguir fornece condigoes suficientes e necessarias para que um operador
linear seja o gerador infinitesimal de um semigrupo de contracao. Antes de enuncié-lo,

recordemos que o conjunto resolvente p(A) de A é o conjunto de todos os ntimeros com-

plexos A para os quais o operador AI — A é invertivel, e cujo inverso, o operador resolvente
R(\, A) = (M — A)~L, é linear e limitado em H.

Teorema 2.1 (Hille-Yosida, [23, Teorema 3.1]). Um operador linear A é o gerador infini-

tesimal de um Cy-semigrupo de contracdo se, e somente se, satisfaz as sequintes condi¢oes:

(1) A € fechado;
(2) A é densamente definido em H;
(3) O resolvente p(A) contém a (0,00) e para cada X > 0, tem-se || R(\, A)|| < 1/A.

Neste caso, o Cy-semigrupo de contracao gerado por A é dado por

S(t)u = lim e™u, Vu € H,

A—00

onde Ay € a aproximacdo de Yosida de A, ou seja,
Ay = MAR(N A) = N2R(\, A) — AL

Teorema 2.2 (Lumer-Phillips, [23, Teorema 4.3]). Seja A um operador linear satisfazendo
as sequintes condigoes:
(1) A é densamente definido em H;

(2) A é dissipativo,
(3) Existe A > 0 tal que R(AN — A) = H.

Entao, A é o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo de contragdo em H.

Uma familia {T'(¢) };er de operadores lineares limitados em H ¢ dita ser um Cy-grupo

de operadores limitados se satisfaz as seguintes propriedades:

(1) T(0) = I;
(2) T(t+s) =T(t)T(s), para todo t, s € R;

(3) Para cada w € H, T(t)u — u quando t — 0.
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Se, adicionalmente, cada T'(t) for um operador unitario, entao a familia {7'(¢) };cr ¢ cha-
mada de grupo de operadores unitdrios. O gerador infinitesimal do grupo {T(t)}er é 0

operador A : D(A) — H definido por

T(h)u —
D(A) := {u € H; lim Thu = u existe}
h—0 h

T(h)u—u
—

Evidentemente, o gerador infinitesimal é tinico e linear.

Avu = lim
h—0

Observacao 2.1. (i) Os axiomas (1) e (2) implicam que cada operador T'(t) é um
isomorfismo topoldgico, com inverso dado por T'(t)~! = T'(—t).

(ii) De acordo com os resultados vistos na Segdo 1.1, os elementos de um grupo de

operadores unitérios {7'(¢) };cr s@o, em particular, isometrias e portanto

T =1, (TOw,T(t)) = (w,v) e |TEu] = ||ull, Yu,v€ H, t€R.

(iii) Pelas defini¢oes, fica claro que, se A é o gerador infinitesimal de um Cy-grupo de
operadores unitarios, entao as familias {T'(¢)}i>0 € {T'(—t)}i>0 sdo Co-semigrupos
de contracao, com geradores infinitesimais A e — A, respectivamente. Em particular,

A é densamente definido e fechado.

Apresentamos a seguir as propriedades fundamentais de um Cy-grupo de operado-
res unitarios. Essas propriedades descrevem o comportamento continuo e diferenciavel
das trajetérias geradas pelos operadores, além de garantir um resultado importante de

convergéncia. Esses aspectos serao essenciais para o desenvolvimento tedrico que se segue.

Lema 2.2. Se A é o gerador de um Cy-grupo de operadores unitdrios {T(t) }er, entao
(a) Para cada u € H, tem-se T(-)u € C(R, H).

(b) T(tp)u, — T(t)u sempre que u, — u e t, — t.

(¢) Para cada u € D(A),

T(-)u € C(R, D(A)) N CY(R, H)

d (2.1)
gT(t)u = AT (t)u =T(t)Au, para todo t € R.
Além disso, para todo t € R,
¢
Ttu—u= | T(s)Auds (2.2)

Demonstragao. Para cada t € R fixado, temos
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T (t+ h)u—TE)u|| = |TE)(T(h)u—u)|| =||T(h)u —ul| -0 quando h — 0,

o que mostra que T'(-)u é continua em ¢, provando (a). Por outro lado, pela continuidade

de T'(-)u e da convergéncia u, — u, segue que

1T (tn)un — T (@)ul| < [T () (un — w)l] + [T (tn)u = T(@)ull
= [lun — ull + | T(En)u = T(t)ul| = 0,

o que prova o item (b). Para demonstrar (c), fixemos ¢ € R. Como u € D(A), segue da

defini¢ao de gerador infinitesimal

T(h)u —u

. — Au  quando h — 0.

Assim, pela continuidade de T'(t),

z =1T(t) (T(h)z—u) — T(t)Au quando h — 0,

o que mostra que T'(t)u € D(A) com

Como consequéncia, T'(-)u € C(R, D(A)), pois as fungées T'(-)u e T'(-)Au sado continuas.

De fato, para qualquer sequéncia t, — ¢, tem-se
1T (ta)u = T()ullpay = 1T (tn)u — T(t)ul* + |AT (t,)u — AT (t)ul|?
= [|T(tn)u — T(t)ul|* + || T(t,)Au — T(t) Au||* — 0.
Por outro lado, observando que

d L Tt+Ru—TWHu . T (T () - Tt
g = i 3 = lim ; = T(t)Au,

concluimos que T(-)u € CY(R, H), em virtude da continuidade de T'(-)Au. Finalmente,

combinando o Teorema Fundamental do Calculo A.3 com (2.1), obtemos (2.2). O

Analogamente ao Teorema de Hille-Yosida, o Teorema de Stone, enunciado abaixo,
estabelece condigOes necessarias e suficientes para que um operador linear seja o gerador

infinitesimal de um grupo de operadores unitarios.

Teorema 2.3 (Stone, [23, Teorema 10.8]). Assuma que H é um espaco de Hilbert complexo
e A um operador linear. Entdo A é o gerador infinitesimal de um Cy-grupo de operadores

unitdrios em H se, e somente se, 1A é auto-adjunto.
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Demonstracdo. Suponha que A seja o gerador infinitesimal de um Cy-grupo de operadores
unitarios {T'(t)}cr em H. Em particular, A é densamente definido, fechado e —A é o

gerador infinitesimal do Cy-semigrupo
{T(=t)}iz0 = {T7" (1) }120 = {T(t) }r0. (2.3)

Afirmacgao 1. A* é o gerador infinitesimal do Cy-semigrupo (2.3).

Para verificar essa afirmacao, aplicaremos o Teorema de Hille-Yosida para mostrar
que A* gera um Cy-semigrupo e, em seguida, provaremos que tal semigrupo coincide com
o descrito em (2.3). Inicialmente, pelo Lema 1.1-(a)-(f), sabe-se que A* é um operador
fechado e densamente definido. Por outro lado, uma vez que A é o gerador de um Cjy-
semigrupo de contrag¢ao, o Teorema de Hille-Yosida implica que, para todo A > 0, o

resolvente R(\, A) é um operador linear e limitado, com
IR, A < A7

Como R(A, A) é densamente definido, injetivo e tem imagem, D(A), densa em H, segue
do Lema 1.1-(d) que R(\, A)* é invertivel e que

*

(RO A)) = (RAA)) = (AT - A) = AT - A",

Portanto, para todo A > 0, o operador Al — A* é invertivel e
RN A") = R(NA)" € L(H).
Além disso, pela propriedade (1.5), temos
IR, A= [IR(A, A = [RO, A)|| < A7

Dessa forma, as hipéteses do Teorema de Hille-Yosida estao satisfeitas, o que implica que

A* é o gerador de um C-semigrupo contragao, dado por

S(t)u = lim ™y, Yue H, (2.4)

A—00
onde (A*), é a aproximacao de Yosida de A*. Por outro lado, como A é o gerador infini-

tesimal do Cy-semigrupo de contragao {7'(t) }+>0, podemos escrever

T(t)yu = lim e“»u, Yu € H, (2.5)

A—00

onde Ay é a aproximacao de Yosida de A. Se aplicamos a defini¢ao do operador exponencial

juntamente com a propriedade (1.6), resulta
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(etAA)* = A",
Ademais, a definicado da aproximacao de Yosida revela que
(A" = (MR(X A) = M) = NR(\, A)* = M = NR(\, A%) — A\ = (4%),.
Combinando essas duas expressoes, obtemos
(etAA)* =™ paratodot e Re X >0.
Logo, pela defini¢ao do operador adjunto (1.5), temos
(etA*u, v) = (u, et(A*)Av) , Yu,ve H, A>0.

Passando ao limite quando A — oo e usando a continuidade do produto interno, junto

com os limites (2.4) e (2.5), obtemos
(T(t)u,v) = (u, S(t)v), VYu,v e H,teR.

Assim, pela unicidade do operador adjunto, segue que S(t) = T'(¢)*, mostrando que A* é
o gerador do semigrupo descrito em (2.3), provando a afirmagao. m

Para concluir a demonstracao, observe que —A e A* sdo geradores infinitesimais
do mesmo semigrupo. Portanto, pela unicidade do gerador, segue que A* = —A, o que

implica que ¢A é auto-adjunto (ver o item (c) do Lema 1.1).

Reciprocamente, suponhamos que 1A seja auto-adjunto. Nesse caso, temos A* = —A.

Em particular, A é densamente definido, fechado, e, pela definicao do adjunto,
—(A*u,u) = (Au,u) = (u, A*u) = —(u, Au), Yu € D(A).
Consequentemente,
2Re(Au,u) = (Au,u) + (u, Au) =0 e  2Re(A%u,u) = (A"u,u) + (u, A"u) =0,

ou seja,
Re(Au,u) = Re(A™u,u) =0, Yu e D(A).

Dessa forma, os operadores A e —A, bem como seus adjuntos A* e (—A)* = —A*, sdo dis-
sipativos. Logo, o Lema 1.1-(e) garante que R(I — (+A)) = H. Portanto, tanto A quanto
— A satisfazem as hipdteses do Teorema de Lumer-Phillips, o que garante que sdo gera-
dores infinitesimais de Cy-semigrupos de contragdo, os quais denotamos por {S*(¢)};>0 €

{S7(t) }+>0, respectivamente.
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Afirmacao 2. Para todo s > 0, tem-se S™(s)ST(s) = St(s)S™(s) = I.

De fato, o caso s = 0 é trivial. Suponha entao que s > 0 e seja u € D(A) arbitrario.
Pelo Lema 2.1, a fungdo v(-) = ST(-)u é continuamente diferenciavel e satisfaz v = Av.
Definindo w(t) = v(s — t) para todo t € [0, s], temos

w'(t) = —v'(s —t) = —Av(s — t) = —Aw(t), para todo t € [0, s].
Assim, w é solu¢ao do problema de Cauchy
w'(t) = —Aw(t), para todo t € [0, 5|
{ w(0) = ST (s)u.
Como esse problema admite solu¢ao tnica, dada pelo semigrupo gerado por —A, segue
w(t) =S (t)ST(s)u, para todo t € [0, s].
Em particular, tomando ¢ = s, obtemos
S7(5)ST(s)u =w(s) =v(0) =u, Vue€ D(A).

Por fim, como D(A) é denso em H, a identidade acima implica que S™(s)S™(s) = . Um
raciocinio andlogo mostra que ST(s)S™(s) = I, o que conclui a prova da afirmagio. =
A seguir, nosso objetivo é mostrar que a familia de operadores lineares limitados
dados por
St(t), set>0

S7(—t), set<0

T(t) =

é um Cy-grupo de operadores unitarios em H, tendo A como seu gerador infinitesimal.
Para isso, comegamos observando que 7'(0) = I. Para verificar a propriedade de grupo
(2), note que os casos em que t,s > 0 e t,s < 0 sdo imediatos. J& no caso misto, quando

t>0,s<0et+s>0,aplicamos a Afirmacao 2 para obter
Tt+s)=ST(t+s)=ST(t+5)ST(=s)S (=)= ST(t)S (=s) =T(t)T(s).

Os demais casos mistos seguem por argumentos analogos. Quanto a continuidade do grupo
no ponto zero, esta decorre diretamente da continuidade dos semigrupos S* e S~ em zero.

De fato, para todo u € H, temos

lim [[7(t)u — || = lim |57 (8)u — ul| =0,

t—0t
lim | T(8)u — u| = li “(t)u — ul| = 0.
Jim [[T(t)u —ull = lim [|S™(#)u —ul| = 0
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Além disso, A é o gerador infinitesimal do Cy-grupo {7'(¢) };er, como se pode verificar

pelos limites unilaterais:

+ _
lim T(h)u —u ~ im St(h)u—u _ Au,
h—0+ h h—0+ h
lim T(h)u —u — lim ST (h)u —u — (—Au) = Au
h—0~ h h—0+ h

Por fim, para mostrar que cada operador T'(t) é unitario, basta provar que é uma isometria
sobrejetiva (veja a Se¢ao 1.1). A sobrejetividade decorre diretamente da Afirmacao 2. Ja
para provar que T'(t) é uma isometria, consideremos um vetor arbitrario u € D(A). Pelo

Lema 2.2-(c) e pelo fato de A ser anti-adjunto, temos
aclltHT(zf)uH2 = 2Re((T(t)u)', T(t)u) = 2Re(AT (t)u, T'(t)u) = 0.
Isto implica que a funcao ||T(-)ul| é constante em R, e assim
[T@)ull = [lull,  Yue D(A).

Finalmente, a densidade de D(A) em H e a continuidade de T'(¢), permitem estender essa

igualdade para todo u € H. Portanto, T'(t) é uma isometria. O

Para concluir esta secao, consideremos o seguinte problema de valor inicial associado

a equacao de evolucao abstrata linear homogénea de primeira ordem:

u'(t) = Au(t), paratodot € R
u(0) = .

(LH)

Teorema 2.4 (Problema homogéneo). Suponha que A seja o gerador infinitesimal de um
Co-grupo de operadores unitdrios {T(t)}ier. Entao, para todo dado inicial ¢ € D(A), o

problema (LH) possui uma inica solugdo cldssica
u € C(R,D(A)NCHR, H),
que € dada pela expressio u(t) = T(t)p. Além disso, para todo t € R,
lu@ll =llell e @O = Al (2.6)
Em particular, u € lipschitziana, com

[ut) —u(s)l| < |Apllt —s], Vi, s €R. (2.7)
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Demonstrag¢ao. Sabemos pelo Lema 2.2-(c) que a funcao u(t) = T'(t)p é uma soluc¢ao do
problema (LH). Para provar a unicidade, sejam wu; e us duas solugoes do problema, e seja
w = u; — Uy. Entao

w'(t) = Aw(t), paratodot e R

Pelo Teorema de Stone (Teorema 2.3), o operador A é anti-adjunto, o que implica que
d 2 I
aﬂw(t)H = 2Re(w'(t), w(t)) = 2Re(Aw(t),w(t)) =0, VteR.

Isso mostra que a fungao ||w(-)|| é constante e, portanto, ||w(t)|| = 0 para todo t € R, e a
unicidade segue. Por outro lado, (2.6) decorre do fato de que T'(t) é uma isometria e do

Lema 2.2-(c), pois

[l = IT@¢ll = llell e Nlu'@I = [Au@®)]l = [AT @)l = IT(E)Aell = [ Agll

Por fim, aplicando a Desigualdade do Valor Médio [13, Corolario 3.1], obtemos (2.7). [J

2.2 Equacoes lineares nao homogéneas

Nesta secao, estudamos a equacao de evolugao linear nao homogénea:

u'(t) = Au(t) + f(t)

(LNH)
u(0) = o,

onde I C R é um intervalo aberto ao qual o ponto 0 é aderente, f : I — H uma funcao,

¢ € H um dado inicial, e A um operador anti-adjunto no espago de Hilbert complexo H,

o qual, pelo Teorema 2.3, gera um Cy-grupo de operadores unitarios {7'(¢)}icr.
Comecamos estabelecendo a nogao de trés diferentes tipos de solucoes que serao

explorados ao longo dessa dissertacao.
Definicao 2.1. Dado ¢ € H, uma fun¢do u : I — H ¢é dita ser:
(a) Solugao classica do problema (LNH) em I com dado inicial ¢ se
uwe C(I,D(A)NCYI, H)

e satisfaz (LNH) para todo t € I.

(b) Solucgao forte do problema (LNH) em [ com dado inicial ¢ se
u € L1, D(A)NWh>(I, H)
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e satisfaz (LNH) para quase todo ¢ € I.

(c¢) Solugao generalizada do problema (LNH) em I com dado inicial ¢ se
t _
u(t) = T(t)e + / T(t — s)f(s)ds, Viel.
0

Observacao 2.2. (i) A condigao u(0) = ¢ na defini¢ao (b) estd bem posta, pois, pelo
Corolario A.4, temos W (I, H) < Cy(I, H), o que garante a continuidade de w.

(ii) Se I é limitado, entdo toda solugao classica é também solugao forte.

(iii) Para f € LL.(I, H), a solucdo generalizada existe e é continua, por ser a soma de
duas funcgoes continuas, conforme estabelecido nos Lemas 2.2 e 2.3. Além disso, é

limitada em qualquer subintervalo compacto J C I, com
lu(®)| < llell + | fllz2 (s,  para todo t € J, quando J > 0.

No que segue, para simplificar a notacao, assumiremos I fechado. Assim como ocorre
nas equagoes diferenciais ordinarias, a solucao generalizada corresponde a féormula da va-
riacao dos pardmetros, também chamada férmula de Duhamel, associada a equagao (LNH).

O préximo resultado estabelece que toda solugdo classica é uma solugao generalizada.

Teorema 2.5. Sejam f € C(I,H) e ¢ € D(A). Entao, toda solugio cldssica do pro-
blema (LNH) € também uma solucao generalizada. Em particular, o problema admite, no

mdzximo, uma solucdo cldssica.

Demonstragao. Seja u solugao classica do problema (LNH) em [. Fixado ¢t € I, definimos
a funcao
v(s) =T(t — s)u(s), paratodo s € I.

Para cada s € I,

v(s+h) —v(s) u(s+h)—u(s) T(h)—1I
h :T(t—s—h)< h — n u(s))

Aplicando o Lema 2.2-(b), que permite a passagem do limite tanto no parametro do grupo
quando nos vetores aplicados, podemos tomar o limite quando h — 0 nesta expressao, o

que resulta em
V(s) =Tt —s)(u'(s) — Au(s)) =Tt —s)f(s), Vsel.
Mas como T'(t — -)f(-) € C(I, H), o Teorema Fundamental do Célculo A.3 implica

o(t) = (0) + [ T(t = 5)f(s)ds,
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0 que, por sua vez, leva a
¢
u(t) =T(t) +/ T(t—s)f(s)ds, Vtel,
0

demonstrando que u é uma solucao generalizada. Além disso, como o lado direito da

expressao acima independe de u, a unicidade da solugao classica segue imediatamente. [

Convém destacar que as solucoes generalizadas nao sao, em geral, solucoes classicas,

mesmo quando f é continua. Para ilustrar esse caso temos o seguinte exemplo:

Exemplo 2.1. Suponha que D(A) seja um subespaco proprio denso de H. Fixado ¢ty € R
nao nulo, como 7'(¢y) ¢ bijetiva, existe um vetor u € H tal que T'(to)u ¢ D(A). Definamos
entdo f(t) := T(t)u, que é claramente continua. Assim, a solugao generalizada do problema

(LNH), com dado inicial ¢ = 0, é por defini¢ao,

u(t) =T(t)0+ /OtT(t —8)T(s)uds = /Ot T(t)uds =tT(t)u, VteR,

a qual nao é uma solugao cléssica, pois, por hipdtese temos u(ty) ¢ D(A).

O exemplo anterior evidencia que a mera continuidade de f nao basta para garantir

a existéncia de uma solugao classica. Dessa maneira, é preciso impor condi¢des adicionais

sobre f para que uma solucao generalizada possa, de fato, ser uma solugao classica. O

principal desafio para estabelecer essa equivaléncia estd em assegurar a regularidade da
funcao

F(t):= /OtT(t —35)f(s)ds = /OtT(s)f(t —s)ds, paratodot e . (2.8)

Iniciamos nosso estudo sobre as propriedades da funcao F' mostrando a sua continuidade.

Lema 2.3. Seja I C R um intervalo qualquer. Se f € Li. (I, H), entdo F é continua.

Demonstracdo. Fixado t € I, para todo h suficientemente pequeno e com sinal apropriado,

tal que t + h € I, temos
F(t+h) — F(t) = (T(h) — ) F(¢) + /fh T(t+h — 5)f(s)ds.

Assim,

—0

IF(t+h) = F@Il < I(T() = DF@) + \ [ 155 as

quando h — 0, o que garante a continuidade de F' em t. [l

O lema a seguir caracteriza a continuidade de F” pela continuidade de AF. Antes

disso, recordemos que o dominio D(A) é considerado com a topologia induzida pela norma

definida em (1.2). Deste modo, F' € C(I, D(A)) se, e somente se, F, AF € C(I, H).
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Lema 2.4. Assuma que f € C(I,H). Entao as sequintes condi¢oes sao equivalentes:
(a) F € C\I,H);
(b) FeC(I,D(A)).

Nesse caso, F' = AF + f.

Demonstracdo. Fixado t € I, temos

1 rk
~hlo

T(s)[f(t+h—s)— f(t)]ds.

Pela continuidade de f e o Teorema A.6, a segunda parcela do lado direito converge para

f(t) quando h — 0. Quanto & terceira parcela, pela estimativa

1 [k
Hh [T+ =5 = f@lds| < swp (1) = F@

TE[t;t+h]

segue que esta converge para zero quando h — 0, devido a continuidade uniforme de f

em subconjuntos compactos de I. Portanto,

T(h) -1
lim (h)

h—0 h h—0 h

Assim, a existéncia da derivada F'(t) equivale a existéncia de AF(t), com
AF() = F'(t) — £(2).

Além disso, a continuidade de F’ é equivalente & continuidade de AF, o que garante a

equivaléncia entre os itens (a) e (b). O

Teorema 2.6. Assuma que f € C(I,H). Entao, o problema (LNH) admite uma solugao
cldssica para cada dado inicial p € D(A) se, e somente se, F € C'(I, H). Nesse caso, a

solugao generalizada € a unica solugao cldssica.

Demonstragdo. Suponha que u seja uma solugao classica do problema. Entao, v € C'(I, H)

e, conforme o Teorema 2.5, pode ser escrita como
u(t) =T(t)p+ F(t), paratodotel, (2.9)

de modo que F' € C*(I, H), por ser a diferenca de fungoes da mesma classe de regularidade.

Reciprocamente, suponha que F seja de classe C'(I, H). Pelo Lema 2.4, segue que
F e C(I,D(A)) e F' = AF + f. (2.10)
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Definindo u como em (2.9), segue do Lema 2.2 e de (2.10), que u € C(I, D(A))NCY (I, H),

com u(0) = ¢ e derivada
W =AT( o+ F =AT()o+ AF+ f=Au+ f em I.

Isto mostra que o problema (LNH) admite uma solucao classica. Finalmente, a unicidade

decorre do Teorema 2.5. O

A primeira consequéncia do teorema anterior é o seguinte resultado: Caso se conhega
a priori que a solugao generalizada pertence a C(I, D(A)), entdo ela é necessariamente a

unica solucao classica do problema.

Corolario 2.1. Assuma que f € C(I,H). Uma funciao u € C(I, D(A)) € solugdo clissica

do problema (LNH) com dado inicial ¢ € D(A) se, e somente se, é solug¢io generalizada.

Demonstracao. Ja sabemos que toda a solugao classica é, em particular, uma solugao
generalizada. Para demonstrar a reciproca, suponha que v € C(I, D(A)) seja uma solugao

generalizada. Pelo Lema 2.2-(c), segue que
F=u—-T()peC(,D(A)).

Assim, pelo Lema 2.4, F € C*(I, H). Dessa forma, o Teorema 2.6 garante que u coincide

com a tnica solucao classica do problema (LNH). 0J

Coroléario 2.2. Assuma que f € C(I,H) N Li,.(I, D(A)). Entdo, para todo ¢ € D(A), o

loc

problema (LNH) admite uma dnica solugao cldssica.

Demonstra¢ao. Como f(s) € D(A) para quase todo s € I, o Lema 2.2-(c) garante que
T(t—s)f(s) € D(A) e  T(t—s)Af(s) = AT(t — 5)f(5),

para quase todo s € I e todo t € I. A integrabilidade de Af em intervalos compactos,
combinada com o fato de que A é fechado, nos permite usar o Teorema A.4 para deduzir
que

AF(t):/OtAT(t—s)f(s)ds:/OtT(t—s)Af(s)ds, Vtel,

o que mostra que AF(t) estd bem definida em I e define uma fungao continua (cf. Lema
2.3, considerando f como Af). Como F' é continua, conclui-se que F' € C(I, D(A)), e o

restante da argumentacao decorre diretamente do Lema 2.4 e do Teorema 2.6. 0

Corolério 2.3. Seja I um intervalo aberto e suponha que f € WV(I, H). Entdo, para

todo p € D(A), o problema (LNH) admite uma unica solugdo cldssica.
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Demonstracdo. Pelo Corolario A .4, temos f € C(I, H), de modo que F é continua em 1.
Fixado t € I, temos

Plt+h) = PO /OtT(S)ﬂtJrh_S})L_f(t_s)ds+T(h)(2/OhT(t—S)f($)d3>-

Note que a segunda parcela do lado direito converge para T'(t)f(0) quando h — 0, em

virtude do Lema 2.2-(b) e da convergéncia

;L/oh T(t—s)f(s)ds — T(t)f(0),

a qual decorre da continuidade de f e do Teorema A.6. Quanto a primeira parcela, o

Corolario A.5 garante que

fi+h—-)—flt—")
h

— f'(t—-) em LY(0;t),H) quando h — 0,

permitindo concluir que

/OtT(s) f(t+h_S})L_f(t_S)ds—/otT(s)f'(t—s)ds

<

L((0st),H)

ou seja, a primeira parcela converge para

/OtT(S)f/(t — s)ds = /OtT(t —5)f'(s)ds.

Combinando os resultados anteriores, obtemos que F' é derivavel em ¢, com
t
Fi(t) = [ T(t = 8)f/(s)ds + T(H)(0).
0

Como f' é integravel, a funcio F' é continua em I, e portanto F € C'(I, H). Assim, o

resultado segue como consequéncia direta do Teorema 2.6. 0

O corolario a seguir é crucial na regularizacao de solucdes generalizadas.

Corolario 2.4. Seja I un intervalo aberto limitado e f : I — H wma funcdo lipschitziana.
Entdo, para todo dado inicial ¢ € D(A), o problema (LNH) admite uma unica solugdo

classica.

Demonstracdo. Como f é lipschitziana no compacto I, f é continua e limitada. Assim,
pelo Coroldrio A.7, f € W1*°(I, H), o que implica, em particular, que f € W1i(I, H).

Com isso, o resultado decorre diretamente do Corolario 2.3. O

33



Passamos agora a examinar as condi¢oes sob as quais é possivel obter solucoes fortes.
Embora os resultados que se seguem sejam analogos aos obtidos anteriormente, a principal
diferenca reside na demonstragao de que a func¢ao F', definida em (2.8), é lipschitziana, ga-
rantindo assim que F' € W1°(I, H). Considerando I como um intervalo aberto, iniciamos

com um resultado que mostra que toda solucao forte coincide com a solugao generalizada.

Teorema 2.7. Suponha que f € L*(I,H) e ¢ € D(A). Entdo, toda solucio forte do
problema (LNH) ¢é também uma solu¢ao generalizada. Em particular, o problema admite,

no mdzrimo, uma solugao forte.

Demonstragao. Seja u solugao forte do problema (LNH) em /. Em particular, u é continua

em /. Consideremos ¢ € I e definamos
v(s) = T(t — s)u(s), para todo s € I,
de modo que v € L*>*(I, H). Para todo s,s + h € I, temos
v(s+h) —v(s) = T(t — s — h) (u(s + h) = u(s) = (T(h) = Du(s)). (2.11)

Tomando norma em ambos os lados e fazendo uso de que u € WH(I, H) e u(s) € D(A)

para quase todo s, juntamente com o Lema 2.2-(c), obtemos

[o(s +h) —o(s)]| < [luls + h) = u(s)[| + [[(T'(h) = Du(s)]]

h
< ||U/||Loo(1,H) |h| + H/O T(0)Au(s)do

< (Il z=qm + 1Au(s) ) 1B, atp.s,s+hel.
Mas como Au(s) = u/(s) — f(s) para quase todo s, segue que
fos +h) = v(s)| < (20 ety + [l ) 1bl. - Gtp. s,5+h e 1.

Sendo v uma funcao limitada e lipschitziana em quase toda parte, o Corolario A.7 implica
que v € WH(I H). Além disso, dividindo (2.11) por h e tomando o limite quando h

tende a zero, obtemos
V(s) =Tt —s)(u'(s) — Au(s)) =T(t — s)f(s), q.t.p.sel
Em consequéncia, pelo Teorema A.9, segue que
mn_vmyggT@—ﬁﬂg@,
ou ainda,
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u(t) = T(0)p + [ 70— 9)f(s)ds,

donde se conclui que u é uma solucao generalizada, e que ela é tnica. 0

Lema 2.5. Assuma que f € L>®(I,H) e seja F a funcio definida em (2.8). Entdo as

sequintes condicoes sao equivalentes:

(a) F e W'(I, H);
(b) F e L>(I,D(A)).

Neste caso, F'(t) = AF(t) + f(t) para quase todo t € I.
Demonstragao. (a) = (b) Para cada t € I, podemos escrever

=L p = F(e+ h}z —FO) _ (i / = s)f(s) ds> | (2.12)

Pelo Teorema da Diferenciacao de Lebesgue A.6, temos

1 ft+h
E/ T(t—s)f(s)ds — f(t) quando h — 0, q.t.p.t€ .
t

Em vista disso, e aplicando o Lema 2.2-(b), conclui-se que a segunda parcela do lado
direito de (2.12) converge para f(t) para quase todo t, quando h — 0. Por outro lado,
como F' é derivavel em quase todo ponto, ao se passar ao limite (2.12) quando h — 0,
resulta

T(h)—1

lim F(t)=F'(t)— f(t), qtp.tel,

de onde se obtém que F(t) € D(A) para quase todot € I e que AF = F' — f € L*>(I, X).
Desta forma, F' € L*>°(1, D(A)), uma vez que

IEOIDy = IFOI + IAFON < 1Fl 7 m) + IAF I ogmy,  atep-t € L.
(b) = (a). Para quaisquer t,t + h € I, temos
t+h
F(t+h) — F(t) = (T(h) — )F(¢) + /t T(t +h— s)f(s)ds.

Tomando norma em ambos os lados e fazendo uso de que F(t) € D(A) para quase todo

ponto t € I, juntamente com o Lema 2.2-(c), obtemos, para quase todo t,t + h € I,

HF@+m—ﬁwm<Haww—anu+M“ﬂuwmw

< / " T(s)AF (1) ds

; + 1 fllzoo(r,my 101,
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ou ainda,

IFE+h) = FO| < (IAF |z + | fllewm ) B,

demonstrando que F' ¢ lipschitziana q.t.p. e, portanto, F' € W1(I, H). O

Teorema 2.8. Assuma que f € L*>®(I, H). Entao, o problema (LNH) admite uma solugdo
forte para cada dado inicial ¢ € D(A) se, e somente se, a fun¢io F definida em (2.8)

pertence a W1°°(I, H). Nesse caso, a solugdo generalizada é a tinica solugdo forte.

Demonstragao. Primeiramente, observe que T'(-)p € L>(I, D(A))NW1>=(I, H), pois, pelo
Lema 2.2-(c), sabemos que esta ¢ uma funcio de classe C' com derivada T'(-) Ay, ambas

uniformemente limitadas, e que
1Tl = 1Tl + AT el” = llel* + 1T Aell” = llel* + [ Apll.

Suponha que u seja uma solugio forte do problema (LNH). Nesse caso, u € Wh>°(I, H)

e, conforme o Teorema 2.7, pode-se escrever
u(t) =T(t)p+ F(t), paratodote I, (2.13)

de modo que F' € Wh*°(I, H). Reciprocamente, suponha que F' pertence a W1*°(I, H).

Pelo Lema 2.5, temos
Fe L™, DA))NWY(I,H) e F'(t)=AF(t)+ f(t), qtp.tel
Definindo u como em (2.13), segue que u € L>(I, D(A)) N W'*°(I, H), com u(0) = ¢ e
u'(t) = AT () + F'(t) = Au(t) + f(t), qt.p.tel.
Consequentemente, u é uma solucao forte do problema (LNH). O

Como consequéncia do teorema anterior, se a solucao generalizada é, a priori, limi-
tada na norma de D(A), entdo ela coincide com a solugao forte, que, por sua vez, é nica.

Mais precisamente:

Corolario 2.5. Assuma que f € L>®(1, H). Uma funciao u € L>*(1, D(A)) € solugao forte
do problema (LNH) com dado inicial ¢ € D(A) se, e somente se,

u(t) =T(t)p + /OtT(t —8)f(s)ds, q.tp.tel. (2.14)

Demonstracdo. Ja se sabe que toda solucao forte é, em particular, uma solucao genera-

lizada, de modo que (2.14) é automaticamente satisfeita. Para demonstrar a reciproca,
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suponha que u € L*(I, D(A)) satisfaz (2.14) e note que
F=u—T()p € L®(I, D(A)).

Aplicando o Lema 2.5, obtemos que F' € W1*°(I, H). Assim, pelo Teorema 2.8, o problema
(LNH) admite uma tnica solugao forte, que coincide com a solugdo generalizada. Como u

satisfaz (2.14), conclui-se que u coincide com essa solucao forte, a menos de representante.
O

Coroléario 2.6. Suponha que f € WH(I, H) e seja I um intervalo limitado. Entdo, para
todo dado inicial o € D(A), o problema (LNH) admite uma tinica solugdo forte.

Demonstracdo. Para quaisquer t,t + h € I, temos

F@+h}—F@—1KT@ﬂﬂt+h—@—f@—sﬁk+%ﬁT@+h—sﬁ@M&

Assim, para quase todo t,t+ h € I,

1+ 1) = POl < | [ 15+ =s) = 7l =)l ds

w1

t
< | [0 ewcamy Lol ds

< (I oy |+ 11 ooy ) |11,

+ ([ £l oo (.1 [1]

demonstrando que F ¢ lipschitziana q.t.p. e, portanto, F € W (I, H). Assim, o resultado

decorre diretamente do Teorema 2.8. O

2.3 Problemas semilineares

Nesta secao, estudamos a equacao de evolugao semilinear:

u'(t) = Au(t) + g(u(t))

(PS)
u(0) = ¢,

onde A é um operador anti-adjunto no espaco de Hilbert complexo H, o qual, pelo Teo-
rema 2.3, gera um Cy-grupo de operadores unitarios {7'(t) };er. Nosso objetivo inicial serd

analisar a existéncia da solu¢ao generalizada associada ao problema, dada por

mw:T@¢+AHw—gyu@m& (2.15)
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e, em seguida, utilizando os resultados da secao anterior, procederemos a regularizacao da
referida solug¢do. Note que, mesmo sob a suposi¢ao de continuidade de g, o problema (PS)
pode nao admitir solugao generalizada e, em certos casos, nem mesmo possuir solu¢ao
global, isto é, definida para todo t € R. Portanto, iniciamos nosso estudo considerando
um caso elementar no qual a existéncia global esta assegurada. Em seguida, estabelecemos
condicoes que garantem a existéncia de solucoes locais e discutimos os cenarios em que
tais solu¢oes podem ser prolongadas globalmente ou, ao contrario, apresentar explosao em
tempo finito.

Comecamos com uma desigualdade que serve para garantir a unicidade da solucao.

Lema 2.6 (Desigualdade de Gronwall). Seja I C R um intervalo contendo a origem e

¢ € C(I,R) uma fungdo ndo negativa. Suponha que existam constantes nao negativas a,b

tais que
t
o(t) §a+b‘/ p(s)ds|, Vtel.
0
Entao, para todo t € I,
o(t) < ael (2.16)
Em particular, se a =0, entdo p = 0.
Demonstracdo. Considere a fungao
t
(1) :a+b‘/ o(s)ds|, Vel
0

que, por hipdtese, satisfaz ¢ < 1. Como ¢ é nao negativa,

¢
P(t) =a+ b/ ©(s)ds, parat>0.
0

Derivando, temos ¢'(t) = bp(t) < bi)(t) e entao

d —bt\ _ / —bt
i (e™) = @'(t) = b () e <0,
Isso implica que a fungao ¢(-)e™*() é decrescente no intervalo [0, 00) N I. Logo,

o(t)e™ < (t)e ™ < 4p(0) = a, paratodot € I com t >0,

de onde segue (2.16) para t nao negativo.

De modo analogo, temos

0
Y(t) =a+ b/ ©o(s)ds, parat <D0.
t

Derivando, obtemos /() = —bp(t) > —b)(t) e portanto
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d

= (L)) = /(1) + b)) = 0,

mostrando que a fungdo (-)e’() é crescente em (—o0,0] N I. Em particular,
o(t)e” < ah(t)e” <(0) =a, paratodot € I comt <0,
do que segue que (2.16) também é vélida para t negativo. O

No que segue, analisamos o caso elementar em que g é uma aplicacao lipschitziana.

Teorema 2.9 (Existéncia e unicidade global). Seja g : H — H uma fungao lipschitziana,

isto €, existe uma constante positiva L tal que
lg(u) = g()|| < Llju = ||, para todo u,v € H.

Entao, para todo dado inicial p € H, o problema (PS) admite uma unica solu¢ao genera-
lizada u € C(R, H) que satisfaz (2.15) para todo t € R.

Demonstracdo. Para demonstrar a unicidade, suponha que u e v sejam duas solucoes

generalizadas do problema (PS). Entao

Ju(t) = vl = | [ 7 = 9)(g(u() — gws))ds| < | [ Natuts) = g(w(s))1ds]

ou ainda,

[u(t) —v(@)] < L ‘/Ot [u(s) —v(s)llds|, VteR.

Portanto, pela desigualdade de Gronwall, concluimos que u = v.

Para provar a existéncia, escolha uma constante £ > L e considere o conjunto
E= {u € C(R, H); supe  |u(t)] < oo} :
teR
o qual é um espago de Banach quando munido com a norma
ullz = sup e ju(t)]].
teR

Sobre este espaco, definimos o operador ® : E — C(R, H) por

t

@Mﬂ:T®¢+/Tﬂ—@mMQma para todo ¢ € R.
0

Afirmacao 1. ®(E) C E.
De fato, seja u € E arbitraria. Pela continuidade das funges T'(-)¢ e g(u), e tendo

em vista o Lema 2.3, temos que ®u € C(R, H). Por outro lado, para todo ¢t € R,
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[u(oll < 17Ol + | [ T = s)gtuts)) ds

+ /OtT(t — $)g(0) ds

+| [ o)1 ds

< Jloll + | [ 7t = 9)(gtuts) - 9(0)) ds

< gl + | [ atuts)) — g ds

< lloll+ L | [ o)l ds| + o)1 14
< llpll+ Ll | [ eHds| + g 1l
Mas como . U
/0 eFlslds = sgn(t) (k — k:) ,
obtemos

et 1
J9u) < gl + Llulls (S = +) +14 9O

Multiplicando ambos os lados por e * obtemos

_ _ 1 e hl _
Hou(t] < Ml + Lulle (- <) + e (o)

L -
< llgll + L llulle + sup fte ™ (O]l
teR

Dessa forma,

sup e [ Du(t)]| < oo,
teR
mostrando a afirmacao. m

Afirmagao 2. & : E — E € uma contragao.

De fato, sejam u,v € E e observe que u — v € F/, com
|u(s) —v(s)|| < e¥*l||u — v||g, para todo s € R.
Segue entao que
@u(t) — 200 = | [ T = 5)(glus)) - glo(s))) ds
[ lgta(s)) = gCo()l ds
[ huts) = v(s)l s

¢
< L|lu—|g ’/ eMslds
0
eklsl 1
:LHU—UHE< k: —k>.
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Assim,

k] 1 e HiH L
e[ @u(t) = Qu(t)| < Lllu —vllg | = —— ] < Zllu—vlls.

Tomando o supremo em t € R, segue que
L
12u(?) — v(t)lle < llu—vle.

Como k > L, segue que ¢ é uma contracao em F, o que conclui a prova da afirmacao. m
Para finalizar, aplicamos o Teorema do Ponto Fixo de Banach [7, Teorema 5.7], que
assegura a existéncia de uma funcao v € C(R, H) que satisfaz a equa¢do ®u = u, o que

implica que u é uma solu¢do generalizada do problema (PS). U
Como consequéncia, a solu¢ao depende continuamente dos dados iniciais, ou seja:

Corolario 2.7 (Dependéncia continua). Seja g uma aplicagdo lipschitziana em H, com
constante de Lipschitz L, e sejam u e v as solugoes generalizadas globais associadas aos

dados inicias ¢ e 1, respectivamente. Entao
lu(t) = v()]| < "Ml — |,  para todo t € I.

Demonstragdo. Para todo t € R temos

u(t) = o(t) = T — ) + [ T(t = 9)(gluls)) = g(0(s)))ds

Portanto,
t
Ju(t) = o0l < e = vl + | [ lgtu(s)) - gle(s)ds
t
<l =l + L | [ us) = v(s)lds].
Aplicando a desigualdade de Gronwall, conclui-se o resultado desejado. 0

Quando o dado inicial é mais regular, a solu¢ao generalizada se torna classica:

Corolario 2.8 (Regularidade). Suponha que no Teorema 2.9, g seja lipschitziana com

constante de Lipschitz L e ¢ € D(A). Entdo, a solu¢io generalizada u é solugdo cldssica.

Demonstracdo. Primeiramente, mostraremos que u ¢é lipschitziana em partes compactas
de R. Para isso, fixamos h € R e definimos a func¢do v(t) = u(t + h) para todo t € R.

Observe que v é solucao generalizada do problema (PS) com dado inicial u(h), pois satisfaz
t
o(t) = T(u(h) + [ T(t = s)g(ols))ds, Ve R
0

Assim, pelo Corolario 2.7, obtemos
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lo(8) = w@®)l = Ju(t + k) —u@®)]| < " Mu(h) = ¢ll, VteR. (2.17)

Para estimar o termo a direita, note que, por u ser solu¢ao generalizada com dado inicial

©, temos

u(h) ~ o =T(g o+ [ T(s)gu(s) ds = [ T(s)Apds + [ T(s)glu(s)) ds.

onde a ultima igualdade decorre do Lema 2.2-(c), uma vez que ¢ € D(A). Logo,

n /0 "7 (s)g(u(s)) ds

fu(h) — ol < | [ T A0

< |/0h | Ap||ds + /OhT(s>g(so) ds

; H [ T gtuls)) ~ g(e))ds

< gl ]+ | [ latuls) - ot

| [ ot

< (l4gl + o@D 11l + L ’ [ uts) — el ds

Daf, aplicando a desigualdade de Gronwall e fazendo M = ||Ap]| + [|g(p)]], obtemos
|u(h) — || < M|h|eM™ vh e R.
Esta ultima expressao, combinada com (2.17) nos permite obter
Ju(t + R) —u(t)|| < Me D || para todo ¢,k € R,

donde se conclui que u é lipschitziana em partes compactas de R.
Com isso, temos que a composi¢ao f = g(u(-)) é lipschitziana em qualquer intervalo
compacto I contendo a origem. Assim, pelo Corolario 2.4, segue que a solucao generalizada

u € solucao classica em I. Como [ é arbitrario, segue que u é solugao classica em R. [J

Até agora, os resultados apresentados nesta se¢ao foram obtidos sob a suposicao de

que g ¢é lipschitziana. Entretanto, essa condicao ¢ bastante restritiva, pois implica que
lg(w)| < Lijull + [lg(0)||, para todo u € H.

Ou seja, impoe que o crescimento de ||g(u)| seja, no maximo, linear & medida que |jul|
tende ao infinito. Tal restricdo exclui diversas aplicacoes relevantes, o que evidencia a
necessidade de considerar hipéteses mais flexiveis, capazes de ampliar a abrangéncia e a
aplicabilidade. A seguir, buscamos enfraquecer significativamente essa hipotese, exigindo

que g satisfaca apenas a condi¢ao local de Lipschitz.
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Diz-se que uma aplicacao g : H — H satisfaz a condicao local de Lipschitz quando,
para todo M > 0, existe uma constante L(M) tal que

lg(w) = gl < LM)[lu —vll, Vu,v € H, [lul], o] < M. (2.18)
Em particular, L(M) é uma funcao nao decrescente de M.

Lema 2.7 (Unicidade). Assuma que g satisfa¢a a condig¢ao local de Lipschitz (2.18), e
seja I um intervalo compacto contento a origem. Se uw,v € C(I,H) sdo duas solugies

generalizadas do problema (PS) em I, associadas ao dado inicial p € H, entdo u = v.

Demonstragdo. Seja M = max{||ul|c,m), |v|lc@,m}- Para todo t € I, temos
t
Ju(t) — vl < || [ T~ s)(o(us)) — gte(s))ds

< | [ gtuts)) — gtots)) 1 ds
< 1) | [[ u(s) — o) ds

Aplicando a desigualdade de Gronwall, conclui-se que u = v. 0

No resultado a seguir, utilizamos o Teorema do Ponto Fixo de Banach para estabe-

lecer a existéncia local de uma tnica solu¢ao generalizada.

Lema 2.8 (Existéncia local). Suponha que g satisfaca a condigao local de Lipschitz (2.18)
e seja M > 0. Entao, existe uma constante positiva Th; tal que, para todo dado inicial

w € H com ||| < M, o problema (PS) admite uma unica solu¢ao generalizada

we O[T, Tul, H),  com ulloy mp1.0) < 2M + [|g(0)]].

[—Tn, T X B(0, K)

Figura 2.1: Para qualquer dado inicial ¢ na bola de raio M em H centrada na origem,
o grafico da solu¢ao generalizada u estd contido no cilindro [Ty, Th] x B(0, K), onde
K =2M +[g0)]-
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Demonstragao. A unicidade decorre diretamente do Lema 2.7. Para mostrar a existéncia,

definimos os ntimeros positivos

1
L
Counsidere a bola fechada
p={vec(-nunim; s o)<k},
tE[—T]\/[,T]V[]

equipada com a métrica induzida pela norma usual de C([—Ty, T, H), que a torna um

espac¢o métrico completo. Defina, nesse espago, a aplicagao
t
Bu(t) == T(t)p + / T(t — s)g(u(s))ds, Vte& [~Ta,Tal, u € E.
0

Afirmacgao 1. (E) C E.
De fato, para qualquer v € E, a continuidade de ®u segue diretamente da continui-

dade das fungdes T'(-)¢ e g(u(-)). Ademais, para todo s € [T, Ty temos

lg(u(s)Il < llg(uls)) = g(O)] + llg(0)]
< L(E)[lu(s)[[ + [lg(0)]]
< LK) K + [lg(0)]]

Mas como L(K) = 1/(2Ty) — 1, resulta que

latuloDl < (57 = 1) 23+ IgO)]) + 1901

_ M Jg00)]
=Ty | 2Ty
M+ [lg(0)|

T

—2M

<
Logo, ®u € E, pois para todo |t| < Ty,

@l < 1Tl + | [ T = s)gtuts)) ds

< Jloll + | [ lgtau(s))] s

M +lgO)I
T

<M+ It

<K. =

Afirmagao 2. & : £ — E € uma contragao.
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Em efeito, para quaisquer u,v € E e todo |t| < Ty, temos

|@u(t) — @ult)|| = | [ 7t~ s)(g(u(s)) — gv() ds
< [ [ lotuts)) - go(s)l ds
< 2(5)| [ u(s) = o(s) ) ds

< L(K) Ty Hu - 7}HC'([—TMTM]JJ)

—_

< §HU — V|| e (=T 10 1)

donde se conclui que ® ¢ uma contracao. m
Por fim, aplicando o Teorema do Ponto Fixo de Banach, concluimos que existe uma
funcao u € F tal que Pu = u, o que garante que u ¢ uma solucao generaliza do problema

(PS) e, pela definigdo de F, u satisfaz a estimativa desejada. O

O resultado a seguir estabelece a existéncia de uma unica solu¢do maximal, assim

como a possivel ocorréncia de blow-up em tempo finito.

Teorema 2.10 (Solu¢do maximal). Assuma que g satisfaca a condi¢io (2.18). Entao
existem fungoes Tax, Tmin : H — (0,00] com as sequintes propriedades: Para todo dado

inicial ¢ € H, existe uma unica fungdo
u e C ((_Tmina Tmax)y H) ; com Tmax - Tmax(cp) € Tmin - Tmin(@),

tal que, para todo intervalo compacto I C (—Timin, Tmax) contendo a origem, u é a unica

solugao generalizada do problema (PS) em I. Além disso,

2L (||g(0)]| 4+ 2[[u@®)|]) + 2 > (Tmax — 1),  para todo 0 <t < Tiay, (2.19)

2L (g0 +2[[w®)]]) +2 > (Tim + )", para todo — Tyin < t < 0. (2.20)

Em particular, temos as sequintes alternativas:

max’

(i) Tin = 00 0u, Tin < 00 € |Ju(t)|| = oo quando t — —T,;

min *

(i) Tiax = 00 0, Thax < 00 € ||u(t)|| = oo quando t —

Demonstra¢ao. Dado ¢ € H, definamos os seguintes valores positivos

Thax(p) :=sup{6 > 0; Ju € C([0, 0], H) solucao generalizada de (PS) em [0,0]},
Tnin(@) :=sup {0 > 0; Ju € C([—0,0], H) solugao generalizada de (PS) em [—6,0]}.

Pela unicidade de soluc¢ao garantida pelo Lema 2.7, é possivel construir uma tnica func¢ao

uy € C([0, Thax ), H) que é solugdo generalizada do problema (PS) em qualquer subinter-
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valo compacto de [0, Tinax). Analogamente, existe uma tnica fun¢ao us € C((—Tmin, 0], H)
que ¢é solugdo generalizada do problema (PS) em qualquer subintervalo compacto de

(—Thnin, 0]. Assim, a funcao u : (—Tinin, Tmax) — H definida por

ur(t), se 0 <t < Thax
u(t) ==
us(t), se —Tmm <t <0

é continua e é a unica solu¢do generalizada do problema (PS) em qualquer subintervalo
compacto de (—Tinax, Tmin) que contenha a origem.
Para provar (2.19), note que o caso Ty = 00 € trivial. Assim, assuma que Ty < 00

e suponha, por absurdo, que exista t < Ti.x tal que

2L([lg(O) I+ 2ffu(®)]]) + 2 < (2.21)

Tmax - t

Aplicando o Lema 2.8 com M = ||[u(t)|| e ¢ = u(t), existe uma tnica solucao generalizada,
v e C([0,Ty], H) do problema (PS) com dado inicial u(t), onde

1
m=srm+z © K- 2[fu®)]l + [lg(O)]-

Essa ultima relagao, junto com (2.21), implica que Tiax < T + t.

Por outro lado, ao definirmos a fungdo w € C([0, Ty, + t], H) por

u(s), se s € [0,1]
v(s—t), sese€l[t,Ty+t,

observamos que, para todo s € [0, t], dado que u é solugao generalizada de (PS) no intervalo

[0,¢] e com dado inicial ¢, obtemos

w(s) = T()¢ + [ T(s = T)glw(r)dr, Vs € [0.1]
Ja para todo s € [t, Ty + t], usando que v é solucao generalizada com dado inicial u(t),
w(s) = T(s — t)u +/ T(s —t — 0)g(v(0))do
— T(s—1) ( 90—1—/ (t —7)g ))dT) +/:T<S—T>g(v<7—t))df
<,0+/ (s = P)glu(r))dr + [ T(s = 7)g(w(r))dr
sgo—i—/o (s = 7)g(w(7))dr.

Isso mostra que w é uma solu¢ao generalizada do problema (PS) no intervalo [0, Ty + ]
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com dado inicial ¢, contradizendo a maximalidade de T}, uma vez que Ty < Thy + ¢,
o que conclui a prova. A demonstrac¢ao de (2.20) é analoga.
Finalmente, para verificar (i), suponha que Ty,.x < 00 e, por absurdo, que exista

uma sequéncia (t,) C (0, Tiax) tal que
tn — Tiax e lu(t,)] — @ € R.

Como M = sup,,cy ||u(t,)| € finito, a partir de (2.19) e da monotonicidade crescente de

L, segue que

1
2L(J|g(0)|| +2M) + 2 > T4 bara todo n € N.

max ~ 'n
Ao tomar o limite quando n — oo, obtemos 2L(||g(0)|| + 2M) = oo, 0 que é um absurdo.

A demonstracao de (ii) é anéloga. O

Observacao 2.3. As alternativas (i) e (ii) do Teorema 2.10 significam que a existéncia
global da solucdo generalizada é equivalente a obtencdo de uma estimativa a priori da

norma ||u(t)|| no intervalo maximal (—Tiin, Tiax)-

Prosseguimos agora com um resultado que estabelece a regularidade adicional das

solugoes generalizadas, no caso em que o dado inicial possui maior regularidade.

Teorema 2.11 (Regularidade). Assuma as hipéteses do Teorema 2.10 e que o dado inicial

¢ pertenca a D(A). Entao a solugdo generalizada mazimal u satisfaz
(S C (<_Tmin7 Tmax): D(A)) N Cl ((_Tmina Tmax)a H) 9

e, além disso, € a unica solugdo cldssica de (PS) em qualquer subintervalo compacto de

(—Thnin, Tmax) que contenha a origem.

Demonstragao. Seja I C (—Tyin, Tmax) um intervalo compacto arbitrario contendo a ori-

gem. Para quaisquer t,t 4+ h € I, temos
u(t+h) —u(t) =TT (h)e —¢) + /Oh T(t+h—71)g(u(s))ds
+ /OtT(s) (g(ult +h — 5)) — glu(t — s))) ds.

A fungdo g(u), por ser continua no intervalo compacto I, ela é limitada. Assim, tomando

norma na expressao anterior e lembrando que 7'(7) é uma isometria, temos

lu(t + h) = u(@)]| < [IT(h)e =@l + lg(w)llcw.m Al

| [ gttt + =) = glute = ) ds].
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Aplicando a propriedade (2.18), com M = ||u|lc(1,m), na dltima integral e, em seguida,

fazendo a mudanca de variavel 7 =t — s, obtemos
t
[u(t + h) —u(®)[| < [|T(h)e — ol + [lg(w)llcwm [l + L(M) ’/0 [u(7 + h) = u(7)]|dr|.

Por outro lado, dado que ¢ € D(A), pelo Lema 2.2-(c), segue que

e -l = | [ T Apas

< [|Agl| |A].
Combinando essas duas estimativas e definindo a = || A¢|| + ||g(w)||c,m)

lu(t 4+ h) —u(t)|| < alh| + L(M) ’/Ot |lu(r + h) —u(r)|dr|, Vt,t+hel.

A desigualdade de Gronwall garante entao que
|u(t + h) —u(t)|| < a|hletDH < qel@DHU B Yt t+hel,

mostrando que u é Lipschitz em I. Logo, f = g(u(:)) também é Lipschitz em I. Assim,

pelo Coroldrio 2.4, u é a unica solugao classica de (PS) em [ e, em particular,
u € C(I,D(A)NCYI, H).
Como [ foi escolhido arbitrariamente, a prova fica completa. O

O préximo resultado mostra que a solugao depende continuamente do dado inicial.

Teorema 2.12 (Dependéncia continua). Usando a notag¢do do Teorema 2.10, temos

(a) As fungoes Tyax, Tmin : H — (0, 00] sdo semicontinuas inferiormente.

(b) Se, — ¢ em H, entao, para qualquer intervalo compacto I C (—Tinin(¥), Tmax(¥)),
as solugoes generalizadas mdximas u,, e u de (PS) associadas, respectivamente, a py,

e p, satisfazem u, — u em C(I, H).

Demonstragao. Seja ¢, — ¢ em H. Comegamos por estabelecer o seguinte resultado

auxiliar, que garante a existéncia de uma estimativa uniforme:

Afirmacgao 1. Se T € (0, Thax(p)), existe uma constante positiva C, que depende de T,

tal que, para todo n suficientemente grande,
Toax(en) >T e un = tlleqor,m) < Cllen — el
De fato, considerando

M = 2||ullcqo,m,m) e K =2M+]g(0)],
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definamos
0 = 5up {6 € [0, Tonax(2)); [[tnlleqoonm < K-

Para n suficientemente grande, temos

l@nll < u(O)F + llo = @nll < llulleqorym + I = enll < M.

Assim, pelo Lema 2.8,

HunHC[O,TM} < K € TM < Tmax(@n)u

o que implica que 6, > Ty > 0. Portanto, o intervalo J = [0,7] N [0,6,) é nao vazio, e

para todo t € J, temos ||uy||c(o,q,m) < K e

Ju(t) = w0l = [T = ) + [ Tt = $)(gluls)) — glunls))) ds
< o= el + [ llglus)) = glaun())] ds
< o = pull + L) [ u(s) = wn(s)]ds
Aplicando a desigualdade de Gronwall, obtemos
lu(t) = un ()| < "o — @ull, VEeJ (2.22)

Logo,
un O] < [ulleqorym + e“FT o — wnll, VYt e T

Como o lado direito é independente de t e o segundo termo converge para zero, segue que,

para n suficientemente grande,
|un(t)|| < M, para todot € J. (2.23)

Afirmamos agora que 6,, > T'. Com efeito, suponhamos, por absurdo, que #,, < T'. No caso
em que 6, = Thax(¢n), a estimativa (2.23) implica que a func¢ao ||u,(-)|| é uniformemente
limitada no intervalo maximal [0, Tiax(¢r)). Portanto, pela alternativa (i) do Teorema
2.9, deverfamos ter Tiax(n) = 00, 0 contradiz o fato de 6, ser finito. Por outro lado, caso

0, < Trmax(on), pela continuidade de w,, em 6, existe 6,, < ¥ < Tyax(pn) tal que
|un(s) —un(0y)|| < M, para todo s € [0,,7)].
De (2.23), segue que ||u,(6,)|| < M, e portanto

lun ()| < |lun(6n)|]| + M <2M, para todo s € [0,,V].
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Juntando isso com (2.23), concluimos que
|lun(s)|| <2M < K, para todo s € [0,9)],

o que contradiz a maximalidade de #,,. Em qualquer dos casos, resulta uma contradicao.

Logo, deve ocorrer que 6, > T para n suficientemente grande, o que implica 7" < Tiax(©n)
e J =[0,T]. Assim, por (2.22),

lu = wnlleqorm < "o — ¢,

Analogamente temos:
Afirmacgao 2. Se T € (0,Tmin(p)), entdo existe uma constante positiva C' = C(T) tal

que, para todo n suficientemente grande,

Tain(n) > T € [|tn — UHC([fT,O],H) < Cllen — ¢||-

Por fim, para mostrar o item (a), note que, pela Afirmacao 1, para todo T' < Tpax ()
tem-se liminf Thax(@n) > T, 0 que implica lim inf Thax(©n) > Tmax(¢), mostrando assim
que Thax ¢ uma funcao semicontinua inferiormente. O mesmo argumento aplica-se a Tyiy.

Para o item (b), considere um intervalo I = [a,b] que contenha a origem. Pelas

afirmagoes anteriores, para n suficientemente grande, tem-se

[un = ullcope < COlen =@l e Jlun = ullc@o < Cla)llen — ¢l

Dessa forma,
[tn = ullcamy < (Cla) + C0))llen — ¢l =0,

e o resultado desejado segue imediatamente. 0

Concluimos esta se¢ao com os corolarios a seguir, que mostram que, sob hipdteses
ligeiramente mais fracas do que a condi¢ao global de Lipschitz, ainda assim garantimos a

existéncia global da solucao.

Corolario 2.9. Suponha que g satisfaca a condi¢do local de Lipschitz (2.18) e que existam

constantes nao negativas ci,cy tats que
lg(w)|| < cillull +c2y Vo€ H.

Entao para qualquer ¢ € H, o problema (PS) admite uma tdnica solug¢io generalizada

global, e para p € D(A), uma dnica solugao cldssica global.

Demonstragao. Pelo Teorema 2.10, o problema admite uma tnica solugao generalizada u
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definida no intervalo maximal (—7min, Tmax), satisfazendo
t
u(t) =T(s)p + / T(t — s)g(u(s))ds, para todot € (—Tin, Tmax)-
0
Dessa forma,

() < el +| [ Ngtuts)llds| < Nl + calel + e [ o)1 s

Caso Thax < 00, pela desigualdade de Gronwall, obtemos
lu@®)]] < (|loll + caTmax) €,  para todo t € [0, Tiax),

o que contradiz [|u(t)|| — oo quando t — T, . Portanto, T.x = oo. O argumento
para Ty, é andlogo, de modo que u é uma solucao generalizada global. Além disso, em
virtude do Teorema 2.11, essa solucao generalizada ¢ também classica global sempre que
© € D(A). O

A seguir, além de assegurar a existéncia de solucao global, ressaltamos uma lei de

conservagao fundamental que descreve o comportamento do problema (PS).

Corolario 2.10. Suponha que g satisfa¢a a condigao local de Lipschtiz (2.18) e que
Re(g(v),v) =0, Vv e H.

Entdo para qualquer ¢ € H, o problema (PS) admite uma tdnica solu¢do generalizada

global u € C(R, H), e para v € D(A), uma tunica solugio cldssica global. Além disso,
[u@)[l = llell, vt eR.

Demonstra¢ao. Suponhamos inicialmente que ¢ € D(A). Nesse caso, pelo Teorema 2.11, o
problema admite uma tinica solugao classica u definida no intervalo maximal (—7Tinin, Tinax)-
Tomando o produto interno da equagéo de evolu¢ao com u(t) e considerando a parte real,

obtemos, para todo t € (—Tiin, Trmax),
Re(u'(t),u(t)) = Re(Au(t), u(t)) + Re(g(u(t)), u(t)).

Como o operador A é anti-adjunto, o primeiro termo a direita é nulo. Além disso, a

hipotese imposta a g garante que

5 lu@* = Re(w/'(1), u(t)) = Re(g(u(?)), u(t)) = 0.

Segue entao que a funcao ||u(-)|| é constante no intervalo maximal. Em particular,
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lu(®)]] = ll¢ll, paratodo t € (—Tmin, Trmax)-

Consequentemente, pelas alternativas de blow-up, (i) e (ii) do Teorema 2.10, concluimos
que (—Tiin, Tmax) = R, mostrando que u é solugao classica global.

No caso em que ¢ € H, como A é densamente definido, existe (¢,) C D(A) tal que
©n —> @ em H.

Denotemos por u,, e u as solugoes generalizadas maximais de (PS) associadas, respectiva-

mente, aos dados iniciais ¢, e ¢. Entao, pelo Teorema 2.12- (b), segue que
un(t) = u(t) em H, para todot € (—Tin(¥), Tmax(®))-
Além disso, pelo caso anterior,
lun(®)|| = |lonll, paratodon € NeteR.

Portanto, passando ao limite em n, obtemos

lu(®)|l = llell, para todo t € (=Thin(¢), Timax())-
Consequentemente, pelas alternativas de blow-up apresentados no Teorema 2.10, con-
cluimos que (—Thin (@), Tmax(¢)) = R, ou seja, u é solugdo generalizada global. O
2.4 Equacao de Schrodinger

Nesta secao, ilustramos de forma concisa como a teoria desenvolvida nas segoes
anteriores pode ser aplicada para analisar problemas de valor inicial para equacao de

Schrodinger. Consideremos, por exemplo, o problema abstrato:
v + Au + g(u) =0, u(0) = ¢;

onde A é um operador auto-adjunto em um espaco de Hilbert H. Reescrevendo o problema

na forma evolutiva usual, temos a forma equivalente
u' = iAu+ig(u), u(0) = .

Neste contexto, o operador A = i 4 é anti-adjunto e, portanto, gera um grupo de opera-
dores unitarios fortemente continuo. Esta estrutura permite a aplicacao direta da teoria
geral apresentada anteriormente, assegurando a existéncia e unicidade de solugoes, bem

como sua regularidade e dependéncia continua em relacao aos dados iniciais. Além disso,
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a presenca do grupo unitario garante propriedades fundamentais de conservacao, particu-
larmente a invariancia da norma ao longo do tempo, o que é uma caracteristica essencial
na dinamica da equagao de Schrodinger.

O objetivo desta secao é estudar a equacao de Schrodinger no caso em que
A=A e H=L*QV),

com © C R sendo um dominio limitado de fronteira suave ou Q = RY, e V um peso
que satisfaz as condigoes V1 e V2. Para tanto, adotando a notagao das Secbes 1.2 e 1.3,
iniciamos pela definicdo dos operadores de Schrodinger, que serao utilizados ao longo dos

proximos capitulos.

Defini¢ao 2.2. No espaco de Hilbert L?(£2,V), definimos o operador A por

D(A) = {u e HY(Q,V); Aue L2(Q,1/V)}

Ay (2.24)
Au:=i,Au=1 < bara todo u € D(A).
No espago de Hilbert H (2, V), definimos o operador A por
D(A) == HY(Q. V) C HY(Q,V
(4) = HY(@.V) C @, V) .

Au :=1iyAu, para todo u € D(A),
sendo ,Au definido conforme (1.25).
E claro que ambos os operadores sao lineares e, para todo u € D(A) ev € H&(Q, V),
(Au,v) g1 g1y = —i/QVu Vode = (Au, v) g1 g1 v

isto é,

Au=Au em H 1(Q,V), VYue D(A). (2.26)

Além disso, temos a imersao continua
(Hé(Q,V)a I HHI(Q,V)) = (D(A), [ - Ip(ay), (2.27)
pois, de acordo com (1.17) e (1.26), para qualquer u € D(A),

HUH%(A) = ||UH%{*1(Q,V) + HAUHJQLI*(Q,V)
= ||u||%{*1(Q,V) + HVAuH?{*l(Q,V)
< Mlull72@,) + IVull 20

= ||u||%{1(Q,V)'
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Por outro lado, como o operador laplaciano com peso é auto-adjunto, iA e 1A também o

sao. Assim, pelo Teorema 2.3, A e A geram Cy-grupos de operadores unitarios
{TOer em L*(QV) e {T(t)}er em H'(Q,V), (2.28)

respectivamente. Em particular, A e A sdo operadores fechados e densamente definidos.

Lema 2.9 (Igualdade de grupos). Para todo ¢ € L*(Q,V) et € R, tem-se
Tty =Tt em HHQ,V).
Demonstrag¢ao. Suponha que ¢ € D(A) e seja u = 7 (-)p. Pelo Lema 2.2 temos
u(t) € D(A) e u(t)=Au(t), VteR.

Além disso, como

u(t+h) —u(t)
h

— (1)

H-1(Q,V)

segue que a derivada de u(t) em H=1(Q,V) ¢
u'(t) = Au(t) = Au(t) em H '(Q,V),
sendo a tltima igualdade consequéncia de (2.26). Portanto, u é solu¢do do problema

w'(t) = Aw(t), para todot e R

Pelo Teorema 2.4, concluimos entao que u = T(-)¢ em H~(Q,V), e o resultado segue.
No caso em que ¢ € L*(Q2, V), pela densidade do dominio de A, existe uma sequéncia
(pn) C D(A) tal que
on — @ em L*(Q, V).

Pelo caso ja tratado, tem-se 7 (t)p, = T(t)pn e entdo
1T = T Oplla-—r@v) < 1 TW)e = T Oenlla-r@v) + 1T Opn = T Oella-1@v)
< Tt = Tl r-10v) + 17 (O)pn — T (¢l 201

= |l = @nllz-12v) + llon — @ll2@v)
< 2||<P - <Pn||L2(Q,V)-

Passando ao limite quando n — oo, conclui-se que T'(t)p = T (t)p em H1(Q, V). O
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Como consequéncia da existéncia de um grupo de operadores unitarios, o proximo co-
rolario garante a existéncia e a unicidade de solucao classica para a equacao de Schrodinger
homogénea:

i@tu—l—%Au:O, em 2 xR
u(z,t) =0, sobre 02 x R (2.29)
u(z,0) = p(x), para todo x € ,

onde a condi¢do de contorno é considerada apenas para dominios limitados (quando
Q) = RY, tal restricio naturalmente deixa de existir). Identificando u(¢)(-) = u(-,t) e
observando que a condi¢ao de contorno esta incorporada na defini¢ao do dominio de A, o

problema pode ser escrito como uma equacao de evolugao abstrata de primeira ordem:
W' (t) = Au(t) para todot € R, u(0) = ¢. (2.30)

Corolario 2.11. Para todo dado inicial ¢ € D(A), o problema (2.29) admite uma unica
solugao cldssica
ue C(R, D(A) N C'(R, LHQ, V)),

dada por u(t) = T (t)p. Além disso, € lipschitziana, com
[u(t) = u(s)ll2@v) < 1A@lL2@ayvy [t = 5], Vi, s €R.
Valem ainda as leis de conservac¢do de massa e energia:
lu(llzvy = lellz@yy e IVu@)llize) = [Vellae)-

Demonstracao. Pelo Teorema 2.4 sabemos que a fungao u(t) = 7 (t)¢ é a unica solug¢ao

classica do problema (2.30) e é Lipschitz continua, satisfazendo
[u(t) = u(s)ll2@v) < [ACl2@vy [t = sl = [[A¢ll 21wy [t = 5|, Vit s €R.
Como cada operador .7 (t) é uma isometria em L*(€, V), a solugdo conserva massa:
[u®lr20v) = 17 O ell2@v) = l@ll2@y), VEER.

Além disso, pelo Lema 2.9 temos u(t) = T(t)p em H'(Q,V), e como T(t) é também

uma isometria neste espaco, resulta

lu@) | z-@v) = [TO@lla-1@v) = llella-1@ry), VR

Por outro lado, como ¢ € D(A), o Lema 2.2 permite comutar A e T'(t), obtendo
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lvAu(t)| g1y = [AT()ollg-1@v) = IT(E)Aell a1 @) = |A¢lla-1@v)
= [vAp|lz-1v)-

Agora, aplicando a identidade (1.29) nesta igualdade, obtemos
IVu)Z2@) — lu®lz2@0) + @@ = 1Veli9) — ey + 1ol E-1@1)-

Por fim, combinando essa relacdo com as conservacoes de massa, segue a conservacao de
energia, ou seja,

IVu@)l 2 = Vel 2@,

para todo t € R. O

Exemplo 2.2. Nocaso V =2¢ N =1, a funcao v : R x R — C definida por

1 22
u(z,t) = ————=-exp| ———— |,
(@)= i Xp( 1+2n>

é a unica solugao do problema

i O+ 507u = 0, (z,t) eRx R
u(x,0) = exp(—2?), z€R.

Exemplo 2.3. Assumindo 2 = RY e V constante, apresentaremos a seguir uma férmula
para .7 (t) aplicada a fung¢oes bem regulares. Para isso, recordamos algumas propriedades

fundamentais da transformada de Fourier, comecando pelo espago de Schwartz

S(RY) := {gp e C®(RY); sup (1 + |z[})k? > 10%(x)| < oo, Yk, L € No} :

xeRN la|<t

no qual a transformada de Fourier .# ¢ bem definida e invertivel. Para ¢ € S(RY),

define-se a transformada de Fourier

Fo(©) = [ e pla)da, VEERY,

sendo a transformada inversa dada por

F() = [ (e, va e RY.
R
Como propriedades bem conhecidas, temos

Co(RY) CSRY) C L*(RY) e F(Ap)(§) = —An*[¢]* F ().
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Além disso, de acordo com [9, Lema 2.2.4], a transformada de Fourier da funcao

1 N/2 |CL’|2 N
Ka(x):( ) exp | i |, Ve € R", ondea # 0,

4mia

¢ dada por
T (K,)(€) = exp (—idn’[¢[a) .

A partir dessas propriedades, para cada ¢ € S(RY), a acdo de 7 (t) pode ser explicita-

mente descrita por

N/2 iV]z—y|?
(ﬂ(t)gp) () = (4;/“) /]RN e i o(y)dy, VYreRN t#£0. (2.31)

De fato, defina u € C(R, S(RY)) por

u(t)(z) = F1 {exp (—47?2i|§|2‘t/) ?gp} (), zeRM teR.

Temos

F (Oru(t)) () = —4W2i|§|2‘1/f(U(t))(€) e F(Au(t))(§) = —An*|g]* F (u(t))(S).

Assim,
)

F(Quu(t)) = ;7 (Au(t)),

ou seja,

F(i0u(t) + vAu(t)) = 0.

Portanto, u satisfaz a equacdo idyu + Au(t) = 0 para todo ¢ € R, com condigao inicial

u(0) = . Logo, pela unicidade da solugao temos u(t) = .7 (t)p. Finalmente, como
u(t) = F 1 (ﬁ(Kt/V) ﬁgo) =7! (f(Kt/v * go)) = Kyv * ¢, para todo t # 0,

obtemos a férmula (2.31).

O préximo resultado estabelece as condi¢Ges sob as quais é possivel garantir a

existéncia de uma tinica solug¢ao para a equacao de Schrodinger linear:

i0u+ v Au+ f(z,t) =0, em Qx T
u(z,t) =0, sobre 02 x [ (2.32)
u(z,0) = p(x), para todo = € €2,

onde a condi¢ao de contorno nula é imposta apenas quando 2 é limitado.
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Corolario 2.12. Seja I um intervalo aberto ao qual o ponto 0 é aderente e suponha que
feC, L*(Q,V)). Una funcio u € C(I,D(A)) é solugdo clissica do problema (2.32)

com dado inicial p € D(A) se, e somente se,
¢ _
u(t) = T (t)p + z/ T (t —s)f(u(s))ds, paratodot € I. (2.33)
0

Além disso, se f satisfaz uma das sequintes condigoes:

(a) f € Li, (I, D(A));
(b) fe WH(I, LX(Q,V));
(c) f lipschitziana e I limitado,

entdo para cada dado inicial p € D(A), a fun¢do u, definida por (2.33), é a unica solugao

cldssica do problema (2.32).

Demonstragao. Identificando u(t)(-) = u(-,t) e f(t)(-) = f(-,t), o problema (2.32) pode
ser reformulado como uma equacao abstrata de evolucao de primeira ordem da seguinte

forma:

u(t) =Au(t) +if(t), tel
u(0) = ¢,
cuja andlise fica reduzida a aplicacao imediata dos Corolarios 2.1 a 2.4, que garantem,

sob as hipoteses enunciadas, a existéncia e unicidade da solucao classica, além de sua

representacao integral. [

Exemplo 2.4. Fixemos as funcoes ¢ € L*(Q,V) e h € C(I,C), e consideremos a funcio

continua f(t) = h(t)¢. Analisemos os seguintes casos:

1. Se ¢ € D(A), entdo para todo t € I temos

1F Dby = [0Sl 2@y + 8ROl 21y = O] (18] 2200 + IASll 201 -

Como h é continua, a expressao acima define uma funcao localmente integravel, e
portanto f € LL (I, D(A)) .

2. Se h € WH(I,C), entdo, para todo ¢ € C5°(I,C), vale

/If(t)@bl(t)dt = (/I h(t)@//(t)dt) ¢ =— </I h/(t)@b(t)dt) ¢ =— /I K (£)é v (t)dt,

o que mostra que f possui derivada fraca dada por f'(t) = h/(t)¢. Como tanto h
quanto sua derivada sao integraveis, segue imediatamente que f e sua derivada fraca
pertencem a L*(I, L*(Q,V)), implicando que f € Whi(I, L?(Q,V)).
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3. Suponha que [ seja limitado. Se h é lipschitziana, entao f também é, pois
1F () = F) 2y = [1(E) = h(s)|6ll 2@y < Clt —s|, Vit s el

Assim, sob as condigoes acima, se ¢ € D(A), segue do Coroldrio 2.12 que o problema

(2.32) admite uma unica solugao cléssica.

Exemplo 2.5. Suponha que [ seja um intervalo compacto e considere uma fun¢do men-
surdvel f : Qx I — C tal que paratodot € I, f(-,t) € L*(Q,V), e para quase todo = € (,
f(x,-) € CY(I,C). Suponha ainda que exista uma fungdo g € L*(, V) satisfazendo

10:f(z,t)] < g(z), q.t.p.z €, paratodot € I. (2.34)

Afirmamos que
feCHI,L*(Q,V)), onde f(t)(x) = f(x,t).

Com efeito, inicialmente observe que (2.34) implica que 9, f(-,t) € L*(Q2, V) para todo t.
Fixado t € I, defina

fulz) = ) N o), Vreq.

Para quase todo x € €2, como f(z,-) é derivavel, tem-se
|fu(z)]* = 0 quando h — 0.

Além disso, pelo Teorema Fundamental do Célculo e (2.34), obtemos

1 [t+h
|fr(x)| = ‘h/t O f(x,s)ds — 8tf(x,t)| <2¢(z), q.t.p.ze€q,

de modo que | f|?V é dominada pela fun¢ao integravel 4 g> V. Portanto, pelo Teorema da

Convergéncia Dominada de Lebesgue obtemos

2

ft+h)—f(t)
H h - atf('vt>

= / |ful?Vdz — 0 quando h — 0,
rrey) U8

o que implica que f é derivavel em ¢ com derivada f'(t) = 0,f(-,t). Por fim, para mostrar

que essa derivada é continua, note que

1) = SO0y = [ 10f (,5) = df @ O Ve, Ves el

Como 0, f(z,-) é continua para quase todo x € (), e estd dominada pela funcdo g, o

Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue garante que a integral acima converge
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para zero quando s — t, mostrando que f’ é continua em ¢.
Uma vez verificado que f é continuamente diferencidvel e sendo I compacto, segue-se
que f € WHH(I, L2(2,V)). Assim, o Corolario 2.12 garante que o problema (2.32) admite

uma unica solugdo cldssica para cada dado inicial ¢ € D(A).

Exemplo 2.6. Considere o caso unidimensional:

O+ e Pu+ e 2 sin(tr) =0, (z,t) eR xR
u(z,0) = @, z €R.

Neste caso, tomamos V(z) = e’ que é uma func¢ao continua com infimo positivo,
flz,t) = Xe 2 sin(tz) e g(x) = |\|z]e .
Claramente f é continuamente diferenciavel, com |0, f(z,t)| < g(z) e

£y < AP [ e dr<oo e glfagy = WP [ 2% de < oo,

Assim, todas as hipdteses do Exemplo 2.5 estao satisfeitas e, portanto, o problema (2.32)

admite uma unica solugao classica para todo dado inicial ¢ € D(A).

Para concluir este capitulo, apresentamos um resultado de existéncia e unicidade de
solucao para a equacao de Schrodinger semilinear no caso mais simples, em que a nao

linearidade é apenas Lipschitz.

Corolario 2.13. Suponha que g : L*(Q, V) — L*(Q, V) seja uma aplicagdo lipschitziana.
Entdo, para todo dado inicial ¢ € D(A), o problema

u e C(R, D(A)) N CY(R, L*(Q, V)
10+ vAu+ g(u) =0 (2.35)
u(0) = ¢

admite uma unica solucao. Além disso, se a nao linearidade satisfaz
Re(g(v),i)r2@y) =0, para todo v € L*(, V),
entao a solucdo conserva a massa, isto €,
lu()|l2@vy = llellzz@v), para todo t € R.

Demonstragao. Segue imediatamente do Teorema 2.9 e dos Corolérios 2.8 e 2.10. U
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Exemplo 2.7. Seja K € L>(,C) e considere a aplicagao g : L*(Q,V) — L*(Q,V)
definida por g(u) = Ku. Como

lg(w) = 9() 2@y < [ Kllclle = vllz2@yy,  Yu,v € LH(Q,V),

temos que g é Lipschitz. Consequentemente, o problema (2.35) admite uma tnica solugao
para todo dado inicial ¢ € D(A). Além disso, quando K assume somente valores reais, a

solucao conserva a massa, ja que
Re(g(v),iv) 20,y = —Re <z/ K|v|2de> =0, YveL* (V).
Q

Exemplo 2.8. Seja V € L'(Q) uma fungdo continua com infimo positivo em um dominio
limitado €, e considere a fungdo complexa g(z) = A e (com \ € C), que é lipschitziana,

pois para quaisquer z,w € C temos

19(2) = g(w)| = 2|\

Rez — R
sin <e,226w>| < |A||Rez — Rew| < |A||w — z|.
Dessa forma, a aplicagao g : L*(Q, V) — L?(Q, V), definida por g(u)(x) = g(u(z)), é bem
definida e lipschitziana, ja que

1/2
lg(w)l| 2@,y < |)‘|||V||L/1(Q) e |lglw) = g()llr2v) < [Mllu = vllr2@v)-

Portanto, para cada dado inicial ¢ € D(A), segue do Corolario 2.13 que o problema (2.35)

admite uma tnica solucao.

Exemplo 2.9. Seja f : Q x [0,00) — R uma fungao Carathéodory, com f(-,0) = 0.
Suponha ainda que f seja lipschitziana na segunda varidvel, ou seja, que exista uma

constante L tal que
|f(x,u) — f(z,v)| < Llu—v|, qt.p.z €, paratodo u,v > 0.

Definimos a extensao complexa f : Q2 xC — C por

u

il para u # 0 e f(x,0) :=0.
u

fla,u) = f(x,|ul)
Para todo u,v € C, temos

[ul o] | f(z,w) = f(z,0)] = ulo|[f (@, Ju]) = f (2, [0])]
+ [ulfol = Jul) + ul(u = )] £, [0]).

Entao
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ful ol | fa, u) = Fa )| < ullol|f (e, Jul) = fla, )| + 2Nl - vllf (e, Jo])

< 3LJul[v[Ju =],

ou equivalentemente,

’f(x,u) — f(x,v)‘ <3Llu—wv|, Yu,veC.

Consequentemente, a aplicacdo g : L*(Q,V) — L2(Q,V), dada por g(u)(z) = f(z,u(z)),

é bem definida e lipschitziana. Além disso,
Re(g(v), iv) 120y = —Re <z'/Qf(a7, ool Vdm) —0, YoeLXQV).

Nessas condigoes, o Coroldrio 2.13 garante que o problema (2.35) admite uma unica

solugao para todo dado inicial ¢ € D(A), e que a solu¢do conserva a massa.
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Capitulo 3
Método da Energia

Neste capitulo, aplicaremos o método da energia junto com alguns resultados de
compacidade para estabelecer um resultado de existéncia de solugao para a seguinte classe

de equagoes de Schrodinger semilineares:

i+ vAu+ g(x,u) =0, em Qx [
u(x,t) =0, sobre 02 x I (3.1)
u(z,0) = p(x), para todo = € €2,

onde Q C RY é um dominio limitado com fronteira suave ou @ = RY, I ¢ R é um
intervalo aberto contendo a origem, V' um peso satisfazendo as hipéteses V1 e V2, g uma

nao linearidade adequada, e ¢ uma funcao dada.

3.1 Definicoes

Utilizando a notacao introduzida nas Segoes 1.2, 1.3 e 2.4, e levando em consideracao
que a condicao de contorno homogénea esta incorporada na definicao do operador lapla-
ciano com peso, podemos reformular a equagao de Schrédinger semilinear (3.1) como um

problema de evolugao de primeira ordem. Mais precisamente:

P10+ vAu+g(u) =0
u(0) = ¢,

onde g(u) denota o operador de Nemytskii associado a fungao complexa g; isto é,

gw)(z) := g(z,u(x)), =e.

A seguir, apresentamos duas nogoes de solugdo para o problema de Cauchy (P).
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Defini¢ao 3.1. Assuma que g € C (H}(Q, V), H1(Q,V)) e seja ¢ € HJ(Q, V).
(a) Uma H;j-solugdo classica do problema (P) em [ é uma fungao
ue C(I,Hy(Q,V))nC'(I,H (V)
tal que u(0) = p e

i0wu + v Au+g(u) =0 em H '(Q,V) paratodot € I.

(b) Uma Hj-solugdo forte do problema (P) em I é uma fungio
we LX(1, HY(Q,V)) AW (1, H(9, 1))
tal que u(0) =p e

i0u + vAu+g(u) =0 em H'(Q,V) para quase todo t € 1.

Em ambas as situacoes, Au deve ser entendido de acordo com a Defini¢ao 1.6.

Observagdo 3.1. Pelo Corolario 3.1, se w € L>®(I, H}(Q, V))NWhee(I, HY(Q,V)), entdo
uwe C(I,L*(Q,V)), de modo que a condi¢io u(0) = ¢ faz sentido na defini¢ao (b).

Ao longo deste capitulo, adotaremos a notagao estabelecida na Se¢ao 2.4 para os
operadores de Schrédinger, bem como para os grupos de operadores unitarios gerados por
eles, conforme descrito em (2.24), (2.25) e (2.28).

Teorema 3.1 (Férmula de Duhamel). Sejam I C R um intervalo contento a origem,
o € HY{(Q,V) um dado inicial, e

g€ C(Hy(Q,V), H1(Q,V))

uma fungdo limitada em conjuntos limitados. Entio, uma fungdo u € L>(I, H}(Q,V)) é

uma Hg-solugdo forte do problema (P) em I se, e somente se,

¢
u(t) = T(t)e + i / T(t — s)g(u(s))ds, qtp.tel.
0
A fungio u € C(I,HL(Q,V)) é uma H}-solugio clissica do problema (P) em I se, e
somente se, a iqualdade acima vale para todo t € 1.

Demonstragdo. Considere a funcio f(t) = ig(u(t)) e suponha que u € L>(I, H} (2, V)).
Pela imersao (2.27), essa suposigdo implica, em particular, que u € L*>(I, D(A)). Além

disso, como ¢ é limitada em conjuntos limitados e u é essencialmente limitada, segue que
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feL>(,H*(Q,V)). Portanto, o resultado ¢ consequéncia direta do Coroldrio 2.5. De
modo andlogo, se u é continua, temos f € C(I, H'(Q,V)) e u € C(I,D(A)), o que

permite concluir o resultado diretamente pelo Corolario 2.1. 0]

A seguir, introduzimos a no¢ao de problema localmente bem-posto. Embora diversas
defini¢oes de boa-colocagao aparecam na literatura, adotamos aqui uma formulagao rela-

tivamente forte, que requer dependéncia continua, unicidade e a alternativa de blow-up.

Defini¢ao 3.2. Assuma que g € C(Hy(Q,V), H }(Q,V)). Dizemos que o problema (P)

é localmente bem posto em HE (€, V) se as seguintes propriedades forem vélidas:
(a) Existéncia: Para todo dado inicial p € H}(Q, V), existe uma Hj-solugdo cléssica
de (P) definida em um intervalo maximal (=71 (), Tmax(®))-

(b) Unicidade: Para todo dado inicial ¢ € H}(Q,V) e qualquer intervalo I contento

zero, quaisquer duas Hj-solugoes fortes de (P) coincidem em I.

(c) Alternativa blow-up: Se Thax(p) < 00 (resp. Timin(p) < 00), entao

lu(®)| g1 @,vy = 00 quando t = Tax(@)™  (resp. t — —Tin(p)™ ).

(d) Dependéncia continua: Se ¢, — ¢ em H}(Q,V) e se I C (—Tin(¢), Tmax(¥))
¢ um intervalo compacto, entdo a solugdo maximal u, de (P) associada ao dado
inicial ¢,, estd definida em I para n suficientemente grande e satisfaz w, — u em

C(I,H}(Q,V)), onde u é a solugdo maximal de (P) associada ao dado inicial ¢.

3.2 Resultados de compacidade

No decorrer da analise da existéncia de solugoes locais ou globais para a equacgao
(P), encontraremos diversas situagoes envolvendo convergéncia forte e fraca. Para trata-las
adequadamente, serao necessarios alguns resultados de compacidade.

Usaremos repetidamente as seguintes propriedades béasicas das topologias fracas.
Lema 3.1. Sejam X e Y espacos de Banach tais que X — Y.

(a) Se x, — x em X, entdo x, = x em Y.

(b) Seja (z,) C X uma sequéncia limitada tal que x, — y em Y. Se X € reflexivo,

entaoy € X ex, =y em X.

(c) Assuma que X € reflexivo e que I seja um intervalo aberto. Suponha que u : I—=Y
seja fracamente continua e que existam uma constante K e um subconjunto J denso
em I tais que

u(t) e X e lu()|lx < K, Vtel.
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Entdo, as propriedades acima se estendem a todot € I e a fungio u : I — X ¢

fracamente continua.

Demonstracdo. Dado que a imersao X < Y é continua nas topologias fortes, segue
de [6, Proposi¢ao 6.2.9] que ela também o é nas topologias fracas, de onde se conclui (a).
Para verificar (b), note que, como X ¢é reflexivo, existe uma subsequéncia (z,,) e
um elemento xz € X tais que z,, — x em X e, portanto, em Y. Assim, pela unicidade do
limite fraco, y = x. Como isso vale para toda subsequéncia, segue que x, — y em X.
Para mostrar (c), seja t € I e considere uma sequéncia (t,) C J tal que t, — t. A
continuidade fraca u em Y garante que u(t,) — u(t) em Y. Como (u(t,)) ¢ limitada em
X por K, o resultado do item anterior implica que u(t) € X e u(t,) — u(t) em X. Assim,

pela semicontinuidade inferior da norma na topologia fraca, segue
lu(®)||x < liminf||u(t,)||x < K.

Por fim, a continuidade fraca de u : I — X segue pelo mesmo argumento, pois (u(t,)) C X

é limitada por K para qualquer sequéncia (t,) C I. 0

Uma consequéncia importante do Lema 3.1 é:

Corolario 3.1. Seja I um intervalo aberto. Toda funcdo
we LI, H (Q, V) N W (I, HH(Q, V)
é fracamente continua de I em H (2, V) e continua de I em L*(Q,V). Além disso,
[u®) [z @v) < ullzoe a2y e u(t) —u(s)ll 2@y < 20— s|"?,
para quaisquer t,s € I, onde
C = max {|[ull iz, 1]l 2 -2 @) | -

Demonstracio. Pelo Corolario A 4, a funcdo u : I — H~'(Q,V) é continua e, portanto,
fracamente continua. Pela definicao do supremo essencial, existe um conjunto de medida
nula N C I tal que, para todo t € I\ N,

u(t) € Ho(,V) e Ju®)lm@v) < lulr=qm@r)-

Como I\N é denso em I, e em vista da imersao (1.16), segue do Lema 3.1-(c) que as
propriedades acima valem para todo t € I e que u é fracamente continua de I em H}(Q,V).

Por outro lado, em virtude do Teorema A.9 temos

Hu(t) — u(s)||H71(Q7V) S ||u/||Loo(]7H71(va))|t — 8’, Vt, S € I_
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Assim, para quaisquer t,s € I ,

lu(t) = u(s) |2y = (u(t) = uls), u(t) — u(s)) g1 my v
< u@®) = w(s)llm-1@v) lut) = uls)l[m @)
< 2Cu(t) = u(s) a1 v
< 20|/ || oo (1,510 |t — 5]
< 2C%t — 5.

Por fim, extraindo raiz quadrada em ambos os lados, obtém-se a desigualdade desejada,

de onde se conclui que u é continua de I em L?(, V). O

A seguir, apresentamos o principal resultado de compacidade, fundamental para os

argumentos seguintes. Por razoes técnicas, omitimos sua demonstracgao.

Lema 3.2 [9, Proposicao 1.1.2 |. Sejam X eY espacos de Banach tais que X — Y, e seja
I um intervalo aberto limitado. Suponha que (u,) é uma sequéncia em C(I,Y) limitada

e uniformemente equicontinua tal que, para alguma constante K,
un(t) € X e lun(t)||x < K, para todot €I, neN.

Se X € reflexivo, entdo existe uma funcio u € C(I,Y) e uma subsequéncia (uy, ) tais que

u € fracamente continua de I em X, e
U, (1) = u(t) em X, para todot e I.

Suponha ainda que exista um espaco de Banach uniformemente convero B tal que X —

B <Y e que (u,) C C(I, B) satisfaca ||u,, (t)||z — ||u(t)|| 5 uniformemente em I. Entdo
u € C(I,B) e U, —u em C(I,B).

Um caso particular deste lema, é:

Lema 3.3. Seja (u,) C WH(I, H-Y(Q,V)) uma sequéncia limitada, com I um intervalo

aberto e limitado. Suponha que exista uma constante K tal que
u,(t) € HY(Q,V) e wn ()| 1 0,vy) < K, para todot € I en € N.

Entao,

(a) Eziste uma func¢io u € L=(I, H}(Q,V))NWhL>(I, H-Y(Q,V)) e uma subsequéncia
(un, ) tais que, para todo t € I,

Up, (t) = u(t) em Hy(Q,V).
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(b) Suponha que (u,) € C(I, HY(Q,V)) e que lun, sy = (0@l oy, unifor-

memente em I, entao

we C(I,HY(Q,V)) e Up, —u em C(I,H(Q,V)).

(c) Se |Jun, (t)||z2@,v) = [[u(t)]|L2@,v) uniformemente em I, entdo

ue C(I, L*(Q,V)) e up, —u em C(I,L*Q,V)).

Demonstracdo. Por hipotese, existe uma constante M tal que,
|t llwroerm-10vy) <M, VneN.

Assim, pelo Corolério A .4, a sequéncia (u,,) é também limitada em C(I, H='(Q,V)). Além

disso, ¢ uniformemente equicontinua, pois, para quaisquer t,s € I e todo n € N, temos
[un(t) = un(s)l-2(@v) < Nupllea-r@vylt — s| < M|t —s|.

Aplicando entdo o Lema 3.2 com X = H}(Q,V) e Y = H1(Q, V), obtemos a existéncia
de uma fungio u € C(I, H71(2,V)) e de uma subsequéncia (u,, ) tal que, para todo t € I,

Uy, () = u(t) em HJ(Q,V), e portanto em H (0, V).

Além disso, devido as hipGteses, a subsequéncia (u,,) é limitada em L (I, Hj(Q,V)) e

em WHe(I, H1(Q,V)). Assim, o Teorema A.5 e o Coroldrio A.8 permitem concluir que
we L®(I, Hy(Q, V)N W (I, H 1(Q,V)).

Finalmente, note que, pelo Corolério 3.1, cada funcéo u, pertence a C(I, L*(Q,V)). Assim,
os itens (b) e (c) seguem diretamente do lema anterior, considerando B = Hj(,V) e
B = L*(Q,V), respectivamente. O

3.3 Um caso regular

Nesta se¢ao, provaremos um resultado de existéncia e unicidade de solugao global
para a equagao de Schrodinger (P), considerando uma nao linearidade g que satisfaz a

condicao local de Lipschtiz. Para isso, serda fundamental o seguinte resultado:
Lema 3.4. Seja u € C(I,D(A)) N CYI, L*(Q,V)) e defina
J(t) = |Vu(t)||72(q), para todot € I.
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Entio J € CY(I,R), com
J'(t) = —2Re (vAu(t),w'(t) 2y - (3.2)

Demonstragao. Sejam t, s € I arbitrarios com t # s e definamos

J(s) — J(t)
s—1

a(s) := +2Re (vAu(t), W' (t)) 20,1 -

Vale lembrar que
(vBult). o' (1)) ) = [ Aty (E) da
Além disso, por (1.22), podemos escrever
J(s) — J(t) = /Q [Vu(s) - V(u(s) = ult) + V(u(s) — u(t)) - Vu(t)| da
S /Q [Au(s)(uls) — a() + (u(s) — u(t)) Au(t)] da
= — /Q {Au(s) = u(t))(uls) = u(t)) + 2Re [Au(t)(uls) — u())| } da.

Substituindo essas expressoes em a(s), obtemos

als) = [, {A(u(s) — u(t)) (“(S)_““)> +9Re [Au(t) (M - u(t)ﬂ } da.

s—1 s—1

Deste modo

a(s)l < |

Multiplicando e dividindo cada termo do lado direito por v/V e aplicando a desigualdade

de Holder, obtém-se

u(s) = ult)

IA(u(s) — un)] |2 M _ u’(t)H dz.

-t

‘+ 2| Au(t)]

u(s) — u(t)

la(s)] < lAGu(s) =) @) | =

L2(Q,V)

+2[|Au(®)]]2@.1/v)

s—1 2(Q,V) '
Usando o fato de que ||Aw||r20,1/v) = [|Aw]|r20,v) < |w||peay, segue que

u(s) — u(t)

la(s)] < lluls) —w®)llpw ||[———
s L2(Q,V)
u(s) — u(t)
+ 2[[u(®)[| pea) T e u'(t) .
L2(Q,V)
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Como u é continua com valores em D(A) e diferencidvel com valores em L*(Q,V), ao
tomar o limite quando s — ¢ obtemos que a(s) — 0, o que comprova (3.2).

Finalmente, para verificar a continuidade de J’, usando um raciocinio analogo temos

|[J'(s) = J'(£)] <2 /Q A u(s) = u(®)] [t/ (s)] + |Au(®)] [t/ (s) — v/ (t)]] dz
< 2l[u(s) = u®) | lw ()| 2@y + [0 by [/ () = @' ()| 2200

Assim, pela continuidade de u em D(A) e da sua derivada em L*(€2, V'), ambos termos do

lado direito tendem a zero quando s — t, implicando que J’ é continua em ¢. 0

Teorema 3.2 (Existéncia global). Suponha que V' satisfaca as hipéteses V1 e V2, e

considere as sequintes suposicoes sobre g:

h1l A aplicagio g : L*(Q,V) — L*(Q,V) satisfaz a condicdio local de Lipschitz, ou seja,

para cada M > 0 existe uma constante positiva L(M) tal que

lg(u) — g(v)|l2v) < LIM)||u — v|| 20,1y,

para todo u,v € L*(2, V) com ull L2y |Vl 2v) < M.

h2 Eziste um funcional G : L*(Q, V) — R cuja restricao a H}(Q, V) é completamente

continua. Além disso, ao considerarmos L*(Q, V) como espaco de Hilbert real,

LX(Q, V) = (LA V), +, R, || - 2@, (5 rzenz) -

onde o produto interno real é
(u,v) 2(0,v)r := Re(u, v) 2,
temos G € C*(L*(Q,V),R) e
G'(uw)v = (g(u),v)r2vyr,  Yu,v € L*(Q, V).
h3 Para todo u € L*(Q,V) tem-se
Re(g(u),iu)r2@q,v) = 0.
Além disso, considere o funcional de energia E : H} (2, V) — R definido por

B(w) := 5| Vul}s(0) — Glu). (3.3)
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Entdo, para todo dado inicial ¢ € L*(2, V) existe uma tnica solugdo generalizada global
ue C(R,L*(Q,V)) tal que

t
ult) = ﬂ(t)go—i—z’/o T(t — 5)g(u(s))ds. (3.4)
Além disso, as sequintes propriedades sdo vdlidas:

a) Lei da conservacdo de massa: para todo t € R,
p
lu() 2@y = llellr2@v)-

(b) Se p € D(A), entdo u é a unica solugdo cldssica global do problema (P), ou seja,

ue C(R,D(A)NCHR, L*(Q,V))
P10+ vAu+ g(u) =0 (3.5)
u(0) = .

(c) Se p € HYQ,V), entdo u é a tnica H}-solucio cldssica global do problema (P) e

satisfaz a lei da conservacdao de energia: para todo t € R,

Demonstragdo. O problema (P) pode ser reformulado na forma abstrata em L2?(2, V)

como
u'(t) = Au(t) + ig(u)
u(0) = ¢.
As hipdteses hl e h3 garantem que esse problema satisfaz as condig¢oes do Corolério 2.10,

considerando H = L*(€,V). Dessa forma, as conclusoes dos resultados (3.4), (a) e (b)

seguem-se imediatamente. Finalmente, para provar (c), procederemos em quatro passos.

Passo 1. Conservagao de energia para dados iniciais em D(A).
Suponha que ¢ € D(A), e seja u a solugao do problema (3.5). Tomando o produto

interno da equagao de Schrédinger semilinear com u'(t) no espago L?(2, V), obtemos

il (Ol 20,0y + (-Au®), ' (D) 2y + (g(u(®), u' () 2wy = 0.

Ao considerar a parte real dessa identidade, obtemos

Re(vAu(t), v' () r2(a,v) + Re(g(u(t)), v'(t) 2y = 0.
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Do Lema 3.4, segue que

Re(vAu(t), v (t) r2v) = =5 [Vu(®)]720)-

Além disso, pela hipotese h2 e a regra da cadeia, temos

Re(g(u(t), v (1)) 2y = (9(u(®), v/ (1)) 2@ r = G'(ul®)u'(t) = —G(u(t)).

Assim, concluimos que

1d 9 d
5 %HVU(t)HB(Q) + @G(U(t)) =0,
ou, equivalentemente,
d
—FE(u(t)) = t e R.
CB(u(t) =0, Vie

Portanto, a fun¢ao E(u(-)) é constante, o que implica que E(u(t)) = F(¢) em R.
Passo 2. Desigualdade de energia para dados iniciais em H}(Q,V)
Seja p € Hy(Q, V). Pela densidade de D(A) em H}(Q, V), existe uma sequéncia

(pn) C D(A) tal que @, — ¢ em H(Q,V). (3.6)

Em particular,
M := sup |l@ullmiov) < oo
neN

Denotem-se por u e u, as solugdes generalizadas dadas por (3.4), associadas aos dados
iniciais ¢ e ¢, respectivamente. Assim, pelo Passo 1, segue que

E(u,(t)) = E(p,), paratodot € ReneN. (3.7)

Gostariamos de passar ao limite e, assim, obter a desigualdade de energia. Mas para isso,
como a norma ¢ fracamente semicontinua inferiormente e G completamente continua,
basta garantir que, a menos de subsequéncia, u, (t) — u(t) em H} (2, V) para todo t. Para
estabelecer essa convergéncia, recorreremos ao lema de compacidade 3.3, cuja aplicacao

requer a verificacao prévia das seguintes propriedades:

(i)  u,(t) € HY(Q,V), para todo (n,t) € N x R;
(ii)  Ewiste uma constante K tal que [|u,(t)| vy < K, para todo (n,t) € N x R;
(iii) (un,) C WH(R, H1(Q,V)) € limitada.

De fato, por (b), temos u,(t) € D(A), o que garante (i). Quanto ao segundo item, a

lei de conservagao de massa implica que

72



lun () 22vy = llnllz@yy < M, VteR, neN.

Consequentemente, a sequéncia (G(u,(t))) é uniformemente limitada em ¢, pois como

|G (un ()] = |G(O)] < |G(un(t)) = G(0)]
1 d

; %G(sun(t)) ds

/01 G (5t () un (t) ds
< /01 ‘Re (9(sun(t)), Un(t))ﬂ(ﬂ,v)’ ds

1
< Hun(t)llmm,mfo l9(sun(®)ll 2.1 ds

1
<M { lg(sun(t)) = 9(0)l|2@v) ds + l9(0) |2y

1
< M L) [ st 200 ds + 9Ol |

< M (LODM + [lg(0)20))

[e=]

segue que existe uma constante c;, independente de ¢ e n, tal que
|G(un(t)] <c1, VteR, neN.
Por outro lado, a conservagao de energia (3.7) implica que
un ()17 vy — 1un (B2 @.0) = 2G () = lonllin@yy — lenllZ2@y) — 2G(@n).
Juntando isso com a conservagao de massa e com a condi¢ao inicial u,(0) = ¢,, obtemos
lun 7 @vy = lleallin@y + 26 (ua(t)) = 2G(ua(0)), VtE€R, n €N, (3.8)
Consequentemente, para todo (n,t) € N x R,
[un (8|11 (1) < M? +4dey =1 K2,
provando (ii). Por fim, como w,, é solu¢ao do problema (3.5) com dado inicial ¢,,, obtemos

10¢un ()| -1y < llvAun () |1 v) + l9(un ()] 512,
< Jun (Ol a1 @,v) + [lg(un ()l 2@,

onde usamos (1.26) e (1.17). Por outro lado, pelo item anterior,

[t ()]l 51y < Nun(®) 1 0v) < K,
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e, como ¢ que satisfaz hl, tem-se

19(un (@) l2 vy < llg(un(t)) — g(0)[[r2@.v) + [|9(0) ][22 0.v)
< L(M)|lun (D)l 20,v) + l9(0) || 22(0,v)
< L(M)M + Hg(O)HLQ(Q,V) =:Co.

Assim, combinando as estimativas anteriores, concluimos que
Hun<t)‘|H71(Q,v) s H@tun(t)HHA(Q,V) S K + Co, V(n, t) € N x R,

o que finaliza a prova de (iii).
Prosseguindo com a demonstragao, fixado um intervalo aberto e limitado I, observa-
se que, devido aos itens (i)-(iii), a sequéncia (u,,) satisfaz as hipéteses do Lema 3.3 em [.

Portanto, existe uma funcgao
v e L Hy(Q, V) NWhee (I, HH(Q,V))
tal que, a menos de subsequéncia, para todo t € I,
un(t) = v(t) em Hy(Q,V), e portanto em L*(, V). (3.9)

Além disso, pelo Teorema 2.12, sabemos que as soluc¢oes generalizadas dependem conti-

nuamente dos dados iniciais, ou seja, u, — v em C(I, L*(Q,V)). Em particular,
u,(t) = u(t) em L*(Q,V), paratodot e I.

Assim, pela unicidade do limite, obtemos v = u em I. Por fim, passando ao limite inferior
em (3.8) e usando os limites (3.6) e (3.9), juntamente como o fato de G ser completamente

continua e a norma fracamente semicontinua inferiormente, obtemos, para todo t € I,

[u®) @) < liminf [un ()l @) = ol @) + 26 (u(t)) — 2G (u(0)).

Juntando isso com a lei de conservagao de massa e a condigao inicial u(0) = ¢, obtemos

2E(u(t)) = |u(t)|fn @) — 26 (u(t) = [u®)72@v,)
< el — 26() = lIelliz@v,)
= 2E(p).

Finalmente, como [ é arbitrario, resulta que

E(u(t)) < E(p), VteR.
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Além disso, como v € L>®(I, H}(Q,V)) N Wh=(I, H1(Q,V)), o Coroléario 3.1 assegura

que u ¢ fracamente continua de I em H} (€, V), e essa continuidade se estende a todo R.

Passo 3. Conservagdo de energia para dados iniciais em H(Q, V).
Suponha que ¢ € Hj (2, V) e seja u a solugao generalizada do problema (3.4) asso-

ciada ao dado inicial . Pelo Passo 2 sabemos que u satisfaz
u(t) € Hy(Q,V) e E(u(t)) <E(p), VteR.

Para cada t € R fixado, considere a fun¢ao definida por v(s) := u(s +t) para todo s € R.
Usando a representacao integral de u, é imediato verificar que v é a solucao generalizada

associada ao dado inicial u(t). Assim, pelo Passo 2,
E(v(s)) < E(u(t)), VseR.

Em particular, para s = —t, obtemos E(y) < E(u(t)), concluindo assim a prova.

Passo 4. A fungdo u é a tinica H}-solugdo cldssica global
Com o fim de aplicar o Teorema 3.1, seja u a tnica solugdo generalizada com dado
inicial p € H}(Q,V). A partir da representagao integral (3.4) e do Lema 2.9, podemos

expressar

u(t) = T(t)g +i/0tT(t — s)g(u(s))ds, VteR.

Além disso, pelos Passos 2 e 3, sabemos que u é fracamente continua de R em Hj (2, V)

e que satisfaz a leis de conservacao de massa e energia, as quais implicam que
lu®) i @) = lellin@y) — 2G(p) +2G(u(t), VteR. (3.10)

Para mostrar que u € C'(R, H}(Q,V)), fixe t € R e seja (,,) uma sequéncia tal que t,, — t.

Como u é fracamente continua, temos u(t,) — u(t) em H(, V). Além disso, por (3.10),

lu(t) Ty = 1ol @) — 2G(@) +2G(ulta)), ¥n€eN.

Passando ao limite em ambos os lados da igualdade acima, e usando o fato de que G é

completamente continua, obtemos

lim [[u(ta) 510,y = lellin@y) — 2G(9) +2G(u(t) = [u(®)lli @uv)-

Portanto, da convergéncia fraca e da convergéncia das normas, e sabendo que Hj (€2, V)

é uniformemente convexo, concluimos que

u(t,) = u(t) em Hy(Q,V).
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o que completa a demonstracao da continuidade de u. Finalmente, note que a funcao
g : HY(Q,V) - HY(Q,V) é continua e limitada em conjuntos limitados, pois para

quaisquer u,v € H}(Q, V) com ||ull g1y, [[v]| 1@,y < M, a hipétese h1 implica

lg(uw) = g(0)lm-1@v) < llg(w) = g(V)ll L2
< L(M)|lu = vl| 2@
S L(M)Hu — UHHl(Q,V)'
Assim, satisfeitas as hip6teses do Teorema 3.1, concluimos que u é uma H}-solugao classica

do problema (P). Finalmente, a unicidade dessa solugao segue diretamente da unicidade

da solugao generalizada associada. O

Um fato interessante é que os operadores 7 (t) sio também isometrias em HJ(Q, V).

Corolario 3.2. Para todo p € HY(Q,V) temos

Hg(t)SDHHl(Q,V) = HSOHHl(Q,V), vt € R.

Demonstracao. Ao se considerar ¢ = 0, com primitiva G = 0, no teorema anterior, a
solugao generalizada dada por (3.4) reduz-se a u(t) = 7 (t)p. Assim, as leis de conservagao

de massa e energia, juntamente com a identidade

I 1y = 2EBC) + [ 220

garantem o resultado. Il

3.4 Propriedades do resolvente

Com o objetivo de generalizar o teorema anterior e estabelecer um resultado que se
aplique a diferentes nao linearidades e que funcione bem tanto para dominios limitados
quanto para Q = RY, achamos conveniente regularizar a nao linearidade ¢ aplicando
o operador (I —eyA)™!, com € > 0. Nesta segdo, apresentamos algumas propriedades
relevantes desse operador.

Pela teoria estabelecida na Sec¢do 1.3, sabemos que o operador A em H~1(Q,V) ¢

densamente definido, visto que é auto-adjunto, e dissipativo, uma vez que por (1.17)

Re(y Au, u)g-1av) = [ullf-1 vy — llullz2@yy) < 0.

Além disso, pelo Lema de Lax-Milgram, para cada f € H *(£,V) existe um tnico ele-
mento u € H}(Q, V) tal que —yAu+u= fem H'(Q,V), com
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1@y = lullm@y) = ||[(T = vA)7f]

o (3.11)

Isso mostra que o operador I — A é sobrejetivo. Consequentemente, pelos Teoremas de
Lumer-Phillips e Hille-Yosida, para todo A > 0, o operador resolvente R(\) = R(A, A)

existe e € linear limitado. Com isso, para cada A > 1, definimos o operador
Iy HHQ V) — Hy (V) por  Jyi=ARA) =AM —,A)"L
Isto é, para todo f € H 1(Q,V), u= J\f é a tinica solugio da equacao
—vAu+ X u=\f em H1(Q,V). (3.12)

Pelo Teorema de Hille-Yosida, o resolvente R()) possui norma limitada por A~

Assim, Jy é um operador linear e limitado de H~!(€, V') em si mesmo, com

| Ixllec-1 vy, a1y < 1. (3.13)

Também, ¢ limitado de H1(Q, V) em HJ(Q, V), j& que, tomando o produto de dualidade

da equagao (3.12) com u, obtemos

ullFr 0.y < IVullZz) + AMullizov
= )\<f7 a)H—l,Hé,V

< Ml a-r@wllullm@v),

de onde segue que
HJAHC(H*(Q,V),H&(Q,V)) =

Ainda mais, Jy é limitado de L*(2, V) em si mesmo. De fato, para f € L*(Q, V), ao tomar

produto de dualidade da equagao (3.12) com u, obtemos

MullZz@ry < IVullizg + Alullzq.r
= >‘<fa a>H—1,H3,V
= A f,u) 2 v
< M fllez@w llull2@0,v)

e assim,

HJ)‘HE(LQ(Q,V),L2(Q,V)) <
Para mostrar que Jy ¢ limitado de H}(2,V) em si mesmo, considere f € H}(Q,V). Um

calculo direto mostra que o operador laplaciano com peso comuta com o resolvente, ou

seja,
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AR f =R\ A,

o que conduz a
(I - VA) JAf = Ji (] - VA)f' (3-14)

Logo, por (3.11) e (3.13),

[l = [ =) =)0
= || = VA)‘])‘fHHfl(Q,V)
=T —v)1], 0,
< = vA) flla-1v)
= =) =

= | fllar @),

mostrando assim

||JA||£(H3(Q,V),H§(Q,V)) <L

Com o objetivo de estabelecer estimativas para Jyf em LP(€, V'), comegamos por

demonstrar um lema técnico que servira como ferramenta auxiliar do préximo resultado.
Lema 3.5. Suponha que h € C*([0,00),R) e que existem constantes c¢1 e ¢y tais que

|h(s)] < e |W(s)|s < ca, Vs >0. (3.15)
Entdo, para todo fungio w € HY(Q, V) e todo k =1,...,N temos

v = h(|u|*)u € Hy(Q,V) e v = 20/ (Ju)?) Re (u Oput) u + h(|ul?)Opu.
Demonstragdo. Seja u € Hy(Q,V) e fixemos k € {1,..., N}. Definimos
wy, := 20 (|ul?) Re (u pr) u + h(|u|?)Opu.

Considere uma sequéncia (¢,) C C5°(Q) tal que ¢, — u em H}(Q, V). Em particular,

on —u em L*(Q,V) e Opon — Opu em L*(Q).

Por resultados da teoria da medida existem fungoes f € L*(Q2,V) e f € L*(Q) tais que,

a menos de subsequéncia,

on(x) = u(z), Okpn(x) = Opu(x), ol < f e |Okpnl < fr, q.t.p.em Q.
Por outro lado, pelas suposicoes sobre ¢, e h, a fun¢io composta v, := h(|¢,|?)e, pertence
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a C§°(2) e, aplicando a regra da cadeia, temos
Ovn = 20 ([¢n?) Re (@n O Pn) on + h(|pnl?) Opon.
Consequentemente, a continuidade de h e de sua derivada conduzem a
v () = v(z) e Okvn(x) = wi(z), q.t.p. x € Q,
enquanto que as condigdes (3.15) implicam que, para todo n,
lva] < e f e |Okvn] < (2¢0 + ¢1)|0kon] < (2¢0 + ¢1) f-
Assim, pelo Teorema da Convergéncia Dominada em espagos LP(€, 1), concluimos que
ve L2(QV), wp € L*(Q), v, —v em L*(QV) e Owv, — wr em L*(Q),
o que é suficiente para garantir que v € H(, V) e que Opv = wy. 0
Lema 3.6. Assuma que A > 0 e p € [1,2]. Se as fungoes u € HL(Q,V) e f € LP(Q,V)
satisfazem a equagao

(v A+ At v) s gy = /\/va Vdr, Yve HNQ,V), (3.16)

entao
we LP(Q,V) e Nullwav) < Ifllr@v)-

Demonstragao. O caso p = 2 ja foi mostrado anteriormente. Suponha, portanto, que p < 2

e seja € > 0 arbitrario. Considere a fun¢ao h. € C*([0,00)) dada por

—2 h,
he(s) := (e +5)P"2/2 com derivada  h.(s) = pT = (‘2
Como p — 2 € [—1,0), segue que h. é negativa e
he(s) + 2R/ > he (1 0 ) > 0. 3.17
(3) a(s)s = (5) s ( )

Por outro lado, é imediato que a funcao h. satisfaz as hipéteses do Lema 3.5, pois tanto

he(s) quanto h.(s)s tendem a zero quando s — oo, e entao
ve := ho(Jul*)u € Hy(Q,V) e Orve = 2h.(Jul*) Re (u 0pti) u + he(|u|?) Oyu.

Logo, ao tomar v = 9. como fungao teste na equacao (3.16), obtemos

79



/Vu-VTJE d:v+)\/ he(Jul?) ]2V dz = )\/ fo.Vdz.
Q Q Q

Dali, extraindo a parte real, resulta
N
Z/QRe(akué?k@a)dx—l—A/Qha(|u|2)|u|2\/dx - )\/QRe(fﬁa)Vd:p. (3.18)
k=1

Note que a primeira parcela do lado esquerdo é nao negativa, pois

Re (O 940-) = 21 ([ul?) [Re (u )] + he([uf?) |Ohul?
> (20 (|ul) ul® + he(|ul®) ) |Dkul?

>0,

onde na primeira desigualdade usamos que h. ¢é negativa e que |Re(udpu)| < |u||Okul,

enquanto a segunda segue de (3.17). Portanto, (3.18) implica a seguinte desigualdade:
[ helu®lu? vz < [ Re(fa)Vde < [ |f1h(ulul V.
Para estimar a tltima integral, note que h.(s?) < s~2, o que implica que
h.(s%)s < (ha(s2) 52)(p_1)/p :

Dessa forma
—1
[ by faPve < [ 151 (hellul® 1) Vs,
Aplicando agora a desigualdade de Holder, obtemos

(r—1)/p

/th(|u|2) u2Vdz < ||f |y </Q he(|uf?) |u|2de> ,

o que nos da
[ heluPlul?Vdz < 1 £1%0.0,

Portanto, ao tomar o limite quando € — 0 e aplicar o lema de Fatou, juntamente com a

convergéncia pontual h.(|u|?) — |u[P~2, obtemos

| 1Vde < 1)

de onde a conclusao do teorema segue imediatamente. 0

Observacao 3.2. O resultado anterior pode ser generalizado para o caso em que p > 2

por meio de um argumento analogo, utilizando a fung¢ao
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52 (p—2)/2
he(s) = (1—!—682) .

A tnica diferenca, neste caso, é que é necessario verificar com cuidado que v, pertence
a H}(Q,V), uma vez que o Lema 3.5 nao pode ser aplicado diretamente para assegurar

essa propriedade.
A situacao que nos interessa é a seguinte:

Coroléario 3.3. Suponha que H} (2, V) < LP(Q,V) para algum p > 2. Entio,
[ Ivull o vy < Nl @y, para todo u € LF(Q,V)eA>1.

Demonstracdo. Dado qualquer u € L (Q, V), segue de (1.18) que u € H~'(Q, V). Assim,
pela definigao de Jy e usando (1.19), concluimos que Jyu € H}(Q,V) e

(=vALu+ A\u,v) g gy = Mu, ) g gy = )\/ wVdz, Vv e Hy(Q,V).
Q
Portanto, basta aplicar o Lema 3.6 com p como sendo p’ < 2 para obter o resultado. [

A seguir, apresentaremos resultados de convergéncia que envolvem o operador J,,

os quais desempenham um papel fundamental na generalizacdo do teorema anterior.

Lema 3.7. Seja X um dos espagos H 1 (Q, V) ou H}(Q,V). Entdo, para todo u € X,
Jou—>u em X quando n — .

Demonstragdo. Considere X = H'(Q,V) e suponha inicialmente que v € Hj(Q, V).
Nesse caso, temos
nR(n)u —u = R(n)y,Au,

de modo que
1
| It — ullg-10,v) = [|R(n)vAul| g-10,v) ﬁ lvAul|g-10,v) = 0.

Suponha agora que u € X e seja € > 0 arbitrario. Como Hj(2,V) é denso em X, existe
v E H(Q,V) tal que

| — vl g1 <e.

Assim, pela desigualdade triangular,

| Tt — ul| 1) < | Jn(u — )|z vy + [|[Jnv = vl H-10v) + [V = ullz-1 01

SZ&T—FHJMJ UHH HQ,V)-
Passando ao limite superior em n e usando o resultado do caso anterior, segue
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limsup || Jyu — ul|g-10,v) < 2,
n—oo

e, ao fazer ¢ — 0, obtemos o resultado desejado. Por fim, no caso X = H}(Q, V), procede-

se como em (3.14) para obter
Dessa forma, aplicando a férmula (3.11) e usando o caso anterior, temos

| S — ul| vy = (T = vA)(Jnu — u) || g1
= ||J.({ — vA)u — (I — VA)U||H—1(Q7v) — 0,

concluindo a demonstragao. 0

Lema 3.8. Seja (u,,) uma sequéncia limitada em H='(Q, V). Entdo
Tty —up =0 em HHQ,V)  quando n — oo.

Demonstra¢ao. Como (u,) é limitada, a sequéncia v, = J,u, também é limitada e, por

defini¢ao satisfaz
1

Uy, — Up = — - vAU,.
n
Seja w € H1(Q, V) arbitrario. Por densidade, dado ¢ > 0, existe v € Hj (2, V) tal que
Hw — V”H—l(Q,V) < €.
Aplicando a desigualdade de Cauchy-Schwarz e o Lema 1.6, temos que

|(Un — Un, W) g1 @v)| < [(Vn = U, w — V) 1) + |(Vn — Un, V) H-1(0,1)]
< ||Un - unHH*l(Q,V)Hw - V”H*l(Q,V) + n! |(vAUm V)Hfl(Q,V)|

< e v = unllm-1@yy + 17 (Vny v AV) -1 1)
g

<e-|lvg = unlla-1@vy + 0 Jonlla-1 vy VAV a1 1)

Como as sequéncias (uy,) e (v,) sdo limitadas, segue que
limsup |(vy, — Un, W) g-10,v)| < € -sup ||vn — Up||lm-1(0,v)-
n—00 neN
Finalmente, fazendo ¢ — 0,

(Un — Un, w)g-19,v) — 0, para todo w € H'(Q, V),

o que implica que v, — u,, — 0. 0
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3.5 Existéncia local

O Teorema 3.2 é muito eficaz, mas sua aplicagao fica limitada a nao linearidades
bastante regulares. Na pratica, ele ndo cobre casos em que g(u) = g(-,u(-)) apresenta
um crescimento que vai além do sublinear. Nesta se¢do, buscamos melhorar o teorema

anterior sob suposi¢oes mais fracas para fung¢oes g com crescimento maior.

Observe que as condicoes h2 e h3 sdo essenciais para garantir as leis de conservacao
da massa e da energia, enquanto h1 fornece informagoes sobre o comportamento da nao
linearidade. Note-se ainda que h3 é automaticamente satisfeita quando Im(g(u)u) = 0.

Motivados por essa observacao, passamos a considerar as seguintes hipoteses:
H1 Ezistem p,r € [2,2%) para N > 2 e p,r € [2,00| para N =1, tais que
geC(H)QV), 1M (QV))
e tal que para cada M > 0 eziste uma constante positiva C (M) tal que
l9(u) = 9(0) | L @,y < C(M)lu = vl @),

para todo u,v € Hy(Q, V) com |[ullmov), [vm@y) < M.

H2 Eriste um funcional completamente continuo G : H3(Q,V) — R. Além disso, ao

considerarmos H}(Q, V) como espago de Banach real,
HY(Q,V) = (Hy(Q, V), +, R, || - | m@an))
temos G € C*(H3(,V),R) e

G,(U,)U = Re<g(u>71_)>H*1,Hé,V7 vu7 CAS H01<Qa V)

H3 Para todo u € HJ(Q, V), tem-se

Im(g(u)u) =0, q.t.p. em €.

No que concerne ao peso V', é essencial que sua escolha assegure simultaneamente a
imersdo HJ(Q,V) — L*(Q,V) para s = r,p, bem como a validade de uma desigualdade
do tipo Gagliardo-Nirenberg. Portanto, nesta secao, consideramos apenas os pesos que

satisfazem a seguinte condigao:

H4 Seja V : Q — R uma func¢ao satisfazendo V1 e V2, ou seja, continua e com infimo

positivo. Suponha ainda que existem q, 0 € [2,2*), tais que
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LUQ) — LP(Q,V) e LYQ) — L(Q,V). (3.19)

Considerando tais condic¢oes, formulamos a seguir o teorema principal deste capitulo.

Teorema 3.3 (Existéncia local). Suponha que as fungoes g, G e V satisfazem H1-H4.

Entao, para cada M > 0, existe uma constante Ty > 0 tal que, para todo dado inicial
p € Hy(Q, V) com lglluor) <M,
existe uma H}-solugdo forte u do problema (P) no intervalo I = (=T, Tyr) satisfazendo
lu()]| m@vy < 2M,  para todo t € 1.
Além disso, u satisfaz a conservacao de massa e a desigualdade de energia:
u(®)] 2@y = [ellL2@,v) e E(u(t)) < E(p), paratodot € I,
onde E € definida como em (3.3).

) [—Tar, Tar] % B(0,2M)
YQ\KQ M, T

Figura 3.1: Existéncia local.

Observagdo 3.3. O Teorema 3.3 garante a existéncia local de uma Hj-solugdo forte, mas
nao assegura sua unicidade nem sua regularidade temporal. Infelizmente, as técnicas dis-
poniveis para tratar a unicidade dependem, em geral, da estrutura especifica do problema
considerado, como é discutido nas Seg¢oes 4.3 e 4.4, bem como em [9, Capitulo 4|, onde o
autor ilustra que as estimativas de Strichartz sao a chave para estabelecer a unicidade de
certas classes de problemas em RY para V = 1.

Observacao 3.4. O Teorema 3.3 nao garante que a solu¢ao encontrada seja maximal. Em

outras palavras, fora do intervalo [—T)ys, Tys] em que a existéncia é assegurada, a solugao

obtida pode ser estendida para intervalos maiores.

Antes de passarmos a prova, apresentamos alguns resultados preliminares necessarios.

Iniciamos destacando que a condi¢cdo H4, juntamente com as imersdes de Sobolev [1], ga-
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rante que

Em particular, conforme observado na Secao 1.2, temos
LP(Q,V) — HYQ,V). (3.22)

Cabe também destacar que essa hipétese nao é vazia, como sera ilustrado a seguir:
Exemplo 3.1. Existem funcoes que satisfazem H4, por exemplo:

(i) Caso V seja limitado superiormente e inferiormente por uma quantidade positiva,
basta considerar ¢ = p e o = r. Nesse caso, os espacos LP(Q2, V') e LP(2), assim como

também H'(Q,V) e H'(Q), coincidem e possuem normas equivalentes,

(ii) Caso contrario, podemos considerar ¢ € (p,2*) e p € (r,2*) e assumir que
V e LY@ P)(Q) 0 L/ e (Q),

pois, de acordo com [2, Teorema 2.2|, as imersoes (3.19) ocorrem se, e somente se, V'
satisfaz essa condi¢dao. E importante ressaltar que, nesta situagao, o conjunto €2 deve

ser limitado, ou ao menos ter medida finita, pois ||V || La/t-» q) = inf V - |Q|@ )/,
(iii) Assim, quando Q = RY s é admissivel considerar o peso V' como sendo limitado.

(iv) No Capitulo 4, apresentam-se exemplos de fungées g, G e V que satisfazem as

hipéteses mencionadas.

Lema 3.9. Suponha que V' satisfaz V1 e V2, e que existem p,q € [2,2*) tais que
LI(Q) — LP(Q, V).

Entdo, existe uma constante C' tal que, para todo w € H}(Q, V),

_ 1 1
lullrayy < Cllulliilo v lullsyy,  onde 9:1—N(—>.

Demonstragao. Pela Desigualdade de Gagliardo-Niremberg [22, Teorema 1.1], existe uma

constante C' tal que
lull oy < Cullullnlemy el o), Vu € Hy(RY).

Usando o argumento do operador de extensao por zero fora de 2, concluimos que essa

desigualdade permanece valida quando substituimos RY por Q. Por fim, combinando esse
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fato com as imersoes continuas
Hy(Q,V) = Hy(Q),  L*(Q,V)=L*(Q) e  LYQ) — LP(Q,V),

obtemos o resultado desejado. 0

Lema 3.10. Suponha que as funcoes g, G e V satisfacam H1-H4. Entao, apos uma

possivel modifica¢ao da funcio C(M), temos

lg(w) = ()l Lr vy < C(M)[[u =020, (3.23)

|G () = G(v)] < C(M)llu— 0|20 v (3.24)

para todo u,v € Hy(Q, V) com ||ul gy, |V mr@vy) < M, onde

1 1 1 1
w=1-N(gg) e =en (3

Demonstracao. Aplicando a hipétese H1 e o Lema 3.9 com p = r e ¢ = p, existe uma

constante C' tal que

| A\

(M)[Ju = vl zr @)
(M) - Cllu— UHHI(Q,V)HU_UH%Q(Q,V)

<CO(M)-C - (2M) [lu = vl|T2 0.,

lg(w) = 9)l w0y < C
C

IN

onde a ultima desigualdade ocorre porque « € (0, 1].

Em relacao a desigualdade em G, a hipotese H2 implica que

|G (u) v)| = stu—l— (1—s)v)ds

= /0 Re (g(su+ (1 = s)v), 0= 0) gy g1y ds

1
g/o ‘(g(su+(1—5)1)),11—13}H717H37V‘d5
1
= [ [tgsu+ (= s)v), @ =) 1y | ds
1
< [ llgtsut (1= 5)0)llev i ds - llu = vl

Note agora que, por H1, para todo s € [0, 1],

lg(su+ (L= 8)v)l[ 1 0,y < llg(su + (1 = s)v) = g(0)| 1 0, + 1900) ] 1o 0,1
< C(M) [[su+ (1= s)vllr@vy + [90O0) 1w vy
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Mas pela imersao (3.20), existe uma constante C, tal que

lg(su+ (1= s)0)ll vy < CM) - Cr llsu+ (1 = s)vllar @) + [90O0)] o,

C
C(M) - C- M +[[g(O)]| o vy = Ch-

IN

Além disso, o Lema 3.9 garante a existéncia de uma constante C' tal que
1— _
lu = vl[Lr@y) < Cllu— UHHl[(aQ,V) Ju— UH?%Q,V) <C-(2M) 0 flu - UH?%Q,V)‘
Portanto, combinando as desigualdades anteriores, obtemos

G(u) = G(v)| < C1- C - 2M)' P [|u = 0l| 2 g0,
o que conclui a demonstragao. 0

O lema a seguir nos permitird demonstrar a lei de conservacao da massa.
Lema 3.11. Seja I um intervalo aberto. Para toda fungdo
we LI, Hy(Q, V) nWh=(I, H1(Q,V)),
a fungdo real ||u(-)||%2(Q’V) ¢ lipschitziana em I e diferencidvel em quase todo ponto, com

d _
—||u(t)||? = 2Re (v (t),u(t . qtp. tel.
—lu(®) 320y (WD) )y 20D

Demonstracdo. Pelo Corolério 3.1, sabemos que u é fracamente continua de I em H}(Q,V),

de modo que fica bem definida a funcao

N () = [u®) 3200 = <u(t),@>H717Hé’ para todo t € I.

v 9

Além disso, o Teorema A.9 garante que u, considerada como valores em H~1(Q, V), é

diferenciavel quase em toda parte de I, e satisfaz
lu(t) = w()l-s0) < I llseqrs@uy It —5l,  para todo t,s € 1.
Consequentemente, .4~ é lipschitziana, pois para quaisquer t, s € I temos

A () = A (s)] =

(ult) = (), u(s)) .y g+ (WO = 0(5) ()
< [lu(t) = w(s)ll - vy (luls) @) + lu®l @)

< 2| || oo 1 -1 v 1wl Lo 1,112 2,0y 1 = 81
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Finalmente, para mostrar que .4 é diferenciavel, note que, para todot € [ e h # 0,

N (t+h) = A (t) = (ult + h) — ult), u(t + 1))

H-'HLV

+ (), ult+h) — ult))

H-1H} V'

Pela definigao (1.15), temos a propriedade

<w777>H—1,H(},V = <Ua“7>H—1,H5,V’ Vw,v € Hy(2,V),

0 que permite reescrever a expressao anterior como

N (t+h) = A (8) = (u(t + h) = ult), ult + 1))

H-1HLV

+ <u(t +h) — u<t>’m>H—1,Hg,v’

Dividindo ambos os lados por h e somando e subtraindo termos apropriados, temos

N (t+h) —A(t) u(t+ h) — u(t) S
Y = < N —u'(t),u(t + h)>H1’H37V

N <u(t + h]z —u(t) ul@),u(t)>

(3.25)

H-1HLV

!/
* <u (8), ult + h>>H—l,H§,V + <u’(t), u(t)>H—1,Hg,v
=:ay(h) 4+ az(h) + asz(h) + aq.
Agora, sendo u diferenciavel quase em todo I, para quase todo t € I obtemos

u(t + h) —u(t)
h

—u/(t) [wll oo (1,13 02y = 0

H-1(Q,V)

quando h — 0. Por outro lado, como u é fracamente continua, tem-se
u(t +h) = u(t) em HJ(Q,V) quando h — 0.
E, como /() pertence ao dual de H}(Q2,V), segue que
as(h) — (' (t), u(t) uando h — 0.
s(h) = (W (0),u(0)) g

Por fim, tomando o limite h — 0 em (3.25), resulta

A(t) = <u/(t)’@>H*1,H3,V + <U/(t)’w>H*1,H01,V = 2Re (v/(1) u(t)>H*1,Hé,V ’

para quase todo t € I. O]
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Com as ferramentas desenvolvidas até aqui, estamos prontos para iniciar a demons-
tragdo do Teorema 3.3, a qual serd realizada em seis passos: (1) construimos uma familia
de funcgoes g,, para as quais é possivel aplicar o Teorema 3.2, garantindo assim a existéncia
de solugoes aproximadas u,,, definidas em todo R, que satisfazem as leis de conservacao;
(2) a partir das leis de conservagao, garantimos a existéncia de T); para que as sequéncias
un(t) e gn(u,(t)) admitam uma estimativa uniforme em /. Com isso, ao aplicar os lemas
de compacidade, asseguramos a existéncia de limites fracos pontuais u e f; (3) usamos
essas estimativas para realizar a passagem ao limite na equacao de evolucdo aproximada,
obtendo assim a equacao i dyu + Au + f = 0; (4) estabelecemos a lei de conservagiao
de massa para a fungdo u; (5) demonstramos a desigualdade de energia; e (6) usando
a conservacado de massa, mostramos que f = g(u) e, consequentemente, que u é uma

Hj-solugao forte.

Demonstracdao do Teorema 3.3. Considere M > 0 e
Y e H&(Q,V) com |lo|lgrovy < M.

Passo 1. Construcdao de solucoes aprorimadas.
Para cada inteiro positivo n, seja J, o operador linear definido na Secao 3.4. Com

relacao a esse operador sabemos que

Jo HHQ,V) — Hy(Q,V), |l 1@y, m3 @) < 1 (3.26)
Jn s Hy(Q,V) = H(Q,V), | all ez vy, mi@vy < 1, (3.27)
Jo LA(Q, V) — L*(Q,V), |l 22y 2@y < 1, (3.28)
Jnt IP(Q,V) = P (Q,V), 1 Tnll oo vy v vy < 1 (3:29)

Definimos agora o operador g, : L2(2,V) — L*(Q,V) e o funcional G,, : L*(Q,V) — R,
dados por
gn(u) == Jn (g(Jpu)) e Gy, =G (Jpu).

A seguir, mostraremos que g, e G, satisfazem as hipéteses do Teorema 3.2.

Para verificar que g, satisfaz a condicao local de Lipschitz, seja K uma constante
positiva e considere u, v € L*(Q, V) arbitrarios tais que ||ul| 2y, [|0]|120,v) < K. Assim,

por (3.26) e denotando por C, a constante da imersao (3.22), temos

lgn (1) = gn (V)2 vy = [T (9(Jnwe) = g(Tn0)ll 2 v
< [ nlg(Jnw) = g(Jn)l g1

( nv)HH*l(Q,V)
<n- Cp/ ||g(JnU> - g(JnU>||LP’(Q,V) .
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Mas como, para todo w € L*(Q, V), vale
| Jowl| 1 @vy < nllwl|g-1@vy < nllwllr2oy),

segue que

[Jnull vy, ([ Javl a0y < nK.

Logo, a hipdtese H1, a imersao (3.20) e as estimativas (3.26) e (1.17), implicam que

19n(u) = gn (V)| L2y < 0 Cp - C(NK) || Juu = Juvl r )
<n-Cy-CnK)-Cyl|Ju(u—0)|me@wv
<n-Cy-CnK)-Cr nllu—vlg-r10w
<n-Cy-CnkK)-Cy nllu—vlrzav),

0 que garante que g, satisfaz hl.
Para comprovar que g, satisfaz a condigdo h3, sejam u,v € L*(Q,V) arbitrarios.

Segue da definicao de J,, e de g, que
1 1 S B
- vAgL(u) + gn(u) = g(Jpu) e - vAJ O+ J,o =0 em H (Q,V).
Como J,v = J,v, temos

(9Jne), 70 = (= Aga(u) + gnl0), Ty )

H-1H}V

onde a tltima igualdade resulta de (1.15). Portanto,

(g(Jau), Tov) = (gn(u),v) 20y, Yu,v € LA, V). (3.30)

H-VHLV

Em particular, ao considerar a parte real com v = iu e aplicar (1.19), obtém-se
Re(gn(u), i) 20,y = Re/ g(Jpu) JpiuVdr = / Im (g(Jnu)m) Vdzx,
Q Q

a qual é nula em virtude da condi¢gao H3, provando assim que g, satisfaz h3.
Para provar que G, satisfaz h2, comecamos mostrando que sua restrigao a Hj (€, V)

é completamente continua. Para isso, considere uma sequéncia
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(up) C Hy(Q,V) tal que wup —u em Hy(Q,V).

Como J,, : Hy(, V) — Hg(Q, V) é linear e continuo nas topologias fortes, segue de [6,

Proposigao 6.2.9] que J, é também continuo nas topologias fracas, e assim
Joup — Jpu  em H&(Q, V) quando k — oc.
Logo, devido a que G é completamente continuo,
Gn(ur) = G(Jyur) = G(Jyu) = Gy(u) quando k — oo,

e o resultado segue. Finalmente, como J,, : L*(Q, V) — H}(Q,V) é um operador linear e

continuo, pois
[ Twullmor) < nllulla-1@v) < nllullzorv),  Yu € L2(Q,V),

segue que
J, € CHL(Q, V), Hy(Q,V)), com J. (u)=J,.

Ademais, pela hipotese H2,
G e C'(Hy(Q,V),R),

de modo que, pela regra da cadeia,
G,=GolJ,c CHL*(Q,V),R), com G (u)=G"(Ju)l,.
Por fim, por H2 e (3.30), temos que, para quaisquer u,v € L*(Q, V),

Gln(u)v = GI(Jnu>JnU = Re <g(Jnu>7m>H71,Hé7V = Re(gn(u)v U)LQ(Q,V)7

o que conclui a demonstragao de que G,, satisfaz h3.

Uma vez verificadas as hipdteses do Teorema 3.2, o item (c) garante a existéncia de

uma sequéncia de fungdes (u,) que satisfaz o problema

un € C(R, Hy(Q, V)N CHR, H7H(2,V))
i Oy, + vAU, + gn(uy) =0 em HH(Q,V) (3.31)

u,(0) = .

Além disso, cada u,, preserva a massa e a energia, ou seja,

lun@ 2 vy = llellzery e E(ua(t)) = E(p), VteR.
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Em particular, combinando essas duas propriedades, obtemos
lun )10y = 9l @) + 2Ga(un(t)) = 2Ga(p), VtER, n€N. (3.32)

Passo 2. Estimativas uniformes e existéncia de limites.
Nosso objetivo agora é encontrar um intervalo no qual as hipdteses do Lema 3.3

sejam satisfeitas. Para isso, comecamos definindo, para cada n € N,
0, := sup {7’ > 0; |un(t)]| a1 < 2M, para todo t € (—T, T)} :
Afirmacao 1. Fxiste uma constante K, dependente apenas de M, tal que
”UnHWl»m((—en,en),Hﬂ(Q,v)) < K, para todon € N.
De fato, seja t € (—0,,,0,,) arbitrario. Pela defini¢ao de 6,,, temos

[un @Ol -1 @vy < lun@) a1 @y) < 2M. (3.33)
Logo, pela equagao (3.31) e a imersdo (3.22), obtemos

10run ()| -1 @vy < lvAun(®) -1 @vy + [lgn(un () 2-10v)
< Nun@ll vy + Gy lga(un (@)l 1 v (3.34)
< 2M + Cpr [l gn(un () 1 0,v)-

Note agora que, por (3.29), podemos estimar

lgn (un ()l o @,y = 1n(g(Tntin () Lo 1)
< “g(‘]nun(t))HLp’(Q,V) (3.35)
< Nlg(Jnun(t)) = g(0) | o vy + [19(O)] Lo ,1)-

Para estimar a primeira parcela da tltima desigualdade, observe que, em virtude de (3.27),

temos
[ Jntin () @y < un(®)ll a9y < 2M,

de modo que, pela hipétese H1 e a imersao (3.20), segue que

l9(Jua(t) = 9O vy < CEM)|[Ttwa ()l 2r(@1v)
< C2M) - Cp || Juun ()]l 1@y
<C@2M)-C.-2M =: ¢.

Juntando isso com (3.35) e fazendo s = ¢1 + [|g(0) || 1,1 temos
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1gn (un (O 1 vy < Ng(ntn@) ]l @ vy < 20 VEE (=05, 0,). (3.36)
Combinando essa estimativa com a desigualdade (3.34), obtemos
Hatun(t)”H—l(Q’V) g 2M + Cp/ cCy =. K.

Assim, junto com (3.33), concluimos a prova da afirmacao. =

Até agora, cada fun¢ao u,, esta limitada uniformemente em um intervalo que depende
de n. Nosso préximo passo é encontrar um intervalo comum, independente n, onde essas

fungoes permanecam limitadas. Para isso, observe que
Up € L((—0,,0,), Hy(Q, V) N W2 ((=0,,60,), H (2, V)),

com

max { |t (6, 00,1301 10rtunl| 1o (0,000 1100 } < K,

de modo que, pelo Corolario 3.1, segue que
[tn () — wn ()| 22y < 2K |t — 5|2, para todo [t],]s| < 6,. (3.37)
Por outro lado, para todo |t| < 6, tem-se
[1n (O) | vy l|n (8) | 1 vy < 2M.
Dessa forma, o Lema 3.10 e (3.37), implicam que

|Graltn(t)) = Gu(ua(0))] < C2M) [|un(t) — wa(0) 72,y
< C2M) - (2K) |t
=: g |t]P2.

Combinando este resultado com (3.32) e visto que u,(0) = ¢ e ||¢||g1(q,v) < M, obtemos
||un(t)||§p(ﬂ’v) < M? 4+ 2¢4 |t|°?,  para todo [t| < 6,.
Portanto, podemos definir T, de modo que
s TH? = M2,
Dessa forma, para 7' = min{T}, 6,,}, segue que

[tn () |11 1) < VBM,  para todo |t| < T. (3.38)
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Afirmacgao 2. Para todo n € N, tem-se 6, > T),.
De fato, suponha, por absurdo, que Ty, > 6, e entdao T' = 6,,. Pela continuidade da

funcao u,, existe um ponto ¥ > 6, tal que

[n(8) = n(0n) || vy < 2M — VBM, Vs € [0,,7],
||Un(8) — un(_gn)“Hl(Q,V) S 2M — \/§M, Vs € [—19, —Qn]

Logo, pela desigualdade triangular reversa e visto que ||u,(£6,,) || m1(o,v) < V/3M, obtemos
|n(8)|| i1 (0,v) < 2M,  para todo s € [—1, —0,] U [0, 7]
Juntando isso com (3.38), concluimos que
|n () || 51 (0,v) < 2M,  para todo t € (=0, 9),

o que contradiz a maximalidade de 6,,, concluindo assim a prova da afirmacao. m

Por fim, uma vez que Ty, < 6, temos T =Ty, e
I:= (=T, Ty) C (—6,,0,), paratodon e N.

Logo, pela Afirmacdo 1, a sequéncia (u,,) é limitada em W1(I, H=1(2,V)) e, por (3.38),
obtemos
un ()| vy < 2M, paratodot €l en €N. (3.39)

Com isso, segue que a sequéncia (u,,) satisfaz as condi¢oes do Lema 3.3 em I. Portanto,

deve existir uma func¢ao
u€ LI, Hy(Q, V)N Whe(I, H1(Q,V))
tal que, a menos de subsequéncia,
U, (t) — u(t) em HI(Q,V), paratodot € I. (3.40)

Em particular, como a norma é fracamente semicontinua inferiormente, de (3.39) e (3.40)
deduzimos que
lu(®)|| m@v) < 2M,  para todo ¢ € I.

Para concluir este passo, observe que, de acordo com (3.36), a sequéncia (g, (u,)) é

limitada em C'(Z, L” (€2, V)) e, mais ainda, é uniformemente equicontinua, pois, dado que,

[ Tntn ()| 1100y < llun ()l g1y < 2M, Vtel,
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segue do Lema 3.10 e de (3.37) que, para quaisquer ¢, s € I,

1gn (un(8)) = gn(un ()l 1 @) = 1 (g(Tntn(t)) = g(Tntn () 1 0,1
< [lg(Jnun(t)) = g(Invn () 1 0,v)
< CM) || Jnun(t) = Jnun($)|Z20,v)
< C2M) [un(t) = un(s)l T2,
< C(2M)(2K)%|t — s]*/2.

Portanto, ao aplicar o Lema 3.2 com X =Y = Lp'(Q, V'), existe uma funcao
fecC, V)
tal que, a menos de subsequéncia,
Gulun(t)) = f(t) em LP(Q,V), paratodot e I. (3.41)

Passo 3. Passando ao limite para obter uma equacdo de Schrodinger em u.
Seja v € H}(Q,V) arbitrario. Tomando o produto de dualidade da equagao (3.31)

com v, obtemos, para todon € Net € R,

i (O, U)H—I,Hg,v + (v A, U>H—1,H3,v + (gn(un), U)H—I,Hg,v =0,

ou equivalentemente,

d

iawm V)11 v (AU, V) g 1 v+ (Gn(Un), V) g1 g1y = 0.

Dessa forma, para toda funcao ¢ € C§°(I,R), temos

. d
/1 <Z %Wm V) -1,m v ¥+ (AU V) gt gt v ¥+ (Gn(Un), 0) 1 v ¢> dt = 0.
Apoés integrar por partes o primeiro termo da integral, resulta que

/1 (‘i (Un, V) -1 1 v '+ (VAU V) g1 g3 v Y+ (G (Un), V) 1 3 v 1/)) dt =0. (3.42)

Denotemos por h,(t) o integrando do lado esquerdo da equagao acima. Pelas propriedades

do produto de dualidade, podemos reescrevé-lo como

ha(t) = =iV, un(t)) -1 3w ' (1) + (v AV, wn(8)) -1 3, v (1)

(3.43)
+ <g7I(un(t))7 U>LP’,LP7V ¢(t)

Dai, passando ao limite em n e usando os limites fracos (3.40) e (3.41), concluimos que,
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para todo t € I,

hn(t) = =i{0, u(t)) g g v (1) + (Av, w(t)) -1 v V(&) + (F(£),0) o 1oy P(F)-

Mas como u(t) € H} (9, V), podemos reescrever esse limite como

ho(t) = —i(u(t), V) g1 gy V() + (vAU(E), V) g1 g v (&) + (F(E), V) g1 v ().

Além disso, cada funcao h, é dominada por uma fungao integravel, pois, ao tomar o

modulo em (3.43) e utilizar as estimativas (3.39) e (3.36), obtemos

B < o]l -1 Jtn () [ @) | + v A0 -1 |tn () | 51 0, [4]
+ 1gn (un ()| 1 (@, vy 1V Lo @11 [
< ||U||H*1(Q,V)2M|1/}/| + v Av|| g1, 2M || + co||v]| Lo |¥] € LI(I,R)~

Portanto, podemos aplicar o Teorema da Convergéncia Dominada em (3.42) para obter

/1 (—i(u(t), Va1 miy ¥+ (Au), v) g gy b+ (@), V) g1 miy @/)) dt = 0.
Agora, como sabemos pelo Corolario A.6 que

— [ 0001y 0 Ot = [ (00, 0) gy (D

podemos reescrever a identidade anterior da seguinte forma

/1 (i (1) + o Au(t) + F(0),0) s gy G0 dE=0, Vi € C(I), v € HYQV).
Em seguida, como H{ (€2, V) separavel, podemos aplicar o Teorema A.8 para obter que

i (t) + vAu(t) + f(t) =0 em HY(Q,V), qtp.tel

Por fim, como

v =u,(0) = u(0) em HS(Q, V),

concluimos que u satisfaz a equacao de Schrodinger

P10+ v Au+f=0 em H'(Q,V), qtp.tel
{ t v f ( ) q.t.p (3'44)

u(0) = .

Passo 4. Lei da conservacao de massa.

O ponto crucial para obter a lei da conservagao de massa é o seguinte resultado:
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Afirmacgao 3. Para todot € I, tem-se

Im (f(t) u(t)) =0, qtp. emdL

Consequentemente,

Re ( f(t),z'u(t)>H_l7Hé’V = 0. (3.45)

De fato, fixado t € I, por resultados classicos da teoria da medida, é suficiente

verificar que, para todo conjunto aberto limitado ) C €2, tem-se

/le (F(t)u(®)) Vi = 0.

Para isso, omitimos a dependéncia temporal ¢, a fim de simplificar a notagao, e escrevemos
/ faVdr = /Q (f = gn(un)) @V + /Q (g (1) — g(Jnttn)) @V
Q
+ / Joty) (w—u,) Vdx + / o) (Uy — oy ) Vde
[, 9 ntin) (0 =0n) [, 9Cntn) )
+ /Qg(Jnun) Jpun, Vdr =: al 4+ aly + af + ay + az.
Observando que, segundo a hipotese H3,
Ima? :/ Im (g(Joun) Jou, ) Vdr =0,
3=, (g(ntn) Tum)

segue que
/ Im (fu)Vdr =Im(al + ... +a}), paratodon € N. (3.46)
Q

Mostraremos a seguir que
ap — 0 quando n — oo, paratodo k=1,...,4. (3.47)

Para isso, comecamos por estabelecer a seguinte cadeia de imersoes:

1 1 q P
Hy(Q,V) = Hy () CxpL (Q)JQL (Q,V). (3.48)
De fato, a primeira imersao continua decorre do fato de que V' ¢é limitada inferiormente
(ver (1.11)). A tltima imersao continua segue da primeira imersao continua assumida na
hipotese H4, combinada com o fato de que @) C ). Para justificar a imersao compacta,
consideremos inicialmente o caso em que € é limitado. Pela imersao compacta de Sobolev,
temos

HY(Q) — LYQ) — LYQ).

comp cont

Por fim, quando Q = R", a imersao H}(RY) — LY(RY) j4 ndo é compacta. No en-
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tanto, sabe-se que H(RY) < L9(B) é compacta para todo aberto limitado B C RY. Em

particular,

Hy(RY) = LU(Q),

comp

o que conclui a demonstracao de (3.48).

Iniciemos a prova de (3.47) considerando o caso k = 1. Pela convergéncia em (3.41),
f(t) = gn(un(t)) = 0 em LP(Q,V), e portanto em LP (Q, V).

Assim, pela defini¢ao de convergéncia fraca e lembrando que u(t) € H} (2, V) C LP(Q, V),

concluimos que

i = [ (F(0) = gulwn (1)) ul®) Vil =

Para k = 2, note que, por (3.36), a sequéncia (g(J,u,(t))) é limitada em L¥ (9, V), e

portanto também em H~1(€, V). Assim, pelo Lema 3.8, obtemos

n(un(t)) = 9(Jnttn(t)) = Ju 9(Jntin(t)) — g(Juun(t)) =0 em HHQ,V).
Aplicando agora o Lema 3.1-(b) com

FQV)= HYQUV) e xp= gnlun(t) — g(Juun(t)) € L7 (Q, V)
segue que

Gn(un()) = g(Juun(t)) = 0 em LP(Q,V), e portanto em L” (Q,V).
Assim, pela defini¢ao de convergéncia fraca, obtemos
@3 = | (9u(0a(t)) = g(Tuua(t)) @) Vid = 0.

No que concerne a k = 3, a imersao compacta (3.48), combinada com a convergéncia fraca
(3.40), implica que
up(t) — u(t) em LP(Q,V).

Por outro lado, conforme a (3.36), a sequéncia (g(J,u,(t))) é limitada em L” (9, V) por

co. Dessa forma, pela desigualdade de Holder, segue que

laz| < [|g(Jnun() 1 vy 1u(t) — un(t) |l Lr@v)
< col|ult) — un(t) lLr@v)
— 0.

Por fim, no caso k = 4, note que, por (3.39), a sequéncia (u,(t)) é limitada em H](Q, V),
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e portanto também em H (2, V). Assim, pelo Lema 3.8,
Un(t) — Jpun(t) =0 em HHQ,V).
Aplicando agora o Lema 3.1-(b) com
Hy(QLV) > HH(QV) ez, =u,(t) — Jyua(t) € Hy(Q,V),

obtemos
U (t) — Jpun(t) — 0 em Hy (9, V). (3.49)

Isso, juntamente com a imersao compacta (3.48), implica
Up(t) — Joun(t) = 0 em LP(Q,V).
Finalmente, pela desigualdade de Hoélder,

|ai| < {lg(Inun ()l vy l[tn(t) = Tntn ()]l v
< collun(t) = Jnun(t) | r@v)

— 0,

o que conclui a prova de (3.47).
Para completar a prova, basta passar ao limite em n na identidade (3.46) e usar os
limites obtidos em (3.47). Além disso, a validade de (3.45) resulta de

Re (£(0), iu(t)>H71’H017V _ /Q Im(f(t) u(f))Vide = 0. w

Como consequéncia, ao tomar o produto de dualidade da equacao (3.44) com du(t)

e aplicar a definigdo do laplaciano com peso (1.25), obtemos
<u'(t),@>Hil7Hé’V v /Q Vu(t)Pdz + { £(1). z’u(t)>H71’Hé7V —0, qtptel

Dai, extraindo a parte real e usando (3.45), resulta

Re <u’(t),u(t)>H71’H37V =0, qtp.tel

Isso, combinado com o Lema 3.11, garante que a fungao |ju(-) ||%2(Q7V_) ¢ diferencidvel quase
em toda parte de I, com derivada nula, além de ser lipschitziana em [ e, consequentemente,
localmente absolutamente continua. Portanto, pelo Teorema Fundamental do Céalculo para
fungoes absolutamente continuas [15, Teorema 3.35] concluimos que ||u()||%2(Q vy € cons-

tante. Em particular, como u(0) = ¢, segue que
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[u()]| 2wy = lell2vy, Ve (3.50)

Passo 5 Desigualdade de energia.
A ideia consiste em passar ao limite inferior na identidade (3.32), a qual pode ser

reescrita para todo t € I enéeN como
lun Ol 0,0y — 2Ga(un(t)) = [[9llin @) — 2Gn(ua(0)). (3.51)
Para isso, combinando os limites fracos (3.40) e (3.49), obtemos
Tt (t) = u(t) em Hi(Q,V).
Como G é completamente continua, segue entao que
Gn(un(t)) = G(Joun(t)) — G(u(t)), Vtel.
Portanto, ao passar para o limite inferior em (3.51) e lembrando que u(0) = ¢, temos
i inf [l (1) sy — 26(u(®) = Il o - 26(0). VEE L.
Juntando isso com (3.50) obtemos

2E(u(t)) = [[u(®) i @) — 2G(u(t) = [u(t)72@)
< liminf [Jun (8) |3 ) — 2G(u(t)) = [u(t)]72@)
= HSOH%{l(Q,V) —2G(p) — HSOH%%Q,V)
=2E(p),

implicando que u satisfaz a desigualdade de energia
E(u(t)) < B(p), Vtel

Passo 6. u ¢ uma H}-solugdo forte.
Até agora, sabemos que u satisfaz a equacdo (3.44). Portanto, para que u seja uma
Hj-solugao forte do problema (P), resta apenas demonstrar que f = g(u). Para isso,

observe que, para todo t € I, temos

gn(un(t)) = g(u(t)) = Jn [g(Jnun(t)) — g(Jnu(t))]
+ Ju lg(Juu(t)) — g(u(t)] + [Jug(u(t)) — g(u(®))]  (3.52)

—. 4 n n
=.a; +ay +as.

Afirmamos que
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ap =0 em LP(Q,V) quandon — co, parak=1,2,3. (3.53)
De fato, para o caso k = 1, por (3.29), temos

lay o @,y = 1nlg(Jntn(t)) = g(Tnw(O)] L v,
< Ng(nun(®)) = g(nu@))l 1 0,v)-

Para estimar o ultimo termo, observe que, como

| Tnten () | v @) < un (@) ar@vy < 2M, e
| Jou() || a1,y < lu)]ar@y) < 2M,

podemos aplicar o Lema 3.10 e concluir que

0¥l v vy < CRM) (| Jnun(t) = Jnu()||720,v,)

(3.54)
< CEM)[Jun(t) — u@®)|72(0,v)-

Por outro lado, como u,, e u satisfazem a lei de conservacao de massa em L?(2, V), ambos

com o mesmo dado inicial ¢, obtemos
wn ()| 22y = ||u(®)| 120y uniformemente em 1.
Segue, portanto, do Lema 3.3-(c), que
ue C(I,L*(Q,V)) e u, —u em C(I,L*(Q,V)).

Consequentemente, ao passar ao limite em (3.54), obtemos que a? — 0 em L (€, V), em
particular, converge fracamente para a funcao nula.

Para o caso k = 2, observe que, pela hipétese H1 e pela imersao (3.20), tem-se

||ag||LP'(Q,V) = [[Jn(g(Jnu(t)) — g(u(t)|l 1 (Q,V)
< llg(nult)) — g(u®)ll L vy
< C@CM) || Jnu(t) = u@®)|| @)
< C@M) - CoflJnult) — u()|| v

Além disso, pelo Lema 3.7, tem-se J,u(t) — u(t) em H}(Q, V). Dessa forma, ao passar ao
limite na desigualdade anterior, obtemos al — 0 em Lp/(Q, V'), em particular, converge
fracamente para a fungao nula.

No caso k = 3, o Lema 3.7 implica que

a5 = Jog(u(t)) — g(u(t)) = 0 em H (Q,V)
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Além disso, a sequéncia (a}) é limitada em LP'(Q, V), pois

’|a§HLP'(Q,V) < 2||g<u(t))||LP'(Q,V)‘
Portanto, podemos aplicar o Lema 3.1-(b) a sequéncia z,, = a}, com a imersao
LY(Q,V) = HY(Q,V),

para concluir que
a? =0 em LF(Q,V),

o que finaliza a demonstragao de (3.53).

Finalmente, combinando (3.52) e (3.53), conseguimos
Gn(un(t)) = g(u(t)) em LP(Q,V), paratodot e I.

Assim, pela unicidade do limite fraco e em virtude de (3.41), segue que f(t) = g(u(t)). O

3.6 Problema localmente bem-posto

Nesta se¢ao, mostraremos que o problema (P) é localmente bem posto em H} (92, V),
desde que se disponha, a priori, da informacao de que as solucoes sejam tnicas. Nessas
condicoes, valem também as leis de conservacao da massa e da energia. Para fazer isso,
comegamos demonstrando o seguinte resultado, o qual sera fundamental para estabelecer

a dependéncia continua.

Lema 3.12. Assuma que as funcoes g, G e V' satisfazem as hipdteses H1-H4, e que o
problema (P) admite unicidade. Seja M > 0 e denote por Ty o tempo correspondente

determinado no Teorema 3.3. Suponha que
$n — Y em H&(Qv V) € H‘PnHH(%(Q,V) < M. (3'55)

Sejam u, e u as unicas H}-solugoes fortes do problema (P) associadas, respectivamente,

aos dados iniciais p, e @, no intervalo I := (=Ty, Tyr). Entdo
u, —u em C(I,L*(Q,V)).

Demonstragao. A segunda condigao de (3.55) e o Teorema 3.3, implicam que cada funcao

u, satisfaz a conservacao de massa e

un )| vy < 2M, VYt e I
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A partir dessa estimativa e repetindo os argumentos da Afirmagao 1 do Teorema 3.3,

obtemos que existem constantes K e co, dependentes apenas de M, tais que
|0un () |10y <K qtp.tel e lg(un(E) o @) < 2 VEE L

Além disso, a sequéncia (g(u,)) é equicontinua em C(I, L¥ (Q,V)), pois o Lema 3.10 e o

Corolario 3.1 permitem escrever, para todo t, s € I,

19(un(t)) = g(un ()l 1 1) < CCM) ||un(t) — un(s) 720,
< C(2M)(2 max{2M, K})" [t — s[*/2,

Assim, as estimativas obtidas garantem que as sequéncias (u,) e (g(u,)) satisfazem, res-

pectivamente, as hipoteses dos Lemas 3.3 e 3.2. Logo, existem funcoes
ve L®(LH(QV))NWH(LHYLV) e  feC,L7(Q,V)),
e uma subsequéncia (n;) C N tal que, para todo t € I,
Up, (t) = v(t) em Hy(Q,V) e g(un, (1) — f(t) em LP(Q,V).
De modo analogo ao Passo 3 do Teorema 3.3, os limites obtidos implicam que

10w+ yAv+f=0 em HY(Q,V), qtp.tel
v(0) = .

Afirmacgao 1. Temos que f = g(v) e, portanto, v é uma solugao do problema (P).

De fato, fixados t € I e um conjunto ) C €2 aberto e limitado, temos
1 (70 0®) Vil = Ton | (7(0) = g, (1)) (D) Vel

+Im /Q 9(un, (1)) (0(1) =, (5)) Vil (3.56)

n /Q Im (gt (1)) i, (7)) Vida
=:ay* + ay* + az*.

Pela hipdtese H3, temos az* = 0. Além disso, a convergéncia f(t) — g(un,(t)) — 0 em
LP(Q,V), que também vale em LP (Q, V), combinada com o fato de que v(t) € LP(Q, V)
(por (3.48)), implica, pela definicdo de convergéncia fraca, que ai* — 0. Por outro lado,
considerando que a sequéncia (g(u,(t))) é limitada em L¥(Q,V) e que, pela imersio
compacta (3.48), uy,, (t) —v(t) — 0 em LP(Q, V), segue da desigualdade de Holder que
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|a5" | < {9 (un, )l 2 (@) 1tm,. (8) = v(E) | o) — O
Portanto, ao passar ao limite em (3.56), obtemos
Im (f(t)v(t)) Vdz = 0.
| T (7 (6) (7))
Mas como @ é arbitrario, segue que

Im(f(t)v(t)) =0 q.t.p. em 2, paratodot e I.

Logo, repetindo o argumento do Passo 4 do Teorema 3.3, obtemos que a funcao ||v(-) || L2(a,v)

é constante em . Assim, valem as leis de conservacao:
len®llzay) = leallizary e o@lzay) = lellegn, Vel
donde se deduz que
|tn, ()|l 22,0y = ||0(t)]|22(2,vy  uniformemente em 1.

Consequentemente, pelo Lema 3.3-(c), obtemos

U, — v em O(I, L*(Q,V)).
Usando esse limite e o Lema 3.10, para todo ¢t € I, obtemos

19, (£)) = gl o vy < CCM) [, (8) = v(D)lIZ2 () = O

Consequentemente,
g(un, (1)) = g(v(t)) em L (Q, V).

Assim, pela unicidade do limite fraco, segue que f(t) = g(v(t)). =
Para concluir a demonstragao, uma vez que o problema (P) admite solugdo unica e

que u e v solugoes do mesmo problema, segue-se que v = u. Em particular,
Uy, —u  C(I,L*(Q,V)).

Por fim, note que, o argumento usado mostra que toda subsequéncia (u,, ) C (u,), possui

uma subsequéncia (u,, ) tal que
J

Un,,

, —u em C(I,L*Q,V)).

Isso implica, portanto, que a propria sequéncia (u,,) converge para u nesse espago. U
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Antes de apresentar o proximo resultado, convém observar que a hipétese H1, jun-
tamente com as imersdes (3.20) e (3.22), implica que a funcdo g ¢ continua de H}(Q,V)
em H~1(Q,V) e limitada em conjuntos limitados. Tal propriedade revela-se crucial para

a aplicacao da formula de Duhamel na representacgao integral da solugao.

Teorema 3.4 (Problema bem posto). Suponha que as fungées g, G e V' satisfazem as
hipdteses H1-H4, e que o problema (P) admite unicidade. Entao, (P) é localmente bem

posto em Hi(Q, V) e satisfaz as leis de conservagdo de massa e energia:

lu@ 2 = [@llz@vy e E(ult)) = E(p) Yt € (=Tin; Tinax); (3.57)
onde u é a H}-solugdo cldssica mazimal de (P) com dado inicial ¢ € HL(Q,V).

Demonstra¢ao. Apresentaremos a prova em cinco etapas:

Passo 1. Ezisténcia de uma solu¢cao maximal.
Dado ¢ € H}(2,V), definimos os valores

Tax(¢) :=sup{T > 0: (P) possui uma H}-solugdo forte em [0,7]},
Twin(p) :==sup {T > 0 : (P) possui uma H}-solugdo forte em [T, 0]},

0s quais sao positivos em virtude do Teorema 3.3. Pela unicidade da solucao, é possivel
construir uma fungao u : (—Tiuin(®), Tmax(p)) = Hy (2, V) que é uma H}-solugdo forte do
problema (P), com dado inicial ¢, em qualquer subintervalo compacto contido no intervalo
maximal de existéncia e que contenha a origem.

Portanto, para todo intervalo aberto limitado I, compactamente contido no intervalo

maximal e contendo a origem, tem-se
w € L°(1, Hy (Q, V) nWhe(I, HH(Q, V)).

Assim, pelo Corolério 3.1, u é fracamente continua em I com valores em H¢ (9, V). Além

disso, pela férmula de Duhamel (veja Teorema 3.1), temos

u(t) = T(0)p +3 | Tt = $)g(u(s))ds, qtp. el (3.58)

Finalmente, como I é arbitrario, concluimos que tanto a continuidade fraca quanto a

representacao integral da funcao u se estendem a todo o intervalo maximal.

Passo 2. Conservagao de massa e energia.
Para estabelecer a validade das leis (3.57) no intervalo maximal, basta mostrar que
elas se verificam em qualquer subintervalo compacto I C (—Tiyin, Tmax) contendo a origem.

Para este fim, note primeiramente que, por construcao, temos
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|’uHL°°(I,H3(Q,V)) = M < . (3.59)
Como |||l a1,y < M, tome Ty fornecido pelo Teorema 3.3 e note que Ty < Trnax, Tnin-
O resultado sera consequéncia imediata do que se estabelece a seguir:

Afirmacao 1. As fungoes reais [|u(-)|| 2q,v) € E(u(-)) sdo constantes em todo subintervalo
compacto J C I de comprimento menor que T);.
Com efeito, fixemos um subintervalo compacto J C I com |J| < Ty, e sejam a,b € J

arbitrarios. Segue do Corolario 3.1 e (3.59) que
[u(a)l| vy < M.
Assim, pelo Teorema 3.3, existe uma Hj-solugdo forte v do problema

10w+ vAv + g(v) =0
v(0) = u(a),

(3.60)

definida no intervalo (=T, Thy), tal que

lo@®lon = lu@lzay e E@®) < Eu(a), paa < Ty. (361
Por outro lado, usando a representagao integral (3.58), é facil de ver que
u(a+-) € L=(I —a, Hy(Q,V))
é uma solugao generalizada do problema (3.60) no intervalo I — a, ou seja,

u(a+1t) =T(t)u(a) + i /OtT(t —7)g(ula+7))dr, qtp.tel—a.

Esses fatos, combinados com o Teorema 3.1, garantem que u(a + -) também ¢ uma H}-
solugao forte do problema (3.60) no intervalo I — a. Portanto, pela unicidade da solugao,

devemos ter
v=ula+-) em Z:=I—a)N (=T, Tu).

Consequentemente, por (3.61),
lu(a+ 1) 2@y = llu(@)|| 2@v) e E(u(a+1t)) < E(u(a)), parate.
Em particular, para b € J, definimos ¢t = b — a, que pertence a Z pois

It| < |J| < Ty e teJ—-—acCl-—a.
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Assim, a relagdo anterior implica

[u®z2@v) = lul@l2@vy e E(u(b) < E(u(a)).

Por fim, como a e b sdo arbitrarios em J, essas relagées implicam que as fungoes ||u(-)|L2(0,v)
e E(u(-)) sao constantes em .J. m

Para concluir a prova, observe que, por ser I compacto, este pode ser coberto por
uma quantidade finita de subintervalos de comprimento menor que T);. Como as fungoes
|lu(-)||L2(,v) € E(u(-)) sdo constantes em cada um desses subintervalos, segue, pela cone-

xidade de I, que elas sdo constantes em todo o intervalo I. Em particular, como u(0) = ¢,

lu@)ll2@v) = [l@llz@v) e E(ult)) = E(p), Vtel.

Passo 3. Regularidade.

Pelo Passo 1, sabemos que u : (—Tiin, Tmax) — HE(Q,V) é fracamente continua.
Além disso, como G : H}(,V) — R &, por hipétese, completamente continua, segue-se
que a fungao composta G (u) é continua. Por outro lado, combinando as leis de conservagao

obtidas no passo anterior, podemos escrever
[l @) = lellm@v) +2G () = 2G(p) Yt € (~Tinin, Tmax)s

o que implica a continuidade da funcéo ||u(-)||g1(q,v). Como Hj(2, V) é um espago unifor-
memente convexo, a continuidade fraca juntamente com a continuidade da norma garante

que u ¢é fortemente continua, ou seja,
U € C((—Tmin, Tmax), Hy (2, V).
Consequentemente, as fungoes ,Au e g(u) também sao continuas. Portanto, da igualdade
Ou =iy Au+ig(u) qt.p. t€ (—Tmin, Trmax)

segue que a derivada fraca dyu é continua em (—Tpn, Tiax) com valores em H~1(Q,V).
Consequentemente, a derivada temporal de u existe no sentido classico e é uma funcgao

continua. Assim, concluimos que
u € C*((~Tonins Tomax), HH(Q, V).

Passo 4. Alternativa blow-up.
Suponha Ty, < oo e, por absurdo, que existem uma constante M e uma sequéncia
tn /" Tmax tais que |[u(t,)| g1,y < M para todo n. Denote por T, o tempo de existéncia

local fornecido pelo Teorema 3.3. Entao, pela definicao de limite, existe k£ € N tal que
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Thax < tp + Thy. (362)

Como |[u(ty)||mo,v) < M, o Teorema 3.3 garante a existéncia de uma Hg-solucdo forte v
do problema (P) com dado inicial u(tg), definida no intervalo (=T, Ts), e pelo Teorema,

3.1, v pode ser representada por

t

o(t) = T(t)u(ty) + i /O T(t — s)g(v(s))ds, qtp.t e (—Tas, Tar).

Combinando essa expressao com (3.58), obtemos, para quase todo t € [tx, T + tx),

ot — 1) = T(t)g +¢/Otk T(t — 8)g(u(s))ds +z’/tT(t — $)g(u(s — t))ds.

tk

Dessa forma, definindo a fungao

u(t), se 0 <t <t
w(t) :=
U(t—tk), se 1 §t<tk+TM,

vemos que w pertence a L=((0,t, + Thr), Hy(Q,V)) e satisfaz a identidade

w(t) =T(t)p +z'/0t T(t—s)g(w(s))ds, qt.p.te (0,tx+Tn).

Tais propriedades satisfazem as hipdteses do Teorema 3.1, garantindo assim que w ¢é
uma H}-solucio forte do problema (P) com dado inicial ¢ no intervalo [0, + Thr). No
entanto, nenhuma solucao pode ser estendida além de T,,,,, de modo que devemos ter

tr + Ty < Thax, 0 que contradiz (3.62). Assim, concluimos que

im  [lu(@)|m@v) =00 quando Thax < .

max
O caso Ty < 00 é tratado de maneira analoga.

Passo 5. Dependéncia continua dos dados iniciais.

Assuma que ¢, — ¢ em H}(Q,V), e denote por u, e u as tnicas H}-solugoes
classicas maximais do problema (P) associadas, respectivamente, aos dados iniciais ¢,, €
. Nosso objetivo, neste passo, é mostrar que, para n suficientemente grande, u,, esta bem

definida em qualquer intervalo compacto I C (—Tin(¥), Tmax(¢)) contendo origem, e que
u, —u em C(I, H3(Q,V)).
Para isso, fixamos um intervalo I = [a, b] contendo a origem, e consideramos a constante

M := 2sup {”u(t)HHl(Q,V); te 1} :
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que ¢é finita devido a continuidade de u. Ademais, denotemos por Ty, o tempo de existéncia
local garantido pelo Teorema 3.3 associado a M. Por fim, cabe destacar que as leis de

conservac¢ao de massa e energia permitem expressar

() @vy = lnllin @) + 26 (ua () — 2G(un(0)),

(3.63)
[ @) = ellEn @) +2G(ul() — 2G(u(0)).

A demonstracao sera apresentada em etapas sucessivas.

Etapa 1. Convergéncia uniforme em I := [T, Th]

A partir de ¢,, — ¢, podemos encontrar um indice n; tal que, para todo n > nq,
[u(0) | 21,0y + llon — @llar@v) < M.
Em consequéncia, pela desigualdade triangular e visto que u(0) = ¢, obtemos
H90||H1(Q,V), ||90n||H1(Q,V) < M, para todon > n;.

Dessa forma, o Teorema 3.3 assegura que podemos encontrar solucao para a equacao de

Schrodinger no intervalo I; para os dados iniciais ¢ e ¢,,. Portanto,
Iy C (= Thin(9); Timax (), (=Timin(0n), Trmax (n))-
Além disso, temos as estimativas uniformes
|w(t)]| vy, [un ()] a1y < 2M,  paratodot € Iy en > nyg,

com as quais, argumentando como na Afirmacao 1 do Teorema 3.3, obtemos que (uy,)n>n,
¢ limitada em W1(I, H=Y(Q,V)). Por outro lado, aplicando o Lema 3.12 & sequéncia,
(90n>n2n1, obtemos

u, —u em C(I, L*(,V)).

Combinando isso com o Lema 3.10, que garante que
|G (un(t)) = Glu(t))] < CM)|Jun(t) = w®)|f2qyy,  VEE I,

concluimos que a sequéncia (G(u,(+)))n>n, converge uniformemente para G(u(-)) em Ii.

Isso, por sua vez, implica, via (3.63), que
|t (e v) = |w(-)|| 1@,y  uniformemente em 1.

Por fim, como (u,) C C(I1, H}(2,V)), o Lema 3.3-(b) permite concluir que
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u, —u em C(I, Hy(Q,V)).

No caso em que I C I, o resultado esta provado. Caso contrario, como 7T, nao depende

do dado inicial, podemos iterar o procedimento para cobrir todo o intervalo I.

Etapa 2. Convergéncia uniforme em Iy = [0, 27T )]

Sem perda de generalidade, suponhamos que T, < b. Como ja foi demonstrado que
un(Thy) = u(Ty) em Hé(Q, V),
podemos, seguindo o raciocinio da etapa anterior, encontrar um indice ny > n; tal que
|u(Tr) || vy | (Tan) || 20,0y < M, para todo n > ny.

Dessa forma, o Teorema 3.3 garante a existéncia de H}-solugoes fortes v, e v para a
equagao de Schrodinger no intervalo (=T, T)y], associadas, respectivamente, aos dados

iniciais u, (Ty) e u(Ty), e satisfazendo as estimativas uniformes
v 52 @vys V@O 1@y < 2M,  para todo [t] < Ty e n > no. (3.64)
Além disso, aplicando o Lema 3.12 & sequéncia de dados iniciais (w,(Tar))n>n,, Obtemos
v, — v em C([~Ty, Tal, L*(Q,V)). (3.65)
Definindo agora as fungoes

un(t), se 0 <t<Ty u(t), se 0 <t <Ty
wn(t) = e w(t)=
Un(t — ,_Z—‘]w)7 Se TM S t S 2TM U(t — TM), Se TM S t S 2TM,

verifica-se, por um argumento anilogo ao do Passo 4, que w,, e w sao H}-solugoes for-
tes do problema (P) no intervalo [0,27),], com dados iniciais ¢, e @, respectivamente.

Consequentemente, pela maximalidade dos intervalos de existéncia, segue que
[0,2Tn] C [0, Timax(©)), [0, Tmax(¥n)), para todo n > ns.
Além disso, pela unicidade da solucao, temos
Un(+) = v (- — Tar) e u=wv(-—Ty) em J:= [Ty, 2Ty].
Consequentemente, a estimativa (3.64) se traduz em

Hu(t)HHI(Q,V)y Hun(t)pr(Q,V) S QM, Vit € J,
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com as quais, argumentando como na Afirmagao 1 do Teorema 3.3, obtemos que (up)n>n,

¢ limitada em Wh*°(J, H1(Q, V). Além disso, a convergéncia (3.65) passar a ser
u, —u em C(J,L*(Q,V)).
Essa convergéncia junto ao fato, assegurado pelo Lema 3.10, de que
(G (un(t)) = G(ult)] < CRM)Iun(t) = u(®)| 2y, Vi€ I,

implica que a sequéncia (G(up))n>n, converge uniformemente para G(u) em J. Dessa
forma, por (3.63), resulta que |[u,(t)|| a1 vy = ||w(t)||mr(@,v) uniformemente em J. Por
fim, como (u,) C C(J, H}(2,V)), o Lema 3.3-(b) permite concluir que

u, —u em C([Ty, 2T, Hy (2, V).
Combinando esse resultado com o da Etapa 1, temos
u, —u C([0,2T], Hy (2, V).

Etapa 3. Repetindo esse procedimento, conseguimos estender a convergéncia para o

intervalo completo [0, ], onde b < kT), para algum inteiro k. Dessa forma, temos
u, —u  C([0,b], Hy (2, V)).
Aplicando o mesmo raciocinio no intervalo [a, 0], obtemos finalmente que
u, —u  CO(a,b], Hy (2, V)),
finalizando a prova. O

Apresentamos a seguir uma condicao suficiente para a unicidade.

Corolario 3.4. Suponha que as fungoes g, G e V satisfazem as hipoteses H1-H4, com
p =r = 2. Entdo, o problema (P) ¢ localmente bem posto em Hg(Q, V) e satisfaz as leis

de conservacdo de massa e de energia.

Demonstracao. Precisamos apenas demonstrar a unicidade. Seja I um intervalo contento 0,
¢ € H}(Q,V) um dado inicial e considere uy, us € L>®(I, H}(Q,V))NW(I, H1(Q,V))

duas solugoes do problema (P). Pela férmula de Duhamel (ver Teorema 3.1) temos

t
us(t) —ua(t) = Z/O T (t — s)(g(uz(s)) — g(ua(s)))ds.
Aplicando a norma em L2(£2,V) e usando a hipétese H1, com p =r =2 e
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M = max{||ug|| Lm0y k= 1,2},

segue que
Jua®) = s )2y < | [ lotwas)) = gCus() 2000
< oM ‘/ lus(s) — ua ()| 2y ds|
Assim, pela desigualdade de Gronwall, concluimos que u; = us. O

3.7 Existéncia global

Nesta secao, provamos que, sob condi¢oes adicionais apropriadas sobre a primitiva da
nao linearidade g, o problema (P) admite uma solu¢ao global no tempo. A demonstragao

se baseia na conservagao da massa e na desigualdade da energia.

Teorema 3.5. Assuma que as funcoes g, G e V' satisfazem as hipdteses H1-H4. Suponha

ainda que, para todo R > 0, existam constantes C(R) >0 e € (0,1) tais que

1—¢

Gv) < Wiz @v) + C(R). (3.66)

para todo v € Hy(Q, V) com ||[v]| 12y < R. Entao, para todo dado inicial ¢ € Hj(Q,V),

o problema (P) admite uma H}-solugdo forte global limitada
u € L¥(R, Hy(Q,V)),
que satisfaz, para todo t € R, a conserva¢ao da massa e a desigualdade de energia:

|u() || 220y = Il z2@.v) e E(u(t)) < E(p). (3.67)

Demonstra¢ao. Dado ¢ € Hj (2, V), fixemos uma constante R tal que [|¢||2@qv) < R e

definamos a constante positiva
g 1 2
M? = —llelfn o) — 2G(e) +2C(R)],
de modo que, a luz da condi¢do (3.66), tem-se |¢| g1,y < M. O ponto crucial da

demonstragao reside na seguinte estimativa.

Afirmagao 1. Seja u uma H}-solugio forte do problema (P) com dado inicial p, definida
em um intervalo I, e que satisfaz a conservacdo da massa e a desiqualdade de energia
(3.67) em I. Entao

|u(t)|| mr vy < M,  para todo t € I.
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De fato, note inicialmente que a conservacao da massa combinada com a desigual-

dade de energia implicam que, para todo t € I,

lu®llz@v) = lu®lZ2@y) + 2E(u(t)) + 2G (u(t))
< llelliz o) + 2E(¢) +2G(u(t)
(

= llelliz ) + IVeliz@ — 2G(0) + 2G (u(t))

(
)

ou equivalentemente,

lu®)llzn@v) < llelli@y) —2G(9) +2G(u(t)).

Mas como, pela conservacao da massa, |[u(t)| 2@,y < R, podemos aplicar (3.66) e obter

lu® i@y < lellin@y) —26(0) + (1 = )llu®) i o) + 2C(R).

Reorganizando, obtemos

1
la(®) @) < - [lelin@y) —26(0) +20(R)] = M2,
de onde o resultado segue. =

Dando continuidade a demonstracao, como [|¢|| 1o,y < M, o Teorema 3.3 garante
a existéncia de uma H_-solugdo forte u do o problema (P) com dado inicial ¢ no intervalo

[0, Th], satisfazendo (3.67) nesse intervalo. Assim, pela Afirmagao 1,

[(Ta) |l vy < M.

Com isso, uma nova aplicagao do Teorema 3.3 nos fornece uma H}-solugao forte u; do
problema (P) com dado inicial ¢; = u(T)s) no intervalo [0, T),], satisfazendo a conservagao

da massa e a desigualdade de energia. Definimos entao a funcao

u(t), se 0 <t<Ty

Ul(t — TM>, Se TM S t S 2TM

Por um argumento andlogo ao do Passo 4 do Teorema 3.5, verifica-se que essa extensao
é uma HJ-solugao forte do problema (P) com dado inicial ¢ no intervalo [0, 27h]. Além
disso, ela satisfaz a conservagao da massa e a desigualdade de energia (3.67) nesse intervalo,

pois, basta observar que, para todo t € [Ty, 2T)], a conservagao de massa de u; garante

lu@)z2@v) = lui(t — Tar) |l 2vy = o1l = lu(Tu)llz2@vy = el

e, pela desigualdade de energia satisfeita por u;, segue que
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E(u(t)) = E(ui(t — T)) < E(p1) = E(u(Tn)) < E(p).
Portanto, podemos aplicar a Afirmacao 1 para obter
|w2T ) || 1) < M.

Iterando esse procedimento, obtemos uma H{-solugdo forte u do problema (P) com
dado inicial ¢, definida em [0, 00) e satisfazendo (3.67) para todo ¢ > 0. De modo andlogo,
estendemos a solugao para (—oo, 0], obtendo assim uma solugdo global u : R — Hj(Q, V)
do problema (P) que satisfaz (3.67) em todo R. Por tltimo, a Afirmacao 1 assegura que
u € L>(R, H}(Q,V)), o que conclui a prova. O

Note que a hipotese "para todo R ...” foi usada apenas para garantir que, "para
qualquer dado inicial” podemos obter uma solucao global. No entanto, o mesmo argumento

da demonstracao anterior garante o seguinte resultado:

Corolario 3.5. Assuma que as fungoes g, G e V' satisfazem as hipoteses H1-H4. Suponha

ainda que existam constantes R, C(R) >0 e e € (0,1) tais que

1—¢
2

G(v) < ||U||§{1(Q,V) +C(R), YveHyQ,V), |lvl2@v) <R
Entdo, para todo dado inicial ¢ € H{(Q,V) com ||¢| 2@y < R, o problema (P) ad-
mite uma H}-solugdo forte global uniformemente limitada em HY(Q,V), que satisfaz a

conservacgao da massa e a desigualdade de energia.

A seguir, mostramos que, sob uma hipétese diferente sobre g, também ¢é possivel
garantir a existéncia de uma H}-solugéo forte global limitada no tempo, desde que o dado

inicial seja suficientemente pequeno.

Teorema 3.6. Assuma que g, G e V satisfazem as hipdteses H1-H4, com G(0) = 0.
Suponha ainda que existam uma constante € > 0 e uma funcdo continua ndo negativa
U :[0,e] = R, com ¥(0) =0, tais que, para todo v € Hy(Q,V) com ||[v||grov) <€,

1—¢

Gw) < —— vl + 9 (]l - (3.68)

Entdo, existe § > 0 tal que, para todo dado inicial p € Hy(Q,V) com [|¢llmi vy < 9, o
problema (P) admite uma H}-solugdo forte global u que satisfaz a conservagdo de massa

e a desigualdade de energia (3.67) para todo t € R, € |[ul| oo m g1 (v < €

Demonstracdo. Primeiro, para garantir a existéncia de d, note que, pelas suposi¢oes sobre

G e 9, a aplicagao

1
p € Hy(QV) — g{”(pH%{l(Q,V) —2G(p) + 219(”90HL2(Q,V)>}7
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¢ continua e se anula em ¢ = 0. Dessa forma, podemos escolher § € (0,e/2] tal que, para

todo ||90||H1(Q,V) S 5,

1

2
3
- [HQOH%Tl(Q,V) —2G(p) + 279(”90||L2(Q,V)ﬂ < 1 (3.69)

Agora, fixemos um dado inicial p € H}(Q, V) com ||¢|| g1o,v) < 6. O argumento que

segue sera analogo ao do teorema anterior, desde que se comprove a seguinte estimativa:

Afirmagao 1. Suponha que u seja uma H}-solugio forte do problema (P) com dado inicial
@ no intervalo I, e que satisfaz a conservac¢ao da massa e a desigualdade de energia. Se

existir tg € I tal que |[u(to)| m (v < €, entdo necessariamente

[uto) | @) < /2.

De fato, assim como no teorema anterior, a conservacao da massa e a desigualdade

de energia implicam que
[u(to) | F 0.y < llellin vy — 2G (@) + 2G (ulty)).
Como ||u(to)| a1 (o,v) < €, aplicamos (3.68), obtendo

lutto) 7@y < lellin @y = 2G (@) + (1 = &) Julto)E @) + 20 (lulto)l| 20,0 -

Pela conservacao da massa, ||u(to)|/z2,v) = [|¢]l12,v), © que permite reescrever a desi-

gualdade como
(o) 1310y < Il — 2G(0) + (1 = )lluto) I3 @y + 20 (ol ) -
Reorganizando os termos e aplicando (3.69), obtemos

1 g2
Ju(to) i .y < E[HQOH%P(Q,V) —2G(p) + 20 <||90HL2(Q,V))] < z "

Agora, como ||| g1,y < 8 < /2, 0 Teorema 3.3 garante a existéncia de uma Hg-
solucao forte u do problema (P), definida no intervalo [0, 7% 5], que satisfaz a conservacéo

da massa, a desigualdade de energia, bem como a estimativa uniforme
lu(®)|| g vy < e, para todo t € [0,T;/9].
Em particular, a Afirmacao 1 pode ser aplicada para concluir que

u(Tz2) || vy < €/2.
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Com isso, uma nova aplicagao do Teorema 3.3 nos fornece uma H}-solugao forte u; do
problema (P) com dado inicial ¢ = u(7%2), definida no intervalo [0, 7% 5], que satisfaz a

conservagao de massa, a desigualdade de energia, e a estimativa uniforme
lur () |zav) <& paratodo t € [0, 7% ).
Definimos entao a funcao

u(t), se 0 <t <T)

u(t) =
ul(t - Ta/Z); se TE/2 <t< 2T5/2~

Como no Teorema anterior, essa extensdo ¢ uma Hj-solugdo forte do problema (P) com
dado inicial ¢ no intervalo [0, 277 5], que satisfaz a conservagao de massa, a desigualdade

de energia e ainda a estimativa
|lu(®)||mr vy < e, para todo t € [0, 27, s).

Isso ocorre porque tanto u quanto w; verificam essas propriedades no intervalo [0, T)].

Com isso, podemos aplicar a Afirmacao 1 para obter

[w(2Tp2)[ 12 vy < €/2-

Podemos entdo repetir o argumento acima e construir uma Hg-solugao forte u de (P) no

intervalo [0, 00), e depois em R, que satisfaz todas as conclusoes do teorema. O
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Capitulo 4
Exemplos

Neste capitulo, apresentamos alguns modelos classicos de nao linearidades associados

a equagao de Schrodinger semilinear com peso (1).

4.1 Potencial externo

Seja 2 € RY um dominio limitado com fronteira suave e V um peso que satisfaz as

condigoes V1 e V2. Considere um potencial K : {2 — R satisfazendo
K e L*(Q,V) paraalgum o > 1 com a > N/2,

sendo entendido que, no caso a = 00, 0 espago L (2, V') corresponde a L>°(€2). Definamos

os expoentes conjugados

2a , 2a
e = —,
b a+1

de modo que, pela restrigdo imposta sobre a, temos p € [2,2*). Finalmente, suponhamos

que o peso V satisfaga a condigao:
V e LY@P(Q)  para algum ¢ € [p, 2%).
Nessas circunstancias, a desigualdade de Holder assegura que
Li(Q) — LP(Q, V),

de modo que V satisfaz a hipotese H4, com r = p e ¢ = 0. Consequentemente, por {2 ser

limitado, e seguindo o raciocinio de (3.21), obtemos a imersao compacta

HY(Q, V) — LP(Q, V). (4.1)
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Proposigao 4.1. A aplicacio g : HY(Q,V) — L¥(Q,V), dada por g(u) := Ku, é bem

definida, linear e continua. Além disso, g satisfaz

lg(@)ll . @.v) < 1K e llull oy, Vu,v € Hy(Q, V).

Em particular, g satisfaz a hipotese H1 com r = p.

Demonstracao. Para o = oo, temos p = p' = 2 e entao

lg(w)|lL2,vy < K| zoe @y l|ull L2 ,v)-

No caso em que a < oo, podemos aplicar a desigualdade de Holder com expoentes (a+1)/2
e (¢ +1)/(a — 1), para obter

I, gy = [ K lul Vda

2/(a+1) (a—1)/(a+1)
< (/ |Kyavc1x> (/ |u|dex)
Q Q

= HKHPQ(Q,V)Hu”ip(ﬂ,v)'

Para concluir, observamos que as estimativas obtidas garantem que g estd bem definida

e, além disso, é continua, em virtude de sua linearidade e ao fato de que ainda temos
L9 o @,y < Coll K[ Lo v lull v,
onde C, é a constante da imersao (4.1). O
Proposigao 4.2. O funcional G : H}(Q,V) — R definido por
Cl) =5 [ KluPva
u) = = u x
2 Ja ’

¢ bem definido e completamente continuo. Além disso, ao considerarmos H} (2, V') como

um espaco de Banach real, temos que CY(HL(Q,V),R) e
G (u)v = Re/QKuﬂ Vdz, Vu,ve Hy(Q,V).
Demonstragdao. Dados u,v € H}(Q, V), seja o funcional ®(u) : H} (2, V) — R dado por
P (u)w := Re/gg(u)@ Vdzx,
o qual é R-linear e limitado, devido a desigualdade de Holder. Além disso, temos
Glu+v) — Gu) — (u)v = ;/QK|U|2 Vdr = G(v).
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Aplicando a desigualdade de Holder com os expoentes « e a/ (o — 1), obtemos

1 C?
G < 51Kz [0y < 2 IK @ lol o,

implicando que GG é bem definida e que

G(v)

——*— =0 quando v — 0em Hy(Q,V).
[0l vy

Combinando esses resultados, concluimos que G € Fréchet diferenciavel em u, com derivada

G'(u) = ®(u). Finalmente, a continuidade da derivada ¢ garantida pela desigualdade

IG" (1) = G' (W)l er@wm < lg(u) — gl vy, Y, w € Hy(Q,V),

0 que nos permite concluir que G é continuamente diferenciével.
Para mostrar que G ¢ completamente continua, consideremos u,, — u em Hj(Q, V).
Pela imersao compacta (4.1), temos w, — u em LP(€, V). Logo, pela teoria da medida,

existe uma funcdo w € LP(£2, V') e uma subsequéncia (u,, ) tal que
Up, (x) = u(z) qt.p.x e e |tn, | <w VkeN.
Deste modo,
Klu,, > = Klu* qtp.z2€Q e  Klu,|* < Klw*e€ L'(Q,V).
Portanto, podemos aplicar o Teorema da Convergéncia Dominada e obter
1 2 1 2
Glup,) = 5/QK|unk| Vdr — 5/Q.mu| Vdz = G(u).

O argumento usado mostra que toda subsequéncia de (G(u,)) tem uma subsequéncia que

converge para G(u). Consequentemente, G(u,,) — G(u). O

Corolario 4.1. Para todo dado inicial ¢ € Hy(Q2, V), existe um intervalo I e uma Hg-

solucao forte da equagao de Schridinger semilinear com peso

u~+ vAu+ Ku=0, emQx1
u(z,t) =0, sobre 02 x I (4.2)
u(z,0) = (), para x € €,

a qual conserva a massa ao longo do tempo. Além disso, se K € limitado, entdao o problema

¢ bem posto e a solugcdo é global.
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Demonstracdo. Sejam g, G e V as fungoes previamente definidas. As Proposicoes 4.1 e
4.2, juntamente com o fato de que Im(g(u)u) = Im(K|u?) = 0 e que V satisfaz H4,
permitem concluir que essas funcgoes satisfazem as condigoes H1-H4 com r = p. Portanto,
podemos aplicar o Teorema 3.3 a cada dado inicial ¢ € Hj(Q,V), com M = ||¢|lgr @),
para garantir a existéncia de um intervalo aberto I e de uma H}-solucao forte u para o
problema (4.2) que conserva a massa.

Consideremos agora o caso em que K é limitada, ou seja, « = coep =1r = 2.
Nesse cenério, o Corolario 3.4 garante que o problema (4.2) é localmente bem posto em

H (2, V). Para demonstrar que essa solugao ¢ global, observe que, para todo R > 0,
G(u) < K@ llullz20) < 1K =@ R* = C(R),

para todo u € Hy(Q,V) com |lulr2@v) < R. Essa estimativa garante que G satisfaz
a condigdo exigida no Teorema 3.5 para algum ¢ € (0,1). Assim, a solugdo pode ser

estendida globalmente no tempo e estd uniformemente limitada em H} (€, V). U

4.2 Nao linearidade local

Considere um dominio limitado com fronteira suave Q@ C R¥ e f: Q x [0,00) — R

uma fun¢ao de Carathéodory que satisfaz as seguintes condigoes:

(f2) f satisfaz a condicdo local de Lipschitz na segunda variavel, ou seja, para cada

M > 0, existe uma constante L(M), chamada constante de Lipschitz local, tal que

|f(x,u) — f(z,v)] < L(M)|u—wv|, qt.p.z €, para todo |ul,|v] < M.
Consideremos agora a extensao de f ao plano complexo, f : 2 x C — C, dada por
i ~

al para u # 0 e f(z,0) :=0. (4.3)

Convém enfatizar que essa extensao permanece uma funcao de Carathéodory e, seguindo

fl,u) = £ [ul)

a argumentacao do Exemplo 2.9, verifica-se que f satisfaz a condicdo local de Lipschitz
na segunda variavel, agora com constante 3L(M), que, por simplicidade, continuaremos

a denotar por L(M). Além disso, consideramos a funcao real F : {2 x C — R definida por

F(z,2) = /O|Z f(z, s)ds, (4.4)

a qual é uma funcdo Carathéodory. Com relagao a essa fungdo, apresentamos a seguir um

resultado que fornece uma férmula para as derivadas direcionais.
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Proposicao 4.3. Para quase todo x € Q) e para quaisquer u,v € C, tem-se

lim F(z,u+ hv) — F(z,u)
heR—0 h

= Re (f(z,u)0) . (4.5)
Além disso, existe um nimero real 0 = 0(z,u,v) com 0 < |0| < |h| tal que
F(z,u+ hv) — F(z,u) = Re(f(x, u+ 91})17) h. (4.6)

Demonstracao. O caso v = 0 é trivial, de modo que assumimos v # 0. Suponha que u # 0

e note que, para todo ntmero real h nao nulo,

F(z,u+hv) = F(z,u) F(z,u+hv) = F(z,u) [|lu+ho|—|u] |u+ho|+ |yl
h B |u + hv| — |ul h |u + ho| + |u]
1 |utho|

N |u+ ho| — |u| Jju

f(z,s)ds - lme(uv) + h\yq |

|u + hv| + |u]
Como f(z,-) é uma func¢do continua, o Teorema Fundamental do Célculo garante que

1 |utto] 1 plul+t
lim ——— f(z,8)ds = lim — f(z,8)ds = f(x,|ul).

h=0 |u + ho| = [u] Jjul =0 ¢ Jjul
Além disso, observa-se que

2Re(uv) + hlv|*  Re(uv)
im =
h=0 |u+ hv| + |ul [ul

Combinando esses limites, obtemos

Re(uv)
Jul

Consideremos agora o caso u = 0. Dado £ > 0, pela continuidade da funcao f(zx,-) em

lim F(z,u+ hv) — F(z,u)
RER—0 h

= [, [ul])-

= Re (f(a:,u)z?) :

zero, existe um ¢ tal que |f(z,s)| < ¢/|v| para todo s € [0, d]. Logo,

F(u+ hv) — F(u)
h

|
< |h|/ |f(s)|ds < e, sempre que 0 < |h| < d/|v].
0

Isso implica que o limite do quociente diferencial é zero, e assim

lim F(z,0+ hv) — F(x,0)
heER—0 h

=0=Re (f(x,O)T;).

Finalmente, para mostrar (4.6), considere a fungao real v(s) = F(x,u + sv) para

todo s € R. Pela propriedade anterior, essa funcao é derivavel, com
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+(5) = Tim F(z,u+ sv+ hv) — F(x,u+ sv)

lim : = Re(f(x,u + sv)).

Aplicando entao o Teorema do Valor Médio a funcao v, achamos um € com 0 < |0 < |h|

tal que y(h) —v(0) = +/(#) h, de onde o resultado segue. O

Continuando com nosso exemplo, consideremos o caso N > 2 e suponhamos que
a constante de Lipschitz local L(s), vista como func¢ao de s, satisfaca a condigdo de

crescimento polinomial
L(s) < Cs*, paraalgum a € [0,4/(N — 2)). (4.7)
Definimos entao os expoentes conjugados
p=a+2 e pi=(a+2)/(a+1),

de modo que, pela restricdo imposta sobre «, temos p € [2,2*). Além disso, o crescimento

de L nos permite estimar, para quase todo x € 2 e todo u € C ,

[, w)] < D(Jul) fu] < Clul*!

Jul Jul Jul
F(z,u)| < / |f(x, 5)|ds < / L(s)sds < / Os+ < Olulo+2.
0 0 0
Ou ainda, pela defini¢ao de p,
\fz,u)| < Clufr™ e |F(z,u)| < Cluf, qtp.xeQ, YueC. (4.8)

Finalmente, consideremos um peso V' que satisfaca as hipéteses V1 e V2, e suponhamos
que exista ¢ € [p,2*) tal que
Ve Lq/(qu)(Q»

Conforme discutido na sec¢ao anterior, essas hipoteses garantem que V' satisfaz H4, com

r =peq=p. Além disso, asseguram a imersao compacta
HY(Q, V) — LP(Q, V). (4.9)

Proposicao 4.4. A aplicacio g : HL(Q,V) — LY (Q, V), dada por g(u) := f(-,u), é bem

definida, continua, e apos uma possivel modificacdo da constante C, temos

lg(u) — Q(U)HLP’(Q,V) <C (HUH?{l(Q,V) + ||U||(11{1(Q,V)) [Ju — UHLP(SLV)?

para todo u,v € HY(Q, V). Em particular, g satisfaz a hipétese H1 com r = p.
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Demonstrag¢ao. Primeiramente, note que g é bem definida em virtude de (4.8) e (4.9), pois
/ lg(w)[ Vdz < C¥ / P POV dy = ¥ / WfPVde < oo, Yue HY(Q,V).
Q Q Q

No caso em que o = 0, temos p = p/ = 2 e f é globalmente Lipschitz na segunda varigvel.

Consequentemente,
lg(w) = g()lr20v) < Cllu = vll2@y),  Vu,v € Hy(Q, V).
Suponha agora que o > 0 e considere u,v € Hj (€, V). Para quase todo z € 2, vale

(@, u(@)) = flz,0(2))] < Lmax{[u(@)], [o(2)]}) |u(z) = v(@)|
< Cllu(@)|* + clo(@)|°] [u(z) = v(z)],

o que implica
! / a o] /
o) = 9%y < €7 [ [l + o] fu = o Ve
cr .o {/ | |u — [P Vdz + / 0| |u — U|p/le‘] .
Q Q

Como p’ < p, aplicamos a desigualdade de Holder com p/(p —p’) e p/p/, para obter

/

, , , , (p—p")/p ?/p
/ |ul*P |u —v|P Vdx < (/ |u|app/(pp)de> (/ |u—v|dex>
Q Q Q

= ||U||Lp Q) Ju— UHLP Q,V)

sendo que a tltima igualdade ocorre porque, pela definigdo dos expoentes, ap’/(p—p') = 1.

De modo analogo, obtemos
/ / o
L1l = v Ve < ol vl = ol
Assim, somando as duas ultimas desigualdades,

lg(w) = g0 ) < QY [ullftry + 10152000] e = 1o,

ou ainda,

lg(u) = g(0) | ooy < 2C - 227 [l & B3 + ll % B0 |l = vll o).

Como (p —p')/p’ = a e pela imersao (4.9), a expressao anterior pode ser reescrita como
lg(u) = 9(0) | vy < 2C - 277Gy [llullfn o) + o I8n @] Il = vl oy,
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o que estabelece a desigualdade desejada. Além disso, observando que

lg() = 9) @y < C [ullfiary + 10ll5 @) lIu = vllm @),

concluimos que g é continua. O

Proposigao 4.5. O funcional G : H}(Q,V) — R definido por
G(u) == / F(z,u)Vdx,
0

¢ bem definido e completamente continuo. Além disso, ao considerarmos H}(Q, V) como
um espago de Banach real, temos que G € C'(H}(Q,V),R) e

G'(u)v = Re/ﬂg(u)@ Vdr = Re(g(u), 0)g-1,m1 v,  Yu,v € Hy(Q, V).
Demonstragao. Primeiramente, G é bem definida, pois, por (4.8) e (4.9), temos
G(u)| < /QC’|u]dea: < oo, Yue HYQV).

Para mostrar que G é continuamente diferenciavel, comecamos calculando suas derivadas
direcionais. Para fazer isso, consideremos u, v € Hg (€, V') arbitrarios e, para 0 < |h| < 1,

definamos a funcao

F(z,u(z) + hv(z)) — F(z,u(x))
. :

Ap(x) =

Pela Proposicao 4.3, sabemos que

Ap(z) — Re (f(x, u(z)) v(x)) q.t.p. z € Q quando h — 0,

e que existe 6 real, com |0 < |h|, tal que

| Ap(2)] = [Re(f(z,u + 0v) V)]
< |f(w,u+6v)| |v]
< Clu+ [P~y
<C-27 (Jul ol + o) € LHQ, V).

Com isso, podemos aplicar o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue e obter

G(u+ hv) —
h

G(u x _ _
(w) = /QAh Vdxr — /QRe(f(x,u)v) Vdx = Re/ﬁg(u)v Vdz,
o que nos da
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ﬁﬁ
v

Nao ¢é dificil ver que, para u fixado, essa expressao define um funcional R-linear e continuo

(u) = Re/ﬂg(u)@ Vdr, Yu,v€ Hi(Q,V).

na variavel v. Além disso, em virtude da continuidade de g, essa derivada depende conti-

nuamente de u, pois

202

20) (u) = %(w)

< Cpllg(u) = gl vy, Vi w € Hy(Q, V).
L(H5(,V),R)

Portanto, concluimos que G é continuamente diferencidvel no sentido de Fréchet, ou seja,

e

G e CYH(Q,V),R), com derivada G'(u)v = a—(u)
v

Finalmente, para mostrar que G é completamente continua, suponha que u, — u
em Hj(Q, V). Pela imersdo compacta (4.9), obtemos u,, — u em LP(€, V). Logo existem

uma funcao w € LP(2, V) e uma subsequéncia (u,, ) tal que
Up, () = u(z) qt.p.x € e [, | <w VkeN.
Assim, pela continuidade de F' na segunda variavel e por (4.8), obtemos
F(z,uy, (z)) = F(z,u(x)) q.t.p.z€Q e |F (-, un,)| < ClwP € LNQ, V).
Usando entao o Teorema da Convergéncia Dominada, podemos afirmar que
G(up,) = /QF(x,unk)Vd:E — /QF(x,u)Vdm = G(u).

O argumento usado mostra que toda subsequéncia (G(u,)) tem uma subsequéncia que

converge para G(u). Portanto, a prépria sequéncia (G(u,)) converge para G(u). O

Corolério 4.2. Para todo dado inicial p € H}(Q,V), existe um intervalo I e uma Hg-

solucao forte da equagao de Schrodinger semilinear com peso

i+ vAu+ f(r,u) =0, em Qx 1
u(z,t) =0, sobre 02 x I (4.10)
u(z,0) = ¢(x), para T € 2,

a qual conserva a massa. No caso a = 0, o problema é bem posto e a solucdo ¢ global.

Demonstragao. Sejam g, G e V as funcoes definidas anteriormente. Com base nas Pro-

posigoes 4.4 e 4.5, no fato de que
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Im(g(u)u) = Im(f (-, Jul)|u]) =0,

e no cumprimento da hipotese H4 por V', conclui-se que as hipoteses H1-H4 sao satisfeitas
com 1 = p.

Aplicando o Teorema 3.3 a cada dado inicial ¢ € Hj(, V), com M = o[l g1,
garantimos a existéncia de um intervalo aberto I e de uma H;-solugao forte u do problema
(4.10), a qual conserva a massa ao longo do tempo.

Consideremos agora o caso @ = 0, ou seja, p = r = 2. Nesta situacao, o Corolario
3.4 garante que o problema (4.10) é localmente bem posto em H} (2, V). Para mostrar

que a solucao ¢ global, observe que, para todo R > 0, tem-se
G(u) < Cllulliz@y) < CR* = C(R), Yue Hy(QV), [lull 2y < R.

Dessa forma, o Teorema 3.5 garante que a solugao é global. U

Exemplo 4.1. Assumindo que a € (0,4/(N — 2)) e A um ntmero real, para cada dado

inicial ¢ € Hg (9, V), existe um intervalo I e uma Hg-solugdo forte do problema

10+ v Au + Mu|*u =0, em Q x [
u(z,t) =0, sobre 9§ x [ (4.11)
u(z,0) = p(x), para x € €.

Esse resultado é consequéncia do Corolario anterior, considerando a fun¢ao de Carathéodory
f(z,s) = As“T1 que satisfaz as condigdes (f1), (f2) e (4.7), com constante de Lipschitz
local

L(s) = A1+ a)s®.

Convém observar que, no caso A < 0, o problema acima admite uma H}-solugao forte

global, ou seja, I = R. De fato, como

[ul A
Flo,u) = | ds = 2 <0, VueC zeQ
(x,u) ; f(z,s)ds a+1\u! <0, VueC, ze,
segue que, para todo R >0 e u € HJ(Q, V) com ||ul| 1201 < R,

G(u) = /QF(ar,u)de <0<1=C(R).

Essa estimativa garante que G satisfaz a condi¢ao exigida no Teorema 3.5 para algum

e € (0,1). Portanto, a solu¢ao pode ser estendida a todo R.
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4.3 Equacao de Schrodinger em uma dimensao

Na sec¢ao anterior, tratamos do caso N > 2. Passamos agora a considerar a dimensao
unidimensional, isto é, o caso N = 1, mantendo a notacdo e as hipdteses previamente
impostas sobre as fungoes f, f e F. Além disso, supomos que a constante de Lipschitz
local L(s), vista como fungdo de s, seja continua em [0, 00). Essa suposigao é suficiente

neste contexto, pois, em dimensao um, vale a imersao continua
HY(Q, V) — H(Q) — L>(Q),
a qual garante a existéncia de uma constante C, tal que
lu(@)| < Coollullmmyy atp.z€Q, paratodou € Hy(,V). (4.12)

No que diz respeito ao peso V, além de cumprir as condi¢bes V1 e V2, assumimos que

existe algum ¢ € [2,00) tal que
Ve LY72(Q).

Essa hipotese é essencial para garantir, por meio da desigualdade de Holder, que V' satisfaz

a condicdo H4 com p =71 = 2 e ¢ = p. Além disso, temos a imersao compacta
Hy(, V) < Hy(,V) S L) = L*(Q, V).

Proposicao 4.6. A aplicagio g - HY(Q, V) — L*(Q, V), dada por g(u) = f(-,u), satisfaz
a hipotese H1 com p =r = 2.

Demonstragao. Dados u,v € Hy (2, V) com |[ul| g1 o,v), [|v]| mi@,v) < M, temos que
lu(z)], |v(z)] < CoM, qt.p.z €,
0 que permite estimar
lo(w) = 9@y = [ 1) = (e, v)*Vie

< L(CM)? /Q lu — v|2Vd

< L(CooM)?||u — U||%2(Q,V)

de onde o resultado se segue imediatamente. U

Observacao 4.1. O resultado da Proposi¢ao 4.5 ainda ¢ valido sob as condiges conside-

radas nesta se¢ao. A tunica diferenca relevante na demonstracao ocorre ao justificar que
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G estd bem definida, assim como ao assegurar que as fungdes A, e F(-,u,,) sao domi-
nadas por alguma funcao em L'(Q, V). Para evitar a repeticdo completa do argumento,
indicaremos apenas os pontos necessarios para adaptar a prova a este caso.

Comecemos observando que, para todo M e qualquer u € C com |u| < M, temos

el < [ 15 s)lds < [ L)sds < LD P

0

Combinando isso com (4.12), obtemos, para todo u € H} (2, V),
G()| < | |F(e,w)Vdr < L(Cullullma) [ [ufVda < s,
o que garante que G esta bem definida. Para dominar a fungao A, notamos que
lu + v < [ul + |v| < Coo<||u||H1(Q,V) + ||U||H1(Q,V)) =: M,

e, portanto,
[An] < |f (@, u+ 6v)||v]
< L(M)Ju + 6v||v]
< L(M) ([ulfo] + [0]?) € L@, V).

Finalmente, como
’unk| S C'ooHun;C HHI(Q,V) S Coo ' Sul[\jl ||unHH1(Q,V) = M7
ne

obtemos
F ()| < LM, P < LOM)w]? € LY@, V).

Essas sao as tnicas diferengas; fora isso, o argumento permanece inalterado.

Reunindo todas as observagoes e resultados anteriores, e sabendo que Im(g(u)u) = 0,
concluimos que as fungoes g, G e V satisfazem as hipéteses H1-H4 com p = r = 2. Com

base nessas propriedades, podemos entao estabelecer o seguinte resultado:
Corolario 4.3. O problema
i+ Pu+ flz,u) =0, emQxI
u(z,t) =0, sobre OS2 x I (4.13)

u(z,0) = ¢(x), para v € 2,

¢ localmente bem colocado em Hy(Q,V) e satisfaz as leis de conservagio da massa e
da energia. Além disso, existe um § tal que, para todo dado inicial ¢ € HL(Q,V) com

el iy < 0, a Hy-solugdo cldssica é global e uniformemente limitada em Hy(Q, V).
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Demonstra¢ao. O Corolario 3.4 estabelece que o problema (4.13) em localmente bem
posto em H} (€, V), garantindo ainda a conservagao da massa e da energia. Para justificar
a existéncia de d, observe que G(0) = 0. Além disso, ao fixarmos 0 < ¢ < 1, temos que,

para todo v € Hj(Q, V) com ||ul| g1y < €, vale [u| < Cy e assim
Gu) < [ |F@w|Vdr < L(Cx) [ [ul*Vdz = d(ull o.r,).

Isso mostra que G satisfaz as hipoteses do Teorema 3.6, o que garante a existéncia de um

0 com as propriedades desejadas. [l

Exemplo 4.2. Os resultados do Corolario 4.3 continuam validos quando

Fla,w) = W(a)u+ Mul™,

onde W : Q — R é uma funcio continua e limitada, A € R e a > 0, pois f estd associada
a fungao de Carathéodory

f(z,s) = W(x)s + As*T,

que satisfaz as condigoes (f1) e (f2), com constante de Lipschitz local
L(s) = [[Wlzoe (o) + [Al(er + 1),

Convém observar que, para A < 0, a H}-solugao cldssica ¢ global. De fato, como

Wi(x A
F(z,u) = 2<>]u\2 + m]u\o‘” < ||W||pe@|ul>, YueC, zeQ,

segue que, para todo R >0 e u € Hj(Q, V) com ||ul|r2iv) < R,
Gl = [ Fle,u)Vie < (Wil < Wl R = C(R)

Essa estimativa assegura que G satisfaz a condigao exigida pelo Teorema 3.5 para algum

e € (0,1), garantindo assim que a solucdo se estenda a todo R.

A seguir, impomos uma condicdo sobre a primitiva F' que garante que, para todo

dado inicial, a solucao ¢é global.

Corolario 4.4. Suponha que existam 2 < p < o e uma constante positiva C tais que
Fla,u) <Cy(Ju + [uf) e VeL/P(Q)

Se p(o — 2) < 40 entdo para todo dado inicial ¢ € HJ(Q, V), a Hj-solugio cldssica de
(4.13) € global e uniformemente limitada em H}(Q, V). No caso limite p(c —2) = 40, a

mesma conclusio vale, desde que |||l L2(0,vy seja suficientemente pequena.
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Demonstragdo. Para todo u € H}(Q,V), pela defini¢do de G e a condigdo imposta sobre

F', temos
G(u) < Oy (IulB2p) + [ulbea)) -

A hipétese sobre V' garante que L7(§2) < LP(Q, V). Dessa forma, pelo Lema 3.9, existe

uma constante Cy tal que

_ 1
[ull o @v) < CQHUH}LP?Q,V)HUH%%Q,V)v com 6= 2 + P

Combinando essas desigualdades, temos
Gu) < lullfTany” - Iull5a0y” - Co- Cot Cillultaay). (4.14)

Consequentemente, para todo R > 0 e u € Hj(Q, V) com |Jul|r2,v) < R, obtemos uma

constante C'(R) tal que
p(c—2)/20
G(u) < lullgrqy, - C(R)+ C(R)

Se por acaso p(c — 2) < 40, aplicamos a desigualdade de Young: ab < ea” + C(g)b”, ao
primeiro somando, com v = 40 /p(c — 2) e € = 1/4, para obter, apés uma modificagdo na
constante C'(R), que
1
G(u) < llullfr @) + C(R).

Essa estimativa garante que G satisfaz a condigao exigida no Teorema 3.5 com € = 1/2.
Assim, para todo dado inicial ¢ € H(2,V), a solugao do problema (4.13) é global e
uniformemente limitada em H}(Q, V).

Finalmente, no caso em que p(o — 2) = 40, escolhemos R de modo que
RPD2e . 0 < 1/4.
Dessa forma, por (4.14), obtemos
Gw) < Fulfnoy + OB Vue HYQ.V), Julizay <R

Isso mostra que G' cumpre os requisitos do Coroldrio 3.5, com constantes C(R) := C1R? e
e = 1/2. Assim, segue-se que, para todo dado inicial ¢ € Hj(Q, V) com [|¢| 1201 < R,
o problema (4.13) admite solugao global uniformemente limitada em HJ (2, V). O

Exemplo 4.3. Sejam f e f as funcoes do Exemplo 4.2, com A, o > 0. Fazendo p = a + 2,

temos

T

F(z,u) = 5

N ;‘|u|p < max { W ey, A} (Jul + ul?)
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Suponha agora que
Ve L7/P)(Q), para algum o > p.

Entdo, do Coroldrio 4.4, segue que, se (a + 2)(oc — 2) < 4o, a Hj-solugido classica do
problema (4.13) é global, para todo dado inicial ¢ € H}(Q, V).

4.4 Equacao de Schrodinger em duas dimensoes

Nesta se¢ao, nosso objetivo é utilizar a desigualdade de Trudinger—Moser para mos-
trar que o problema (4.10) é bem posto na dimensao dois. Para isso, comegamos recor-
dando uma formulacao essencial dessa desigualdade: seja € um dominio limitado em R2,
entao

sup /Qee‘“‘zd:c < 00 se, e somente se, 0 < 4.

ueHL(Q)
||VUHL2(Q)§1

Em particular, para todo M < oo e 3 € (0,4r/M?], existe uma constante K, dependente
de M e 3, tal que

/ P dy < K, para todo u € Hy(Q) com |Ju| i) < M. (4.15)
Q

Corolario 4.5. Seja Q C R2? um dominio limitado, e consideremos as funcées f, L, f,
V', g e G definidas na Segcao 4.2, com V' limitada superiormente. Suponha ainda que L
satisfaca a condi¢do (4.7) para o < 2. Entao o problema (4.10) € localmente bem posto

em H}(Q,V). Além disso, satisfaz a leis de conservagio da massa e da energia.

Demonstragao. A luz do Teorema 3.4, precisamos apenas mostrar a unicidade das Hg-
solugoes fortes. Além disso, como se trata de uma propriedade local, é suficiente verifica-la
em intervalos suficientemente pequenos. Para isso, seja I um intervalo contento a origem,
o € HY(Q,V) e suponha que u,v € L>®(I, HY(Q,V)) N Wh(I, H1(Q,V)) sejam duas

Hj}-solugoes fortes do problema (4.10). Tomando w = v — u, temos

10w + vAw + g(v) —g(u) =0 em HJ(Q,V), qtp. tel
w(0) = 0.

Aplicando o produto de dualidade da equacao acima com 7w, obtemos
(O, W) g1 g1 v —i—i/g Vw|*dx — Z/Q(g(v) —g(u))wVdx =0, qt.p.tel.

Dai, extraindo a parte real,

Re(Oyw, w) g1 g1y = Im/ﬁ(g(u) —g(v))wVdz, qt.p.tel.
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Mas pelo Lema 3.11, pode-se reescrever como

w0y, = T [ (g(u(t)) — g(o(0))) w®) Ve, atp.tel
Consequentemente, para quase todo s € I,
S w(3) e < [ loCu(s)) — ge(s))] fals)| Vi
= [ [F(@.uls) = Fla,v(s))| [w(s)| Vda
< [ L(uls) + lo(s)]) fu(s) = v(s)|fw(s)] Vs
<OVl [ (lu(s)| + lo(s)]) u(s) Fda.

Ao integrar a desigualdade anterior de 0 até ¢t € I e fazendo h(s) = |u(s)|+|v(s)|, obtemos

Jw(®) ey < 2C0VIe | [ [ b luts) Pawa], vee
Como L?(Q, V) < L?(Q2), para alguma constante c¢; se tem
||w(t ”Lz < / / s)[*dzdt|, Vtel (4.16)

Nosso objetivo agora é reescrever o termo do lado direito de forma que dependa da norma
|w(-)||z2()- Para isso, fixamos p > 4 e aplicamos a desigualdade de Holder com expoentes

p/2 e p/(p—2), obtendo, para todo s € I, que
[ b)) Pz = [ (h(s) 2 w(s)P) " fus)] @ rd
< (e orae)” (fwcras)”"
(frreas)” (fwtontae) " (f wrar)” ™"

= ([ sy (o) ) 2

IA

Como H}(Q, V) — LY(Q), segue que
4/p
lw(s)1 gy < (2w lm@r) " < (M) <1+ M = 5,

Consequentemente,

h(s)*lw(s)|*dz < c5 (| h(s)*dz " ()1 (4.17)
J (fpreorvaz)
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Para estimar a integral do lado direito, observe que, para todo s € I,

1)@y < Cla @) < Cllulliegagory + [0l mgary) = M.

Assim, definindo 3 = 47 /M?, a desigualdade de Trudinger-Moser (4.15), garante a existéncia

de uma constante K tal que
/ M) qy < K, paratodo s e l.
Q

Em seguida, aplicando a desigualdade

q
y? < (Z) e’ paray,q,[ >0,

obtemos

/Q h(s)*dx = /Q (n(s)?)*"” do < < ) / ohis @g)ap/zf{.

Consequentemente, como o < 2, tem-se

a/2 a/2
(/ h(S)”aM) () < (2 PP+ K) = cq- p™? < cap.
Q — \2u —\2p -

Juntando isso com (4.17) temos

/Qh(s)a|w(s)|2dm <ecs-p-|w(s )”(2,; 1)/

Logo, substituindo em (4.16), resulta

w®le < oo | [ w3 ds| . Vel proo  (418)

Definamos agora as fungoes
60) = ol e B0)= [ ols)0Mrds, Veel
Com esta notagao, a desigualdade (4.18) pode ser reescrita como
o) <cg-p-|P,(t)], Vtel.
Além disso, a funcao ®, ¢ continuamente diferencidvel e com derivada,

q;;(t) - qz5@)(/3—2)/;7_
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Combinando essas duas relacoes, obtemos, para p suficientemente grande,

(r=2)/p B
(1) < (co-p- 1D,(0)) " <o p- @, (1),
onde a tltima desigualdade ¢é devido a (p — 2)/p < 1. Em seguida, separando varidveis e

integrando, obtemos
(@ ()P < p- IH],

[\ et

ou equivalentemente,
p/2
[@,(t)] < (- [t)"", paratodot e I.
Portanto, ao escolher T > 0 tal que [T, T] C I e que satisfaca ¢- T < 1, temos

lim |®,(+7)| = 0.

p—00

Para finalizar a demonstracao, aplicamos o Lema de Fatou e obtemos

. 2 Ty 20-2)/p
| o) Bayds = [ lim leo(s) 34" ds

p—00

T
S 2(p—2)/p
<liminf /= lw(s)l[zz )" ds

= lim inf @ ,(T')

p—00

=0.

De forma analoga, temos
0
[ () Faayds = 0.

Por fim, a partir dessas igualdades e sabendo que a funcao w : I — L?(Q) é continua (ver
Corolario 3.1), segue que |[w(t)||2() = 0 para todo ¢t € [T, T] e, portanto, u = v nesse

intervalo. [l

Observacao 4.2. No Corolario 4.2 mostra-se, em particular, que, em dimensao dois, o
problema (4.10) admite uma H_-solugdo forte local para cada dado inicial ¢ € H}(Q, V),

sempre que a constante de Lipschitz local L(s) satisfaga
L(s) < Cs*, para algum «a € [0, 00).

Esse resultado, entretanto, nao garante unicidade nem maximalidade da solucao. Ja o
Corolario 4.5 assegura que, quando « < 2, o problema (4.10) é localmente bem posto em

H}(92,V); em particular, admite uma tnica H}-solu¢ao cldssica maximal.
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4.5 Nao linearidade com crescimento exponencial

Nesta segao, investigamos a existéncia local de uma H_}-solugao forte para a seguinte

equagao de Schrodinger semilinear com peso:

10+ vAu+ f(lu>)u=0, em Qx T
u(z,t) =0, sobre 90 x I (4.19)
u(z,0) = p(x), para todo x € (,

onde  C R? é um dominio limitado com fronteira suave, V' é um peso limitado superior-

mente que satisfaz as condigoes V1 e V2, e f € C'([0,00),R) satisfazendo

lim f'(s)e™ =0, Vj3>0. (4.20)

5—00

Essa condi¢ao implica que, para todo 8 > 0, existe uma constante Cy tal que
[f'(s)] < Cpe™, Vs >0. (4.21)
Em vista disso, e aplicando o Teorema Fundamental do Céalculo, nao ¢é dificil de ver que,
|f(s) = flo)] < Cp €B(S+U)’S — 0|, paratodo s,c >0ef >0. (4.22)

Essa desigualdade nos permite demonstrar o seguinte resultado:

Proposicao 4.7. Para todo 3 > 0, e apds possivel ajuste da constante Cg, tem-se
F(ulyu = f(jo)o| < C M0y —vf, - Vu,v e C. (4.23)
Demonstracao. Seja a = /2. Pela desigualdade triangular temos

F(u)u = £(o)o] < | £(ul®) = FQoIP)| Jul + [ £(0P) = £0)] [ = v] + [ £(0)]Ju — v].
Para o primeiro termo do lado direito, temos

au2 7)2
£ (ul?) = F(oP)|lul < Co e uf2 — [of?| fu
< Co D (] 4 [o]) 1 — vl ul

< Co @D (Juf? 1 fuo]) [u — o],

Para o segundo termo, tem-se

F(0l?) = £O)] Ju— 0] < Cae™ [0’ ju — o]

<O, e@(\n|+|vl)2‘v‘2|u — ).
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Por fim, o terceiro termo pode ser estimativo por
[FO)]|w = o] < [f(0)]e D ju —o].

Juntando as estimativas anteriores, obtemos

[F(u)u = F(|oP)yo| < e — o] (Cal|ul® + fullv]) + Calv? + | £(0)])
< e |y — o max{Ca, [ £(O)[} (Juf? + [ulv] + [v]* +1)
< ey — o] max{Ca, [FO)[} (1 + ul + [o])?.

Para finalizar, notamos que
. (1+s)?
lim

§—00 60‘52

=0,

0 que garante a existéncia de uma constante A, tal que
(14 5%) < A, 6“2, para todo s > 0.

Em particular,
(1+ Jul + [v])? < Ag e,

Assim, obtemos a estimativa final
F(luPyu = F(o2)o] < max{Co, | £(0)]} An €210y — o),
o que estabelece a estimativa desejada, uma vez que 2a = 3. O

Antes de prosseguir com o préximo resultado, vale destacar que, devido ao fato
de V ser limitada superiormente, dispoe-se da seguinte cadeia de imersoes continuas e

compactas:

Hy(Q,V) — Hy(Q) < LP(Q) — LP(Q,V), para todo p > 1. (4.24)

cont. comp. cont.

Proposigao 4.8. A aplicacio g : H}(Q,V) — L*(Q,V), dada por g(u) := f(|u*)u, é
bem definida e satisfaz a hipotese H1, com p = 2 e r = 4. Isto €, para todo M > 0, existe

uma constante C (M) tal que

lg(u) = 9(0)l|L2@v) < C(M)[lu = vl
para todo u,v € Hy(Q, V) com ||ul|grovy, |0]ar@v) < M.

Demonstragdo. Para verificar que g estd bem definida, considere u € H} (€, V) nao nula.
Por (4.23), temos
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Ve < [ | f(lul)uf Va
[lgPvds < [ |f(uf)] vz
< V]| oo 05/962ﬁ|u|2|u|2dx

P2 1/2
< WVllewion €l ([ e o) ™

Assim, escolhendo 5 < 7/ ||u||§{1(9), a desigualdade de Trudinger-Moser (4.15) garante que
a ultima integral ¢ finita, o que assegura que g(u) € L*(Q, V).
Sejam agora u,v € Hg(Q, V) tais que |[ull gi,v), 0]l mi@,v) < M. Por (4.23), temos

lg(w) = 9(0) a0y < [ [Fufu— f(o)o] Ve

< C’Z/ AUul+D* 1y — o2 Vda

1/2 1/2
< (2 AU+ Y g lu — v|*Vdzx
= 7 \a Q '

Como V é limitada superiormente, obtemos

1/2
1/2 u
o) — 00 iy < IVIE2i0) O3 ([ €000 ar) " o — i
Pelas imersoes (4.24), existe uma constante C' tal que
|w|[m1) < Cllw||mrov), para todo w € HY(Q, V),

o que implica que |||u|+|v]|| g1y < 2C M. Portanto, escolhendo 3 tal que 3 < m/(2CM)?,
a desigualdade de Trudinger-Moser (4.15) garante a existéncia de uma constante K, de-

pendente de M, tal que
/ 4B(ul+1e) 1 < K.
Q

Combinando as desigualdades anteriores, obtemos
1 2
lg(w) = 901200y < V1120 C5 Kl = vl Faqry,

o que estabelece a desigualdade desejada. Além disso, essa estimativa, combinada com a

imersdo continua HJ (2, V) < L*(Q, V), permite concluir que g ¢ é continua. O
Com o objetivo de construir uma primitiva para g, consideremos a fun¢ao real

= /S f(o)do, para todo s > 0.
0

Proposicao 4.9. Para todo 8 > 0, e apds uma possivel modificacao da constante Cg,

tem-se
|F(s)] < Cge®,  para todo s > 0. (4.25)

137



Consequentemente, o funcional G : H}(Q,V) — R dado por
G) =5 [ F(uP)v
u) =5 | Fllu x,

¢ bem definido e completamente continuo.

Demonstragao. Seja o = /2. Aplicando (4.22), temos

F(s)| < [ 17(0) = J(0)ldo +|£(0)s
<, /0 g do + |£(0)]e%s
< Cpe™ s+ £(0)]e™ s

< max{C, | F(O)]} ¢**(* + 5).

Como

lim (s + s)e™™ =0,
5—00

existe uma constante A, tal que
(s* +5) < Ay e, para todo s > 0.

Consequentemente,
|F(s)] < max{Ca,|f(0)[}Aae™,

de onde segue (4.25), uma vez que 2a = (. Por fim, para mostrar que G esta bem definido,
seja u € H}(Q, V) ndo nulo, ja que G(0) = 0. Entao

u2
G(u)] < HVHLoo(Q)/QlF(]u\z)]dx < |Vl CB/Qeﬂl ? g

Assim, escolhendo 8 < 47 /[|ul|%1 ), a desigualdade de Trudinger-Moser (4.15) garante
que a ultima integral é finita, o que assegura que G(u) € R.

Para mostrar que G é completamente continua, seja u,, — u em H} (2, V) e defina

M := sup ||ty m1(0) < 0.
neN

Escolhendo 3 < 27/M?, a desigualdade de Trudinger-Moser (4.15) garante a existéncia,

de uma constante K, dependente de M, tal que
2
/ ’F(|un|2)’ dzx < CE/ e2Plunl®dy < K, para todo n € N,
Q Q

onde a primeira desigualdade segue de (4.25). Dessa forma, a sequéncia (F(|u,|?)) é limi-
tada em L%*(Q)). Assim, pela reflexividade desse espago, existe uma funcio ® € L?(Q) e

uma subsequéncia (u,, ) tal que
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F(lun,|?) = @ em L*(Q). (4.26)

Por outro lado, devido & imersdo compacta (4.24) e a convergéncia fraca u, — u em

H(Q,V), seque que u,, — u em L?(2). Assim, a menos de uma subsequéncia,
Up, — 4, q.t.p em €
Logo, pela continuidade de F,
F(|ltn, ) = F(lul*), q.t.pem Q. (4.27)

Entao, por resultados cldssicos da andlise funcional, os limites (4.26) e (4.27) implicam
que ® = F(|ul?). Assim, pela definigdo de convergéncia fraca e uma vez que V € L*(Q),
segue que

Gluy,) = ;/Qmunkmvczx N ;/QF(|u|2)de — Glu).

O argumento usado mostra que toda subsequéncia (G(u,)) tem uma subsequéncia que

converge para G(u). Portanto, a prépria sequéncia (G(u,,)) converge para G(u). O

Proposigao 4.10. Considerando H}(Q, V) como um espaco de Banach real, temos que
GeCYH}QV),R) e

G'(u)v = Re/ﬂg(u)ﬂ/dm =Re(g(u), V) g1 v, Yu,v,€ Hi(Q,V).

Demonstragdo. Consideremos u,v € H} (€, V) arbitrarios e, para 0 < |h| < 1, definamos

as funcgoes

_ F(lu+hl?) = F(ju?)
h .

Como F' = f, segue que Ay, é diferencidvel em relacao a h, sendo sua derivada dada por

Ay = F(Ju + hvl?) e By :

AL = F'(Ju+ hv|*)op)u + h|* = 2 f(Ju + hv|?) Re((u + ko)D),  q.t.p. €.

Assim,

B, — 8hAh‘h:0 =2 f(Jul*) Re(uv) quando h — 0, q.t.p. €,

Além disso, pelo Teorema do Valor Médio, existe um 6 com |0 < |h| < 1 tal que

|Bn| =

ahAh\

h=60
= 2|f(Ju+ 60)| [Re((u + 0v)7)

< 2|f(lu+ 0v*)(u+0v)| v
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Mais ainda, por (4.23),
|Br| <2Cp PO [y 4 G| |u] < 205 ePUulHD? (|u||v] + |v|2) =: wg.

Note agora que, pelas desigualdades de Holder e de Trudinger—Moser, verifica-se sem
dificuldade que wg € L'(2), para algum 3 suficientemente pequeno. Mais ainda, como
V ¢ limitado superiormente, ws € L'(2, V). Com isso, podemos aplicar o Teorema da

Convergéncia Dominada de Lebesgue e obter

G(u + hv) — G(
h

u) 1 1 9 _ B _
= 5/93;Z Vdx — 5/92f(|u| YRe(uv) Vdx = Re/gg(u)v Vdz,

o que nos da

ﬁﬁ
v

Nao ¢é dificil ver que, para u fixado, essa expressao define um funcional R-linear e continuo

(u) = Re/ﬂg(u)@ Vdr, Yu,v€ Hi(Q,V).

na variavel v. Além disso, em virtude da continuidade de g, essa derivada depende conti-

nuamente de u, pois

< Hg(U) - g(w)HLQ(Q,V)v vuvw € H&(Q7 v)
L(Hg(Q,V),R)

S - 25w

Portanto, G € C'(H}(Q, V), R), com derivada de Fréchet dada por

& = 27 (u),

o que conclui a prova. O

Corolério 4.6. Para todo dado inicial p € H}(Q,V), existe um intervalo I e uma Hg-
solugdo forte da equagdo de Schridinger semilinear com peso (4.19), a qual conserva a

massa.

Demonstragdo. A identidade Im(g(v)v) = Im(f(Jv]?)|v|?) = 0 e as Proposicoes 4.8 e 4.10
garantem que as funcoes g e G satisfazem as hipoteses H1-H3 para p = 2 e r = 4.
Ademais, como V' é limitada superiormente, a condicao H4 também ¢é satisfeita. Logo, o

resultado se segue ao aplicar o Teorema 3.3. 0
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Apéndice A
Funcoes com Valores Vetoriais

Neste apéndice, apresentamos um resumo da teoria das func¢oes com valores em
espagos de Banach, generalizando as nocoes basicas da andlise real e complexa. Iniciamos
com o estudo das fungoes continuas e diferenciaveis, seguimos com as propriedades da
integral de Bochner e finalizamos com os espagos de Sobolev unidimensionais. Para uma

abordagem mais detalhada, geral e aprofundada, remetemos o leitor a [10, 16, 18].

A.1 Continuidade e diferenciabilidade

De agora em diante, salvo indica¢do em contrario, assumimos que (X, || -||) é um
espaco de Banach, real ou complexo e que I C R é um intervalo. Iniciamos apresentando

duas nog¢oes de continuidade para caminhos.

Defini¢ao A.1. Dizemos que a func¢ao u : I — X é fracamente continua (resp. continua)

no ponto t € I se, para toda sequéncia (t,) C I com t,, — ¢, tivermos
u(ty,) = u(t) em X (resp. u(t,) — u(t) em X).

Se u for fracamente continua (resp. continua) em todos os pontos de seu dominio, dizemos
que u é fracamente continua (resp. continua). Denotamos por C(I,X) o conjunto das

fungoes continuas de I em X, e por Cy(1, X), aquelas que sdo continuas e limitadas.

E claro que toda funcao continua é fracamente continua. A reciproca, por exemplo,
é valida sob a condi¢ao de que o espago X seja uniformemente convexo e que a func¢ao

||u(+)]| seja continua. Por outro lado, o espago Cy(7, X), munido da norma
[ullc,,x) == sup [lu(@)],
tel

¢ um espago de Banach. Quando o intervalo I é compacto, a fungao real ||u(-)|| atinge seu

méaximo, o que garante que C(I,X) = Cy(1, X).
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Definicao A.2. Dizemos que a funcdo u : I — X é diferencidvel em t € [ se existir um

vetor v'(t) € X, chamado de derivada de u em ¢, tal que

u(t+ h) —u(t)
h

- u'(t)H — 0 quando h — 0.

Se u for diferenciavel em todos os pontos de I, dizemos que u é diferenciavel, e a funcao
v’ : I — X é chamada derivada de u. Denotamos por C''(I, X) o conjunto das fungdes de

I em X que sao diferenciaveis e cuja derivada é continua.

Exemplo A.1. Suponha que X seja um espaco de Hilbert complexo e seja u : [ — X

uma funcao diferenciavel. Entao

Dyl = 2Re(e (1), u(t), Vie T

A.2 Integral de Bochner

A construcao da integral de Bochner requer, como etapa preliminar, a definicao

adequada de funcao mensuravel. Uma funcao s : I — X é chamada de funcdo simples

mensurdvel se existem vetores wy, ..., w, € X e conjuntos Lebesgue mensuraveis disjun-
tos Ji, ..., C I, todos com medida finita, tais que
S=wyXg + .+ Wn Xy, (A.1)

Uma funcdo v : I — X é chamada mensurdvel ou Bochner mensurdvel se existe uma

sequéncia de fungdes simples mensurdveis {s, : I — X} tal que
Sp(t) = u(t) em X, qt.p.tel.

De forma imediata, se u é Bochner mensuravel, entao a fungao real [|u(-)|| é Lebesgue
mensuravel. Além disso, caso X — Y, entao u, considerada como fun¢ao com valores em

Y, também ¢é mensuravel.

Teorema A.1 (Pettis, [16, Teorema 2.1.3]). A funcdo u : I — X é mensurdvel se, e

somente se, satisfaz as sequintes duas condicoes:

(1) u é fracamente mensurdvel, isto €, para todo funcional ¢» € X', a fun¢do escalar

tel— (Y,u(t))x x € Lebesgue mensurdvel.

(2) u é essencialmente separavelmente valorada, ou seja, existe um conjunto de medida

nula N tal que u(I — N) é um subconjunto separdvel de X.

Usando essa caracterizagao, podem ser demonstrados os seguintes resultados:
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Corolario A.1 [10, Corolarios 1.4.8 e 1.4.9]. Toda funcao fracamente continua é men-
surdvel. Além disso, se (u,) € uma sequéncia de fungoes mensurdveis tal que, para quase

todo t € I, u,(t) = u(t) em X, entdo u é mensurdvel.

Para uma fungao simples mensurdvel s, escrita na forma (A.1), sua integral é definida

de maneira natural como

I k=1

Pode-se verificar que essa definicao independe da escolha da representacdo de s como
combinacao de funcgoes caracteristicas. Seja agora uma funcao mensuravel v : I — X.
Dizemos que u é integrdvel ou Bochner integrdvel se existe uma sequéncia {s, : I — X}
de funcoes simples mensuraveis tal que

lim / ||sn, — ul|dt = 0.
I

n—o0

Nesse caso, a integral de Bochner de u é definida como

/udt = lim [ s, dt.
I

n—oo Jr

Nao ¢é dificil verificar que esse limite existe como um elemento de X e independe da
escolha da sequéncia (s,). Convém observar que, como consequéncia direta da definigao,
a integral de Bochner define um operador linear. Quando I = (a,b), também é comum

usar a notagao f;’ udt. Assim como ocorre com funcoes escalares, é conveniente adotar a

a b
/ wdt ::—/ udt.
b a

Teorema A.2 (Bochner, [16, Proposi¢ao 2.1.10]). Uma fung¢ao mensurdvel v : I — X

convencao

¢ Bochner integravel se, e somente se, a func¢do real ||u(-)|| € Lebesque integrdvel. Nesse

H/udtH < [ lluldt.
I I

Esse resultado evidencia que a teoria da integral de Bochner é uma extensao direta

caso,

da teoria integral de Lebesgue, em que os valores absolutos sao substituidos pela norma do
espago. Logo depois, diversas propriedades fundamentais, como o teorema da convergéncia

dominada e a desigualdade de Holder, podem ser facilmente adaptas ao contexto vetorial.

Corolario A.2 (Convergéncia Dominada, [16, Proposi¢ao 2.1.13]). Seja {u, : I — X}
uma sequéncia de fungoes integrdveis. Suponha que exista uma funcio g € L*(I,R) tal

que, para quase todot € I,

un(t) — u(t) e |lun(®)|| < g(t) VneN.
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Entdo u € integrdvel e
/udt: lim [ w, dt.
I

n—oo I
Seguindo o raciocinio da demonstra¢ao do Teorema Fundamental do Calculo para

fungoes escalares, mas agora substituindo o modulo pela norma, obtemos:

Teorema A.3 (Teorema Fundamental do Célculo, [8, Proposigio 1.14]). Seu € C'(I, E),

entao, para quaisquer a,b € I, tem-se

/ab o' (t) dt = u(b) — u(a).

O préximo teorema apresenta uma propriedade forte da integral de Bochner que

nao possui equivalente na teoria da integral de Lebesgue.

Teorema A.4 [16, Teorema 2.1.17]. Seja A : D(A) C X — Y um operador linear fechado

entre espacos de Banach. Seuw: I — X é uma funcdo integrdvel tal que Au também seja

A(/Iudt> = [ Auat

Em particular, quando A € L(X,Y) ou A € X', a igualdade acima vale para toda fungao

integravel, entao

Bochner integravel u.

Finalmente, introduzimos os espacos de fungoes p-integraveis com valores em um
espaco de Banach de forma analoga ao caso escalar. Para 1 < p < oo, denotamos por
LP(I,X) o espago das classes de equivaléncia (no sentido de igualdade em quase todo
ponto) de fungdes mensurdveis u : [ — X tais que ||u(-)|| € LP(I,R). Equipado com a

norma natural

1/p
s = ([Ru@Par) " sep<o0) e ulloein = esssup u(o)]|
€

p

(I, X) o conjunto das fungoes me-

esse espago ¢ Banach. Além disso, denotamos por L

suraveis u : [ — X tais que para todo intervalo compacto J C I, u € LP(J, X).

Teorema A.5. Sejam 1 < p < oo, (u,) C LP(I, X) uma sequéncia limitada e u: I — X

uma funcao, tais que u,(t) — u(t) em X, para quase todo t € I. Entdo
u € LP(I,X) e ||U/”LP([7X) Sliminf“unHLp(LX).

Demonstracdo. Pelo Corolario A.1, u é mensuravel e, como a norma ¢é fracamente se-
micontinua inferiormente, temos ||u(t)|| < liminf ||u, ()| para quase todo t € I. Dessa
desigualdade segue imediatamente o caso p = co. Para p < oo, aplicando o Lema de Fatou

para funcoes reais, obtemos

/ lu(t)|Pdt < / lim inf [[un (£)|[Pdt < lim inf / o (8)[|Pdt,
I 1 I
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e o resultado segue. 0

Um resultado fundamental da teoria da medida, conhecido como Teorema da Dife-
renciacao de Lebesgue, afirma que a primitiva de uma fung¢ao integravel é derivavel em
quase todo ponto, e que a derivada coincide quase sempre com a func¢ao original. Esse

fato também vale para fungoes vetoriais.

Teorema A.6 (Teorema da Diferenciacao de Lebesgue, [18, Teorema 2.16]). Suponha que

I seja um intervalo aberto e u € Li. (I, X). Entdo

o1 gtk
}lblil[l)ﬁ/t u(s)ds =wu(t), qtp.tel.

Caso u seja continua, a igualdade vale para todo t € 1.

Com o resultado anterior, obtemos uma generalizacao do Lema Fundamental das

Distribuic¢oes, conforme a seguir:

Corolario A.3. Sejam I um intervalo aberto e w € Li, (I, X) tais que

/uw dt =0, Ve CX(IR).
I
Entao u= 0 em quase todo ponto de I.

Demonstracao. Fixado um intervalo compacto J C I, tome uma sequéncia (¢,,) C C5°(I)
tal que ¥, <1 e 1, — xy em quase todo ponto. Entao, pelo Teorema da Convergéncia
Dominada A.2, temos

/udt: lim [ i, dt = 0.
J I

n—o0

Como J ¢ arbitrario, segue do teorema anterior que
u(t) = lim — u(s)ds =0, qt.p.tel,

o que conclui a prova. O

O préximo resultado estende a convergéncia quase em todo ponto, apresentada no

teorema anterior, para uma convergéncia forte em LP.

Teorema A.7 [10, Proposi¢ao 1.4.29]. Suponha que u € LP(R, X), com 1 < p < co. Para
cada h # 0, defina a fungdo

1 [t+h
Myu(t) = E/t u(s)ds, VteR.

Entao, Myu — u em LP(R, X) quando h — 0.
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Teorema A.8. Seja X um espago de Banach separdvel e u € L}, (I, X"). Suponha que

/(u(t),v)x/x Y(t)dt =0, Ve C(ILR), v e X.

I

Entao, w =0 em quase todo ponto de I.

Demonstragao. Considere uma sequencia (v,,) densa em X. Para cada n, temos

J ) v vt dt =0, Vo€ CRLR)

Assim, pelo Lema Fundamental das Distribuigoes, existe um conjunto N,, C I de medida
nula tal que
(u(t),vn)xx =0, paratodot el — N,.

Definindo N = U,y Vn, que também é de medida nula, temos
(u(t),vn)xx =0, paratodotel—-N e neN.

Como (vy,) é densa em X e u(t) é funcional continuo para cada t, esta igualdade se estende

para qualquer v € X, ou seja, para todo t € I — N, tem-se
(u(t),v)x x =0, YvelX,

o que implica que u(t) = 0 para todot € I — N. O

A.3 Espacos de Sobolev

Para definir os espagos de Sobolev vetoriais, consideramos um intervalo aberto I C R
e comegamos definindo a derivada fraca. Dadas duas fungdes u,v € L (I, X), dizemos

que v é a derivada fraca de u se

/]mp dt — —/Iuw/dt, Vi € C2(I,R).

Em virtude do Corolario A.3, a derivada fraca, quando existe, é tinica e sera denotada

por u'. Para cada 1 < p < oo, definimos o espaco de Sobolev
W (I, X) = {u e LP(I,X); v € L’(I, X)}.
Conforme a [18, Proposi¢ao 3.5], este espago é Banach, quando equipado com a norma

lullwirx) = llullze@x) + 114 Lo x)-
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O préximo resultado afirma que os elementos do espago de Sobolev W1P(I, X) séo,
em termos gerais, primitivas de fungdes em LP, além disso, fornece uma caracterizacao

desses elementos com base na noc¢ao de diferenciabilidade em quase todo ponto.

Teorema A.9 [10, Teorema 1.4.35|. Seja u € LP(I,X) com 1 < p < oco. Entdo, as

sequintes condicoes sao equivalentes:
(a) we W(I, X);
(b) Eziste uma fungdo v € LP(1,X) tal que

u(t) —u(s) = /:U(T)dT, gtpt,sel.

(c) u € localmente absolutamente continua, diferencidvel em quase todo ponto, com de-

rivada u' pertencente a LP(I,X);

(d) u € fracamente localmente absolutamente continua, fracamente diferencidvel em
quase todo ponto, com derivada v em LP(I,X). Isto é, para todo funcional i) € X',
a funcdo escalar ou € localmente absolutamente continua e diferencidvel em quase

todo ponto, com
d
2 u®)xox = (W u' () xx
As fungoes v e v’ mencionadas em (b), (c) e (d) sao iguais d derivada fraca de u.

Observagao A.1. O item (b) afirma que toda fungdo u € WHP(I, X) com 1 < p < oo,
admite apenas um representante continuo u € C(f ,X), ou seja, u = u em quase todo

ponto de /. Esse representante é caracterizado pela identidade
t _
at) — als) = / W (r)dr, tsel

Para simplificar notagao, denotaremos também por u esse representante continuo.
Como primeira consequéncia desse teorema, destacamos a seguinte imersao:

Corolario A.4 [10, Corolario 1.4.36]. Se 1 < p < 00, entao
WYP(I,X) < Cy(I, X).
Outra consequéncia importante é que, para func¢oes do espago de Sobolev, os quoci-

entes de Newton convergem em L” para a derivada, a saber:

Corolario A.5 [10, Corolario 1.4.39]. Suponha v € W'((a,b), X) com p < oo. Entdio,

para todo intervalo aberto J € (a,b), tem-se

u(+ h) = u()
h

—u'(-) em LP(J,X) quando h — 0.
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Nos casos em que J = (a,c) ou J = (¢,b), com a < ¢ < b, essa convergéncia ocorre,

respectivamente, no sentido lateral a direita ou a esquerda.

Demonstracdo. Considere J um intervalo com as caracteristicas do enunciado. Para h

suficientemente pequeno, com sinal compativel com J, o Teorema A.9-(b) garante que

u(t + h) —u(t)
h

= ]\/[hu'(t), vVt € J.

Como u’' € L*((a,b), X), ao estender ' por zero fora de (a,b) e aplicar o Teorema A.7 a

extensao obtida, obtemos, em particular, que
Myu' — o em LP(J,X) quando h — 0,

donde o resultado segue. 0

O préximo corolario estabelece uma férmula de integracdo por partes. Essa for-
mulacao ¢ fundamental na teoria de equagoes diferenciais em espacos de Banach, especi-

almente no estudo de solugoes fracas.

Corolério A.6. Suponha que u € WIP(I, X") com 1 < p < co. Entdo
@), 0)0x vt dt = = [ (ut) oo W (B dt, W€ CFLR), v e X,
Demonstracao. Dado v € X, considere o funcional J, € X" definido por
(Jp,w)xr xr = (w,v)x x, Ywe X'

Pelo Teorema A.9-(d), sabemos que a funcdo escalar J, o u ¢ localmente absolutamente

continua e diferencidvel em quase todo ponto, com

d
ﬁuv»“(t»X“,X/ = <Jvau/(t)>X",X/-

Em particular, (J,,u(-))x» x» € W'P(I,C), sendo sua derivada fraca dada pela derivada

classica quase todo ponto. Assim, pela definicdo de derivada fraca, temos
, d
A@w@mwxw@ﬁ:ﬁauMmmwxw@ﬁ
= — [ a0/ (1),

para todo ¢ € C§°(I,R). Por fim, substituindo nas expressoes acima a defini¢ao de .J,,,

obtemos o resultado desejado. ([l
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Um problema importante é saber quando uma funcao é fracamente derivavel. Em-
bora existam diversos critérios para func¢oées com valores escalares, esses critérios nao se
estendem a fungoes com valores em espacos vetoriais. Para contornar essa dificuldade, é

preciso impor certas propriedades geométricas ao espago X.

Teorema A.10 [10, Teorema 1.4.40]. Seja X um espaco reflexivo e uw € LP(1,X), com
1 <p<oo. Entiou € W'(I,X) se, e somente se, existe g € LP(I,R) tal que

[u(t) —u(s)]| <

., qtp.t,sel.

/tg<7')d7'

S

Neste caso,

[0l Lo z.x) < llepll o my-
A partir disso, deduzimos imediatamente o seguinte resultado.

Corolario A.7. Seja X um espago reflexivo e u € L*(1,X) uma funcgdo lipschitziana

em quase todo ponto, isto €, existe uma constante L tal que
lu(t) —u(s)|| < LIt —s|, q.tp. t,sel
Entao u e Wh>(I,X).

Finalmente, temos uma versao do Teorema A.5 para fungoes do espaco de Sobolev.

Corolario A.8 [10, Corolario 1.4.42]. Sejam X um espaco reflexivo, 1 < p < oo e (uy)

uma sequéncia limitada em WP (I, X). Se u,(t) — u(t) para quase todo t € I, entdo

weWH(LX) e |loex) < liminf [fug oo ).
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