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Resumo

Esta dissertagao estuda a equacdo semilinear Au + f(z)u” = 0 em R"™, explorando
os regimes sublinear (0 < v < 1) e linear (y = 1); usando estimativas de Schauder,
Principio do Maximo Forte, métodos de sub e supersolugao, argumentos variacionais
e reducao radial, o trabalho estabelece condigbes suficientes de existéncia e unicidade
de solugoes positivas, descreve o comportamento assintético e critérios de decaimento
quando |z| — oo, e apresenta resultados de nao-existéncia sob hipoteses sobre o sinal e
integrabilidade de f, complementados por provas detalhadas e exemplos ilustrativos.

Palavras-chave: iteracao monotonica, problema eliptico semilinear, fun¢ao radial,

sub e supersolucao, decaimento.
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Abstract

This master thesis studies the semilinear equation Au+ f(x)u? = 0 in R", exploring
the sublinear (0 < v < 1) and linear (y = 1) regimes; using Schauder estimates, Strong
Maximum Principle, sub and supersolution methods, variational arguments, and radial
reduction, this work establishes sufficient conditions for the existence and uniqueness of
positive solutions (including localized solutions), describes the asymptotic behavior and
decay criteria when |z| — oo, and presents non-existence results under hypotheses about
the sign and integrability of f, complemented by detailed proofs and illustrative examples.

Key Words: monotonic iteraction, semilinear elliptic problem, radial function,

sub- and supersolution, decay.
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Lista de Notacoes

1]

Q

XM

of
N

Norma euclidiana.
Medida ou volume de ().
esta proximo a.

xu(x)=1,sex e M
Fungao caracteristica de M C R™ definida por

xu(x) =0, sex ¢ M.

Derivada direcional de f na direcao de n, € R™ dada por V f - n.

1
][ u do, Média esférica de uma fungao u, dada por P / u doy,

OBr(x)

OBy (x)

1
][ u dy Meédia solida de uma funcao u, dada por / u dy.
WpT™

By ()

Nz

Rn

Il

Q
Wn

M

Br(x)

vetor normal unitario exterior, para cada x € R"
Espacgo euclidiano n-dimensional.

Norma de um espaco vetorial E.

Dominio ou regigo de R™ (conjunto aberto e conexo).
Volume da bola unitaria Bj.

Fecho de um subconjunto M de R™.

0B.(x), S,, 0By, S; Fronteira de B,(x)



OM  Fronteira de um subconjunto M de R™.

‘x|27n

P Solugao Fundamental da Equagao de Laplace, dada por ®(z) = para todo

= A
x € R"\{0}.
dist(z, M) Distancia de x a um subconjunto M de R".
B,  Bola aberta de raio r > 0 e centro na origem (B,.(0)).
B, (x) Bolas abertas de raio r > 0 e centro em z.
C*(X) Espaco das fungoes k-vezes continuamente diferenciaveis em um conjunto X.

Ck(X) Subespago de C*(X) das fungoes continuas com suporte compacto em um conjunto

X.
CY(X), 0 < a <1 Espago das fungoes a-Holder-continuas em um conjunto X.

Cke(X), 0 < a < 1 Subespago de C*(X) onde as derivadas de k-ésima ordem pertencem

a CY*(X).

CF(X), 0 < o < 1 Subespaco de C¥(X) onde as derivadas de k-ésima ordem pertencem

a CY*(X).
D;u 1-ésima derivada parcial de primeira ordem de uma funcao u
D;;ju ij-ésima derivada parcial de segunda ordem de uma funcao u
H*(X) Equivale a W*2(X).
LP(X) Espago das fungdes p-integraveis em um conjunto X.

L>*(X) Espago das fun¢oes limitadas a menos de um conjunto de medida nula em um

conjunto X.

LOO

o (X) Espago das fungoes limitadas a menos de um conjunto de medida nula em um

conjunto X.

LP

loc

(X) Espaco das fungoes p-integraveis em cada w CC X C R”



M cc N McCN.
M\N Diferenga entre os conjuntos M e N dada por {z € M;z ¢ N}.

O(|z|™) Uma fungao f: X — R que satisfaz |f(z)| < c|z|" para z proximo de um a €

X CR"

o(|x|") Uma fungao f: X — R que satisfaz lim /() = (0 para um a € X.

v—a |z|"
WHkP(X) Espago de Sobolev as funcoes f: X - R, onde k€ Ne 1 <p < oco.
x Ponto em R™ (Pode ser escrito da forma z = (z1....,zy,)).
z -y Produto interno (escalar) em R" dado por z1y; + -+ - + Y.
x| a x tende a a pela direita.

x T a x tende a a pela esquerda.

q.t.p. Em quase todo ponto, isto €, a menos de um conjunto de medida nula.



Introducao

No decorrer deste trabalho, estamos interessados em estudar uma classe de proble-
mas elipticos semilineares que, conforme Aranson e Weinberger [1], encontram aplica¢oes
em modelos fisicos acerca de mecanica quantica e do estudo de reacao-difusao. Como
explicam Cazenave e Lions [4], modelos semilineares surgem, por exemplo, no estudo da
existéncia e estabilidade de ondas estacionarias.

Problemas semilineares carregam uma dificuldade no que se refere a boa definigao
de certos funcionais, que necessitam de boa integridade das fun¢oes abordadas. A titulo
de ilustracao, considere, por exemplo, a funcao f: R” — R definida por

1
= —, Vx eR".
f(x) 1+|x|2 T

Observe que f é uma fungao continua e, portanto, integravel em quaisquer conjuntos

compactos contidos em R”. Entretanto, sabe-se que
/ 2> f(x) da = oo.
R
Por outro lado, se p > 2, considerando a fungao g: R® — R definida por

g(x) = Vo € R”,

1 |z

percebemos que

/|x|2_ng(x) dzr < 0.
R'l’l

Como veremos adiante, funcoes do tipo f nao garantem a existéncia de solucao para



a classe de problemas elipticos que estaremos abordando, enquanto que para fungoes do
tipo g obtemos uma resposta positiva.
No trabalho de Brezis-Oswald [3], os autores aplicam métodos variacionais para

demonstrar a existéncia e a unicidade de solugao para o problema eliptico

—Au = f(x)g(u) em Q

u = 0 sobre 02,

onde
(i) € ¢ um dominio de R™ (n > 3) com fronteira suave;

(i) f:Q — R é uma funcao em L{°;

g9(-)

(iii) g: R — R é uma fungao de tal modo que =—= seja decrescente.

Seguindo uma abordagem diferente, vemos no trabalho de Figueiredo [6] que o autor
aborda uma equacao eliptica do tipo Ambrosetti-Prodi da forma
—Au = g(z,u) + h(z) em 2
(AP)
u = 0 sobre 01,
onde a funcdo h é de classe C%®, com 0 < a < 1; a funcdo g: @ x R — R & de classe C!
e satisfaz

uniformemente em x

9(@,9)

lim sup M < A1 < limsup

s——00 S 5300
e 2 ¢ um dominio limitado de R™ com fronteira suave. Para provar a existéncia da solucao
de tal problema, os autores recorrem a constru¢ao de uma sequéncia (uy) em C**(R")

definida recursivamente por
—Augyq = g(x,ug) + h(z) em
ug+1 = 0 sobre 2,

para cada k € N, onde u; € C%%(R") é uma subsolugao do problema (AP), de tal sorte
que o limite pontual de (uy) é a solugao do problema proposto. Desta forma, um problema

de equagoes diferenciais é convertido em um problema envolvendo harmonicidade, Teoria



da Medida e Imersoes de Sobolev.

Por outro lado, entretanto, devemos observar que a construcao da sequéncia (uy)
estd intimamente ligada as propriedades das fungoes g e h. Desta maneira, a depender
das caracteristicas de g e h, podemos nos deparar com algumas dificuldades tanto com
respeito a obtencao dos termos desta sequéncia quanto com a diferenciabilidade de cada
um dos seus termos.

Consideremos, agora, o problema

— Au = f(z)u” em R”

(BK)

liminfu = 0,
|x|—o00

para algum 0 < v < 1, onde f é uma funcao de classe C%%, com 0 < o < 1. Esta classe de

problemas, como veremos, é derivado de um caso particular de (AP), onde consideramos
g9(@,u) = f(x)u’; h(z) =0,
para quaisquer r € Q e u € C%%(), e estd relacionado com a hipétese de que

/ 27" f(2) dz < oo, (o)

R

E possivel encontrarmos trabalhos que tratam sobre tal problema, a exemplo de Brezis e
Kamin 2], que utilizam técnicas classicas de sub e supersolucao e intera¢do monotonica
para mostrar a existéncia de solugao classica para o problema proposto.

Além disso, consideremos a seguinte equagao eliptica semilinear

(

Au+ Af(x)g(u) =0 em R"

u(z) = 0 quando || — oo

|Vu| € L*(R™).
\

onde A > 0, g: R — R é uma fun¢ado continua com ¢(0) = 0, f: R” — R é uma fungao
positiva e de classe C%* para algum 0 < «a < 1 que satisfaz (o).

Tal classe de problemas ¢ amplamente estudada na literatura. Podemos citar, por



exemplo, Naito [11] e, de forma mais generalizada, Edelson-Rumbos [8], que usam re-
sultados de Analise Funcional e, mais especificamente, de Teoria Espectral para mostrar
existéncia de solugao classica para este problema. No trabalho de [11], por sua vez, é

mostrado que existem constantes \g, A1, com 0 < A\g < A; que satisfazem o seguinte

(i) se A € (0, ), a equagao Au + Ap(|z|)u = 0 tem uma solugdo limitada, radial, que

nunca se anula e que é assintética a uma constante positiva.

(ii) se A € [Ao, \1], entdo Au+ Ap(]z|)u = 0 tem uma solugao limitada, radial, que nunca

se anula u) de modo que, para algum ¢ > 0,

|n72

|z|" “ux(|z]) — ¢ quando |z| — oc.

Devemos destacar que, embora existam semelhancas entre os problemas anteriores, as
técnicas utilizadas em cada trabalho apresentam diferencas e peculiaridades significativas.
Porém, sempre nos deparamos com a condigao (fy). Isto esta relacionado a propriedade
(H) abaixo, que se articula diretamente com conceitos centrais da teoria do potencial e
das equagoes elipticas. Dizemos que uma fungao f: R"” — R cumpre a propriedade (H)

quando existe U € C%*(R™) limitada tal que
—AU = f em R". (H)

Nesta dissertacao, tomando como base o trabalho de [2] e de [8], estamos interessados em
estudar a seguinte classe de problemas elipticos
— Au = f(x)u” em R"
(BK)

liminf |u(x)| = 0.
|z|—o0

para algum 0 < v < 1, onde f é uma funcao nio negativa de classe C%%,

Observe que o problema (BK) possui uma dependéncia natural da poténcia 7, a
qual seré explorada ao longo do trabalho, de modo a estudar a existéncia e a unicidade
de solucao de (BK).

Observe ainda que o problema (BK), se v = 1, reduz-se ao problema linear consi-



derado por [8], onde ¢ feito uso de Imersao Compacta e Teoria Espectral para investigar
a existéncia de solugoes para a classe de problemas proposto. Uma dificuldade inerente
ao problema reside nas singularidades de fungdes (a exemplo da solu¢ao fundamental da
Equagao de Laplace) e na nao limita¢do do dominio das fungdes (afinal estamos conside-
rando todo o espago euclidiano), o que nos remete em geral a elaborarmos estratégias mais
sofisticadas para obtermos condicoes suficientes de alguns resultados de uso recorrente na
Analise, como o Teorema da Convergéncia Dominada ou as Identidades de Green.

Ao longo do nosso trabalho estamos interessados em mostrar principalmente os
seguintes resultados obtidos por [2]:
Teorema 0.1 (Existéncia de solugao). Seja uma fungao nao negativa f € C%*(R"), com
0 < a < 1. Entao, dado 0 < 7 < 1, existe uma funcao limitada u: R” — R tal que

—Au = f(x)u” em R"

se, e somente se, f tem a propriedade (H).

Teorema 0.2 (Unicidade de solugdo). Se f tem a propriedade (H), entdo a solugao u

dada no Teorema 0.1 ¢ tnica, desde que

lim inf u(z) = 0.
|z|—o0

No terceiro e dltimo capitulo, trataremos o regime linear. Nosso interesse reside em
provar o resultado devido a [8]:

Teorema 0.3. Suponha que f, P € C2%(R") de tal modo que

loc
0< f(z) < P(z), Yz € R"

e que P seja radialmente simétrica que satisfaz
/ P(z) dor < 0.
R

Entao, existe A, a saber A\, para que a equagao
Au+ Af(z)u=0em R"”

tenha uma solugao limitada positiva u que satisfaz

n—2

|z|"""u(x) — ¢ quando |z| — oo,

8



para algum c > 0.

Nosso estudo combina métodos de sub e supersolucao, argumentos variacionais
quando aplicaveis, estimativas Schauder para elevar regularidade e técnicas de redugao
radial para estudar solugoes simétricas. Em suma, inicialmente estudaremos a classe de

problemas (0 < v < 1)

;

—Au = f(x)u” em
u >0 em (2 (BKo)

u = 0 sobre 9f2

\

onde f é uma funcio de classe C%%, com 0 < o < 1, 2 é um dominio de R™ e com fronteira
suave, e observaremos que solugoes para tais problemas qualificam-se como subsolucao

para o problema (BK). Veja a defini¢ao abaixo,

Definigao 0.1. Dizemos que u € C?**(R") é uma supersolucio do problema (BK) se
—Au > f(z)u” em R".
Da mesma forma, dizemos que u € C**(R™) é uma subsolugdo do problema (BK) se

—Au < f(z)u” em R".

Logo em seguida, a natureza do problema nos permite obter uma supersolugao de
modo que a subsolucao ¢ quase sempre dominada pela supersolucao. Dai, constroem-
se sequéncias de sub e supersolucoes que convergem para solugoes fracas do problema e
utilizam-se resultados de imersao e estimativas de Schauder para elevar a regularidade de
tais solugoes.

De forma mais precisa, mostra-se o seguinte Lema,

Lema 0.1 (Existéncia de solu¢ao). Sejam u e @ sub e supersolugoes de (BKj), respecti-
vamente, que satisfazem
u(z) <u(x), Vo € Q.

Entdo, existem U,U € C**(Q) tais que
(i) U e U sao solucdes de (BKj);

(ii) u(z) < U(z) < U(z) <u(z), Vo € Q.



Além disso, se uma soluc¢ao u de (BKy) satisfaz
u(z) < u(z) < T(x), Vo € Q,

entao
U(r) < u(x) <U(x), Vo € Q.

Com isto, somos capazes de obter uma primeira solu¢do u para o problema (BK)
através de iteracao monotonica.

Este trabalho possui trés capitulos. No primeiro capitulo, amparados pelos artigos
de [2] e [6], estudamos a classe de problemas (BKg) via sub e supersolucao e interagao
monotonica. Em seguida, tratamos de equivaléncias que envolvem a propriedade (H) e a
condigao (fy) que serdo imprescindiveis para o desenvolvimento do trabalho.

No segundo capitulo, seguindo de perto o trabalho de [2]|, estudamos a existéncia,
a unicidade e o padrao assintotico das solugoes para a classe de problemas (BK) no caso
sublinear (0 <y < 1).

No terceiro capitulo, apoiados pelo trabalho de [8], estudamos também a existéncia,
a unicidade e o padrao assintotico das solugoes para a classe de problemas (BK) no caso
linear (y =1).

Por fim, apresentamos trés apéndices, dentre os quais o primeiro aborda resultados
gerais envolvendo fung¢oes harmonicas; o segundo, por sua vez, trata de uma funcao ra-
dialmente simétrica e harmonica que nos serd bastante ttil para desenvolvermos alguns
calculos e, por tltimo, um resultado que comprova a existéncia de subsolucao para a classe

de problemas (BK) no caso sublinear.
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Capitulo 1

Resultados preliminares

Problemas com nao linearidade sublinear aparecem naturalmente em modelagens
fisicas e biologicas. Do ponto de vista matematico, a sublinearidade altera propriedades
qualitativas das solugoes. A comparac¢ao com casos lineares, o comportamento no infinito,
a unicidade e até mesmo a existéncia de solugoes positivas exigem abordagens adaptadas.

O operador Laplaciano no espaco euclidiano traz questoes de comportamento global
que nao surgem em dominios limitados, como decaimento em infinito por exemplo.

Neste capitulo, analisamos a equacao
—Au = f(zx)u” em R", (BK)

onde u € C**(R") e f é uma fungao nao negativa em C**(R"), com 0 < o,y < 1.
Trata-se de um problema eliptico semilinear cuja parte nao linear em u cresce de
forma sublinear. Nesta secao, apresentamos motivagoes, hipoteses precisas, dificuldades

principais, técnicas que serao usadas e a organizagao do capitulo.

1.1 Meétodo da sub e supersolucao

O método de sub e supersolucdo é uma técnica poderosa para provar a existéncia
(e as vezes a unicidade) de solugdes de Equagoes Diferenciais Parciais (EDP) nao

lineares que se baseia na construcao de duas fung¢oes que intermedeiam uma possivel



solucao e que explora propriedades de monotonicidade e continuidade para garantir que
tal solucao intermediaria exista. Na presente secao, utilizaremos este método, que pode ser
encontrado na referéncia [6], para provar que, dadas uma regiao ) limitada com fronteira

C? e uma funcao nao-nula f: R® — R que satisfaz
(i) f e C¥R"), com 0 < a < 1;
(ii) f(x) >0, Vo € R",

existe uma tnica funcao nao-nula u: Q — R, com
u(z) >0, Vo € Q,

tal que, para algum 0 < v < 1,

—Au = f(x)u” em ,
(BK-Q)

u = 0 sobre 0f).

Pelo Teorema A.5 no Apéndice,
u(z) >0, Vo € Q.

Mas antes, é necesséario que nos familiarizemos com as definigoes e observagoes que se

seguem.

Observacao 1.1. Considere uma funcio u: @ — R que satisfaz
u € C¥*(Q).

Mostraremos que

f(x)u” € C*(Q).

Neste caso, vamos mostrar apenas que u”? ¢ de classe C%*7. De fato, seja g: [0,1) > R a

fun(;éo dada por
g(t)—— 1 tA 0<t<«l1
(1 — t) ’ )
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Assim,

(1=t — v )

TE=OE
_ AP oy =
=7v(1—1) — e
_ TN (A= 8+ 8
=y1-t)7"" - (NG

YA =TT =T (1 =)
=y1—-t)7" (1)
0

para todo 0 < t < 1. Dali, g é decrescente, o que significa que

11—
(1_t)7:g(t)§g(0):1, 0<t<l.

Dados z,y € R", suponha, primeiramente, que

u(z) < uly).
o 1‘(ﬁﬂ)v (@)
(1%%)79(Z;)<1’
u(y
isto ¢,

u'(z) —u(y) < (u(z) —u(y))” < clz -yl
Analogamente, se u(y) < u(x), entao
u(y) —u'(z) < clz —y|™.

Logo,
" () = u"(y)] < clw—y[™.
Portanto,

fu € CO(Q).

A observacao anterior nos seré imprescindivel para conseguirmos regularizar as fun-

¢Oes que aparecerao na demonstragao da existéncia de solu¢ao para o problema (BK-2),
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isto é, provaremos que tais funcoes pertencerao a uma classe de diferenciabilidade superior.

Na teoria das EDP, as sub e supersolucao sao ferramentas cruciais para estudarmos a
existéncia, unicidade e comportamento de solugoes. Veremos posteriormente que as sub e
supersolugoes permitem delimitar a solugao de uma EDP, mesmo quando nao conseguimos

encontréa-la explicitamente, o que nos remete a defini-los como se segue.

Definigao 1.1. Dizemos que u € C2%(Q) é uma supersolucio do problema (BK-Q) se

—Au > f(x)u” em 2
u > 0 sobre 0.

Da mesma forma, dizemos que u € C*%(Q) é uma subsolu¢io do problema (BK-Q) se

—Au < f(x)u” em
u < 0 sobre 0f).

Tais defini¢oes serao importantes para podermos aplicar no decorrer da demonstra-
¢ao seguinte resultados classicos da Analise Matematica, tais como Teorema da Con-

vergéncia Dominada e alguns resultados envolvendo existéncia de limite.

Lema 1.1 (Existéncia de solu¢do). Sejam u e u sub e supersolugoes de (BK-2), respec-
tivamente, que satisfazem

u(x) <a(x), Vr € Q.

Entéo, existem U,U € C%%(Q) tais que

(i) U e U sao solucdes de (BK-Q);

(ii) u(z) <U(x) < U(z) <u(z), Vo € Q.
Além disso, se uma soluc¢ao u de (BK-Q) satisfaz

u(r) < u(z)

IN

u(zx), Vo € Q,

entao

U(x) < u(z) < U(z), Vo € Q.

Demonstragio. Primeiramente, mostraremos que existem U, U € C*%(Q) tais que U e U
sao solugdes de (BK-2). Para isso, construiremos uma funcdo 7: C2%(Q) — C2%(Q) e, a
partir da aplicacao iterada da funcao 7" em u e em u, construiremos duas sequéncias que

convergem para a U e U, respectivamente.
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Pelo Teorema 6.14 do Gilbarg e Trudinger [10, p. 107], existe, para cada
u € C**(Q,RT), um tnico T, € C?%(Q,R*) tal que

{—ATU = f(x)u” em ) (L.1)

T, = 0 sobre 0f).
Assim, podemos considerar a funcao T': C?*(Q,R*) — C>*(Q, R*) dada por
Tu=T,, Yuec C**(Q,R")
Sejam u,v € C2*(Q, RT) (arbitrarios) de modo que
u(z) < u(z) e ofx) <T(x), Y € 9,

A afirmacao seguinte nos ajudaré a demonstrar a monotonidade das sequéncias que ainda
construiremos, o que nos serd importante para demonstrarmos a convergéncia de tais

sequéncias.

Afirmagao 1.1.
u(z) <wv(x) = Tu(x) < Tu(zx), Yo € Q.

Demonstragao. De fato, por (1.1),

—A(Tu —Tv)(z) = —ATu(z) — (—ATv(z))
= f(@)ulx)” = f(z)v(z)

= /(@) (u(a)" = v(@))
< 1(@) (v(@)” = o))
= /()0

= 07
para todo x € €1, e

(Tu —Tv)(z) = Tu(x) — Tv(x)
=0-0
=0,

para todo x € 9f). Pelo Principio do Maximo Fraco (vide Evans [9, p. 27]),

Tu(x) < mﬁax[(Tu —Tv)(x)] + Tv(z)
= %%X[(Tu —Tv)(x)] + Tv(z)

— To(w),
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para todo x € Q. ]

Agora, sejam

Uy = U
u, = Tu;, , Vk e N.

ﬂo =1
u, = Tu_q, Vk € N.
A seguir, provaremos duas afirmagcoes que evidenciam a monotonidade das sequéncias (u;,)

e (), o que garante a convergéncia de ambas.

Afirmacgao 1.2.

(@) €, (2) < - Swyle) < o S Tla) < - ST (e) < Tola), Vo € Q.

Demonstracao. De fato, como u, = u é subsolugao de (BK-Q2) e Ty = u ¢é supersolugao de
(BK-Q), temos

—Auy — uy) = —Auy — (—Ayy)
= —Auy — f(2)yy
< @)y — f(@)ug
=0

e, analogamente,
—A(ﬂo — E1>(£C) > O,

para todo x € ). Além disso,

u(z) — uy ()

()

(uy — uy) ()

Il
I

IA
o

e, da mesma forma,
(o — m)(z) = 0,

para todo x € 0f). Pelo Principio do Maximo Fraco,
ug(z) = (uy — uy) () + uy ()
< max(uy — uy) () + uy (2)
Q
= max(uy — uy)(2) + uy ()

o0
< uy (), (1.2)
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e, de maneira similar,
() = (), (1.3)

para todo x € . Pela Afirmagao 1.1 e por (1.2) e (1.3), concluimos a Afirmacao
1.2 [

A Afirmacgao 1.2, por sua vez, nos garante a existéncia do limite pontual das

sequéncias (u;,) e (u;) Assim, podemos considerar as funcoes U, U: € — R definidas por

Ule) = lim wy ()

para todo x € (). Note que

e analogamente,

lug(z) — Ulz)| < 2U(2),

para cada k € N e x € R". Pelo Teorema da Convergéncia Dominada, concluimos

da Afirmagao 1.2 que

Jin g = o gy = fim ([ e = 1175 o)

= (/ lim |u, — U|™= dx) '
Qk—>00
=0

e, analogamente,

lim ||z — |

ks00 L) — O

isto é,
u, — U em LTa(Q)

Pela completude de LT (1),
U,U € LT™a(Q)

Novamente, via Imersées de Sobolev [9, p. 270] e, em seguida, pelo Lema 9.17 do
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[10, p. 242],

1w =l 1.0y < Clluw, —

< Ol Alwy = )l 2

HW Toa ()

0
mu@wﬂ%mN%Q

—c( [ 11 —wwﬁam)i

< Ol fllgos @l = whll vz o)

e, da mesma forma,
15~ Tl oray < Ol oo @l — Tl a2 g

para todo k,m € N. Assim,
U, U e CH™(Q,RT).

Pelo Corolario 6.9 do [10, p. 101], conclui-se que
U, U e C*(Q,RY).
Portanto, U e U sdo solucoes de (BK-(2). Pela Afirmagao 1.2,
wz) <U(r) < U(z) <U(z), Yo € Q
e, pela Afirmacgao 1.1, se u é uma solugao de (BK-Q2) de modo que
u(z) < uz) <u(z), Vo € Q,

entao

U(x) <u(z) <U(x), Vz € Q.

]

O método da iteragao monotona oferece uma abordagem robusta para demonstrar
a existéncia de solucoes para Equacoes Diferenciais Parciais. Através da construgao
cuidadosa de sequéncias, conseguimos nao apenas estabelecer a existéncia das solugoes,
mas também garantir sua unicidade em muitos casos.

Observe que, se considerarmos a fungéo g: (0,00) — R definida por

g(t) =17, Wt >0,
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entao, dados t < s, temos

g(s) s 1 1 7 (t)

- = — = < — = — = —

S S sl=v = ¢1=v t t

g()

Logo, —~ é decrescente. Por isso, mostraremos a unicidade da solu¢ao de (BK-2) mos-

trando a unicidade da solugao do problema

;

Au = f(z)g(u) em €

u>0em ()

u = 0 sobre 0f).

\

Lema 1.2 (Unicidade de solugao). Sejam {2 uma regido cuja fronteira cumpre uma con-
digao de esfera interior em cada um dos seus pontos e f: Q@ — Re g: (0,00) — R funcdes

que satisfazem
() f(x) >0, Vo € O
()

(ii) red’ seja decrescente.
Se existe uma funcao u:  — R que satisfaz

—Au = f(x)g(u) em
u>0em (1.4)
u = 0 sobre 012,

entdo u é a unica funcao que satisfaz (1.4).

Demonstragao. Sejam u; e ug solugoes de (1.4). Assim,

_Au_?l i AU_ZL? _ _—f(ﬂ;)lg(ul) n _f(gzj(W)
_ f(@)g(ui)  f(z)g(us)
= f(z) (9(511) _ 9(5;)) ' (15)
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Por um lado,

2
Uy

Vu; — —Vuy
Ug

2 Uy U% 2
2

= ’Vm’Z — Vuy - (2u2u1Vu1 — U%VM)

2
Uy
2

= VU12—V’U/2'V—UI 1.6
’
U9

e, analogamente,

2 2

‘Vuz 2wl = |V - Vu, - V2, (1.7)
Uq Ui

Somando (1.6) e (1.7),

U1VUQ Ugvul

2 2 2 2
‘Vul - + ‘VUQ - = |V *~ V- V2~ Vuy- VA 1 [V’ (1.8)
U1 (75)

Uz Uy

Pretendemos aplicar as Identidades de Green em (1.8), mas antes, precisamos mostrar
a seguinte afirmacao.

Afirmagao 1.3. Para cada i,j € {1,2}, com i # j, existe uma funcio v;;: Q — R tal
que

. 2

(i) vi; = u_; em €;

(11) Vi, j € C(Q)
Demonstragio. Considere, para cada i, j = 1,2, a fungdo v; ;: Q — R definida por

u2

Vi; = — em 2
Uj

v; ; = 0 sobre O€).

Queremos mostrar que, para cada 7,7 = 1,2,
vi; € C(Q).
Para isso, é suficiente mostrar que, para cada zo € 0Q e i,j = 1,2,
xli_)rgo v; () = v; (o).

De fato, dados z¢ € 02 e i = 1,2, temos, para cada i = 1,2,

(i) —u; € continuo em x;
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(i) (—ui)(xo) > (—uy)(x), Vo € Q
(iii) 092 cumpre uma condicao de esfera interior em .
Pelo Lema de Hopf [10, p. 34], temos, para cada i = 1,2,

8ui
O

O(—u;)
O

() >0<

(x) <0, Vo € 09,

onde 7, é o vetor exterior unitario normal a cada x € ). Como 02 cumpre uma condigao

de esfera interior em xq, existem § > 0 e x1 € {2 tais que
(i) Bs(z1) C
(11) Bg(ﬂ?l) NoQ) = {.To}
Fixados i, j = 1,2, podemos considerar as fungoes ¢,1: (0,6) — R dadas por
p(t) = uilzo +tns,)?, (1) = wj(wo + ti,), ¥t € (0,9)

Por L’Hospital,

(N2
lim v; ;(z) = lim uil)
Tz T—x0 uj(:[,‘)

o(1)

=0
()
R TT0

wi(zo + 1)

Oui

877330

(IO + 75779&0)

(1‘0 + tnro)

t—0 Ou,

—0 (1.9)
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Portanto, para cada 7,7 = 1, 2,
Vi, j € C(ﬁ)

Pelas Identidades de Green, decorre de (1.9) que, para cada i,j = 1,2,

u?
Q ’ Q

ou;
- _ A ‘i_’
/1}] (] +/vj on
ou;
_JA ?
/ wt / an

Q

=— —jAui. (1.10)

Multiplicando (1.5) por (uj — u3), obtemos de (1.10) e de (1.8)

2
u
/ ‘VUI — —1VU2 +
U2

Q/ (ywlyz - Vu:-ZV <Z—§> — Vuy -V ( ) + | Vuy| )
)-

/ ( ulAul + Aul + AUQ — U,ZAU,Q
Uy U9
Q

2
Uz
VUQ - —VUl
Uy

Aul AUQ 2 2\
/( u—1+u—2)(u1 u2)_
Q

[ 1t (- 0 3 - (111)

Uy Uz

Denote [f > 0] = {z € Q: f(x) > 0}. Se existisse xyg € [f > 0] tal que uy(xg) > uz(xo),

entdo, por continuidade, existiria uma vizinhanga V' C [f > 0] de z, tal que
uy () > ug(zx), Vo e V.

Por hipotese,
<0OemV.

Por (1.11),
2

2
u Uu

0< / ‘Vul — AVu| + ‘Vu2 — 2Vu| <0,
U2 Uy

22



o que é um absurdo. Da mesma forma, u;(zg) < us(xp), para algum zy € 2, ndo pode

ocorrer. Logo,
uy = ug em [f > 0],

o que implica que
f(x)g(ur) = f(z)g(ug) em 2.
Por (1.4), temos, em (2,

Aluy — uz) = Auy — Augy
= —f(@)g(w) — (= f(x)g(u2))
=0
e, em 05,

U — U2 = U1 — U2
=y -
= 0.

Pelo Principio do Maximo Fraco, temos, em (2,

0= Iralg)n(ul — Us)

< up — Uz

< I%%X(ul — Usg)

=0,

isto é,

U1 = U em (),

o que justifica a unicidade.

]

O problema eliptico semilinear (BK-{2) apresenta uma rica estrutura matematica,

cuja analise depende fortemente dos parametros envolvidos. Sob hipdteses adequadas de

regularidade e positividade para f, é possivel garantir a existéncia de soluc¢oes fracas por

meio de técnicas de sub e supersolugoes como vimos nesta secao.

A unicidade, por outro lado, é mais delicada, por ser assegurada em regimes subli-

neares, como no caso da equacao que estamos estudando, devido & monotonicidade do

termo nao linear.

Assim, a existéncia é amplamente garantida sob condi¢Oes naturais, enquanto a
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unicidade depende de uma analise mais refinada da nao linearidade e da estrutura do

coeficiente f.

1.2 Potencial Newtoniano e a Propriedade (H)

A FEquacao de Poisson é uma EDP fundamental, ndo apenas no campo da Ma-
tematica Pura, mas também em diversas dreas da Ciéncia Aplicada. Sua importéncia
transcende disciplinas com aplica¢oes que vao da Eletrostatica — onde descreve o poten-
cial elétrico gerado por uma distribuicao de carga — & Mecéanica dos Fluidos, modelando
distribuicoes de pressao em escoamentos viscosos. Além disso, desempenha papel central
em Geometria Diferencial, na anéalise de curvaturas e métricas e até mesmo em &reas
modernas como o processamento de imagens, onde é utilizada para reconstrugao de su-
perficies e suavizagao de ruido (vide Renardy e Rogers [12]).

Formalmente, a Equacao de Poisson é expressa por:
—Au = f7

onde

(i) u é a fungao desconhecida, que pode representar diferentes grandezas fisicas ou geo-

métricas, como potencial elétrico, temperatura, pressao ou altura de uma superficie.

(ii) f ¢ uma fungao conhecida, que representa a fonte ou distribui¢do que gera o campo

descrito por wu.

Em problemas semilineares, a Equagao de Poisson surge como uma base linear es-
sencial para anélise e aproximagoes. A estrutura linear da equacao permite o uso de
ferramentas classicas de analise funcional, como espacos de Sobolev, operadores elipticos
e métodos variacionais, que sao fundamentais para entender o comportamento de solugoes
em contextos mais complexos.

Nesta secao, iremos explorar a relagao entre a existéncia de solucao para a Equagao

de Poisson e a propriedade (H), que seré crucial para demonstrarmos a existéncia e a
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unicidade de solugao para a equagao semilinear
—Au = f(z)u”, (BK)

onde o termo nao linear f(x)u” introduz novos desafios analiticos. A presenca da poténcia
u” exige uma abordagem cuidadosa, pois a existéncia de solucao depende nao apenas da
regularidade de f, mas também do comportamento de u nas regioes onde pode se anular
ou crescer rapidamente. A anélise sera conduzida com base em métodos de continuidade,
estimativas a priori e teoremas de ponto fixo, aproveitando a estrutura da equacao linear
como ponto de partida para tratar o caso semilinear.

Isto posto, pelos Lemas 1.1 e 1.2, existe, para cada r > 0, uma tunica fungao

u,: R"™ — R tal que

—Au, = f(x) em B,
(Problema r)

u, = 0 sobre 0B,.
Observagao 1.2. Se 0 < r < s, entao
u(x) < wug(z), Vo € B,.
De fato, dados s > r > 0, temos, pelo Problema s,

{—Aus = f(x) em B, C B; (1.12)

ug > 0 sobre 0B,.

Assim,
{—A(us —u,) =0em B,

us — u, > 0 sobre 0B,.

Pelo Principio do Maximo Fraco, temos
ur(z) < ug(z), Yo € By,

0 que prova a assercao.

Observagao 1.3. Observamos que u, converge para uma funcao ., isto €,

U = LM ..
r—00
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Além disso, podemos escrever

uw@y—/¢¢wwMﬂwd%VxeRv

Rn

De fato, considere, para cada r > 0, a Funcao de Green G, : R" x R" — R associada
ao problema de Dirichlet para a Equagao de Poisson em B, (vide [10, p. 19]) dada por,

(o —ol) — o (

w—lx—LyD, sey #0
r |yl

G (z,y) =
O(|z]) — @(r), sey =0,

onde .
O(x) = —, Vo € R™.
n(n — 2)w,|z|

Fixado (z,y) € R™ x R™, temos (aqui é importante que n > 3. Observe que para n = 2

nao funciona)

(i) Se y # 0, entao

lim G(z,y) = lim {<I>(!w —y) - ( bl - Izj_!y')}
SRRy (CEH)
ooy (1.13)
(ii) Se y = 0, entao
Tli_)rglo G.(z,0) = rli{glo (@(|z]) — @(r))
= ®(J2]) - lim &(r)
~ ®(ja). (114

Para o Problema r (vide Apéndice),

up(x) = /GT(I,y)f(y) dy, Vz € B,.

B

Pela Observacao 1.2, podemos considerar a funcio . : R® — R dada por !

Uso(z) = lim u,(x), Vo € R™. (1.15)

T—00

leventualmente, podemos ter 1y (7) = 0o, para algum z € R" (Veja a Observagao 1.4)
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Por outro lado, temos, para cada (z,y) € R" x R",
Gr(z,y) < O(|z —yl|), Vr > 0. (1.16)

Pelo Teorema da Convergéncia Dominada, segue de (1.13), de (1.14), de (1.15) e de
(1.16)

() = / B(jz — y))f(y) dy, Yz € R".

R

Ao longo deste trabalho, usaremos u., para denotar a integral obtida anteriormente
denominada Potencial Newtoniano. Agora, definiremos uma propriedade que sera usual

no decorrer da secao.

Defini¢ao 1.2 (Propriedade (H)). Dizemos que f satisfaz a propriedade (H) se existir
uma funcao limitada U: R" — R, de classe C?, tal que

—AU = f em R". (H)

Observe que U pode ser escolhida positiva. De fato, como U é limitada, existe ¢ > 0

tal que
|U(z)| < ¢, Ve e R™. (1.17)

Assim, podemos considerar a funcao V' : R® — R definida por
V(z)=U(x)+ ¢, Ve eR"
Aplicando o laplaciano em ambos os membros da dltima igualdade, temos
—AV = —-AU+c¢)=-AU = f.

Além disso, usando (1.17), temos

para todo x € R™.
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Ao longo do trabalho, usaremos U para denotar a solucao da Equacao de Poisson

da definicao anterior.

Observacao 1.4. 2Queremos mostrar que a condicao

/ f(::_>2 dr < oo
Rn

]

é valida se, e somente se,

Uso () < 00, Va € R™.

De fato, supondo a primeira condicao, denote para cada x € R”

B f(y)

" _2y—iy| e = 2wnle =yl ’
_ f(y)

" _2y—£>y| e = 2wnlz =yl ’

Note primeiramente que, se 2|y — z| < |z|, entao
ly — x| =2ly — x| = |y — 7|
< [zf =y — =
=@ —y)+yl—ly—=l
<o —yl+ 1yl =y — 2|
= lyl.

Além disso, via continuidade, podemos dizer que f é limitada em 9B);. Assim,

/()
l2) < / n(n — 2)wn|z —y|" > d

ly—z|<|z|

|| 1
- /0 n(n — 2)wnt"2 /|y_m|:tf(y) do,, dt

||
Wn Jo

~ n(n—2)
_ Il
= ol
< 00,

2Note que este enunciado pode ser substituido por

Ueo(0) < 00 & U () < 00, VYV € R™.
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para cada x € R"™. Por hipétese,

- f(y)
Ilw) = / n(n — 2)wy|z — y|n72 dy

2ly—z[>[y|

_ / f(y) dy

n(n = 2)wn (27 y[)"=2

2ly—z|>|y|
2n—2
_ f (yi)2 dy
n(n — 2)w, y|"
2ly—=|>[y|
2n—2
< / f(f’_)Q dy
n(n —2)w, J |yl
R”
< 00,

para todo x € R™. Portanto,

Uso(x) = I(z) + J(z) < 00, Vo € R".

Nosso objetivo agora é demonstrar que a propriedade (H) garante limita¢ao do Po-
tencial Newtoniano u.,. Esse resultado é de grande importancia pratica, pois garante
estabilidade e previsibilidade na modelagem de fenémenos fisicos descritos por Equacoes
de Poisson, como distribuicao de potencial elétrico, fluxo de calor estacionéario ou concen-
tracdo quimica [9, p. 21].

Observagao 1.5. Se f € L'(R") N L>*(R"), entao
Uso(T) € L(R™).

De fato, considere, para cada = € R",
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Como f € L>®(R"), temos

2—n
@) < 11l e / 2= 97 dy = neonl /ey

B1 (J?)

@IS [ 1)y < Wl

R™\ B (z)

Assim,

[too ()] < 1n [ fll oo gy + 171l 2 )

para todo x € R", ou seja,
Uso () € L(R™),

que equivale a f satisfazer a propriedade (H).

Observacao 1.6. Vamos construir um exemplo de uma funcao f de classe C%% em R"
que satisfaz
Uso () < 00, Vx € R",

mas que

Uoe & LO(R™M).

Defina a sequéncia () em R”, da seguinte forma: escolha um vetor unitario v e considere,
para cada k € N,

x, = kv
Seja f uma funcao de classe C%* em R™ que satisfaz
(i) f(x) =k, se |z —a <15
(i) 0< f(z) <k, se|r—ax] <2,

para cada k € N, e

f(z)=0, Vo & U By(zg).
k=1

(i) Veja que
/|x|2_nf(x) dr <Y / 22" da
R =18y (a)
Se | — x| < 2, entdo

2| > |2p] — |2 — 2| > K — 2.

Assim,
2"w,(n)

2—n 1

Ba(zk)
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Dali,

k=1

. - k
R’n

Ou seja, U (0) < 0o e portanto,

Uso () < 00, Va € R™.

(ii) Por outro lado,

o (25) = / ly— 22" f(y) dy
J

> / ly— 2> (y) dy

Bi(zg)

=k / \y - $k|2_n dy

Bi(zk)
_ nwpk
==

ou seja, passando ao limite quando k& — 0o, concluimos que
Uso(T)) — 00

e, portanto,

Uso & L(R™).
Podemos caracterizar a propriedade (H) através do seguinte lema.
Lema 1.3. Se f satisfaz a propriedade (H), entao
Uso € LZ(R™).

Reciprocamente, se u., € L*(R™), entdo f satisfaz a propriedade (H).

Demonstrac¢ao. Suponha, sem perda de generalidade, que
U(z) >0, Vo € R".

Assim,

—A(U —u,) =0em B,
U—wu, =U >0 sobre 9B,.
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Pelo Principio do Maximo Fraco, temos, para cada r > 0,
up(z) <U(x),
para todo x € B,. Passando ao limite quando r — oo,
Us(z) < U(z), Vo € R™. (1.18)

Portanto,
Uso € LZ(R™).

Reciprocamente, podemos afirmar diretamente do Corolario A.1 que
—Auy = f em R".
Como uy, € L*(R™), concluimos que f cumpre a propriedade (H). O

Decorre de (1.18) o seguinte resultado.

Corolario 1.1. Se a propriedade (H) vale, entao u., é a solugao positiva minimal de (H),
isto é,
o) < U(2), ¥o €RY,

para qualquer funcao positiva limitada U: R™ — R que cumpre

—AU = f em R".

A seguir, demostraremos que a funcao u., tende a zero no infinito.

Corolario 1.2. Se a propriedade (H) vale, entao

lim inf u. () = 0.
|z|—o00

Demonstracao. Suponha, por absurdo, que

lim inf uy (x) # 0.

|z|—o00

Como u., é nao-negativa, podemos dizer pela expressao anterior que existe ¢ > 0 tal que
Uso(x) > ¢, Vo € R™.
Assim, a fungdo U = us, — ¢ é limitada (devido ao Corolario 1.1), ndo negativa e satisfaz

—AU = f em R".
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Novamente, pelo Corolario 1.1,
Uso () < U(2) = uso(z) — ¢, Yo € R",

o que ¢ um absurdo. Portanto,

lim inf uy (x) = 0.
|z|—o00

Na verdade, qualquer solugao limitada U da equacao em (H) tal que

liminf U(z) = 0.

|z| =00

coincide com u,. Isso segue do fato de que a diferenca de quaisquer duas solugoes limi-
tadas da equagdo em (H) ser uma fungao harmoénica limitada e, portanto, constante pelo

Teorema de Liouville. De fato, seja ¢ a constante que satisfaz

Uso(x) + ¢ =Ulx), Vo € R™

Pelo Coroléario 1.1,

c>0
Assim,
¢ = liminf u.(z) + liminf ¢
< lim inf(us () + ¢)
|z|—o00
= liminf U(x)
|z|—o00
=0,
isto é,
c=0.
Logo,

Uso(z) = U(z), Vo € R"

Uma forma mais forte de expressar que u., tende a zero no infinito é a seguinte:
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Lema 1.4. Suponha que
Uso () < 00, Vo € R™.

Entao,

lim 4 us do, = 0.
T—00

Sr

Aqui, us nao necessariamente cumpre a propriedade (H).

Demonstracao. Para cada r > 0, temos por Fubini

Uso doy = // sdz doy,
][ nwy "1 n(n — 2 wn|x—y|n
Sy S, Rn

= do, dz
nwyT™~ 1// 7’L— wn|$_y|n2 Y

_ / day
7n(n—2 r” Yoo —

Considere, para cada r > 0, a func¢ao I: R™\S, — R definida por (veja as propriedades

no Apéndice B)
d
|z =yl

Pelo Teorema de Fubini,

1 do
ood == y
][u Ty n(n—2w2 r"1/|x

S,
1 fl@), f(z) r\"
= 1(0) dz + ——nwnr | — dx
n2(n_2)w% ( |m\<r rn-t \m|>r T |33'|
nwy,r
n?(n — 2)w2rn—1 /f(:v) Tt / 2| 2 !
|z|<r \x|>r
s [ @ e [
~ n(n — 2)w,rn2 vz || 2
lz|<r \at|>r
Note que
‘/ f(:)Q dx‘ < / f<:)2 dz < 0.
ja|>r |] ||
|z|>r
Assim,
im [ L 4 -0 (1.19)
rToo| ‘ m'
x|>r
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Dado € > 0, existe por (1.19) r > 0 tal que

Como lim
r—00 7“”_2

(nx_>2 dr < nin -
|| 2
|z|>r1

= 0, existe também ry > 0 tal que

2)wpe

1 — Nw,
5 / f(z) dz < M, Vr > ro.
re- 2
|z|<r1
Dai,
Cp, Cn
o f(x) de = pr f(x) doz + f(x) dzx
lz|<r z|<ry ri<|z|<r
1
=c, 2 / f(I) dz | + Cn, / 7{5?3 dx
|z|<r1 ri<|z|<r
1
< e, 5 / flz) dz | +¢, / f(nx_>2 dz
o
|@|<ry r<lz|<r
— 2)wy, — 2wy,
<Cn.n(n )wa_i_cn'n(n Jwne
2 2
= 67
para todo r > rq = max{ry, 2}, onde
1
Cp =
n(n — 2)w,
Portanto,
lim 4+ uy do, = 0.
T—00

Sr

]

A seguir, mostraremos que quaisquer solu¢oes da Equagao de Poisson cuja média

esférica se aproxima cada vez mais de zero para um raio suficientemente grande coincide

com a solu¢ao minimal.
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Lema 1.5. Se U da defini¢ao da propriedade (H) cumpre

][U do, — 0 quando r — oo,

Sr
entao U coincide com Uq.

Demonstracao. Basta usar o Teorema de Liouville para demonstrar o resultado. De

fato, note que

AU — uy) = =AU — (—Auy)

= f(z) = f(z)
=0,

para todo x € R". Logo, U — us, ¢ harmonica. Pelo Teorema de Liouville, conclui-se

que U — u, € constante, isto é, para algum c € R,
U—ts =cem R"”

Por hipotese,

para todo r > 0. Pelo lema anterior,

c= lim (][ Udax—][ Uso dax>
r—00 s, S,

= lim 4+ U do, — lim 4 u., do,
r—00 r—00

S, 3,

Portanto,

]

Por fim, provaremos que quaisquer subsoluc¢oes da Equacao de Poisson cuja média
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esférica se aproxima de zero para um raio suficientemente grande esta abaixo da solucao

minimal.

Lema 1.6. Suponha que a propriedade (H) seja valida e considere uma fungao positiva
limitada v: R™ — R de classe C* que satisfaz —Av € L®(R"),

—Av(z) < f(x), Vo € R"?

][U dxr — 0, quando r — oo,
S,

entao
v(z) < us(z), Vo € R™.

Demonstracao. Seja g: R™ — R a fun¢ao definida por
g(x) = =A(uoo — v)(z) > 0, Vo € R".

Por hipotese e pelo Lema 1.4, temos
][(uoo — ) do, :][uoo dax—][v do, — 0, quando r — oo.
Sr S Sy
Pelo Lema 1.5,
(1 = ) = [ 0o~ g)gly) dy 20, Vo € B,
R?’L

Portanto,
v(z) < us(x), Vo e R™

O

O potencial newtoniano é a ferramenta fundamental para inverter o Laplaciano
na resolucao da equacgao de Poisson; sua representacao por convolugao com um nicleo
explicito facilita tanto construgoes analiticas quanto estimativas qualitativas e aplicacoes

fisicas em eletrostatica e gravitagao.
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Capitulo 2

Equacao sublinear no Espaco

Euclidiano

Neste capitulo, analisaremos em profundidade a rela¢ao entre a propriedade (H)
e a existéncia de solugoes positivas e limitadas para uma classe de equacgoes elipticas
semilineares definidas em todo o espago euclidiano R™. Mais precisamente, estudaremos
a equivaléncia entre essa propriedade e a existéncia de uma funcio u € C%(R"™) positiva

e uniformemente limitada, que satisfaca o problema eliptico nao linear
—Au = f(x)u” em R". (BK)

Nosso objetivo sera mostrar que a validade da propriedade (H) — cuja formulagao
sera discutida e motivada ao longo do capitulo — é equivalente & possibilidade de resolver
o problema acima de maneira global, obtendo uma solugao que nao apenas exista, mas que
também apresente regularidade suficiente e comportamento controlado no infinito. Para
isso, exploraremos ferramentas classicas da teoria eliptica, como estimativas de Schauder,
principios do maximo, métodos de sub e supersolugoes e argumentos de compacidade.

A analise dessa equivaléncia nao apenas esclarece o papel estrutural desempenhado
pela propriedade (H), mas também fornece um critério pratico para determinar quando
o problema admite solugoes positivas e limitadas. Além disso, a presenga do termo nao

linear u”, com 0 < v < 1, introduz um regime sublinear, que exige técnicas especificas e



conduz a fendmenos qualitativos distintos daqueles observados em equagoes superlineares.

No decorrer do capitulo, iremos considerar u,: B, — R a funcao que satisfaz

—Au, = f(x)u] em B,
u, = 0 sobre 0B,,
para cada r > 0, cuja existéncia é garantida pelos Lemas 1.1 e 1.2.

Mostraremos que a familia de tais fungoes é mondtona com respeito ao raio. De

fato, dados r < s, temos

—Aug = f(x)u] em B,
us > 0 sobre 0B,.

Logo, us é supersolugao do (Problema r). Vamos denota-lo por @ = u,. Pelo Lema C.1,

existe u: B, — R tal que

Pelos Lemas 1.1 e 1.2,

Portanto,

0<r<s=u(r) <usx), Vr € B,. (2.1)

Na teoria das EDP, as sub e supersolucao sao ferramentas cruciais para estudarmos a
existéncia, unicidade e comportamento de solugoes. Veremos posteriormente que as sub e
supersolugoes permitem delimitar a solu¢ao de uma EDP, mesmo quando nao conseguimos

encontré-la explicitamente, o que nos remete a defini-los como se segue:

Definigao 2.1. Dizemos que u € C**(R") ¢ uma supersolu¢io do problema (BK) se
—Au > f(z)u” em R".

Da mesma forma, dizemos que u € C*%(R") é uma subsolugdo do problema (BK) se
—Au < f(z)u” em R".

Tais definigbes serao importantes para podermos aplicar, no decorrer da demons-
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tracao seguinte, resultados classicos da Anéalise Matematica, tais como Teorema da

Convergéncia Dominada e alguns resultados envolvendo existéncia de limite.

2.1 Existéncia e unicidade

Nosso principal resultado de existéncia é

Teorema 2.1 (Existéncia de solugdo). Seja uma funcao nio negativa f € C%*(R").

Entao, existe uma fungao limitada u: R™ — R tal que
—Au = f(z)u” em R" (BK)

se, e somente se, f tem a propriedade (H).

Demonstra¢ao. Vamos supor que f tem a propriedade (H). Suponha, sem perda de
generalidade, que U seja positiva, como no capitulo anterior.
Veja que um multiplo de U é supersolu¢ao de (BK). De fato, como U é limitada,

podemos considerar M > 0 de modo que
MY > |U[2
Assim,

—A(MU) () = M(—AU(x))
= Mf(z)
= M- M f(x)
> [|UI[S M7 f(x)
> U(z)"M" f(z)
= f(z)(MU(x))",

para todo z € R™. Assim, MU é uma supersolugao da equagao (BK). Pelo Lema C.1,

existe uma subsolugao do (Problema r) , para cada r > 0, tal que

u.(z) < MU(z), Vx € B,.

s

Pelos Lemas 1.1 e 1.2, existe uma solugao u, de (BK) tal que
u, () <u.(x) < MU(x), Yx € B, Vr > 0. (2.2)

Por (2.1) e (2.2), podemos deduzir que (u,) converge pontualmente. Assim, podemos
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considerar a fungao u: R™ — R dada por

u(z) = lim u,(z), Vo € R". (2.3)
r—00
Vamos mostrar que u é a solucao desejada. De fato, pelo Teorema da Convergéncia
Monétona,
U, — u em LTa (R"). (2.4)

Via Imersoes de Sobolev e, em seguida, pelo Lema 9.17 do Gilbarg e Trudinger
[10], temos para cada dominio limitado 2 de R", (2 C B, C By)

[ur = usllcro@ < C W Ta (Q)
<A = 1) 2
< Cllf(uf = w2

n

:c(|mmw—@w%M)
Q
< C||f||co,a(§)‘|ul - UzHL%a(Q)v

para todo r, s > diam(2). Por (2.4) e (2.5),

u € CH*(Q).
Pelo Corolario 6.9 de [10, p. 101],

u € C**(Q).

Portanto,
—Au = f(x)u” em R"

e a condicao suficiente esta provada.
Reciprocamente, suponha que exista uma solugdo u para a equagao (BK). Assim,

podemos considerar v: R® — R definida por
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Vejamos que v é uma supersoluc¢ao de (H). De fato, aplicando o laplaciano em v, temos

i=1
= 7u’7’1|Vu]2 —u "Au
= yu "Vl + f(x)

> f(x),

para todo x € R™. Considere, para cada r > 0, a fungdo v,: B, — R (positiva) que

satisfaz
—Av, = f em B,
v, = 0 sobre 0B,.

Agora, vamos mostrar que

r<s=uv <uv.

De fato, dados 0 < r < s, temos

—A(vs — v) (@) = —Avy(z) — (—Av(2))

= f(z) — f(z)
=0,

para todo x € B, e

—A(v = v5)(7) = —Av(z) = (-Avy(z))
> f(z) = f(x)

para todo = € B,. Além disso,

(vs — vp)(2) = vs(z) — v (x) = vs(x) > 0, Vo € OB,

(v —ws)(z) =v(x) —vs(x) =v(x) >0, YV € OB;.

Pelo Principio do Maximo Fraco (veja Apéndice A),

v(x) > vg(x),
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para todo = € By, e
vs(z) > v.(z),

para todo x € B,. Logo, para todo r < s,
0 < v (x) <wvg(x) <w(z), Vo € B,. (2.6)

Usando o argumento anterior, prova-se que a sequéncia v, cresce, quando r — 0o, para

U. ]

Observagao 2.1. A solucdo u de (BK), obtida na demonstra¢do do Teorema 2.1, é a

solugdo minimal de (BK). De fato, se V' ¢ outra solu¢ao de (BK), entao, pelos Lemas
1.1e1.2,

ur(z) < V(x), Yz € B,,

para cada r > 0. Passando ao limite quando r — oo, conclui-se de (2.3)
u(x) < V(x), Ve e R™

Exemplo 2.1. Seja f: R" — R a funcao definida por

B 1
IR

f(zx) Vr € R™.

Se p > 2, entao

d d
/ f(y)n—Z dy = / P / n—2 + / p ! n—2
J e =yl (L+[y[)]z =yl (1+ [y[)]z —y]

ly|<|z—y] ly[>]z—y|
d d
S / ;;y n—2 + / 1:7y n—2
(L +[y[")]y] (1+ [z —y[")|z -yl
ly|<|z—yl ly|>|z—yl
d d
S\/v py n—2 +/ py n—2
SOl ) Gyl -yl

/Oo nr*tw, dr + /°° nr” lw, d
o @rmr L T
1 n—1 o0 n—1
nr*tw nr"tw
=92 — " q —" _d
L a5 [ ahmm )
1 n—1 o] n—1
o[ g [T
0 ™ 1 rPrnT2
1 00
=9 (/ nrw, dr —|—/ nriPw, dr)
0 1

1
= 2nw,, + 2nwy,, (—) .
2—-p
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Portanto, pelo Lema 1.3, existe uma funcao limitada U: R™ — R tal que
—AU = f em R"

Por outro lado, se p < 2, entao

f(x) dm:/ dz +/ dz
S s (1 + |2 a"™ |m|>1 (L+ |2l "™

=[5+ ]
(lz]” + \:v!p "

|z|>1

/ !
2!xlplfv\" 2zl

|z[>1

Wy n nwy, [ nr*tw,dr
2 2 Jy 2rp.pn2
oo
nwn, _

= nw, + P dr

2
= 0.

Portanto, pelo Lema 1.3, nao existe uma funcao limitada U: R™ — R tal que
—AU = f em R".
Seja f: R™ — R uma funcao que satisfaga

f(;f;)2 dz = oo. (2.7)

|z]

|z[>1

Vamos mostrar que, neste caso, nio existe uma fungao nao nula u € L (R") tal que

—Au = f(z)u” em R"

u > 0.

De fato, caso contrario, terfamos
u € W24(R™), Vg < oco.

Suponha, sem perda de generalidade, que u seja positiva. Novamente, considere a funcao
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v: R" — R dada por
1

v u'™ em R"

e, para cada r > 0, a funcao v,: B, — R que satisfaz

—Av, = f em B,

v, = 0 sobre 0B,.
E sabido que, para cada r > 0,
—Av(x) > f(z), Vo € B,

e, para cada r > 0,

ve(z) <wv(x), VYo € B,,

Seja G, a funcao de Green em B,, para cada r > 0. No capitulo anterior, vimos que

G (0,y)x5.(y) < @(lyl), ¥r >0 (2.8)
e que
lim G(0,y)x5, (y) = 2(Jyl), (2.9)

para cada y € R". Pelo Teorema da Convergéncia Dominada, segue de (2.7), de
(2.8) e de(2.9)

lim v,.(0) = lim [ G.(0,y)f(y) dy

r—00 r—00
B

= lim [ G.(0,y)x5,.(y)f(y) dy

T—00

-
B 1 f(y)
" n(n— Q)Wan/ |y|”_2 dy

= 0OQ,

Logo,

lim v,(x) = o0, Vo € R",
r—00
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o que ¢ uma contradi¢ao. Entdo, nao existe uma fungao nao nula u € L{ (R") tal que

—Au = f(x)u” em R"

u >0,

para todo x € R™.

Observagao 2.2. Suponha que f satisfaz (H). Nosso intuito é mostrar que, dada uma

solugao u de (BK) de classe C%, temos

liminf u(x) = 0.
|z|—00

De fato, seja U: R" — R uma fungao limitada que satisfaz
—AU = f em R". (H)
Assim, existe M > 0 tal que
M7 > |UI

Seja u € C%%(Q) uma solugao de (BK). Como na demonstracio do Teorema 2.1,
u(z) < MU(z), Ve € R™.

Assim,
Ogj[udazngUdaw, Vr > 0.
S Sy
Passando ao limite de » — oo, segue do Lema 1.4

lim 4 u do, = 0. (2.10)

r—00
Sr

Suponha, por absurdo, que

liminf u(x) # 0.

|z|—o00

Assim, existe € > 0 tal que, para cada r > 0,

u(z) > ¢, Yo € R"\B,.

][udafosd%:s, vr > 0.

Sy Sr

Dai,
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Passando ao limite quando r — oo, segue de (2.10)

0= lim 4+ udo, > ¢,
r—00

Sr

o que é um absurdo. Logo,

liminf u(x) = 0.
|z|—o00

Observacao 2.3. Dadas funcoes positivas f; e fo de classe C%® que satisfazem a propri-

edade (H), queremos mostrar que, para cada x € R",

filz) < falz) = w(x) < ua(),
onde u; e up sao solugdes minimais das equagoes

—Au = fi(x)u” em R"
—Au = fo(x)u” em R",

respectivamente. Suponha que, para cada x € R",
fi(@) < falz).

Entao,
—Auy = fo(x)ug > fi(x)u) em B,

uy > 0 sobre 0B,.

Pelo Lema C.1, existe u: B, — R tal que

—Au < fi(z)u” em B,
u < 0 sobre 0B,

u(x) <wug(x), Vo € B,.

Pelos Lemas 1.1 e 1.2, existe um tnico u;, € C**(B,) tal que

_Aul,r = f1 em BT
uy,» = 0 sobre 0B,

u(z) < uyp(z) <ug(x), Yo € B,.
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Passando ao limite quando r — oo,
u () < ug(x), Vo e R™

Observagao 2.4. Seja u uma solugao positiva minimal de (BK) e uma fungao U: R” — R

que satisfaz
—AU = f em R".

Mostraremos que existem constantes C7, Cy > 0 tais que
CiU(z) <u(x) < CyU(z), Vo € R™.

Sabemos que

e que, para algum M > 0,

Assim,

para todo x € R", em que C} = (1 —v)ﬁ e Cy =M.

Procuramos garantir nao s6 a existéncia, mas também a unicidade entre solugoes

classicas ou suficientemente regulares da equagao
—Au = f(x)u” em R" (BK)

que sejam positivas e que satisfacam condi¢oes de decaimento apropriadas no infinito.

Neste sentido, nosso resultado de unicidade para a equacao (BK) é

Teorema 2.2 (Unicidade de solugdo). Se f tem a propriedade (H), entdo a solugdo u

dada no Teorema 2.1 é tnica, desde que

liminf u(x) = 0.
|z|—o00
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Antes de demonstré-la, vamos observar o seguinte:

Observagao 2.5. Suponha que f satisfaz a propriedade (H). Assim, existe uma funcao
U:R" — R (positiva) limitada tal que

—AU = f em R".
Queremos mostrar que, dado a > 0, existe uma solugao u de (BK) tal que

liminfu(z) = a.
|z|—00

De fato, seja u a func@o identicamente igual a a. Assim,
—Au(z) =0 < f(z)a” = f(z)u(z)?, Vo € R".
Logo, u ¢ subsolugao de (BK). Como U é limitado, existe M > 0 tal que
M3 ' —aM™' > U(z), Vo € R™
Seja uw: R® — R a funcao definida por
u(x) = MU(x) +a, Vx € R"

Assim,

()M

(x) (M <M%_1 — aM’1> + a)7

() (MU +a)

(=),

para todo x € R". Logo, @ é supersolugao de (BK). Além disso, note que
u(x) <u(x), Ve € R™

Pelos Lemas 1.1 e 1.2, existem u, € C*%(B,), para cada r > 0, com

{—AuT = f(z)u] em B,

u, = a sobre 0B,,

tal que
u(x) < u(z) < U(x), Ve € RY.
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Anéalogo ao que vimos no Teorema 2.1, podemos considerar a func¢ao u: R* — R dada
por
u(z) = lim u,(x), Yz € B,.

r—00

Passando ao limite quando r — oo,

a=u(r) <ulzx) <u(r) = MU(x)+a, Yz € R™.

Suponha, por absurdo, que
liminf u(z) # a.

|z|—00

Assim, existem e,7¢ > 0 tais que
u(z) > a+e, Vo € R"\B,,; (2.11)

caso contrario, para todo k € N, existiria x; € R™\ By tal que

1
u(zy) < a+ T

Assim,

1
agu(xk)<a+E, Vk € N.

Pelo Teorema do Confronto,

nh_}rxgo u(zg) = a.

Por outro lado,
(i) u(x) > a, Yz € R
(ii) |zg| — oo.

Logo,

liminfu(z) = a,
|z] =00

o que é uma contradi¢ao. Por (2.11),

][udawZJ[(a—ks) do, =a+¢e, Vr>nrg.
S Sy

Passando ao limite quando r — oo, segue do Lema 1.4

a= lim fudo, >a+e,
T—00

S,
o que é um absurdo. Portanto,
liminfu(z) = a.

|z|—o0
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Observagao 2.6. Queremos mostrar que, se u € C?%(R™) ¢ uma fungio que satisfaz

—Au = f(x)u” em R",

entao, dado 7 > 0, a fungao v: R™ x

0
wy

(BK)

(—7,00) — R, definida por

(—7
V=
1

satisfaz 5
f@) (. t) = Av.
De fato, dados = = (x1,...,x,) e t € (—7,00), temos

v

7) h (t+71)=

(2.12)

u”

0 vy =
f@)5 @) = (@) ((1 _7) -

() )

)

_1
)
v (t+7)=

2|

Para demonstrar o Teorema 2.2, relembremos primeiramente um fato bem conhe-

cido sobre dominio limitado [7].

Proposigao 2.1. Sejam 2 um dominio limitado suave e f € L*°(Q2) de modo que

f(z)>0>0, Ve €.
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Entao, dado vy € L>(Q2) que satisfaz
vo(z) >0, Vo € Q,

existe uma tunica fungao v: Q x (0,00) — R que satisfaz

f——A@?—OemQX(O,oo)

v = 0 sobre 9 x (0, c0)
0(x,0) = vo(z) em x € Q.

Mais ainda, se existir uma fungao : Q x (0,00) — R que satisfaz

f——Afﬂ—OemQx(O,oo)

© > 0 sobre 02 x (0, 00)
0(x,0) > vo(x) em z € Q.

Entao,
o(x,t) > 0(x,t), VY(z,t) € Q x (0,00).

Demonstrac¢ao do Teorema 2.2. Dividiremos a demonstragao em 3 afirmacoes. A ideia
é provar o Teorema 2.2 supondo, sem perda de generalidade, que f é positivo. Mas
antes, precisamos mostrar que de fato podemos supor, sem perda de generalidade, que f

¢é positivo. Para isso, precisamos utilizar a seguinte afirmacao:

Afirmagao 2.1. Sejam fi, fo: R” — R fungdes que satisfazem a propriedade (H) e que
fi(z) < fo(x), V2 € R™

Dada uma funcao positiva limitada u;: R™ — R que satisfaz
—Auy = fi(x)u] em R",

existe uma tunica funcao positiva limitada us: R™ — R tal que

— Aug = fo(z)ug em R"

lim + uy do, =0
T—00

Sr

uy(z) < wug(z), Vo € R™.
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Demonstracao. Seja u;: R®™ — R uma funcao positiva limitada que satisfaz
—Auy = fi(x)u] em R".

Por hipotese,
—Aui(z) = fi(z)ui(z)" < fol@)u(x)7, Vo € R™

Como u; é limitada, existe M > 0 tal que

—Auyi(x) < Mfo(x), Vo € R™.

Pelo Lema 1.6,

u(z) < M/ f2(y) — dy, Vo € R"™.
R TL(TL - 2)wn|x - y|

Considere Uy : R™ — R a funcao definida por

Us(x) :/ LW 4y veern.
TL(TL - 2>wn|x - yl
Rn
Escolha M > 0 de forma que
M > || Us 1,

Assim,

A (MU,) = M(—AU,)
= Mf>
— M. M fy
> ||Uall - M7 fi
>U) - M f
= fi(x)MU), Vo € R".

Pelos Lemas 1.1 e 1.2, existe us,: B, — R, para cada r > 0, tal que

—Auy, = fo(x)uy, em B,
ug,» = 0 sobre 0B,

uy () < ugy(z) < MUs(z), Vo € B,. (2.13)

Por (2.1) e (2.13),

lim us , existe.
r—oo
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Assim, podemos considerar a funcao u: R™ — R dada por

ug(z) = lim uy (), Vo € R™.

r—00

Pelo Teorema da Convergéncia Mondétona,

Ug, — Uy €m L%(R”). (2.14)

Via Imersoes de Sobolev ¢ em seguida pelo Lema 9.17 de [10]

Hu2,k - u2,m”01,a(§) S

[z — Uz,mHWZﬁ

C
Cl|A(ugr — u2,m)||Lﬁ(Q)
C

<
< C||fu3), —u3 ), 2 1

—C </Q £ () (ul, —u3,n)|Te dx) N

< Ollflcoa[uhs = wmll 2 gy (2.15)

para todo k,m > diam(2). Por (2.14) e (2.15),
uy € CH(Q).
Pelo Corolario 6.9 em [10, p. 101], temos
uy € C*(Q).
Portanto,
—Aug = fo(x)ug em R".

Por (2.13) e (2.16),
ur(z) < wug(z) < MUsy(x), Vo € R™.

Pelo Lema 1.4 e por (2.16),

lim 4 uy do, < M lim Uy do, = 0,

r—00 T—00
Sr Sy

o que conclui a afirmagao.

(2.16)

(2.17)

Vamos mostrar agora que é suficiente provar o Teorema 2.2 para o caso em que f

¢ positivo.

Afirmacgao 2.2. Assuma que o Teorema 2.2 foi provado para o caso

f(z) >0, Vo € R"™.
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Entao o Teorema 2.2 vale para o caso geral
f(z) >0, Vo € R".
Demonstragdo. Seja h € C*(R™) N L*(R™) N L>(R™), com
h(z) >0, Yz € R"™.
Assim, podemos considerar para cada € > 0 a funcao f.: R™ — R definida por
fe(x) = f(z) + eh(z), Vo € R".

Precisamos mostrar que f. cumpre a propriedade (H), para cada € > 0, para aplicarmos
a Afirmagao 2.1. Como h € L'(R"), temos

/ h(qi)z dx:/ h(f}Q dx + / h(ji)z dx
J ial J Tl o
1

Rn \ 32

_ 2n2/h(w) da + / |Z|(f)2 da

B> R"\BQ

2n12 / h(z) dz + / % do

B R"\Bz

— 5 [ o) do

R”

< OQ.

Pelo Teorema 1.4, conclui-se que h cumpre a propriedade (H), isto é existe uma fungao
limitada ¢ € C%%(R™) tal que

—Ap = h em R".
Como f também cumpre a propriedade (H), existe uma funcao limitada U € C%*(R")
tal que

—AU = f em R".
Assim,

—A(U 4 ep)(x) = —AU(z) + e(—Ap(x))
= f(x) +¢eh(x)
= f&('r>7

para todo x € R™. Logo, f. cumpre a propriedade (H). Pela Afirmagao 2.1, existe
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u. € C**(R"), para cada ¢ > 0, tal que

— Aue = fo(z)ul em R",

lim 4 u, do, =0
r—00

S,

e existe u € C**(R") tal que

— Au = f(z)u” em R",

lim 4+ v do, = 0.
r—o00

Sr

Observe que

flz) < fo(z), Yo € R, ¥Ye > 0.

Novamente, pela Afirmagao 2.1, segue de (2.19)

u(z) < uc(z), Vo € R, Ve > 0.

Considere a fungao v: R™ — R que satisfaz

—Av=femR"

e, para cada r,e > 0, as fungoes u,, u.,: R" — R que satisfazem

—Au, = f(x)u) em B,,
u, = 0 sobre 0B,

—Aug, = f(x)ul , em B,,
U, = 0 sobre 0B,.

Via Integracao por Partes, temos para cada r,e > 0

/fa(x)ug,rur dx—/f z)ulu,, dr + /f T)u usde+/fEu Ju(z
By
/f x)u) U, do + (/ Au,ug , — / JAN T dx)

= /f(x)ulum dx + ( Ouy — U, doy —
J o8, O

:/f(x)u;’uw dz.
B,
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Sejam U, p: R" — R fungoes limitadas que satisfazem

~AU = f

—Ap =h,

para todo = € R™. Assim,

—AU(z) +ep(x)) = —AU(z) + (—Ap(2))
= f(x) 4+ eh(x)
= f€<£lj'>,

para todo x € R™. Como U e ¢ sao limitados, existem M, N > 0 tais que

M = U1

N7 2 NU + ol

Assim,

~A(MU) = M(~AU)
= Mf(z)
=M M f(x)
> U - M7 f(x)
> U7 M"f(x)
= f(z) (MU)?, Yo € R"

e, para cada € > 0,

—AN(U +ep)) (x) = N(-AU + ep)(x))
= Nf-(z)
= N7 N (z)
> ||U + 0l - N7 fe(2)
> ((U+0)(x))" - N7 fo(x)
> ((U+eg)(x))” - N7 fe(x)
= f(x)(N(U + e¢)(x))7, Vx € R"™.
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Pelo Lema C.1, existem u,,u. .: B, — R tais que, para cada r > 0,

=r)=£,r°

u, < f(z)u! em B,
u, < 0 sobre 0B,

e para cada r,e > 0

sobre 0B,.

T

U < fa(w)@z,r em B,
U, <0

Mais ainda para cada r > 0
u,(z) < MU(x), Yz € B,

e para cada r,e > 0
u. () < NU +ep)(x), Vo € B,.

Pelos Lemas 1.1 e 1.2,

u,(z) <wu.(z) < MU(z), Ve € B, Yr >0 (2.22)

—T

e para cada € > 0
U, (2) S uep(z) < NU +ep)(z), Vo € By, Vr > 0. (2.23)

Pela limitacao garantida em (2.22) e (2.23) e pela monotonicidade garantida em (2.1),
podemos afirmar que

lim u, e lim u., existem.
r—00 r—00

Pela demonstracao do Teorema 2.1 e pela Observagao 2.1, admitimos que u, converge
para a solu¢ao minimal de (BK), que denotaremos por u. Combinando a demonstragao
do Teorema 2.1, que nos garante a convergéncia de u., para a solucao da primeira
igualdade em (BK.), e o Lema 1.2, que nos garante unicidade de tal solugao, temos

us(z) = lim u. (), Vo € R".

=00

Agora, defina
- / MU (@) (N(U () + o(2)))" hz) da.
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Por (2.21), (2.22) e (2.23), temos paracadar >0e 0 <e <1

/f Jud u) (ul,” —uy ") dx:/(f(x)usruv—f(x)uru“’) dz

/f 2)te ol dx—/f Y,
_ B/ fo(@)uluy do - B/ F@yul, do

/ o)y — f(@)ual,) de

= /ur (fE(SB)U;T - f(l;)u’ay,» dz
— /uTu;r(fg(l‘) — f(z)) do

= aE/u,,u7 h(z) dz

< e/MU U(x) + ep(2)))" hiz) de
< 5/MU () + ¢(x)))" h(x) dz
< e/MU (2) + p(x)))" h(z) dz

Passando ao limite quando » — oo, temos por Fatou

/f zﬂu7 u - QI_A’) de < Ce,

para cada € > 0. Por (2.20),

/f(gl:')?ﬂgV (v =) da < /f(x)uz@ (ul™ = u'77) dz < Ce, Ve > 0.

Passando ao limite quando € — 0,

/f(:lﬂ)%ﬂy7 (u'™ = u!'7) dz = 0. (2.24)
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Agora, mostraremos que
u(z) < u(zx), Ve e [f > 0].

Se existisse zp € [f > 0] tal que u(zg) > u(xg), entdo, por continuidade, existiria uma
vizinhanca V' C [f > 0] de x, tal que

u(z) > u(z), Ve e V.

Assim,
u(z)™7 — u(x)'7 > 0. (2.25)

Por (2.24) e (2.25),

o que é um absurdo. Logo,
u(z) < u(z) & u(z) = u(x), Ve e [f > 0]. (2.26)

Dado = € R", temos

(i) z€[f=0]

Neste caso, é claro que

(i) z € [f > 0]
Por (2.26),
u(z) = u(x)
Assim,
f@)u? = fz)u
Logo,
f(z)u” = f(x)u” em R".
Por (2.18),
—Au —u)(r) = —Au(z) — (—Au(z))
= flx)u(z)” = f(z)u(z)

lim (v —u) do, = lim 4 v do, — lim 4 u do, = 0.
r—00 r—00 r—00

S, S, 3,
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Pelo Teorema de Liouville,

A prova do Teorema 2.2 depende da existéncia, da unicidade e de propriedades de

comparagao das solugoes de (2.12).

Afirmacgao 2.3. Sejam u uma solucdo positiva limitada de (BK) que satisfaz

liminfu(z) =0
|z| =00

e u uma solu¢do minimal positiva limitada de (BK). Entao,
u(z) = u(z), Vo € R".
Demonstracao. Pelo Lema 1.4,

lim 4 v do, = 0.
r—00

S,

Pelo Teorema 2.1, podemos considerar, para cada r > 0, a fun¢do (nao-negativa)
vy By x (0,00) — R que satisfaz

(Ov,
/ ot

1
—Av? =0em B, x (0,00)

v, = 0 sobre 0B, x (0, c0)

~

vp(2,0) = (ﬁ) a u(z)?, Yz € B,.

\

Por continuidade, existe 0 < 7. < 1, para cada r > 0, tal que

N
supu” < u(@) , Yo € B,. (2.27)
B, Ty

Considere a fungao v: R™ x (0,00) — R definidas por

v

U@J%:(;L>17?ﬂﬁl_ (2.28)

1—v t+1)7

Considere também, para cada r > 0, a fungao v : R” x (0,00) — R dada por

y

Q(T)(x,t):(i)”(u&7

L=y t+7,)T7
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para todo (x,t) € R" x (0,00). Pela Observagao 2.6 e por u e u serem nao negativos,

f@—Av% =0em B, x (0,00)
ot
v > 0 sobre 0B, x (0,00)

~

ﬁ
v(z,0) = (L) v’ em B,

L=~y

\

e, por (2.27), temos para cada r > 0

( Ov)
= (r)
[ —A ")

2=

=0em B, x (0,00)

v > 0 sobre 9B, x (0, 00)

~

o™ (x,0) > (ﬁ) - u’ em B,.

\

Pela Proposigao 2.1, temos, para cada r > 0,

v

(@) < vl 1) = (L) o (L (2.29)

L= t+ 1)

vp(z,t) < 0 (x, )
AN v (t+ Tr)ﬁ
X
T
< (L) v (2.30)
L=y tT

para todo (x,t) € B, x (0,00). Dados r < s, temos em particular

¢ a o 1
faz — Avd =0em B, x (0,00)
) vs > 0 sobre 0B, x (0, 00)
=
vs(z,0) = (%) u” em B,.
\ -7

Pelo Proposicao 2.1,
vp(,t) < vs(z, 1),

para todo (z,t) € R™ x (0,00). Logo, o conjunto {v,},~o é monétono nao-decrescente

com relagao a r. Pela limitagao de {v, },~o garantida por (2.29) e pela monotonicidade de

{Ur}r>07

lim v,(x,t) existe,
r—00
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para cada (z,t) € R™ x (0,00). Denotemos por vy, o limite anterior. Passando (2.29) ao

limite quando r — oo,

~

vy W n
Voo (2, 1) < (1 —”y) T V(z,t) € R" x (0, 00). (2.31)

Afirmamos que

Voo = U.

Pela Observacgao 2.6,
f— — Avi =0 em R” x x (0, 00).

Assim,

(v 1 i

f(x)a—_tvr)(zt,t) —A (m - vﬂ) (z,t) =0, Y(z,t) € R" x (0,00).

Seja, para cada r > 0, a funcao K : B, — R definida por

K(z)=c (H% - %) , V& € B,, (2.32)
x

rn
para algum ¢ > 0. Fixado ¢t € (0,7T), temos, por K ser a Funcao de Green de B,,

1 1

v — U

1 9 1
o=/ [ iy ) e

OBy

/Ka(v;Tvﬁ)/(v#w)anm /KA(W—UT>

0B,

9Bx
s )
Ny
By

0B
isto ¢,
B[A (m —v:) K dz = —aB/r (M _vﬁ) o, 402 <( 0.6} — (.0, t))%)
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Assim,

[
L L)
// o) g OTB NEEOL

:/f(/%)ff—/ (/ Ge gi(w(o,t»im(o,t»i))
B/fv_wdxytﬂ/ /(_) mdgde/OT(vi_v;) At}oo.

isto é,

T
/f(v —v)K dx|t:T+/ (m —vr) dt|p—0 = / / (m —vr) 0K do, dt
0 O
B,
/ / do, dt
7790

— do, dt
(t+ 1)
(2 —
" / /u do, dt
0B,
= (2 1n) -T/udam
rn-
0B,
=CT- ][ u doyg,
9B,
onde 5
o=2=n
rnT
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Passando ao limite quando r — oo, temos, por Fatou,
T/ N
[ 100 = w0k @) arler+ [ (04 0d) atla -
0
R”

T ) N
/f(a:) liminf(v — v,)(z, t) K (x) dz|i=r +/ lim inf (vv — vﬂ) dt|p—o <
0

r—00 r—00
R

r—00

T /oy )
liminf/f(x)(v — v )(z, t) K (2)|4=r —i—liminf/ (vﬂ —m) le=0 <
r—00 0
R"

T o, T
lim inf ( (x)(v —v.)(x, ) K(z)|=r —i—/ U gm0 — / vv\xzo) <
R 0 0

r—00

liminf | CT - ][u =0, (2.33)
r—00
0B,

Por (2.31), (2.28) e (2.33),

1

T 1 1
0< /f(x)(v — Vo) (2, t) K () dz|ter = /0 (v&) — vv> dt|z—0 <0,
Rn
Assim,

1 (v = veo) (5 T)K | 1 ey = /f(x)(v = Uoo) (2, ) K (2) dzfi=r

T N
—/ (m —vc?o) dt|z=o
0

Pela definicao de norma,

flv—v)(-,T)K = 0.
Como f e K ¢ positivo (vide (2.32)), concluimos que

V= VUso-

Passando (2.30) ao limite quando r — oo,

~
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para todo (x,t) € R" x (0, 00), isto ¢é,

t \
— uw <u’emR" t>0.
t+1

Passando ao limite quando ¢ — oo,
u <u’ em R".

Como u é minimal, temos

Portanto,

Com isso, concluimos a demonstragao. O]

Observacao 2.7. Assuma que f satisfaz a propriedade (H). Pelo Lema 1.4,

lim + Uy do, =0
T—00

Sy
e pelo Corolario 1.2

lim inf u. () = 0.
|z|—00

Seja f € C°(R™!) (n > 4) uma funcdo ndo negativa e nao nula. Assim, podemos

considerar uma funcao positiva 10: R*~1 — R que satisfaz

— Ay = fem R
lim ¢(z) = 0.

|x|—o00

(2.34)

Seja U: R™ — R a funcao definida por
Ut,z) =¥(z), V(t,z) € R x R* .
Por (2.34),

—AU(t,z) = —A(x)
= —Afa) - 22w
= f(2),
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para todo (t,z) € R x R""!. Entretanto,

liminf U(¢,0) = liminf ¢ (0) = ¢(0) > 0.

[t|—o0 [t|—o0

Logo,
liminf U(z) # 0.

|z]—o00

Em tal situagao, nao existe uma funcao u: R” — R que satisfaz
—Au = f(x)u” em R"

tal que

liminfu(z) =0
|z| =00

por causa da estimativa
5

1 —~\ 17
u’ > (—7) U em R"”
Y

que decorre de (2.6). De fato, suponha que exista tal fun¢do. Assim,

Passando ao limite quando |z| — oo, notamos que
5 1
L L—y\™ !
lim inf u(z) > — AdiminfU(x) | > 0.
Teorema 2.3. Se existe uma funcao U: R™ — R tal que

—AU = fem R"
lim U(x) =0,

|z|—o00

entdo existe uma unica solugao positiva de (BK) tal que
lim wu(z) = 0.

|z|—o0

Demonstra¢ao. Vamos apresentar um argumento devido a Louis Niremberg. Pela de-

monstracao do Teorema 2.1, existe u € C%%(R") tal que
—Au = f(z)u” em R"
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e, para algum M > 0,
u(z) < MU(z), Ve € R™.

Considere v: R™ — R a funcao definida por

v = ul ™7
1=~
Mostraremos que
\Y%
Assim,
2
1 1=y
—Av — L ‘V,U|2 — —A L 1-—v ) i ‘V (1_7/“ >)
1—7 v 11—~ 1—~ —ul
-
V()
1 —
- A - (1) B
1—7 1—7 Eul—V
n _ e
__l v (u' ) S <1_”> V|’
| 0x? ul="
I < 0 ou
- - _ - N 2
5 Y g (=) v

= yu 7Vl — T Au —
=u7 (—Au)
= fu

—f.
Sejam vy, vy solugoes de (2.35) de modo que

lim v (z) =

|z| =00 |z| =00

Seja L: C**(R") — C**(R") a aplicagao dada por

@V(vl +vg) - Vw —

U1

Lw = Aw +
V1V2
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_1_7|Vu|2

-
m]va]2w, Yw € C"*(R™).



Se w = v; — vy, entao

- s
(%) (%) o
Lw=Aw+ ~—2%-V (v, + v9) - Vw — —=|Vu| w
U1 V1V2
o o
(%) (%) o
= A(v; —vy) + —=V(v1 +1v9) - V(v — v3) — ~—=|Vuy| (v1 — v2)
U1 V1V2
= =) Vol (25) Vel
:A’Ul—AUQ—i——(l 7> (|VU1’2—|VU2|2) — (1 7> + <1 ’Y)
U1 () U1
_ ( v ) ( Vol Vol [Vu [Vl [V \WF)
= - + + - - +
1—7 U1 () (2 U1 V2 U1
=0.

Por continuidade e compacidade, existe, para cada r > 0, um ponto de méximo x, de w
em 0B,. Dado x € R", existe 1y > 0 tal que

|z| < 7.
Como L & eliptico’, temos, pelo Corolario 3.2 ([10], p. 33),

[01(2) = va()] = |w(2)]

< sup |w|

i

= sup [w|

= [w(z,)|

= |vi(x,) — va(a,)|, ¥r > 1.
Passando ao limite quando r — oo,
vi(z) — va(z)] = 0.

Portanto,

v1(z) = ve(x),

concluindo assim o resultado. O

1Diz-se que um operador diferencial L da forma
L=a"D;; +b'D; + ¢, a” = a’*

é eliptico quando, dado z € R™, o maior e o menor autovalor A\(z) e A(z) da matriz [a¥/ (z)], respectiva-
mente, satisfaz
2 ij 2
0 < A@)lE]” < a¥(2)6&; < Ax)[€]7,

para todo € = (&1,...,&p).
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Observacao 2.8. Claramente, se f ¢ uma fungao radial satisfazendo (H), entao

lim U(x)=0.

|| =00

Isso também vale se f for limitado por uma funcao radial satisfazendo (H).
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Capitulo 3

Problema linear e semilinear de

autovalor

Os problemas de autovalor ocupam uma posicao central no estudo de Equagoes
Diferenciais Parciais Lineares. Em termos gerais, um problema de autovalor busca
encontrar pares (A, u), onde A é um escalar (o autovalor) e u é uma fung¢ao nao trivial (o
autovetor ou autofungao), que satisfazem uma equagao diferencial ou integral envolvendo
um operador.

Nos problemas lineares, o operador envolvido é linear, ou seja, satisfaz as proprie-
dades de aditividade! e homogeneidade?®. Aqui o objetivo é encontrar os valores de \ para
0s quais existe uma solucao nao trivial wu.

Nos problemas semilineares, por sua vez, a equagao envolve uma parte linear e
uma parte nao linear. Esses problemas sao mais desafiadores, pois a presenca de uma
funcao nao linear pode alterar significativamente o espectro do operador e a natureza das
solugoes.

Vamos investigar a existéncia e propriedades de autofuncoes do problema linear

Au+ Af(x)u =0 em R"; u(z) — 0 quando |z| — oo; (3.1)

Yo operador L ¢ aditivo se L(u + v) = L(u) + L(v)
20 operador L é homogéneo se L(Au) = AL(u)



em que A > 0, e o problema semilinear correspondente
Au+ Af(z)g(u) =0 em R",

em que g: R — R é uma funcdo continua com ¢(0) = 0, e f: R" — R é uma fungao

positiva e C%® para algum 0 < a < 1, que satisfaz

/|:):|2"f(x) dz < oo.

R

Mais precisamente, assumimos, como em [8], que existem fungoes positivas p e P3, com

0 <p(lz|) < f(z) < P(|z]), Yz € R",

/|a:|2_"P(]x|) dz < 0.

R

A equagado em (3.1) surge naturalmente no estudo de autovalores associados a ope-
radores diferenciais elipticos, especialmente no contexto de EDP em dominios limitados.
Essa equagao pode ser vista como uma generalizacao do problema de autovalor de Diri-
chlet classico

Au+ Au=0em R"; u(x) — 0 quando |z| — 0.

O problema linear em questao é provida de propriedades espectrais interessantes que serao

abordadas no decorrer do capitulo.

3.1 Problema linear de autovalor

Comecamos definindo um espaco L? ponderado e provando alguns resultados de

imersdo. Suponha que P € C(R",R) é uma funcdo positiva radialmente simétrica satis-

3As funcdes p e P podem ser definidas assim

p(r) = inf f(r), P(r)= sup f(r).

|z|=r |z|=r
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fazendo

/ 27" P(z) d < oo, (3.2)

Denote por L*(R™; P) a classe de fungoes reais u, mensuraveis a Lebesgue, que satisfazem

/P(x)]u(x)]Q dz < oo.

Rn

Afirmamos que L?*(R™; P) é um espago vetorial. De fato, como 0 € L*(R™; P), temos
L*(R™, P) #+ .

Dados u,v € L*(R™; P) e A € R, temos pela Desigualdade de Minkowski

/P(x)|(u+)\v)(x)|2 dz :/)(Péu—i—/\Pév)(x)r dz
Rn R
2
= ‘ P%u—i- APy )
< (lPa], + wilPl,)

_ <</n P()|u(z)[? dag)é + [\l (/n P(z)[v(z)|? dx>é>2

< OQ.

Assim,

u+ M € L*(R™; P).

Logo, L*(R™; P) ¢ uma espaco vetorial. Seja (-,-)p: L*(R", P) — R a fungdo dada por
(u,v)p = /P(:v)u(x)v(x) dz,
Rn

para u,v € L?(R"; P). Primeiramente, precisamos mostrar que (u, v)p estd bem definida.

De fato, aplicando a Desigualdade de Hdolder, obtemos

2 (/ P o)’ dx)é < .

/ P()u(z)o(z) dz < ( / Pl dx>
Logo, (-} p esta bem definida.

73



Agora, afirmamos que (-, -)p é um produto interno.

De fato, dados u,v,w € L*(R", P) e A € R, temos

(u+ Av,w)p = /P(a:)(u + \v)(x)w(z) dx

- /P(x)u(x)w(m) dx—i—/\/P(:L')v(:U)w(:L') dz

= (u,w)p + A(v,w)p.

Além disso,

(i) (w,0)p = / Pl2)u(z)o(z) dz / P()o(z)ulz) dz = (v, u)p:

(i) (u,u)p = /P(x)u(x)u(x) dz = /P(x)u(x)2 dz > 0.
Por fim,
(u,uyp = /P(x)u(m)u(az)dx = /P(x)u(x)zdx =0,
isto é,
Pu? =0 q.t.p.

Como P(z) > 0, para todo z € R™, conclui-se que
u =0 q.t.p.

Logo, (-,+)p € um produto interno. Finalmente, afirmamos que (L*(R", P),(-,-)p) é um
espago de Hilbert. De fato, considere a norma |||, induzida por (-,-)p. Dada uma

sequéncia de Cauchy (u,) em (L*(R", P), (-,-)p), temos

Hpéun—P%umsz (/ 1
_ (/ P (= 1) (@) dx>2

= ||t — umHP>

1
2

(Phu, — P%um)(x)f dx)

para todo n,m € N. Logo, (P2u,) ¢ uma sequéncia de Cauchy em L2(R"). Como L?(R")
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¢ completo, existe v € L?(R") tal que
P2u, — v em L*(R™).
Como P é positivo, podemos definir

(%
U= ——7.

(ST

Assim,
: o) |
P(x)|lu(x)|” de = | P(x .
¥'<n<>| HJ )| s
:/|v(az)\2 dz
< 00.
Logo,
u € L*(R™; P).

Além disso,
w%—muz(/.mmm%—M@WMJ

(L )

1
= HPwn —v

(PZu, —v)()

)
2

para todo n € N. Passando ao limite de n — o0,
li — =0.
Tim JJup —ufp =0

Logo,

u, — u em L*(R", P).

Portanto, (L*(R", P), (-, -)p) constitui um espago de Hilbert real.

A seguir, mostraremos um resultado fundamental na Analise Funcional e na teoria
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das Equagoes Diferenciais Parciais (EDP), que estabelece uma relagao entre a norma de
uma funcao e a norma de seu gradiente, sendo especialmente 1til no estudo de espacos de

Sobolev e na formulacao variacional de problemas elipticos.

Lema 3.1 (Desigualdade de Poincaré). Sejam P € C°(R",R") uma fungao radialmente

/|x|2n ) dz < o0

e u € C°(R™) de modo que u(z) — 0 quando |z| — oo, e |[Vu| € L*(R"). Para n > 2,

temos

simétrica que satisfaz

/P(x)|u(a:)|2 d < c/ V() da,

Rn

1 2m 1
R™

Demonstra¢ao. Dado (r,w) € (0,00) x R", temos pelo Teorema Fundamental do

onde

Calculo

1-n n

¥ 1n a1 d *d
/r t 2tz &u(tw) dt—/r Eu(tw) dt = u(sw) — u(rw),

para todo s > r. Passando ao limite quando s — oo, temos, por hipdtese,
&0 1—n —1 d
/ tets Eu(tw) dt = —u(rw).

Pela Desigualdade de Cauchy-Schwarz,

2

1-n n

lu(rw)|? = ‘—/ t2t51%u(tw) dt

d 2
< ( EREN &u(tw) dt)
2
< T dt% Tl L 2dté
2 2 —

2

—u(tw)| dt

o d

/ [ s
2—n

= 7:—2/7« 1 iu(tu))

dt
2—n oo
/ " Vu(tw)]? dt

2

dt

r

n—2

,,027n

IN

/OO " Vu(tw)]? dt. (3.3)

n—2
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Como P é radialmente simétrica, temos por (3.3)

[ el o< [ e

Assim,

|w[=1

7427n

n — 2 0
|wl=1

P (o]
- ;_(7“2) / /0 " Vutw))? dt doy,

jwi=1

P o0
! (r) / / "V u(tw))? doy, dt

jwi=1

_ ;P_(? /OOO / V() do, dt

ly|=t

_ rP(r) 9
=5 /|Vu(x)| dz.

Rn

/P(m)|u(m)|2 dr = /000 / Pry)u(ry)|? do, dr

R lyl=r

:/ rt P(r)|u(rw)? do,, dr
0

Jwi=1

S/OOZLP—_(Z)/|VU(x)|2 dz dr

0

:/OOO ;P_(Tg dr/|Vu(:L')|2 dz
_ ni2 /OOOTP(T) dr[|Vu(x)|2 dz

= C’/|Vu(a:)|2 dz
Rn

e o resultado segue.
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Em resumo, se P satisfaz
/ 27 P() d < 0o
Rn

entao toda funcao de classe C'! com o quadrado do gradiente integravel e que se anula no

infinito deve estar em L?(R™; P).

Observagao 3.1. Seja © a média esférica de u dada por

1 /
u(z) = u(|z|w) doy, Yo e R".
( ) NWn J|w|=1
Vamos mostrar que
- |z =
W(2)| < ———=||Vul| r2(gn- 3.6
i(0)) € = |Vl 3

De fato, usando (3.3), temos

ret o 3
< " Vu(tw)]? dt
i)l < 7= (7 e vt ar)

Integrando em ambos os lados sobre a esfera unitaria em R™, em seguida, aplicando a

Desigualdade de Cauchy-Schwarz, obtemos

/ lu(rw)| do, < \/_ ( / 1| V() dt) do,
n J—

|w|=1
5 3
r 2 _ 2
= " NV u(t dt ] do,
— | (/ Vu(tw)] ) 0

jwl=1
/w:1 [(/OOO " Vau(tw) dt>12 do.,

2
T2
< 12 daw)
V1 — 2 (/wzl

— re (/ / " Vu(tw)]? dtdaw>
|w|=1

TL
2—n
r

_ e (/ / "V u(tw)]? doy dt)
|w[=1

n
2—n
r2

— mm( 5 V()| da:)

2—n

N

rz
= m V nwnHVUHL?(R")‘
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Agora, dividindo por nw,,

2—n

1

NWy,

[ lutre) o <

|w[=1

Vu -
IVl

Assim, se u ¢ uma funcio de classe C!' que se anula no infinito e se |Vu| € L*(R"), entao

- 1 /
w(z)| = u(|xlw) doy,
) = | | el
1
< [ julel)] dow
NWn Jiw|=1
2 =
x
< ||Vu||L2(]R")7

vn(n —2)w,
para todo x € R".

Lema 3.2. Seja P € C(R",R"), onde n > 2, uma fungao radialmente simétrica que
satisfaz

/|x|2_"P(x) dz < oc.

R
Seja u € C*(R™,R) de modo que u(x) — 0 quando |z| — oo, e |Vu| € L?*(R"). Entao,
existe uma fungao positiva o: Rt — R, que satisfaz o(t) — 0 quando ¢t — oo, tal que,

para algum R > 0,
[ P@@f dr <o) [ [Vu@) d
le[>R
Rn

a saber,

o(R) = ! /OO rP(r) dr, VR > 0.

n—2Jp
Demonstragao. Defina a func¢ao o: [0,00) — R como no enunciado. Claramente,

o(t) = 0 quando t — oo.

Usando coordenadas polares e Teorema de Fubini, temos, para todo R > 0,

/|JCZRP(:1:)!U(:E)|2 dx:/:r”—l / Plro)u(rw)? do, dr

jwi=1

_ /R e / P(r)u(ro)? do, dr.

jwi=1
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Finalmente, por (3.4), temos, para todo R > 0,

/x|>RP(x)‘u(x)’2 dr < /ROO TP_(TQ)R[ |Vu(z)|]* dz dr

n

_ ! Q/OOTP(T) dr/]Vu(x)]Q dz

n—sJr

— o(R) / V(o) da,

o que conclui o resultado.

Para cada u € C3°(R™), considere
lull} = W72
Isso define uma norma em C§°(R™). De fato, considere
(u,v); = /Vu(x) - Vo(z) d,
R
para quaisquer u,v € C§°(R"™). Dados u,v,w € C§°(R™) e A € R, temos
(u+ v, w); = /V(u + M) (z) - Vw(z) dz
R”
= /Vu(x) -Vuw(z) de + )\/Vv(w) - Vw(z) dz
1 R™

= (u,w)1 + A(v,w),
(u,v) = /Vu(a:) - Vou(z) dx

:]7 Vo(z) - Vu(z) dz

= (v, u);.
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Além disso,

(o, )y = /Vu(x) V() de = / Vu(z)? dz > 0.

Se (u,u); = 0, entao

/|Vu(:1:)|2 dr = /Vu(a:) - Vu(z) dz

R"

Assim,

Vu=0.

Dai, u é constante. Como o suporte de u é compacto, conclui-se que
u = 0.
Logo, (-,-)1 € um produto interno real de Cg°(R™). Além disso,

Hqu =V <u7u>1’ Vu € O((]X)(Rn)v

ou seja, ||-||; ¢ uma norma proveniente de (-,-);. Assim, C§°(R™) munido da norma ||-||,
define um espago real com produto interno. Denote por DV?(R") a completagao deste
espago com respeito a norma ||-||,. Entdo, D"?(R™) é um espago de Hilbert real.
A Desigualdade de Poincaré (Lema 3.1) mostra que, para n > 2, se P €
C(R™.R") satisfaz
/\:U]Q_"P(x) dz < oo, (3.7)

R

entdao DM?(R™) esta imerso em L?(R"; P). Vamos usar o Lema 3.2 para mostrar que se

P satisfaz (3.7), entao DV?(R™) esta compactamente imerso em L*(R™; P).

Proposigao 3.1. Se P € C(R",R") satisfaz

/|m|2_nP(x) dz < oo,
R?’L
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entdao a imersao DV2(R™) — L%*(R™; P) ¢ completamente continuo.

A prova deste resultado é baseada em um resultado analogo em dominios limitados,
o Teorema de Rellich-Kondrachov, que diz que se €2 ¢ um aberto limitado de R” com
fronteira suficientemente suave 9, entao H'(Q2) estd compactamente imerso em L*((2).
Em particular, suponha que {u,,}{° ¢ uma sequéncia limitada em D"?(R"). Desde que
P e C(R",R) e que
P(x) >0, Yz € R",

existe ¢ > 0, por compacidade de Q, tal que
P(x) >c¢>0, Vo € Q.

Pela Desigualdade de Poincaré (Lema 3.1), para P que satisfaz

/|x|n_2P(x) dz < oo,

Rn
temos
1
/]um( )| dx+/|Vum( )| dx:—/c|um daz;+sup/|Vum(m)|2 dz
c
0 Q QO 0
1
< —/P )|t (2 dx—l—sup/|Vum(x)|2 dz
c
Q Q
1
< —/ da:+sup/|Vum ()] dz
c
Q
< I1+c¢

sup/ |V, (z

para cada m € N. Logo, (u,,) é uma sequéncia de H'(Q) e ¢ limitado em H*(2). Pelo
Teorema de Rellich-Kondrachov, existe uma subsequéncia de (u,,) que é de Cauchy
em L%(Q).

Demonstragdo. Seja (uy) uma sequéncia limitada em DV2(R™), isto ¢, existe C' > 0 tal

que
|ukl|, < C, Yk € N.
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Como o(t) — 0 quando t — oo, existe R, > 0, para cada m € N, tal que
R, < —,
o (Fm) mC

uma vez que pelo Lema 3.2 temos, para quaisquer m, k € N,

Pelo comentario anterior, existe uma subsequéncia (u,i”) de (uy) tal que <u§€1)] BR1> é

de Cauchy em L?*(Bpg,). Similarmente, existe uma subsequéncia <U1(92)> de (u,&”) tal
que (u,(€2)| B32> ¢ de Cauchy em L?*(Bg,). Continuando, obtemos uma subsequéncia

(u’(i'p+1)|BRp+1> de <u’(€p)) tal que <u/(€p+1)> ¢ de CaUChy em Lz(BRpH)' Deﬁna’ para cada
ke N,
Vg = U’,:

Mostraremos que (v;) é uma sequéncia de Cauchy em L*(R™; P). Dado £ > 0, existe

p1 € N tal que

1 < €
P 2
Assim,
2 2 2
/P(m)|vm P = / P(@) o — vl + / P(@)|om — vk
R™ By, ||>Rp,
1
< / P(2)|vm — u]* + —
Bry, yai
2 g
</ P(x)|vm —v]|” + =.
Bryp, 2
Como (u,(cp)|BRpl) é de Cauchy em Lz(ngl), para todo p > py, existe py € N tal que

2
/B P(x)‘uggl) — u,(fl)

Rpq

€
< 57
para quaisquer m, k > po. Assim, podemos considerar

bo = maX{pl ) p2}.
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Dados m, k > pg, existem m’ > m e k' > k tais que
ufﬁ}) = (™
ulP) = M,

Dali,
2

[ P@lon-ul= [ P@lu -
B B

Rpq

Rpq

2
P(z) 4P _ u](c;zlio)

m/

I
S

BRP1

A
DO | ™

Logo, para quaisquer m, k > po,

/P(x)\vm — v’ <e.

Rn

O resultado segue da completude de L*(R™; P). ]

Agora, seja f € C(R",R) tal que 0 < f(x) < P(x) para todo x € R", onde

P e C(R™,R) ¢é radialmente simétrica e satisfaz
/|$|2_”P(a:) dz < 0.
R

Definiremos L*(R"; f) como definimos L*(R™; P) no comego da se¢ao. A condigao f(x) <
P(x), para todo € R™, implica que L*(R™; P) esta continuamente imerso em L?(R"; f).

De fato, considere para cada u € L*(R™; P)

bl = ([ snto )

Conseguimos provar, de maneira andloga ao caso envolvendo |[|-[|p, que [|-||; define uma

norma proveniente de um produto interno em L?(R"; f). Além disso,

ol = ([ s@luto)f dx)% < ([ P@lutoF ar) =l

Logo, L*(R™; P) est4 imerso continuamente em L?*(R™; f). Assim, temos a sequéncia de
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imersoes continuas
D" (R") — L*(R"; P) — L*(R™; f).
Sendo a primeira compacto. Portanto, obtemos o seguinte:
Teorema 3.1. Suponha que n > 3, e seja f € C(R™";R) tal que 0 < f(z) < P(z) para
todo x € R", onde P € C'(R",R) ¢é radialmente simétrica e satisfaz
/|a:|2nP(x) dz < 0.
R

Entao DV?(R™) esta compactamente imerso em L?*(R™; f).

Este resultado permite aplicar técnicas do espago de Hilbert ao problema do auto-

valor linear

Au+ Af(z)u=0, z € R"

u(x) — 0 quando |z| — oo (3.8)

[Vul € L*(R"),
onde n > 2, e f € C(R",R) é tal que 0 < f(z) < P(z), para todo z € R", para

P e C(R™,R) radialmente simétrica satisfazendo
/|x|2nP(x) dz < 0.
R

Agora, considere para cada v € L?*(R", f) a aplicagdao v,: DV*(R") — R definida
por

Uy (w) = | f(z)vw dz, Yw € DY*(R™).
/

Fixado v € L?(R", f), temos, por Holder,

()] < / F(@)vw] de

< ([ s owc)é ([ st a)

1oty ([ s as)

2
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para todo w € DV?(R™). Agora, pela Desigualdade de Poincaré,

) < ol (€ [ 190l ar)

= Cllollfllwlly,

para todo w € DV?(R™). Logo,
¥, € (DM*(RM)".

Pelo Teorema da Representagao de Riesz, existe u € DM?(R") tal que
(u,w); = ¥, (w), Yw € DV*(R"),

isto é,

/Vu -Vuw dz = /f(x)vw dz, Yw € DY*(R"),
Rn Rn

ou seja,

—Au = f(x)v em R" no sentido fraco.
Fica definida a aplicagao S: L*(R", f) — D"?(R") tal que

—Au = f(x)v em R"
Sv=u&
u € DY(R™).

Como D'2(R™) — L*(R", f) sao imersdes compactas, conclui-se que S: L*(R", f) —
L*(R™, f) é um operador compacto. Mais ainda, dados vi,v, € L*(R", f), podemos

denotar u; = Sv; e us = Svy. Assim,
(v1, Svg)p = /f(x)v15v2 dz
]Rn
= /f(x)vlug dz.
R
Usando a defini¢ao de S, prosseguimos

(v1,Sva)f = /Vu1 -Vuy dr = /Vug - Vu, dz.
Rn Rn
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Usando novamente a definicao de S, temos
(v1, Svg)p = /f(x)vgul dz
Rn

- / F(x)vaSv; da

R

= /f(:c)Svva dz
R’ﬂ
= <SU1, U2>f.
Logo, S é um operador auto-adjunto. Por outro lado,

(Su,u); = | f(x)uSu dx = [ |V(Su)|* dz > 0, Yu € L*(R", f).
Jrisnee= |

Assim, podemos considerar sequéncias (u;) em L?(R", f) e (i) de termos positivos tais
que pr — 0 e

Suy = pguy.

Dali, para cada k € N,

1 1
Ay + Ef(x)uk = (=A (urue) — f(x)ur)
- —%k (—ASux — f(2)ur)
- —Mik (F () — F(2)ur)

= ()’
isto é, para cada k € N,

R[Vuk(x) - V() de = iR[ f(@)up(x)e(z) dz, Yo € DY*(R™).

Pelo Teorema 9.15 do [10], temos,

u, € W*™s (By), Vk € N.
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Por Imersoes de Sobolev [9, pp. 266; 270], deduzimos que
up € C**(By), Vk € N.

Combinando Imersées de Sobolev com o Corolario 6.9 do [10, p. 101], conclui-se
que

u, € C2%(By), Vk € N.

loc

Assim,

u, € C2*(R"), Yk € N.

loc
Além disso, para cada k,m € N,

(-2 o= (- 2) fromo

R

— [ @, do - = / F (@)t da

HE
Rn
1 1
=— | VSu,-Vu,, dv — — | Vu,-VSu,, dz
ik Hom
R" Rn
1 1
= — [ V(ugug) - Vuy, de — — | Vug - V (ppuy,) de
Hk Hm
R» Rn

:/Vuk-Vum dx—/Vuk-Vum dz
Rn Rn

isto é, para cada k,m € N,
(Uk, Upy) g = 0.
Logo, {u }ren € ortogonal. Portanto, temos o seguinte resultado:

Teorema 3.2. Suponha que f € C{.(R") de modo que, para algum P € C(R") radial-

mente simétrica satisfazendo

/\:B|2"P(x) dz < oo,

R

tenhamos 0 < f(z) < P(x), para todo x € R". Entao, existe uma base ortonormal
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completa {u;}3°, de L*(R™, f) e uma sequéncia de reais positivos (A\z) tais que

)\k—>OO€)\k§)\k+1, Vk e N

Aug + A\ f(x)ur, = 0 em R”
uy, € D1’2(Rn) Cl a(Rn>

loc

O completamento do conjunto ortonormal {uy}7°, pode ser usado para mostrar que

f IVo(z))? dz

A 3.9
L= Igl;glff R (3.9)

Este fato, por sua vez, pode ser usado para mostrar que A\; é um autovalor simples, e que

uma autofuncao correspondente u; pode ser escolhido de modo que
u(x) >0, Vo € R™.

Na verdade, as autofungoes correspondentes a A; nunca se anulam em R™.
Observe que (3.9) junto com a Desigualdade de Poincaré (vide (3.5)) gera a

seguinte limitacao para A;: para algum v # 0, temos
f |Vo(z)|*de

ff(a:)v:z:

f|VU )|Pdx

)\1:

>
_fP 2 dx

v

= (3.10)

Até agora, tivemos éxito em mostrar que para A = \; a equagao

Au+ Af(x)u=0em R"

tem uma solucao positiva limitada, a saber u;, que nunca se anula em R" e tal que
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u(z) — 0 quando |z| — oco. Em seguida abordaremos a questao de avaliar o decaimento

de tal solu¢ao quando |z| — oc.

Para estudar o padrao assintético de uq, vamos primeiramente usar
2—
/|x| "P(x) de < o0
RTL
e o fato de que u; satisfaz

Auy + A f(x)u; =0 em R”

ui(x) = 0 quando |z| — oo

| [Vu| € L*(R")

para obter a representagao integral bem conhecida para u; como um potencial Newtoni-
ano. Essa representacao vai também ser valido para autofungoes superiores. Ao longo do

restante desta secao, também sera assumido que

supug (z) < 1. (3.11)
R

Da desigualdade (3.6) vemos que, se @1 denota o média esférica de u;, entao

Uy (r) =ty (x)

2—n
|z =
Vu
IVl
’]"27”
= Vu
IVl
C
- (3.12)

para algum r suficientemente grande e algum ¢ > 0 de modo que, se n > 2, entao
t1(r) = 0 quando 7 — 0.

Isso também segue do fato de que u;(z) — 0 quando |x| — .
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Para cada r > 0, considere o problema de contorno

—Av = A\ f(z)u; em B,

(3.13)
v = uy sobre 0B,.
Esse problema tem uma tinica solucao v, dada por
e =0 [ G s ay+ T [0
nwpt S iy=r [ =yl
B
onde
oo o)~ (Lo =31 sey 20
G (z,y) =
O([z]) — @(r) se y =
e
2
y=-—zysey#0
|yl
Pela unicidade da solugao do problema de Dirichlet (3.13), temos
ve(x) = uy(z), Vo € By, ¥r > 0.
Fixe z € R" e escolha r > 0 tdo grande que r > 2|z|, entao
2ol [ ) PP (1w
o I y— | . n Ty 99
nwnt = |z — y nwyT " Sy [£_ Y
roor
_ il 1/ —zl(rw)n do,
nwy, T " = |
,
2 2 n
— 2
< rlel (—/ uy (rw) daw)
nwyr T lw|=1
") (1 /
=2"(1—-— do,,
( r2 nwn i uy (rw) do,
n =
=2 — 7 U1 (7’),
Assim, por (3.12),
2 2
r el ul(y)‘n do, — 0 quando r — oco. (3.15)

nwnt Sy = |z —y
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Agora, para cada x #y er > 0,

l, "
lz — 7
o
 n(n—2)w,
B 1
nin — 2)w,|—r — —
r Tl

Passando ao limite de r» — o0,
lim |G, (z,y) — ®(x — y)| = 0.
T—>00
Dai,
G (x,y) = ®(x — y) quando r — oo.

Assim,
Y _
i) = 0G| - |o (Lo -71) | <2t - ).
Observe que

/ B(x — )| f)un(y) dy < / B — )| P(y]) dy,

para cada r > 0. Usando mudancga de variavel, temos

[ 126 =9l dy < [ 100170 o) dy

= [Pl an

n—2)w,
By

para cada r > 0. Aplicando coordenadas polares e Fubini,

/@(33 D uny) dy < —— [t

n—2J nwy,

/ Pz — y]) do, dp,

By
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para cada r > 0. Fazendo novamente mudanga de variavel,

1
nw

| PUsl) doy dp,

" Byw)

1 "
126 yirwun) s — [ 7
n—2J
By
para cada r > 0. Por propriedades de fung¢ao radial,

l/Fﬂx—yﬂf@ﬁu@)dyé;;éi/pr”P@NW1cm

0

1 T
= P(p) d
n_2Aﬁ)@)P

1 o0
< P(p) d
_n—2A pP(p) dp

< 00,

para cada r > (0. Portanto, pelo Teorema da Convergéncia Dominada,
- [ G prun) dy > - [ o - ) fwunl) dy (3.16)
B, Rn
quando r — o0, e de (3.14), usando (3.15) e (3.16), obtemos
wle) == [ @@~ 9)fWul) dy (3.17)
Rn

Desde que a derivacao s6 dependa do fato de
/|x!2_”P(:c) dor < o0
Rn

e de u; ser uma solugao limitada da equagao em (3.13) que é assintotica a 0, podemos
obter a mesma representagao para autofungoes superiores do problema (3.13), bem como
outras solugoes u da equagao em (3.13) que satisfaz u(z) — 0 quando |z| — oo.

Vamos agora usar (3.17) juntamente com a seguinte assergao sobre P:

/P(ZE) dz < oo, (3.18)

R

. -
para mostrar que u; decai da mesma forma que |x|”"" quando |z| — co. Em coordenadas
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radiais, a condigao (3.18) significa:

/ p" " P(p) dp < oo,
0

Se nao, vejamos. Usando (3.18), temos

(e.) o 1
"1P(p) d :/ nlp —/d .| d
/0 p" " P(p) dp o (p) o o p

0B,

:mlun/wp( )/d%dp

x) do, dp

Observe que esta condigao resulta em

/\:U]Q "P(x) dr < oo. (3.19)

De fato, da mesma forma que a desigualdade anterior,

/|317|2 "p d:c—/ /|x|2 "P(z) do, dp
[ [
0

0B,

= / P P(p) - nwnp™ "t dp
0
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Proposigao 3.2. Suponha que f, P € C¢_(R™) N L'(R") de modo que
0< f(x) < P(x), Vr € R"
e P seja radialmente simétrico. Entao, para A = \; a equacao
Au+ Af(x)u =0 em R"
tem uma solucao u; limitada, positiva e C** que satisfaz
2" *uy () < C, Yz € R™,

para algum C' > 0 que depende de A;, P e n.

Demonstracao. Defina

(@) = [ 10z = )|P(ly) dy. Vo € R
RTL
No capitulo anterior, definimos para cada p > 0 a fungao /: R"\0B, — R como sendo

n—2
4
do NWy, P (—) , se x| >p
Iz)= | — == 2]

[z —y|

9B, nwyp, se |x| < p.

Assim,

o(x) = / 1B — )| P(Jy]) dy

SR
- n—2 P
n—2/Jy nwy |g; — y|
9B,
_ 1 /»”C| P(p) doy, dp + 1 /OO P(p) doy
n—2J)y nwn \azf—y\"*2 n—2f, nw, |x—y|"72
OB OB

P

P

L [ P(p) 1 [*P(p)
= -I(z) d -I(z) d
n—Q/O nWy, (z) '0+n—2/z| nwWy, (z) dp
1 [P 1 [P
< / (v) | nwpp dp + / (o) | nwpp dp
n—2 [, nw, n—2 2| TWn
1

/0 N pP(p) dp,

n—2
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para todo x € R". Por outro lado,

o) = / 1B — )| P(Jy]) dy
1

<P d
- / (p> Uyn—Q dp
n—2J, nw, i |z — 9|

_ / () v dp+ / (p) v dp
n=2Jo mwn J |z—yl n=2 g e oz =yl
9B, 9B,

- TP a2 TR
0 |

n—2 NWy, n—2 o NWn

1 [llp e 1 [®P
= / () “ MWy P i dp + / ) “nwyp dp
n—2J0, nw, || n—2J, nw,

1 || R 1 oo
= / """ P (p) dp + / pP(p) dp,
0 n—2 ||

n—2

para cada x € R", de modo que

|| o0

- 1 . 1 .

1 jal 1 ~
< / p" P(p) dp+ —— [ " PpP(p) dp

/OO p" " P(p) dp

x|

1

||
— nflp d
n—2/0 p"P(p) dp +

n —

1

= h "1P(p) d 3.20
— [ e (3.20)

para todo x € R™. Portanto, usando (3.11) e (3.17)

22 () = 22 [ A, / Bz — ) f(y)uly) dy

R

<l [ 106 = ) Pyl sup () dy
R”L

< J2"2A / Bz — )| P(y]) dy
Rn

e, agora, por (3.20)
2" () < Mz ()

N[
— / p" " P(p) dp,
0

n—2
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para todo x € R", e a desigualdade esta estabelecida. O

Agora é possivel mostrar que |3:|"72u1(x) — ¢ quando x — oo para algum ¢ > 0.
De fato, pela Proposicao 3.2,

n—2

——— fuly) < Clz —y’ " f(y), Yo,y €R" (3.21)

Por outro lado,

/ x — g f(y) dy = / r— g f(y) dy + / x — 5" f(y) dy

R™ lz—y|>1 lz—y|<1
< / P(y) dy + / z — """ P(y) dy
|lz—y|>1 l[z—y|<1
< [rPway+ [ -yl P ay
R™ lz—y[<1
<[rwyav+ [ e-utPway
R™ ly|<1+|z|
1+|z|
= /P(y) dy+/ P(r)I(z) dr
Rn 0
1+|z|
< /P(y) dy+/ P(r)nw,r dr
Rn 0
< /P(y) dy+nwn/ rP(r) dr. (3.22)
0
Rn

Multiplicando (3.17) por |z|" ",

n—2 o )\1 |x|n_2
o (o) = et [ s () dy (323)

Passando (3.23) ao limite quando |x| — oo, temos, pelo Teorema da Convergéncia
Dominada devido a (3.21) e (3.22),

lim |z[" %uy(x) = Cn)\l/f(y>u1(y> dy,

|z|—o00
RTL

onde



Combinando este fato com a Proposigao 3.2, temos

Teorema 3.3. Suponha que n > 3 e que f, P € CY%(R") N L'(R") de tal modo que

loc
0< f(x) < P(z), Vr € R"
e que P seja radialmente simétrica. Entao, existe A, a saber \{, para que a equagao
Au+ Af(x)u =0 em R" (A)
tenha uma solugao limitada positiva u que satisfaz
|z *u(x) = ¢ quando |x| — oo,

para algum ¢ > 0.

Observagao 3.2. Podemos obter o mesmo resultado do teorema anterior se supusermos
que

lim sup p*P(p) < oo.

p—00

De fato, seja o: [0,00) — R a fungdo definida por

1,se0<t <1
o(t) =
set>1

{n—2 ’

Vamos denotar, para cada x € R",

(i) m(z) = / & — 4T P)o(ly]) dy:

(i) I(z) = / & — 57" P(y)o(ly]) dy:

B%(w)

||

) @) = [ eyl P dy

2
E claro que, para cada z € R”,
m(x) = I(x) + J(x).
||

Por um lado, se |z — y| > BR entao

|x _ y|2—n S ‘x’2—n2n72.

98



Assim,

" 20@) < ol a2 [ P dy

Iy—xlz%

< 2”‘2/P(y)|y|2" dy

R”
< Q.
] 3|
Por outro lado, suponha que - <yl < —~ O fato de

lim sup p*P(p) < 0o

p—00

diz que existem ¢ > 0 e 7y > 1 tais que

Assim, se |z| > 2rg, entao

Dali,

e, portanto,

n—2 n—2 Czn—l 2—n
2"21(z) < o] / 2 — 7" dy
|5C| lz—y|< 12l

| ’n—2 c2" |x|2
= |T nwy,——
2" " 4

Logo,
z["m(z) < 2" 'nwae + 2”_2/ pP(p) dp, V|z| = 2ro. (3.24)
0

Observagao 3.3. O Teorema 3.3 mostra que a condigao
/P(x) dr < o0, (3.25)
R

onde P € L*°(R"), é suficiente para a existéncia de uma solugao positiva limitada u da

~ . 2— . ~ 2
equagao (A\) decaindo como |z|”™" quando |r| — oco. Mas isso certamente niao é uma
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condi¢ao necessaria. Uma prova do Teorema 3.1.3. para f nao simétrica baseada sé na
condicao
/|m|2_nP(x) dz < oo, (3.26)
R?’L

no lugar de (3.25), ainda intriga os autores. Observe que no caso
0 <p(lz]) < f(x) < P(lz]), Vo € R",

onde p(t) = c¢P(t) para todo t > 0 e alguma constante ¢ com 0 < ¢ < 1, a condi¢ao (3.26)
¢ necessaria para a existéncia de uma solu¢ao positiva limitada u de (\) decaindo como

\:U]Q_". De fato, como para algum ¢ > 0 temos
2" *u(z) — ¢, quando |z| — oo,

existe N > 0 tal que, para algum 6 > 0, temos

2—n
25" S N, el > 6
u(z)
Como u ¢ limitada, podemos definir
1
C =--supu.
& R"
Assim,
[P de = [ e Pl dot [ jof " P(al) ds
Rn lx|<d |x|>6
’ 2—n 1 2—n
<[ irre) [ dodpr [ e ) as
’ o= 2l >6
/5 P(p) d 1/ LN (z) d
=nw, | pP(p)dp— — u(x) dx.
0 cA |z|>6 u()
Dai,
o N
/|x|2_"P(x) dr < nwn/ pP(p) dp — —/ Au(z) dx
2 0 cA |z|>6
5
< nwn/ pP(p) dp + — f(x)u(z) dz
0 C Jiz|>5
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onde N
C=—.

c

De maneira analoga, isso ¢ também verdadeiro se assumirmos que

P(t)

lim sup —= < oo.
t—>oop p(t)
Basta definir Pt
L = lim sup ﬁ
t—o0 p(t)
e considerar § > 0 de modo que
P(t
P) < L+1, V|z| >4
p(t)

Na verdade, suponha que existam constantes positivas ¢y, ¢y e 7 tais que
o < |z|"Pu(z) < e, V|z| >
Usando a representagao integral (3.17) para u, obtemos

cy > |1:|"72u($)

e / Bz — y)f(y)uly) dy

Rn

ClA / |I’| 2—n
> ———p(ly)ly|"" dy.
n(n = 2)wn Jrcpylal |z —y[" "
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Assim,

|| |I|
ey s | G 229 (lyDlyl*™" day, dp

|£E| |m|n_2 2—n

= |x T— doy p(p)p™" dp
|a:\ .
|$‘ |CL’| 2—n

> 2n PR doy, p(p)p™™" dp

A |x|
= 53 5] (; =3 / pp(p) dp,

para todo |x| > r. Logo,
/ pp(p) dp € finito,

e isso implica

/\x|2_"P(x) dz = / P> "P(p) nwup™ ' dp
Rn

0

= / pP(p d,o—l—nwn/ pP(p) dp
0 T

< 00

Observagao 3.4. Observe que A para o qual (\) tenha uma solugao positiva limitada u
: 2—-n ., - . ~ ..
que decai como |z é tnico. De fato, suponha que existam funcgoes limitadas v e v em

C?(R"), ambas estritamente positivas que satisfazem

Au+ Af(x)u =0 em R"

Av+ pf(x)v =0 em R",

para algum A e p em R”, respectivamente. Suponha também que
u(z) - 0 e v(z) — 0 quando |z| — oo

e que

2" Vu(z)] = O(1) = |2|"|Vo(z)| quando |z] ~ oc.
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Entao,
2" *u(z) = O(1) = || quando |z| &~ co.

Considere, para cada r > 0,

(i) u(a,) = max u;

™

(ii) w(b,) = max Vv,

B,

(iil) u(c,) = max v;

T

(iv) u(d,) = max Vu.

Usando as Identidades de Green, temos

(A— ) / f(@)uv dz = / (u(—pf (@)0) — o(-Af(x)u) da

By

- / (uAv — vAu) dz

B

_/ ov B ou d
= uanm Uam O

0B

Agora, usando a definicao de derivada direcional na direcao do vetor normal unitario

exterior, inferimos que

i) [ F@uw o= [ @(Voen) = o(Vu-n) do,

0B

= / (uVv —oVu) - n, do,.

dB,
Finalmente, usando a definicao de maximo, concluimos

(A=) / f(@yuo dz < / (/W0 + o] Vu]) do,

B, OBy

< [ QeI + el Va(dr)) do
0B,
= nw,r™ ™ (Ju(a,)[[Vo(b,)| + [v(e)|[Vu(d,)])
= nwn<|u(ar)||br’n_1|vv(br)’ + |U(Cr)lldr’n_1|vu(dr)’)v

para todo r > 0. Passando ao limite quando r — oo,

(=) [ F@uta)ola) dr =0
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de modo que A = p, uma vez que f, u e v sao positivos. O fato de que
2" Vu(z)] = O(1) quando |z| — oo

segue da representacgao integral de u que gera a estimativa

" Vu(z)] <

A / 2"
TwnVn ) -y

=P (yuly) dy. (3.27)

-1
|

Para demonstrar (3.27), fixamos = € R™. Assim,

Ou oy = —x / O )i )uly) dy

Rn
- _A/ 0l 0L ) ay
nWy,
]Rn
——2 [ wle = oWl 4
= e, Ty —Yi)|T — Y y)uly) ay.
Rn
Dali,
n— n— A —n
"9t < o (2 [ o=y o) dy

Rn

)\ / |x|n 1
< — P(y)u(y) dy.
wn\/ﬁRn |z — y TP )uly)

Por outro lado, podemos considerar para cada r > 0 a fungao I;: R"\S, — R dada por

nwy, se x| <r

11(1') = / &n—l = r n—1
wi=r |7 — Y| nwy, B , se |z| >r.

Como u é limitado, temos

L_n_lp(y)uw) dy

LP(y)u(y) dy = / %P(y)u(y) vt /

n—1
J e =yl

‘$| [e'e)
< / 2" ()l () dr + /| el P ) dy
0 x

o0

||
— HuHoonwn/ " LP(r) dr + HuHoonwn/ ]m\"ilP(T) dr.
0

||
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Assim,

n—1 || 00
[ Pt dy < bl [P e Ll [P0 0
R’?’L

o]
= ||u||oonwn/ "L P(r) dr. (3.28)
0

Combinando (3.27) com (3.28), concluimos que

ol V(o) < Al [ o PG
0

3.2 Problema semilinear de autovalor

Esta secao trata da perturbacao nao linear do problema linear estudado na secao
anterior. Vamos primeiramente provar um resultado que se aplica a perturbac¢oes nao

lineares limitadas.

Lema 3.3. Para todo z € R" e P € L*(R"), temos

[yl Pt dy < 2Pl + [ 15" Ply) .
R™ R™

Demonstrag¢ao. Vamos denotar por
mia) = [ Iy =" "Pl)o(ls)) dy
Rn
e por
I= [ el Py dy
B (=)
J = ly — 2| " P(y)o(lyl) dy

BlﬁBl (CC)C

K= ly — = "P(y)o(ly]) dy.
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Assim,

[ / ) ly — 2" P@)o(y]) dy

»)
1
— [ [ =l Pl doy dp
0 JOB,(x)
1
— [ P [yl o, 4
0 OBy (x)
1
~ [ Pt [ o,
0 0B, (x)
1
— [ P@oto)r " nisnp™ dp
0
1
— o, [ Plo)olp) dp
0

1
< nw, / T A—r

= 1wn|| Pl oo ()
para todo x € R™. Além disso, para todo = € R",
yeBi(x)'NB = |ly—xz| < 1.

Dai,
J= [y Pl dy
BiNBji(z)°

< / 1P e ey Iy
Bi1NB; (:Z?)C

= nwnHPHLOO(R")7
para todo x € R". Finalmente, para todo z € R",
y € Bi(x)* N Bf = |y — x| " e ally]) = [y

Assim,

K= ly — x| " P(y)o(|y|) dy
BSNB (x)°

S/ P(y)ly[*™" dy
B{NBi(x)°

S/ P(y)ly)* ™" dy,
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para todo z € R". Logo,

m(e) < 2APlmian + [ PO dy, Vo € R

]Rn

Teorema 3.4. Assuma que f € C2,

modo que

/|x|2nP(\x|) dr < oo
R

e que
0 <p(lz]) < f(z) < P(|z]), Vo e R™.

]

(R™), para algum 0 < a < 1, que p, P € C(R"), de

(3.29)

Seja g € C(R) uma fun¢do nao decrescente de modo que 9t) seja limitada em [0,00) e

que satisfaz

: 9(§) n—2
lim sup < ==
¢ 2
lim inf 9(¢) > "o

&0t & [P pntP(p) dp

Entao, existe uma solugao positiva u de
—Au = f(x)g(u) em R"

que satisfaz |x|n_2u(x) — ¢ quando || — oo, para alguma constante positiva c.

Demonstracao. Seja, para cada k > 0,
1
C = {u e C(R") ‘ EUHxD <wu(z) < ko(|z|), Yz € R"} :
Considere a fungao 7: C(R") — C(R") definida por

Tu(z) = / Bz - y) f(y)g(uly)) dy,

Rn

para todo u € C(R") e x € R" .

(3.30)

(3.31)

(3.32)

A existéncia seguird do Teorema do ponto fixo de Schauder se pudermos mos-

trar que 1': C, — Cj, para algum k positivo e que T' é completamente continuo em Cy.

Fixado k > 0, considere u € C;. Desde que f < P e g seja nao decrescente

Tus) < — /| otk )
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para cada z € R". Se = € Ci, com |z| < 1, entao

M) < ot / otk () dy

I / /| 'yL cg(ka(ly])) do, dp

:m/o P(p)g(ko(p) /\y—x\ " do, dp

0B,

- ;)w / " P(0)g(ka(p))I(x) dp

n(n —2

< m / " P(p)g(ko ()P miwnp™ dp
— 5 | oPWutiol) 4

/Ooo pP(p)g(k) dp

n—2

_ k@ﬁ /0 " oP(p) dp. (3.33)

Denote

o que nos permite denotar também

Vi > ko. (3.34)

Assim, por (3.33) e (3.34),

n—2 1 o
Tu(z) <k (fooo P00) dp) — /0 pP(p) dp =k, (3.35)

para todo k > ko. Agora, usaremos novamente a fungdo I: R"\S, — R, do capitulo
anterior, definida por

n—2
do, nwnp(’ |) , se x| >p

0B, nwpp, se |zl < p,
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para cada p > 0. Assim, se x € C, com |z| > 1, entdo

onde

oo [ = st a

Y
/ / LU otk ) e, 0
cn/ P(p)g(ko(p /Lmdpﬂn/ g(ko(p / d"y
0 ly 1 ly —

6 | Poatio(o) - 10) do+a, [ Ploiatko() - 1) dp

Cn /01 P(p)g(ko(p)) - nwnp <‘ |>n_2 dp + cn /loo P(p)g(ko(p)) - nwnp <‘ ’>H dp
1

[ Patko() dpt 5 [ 1l Plalo (o) dp

n—2
n _n— 1 > -n n— _n
n_g/ " " P(p)g(k) dﬂ+—2 " 0" P(p)g(kp*™) dp
o7 (50) [ L[
—k mip(p) dp+ —— [ pP(p)PEP_) g .
n—2 E o/, () p+ P ka—n P (3.36)

Seja, para cada p > 1e k > 1,

g(kp™")
pu— P —_—,
a(p) = PP(p)=1 o=
Desde que & seja limitado em [0, c0) por uma constante C' positiva, digamos, temos

onde

0 < ar(p) <CpP(p), Yp =1,

C, = pC.

Por isso, desde que pP(p) € L*([0,0)) por (3.29), temos

[Tt an< [Topm i
e L
< 0,
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para cada k > 1. Logo,
q € L'([0,00)), VE > 1.

Agora, seja, para cada k > 1, a fungao hy: [0,00) — R dada por

hi(p) = sup ¢;(p), Vp € [0,00).

izk

Entao, paracada k> 1ep > 1,
0<4q;(p) <CpP(p), ¥j =k,

ou seja, para cada k > 1 e p > 1, podemos afirmar que pP(p) é uma cota superior de

{ai(p)}j>k- Assim,
0 < hi(p) < C,P(p), Yp > 1.

Portanto,
hy € L*([0,00)), Yk > 1.

[1,00) [1,00)

/thSUp / q;-
j>k

[1,00) [1,00)

Por outro lado, para cada k > 1,

Logo, para cada k > 1,

Esta desigualdade juntamente com o Teorema da Convergéncia Dominada implica

que

limsup/ ax(p) §/ lim sup hi(p) dp
1 1

k—o0 k—o0

0 P A2—n
:/ lim sup (suppP(p)g(,jpT_)> dp
1 p="

k—o00 ji>k

e P 2—n
. 9(jp
:/1 pP(p) lim sup (sup %) dp

k—o00 >k

= [Topto) i (sup 8222

k—oo \ >k jp2_”
00 k 2—n
—/ pP(p) limsupM dp
1

k—o00 kpg_n

e k
< / pP(p) limsupM dp
1 k—o0 k
k oo
= limsup%/ pP(p) dp.
1

k—o0
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Por (3.36), temos para cada |z| > 1 e u € Cy

Tu(z) < ka (M /OlpP(p) dp + /100 PP(P)% dp)

n—2 k
™" [ g(k) /1 . g(k) /“’
<k (L2 pP(p) dp+1 2 P(p) d
<k — |7 Op(p) p o lim sup = lp(p)p
|$|2_"( n—2 /1 n—2 >
<k 5 pP(p) dp+— pP(p) dp
n—2\ [;"pP(p) dp Jo I pP(p) dp J;
k
= — ., Yk >k (3.37)

||
Combinando (3.35) e (3.37), temos, para todo k > ko,

Tu(z) < ko(|z]), Vx € R", u € Cy

Por outro lado, desde que
f(x) = p(|z]), Vo e R”

e ¢ seja nao decrescente, temos, se u € Ci, entao, para todo k > 0,

Tu(z) > /|y Iy! <0(Ly|)) dy

- M/ v —(’5:)29 (g(lzy‘)) .

o) = et (1) L g

_ 1 1\ ! p(lyl)
- —n(n — Q)an (E) /0 aB/ _|y ~ $|n72_ doy, dp.

Assim,

Logo,
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Assim,

=g (%) niQ/Olpp(p) dp
> g (%) Z(I_x|2) /Olpp(p) dp
- %g <§) Z(!_%IQ) /01 P""'p(p) dp

Por (3.31), temos para todo k > kg

Tu(x) a(|x|), Vo e R"™.

v

Portanto, para k suficientemente grande, Cy é invariante sob 7.

Para completar a parte da existéncia, precisamos verificar (i) e (ii) como segue

(i) T é continua com respeito a topologia da convergéncia uniforme em Cy.

(ii) T'(Ck) é compacto com respeito a topologia mencionada anteriormente.

Demonstragao de (1). De fato, considere uma sequéncia (u,,) em C; que converge para

algum u € C;, com respeito a topologia da convergéncia uniforme. Como
/|m|2_”P(x) dz < oo,
Rn

concluimos, pelo Teorema 1.4, que P cumpre a propriedade (H). Pelo Lema 1.3,

P
/%dy<oo.
|z —y|
Rn

Dado € > 0, existe 6 > 0 tal que

3

g(ko(y)) < 1 , Yy > 6.

P(p) d
n_Q/Op(p)p

Como g é continua, conclui-se que g é uniformemente continua em [—k, k]. Assim, existe
09 > 0 tal que

3

2/000/?13(/)) dp'

Z,w € [_kvk]7 |Z—’LU| < 52 = |g(2’) _g(w)| <

Como u,, — u uniformemente em R", existe mg € N tal que
m > my = |un(2) —u(z)] < de, Vz € R™
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Assim,

w%ww—TM@Mg/@@—xﬁ@mmm>—mwwm

Rn

:cn/Vuy—mﬂwWWM—awndy+/"@@—szmm%>—mwww

lyi<o [yl >3
< / Oy — ) f(y)lg(um) — g(u)| dy +2 / Oy — ) f(y)lg(ko(y))| dy
lyi<o lyl>6
[ew-arwa [ ow-asway
R 'Iy\ét; _ 1o 'Iy\éi _
n—2/o pP(p) dp n—2/o pP(p) dp
[ow-0swa [ew-aswa
<e- i = + 92 2 —
= [ e =5 [ erera
273
para todo m > my. O

Demonstracao de (ii). Dada uma sequéncia (u,,) em Ci, denotemos, para cada m € N,
U, = Ty,

Assim,

Tup(z) < ko(|z]) < k,

para todo z € R" e m € N. Logo, (v,,) € equilimitada. Observe que, para cada z,z € R",
1d
Oy —z)— Py — 2) :/ dtCI)( y—c+tlx—2))dt
0
:/ Vo(y —az+t(x—2)) - (x—z)dt,
0
para todo y & {(1 —t)x +tz: t € [0,1]}, e assim,

1
rwy—w—¢@—znsu—a/NV®@—x+wx—@ﬂw
< x—z|/’ (1—t)x —tz|" " dt.

113



Dai, pelo lema anterior,

|om (%) = vm(2)] =

[ @)~ 0 - ) Plt) @

< Mk / By — 2) — B(y — )| P(y)o(|y]) dy

< a2 ([ == ) Pl dy

Mk ! Y
- [ ( ly— (1= )z — t2 " P(y)o(ly]) dy) at
Mk 1
= — 1—t ty) dt
o=yl [ m((1 =0z +1)
MEN,
S |:B_y|7
nwy,

Logo, (v,,) € equicontinua em R"™. Pelo Teorema de Arzela-Ascoli, existe uma sub-
sequéncia convergente (vy;) de (v,,). Usando recursivamente o Teorema de Arzela-
Ascoli, podemos considerar, para cada i € N, uma subsequéncia convergente (v(;41);) de

(vi;). Denote, para cada i € N,

Um; = Vi

Dados € > 0, existe 6 > 0 tal que
5 < =
2k’

Por outro lado, existe is € N tal que
i,j >is = |Um,(x) — v, (z)| < e, Vo € Bs.
Assim,

}vm(a;) — vmj(:r;)‘ < o, (2)] + |’Umj(:L')‘
< 2ko(|z)
< 2kl
< 2k6%"

<e,
para todo x € R™\ Bs. Logo,
i,j =i = |vm, (@) — vm, ()| <&, YV € R,

isto é, a sequéncia (v,,,) converge em Ci. Portanto, T'(Cy) é compacto. O

Os itens (i) e (ii), pelo Teorema do ponto de fixo de Schauder, completam o
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resultado.

Observagao 3.5. Se g(&) = A, para todo £ € R, entao

9(§) (£)

A = limsup —* = liminf —=.
£—o0 =0t

Assim, o resultado no Teorema 3.4 nao se aplica para este caso uma vez que

n—2 n—2
>

/0 1 p""'p(p) dp /0 1 pp(p) dp.

Exemplo 3.1. Seja g: R” — R a fungao dada por

g(&) = Narctan(§), V& € R™.

Como
larctan(§)| < m, V€ € R™,
temos
lim sup @ < Alimsup il
E—o0 £—o0 f
=0,
isto &,
—2
limsup@ =0< 1n—
fooo & Jo pp(p) dp
Além disso, por L’Hospital,
Aarct
lim inf @ = liminf M
£—0t f £—0t §
— Miminf arctan(€)
£—0t
) T 2Rtan(§)
£—0t
=\ lim ——
¢—ot 1+ &2
= A

n—2
e :
Jo P tp(p) dp

Assim, existe uma funcao u: R™ — R que satisfaz
—Au = Af(x)arctan(u) em R"
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e também ]a:\"izu(x) — ¢ quando || — oo, para algum ¢ > 0. Na verdade, o resultado

mais geral que se segue ¢ verdadeiro.

Corolario 3.1. Assuma que f € C2_(R"), para algum 0 < a < 1, que p, P € C(R"), de
modo que
/|x|2"P(|x|) dz < co. (3.39)
R
e que
0 <p(lz]) < f(z) < P(|z]), Vo € R".

Suponha que g seja uma funcao real limitada diferenciavel em R que satisfaz

(i) ¢'(§) =0, V¢ € [0,00).

Se, para algum A\ > 0,
n—2
> = ) ,
Jo Ptp(p) dp

entao existe uma fungao u: R™ — R que satisfaz

Ag'(0)

—Au = Af(z)g(u) em R"

e também |z|" *u(x) = ¢ quando |z| — oo, para alguma constante positiva c.

Demonstrag¢ao. Considere h = Ag. Como ¢'(§) > 0, para todo £ € [0, 00), concluimos que

h & monodtona nao decrescente. Agora, resta-nos mostrar que

-2
lim sup hE) < = n
cve & [T op(p) dp
lim inf hE) > n-2

&0t & [Fpnip(p) dp

Pelo Teorema do Valor Médio, existe k¢ € (0,€), para cada & € [0,00), tal que

9(&) = g(§) — 9(0) = ¢'(ke)(§ = 0) = g’ (k)€

Assim,
W) _ M&) _ Mg (k)€ _
3 3 3

Passando ao limite inferior quando £ — 07, temos, por hipotese,

s h(f) / n—2
liminf —>2 = .
ot 70> Jo " plp) dp

g'(ke)

£—0t f
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Por outro lado, como ¢ ¢é limitado, temos

h(§) _ Ag(&) _ \supyg
§ & - ¢

Passando ao limite superior quando £ — oo,

, V€ €10,00).

he) n—2

limsup ——==0< ——,
oo € Jo p(p) dp

o que conclui o resultado. O

Para lidar com o caso de perturbagoes sublineares do problema linear, devemos
impor restrigoes adicionais & nao linearidade g, bem como ao coeficiente f. Estas sao

precisamente declaradas no seguinte resultado.

Teorema 3.5. Assuma que f € C{ (R"™), para algum 0 < o < 1, que p, P € C'(R"), de

modo que
/\x|2nP(]x|) dz < oc. (3.40)
R

e que
0 < p(lz|) < f(z) < P(|z|), Vo € R".

Seja g € C'(R) uma fungdo nao decrescente. Assuma que % seja nao crescente em (0, 00)
e que
[ ot P() dp < 0 (341)
1
Se
. 9(&) n—2
lim sup < == (3.42)
¢voo & Jy pP(p) dp
e
-2
limint 48 5 __ " (3.43)

et & T [ p(p) dp

entao existe uma fungao u: R™ — R que satisfaz
—Au = f(x)g(u) em R"

e também

2" *u(z) — ¢ quando |z| — oo,

para algum ¢ > 0.
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Demonstragao. Seja o: [0,00) — R a fungao definida por

1, se0<t<1
o(t) =
—, set>1
tan

e, para cada k > 0,
1
&= {uecm) | folel) < ute) < hole), va e}
Considere a funcao T': C(R™) — C(R") definida por

7)) = [ 0o~ ) Wg(uly) dy (349

para todo u € C(R") e z € R™.
A existéncia seguird do Teorema do ponto fixo de Schauder se pudermos mos-
trar que T': C, — C, para algum k positivo e que T é completamente continuo em Cy.
Fixado k& > 0, considere u € C. Desde que f < P e g seja nao decrescente

T(u)(z) < n_Q /’ ‘yL sa(ko(ly))) dy,

para cada € R". Se |z| < 1, entdo

T(0)(x) < n(n_l2>wn / |yp(’j‘229<ka<|y|>> dy

1

n(n — 2)w,

:;m /Omp<p>g<ka<p>> [t o, 4

n(n — 2

e | POtk [ doydp

n(n —2
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Assim,

1 [e.e]
1)) = 5 [ Platkol) dp
n — 2 0
1 oo
< P k) d
_H—QA pP(p)g(k) dp
glk) 1 /°o
= k== P(p) dp. 3.45
A pP(p) dp (3.45)
Denote
€~>oo 5
0 que nos permite denotar também
—2
f= o — L >0

Jo pP(p) dp
Por (3.41), existe ky € N tal que

k -2
_9<k) <Lte= i Vk>h (3.46)

Assim, por (3.45) e (3.46),

T(u)(x) < k (fo ZP_ 2 dp) . ! . /OOO pP(p) dp =k, (3.47)

para todo k > ko. Agora, usaremos novamente a fungdo I: R"\S, — R, do capitulo

anterior, definida por

n—2
do nwnp( ) , se x| >p
[(£) = % = ’ |

OB [z =yl nwyp, se |r| <
p Ps P

para cada p > 0. Assim, se |z| > 1, entao

/ = 'y‘n P ko))

)
/ / U otk ) o, o
d d
/ g(ko(p / Jyn 5 dp—i—cn/ g(ko(p / Wy
|y — x| 1 ly =™

0B,
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Assim,

Tw)a) = [ Po)atko(p) - 1) dp+cu [ Plolaha(p)) - 1(a) dy

(n)g(ko(p))
/O P(p)g(ko(p)) - nwnp <£>n2 dp + cn /1 ) P(p)g(ko(p)) - nwnp <£)n2 dp

|z] 2]
e / o Plp)g ko () dp+—— / L P)g(olp)) dp

1 ' -n n— 1 OO -n n— -n
= 2/ j2|* " p" P (p)g (k) dp+—/ " 0" P(p)g(kp*™) dp
0 n—2/;
2—n

n_
2" (9(k) /1 G /°° g(kp®™")
=k——F == ""P(p) d P(p)————=dp ). 3.48
Sl (p) dp+ — o (p) e (3.48)
Seja, para cada p > 1e k > 1,
g(kp*™")
=pP(p)————=.
a(p) = PP =P 5=
Desde que & seja mondtona nao crescente em (0, 00), temos
g(kp*™)
0< =pP(p)———=
< alp) = pPP) ==
- g kp2—n
= gl p Lp(p)

<p"g(p*")P(p),
para cada p > 1 e k > 1. Por isso, desde que pP(p) € L'(]0,0)) por (3.40), temos
/ ar(p) dp </ p"Lg(p* ) P(p) dp < oo,
0 0

para cada k > 1. Logo,
qr € L'([0,0)), VE > 1.

Agora, seja, para cada k > 1, a fungdo hy: [0,00) — R dada por
hi(p) = sup g;(p), Vp € [0, 00).
Jzk
Entao, paracada k> 1ep > 1,

0 <g;(p) < CpP(p), ¥j 2 k,

ou seja, para cada k > 1 e p > 1, podemos afirmar que pP(p) é uma cota superior de
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{4 (p)}j>k. Assim,

Portanto,

hy, € L'([0, 00)), Vk > 1.

Por outro lado, para cada k > 1,

[1,00) [1,00)

Logo, para cada k > 1,

/thSUP / qj-
jzk

[1,00) [1,00)

Esta desigualdade juntamente com o Teorema da Convergéncia Dominada implica

que

limsup/ ax(p) §/ lim sup hi(p) dp
1 1

k—o0 k—o0

0 P A2—n
:/ lim sup (suppP(p)%) dp
1 p="

k—o00 i>k

o0 P 2—n
:/ pP(p) lim sup (sup M) dp
1

koo \j>k Jp>"

= [Topto) i (sup 8222

k—oo \ >k jIOQ_”
> . g(kp®™)
= P(p)limsup ———~=
/1v P (p> k—o00 kPQ_n

> k
< / pP(p) lim SupM dp
1 k—o0 k

= lim sup@/ pP(p) dp.
1

k—o0

dp

Por (3.48), temos, para cada |z| > 1 e u € Cy,

T(u)(z) < k‘w (@ /OlpP(p) dp + /100 pP(p)m dp)

— 2 kPan
2—n 1 OO
z k - K
Sk’ | M/ pP(p) dp—i—hmsupﬁ/ pP(p) dp
n—2 k 0 k—o0 k 1
|x|2_n( n—2 /1 n—2 =
<k - pP(p) dp + oo—/ pP(p) dp
n—=2\J, pP(p) dp Jo Jo~ pP(p) dp Jy
k
- |22 Vk = ko 349
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Combinando (3.47) e (3.49), temos, para todo k > ko,
T(u)(x) < ko(|z|), Vo € R", u e Cy

Por outro lado, desde que
f(x) = p(|z]), Vo e R

e g seja nao decrescente, temos, se u € Cy, entao, para todo k > 0

7) = o / L) ay
/ |y| <U(Ly|)) dy
ly —
S e /|y|<1 |y—(|i||’)’—29 (J(Lyl)) dy

1 Yy
|y|<1 ly — xl

.o,
o
]
—~
w
W
w
S—
-
:
o
@
e}
jav)
=
s
-t
o
o
>
v
T~
<

T ) > 220 v e re

Portanto, para k suficientemente grande, Cy é invariante sob 7.

Para completar a parte da existéncia, precisamos verificar que

(i) T é continua com respeito a topologia da convergéncia uniforme em subconjuntos

compactos;
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(ii) T'(Cx) é compacto com respeito a topologia mencionada anteriormente.

As provas de (i) e (ii) sdo andlogas a aquelas dadas feitas no Teorema 3.4. Os
detalhes vao portanto ser omitidos.
O problema anterior pode ser visto como um estudo analitico da solugao obtida no

Teorema 2.1 O

Corolario 3.2. Sejam f € Cp (R"), para algum 0 < a < 1, e p, P: R® — R fungoes

continuas em [0, 00) que satisfazem
0 <p(lz]) < fx) < P(lz]), Vo € R",

Assuma que, para algum 0 < v < 1, (veja o Teorema 2.1)

(/ M%Mdpg)/’p“H“%mP@MM<xn (3.50)
1 1
Entao, existe uma funcao u: R™ — R que satisfaz

—Au = f(z)u” em R" (3.51)

"u(z) — ¢ quando |z| — oo,

|z
para alguma constante ¢ > 0.

Demonstragao. Seja g: R — R a fungao dada por

9(§) =¢", V¢ eR.
E claro que g é nao decrescente. Desde que 0 < v < 1, temos

# _ :uv _ Iu'y—l < g'y—l _ f_"f 9(5)

para todo &, u € (0,00), com & < p, isto é, @ é decrescente. Além disso,

[Pl d= [ [ a7 p(al) do dp

R™ dB,

_ /0 2" P(p) / do, dp

9B,

= / P> "P(p) - nw,p™ ! dp.
0
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Assim,

< nwp,
< Q.
Por fim,
N
lim sup @ = lim sup 5—
E—o0 E—o0 §
= limsup & *
E—o0
=0
- n—2
Jo " pP(p) dp
e
.
lim inf @ = lim inf >~
-0t & £—0+
= liminf &1
£—0t
= 00
n—2
> = — .
Jo P p(p) dp
Pelo Teorema 3.5, segue o resultado. [

Exemplo 3.2. Este exemplo trata das perturbacoes lineares da equagao
Au+ Af(x)u =0 em R",

onde 0 < p(|a|) < f(x) < P(le]), para todo z € R".
Seja h uma funcao real positiva, ndo decrescente, continua e que satisfaz h(0) = 0.

Assim, podemos considerar, para quaisquer i > 0, a fungao real g dada por

9(&) = A& + ph(§), V€ € (0, 00).

(i) Suponha que h seja limitado, que @ seja limitado e que
h
liminf& =a>0.
£—0t
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Se f, p e P sao como o estabelecido no Teorema 3.4, entao para todo A e u que

satisfaz
)\ < n—_2
Is"pP(p) dp’
n—2
A+ ap >

I3 om=tp(p) dp’

existe uma funcao u € C?(R"), positiva e limitada, que satisfaz
Au+ Af(z)u = —pf(z)h(u) em R" (A, 1)

e |z|"*u(z) — ¢ quando |z| — oo, para algum ¢ > 0. Com efeito, note que g é

monoétona nao decrescente. Além disso,

lim sup 98 _ lim sup ()‘5+—“h<5>>
§—o0 5 £—o0 f

= lim sup ()\ + ,u@)

£—o00 f

h(€)

< A+ plimsup —=
E—o0 f

sup h

< A+ plimsup
£—o0 6

= A
n—2

= = pP(p) dp

lim inf ﬁ = lim inf (Ag—i_—“h(g))
S €50+ ¢

i h(§)
= llgﬂ_l)érjf <A+MT>
.. . h(§)
> 1 —==
> A+ 1£H_1>é£lf ¢
= A+ ua
n—2

> — :
Jy o 'p(p) dp

Pelo Teorema 3.4, segue-se a afirmagao. Note que

/0 () dp < /0 L oplo) dp = /0 R0 dp.
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Assim, podemos escolher 1 de modo que

- 1 n—2 n—2

2 - oo .

a\ [y o 'p(p) dp  Jy PP(p) dp

Logo, existe na verdade um intervalo para o qual a equagao (A, p) tem uma solugao

. L. . 29— L.
positiva limitada decaindo como |z|"™" quando |z| — co. Mais ainda, se

B n—2
I5 pP(p) dp

1 n—2
h=—— |
a+ 1\ [ tp(p) dp

h

e se a ¢ tao grande que

n—2 - 1 n—2
Jo pP(p)dp ~ a+ 1\ [1pn-ip(p) dp )
entdo, para todo A € (lg, 1),
A<l =——"—
L eP(p) dp

A4 aX > Iy + aly

1 n—2 1 n—2
T a+l Lon—1 +a.a+1 L on—1
Jo 7 p(p) dp Jo 7 p(p) dp

_1+a< n—2 )
at 1\ [y o 'p(p) dp

B n—2
[ pn=1p(p) dp

Logo, existe, pelo que foi feito anteriormente, uma funcao positiva limitada u: R" —

R que decai da mesma forma que |z|*>~" quando |z| — oo, e que satisfaz
Au~+ Af(x)(u+ h(u)) =0 em R". (\)

Isso esté em forte contraste com a unicidade de A;(f), para uma funcao radialmente

simétrica f, para o problema linear demonstrado na se¢ao anterior.
(ii) Suponha que a fungao h: (0,00) — R seja definida por
h(§) =&, V&€ >0,
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para algum 0 < v < 1, e que P satisfaz

/ P P(p) dp < oo (3.52)
1

Entao, P também satisfaz

/\:c]Z_”P(\x]) dz <

R’I’L
Pelo Teorema 3.5, para todo i > 0 e A > 0 de modo que

n— 2

A<
Jo pP(p) dp

existe uma fung¢ao positiva limitada u: R” — R que cumpre
Au+ MNf(x)u = —pf(x)h(u) em R"

. 2—n . .
e que decai como |z|”". Desde que este caso possa ser visualizado como o caso
limite a — 400 do item anterior, podemos concluir que, para todo A € (0,1;), existe

uma func¢ao positiva limitada u: R™ — R que satisfaz
Au+ Af(x)(u+u”) =0 em R”
e que decai como ]:1:\24“ quando |z| — co. De fato, note que, neste caso,
g(&) = X+ X7, VE > 0.

Claramente, g é mondtona nao decrescente. Além disso,

lim sup @ = lim sup (M)

£—o00 £—o00 5

= lim sup ()\ + )\57_1)

£—00

< A+ Mimsup&r!

E—o0
=\
- n—2
Iy~ pP(p) dp’

n—2

lim inf @ = liminf (/\ + )\57_1) =00> — .
A S Jo PP1P(p) dp

Portanto, pelo Teorema 3.4, concluimos o que queriamos demonstrar.
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Para O Caso €em que
- n—2
1 YR
Iy pP(p) dp

onde \; é o primeiro autovalor do problema linear

A

Au+ Af(z)u=0em R"

u(z) — 0 quando |z] — oo

1Vl € PP(RY),

deve ser possivel estender a faixa de valores de A para que (), u) tenha uma solugao
. . .. . 2— ~ . . ~
limitada positiva que decai como |z|""". N&o sabemos se isso pode ser feito ou nao, mas

parece ser uma pergunta interessante. Observe, contudo, que se P satisfaz

/P(x) dz > oo,

R
para todo A > Aj, ndo se pode esperar a existéncia de solugoes positivas limitadas de ()
que decaia como |z|*~" quando |z| — oo, pois se u é tal solucio que corresponde a \, o

mesmo argumento que leva a representacao integral (3.17) para uq, a saber,

() = A, / B(r — y)f(y)urly) dy,

R
gera a representacao integral

u= A\T(u),

em que 7' é o operador integral definido em (3.44). Isto, por sua vez, implique que
2" | Vu(z)] = O(1) quando |z| — oo,

visto na Observagao 3.4. Pelo Teorema 3.3, a autofuncao positiva u; correspondente
a \; satisfaz a mesma estimativa. Portanto, o mesmo argumento usado na Observagao

3.4 gera

(O — ) / F@yu(z)un () dz = A / F@)h(u(@)u(z) dz > 0,

que é impossivel para A > Aq.
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Consideracoes finais

A investigacao da equagdo Au + f(z)u” = 0 em R™, sob hipoteses de regularidade
Holder parau e f e com 0 < v < 1, permitiu estabelecer um quadro coerente de resultados
qualitativos que distinguem de forma clara os regimes sublinear (0 < v < 1) e linear
(v = 1). Demonstrou-se que a combinagao das estimativas de Schauder e do Principio
do Méaximo Forte fornece controle regular suficiente para formular e provar teoremas de
existéncia e unicidade em classes adequadas de solugoes, enquanto os métodos de sub e
supersolucao e a reducao radial oferecem ferramentas construtivas e comparativas eficazes
para obter solucoes positivas e localizadas.

Foram desenvolvidos critérios suficientes que relacionam propriedades de sinal e
integrabilidade de f com a existéncia de ground states e com o comportamento assintotico
das solugoes quando |z| — co. No regime sublinear, a conexao com a equagao de Poisson
—AU = f e a existéncia de uma solugao limitada U revelam uma interpretacao potencial
que facilita a construcao de solucoes e a compreensao do decaimento; no regime linear,
as técnicas adaptadas permitem caracterizar limites e taxas de decaimento mais rigidas.
Além disso, enunciados de nao-existéncia foram obtidos sob hipodteses naturais sobre o
sinal e a integrabilidade de f, evidenciando barreiras para a presenca de solucoes nao-
triviais em certos cenérios.

Os resultados reforgcam a ideia de que a heterogeneidade espacial introduzida por
f(x) altera qualitativamente o espago de solugdes em comparagao com problemas homogé-
neos, tanto na existéncia quanto na estabilidade assintética. A identificacao de condig¢oes

explicitas sobre f e « fornece critérios verificiveis que podem ser aplicados em modelos



fisicos e geométricos onde o meio varia espacialmente, contribuindo para a compreen-
sao de fenomenos como concentracao, decaimento e auséncia de solugoes em meios com
propriedades criticas.

Algumas hipoteses técnicas, em particular a regularidade Holder e certas condi-
¢oes de integrabilidade, foram essenciais para aplicar as estimativas classicas e garantir
regularidade C%®. Essas hipoteses restringem a aplicabilidade direta dos resultados a
coeficientes mais singulares ou a nao linearidades com comportamento critico além do in-
tervalo 0 < v < 1. Além disso, a andlise variacional foi possivel apenas em subcasos onde
a estrutura funcional permite formulacao energética, deixando fora abordagens puramente
variacionais para classes mais gerais de f.

Abrem-se vérias diregoes naturais para trabalhos subsequentes: relaxar hipoteses de
regularidade em f e estudar coeficientes com singularidades ou decaimentos mais lentos;
investigar estabilidade e propriedades espectrais das solugoes localizadas; analisar bifur-
cacoes e multiplicidade de solugoes em dependéncia de parametros; e estender as técnicas
a sistemas acoplados semilineares e a problemas com termos de reacao mais gerais. A
metodologia desenvolvida aqui oferece uma base técnica que pode ser refinada para tra-
tar esses problemas e para conectar resultados teoéricos a aplicagoes concretas em fisica e
biologia matemética.

Em suma, a dissertacao fornece um conjunto consistente de resultados teodricos,
provas detalhadas e exemplos ilustrativos que clarificam como a interagao entre a hetero-
geneidade f(z) e a nao linearidade u” determina a existéncia, unicidade e comportamento
assintotico de solugoes em R™, ao mesmo tempo em que aponta caminhos promissores

para investigagoes futuras.
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Apéndice A

Funcoes harmonicas

A.1 Potencial Newtoniano

[es)
loc

Durante todo este texto, fixaremos uma funcao f € L2 (R™) que satisfaz

/|y|“ Y| dy < o.

Toda fungao em L'(R™)NL>*(R") satisfaz a propriedade acima. Com efeito, ao separarmos

as integrais, temos

/ W2 F ()] dy = / 2 \dy+/ £ )] dy

R”\Bl

< 11 e / " dy + / F)l dy
B1

R’VL\Bl

< Q0.

Lema A.1l. Existe z € R” tal que
/ry—zﬁ "I )] dy < o

se, e somente se,

/|y—x|2 " £(y)| dy < oo, Yz € R”.



Demonstragao. Seja z um ponto de R™ para o qual

/|y — 2™ dy < oo.
Rn

Dado = € R", considere

r=|r—z|.

A= [ly= 15wl dy < .
R
Se 2|y — x| > |y — z|, para algum y € R™ arbitrario, entao
1= v — 2" f(w)] dy < 224,
2ly—z[>|y—z|
Por outro lado, se 2|y — x| < |y — 2|, entao

ly —z| =2y — x| — |y — 2|
<y =)+ (x—2)| = |y — 7|
<(ly =+ |z —2|) =y — |

(ly —z[+7) =y — 2

T.

Assim,
- [ v — a1 (w)] dy
2ly—z|<|z—2|
<[ eI
ly—z|<r
- ”f“LOO(Br(;r))TQ
- 2
< 0.
Portanto,

[ 1y=aP @) dy <0, Vo e R

R”

O Lema A.1 mostra que fica bem definido o potencial newtoniano de f por

() = / Bz — y)f(y) dy.

R
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Observagao A.1. Observe que nao temos necessariamente u,, € L®(R™).

O que vamos fazer agora ¢ mostrar que o problema
—Au = f(z) em R"

possui uma solugao se

/ 27" f(x) dz < oo,
]Rn

mesmo que U, & L>®(R™). Como no Lema A.1 em [10], u é limite uniforme em com-

pactos da sequéncia
w(z) = / (e — y)olklz —y)f () dy,
Rn

onde o € C*°([0,4+00)), com

Com efeito,

u(z) — uplz) = — / Bz —y) (1 - olklz — o)) f(v) dy.

R

Desta forma, se r > 2 e |z| < r — 2, entdo

i () — ()] < / 1B — )| ()] dy

B ()
k
<Wlmy [ o= vl dy
B3 (z)
k
||f||L°°(B ) % 2 1
_ r —-n N n=1 4
n(n—Z)wn/O p N p
1fll sy [F
:#/ ) dp
.
 (n—2)k2
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Portanto,

u — u uniformemente em B, _,.

Por outro lado, para cada j =1,...,n,

Djug(z) = — / D;®(z — y)o(klz —y|) f(y) dy — /‘P(ﬂv —y)Djo(klz —y|)f(y) dy.

Rn

Fixado j = 1,...,n, considere, para cada k € N,

() = = [ Dyls = p)o(ile — ) 1) dy

wi(z) = - / Bz — y)Dyo(klr — ) f() dy.

Fazendo

o(z) = / D,®(x — y)f () dy.

Assim, se r > 2 e |z| <r — 2, entdo

() — v(z)] < / D,®(x — )| £ ()] dy

<N F e / D,®(x — y)| dy

Ba(z)
k

2,y
Nk

e vy converge uniformemente para v em |z| < r — 2. Da mesma forma, wy converge

uniformemente para 0, como se segue

()] < 2k / 1B — )|/ ()] dy

<2l [ 1060 dy

8l ll s,
- (n—-2)k
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Assim, u € C*(R") e
Djin(a) = vlz) = [ Dyb(a — )f(y) dy.

De fato, o potencial newtoniano u,, ¢ de classe C** em R™. Na verdade, Dju,, ¢
localmente lipschitziana em compactos, para cada j =1,...,n.

Sabemos que a sequéncia
wn(z) = — / D,0(z — y)o(kle — y)f(y) dy
R”l

converge uniformemente para Djuc, em |z| +1 < r. Fixe z, 2z € B,_; e k suficientemente

4
grande tal que |z — z| > T Entao

Dai,
val2) — vp(z) = /B D,z — y)(o(klx — yl) — 1) f(y) dy
-/ DL =31 = otk ~ ) S) dy

que resulta em

A f e 11 e
’Uk(z) —Uk(l’)’ < ]\?k(Br) < ?V(Br)

|z — 2.

Passando ao limite, concluimos que Djus, ¢ lipschitziana em compactos.

Para finalizar vamos mostrar que
—Auy = f(x) em R™ no sentido fraco.
Para isto, fixe ¢ € C3°(B,) e veja que

Vi (o) V(o) = - [ V(e - 1) Vo)1) dy
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Para cada y € B,, temos

I = / Vo(r—y)  Vo(x) dz
B:(y)NB;

J = / Vo(r —y)- Vo(x) da.
Br\Be(y)

Portanto,
0P
1= G o,

pois ® é harmonica, e

g
Il < —.
1< V6l

Como no calculo da formula da representa¢io de Green (2.16) em [10], o limite de J &

—¢(y). Portanto,

/ V(z —y) Vo(z) dr = —d(y), Yy € R".

Multiplicando por f(y) esta tltima igualdade, integrando na variavel y € R™ e por altimo

usando Fubini,

[ ot av=- [ ([ Vot Vo)) o) di= [ Vi) Volo) de
Rn Rn Br Rn

Mostramos entao o seguinte teorema:

Teorema A.1l. Seja f € L2 (R") tal que

loc

/ W2 F ()] dy < oo.

Rn

Entao, o potencial newtoniano de f

oo = — / (x — ) f(y) dy

]Rn

¢ de classe C' em R", suas derivadas de primeira ordem sao localmente lipschitzianas e

—Aus = f(x) em R" no sentido fraco.

A Teoria de Schauder, vide Silva e Ricarte [5], nos garante que
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Corolario A.1. Se f satisfaz (BK) e f esta em C%*(R"), entao o potencial u,, € C*(R™)

e —Aus = f(x) em R" no sentido classico.
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A.2 Principio do Maximo

Seja u: 2 — R uma funcao de classe C?. Fixado y € €2, definimos a média esférica

de u por

1 .
m(r) = ][ u(z) do, = Y / u(z) dog, Vr € (0,dist(y, 092)).
8Br(y) 837"(@/)

Fazendo as Mudangas de Variaveis x = y + z, com z € 0B,, e em seguida z = r7, com

n € 0By, tem-se

1
m(r) = g / u(y + z) do,
0By (y)
1
= e u(y +rn)r doy,
9B1
= ][ u(y +rn) doy,.
B1
Pelo Teorema de Taylor, temos
w(y + (r+h)n) =u(y +rn) + Vu(y +rn) - hn + o(|h]). (A.1)

Aplicando a integral curvilinea sobre dB; com relagao a varidvel n em ambos os membros

da igualdade acima, segue que

][ wly + (r + h)p) do, — ][ uly + ) do,

m(r +h) —m(r) op, 0By
h B h
_ ][ Vu(y +rn) - by + o(|h]) do,
h
0B,
h
= ][Vu(y+rn)~ndan+w ][ do,
0B, 0B,
h
= ][ Vu(y+rn)-ndan+@.
0B,
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Passando ao limite de h — 0T, concluimos que

d
Em(r) = ][ Vu(y +rn) - n do,.
0By
ou
Como Vu(y +rn)-n= 6—(y + rn), pode-se escrever
n
d ou ou 1 Ju
— =4 — do, = — dopy = ——— — do,,.
drm(r) 8n<y ) doy on o nw,r" 1 / on o
9B, 9B (y) 0B (y)
Aplicando o Identidades de Green, segue que
d 1
— = — : A2
drm(r) o / Au(z) dz (A.2)
Br(y)

Dai, o sinal do Laplaciano de u determina a monotonicidade da média esférica. Em
particular, se Au = 0 em 2, entdo a média esférica é constante igual a u(y), uma vez que,

pela Propriedade do valor médio,

lim m(r) = u(y).

r—0t+
Convém observar que o calculo acima ainda é justificado quando se assume apenas que u é
de classe C*!, caso no qual Au esta definido em q.t.p. pelo Teorema de Rademacher!
Teorema A.2 (Propriedade do Valor Médio). Seja u € C?(Q). Suponha que Au > 0
(respectivamente, = 0 ou < 0) em 2. Entdo, para cada y € €,
u(y) < (resp. =, >) ][ u do,, Vr € (0, dist(y, 0)).
8Br(y)
Em particular, a mesma desigualdade vale para a média sélida, i.e., para cada y € €2,
u(y) < (resp. =, >) ][ u(z) dz, Vr € (0,dist(y, 09)).
Br(y)

Demonstracao. A desigualdade esférica segue do célculo feito anteriormente nesta secao.

1Seja f: 2 — R uma funcdo localmente lipschitziana. Entdo, f ¢ derivavel em q.t.p. de Q.
J
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Para concluir a desigualdade soélida, escreve-se

nwpt" 1 u(y) < (resp. =, >) / u do,, Vt € (0,dist(y, 09)).

0B:(y)

Integrando de 0 a r com relacao a variavel ¢, obtemos, por coordenadas polares,

nruly) < (resp. =, =) [ wda,

Bi(y)
ou seja,
uly) < (resp. = =) f wd,
Bi(y)
mostrando a outra desigualdade. O]

A Propriedade do Valor Médio impde uma estrutura bastante rigida para tal
classe de fungoes. De fato, as propriedades a seguir serao consequéncias das desigualdades

referentes as médias.

Teorema A.3 (Principio do Méximo Forte). Seja 2 um aberto conexo e u € C*(2) com
Au > 0 (resp. < 0) em 2. Suponha que existe yo € 2 tal que u(yy) = supu (resp. igf u).
Q

Entao u é constante em €.

Demonstracao. Se Au > 0, seja

W= {m €Q:ulz) = supu} . (A.3)

Q

Por continuidade, w é um conjunto fechado e por hipdétese é nao vazio. Serda mostrado
que w é aberto. Seja x € w. Pela Propriedade do Valor Médio (Teorema A.2) e o
fato de que u(x) = sup u, tem-se, para qualquer r € (0, dist(z, 02)),

Q

ulx) < f uly) dy < u(a).

Br(x)

Dai, fixado r € (0, dist(z, 012)), temos

Como u é continua em (2, tem-se u(y) = u(x), para todo y € B.(z). De fato, caso

contrario, existiria yo € B,(z) tal que u(yy) < u(z) (pois u(zr) = supu). Entdo, pela
Q
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continuidade de u, existe uma vizinhanca V' C B,.(x) de y, tal que u(y) < u(z), para todo
y € V. Logo,

o que é uma contradi¢ao. Consequentemente,
B,(z) C w.

Como € é conexo, segue do fato de w ser aberto e fechado que w = Q. Por (A.3),
concluimos que

u(z) = supu, Vo € Q,
0

donde u é constante. O caso Au < 0 é anélogo. O]

Uma consequéncia imediata do Teorema A.3 refere-se ao controle pontual de uma

funcao u em termos de seus valores de fronteira, baseado no sinal do seu Laplaciano.

Teorema A.4 (Principio do Maximo Fraco). Seja u € C?(Q) N C(Q) com Au > 0 (resp.

< 0) em (). Entao, se  for limitado, temos

sup u = sup u (resp. inf u = inf u> .
Q 90 Q o0

Em particular, se u é harmonica, iglﬂfu < u(x) < supu, para todo = € .
o0

Demonstragao. Se u é constante, nao hé o que fazer. Se nao for, segue como consequéncia

do Teorema A.3 que o maximo (resp. minimo) de u ¢ atingido em 0f. O

Observagao A.2. Se u € C%*(Q) N C(Q) é uma funcdo harmoénica em €2, entdo, pelo

Principio do Maximo Fraco (Teorema A.4),
infu < u(x) <supu, Vo € Q.
onN 90

Neste caso, para todo x € €2,

u(x) < supu < sup |ul.
G o0
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Por outro lado,

—u(z) < —infu = sup(—u) < sup |ul.
o9 o9 e}

Logo,
|u(z)] < sup [ul.
o0

e consequentemente

sup |u| < sup |u| < sup [u| = sup [ul.
Q a0 a Q

Deste fato,

sup |u| = sup |ul.
Q o0

Observacao A.3. Note que se o dominio nao for limitado, este resultado pode nao

ocorrer. Por exemplo, a funcao

u: Q= R

z = u(z) = |z

¢ harmonica em Q := R*\ B;. De fato, pois

4 4 4 4 2
0* . 0 x; x|" — 4|z x?
Au(z) = :_aﬁ’x‘ 2= :_ax- <(—2)‘x|4) = j—' | EL | =0.
1o i=1 "

i— i—1 ||

Todavia, u nao satisfaz a limitacao por supremo garantida pelo Teorema A.4. Outro

exemplo ¢ a fungdo u(z) = z; em Q := {x € R? : z; > 0}.

Corolario A.2. Sejam € um dominio limitado e u,v € C?(Q2) N C(Q) tais que Au = Av

em ) e u =v em 0f). Entdao, u = v em ).

Demonstra¢ao. A fungao w = u—wv é harmonica e identicamente nula em 0€2. O resultado

segue do Teorema A .4. O]

O Corolario A.2 revela que o problema de valor de fronteira

Au = f em €,
(A4)

u = g em OS2

possui no maximo uma solucio u € C2(Q) NC(Q), quando € ¢ limitado. A unicidade nio
¢ garantida quando € é ilimitado. Por exemplo, as fungoes uy, us: R\ B; — R definidas

por uy(z) = 0 e uy(z) = |x| 2, para todo = € R*\ By, sdo solucdes do problema

Au =0 em R"\ B,

u=0em O(R*\B)).
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Teorema A.5. Seja u: {2 — R uma fun¢ao nao-negativa e nao identicamente nula

que satisfaz

—Au>0em €
u > 0 sobre 0f).

Entao,
u(z) >0, Vo € Q.

Demonstrac¢ao. Suponha, por absurdo, que existe zy € €2 tal que

u(zo) = 0.
Considere
w={re€Q:ulx)=0}
Assim,
To € W,
ou seja,
w# J.
Dado z € w, podemos definir
dist(x, Ow)
r=——"
2
Daf,
B,.(x) C .

Devido a nao negatividade de u em §2,

u(z) = min u.
Q

Por outro lado,
—Au(y) >0, Yy € B.(z),

(A.6)

(A7)

isto é, u é subarmoénica. Pelo Principio do Maximo Forte, segue de (A.5), (A.6) e

(A7)
u(y) =0, Yy € B,(x).

Assim,
B,(y) C w.

Logo, w é aberto. Como w = u~'({0}), conclui-se que w também ¢ fechado. Via conexi-

dade de €2,
w = €.
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Logo,

0 que é uma contradicao.

Il
o
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Apéndice B

Harmonicidade e expressoes da Média

Estérica

Aqui, vamos definir e estudar uma funcao que seré de muita importancia no decorrer
do trabalho.

Considere, para cada r > 0, a funcdo I: R"\S, — R definida por

doy,
’n—2 )

I(x) = Vo € R™\S,.

lz—y

Fixado r > 0, vamos provar o seguinte:
Afirmagao B.1. [ é radialmente simétrica.

Demonstracao. De fato, fixado r > 0, podemos considerar uma parametrizagao arbitraria
Y: U C R — S,. Por outro lado, considere uma aplicacao linear A: R® — R" que

satisfaz
(i) A é um isomorfismo;
(i) Azy = x93

(iii) (Ax,Az) = (z,2), Vao,z € R" (aplicagdo inteira).



Assim,

det J(¢)(y) = det J(A o ¥)(y)
= det[J(A)(¥(v)) - J(¥)(v)]
= det J(A)(¥(y)) - det J(¢)(y)
=det A - det J(¢)(y)

= J(¥)(y)

o1 = ()] = /o1 — ()’
= \/<l‘1 — (), 1 — Y (y))

= V(A1 = ¥(y), Alz1 — ¥(y)))

— A -

= |A(z1 — ¥ (),

para todo y € U. Além disso,

[0()| = [(Ac )| = [v(y) =,
para todo y € U. Logo,
Im¢ C S,.
Por (B.1), (B.2) e (B.3),

do
) = [ s
5 1=y

_ [ aetIwel
J o=l

|det J(A o ¥)(y)]
J 1Az —¥(y ))!" i

_/ |det J (¢ d
A1) — Ao¢ |"2 Y

det J(6)(y)|
T

/ \452 —?J’n ?

3),
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para quaisquer |x;| = |zo| = r, 0 que conclui a afirmagao. ]

Afirmagao B.2. Para cada r > 0, temos

n—2
na(n)r T se |z| >r
)

1(0), se |z| <.

I(z) =

Demonstragao. De fato, fixado x € R™\{0}, considere, para cada r > 0 e |z| > r, a fungao
¢: R"\{z} — R definida por

1

ply) = —=, Yy # 2.
|z — 9

Note que, para cada r > 0 e |z| > r,

Ap(y) =0, Yy # z,

isto é, ¢ é harmonica. Pela Propriedade da Média Radial, temos, para cada r > 0 e

|z >,

do
I(z) = /W
3, Y

Por outro lado, como I é radialmente simétrica, para cada r > 0, podemos afirmar que 0

147



¢ ponto de extremo de I. Pelo Principio do Maximo Forte, temos, para todo |z| <,

I(z) = 1(0)
doy,

ly"~*
ly|=r

doy,
= rn72

ly|=r

O

Observacao B.1. Podemos concluir asser¢oes analogas deste apéndice para a funcao
I;: R"\ S, — R definida por

do, n
S'r
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Apéndice C

Subsolucao do Problema Eliptico

Sublinear

No segundo capitulo, precisamos utilizar uma subsolugao do problema (BK-2) para
extrair uma solugao entre esta subsolucao e a supersolucao. Entretanto, nao provamos a
existéncia desta subsolu¢ao no decorrer do texto até agora. Deste modo, provaremos o
seguinte

Lema C.1. Seja u: Q — Rt uma funcio que satisfaz
—Au > f(z)u em €.
Entdo, existe uma funcao u: Q — R* tal que

—Au < f(x)u” em Q
u < 0 sobre 0f).

u(z) <u(zx), Vo € Q.

Demonstragdo. Seja ui: Q — R a autofuncio do capitulo 3, ou seja, uma funcio nao

identicamente nula que satisfaz

—Au; = A f(x)u; em Q
u; = 0 sobre 0f2.



Se existisse o € €2 tal que u;(xg) = 0, entdo
ui(xg) =0 < igful < uy(xp),
isto é,
= inf u;.
uy (o) inf u,

Pelo Principio do Maximo Forte, conclui-se que u; ¢ constante em €. Como u;(zg) =
0, temos
uy(r) =0, Vo € Q,

o que é uma contradi¢ao. Logo,
uy(z) >0, Vo € (.
Por continuidade e compacidade, podemos considerar
€1 = Maxu;
“ (C.1)

Co =minu
Q

Como u;(z) > 0 e u(x) > 0, para todo 2, temos
cy,co > 0.

Assim, podemos definir
1
_ : —1 -1y 1—v
€ = min {cl Ca, €A }

Denote

S

I
™
RS
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Dali,

—Au = —A(euy)

para todo x € €. Além disso,

para todo = € 0€), o que conclui o resultado.
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