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Resumo

Esta dissertacao aborda o estudo das acoes parciais de &algebras de Hopf e suas
agoes envolventes, generalizando resultados de Dokuchaev e Exel (2005) acerca das agoes
parciais de grupos. Inicialmente, sao apresentados os conceitos fundamentais de alge-
bras, codlgebras e bidlgebras, culminando na definicao das algebras de Hopf. Em seguida,
estudam-se as agoes parciais de grupos, suas representacoes e o contexto de Morita, es-
tabelecendo as bases para o tratamento anélogo no caso das algebras Hopf. O trabalho
desenvolve a nogao de agao envolvente para ac¢oes parciais de algebras Hopf, como feito
em Alves e Batista (2010), bem como os produtos smash e smash parcial, mostrando o
isomorfismo entre estes e o produto cruzado para élgebras de grupo. Além disso, sao dis-
cutidos o contexto de Morita e as representacoes parciais nesse novo cenario, evidenciando
suas inter-relagoes e propriedades estruturais.

Palavras-chave: Algebras de Hopf; Acoes parciais; Acbes envolventes;

Contexto de Morita; Representacoes parciais.
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Abstract

This dissertation addresses the study of partial actions of Hopf algebras and their
enveloping actions, generalizing the results of Dokuchaev and Exel (2005) concerning
partial group actions. Initially, it presents the fundamental concepts of algebras, co-
algebras, and bialgebras, culminating in the definition of Hopf algebras. Next, partial
group actions, their representations, and the Morita context are examined, establishing
the groundwork for an analogous treatment in the setting of Hopf algebras. The work
develops the notion of an enveloping action for partial actions of Hopf algebras, as done by
Alves and Batista (2010), as well as the smash and partial smash products, showing the
isomorphism between these and the crossed product for group algebras. Furthermore, the
Morita context and partial representations are discussed in this new setting, highlighting
their interrelations and structural properties.

Key Words: Hopf algebras; Partial actions; Enveloping actions; Morita

context; Partial representations.
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Introducao

As Algebras de Hopf, embora surjam no contexto de topologia algébrica em 1941
com H. Hopf em [1], s6 vem a serem formalmente definidas em 1956 por Pierre Cartier
em [2| sobre a denominagao de hiper-dlgebras. Apesar de abordar diversas ramifica¢oes
como topologia, geometria, combinatoria e fisica, as Algebras de Hopf surgem numa abor-
dagem puramente algébrica em 1969 com M.Sweedler em [3]. Devido suas intmeras areas
relacionadas, as Algebras de Hopf tornaram-se objetos de estudo em conjunto de outras
areas como as acoes parciais de grupo, como sera estudado nesse trabalho.

Por sua vez, o conceito de agoes parciais de grupo surge gradualmente em [4], [5],
[6] e [7], no contexto de algebra dos operadores, como uma forte ferramenta para o estudo
de C*-algebras. As acoes parciais foram inicialmente associadas ao estudo do produto
cruzado. O estudo puramente algébrico das agoes parciais iniciou-se em 2005 com Exel
e Dokuchaev em [8]. Nesse trabalho os autores determinam uma condi¢do para que o
anel de grupo skew definido, a partir de uma agao parcial, seja associativo, discutem a
questao da globalizagao de agoes parciais e apresentacao uma relagao entre acoes parciais
e representagoes parciais de grupos.

As acoes parciais de Algebras de Hopf surgiram na tentativa de generalizar as exten-
soes de Galois parciais de anéis comutativos. Os primeiros resultados foram introduzidos
por Caenepeel e Janssen em [9] onde foram introduzidas e estudadas agoes e coagoes par-
ciais de algebras de Hopf sobre algebras, os produtos smash parciais, e obtidos diversos
resultados de dualidade, bem como alguns fatos da Teoria de Galois correspondente. Foi
com essas estruturas que Muniz e Batista em 2010 desenvolveram em [10] os conceitos de
acoes e co-agoes envolventes para acgoes parciais de Hopf.

O objetivo principal desse trabalho é apresentar uma extensao dos resultados obtidos



por R. Exel e M. Dokuchaev em 8| para o contexto de agbes parciais de algebras de Hopf
como feito por Muniz e Batista em [10].

Este trabalho esta dividido em trés capitulos. No primeiro capitulo sao apresentados
conceitos e resultados basicos sobre Algebras de Hopf. Sao destacadas as definicoes de
algebra e coalgebra e, posteriormente, a definicdo de bialgebras e, por fim, Algebras de
Hopf. Além disso, sdo apresentados resultados sobre as antipodas de uma Algebra de Hopf
e exemplos dessas estruturas como a algebra de grupo KG que é abordada recorrentemente
nesse trabalho.

No segundo Capitulo apresentamos os conceitos de a¢oes parciais de um grupo G
sobre uma algebra A. Discutimos sobre a existéncias de uma acao envolvente, ou seja,
quando um acao parcial pode ser obtida através da restricao de uma acao global. Para
uma agao parcial a de um grupo G sobre uma algebra A que admite uma agao envolvente
B, é construido um contexto de Morita sobrejetor entre os anéis A x, G e B x3 G. Por
fim, vemos o conceito de representacao parcial de grupos e como este se relaciona com as
acoes parciais de grupo.

Quanto ao Capitulo 3, apresentamos o conceito de acdes parciais de Algebras de
Hopf e estendemos os resultados apresentados no Capitulo 2 para o contexto de algebras
de Hopf. Iniciamos mostrando como as ac¢oes parciais de um grupo G estao relacionadas
com as acoes parciais da Algebra de Hopf KG e a existéncia do isomorfismo entre o anel
de grupo skew parcial e o produto smash parcial relacionados a essas a¢oes. Definimos
a nocao de acdes envolventes para acoes parciais de Algebras de Hopf e mostramos que,
diferente do caso das acoes de grupos, toda acio parcial de Algebra de Hopf admite uma
acao envolvente. Também é construido um contexto de Morita entre o produto smash
parcial e o produto smash associado a agao envolvente. Por fim, apresentamos alguns

resultados sobre representagoes parciais.



Capitulo 1

Algebras de Hopf

Neste Capitulo serao apresentados os conceitos de codlgebra, bidlgebra e algebra de
Hopf. Apresentaremos também as acoes de dlgebras de Hopf e o produto smash que serao
generalizados no Capitulo 3 para o contexto parcial. Os resultados apresentados foram
desenvolvidos com base em [11], que serve como referéncia principal para esse capitulo.

Outras resultados sobre o tema pode ser encontrados em [12] e [13].

1.1 Algebras e Coalgebras

Ao tratar das defini¢coes e proposicoes nessa secao, todos os produtos tensoriais,

espagos vetoriais e aplicagoes lineares serao tomados sobre um corpo K.

Definicao 1.1 Uma Algebra ¢ uma terna ordenada (A,m,p) em que A é um espago
vetorialem : AQ A — A, u: K — A sao aplicacoes lineares tais que, dados a,b,c € A e

k € K os sequintes diagramas comutam:

AQAR A2 A9 A Ao A
uW Wﬂ
idA®@m m K@A m A®K
@ A

onde = denota o isomorfismo candénico como definido em A.J. As aplicagoes m e u de-

nominam a multiplicacao e aplicacao unidade em A respectivamente.

Note que o primeiro diagrama garante que a multiplicacao é associativa, enquanto



o segundo diagrama mostra que 14 = p(1k) € o elemento unidade. O conceito de Algebra
apresentado pode ser dualizado, criando assim a nocao de coalgebras.
Defini¢ao 1.2 Uma Codlgebra é uma terna ordenada (C,A, ) em que C € um espago

vetorial e A : C — C® C, € : C — K sao aplicagoes lineares tais que os sequintes

diagramas sao comutativos:

C A C®C
a A®idc K®C A C®K
C®C—r=~CeCal oha

onde = refere-se aos isomorfismos candnicos de seus respectivos dominios. A aplica¢ao A
€ chamada de comultiplicagao de C' e o primeiro diagrama garante sua coassociatividade,

jda € denomina-se counidade de C.

Exemplo 1.3 Seja G um grupo e KG o espaco vetorial de base G. Entao, KG tem uma
estrutura de coalgébra com A(g) = g® g e e(g) =1 para todo g € G. De fato, para todo
g € G, temos

(id @ A)(A(g)) = (id@ A)(g @ g)
=g®gRg
= (A®id)(g®9)
= (A ®@id)(A(g)).
Sendo G uma base de KG e como as transformagaes lineares (A @ id) o A e (id ®

A) o A coincidem em G, seque que, de fato, (A ® id) o A = (id ® A) o A, satisfazendo a

comutatividade do primeiro diagrama da defini¢ao 1.2. Agora, para todo g € G, temos
(id@e)(Ag)) = (id@e)(g®g) =g @ L.

Dessa forma, (id @ €)(A(g)) coincide, em uma base de KG, com o isomorfismo cand-
nico. Isto também ocorre de forma semelhante com (e ® id) o A, assim fica satisfeita a

comutatividade do sequndo diagrama.

Exemplo 1.4 Seja n um inteiro positivo. O espago vetorial (de dimensio n®) com base

{zi; 11,7 =1,...,n} tem uma estrutura de coalgébra determinada por

A(CL’U) = szk & Tk e 6(1171']‘) = 5i,j7
k=1

para todos 1,5 = 1,...,n. Essa coalgébra chama-se coalgébra matricial e serd denotada
por Cy,(K). De fato,
Z A(zi) ® xp5 = Z Ty Q T @ Ty (1.1)
k=1 k=1

4



Por outro lado,

Z Tikx & A l‘kj Z Tik & Tt @ Xy (1-2)

k=1

Perceba que os termos a direita das igualdades em (1.1) e (1.2) correspondem aos mesmos
elementos, assim satisfazendo a coassociatividade de A. Além disso,

n

Zé(fﬁz‘k) ® T = lg @ 45
k=1

D g @e(zry) =1y ® 1k
k=1

0 que assequra a comutatividade do seqgundo diagrama da defini¢ao 1.2.

A notacgado que utilizaremos no restante da dissertacao para representar a comul-

tiplicacao é chamada de notacao sigma. Nela, dado ¢ € C', denotaremos o elemento

A(c) € C® C por

Z C(1) ® C(2)

(c)

Aplicar o primeiro diagrama da Definigdo 1.2 em um elemento, na notacao sigma,

resulta na seguinte igualdade:

Y com ®cq) = ) ) @ cp)) @ Ce))- (1.3)

(e)(er) (e)(c2)
Esse elemento é denotado por Ay(c) = Z(C (1) ®c2)®c). De forma semelhante define-se
An(c) =2 c) ® @) @ -+ Q ¢y

O segundo diagrama da Definicao 1.2 fornece as seguintes relagoes para todo ¢ € C"

c= ele)er = Y elee)eq. (1.4)
(©) (©

Dados espacos vetoriais V' e W, pode-se definir a aplicagao twist 7: VW — WV
por 7(v ® w) = w ® v. Note que 7 é claramente um isomorfismo de K-espagos vetoriais.

A aplicacao twist é usada para definicao de algebras opostas e coalgebras co-opostas.

Observacao 1.5 Sejam A = (A, m, u) uma dlgebra e C = (C, A, &) uma codlgebra, cha-
mamos de dlgebra oposta a terna A? = (A,m°, u) tal que m°® = mo 1 e de codlgebra
co-oposta a terna C? = (C, AP ¢) tal que A°? = 7o A. E wvdlido citar ainda que
(A°P)P = A, uma vez que (m°)°? = moT o1 =m. Analogamente, (C°P)*? = C, jd que

(AP)eor =070 A=A,



Nos proximos resultados veremos que é possivel definir uma algebra a partir de uma
coalgebra e vice-versa. Para isso, usaremos o espago vetorial dual.

Dado um K-espago vetorial V', denotamos por V* o espago vetorial formado por
todas a transformagoes lineares de V' em K, chamado de espago dual de V. Além disso,
seja U também um K-espaco vetorial e T': U — V uma tranformacao linear, chamamos
de transposta de T a aplicagao T* : V* — U* que satisfaz (T"*(f),u) = (f,T'(u)) para
todos feV*euel.

Para demonstrar a proposicao a seguir, usaremos o fato de K e K*, como espacos

vetoriais, serem isomorfos via o isomorfismo ¢ : K — K* dado por

() (B) = (®(a), B) = af,

para todos «, 8 € K. Sua inversa &' : K* — K é dada por ®1(f) = (f,1). Além disso,

na proposicao a seguir a aplicacao ¢ é tal qual a definida na Proposicao A.2.

Proposigao 1.6 Se (C, A ¢) é uma codlgebra, entao (C*,m, u) € uma dlgebra, com m =

A*oio ep=c"od.
Demonstragao: Sejam f,g € C* e denote m(f ® g) por f x g. Temos

(f*g,C> = <LC(f®g)7A(C)>

= (1o(f ©9), > cay ® cz)
©

=Y (frca(e, c@)-
(©)

para todo ¢ € C. Logo,
<<f*g>*h,c>=2<f*g, )b )
Z f?c(l) g,c¢ ><h C(3 >
(o)

= (fx(g*h),0),

para f,g,h € C* e ¢ € C, o que verifica a associatividade da multiplicagdo. Agora, para

todo a € K e todo ¢ € C, temos



Em particular, (u(1),c) = (c), para todo ¢ € C, isto é, u(1) = €. Portanto, dados f € C*
e c € C, temos

(u(1)* fo0) =) (u(1), ca)){frc@) = Y elea)free) =D _(f.e(cw)ee) 1),
(c) (c) (c)

Analogamente, f % u(1) = f. Portanto, p é a aplicagao unidade de C* e 1ox = p(1) = ¢.
]
Sendo ¢ bijetora quando os espagos sao de dimensao finita, podemos nesse caso

definir uma estrutura de coalgebra no espaco dual de uma algebra de dimensao finita.

Proposicao 1.7 Se (A,m, ) é uma dlgebra de dimensdo finita, entao (A*, A, e) € uma

codlgebra, com A = 1" om* ec = d L op*.

Demonstracgao: Para a coassociatividade, vamos mostrar a comutatividade do seguinte

diagrama:
o1
A* m (A® A)* 4 A @ A
m*l L(m@idA)* lm*@idA
(idA®m)* 1
(A® Ay (A A® A)* (A® A) ® A”
LAll LL_I l,LAl@idA*
A*®A* id 4+ ®@m™* A*®(A®A)* idg*®ty A*@A*@A*

em que as aplicacoes ¢ nao rotuladas representam os isomorfismos da Proposi¢ao A.2 entre
os respectivos espacos vetoriais.
Analisando o diagrama superior esquerdo, dados f € A*ea®bRc e ARAR A
temos por um lado
((m®@ida)* (m"(f)),a®@b®@c) = (m*(f), (m®@ida)(a ®@b® c))
= ({f,(mo(m®ida))(a®@b®c)).
Por outro lado,
((ida @ m)*(m"(f)),a ®@b® c) = (m*(f), (ida @ m)(a @ b & c))
= (f,(mo(ida®@m))(a®b®c)).

Uma vez que (A, m, p) é uma élgebra, a comutatividade do diagrama

m®id

ARARA AR A
idA®@m m
AR A T A




garante a comutatividade do diagrama superior esquerdo.
Vamos analisar agora o diagrama superior direito. Uma vez que A tem dimensao
finita, por A.2, 14 é um isomorfismo, entdo dado f € (A ® A)*, existem fi, fo € A* tais

que
L) =[S

Dessa forma, por um lado temos

(to(m” ®ida)o (15'(f)), (a®b) @c)

(o (m" ®ida)o (fi® fo), (a®b)®c)

(((fiom® f2), (a®b) @ c)
= (f1,ab){f2,¢)

(talfi ® f2),ab@c)
Flab® )

Por outro lado,
(m®@ida)*(f), (a®b) ® ) = f(m(a @b) @ c) = fab® c)
paratodoa®be A® Aecée A Assim, temos que
Lo (m*®idy) oy = (m®ida)*.
Aplicando ¢~ de ambos os lados, temos
(m* @ida) o' =1 Hm ®ids)*,

o que garante a comutatividade do diagrama. De forma anéloga, mostra-se a comutativi-
dade do diagrama inferior esquerdo.
Por fim, para o diagrama inferior direito, vamos analisar o diagrama formado por

suas inversas, ou seja,

(AR A® A~ (AR A ® A* (1.5)

LT ]LA®idA*

A RQARA) —— A*x QA x QA%

idA* ®LA

Note que, dados f,g,h € A* e a,b,c € A, temos

(10 (ta®ida) (f@g@h), a@b@c) = (f,a)(g,b){h, c) = (10(ida- @14)(f BgDh), a®bc)

8



Entao o diagrama (1.5) comuta e, consequentemente, fica provada a coassociatividade de

A.

Para a counidade, precisamos mostrar a comutatividade do seguinte diagrama:

K& A* AR A* A*®K
<I>1®idA*T W LAlw ]idA*(X@l
K* ® Ax (A A)* A* @ K*

IT (n@ida)* ida®p)* ] .

(K® A)* m* (A®K)*

A*

Analogamente ao que foi feito com a comultiplicacao, a associatividade de

R
R

K C A C®K
C®C

garante que os dois tridngulos inferiores do diagrama comutam. Por fim, note que os
diagramas superiores apresentam composicao analoga ao que foi feito nos diagramas su-
perior direito e inferior esquerdo da coassociatividade, o que mostra a comutatividade do
diagrama da counidade e, consequentemente, que (A*, A, e) é uma codlgebra.

Exemplo 1.8 Seja n um inteiro positivo e seja C = C,(K) a codlgebra matricial do
Exemplo 1.4. FEntao, a dlgebra dual C* € isomorfa, como dlgebra, a dlgebra matricial
M, (k). Para ver isso, denotemos por {e;; : i,j = 1,...,n} a base de C* que é dual da
base {x;; 14,5 =1,...,n} de C, (k). Ou seja,

1, se(i,j) = (k);

0, caso contrdrio.

<€ij7 xkl> =

Vejamos como se multiplicam os elementos e;;. Pela Proposicao 1.7, a multiplicacao em



C* ¢ dada por m = A* o 1o, entao

(eijert, Tpg) = (M(€ij @ epr); Tpg)
(A" ouc(eij @ ep), Tpg)
(toleiy @ ep), AlTyg))

= <[/C(eij (059 6kl)7 Z Tpm & xmq>

m=1
n

= {€ijs Tpm) (€xts Tmg)-

m=1
Em particular, (e;jer, Tpy) = 0 sempre que p #1i e ¢ # 1. Agora,

n

(eijen, Ta) = Z (€ijs Tim) (€ Tmt)

m=1

Portanto, (€;jen, Tpq) = Okj0@i1),(p.q) = Okj{Cits Tpq). Assim, as relagoes e;jey = djpei, que

definem a dlgebra de matrizes M, (k), estio satisfeitas.

Assim como as Algebras, as Coalgebras também tém uma definicdo de morfismo.
Além disso, essas defini¢coes se comportam bem com respeito a construcao dos espagos

duais, como veremos a seguir.

Definicao 1.9 Sejam C' e D codlgebras, com comultiplicagoes A¢c e Ap e counidades e¢

e ep, respectivamente. Uma aplicacao linear f : C — D é um morfismo de codlgebras se
Apof=(f®f)oAceec=¢epof.

Observe que na notacao sigma uma aplicagao f : C' = D é um morfismo de codlge-

bras se

> fom @ fle) Zf ) ® flee) e en(fle)) =ec(o),

(f(e)
para todo ¢ € C.

Um isomorfismo de coélgebras é um morfismo de coélgebras bijetor.

Proposicao 1.10 Sejam C' e D codlgebras e seja f : C'— D uma transformacao linear.
Entao, f € um morfismo de codlgebras se, e somente se, a aplicacao transposta f* : D* —

C* é um morfismo de dlgebras.

10



Demonstragao: Suponha que f é um morfismo de codlgebras e sejam o, 5 € D* e c € C.

Por um lado,

(f*(aB),c) = (aB, f(e)) = Y (o, F()w)(B, F(O)@)-
(f(e))
Por outro lado,

Z a, flew)) (B, f(c@)),
(©)

logo, f*(aB) = f*(a)f*(5). Além disso, sendo (¢}, o ®)(1) a unidade de D*, para todo

c € C temos

(f((epo®)(1)),c) = (" ((ep o ®)(1))(c))
= (((ep 0 @)(1)), f(c))
= (2(1),en(f(c)))
=en(f(c))
= eo(c)

= (e, 0 P)(1).

Reciprocamente, seja f* um morfismo de algebras, e f : C' — D uma aplicacao linear,

entao para todo 0, € D* e ¢ € C' temos

(0
= (f"(Apowp(f @ ¢p)),c

)= I7(0)(»)
)=
= ((Ap o p(f @), f(c))
)
)

(Ag o w(f(0) ® [ (p)), c)
{Agow(lof®pof)c
(tc(fof®@pof),Ac(c))
(tc(@o fRpof) Zc ® c2

= (tp(0 ® ), Ap(f(c)

= (n(0 ® ), Z fe) ® fe)e
(f(e)

- Zw o ficay){p o [ic)
c)

= (0, f((cay) ) (e, f((c)))
= (o0 @), Y flew) ® flew))

(©)

o que, pela Proposi¢ao A.3, garante que f(cx)) ® f(c@) = f(€)a) ® f(c)).
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Além disso, temos

[ ((epo®) (1)) =(eco®) (1) =ec
= [*(ep) = ec

=epof=cec

1.2 Bialgebras e Algebras de Hopf

A seguir, olharemos para espacos que tém estruturas de algebra e coélgebra si-
multaneamente, de modo que haja uma compatibilidade entre elas, tais objetos serao
denominados bidlgebras.

Se C' e D sao coalgebras, o espago vetorial C' ® D tem estrutura de coalgebra, em

que Acgp é a composta

CoD 22 coCeDe D Y% o peCceD

e ecop(c®d) =ec(c)ep(d), para todos ¢ € C e d € D. Na notagao sigma,

Acep(c®d) =Y ) @da) & ce) @ de),
(e),(d)

para todos ce C' ed € D.

O corpo K tem uma estrutura natural de coalgebra com comultiplicagao dada pelo
isomorfismo candnico K — K ® K e counidade dada pela aplicagao identidade.

Por outro lado, se A e B sao algebras, entao A ® B tem uma estrutura de algebra
tal que (a ®b)(a’ @ V') = ad’ ® bV, para todos a,a’ € Ae bt/ € B, com lagp = 14 ® 1.
Proposicao 1.11 Seja H um espaco vetorial com aplicagoes lineares m : H @ H — H,

p:k—H A:H—H®H eec: H— k tais que (H,m, ) seja uma dlgebra e (H, A ¢)

seja uma codlgebra. Sao equivalentes:
(i) m e p sao morfismos de codlgebras;

(11) A e e sao morfismos de dlgebras.

Demonstragao: Temos que A é um morfismo de algebras se, e somente se, é multipli-

cativo e preserva unidades. Ou seja, dados a,b € H temos
A(ab) = A(a)A(b) (1.6)

12



A(ly) = luen (1.7)

Por sua vez, € é um morfismo de algebras se, e somente se, valem
e(ab) = e(a)e(b) (1.8)

8(1H) = 1H®H~ (19)

Utilizando a notagao sigma na equagao (1.6), temos

> _(ab)y @ (ab)z Z a) @ ag Z by ®bezy) = D awbay @ abe)
a,b

ab

Dessa forma, vemos que

Aom=(m®m)o (idg @ T Qihg)o (A®A) (1.10)

= (m®m)oApgn (1.11)

Isso satisfaz a primeira igualdade da Defini¢ao 1.9 para que m seja um morfismo de

coélgebras. Ademais, da equagao (1.8), para todo a ® b € H ® H, obtemos
com(a®b) =e(a)e(b) =cpgu(a®Db) (1.12)

Assim, podemos concluir que m é morfismo de coalgebras se, e somente se, valem (1.6) e

(1.8). De forma anéloga, de (1.7) obtemos

Aopu=(u@p)oV, (1.13)

ja de (1.9), temos
e(u(1)) = p(1) © u(1) (1.14)

em que ¥ é o isomorfismo candnico de K em K ® K. Observe que m é morfismo de
coélgebras se, e somente se, o (1.6) e (1.8) valem, enquanto p é morfismo de coalgebras

se, e somente se, (1.7) e (1.9) valem. Temos, portanto, a equivaléncia entre (a) e (b). m

Defini¢ao 1.12 Qualquer sistema (H,m, u, A, €) que satisfaz as condi¢oes da Proposi¢io
1.11 chama-se bidlgebra.
Usando a notagao sigma, o sistema (H,m, p, A, &) € uma bidlgebra, se (H,m,u) é

uma dlgebra, (H, A e) é uma codlgebra, e, para todos a,b € H,

> (ab)yy ® Za amba e elab) = e(a)e(b).

(ab)
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Uma transformagao linear f : H — H' entre bidlgebras é chamada de morfismo de
bidlgebras se f é morfismo de algebras e de codlgebras. Um morfismo de bidlgebras sera
dito ser um isomorfismo se for bijetor, e duas bidlgebras serao dita isomorfas se houver

um isomorfismo entre elas.

Exemplo 1.13 Seja G um grupo e seja KG sua dlgebra de grupo. Entao, KG tem uma

estrutura de bidlgebra, em que

Alg)=9g®g, ¢€(g)=1,

para todo g € G.

De fato, a fung¢ao § : G — KG ® KG, dada por §(g) = g ® g, para todo g € G, €
multiplicativa: §(gh) = gh ® gh = (¢ ® g)(h ® h) = 0(g)o(h), para todos g,h € G. Pela
propriedade universal da dlgebra de grupo, existe um morfismo de dlgebras A : KG —
KG @ KG que satisfaz A(g) = g ® g, para todo g € G. Similarmente, a fun¢ao constante
p: G — K, dada por p(g) = 1, para todo g € G, também é multiplicativa e, portanto,
induz um morfismo de dlgebras € : KG — K tal que (g) = 1, para todo g € G. Jd vimos,
no Exemplo 1.3, que A e e definem uma estrutura de codlgebra em KG. Logo, a dlgebra

de grupo KG € uma bidlgebra com comultiplicacao A e counidade €.

Sejam C' uma coélgebra e A uma algebra. Entao, o espago vetorial Homg (C, A) tem

estrutura de algebra com multiplicacao dada pelo produto

frg=mo(f@g) oA,

para todos f, g € Homg(C, A), chamado produto de convolugao. Usando a notagao sigma,

podemos escrever
= Z fleqy)gle), (1.15)
(c)

para todo ¢ € C. A unidade da &algebra Homy(C, A) é, assim, p o€, ja que
(f*(noe)) ch(l) Zf (1) = f(c)

e, analogamente, ((noe)* f)(c) = f(c).

Note que se C' é uma coélgebra, entao a multiplicacao na algebra dual C*, como
definida na Proposi¢ao 1.7, coincide com o produto de convolugao em Homg(C, K).
Definigao 1.14 Seja (H,m, u, A, &) uma bidlgebra. Dizemos que H € uma dlgebra de
Hopf se a aplicacao identidade idy € Homg(H, H) € inversivel com relagao ao produto de

convolucao *. O inverso de idy € chamado de antipoda para H e, usualmente, denotado

por S.
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Assim, a bialgebra (H,m,pu, A, e) é uma algebra de Hopf se existe um operador

linear S': H — H que faz o diagrama abaixo comutar:

HoHL H—SHoH

idr®sS K S®idg
/|
HHE2 -sH<"HwH

Na notagao sigma, se S é a antipoda da algebra de Hopf H, entao
> Shahe = e(M)ly =Y hayS(he), (1.16)
(h) (h)

para todo h € H.
Como a antipoda de uma algebra de Hopf é o inverso de um elemento em uma
algebra, se existir, ela ¢é tnica.

Exemplo 1.15 Seja G um grupo e considere a bidlgebra H = KG do FExemplo 1.135.

Mostremos que H é uma dlgebra de Hopf com antipoda S satisfazendo

S(g)=g" (g€q).

De fato, seja S : H — H o operador linear definido por S(g) = g=*, para g € G.
Para cada g € G, temos (S xidg)(g) = S(g)g, uma vez que A(g) = g ® g. Assim, pela
defini¢ao de S, seque (S xidy)(g) = g 'g = 1. Por outro lado, (no€)(g) = u(1) = 1g.
Logo, S xidy = poe, uma vez que essas duas transformagoes lineares coincidem na base

G de H. De maneira similar, mostra-se que idg xS = poe.

Em vista desse exemplo, costuma-se dizer que a antipoda de uma algebra de Hopf
faz o papel de aplicacao inversa em um grupo.
Observagao 1.16 Se H ¢ uma dlgebra de Hopf com antipoda S e g € tal que A(g) = g®g

ec(g) =1, entao 1y = p(e(g)) = S(g9)g e 1y = u(e(g)) = gS(g). Logo, g € invertivel em
HeS(g)=g"

Definigao 1.17 Uma transformagao linear f : A — B de uma dlgebra A em uma dlgebra
B é um antimorfismo de dlgebras se f(14) = 15 e f(zy) = f(y)f(x), para todos x,y € A.
Em outras palavras, a transformagao linear f : A — B € um antimorfismo de dlgebras se

a fung¢ao

A —» B

z— f(z)

€ um morfismo de dlgebras.
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Proposicao 1.18 Seja H uma dlgebra de Hopf com antipoda S. Entao,
(i) S € um antimorfismo de dlgebras, e
(1) S € um antimorfismo de codlgebras, isto €, Ao S=170(S®S)oA ecoS =c¢.

Usando a notagao sigma, a condigio AoS =T10(S®S)oA expressa-se da sequinte

maneira:

Y Sh)w @ S(h)e =Y S(he) @ S(hay),

(S(h)) (h)
para todo h € H.
Demonstragcao: Para mostrar que S € um antimorfismo de dlgebras, comecemos por
observar que, como €(1y) = 1g e A(ly) =1y @ 1y, temos 1y = c(1g)ly = p(e(ly)) =
(idg * S)(1g) = 1gS(1y) = S(1g). Considere agora as transformagoes lineares N, P €
Homy(H ® H, H), definidas por

N=mo(S®S)or
P=Som.

Essas transformacoes satisfazem
N(g@h) =S(h)S(g) e P(g®h)=>S(gh)

para todos g,h € H. Denote por * o produto de convolugao da dlgebra Homy(H ® H, H).
Lembre que o elemento unidade de Homy,(H ® H, H) € dado por 1o &, em que £ = egen,
e que £(g ® h) = e(g)e(h), para todos g,h € H.

Serd suficiente mostrar que Pxm = o€ = m*N, pois, nesse caso, P = Px(mxN) =
(P*m)*xN = N, o que € equivalente a termos S(gh) = S(h)S(g), para todos g,h € H.
Dados g, h € H, temos, por um lado,

(m*N)(g@h)=>_ m((g®h)a)N((g&h)e)
(g®h)

= Y mlga) @ hw)N(g) © he)
@)

= Y gwhwS(he)S(9e)
(9),(h)

= 29(1)5(9(2))5(’1)
(9)

=e(g9)e(h)ln
(g h)ly
poé)(g®h),
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e, por outro lado,

(Pxm)(g®h) =Y P((g®h)w)m((g®h)z)
(g®h)

= Z (90) ® hay)m(g2) ® hz))

= Z S(9ayhm) g he)
@).(h)

=> " S((gh)a)(gh)e)

(gh)
= (S *idy)(gh)
=e(g)e(h)ln
=E(g®h)ly
= (noé)(g®h).

Portanto, Pxm = puoé =mx N e, assim, S é um antimorfismo de dlgebras.

Vejamos agora que S é também um antimorfismo de codlgebras. Dado h € H, vale

e(S(h) =< [ S| D elhayhe

(h)

Z e(hw)e(S(he))

Z e(hS(hw)
(h)

Para mostrar que Ao S = 70 (S® S) oA, considere a estrutura de dlgebra em
Homy (H, H @ H) com multiplicagao dada pelo produto de convolug¢io x. Lembre que a
aplicagao unidade i da dlgebra H @ H € dada por fi(\) = Mg ® 1y, para todo A € K.
Sejam R, T € Homg(H, H ® H) dadas por

R=AoS
T=70(S®S5)0A,

ou seja,

=Y S(h)a® S(h)e)

(S(h))

=Y S(he) ® S(ha)),
D)
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para todo h € H. Basta, portanto, como no item anterior, mostrar que Rx A = jioe =
AxT.

Dado h € H, temos, por um lado,
(RxA)(h) =) R(ha))A(h)
(h)

I
=
>
=
hl”
G
®
=
>
=
i
S
e
>
N

Il

>
—~
=2
=
F

>
S
~

e, por outro lado,

= (noe)(h)
Logo, Rx A =jioe =AxT, donde seque R ="T. |
Lema 1.19 Seja H uma dlgebra de Hopf com antipoda S. Entao (H°P)®P é uma dlgebra
de Hopf com antipoda S.
Demonstracao: Sabemos que (H°P)®P ¢ uma bidlgebra. Para mostrar que S € uma
antipoda para (H°P)®P, observe que 7o (S ®idy) = (idy ® S) o7, 0 que implica
mPo(S®idy) o AP =morto(S®idy)oToA
=mo (idg®S)oA
=loe.

Similarmente, m°® o (idg ® S) 0 AP = poe. u
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Proposicao 1.20 Seja H uma dlgebra de Hopf com antipoda S. Sao equivalentes:
(i) H°P é uma dlgebra de Hopf.
(11) HP é uma dlgebra de Hopf.

(ii1) S € bijetora.

Neste caso, a funcao inversa de S € a antipoda de H e de HP.

Demonstragcao: Se H°P é uma algebra de Hopf, segue, do Lema 1.19, que H®P =
(H°P)°P P também o é, e tem a mesma antipoda de HP. Analogamente, se HP for
uma algebra se Hopf, entao HP = (HP)®P P = (HP)°P ©P tamhém sera e terd a
mesma antipoda de HP. Portanto, (a) e (b) sdo equivalentes, e quando um deles vale,
H°P e HP tém a mesma antipoda.

Mostremos, agora, que (iii) implica (ii). Suponha que S seja uma fungao bijetora e
denote sua funcdo inversa (com respeito a composicao de funcdes) por S. Como S é um

antimorfismo de algebras, S também é, e, portanto, para todo h € H, vale

Z S(he)h Z S(he)(SS(hw))

S| S(hayhe
")
 S(e(h)1y) = e(h)1y.

Ou seja, poe =mo (S®idy)oT0oA =mo (S®idy) o A®P. Analogamente, p10e =
mo (idg ® S) o AP. Logo, HP ¢ uma algebra de Hopf com antipoda S.
Finalmente, mostremos que (ii) implica (iii). Suponha que H®P seja uma algebra

de Hopf com antipoda T'. Mostremos que T'o .S = S oT =idy. De fato, dado h € H,

= ZT(e(h@))h(l)) = Zf(h(Q))lHT(S(h(l)))
(h)

(h)

=Y hT(h@)T(S(ha)) =Y heT(S(hay)he)
(h) (h)

= h@T(tha)in) =D e(ha)he) =
() ()

Logo, T 0 S =idy. De modo analogo, prova-se que S o T' = idy. Portanto, S é bijetora.
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Observacao 1.21 Seja H uma dlgebra de Hopf com antipoda S inversivel. Pela Pro-
posicao 1.20, temos que S~! ¢ antipoda de HP e pela comutatividade do diagrama na
Definicao 1.14 obtemos

S h@)hay = e(h)ly = he)S™ (b))
Definicao 1.22 Sejam H, e Hy dlgebras de Hopf. Dizemos que uma aplicacao f: Hy —

Hy é um morfismo de dlgebras de Hopf se f € um morfismo de bidlgebras.

1.3 Mobdulos e Médulos Algebra

Defini¢ao 1.23 Para uma dlgebra (A, m, ), um A-mddulo & esquerda é um par ordenado
(M), em que M € um espago vetorial e ) : AQ M — M € uma aplicagao linear tal que

0s sequintes diagramas comutam:

AQAQM TN Ao M M—"2"_ A9 M

id A QY P P

R

A M " M

Dados a € A e x € M, é comum escrever a - x para denotar o elemento ¢ (a ® z) de

Se A é uma K-élgebra, denotamos por Autg(A) o conjunto de todos os automorfis-
mos de A. Com respeito & composi¢ao de fungoes, Autg(A) é um grupo com identidade
id4. Se G é um grupo e ¢ : G — Autg(A) é um morfismo de grupos, podemos definir o

anel de grupo skew de A pela agao de G por

AxG = {ZaUJ:aUGA}
oeG

em que em todas as somas apenas um numero finito de elementos a, é nao nulo. O

conjunto A * G é uma K-algebra com soma dada por

Z ,0 + Zbgo = Z(ag +by)o

oeG ceG ceG

e multiplicacao satisfazendo, além da distributividade em relagao & soma, a condig¢ao

oa = ¢(o)(a)o,
coma€ A,o€QG.
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Assim, em A *x G, tem-se

(Z ) (Z baa) -y (Z apqs(p)(m) .

cedG ceqG ceG \pr=0
O elemento unidade da algebra A x G é dado por 141, em que 1 designa o elemento

identidade do grupo GG. As funcoes

A — AxG G — AxG

a +— al o — lyo

sao injetoras e permitem, assim, considerar A uma subélgebra de A G e G um subgrupo

do grupo dos elementos invertiveis em A x G. O conjunto
A% ={a € A:¢(0)(a) = a, para todo o € G}

é uma subalgebra de A, chamada subéalgebra de invariantes de A pela acao de G. Temos

assim, uma cadeia de subalgebras,
A C AC AxG.

Se o morfismo ¢ é trivial (isto é, é dado por ¢(o) = ida, para todo o € G), entao A * G
coincide com o anel de grupo usual AG.

Essas ideias se generalizam para o contexto de bidlgebras da seguinte forma:

Definigao 1.24 Seja H uma bidlgebra e seja A uma dlgebra. Dizemos que A € uma
H-modulo dlgebra a esquerda, ou que H age em A a esquerda, se as sequintes condi¢oes

estao satisfeitas:
(i) A é um H-mddulo a esquerda (com agdo de h € H em a € A denotada por h > a),

(i) h > (ab) = > (hay > a)(h@) > b), para todo h € H e todos a,b € A,
(h)

(11i) ht>14 =¢e(h)la, para todo h € H.

Acdes a direita sao definidas de forma simétrica.

Seja H uma bidlgebra e seja A uma H-moddulo algebra a esquerda. Dados h € H e
a € A, dizemos que h age trivialmente em a se h > a = £(h)a. O conjunto A¥ formado
pelos elementos de A nos quais todos os elementos de H agem trivialmente forma uma

subélgebra chamada subéalgebra de invariantes de A sob a acao de H:
A" ={a € A|h>a=¢(h)a, paratodo h € H}.
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Podemos associar ao par (A, H) uma algebra que generaliza a construcao do anel de
grupo AxG da seguinte maneira. O produto smash A# H é definido como sendo a algebra

que coincide com A ® H como espaco vetorial e que tem multiplicacao satisfazendo

(agth) (b#g) =Y _ a(hq) > b)#ha)g
(h)

para todos a,b € A e h,g € H, em que a#h denota o elemento a ® h de A#H e
analogamente para b#g.

Mais precisamente, se ¢ : H ® A — A é a aplicacao linear que define em A uma
estrutura de H-modulo a esquerda, a aplicagao linear (A®Q H) ® (A® H) - A® H que
define a multiplicacao no produto smash A#H é dada pela composic¢ao:

AoHOA® H idas®Ar®idagH

A HOH®A® H
lidA®H®T®idH
ARH® A H® H
ida®y@mpy

A®H ARA®H

mAQidy

Proposicao 1.25 O produto smash é associativo e possui unidade.

Demonstracao: Primeiramente vamos mostrar que a multiplicagao em A#H é associa-

tiva. De fato, dados a#h, b#k,c#j € A#H temos
((agth) (b#k) (c#5) = Za ) & D)#thk) ()

=§:a@m>®@@@n>@®MM@J
(h).(k)
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Por outro lado,

(a@h) (0@ K)(c®j) = (a@h) [ Y blka) > ) @ ke
(®)

=3 (@@ h) (bkay > ¢) © kz)))
®

=" alhay & (blka) > €))) @ hey (k)
® ()

=> ) alha) > b) (b > (k) > ¢) @ bk
(k) (h)

=Y alhay > b)(he) > 1a) (A ka) > ) © hak))
CRO

= Z a(hy > b)(h@)ka) > ¢) @ he)ke)g
(k) ()

o que prova a associatividade. Além disso, é facil ver que 12#1y ¢é unidade para A#H,

uma vez que
(1A#1H)(a#h) = 1A(1H > a)#th = a#h

Similarmente, temos

(a#th)(La#t1n) = > alh@)Dla)#holn = Y as(h@)la#the = Y a#e(hn))he) = a#th.
(h) (h) (h)

Exemplo 1.26 Dizemos que um grupo G age em uma dlgebra A por automorfismos se
existe um morfismo de grupos ¢ : G — Autg(A). Seja H = KG a dlgebra de grupo
do grupo G sobre K com a estrutura usual de bidlgebra (isto €, todo elemento de G é
grouplike). Entao, uma dlgebra A é uma H-mddulo dlgebra se, e somente se, G age em
A por automorfismos.

De fato, suponha que ¢ : G — Autg(A) seja um morfismo de grupos. Pela pro-
priedade universal da dlgebra de grupo, ¢ se estende a um morfismo de dlgebras H —
Endg(A), que, por sua vez, define em A uma estrutura de H-mddulo 4 esquerda satisfa-
zendo

o> a=¢(0)(a),

para todo 0 € G,a € A.
Mostremos que A é uma H-modulo dlgebra. Em primeiro lugar, observe que para
todo 0 € G, vale 0 > 14 = ¢(0)(1a) = 14 = €(0)1a. Assim, dado h =) . .0 € H,

23



com A\, € K, temos

h>1y = (ZA00> >1a=Y Ao(o>14)

oceG ceG
= Z Aoe(o)ly =€ (Z )\go> 14 =¢€(h)14.
ceG oceG

Agora, dados 0 € G ea,be A,

o> (ab) = ¢(o)(ab) = ¢(o(a)p(o)(b)

= (o>a)o>b) =) (o0 >a)(oe >Db)
(o)

pois o € um elemento grouplike. Segue, assim, que para todo h € H, também se tem
h> (ab) = > (hay > a)(hez) > b).

Reciprocamente, suponha que A seja uma H-mddulo dlgebra e seja ¢ : G — Endg(A)
a restri¢ao a G do morfismo de dlgebras H — Endg(A) que define a estrutura de H-mddulo
a esquerda em A. Entao, ¢(o1) = ¢(0)d(T), para todos o, 7 € G, e ¢ satisfaz

¢(o)(a)=0c>a (0c€GacA.

Observe que, para todo o € G, ¢(0) €, na realidade, um morfismo de dlgebras, pois, como
(ab) = o > (ab) = (0 > a)(0 > b) = ¢(0)(a)¢(0)(b), para
todo a,b € A. Além disso, ¢(c)(1a) = o> 14 = €(0)ly = 14. Como todo elemento
de G € invertivel, temos ¢(G) C Autg(A). Portanto, temos um morfismo de grupos
¢: A — Aulg(A).

Finalmente, observe que A coincide com a subdlgebra de invariantes da acdo do

o € um elemento grouplike, ¢(o)

grupo G por automorfismos de A (como o leitor pode facilmente verificar), e o produto
smash A#H nada mais € do que o anel de grupo skew Ax G, uma vez que a multiplica¢ao
em A#H satisfaz

(a#t0)(b#7) = agp(o)(b)#oT,

para todos a,b € A eo, T € G.

Exemplo 1.27 Toda dlgebra de Hopf H age sobre si mesma via a a¢ao adjunta a es-
querda, definida por

h>a= Z h(l)aS(h(Q)),
(h)

para todos h,a € H. No caso H =KG e o € G, entio o> h = cho™, para todo h € H.

Se H age em si mesma pela agao adjunta e se Z(H) denota o centro de H, isto €,
Z(H) € a subdlgebra (comutativa) de H definida por

Z(H)={z€ H : zh = hz, para todo h € H},
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entdo, € claro que Z(H) C H. E, reciprocamente, se z € H, entao, para todo h € H,

hz = Z h(l)s(h(g))z

(h)

= Z h(l) > 1k > Z?E(h(g))
(h)

= haze(he)
(h)

=D hwzS(he)he)
(h)

=Y (hay > 2)he)
(h)

= Z €(h(1))2h(2)
(h)

= zh.
Logo, HY = Z(H).

Proposigao 1.28 Seja H uma bidlgebra e seja A uma H-mddulo dlgebra. FEntao as
funcoes
a: A — A#H 6: H — A#H
o o afly ho— 1a#th

sao morfismos injetores de dlgebras.

Demonstracao: Claramente as aplicagoes sao injetoras, entao basta mostrar que sao

morfismos de algebra. Note que
a(la) = 1a#ly = lagn
B(lu) = 1a#1y = Lagn
Além disso,

a(a)a(b) = (a#ly)(b#1y) = a(ly > b)#1ly = ab#1ly = a(ab)

B(g)B(h) = (La#tg)(1a#h)
= Lalg) > La)#gh
= Lag(gw) ) 1attg@h
= La#e(gm))geh
= La#tgh
= B(ab)

25



]

Em vista da proposicao acima, passaremos, quando for conveniente, a olhar A e

H como subélgebras de A#H via a identificacdo de A e H com suas imagens pelos

morfismos injetores a — a#1y e h — 1,4#h, respectivamente. Assim, como para a € A e

h € H, temos a#h = (a#1y)(1a#h), A#H pode ser vista como a algebra gerada pelas
subélgebras A e H, na qual as relacgoes

ha= (ha) > a)he), (1.17)
")

para todos h € H, a € A, estao satisfeitas.

Quando H é uma algebra de Hopf e sua antipoda S é bijetora, as regras de comu-
tacao entre elementos de A e de H em A# H podem ser apresentadas de modo simétrico.
Denotaremos a aplicacdo inversa de S por S. Pela Proposicio 1.20, H°P ¢ uma algebra

de Hopf com antipoda S; portanto,
Z hyS(hay) = Z S(h@)hay = e(h)1n, (1.18)
(h) (h)

para todo h € H.

Proposicao 1.29 Seja H wma dlgebra de Hopf cuja antipoda S tenha wma inversa S.

Seja A uma H-maodulo dlgebra. Entao, em A#H temos,

ah = h(S(ha) > a), (1.19)
(h)
para todos a € A e h € H.

Demonstragao: Sejam a € A e h € H. Entao,
- (1.17) -
> ey (S(hay) > a) =" (b > (S(ha)) > a)(he)
(h) (h)

= ((h@S(hw))) > a)hg)
(h)

" (e a) (Y e (hay)he)

(h)
= ah.

|
Assim, uma vez que A pode ser visto como uma subalgebra de A#H, a algebra
A#H tem uma estrutura natural de A-moédulo a esquerda e a direita induzidas pela

multiplicacdo em A#H.
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Capitulo 2
Acoes parciais de grupos

Neste capitulo serao apresentados os conceitos de agoes parciais de um grupo G
em uma algebra associativa A e o seu respectivo anel de grupo skew parcial, conforme
apresentado em [8]. Serao discutidas questao de globalizacao, ou seja, quando que uma
acao parcial pode ser obtida através de uma restricao admissivel de uma agao global, a
construcao de um contexto de Morita envolvendo o anel de grupo skew parcial e global
e, por fim, apresentado o conceito de representacoes parciais e sua relacao com as acoes

parciais.

2.1 Acao envolvente de uma acao parcial

Acgoes parciais de grupos apareceram de forma independente em varias areas da
matemaética, em particular, na teoria de algebras de operadores como uma poderosa fer-
ramenta em seu estudo. No cenério mais geral de agoes parciais sobre conjuntos abstratos,

temos a seguinte defini¢ao:

Definicao 2.1 Seja G um grupo com elemento identidade 1 e X um conjunto. Uma
agao parcial o de G sobre X é uma cole¢do de subconjuntos D, C X (g € G) e bijegoes
ag: Dg-1 — Dy tais que

(i) Dy =X e ay € a aplicagao identidade de X;
(ii) Dy 2 07 (D1 1 Dya);

(iii) oy o ap(z) = ag(x) para cada x € o (Dy N Dy1).



Note que as condigdes (ii) e (iii) significam que a funcao o, ¢ uma extensao da funcao
agoay,. Além disso, é facilmente visto que (ii) pode ser substituida pela seguinte condicao:
@, (DN Dy-1) = Dy-1 N Dy-1,-1. De fato, por definigio, temos que «,'(Dy, N Dy-1) C
Dj,-1, daf de (ii) temos que a;,'(Dy N Dy-1) € Dy-1 N Dy-1,-1. Substituindo h por A~
e g por gh, temos a; ', (Dy-1 N Dy-1,-1) € Dy N Dy-1. Por (iii) o,y = oy, e obtemos a

desejada igualdade. Assim, as condigoes (i)-(iii) sdo equivalentes ao seguinte:
(i) D; = X e aq ¢ a aplicagao identidade de X
(11’) Ckg(Dgfl N Dh) = Dg N Dgh;
(iii") ag(an(x)) = agn(x), para todo x € Dy N Digpy-1.

Definicao 2.2 Dada uma agao parcial o de um grupo G sobre uma dlgebra A, o anel de
grupo skew A x, G correspondente a o € o conjunto de todas as somas formais finitas
{2 geq @0y ag € Dy}, onde §, sao simbolos. A adigao € definida da maneira dbvia, e a

multiplicacao € determinada por
(agq)(bndn) = ag(ag-1(ag)bn)dgh.

Observagao 2.3 Obviamente, A 3 a — ad; € A X, G € uma imersao que nos permite
identificar A com Ady. Além disso, € facil ver que o anel de grupo skew € unitdrio com

unidade 1401, entretanto nao € certo que seja sempre associativo, como visto no Exemplo
3.5 em [8].

Exemplos naturais de agdes parciais podem ser obtidos restringindo agdes (globais)

a subconjuntos nao necessariamente invariantes (ideais no nosso caso).

Exemplo 2.4 Sejam G um grupo e B uma K-dlgebra. Suponha que existe uma ag¢ao
global de G sobre B, ou seja, existe um homomorfismo de grupos B : G — Aut(B), e
assim para cada g € G, existe B, : B — B isomorfismo de K-dlgebras. Considere A um
ideal de B. Defina

D, = AN B,(A).

Como A € um ideal de B e B, € um isomorfismo, entao B,(A) também é um ideal de B,
logo Dy = AN By(A) € também ideal de B.
Defina agora

Qg = BQ|D971

Vamos provar que By(D,-1) = D,
Seja v € Dy—1 = AN Py(A), entdo v € A e x = fy-1(2’), onde 2’ € A. Logo,

By(x) = Bg(ﬁgfl(x/» =2 € AN By(A) = Dy.
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Assim, By(Dy-1) C Dy.
Agora seja x € Dy = AN By(A), entdo v € A e x = fy(x'), onde 2’ € A. Assim,
By-1(x) = By-1(By(a")) = 2" € AN By-1(A) = Dy-1.
Logo, ' € Dy-1 e entdo
z = By(2) € By(Dy-1).
Assim, Dy C 4(Dy-1) e portanto vale a igualdade.

Desta forma, as aplicagoes
ag = Bylp,_, : Dg-1 = Dy

sao isomorfismos de dlgebras.

Vamos agora mostrar que o = (o, Dyg)gec € uma agdo parcial de G sobre A.
()
Di=ANnp(A)=ANnId(A)=ANA=A.
ay = Bi|a = Ida.
(ii) Sejay € ag(Dy N Dy-1) entio existe x € Dy, N Dy-1 tal que y = ay(z).

Como x € Dy, e ay, : Dy—1 — Dy, € um isomorfismo, entao existe z € Dy-1 tal que

T = ap(2).
Assim,

y = ag(r) = ag(an(2)) = B4(Br(2)) = Ben(2) € Bgn(A).
Dessa forma,

y € Byn(A) N A= Dy,
Logo y € Dy, N D, e portanto
ag(Dp, N Dy-1) C Dy N Dgy,.

(i) Primeiramente vamos mostrar que se x € Dyp—1 N Dyp-1, entao op(x) € Dy-1.
Seja x € Dyp-1 N Dgp—1, entao v € Dgp-1. Como agpy—1 @ Dy, — Dgpy-1 € um
isomorfismo, entao existe z € Dy, tal que
T = a(gn)-1(2)
Assim,
T = agn)-1(2) = Bgn)-1(2) = Br-1(By-1(2))
= Bn(@) = Br(Br-1(By-1(2))) = Byg-1(2) € By-1(A).
Como x € Dj,-1, temos

Ozh(ZU) = ﬁh(ﬂf) = ﬁg—l(z) € @g—l (A) NA= Dg—l.

Assim, para todo x € D1 N Dyp,-1, temos
agn(r) = Bgn(x) = Be(Bn(x)) = By(an(x)) = ag(an(r)) = ag o an(z).
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Portanto, o € uma agao parcial de G sobre A.

No exemplo acima, dizemos que « é uma restricao da acao global g a A. Queremos
encontrar circunstancias sob as quais uma dada agao parcial pode ser obtida a menos de
equivaléncia como a restricdo de uma agao (global). A nocao de equivaléncia de agoes

parciais é definida como segue:

Definicao 2.5 Dizemos que uma agao parcial o = {og : Dy-1 — Dy @ g € G} de um

g
grupo G em uma dlgebra A € equivalente & agdo parcial o/ = {a, : D;_l — D, g€ G}
de G em uma dlgebra A’ se existir um isomorfismo de dlgebras ¢ : A — A’ tal que para

cada g € G as duas sequintes condigoes valem:
(1) ¢(Dg) = Dy;

(i) a0 p(x) = poay(z), para todo v € Dy-1.

Considere um homomorfismo de grupos 3 : G — Aut(B), onde G é um grupo e B
uma algebra. Assim, para cada g € G, existe 8, : B — B isomorfismo de K-algebras.
Considerando A um ideal de B, tome D, = AN B,(A) e adote o, = 59|D971 tal como
no Exemplo 2.4. Se B; ¢ a subélgebra de B gerada por (U, By(A), pode acontecer que
B # B e, uma vez que B; é invariante em relagao a 3, podemos ver que a pode ser obtida
como a restricao de uma ac¢ao de G em B; que é uma subalgebra propria de B. Assim, é

razoavel exigir que B = By, e neste caso diremos que «a é uma restricao admissivel de (.

Definicao 2.6 Uma ag¢do 8 de um grupo G em uma dlgebra B € dita uma ag¢ao envol-
vente para a a¢ao parcial o de G em uma dlgebra A se o € equivalente a uma restri¢ao

admissivel de B a um ideal de B.

Em outras palavras, f é uma agao envolvente para « se existe um isomorfismo de
algebras  de A sobre um ideal de B tal que para todo g € G as trés seguintes propriedades

sao satisfeitas:

() @(Dyg-1) = @(A) N By(p(A));

(ii’) ¢ oay(x) = Py 0 ¢(xr) para cada x € Dy-1;

(iii’) B é gerado por [ cq By(9(A)).

Um problema geral é decidir se uma dada agao parcial possui uma agao envolvente.

O resultado a seguir, mostra que isso nem sempre é verdade.
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Proposicao 2.7 Se B ¢ uma acao de um grupo G sobre uma dlgebra B que € uma agao
envolvente para a agao parcial o de G sobre uma dlgebra A, entao o anel de grupo skew

A o G estd contido em B xg G. Em particular, A X, G € associativo.

Demonstragao: Seja A’ o ideal de B tal que existe um isomorfismo de algebras ¢ : A —

A’. Considere
0:Ax, G — BxgG

agdy — plag)d,
Basta mostrar que # é um homomorfismo de algebras injetor.

e # ¢ um homomorfismo de algebras.

Por um lado,

0(agdy)0(brdn) = ¢(ag)dyp(bn)on = w(ag)By(w(br))dgn

Por outro lado,

Logo, 0(ay04b,01) = 6(ay64)0(bron).

e 0 ¢ injetor. Seja x =) _,a,0, € Ker(f), entao

geG

0(x) = dea p(ag)dy =0
= ¢(ay) =0, Vged
= a,=0, VgeG

= T =005 =0.

Por fim, uma vez que B x5 G é associativo, segue que A x, G também é.
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Observacao 2.8 Note que, como mencionado na Observacao 2.3, nem todo anel de grupo

skew parcial € associativo, entao nem toda acao parcial admite uma envolvente.

Veremos a seguir uma condicao para que uma ac¢ao parcial possua uma agao envol-

vente, para isso vamos precisar do seguinte resultado:

Lema 2.9 Suponha que A € uma dlgebra que € uma soma (nao necessariamente direta)
de um numero finito de ideais, cada um dos quais € uma dlgebra unitdria. Entio A € uma

dlgebra unitdria.

Demonstracao: Por induc¢ao sobre o numero de somandos, é suficiente considerar o
caso com dois ideais: A = Z + J. Sejam 17 e 15 os elementos de unidade de Z ¢ J
respectivamente. Entao 17 e 17 sao idempotentes centrais de A e 17 + 157 — 1717 é a
unidade de A. De fato, dado @ € A devemos ter a = azr +ay com az € Z e ay € I.

Assim,

a(lz+1y7 —1717) = (az +ay)(1z + 17 — 1715)
=arlr+arly —azlzl s +agslr +azly —aslzly
=ar+arly —azly +azlr+ay —aglylz
=ar+aglr+as—azlz
=azr+ayg

= a.

Analogamente, (17 + 17 — 171 7)a = a e temos o resultado.

Teorema 2.10 Seja A uma dlgebra unitdria. Entao uma a¢do parcial o de um grupo G
em uma dlgebra A admite uma agdo envolvente se e somente se cada ideal D, (g € G) €

uma dlgebra unitdria. Além disso, 3, se existe, € unica a menos de equivaléncia.

Demonstragao: (=) Se [ existe e ¢ : A — B é o monomorfismo que da a equivaléncia,
entdao p(D,) = (A)NB,(¢(A)) é claramente uma algebra unitaria (intersegéo de algebras
unitarias) para cada g € G e, consequentemente, D, também seré.

(<) Suponha que cada ideal D, (¢ € G) é uma algebra unitaria. Isso significa que para

cada g € G existe um idempotente central 1, de A tal que D, = 1,A.
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Seja F = F(G, A) o produto cartesiano de A indexado pelos elementos de G, isto
¢, a algebra de todas as fungoes de G em A. Por conveniéncia de notacao f(g) também

serd escrito como f|, (f € F,g € G). Parag € G e f € F defina §,(f) € F pela formula:

Be(Hln=flg7'h), heG.

Vamos mostrar que para todo g € G, 5, ¢ um automorfismo de F. Dados fi,fo € F e

g € G, temos

Bo(fr+ f2)ln = (fr+ f2) (g7 h) = fi(g™ h) + falg™ h) = By(fu)ln + Bo(f2)n

. Para a injetividade, vé-se que dado f € F tal que 5,(f) = 0 temos

By(f)=0=B,(f)ln=0, VYheG
= f(g7'h) =0, Vhed.

Note que g~!h percorre todo o G, uma vez que dado ¢’ € G podemos escrever ¢’ = g 'gg/,
assim f = 0 e entdo Kerf, = {0}. Por fim, para cada f € F, tome f' € F tal que
f'ln = flgh. Assim, para todo h € G temos

Be(f)n = f'(g7'h) = flgg~'h) = fln,

mostrando que f +— f,(f) define um automorfismo 5, de F, e assim = {3, : F — F :
g € G} ¢ uma agio de G em F. E facil ver que para cada g, h € G o idempotente 1,1, &
o elemento unidade da algebra D, N Dy, o que significa que D, N Dy, = 1,1, A. Uma vez

que « é uma acao parcial, a igualdade ay(D,-1 N Dy,) = Dy N Dy, obviamente implica
ay(1y-11p) = 1,14, (2.1)
Para qualquer a € A o elemento al, pertence a D,, e a férmula
pla)lg = ag-1(aly), g€G,
Note que dados a,b € A e g € G temos
p(ab)lg = ag-1(ably) = ag-1(algbly) = ag-1(aly)ay-1(bly) = p(a)lse(b)l,-
Além disso, suponha que ¢(a) = 0, entao para todo g € G temos
ag-1(aly) =0=>a=0,

33



0 que mostra que ¢ ¢ um monomorfismo.

Seja B a subalgebra de F gerada por U,cq By(0(A)) (9 € G). Nosso proposito é
mostrar que a restricao de S a B é uma agao envolvente para a. Denotamos a restri¢ao
com o mesmo simbolo f. Comegamos verificando a propriedade (ii’) da Defini¢ao 2.6.
Para g,h € G e a € Dy-1, temos Sy(p(a))|n = ¢(a)|g-1n = ap-14(als-1p) e plag(a))|, =
ap-1(ay(a)ly). Assim, (ii’) é satisfeita se e somente se a seguinte igualdade valer para

todos g,h € G e todo a € Dy-1:

ap-14(aly-1p) = ap-1(g(a)ly). (2.2)

Observando que a - 1,1, € Dg-1 N Dy-1p-1, podemos dividir aj,-14 no lado esquerdo, e

g

usando (2.1) obtemos

uma vez que 1, ¢ a unidade de D,. Em seguida, mostramos que

P(Dg) = p(A) N By(0(A)), (2.3)

para todo g € G. Um elemento do lado direito pode ser escrito como ¢(a) = 5,((b))
para quaisquer a,b € A. Entao para cada h € G a igualdade ¢(a)|, = B,(¢(b))]s significa
que

an-1(aln) = 9(O)]y1n = an-1g(bly-11). (2.4)

Tomando h = 1, isso nos da a = «a4(bl,~1) € Dy e, consequentemente, ¢(Dy) 2 ¢(A) N
Bg(p(A)). Para a inclusdo inversa, dado um elemento a € D,, precisamos encontrar b € A
tal que (2.4) valha. Para b = a,'(a), o lado direito de (2.4) & aj-14(ag-1(a)ly-1y), que &
igual ao lado esquerdo de (2.4) quando vemos por (2.2). Portanto (2.3) segue e a condi¢ao
(i) também ¢é satisfeita.

Para mostrar que  é uma agao envolvente para «, resta provar que ¢(A) é um ideal

de B. Para ver isso, é suficiente verificar que 5,(¢(a))-p(b) € ¢(A) e p(b)-B,(¢(a)) € ¢(A)
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para todos g € G e a,b € A. Para h € GG, usando (6), temos

By(e(a))ln - o(b)[n = @(a)lg-1n - p(b)[n = an-14(alg-1p) - ap-1(bls)

= ap-1(ag(aly-1)1y) - ap-1(bly) = ap-1(ag(aly—1)bly) = @(ag(aly-1)b)ls.
Assim Sy (p(a))-o(b) = p(ag(aly-1)b) € ¢(A) e similarmente p(b)-By(p(a)) = p(bay(al,-1)) €
©(A), como desejado.

Agora, vamos provar a unicidade da agao envolvente. Suponha que ' é outra agao

de G em uma algebra B’, que é envolvente para «. Seja ¢’ a aplicagdo correspondente
de A em B’. A admissibilidade incorporada na Definicao 3.7 significa que B’ é a soma
dos ideais f3;(¢'(A)), g € G. Assim, um elemento de B’ pode ser escrito como uma
soma finita Y7, 5 (¢'(a;)), com g; € G e a; € A. Defina uma aplicagio ¢ : B’ — B

por ¢(> 7, B (¥'(ai))) = D27 By, (¢(a;)). Queremos mostrar que ¢ esta bem definido.
Suponha que »77 | 5 (¢'(a;)) = 0. Temos que ter certeza de que Y 7 | By, (¢(a;)) = 0.

Para todo h € G e a € A temos )7, 5, (¢'(a:))5;(¢'(a)) = 0, e aplicando 3}, obtemos
2 im1 B, (¢'(a1))¢(a) = 0. Como ¢/(a) € um ideal, o elemento 37 51 (¢'(a:))#' (@)
esta na dlgebra 3; 1 (¢'(A4)) N¢'(A) = ¢'(Dp-1y,), cuja unidade ¢ o elemento ¢'(1j-1,).
Portanto, usando (ii’),
Bh1g, (¢ (a:)) @' (@) = Bh_14, (@' (1)) £"(1n=14,) ' (a)

= Bho1g,(#'(a:))¢" 0 a1, (11, )¢ (a)

= Bh-1g,(¢'(a:)) Bh_1g, © ' (141, )¢'(a)

= Bho1g, © ¢ (@il -1)¢'(a)

= ¢ o oty @il 1,)(a)

— g (a1l 1))

De forma similar, vemos que Bj,-1,,(¢(a:))p(a) = p(ap-14,(a;il,-1h)a). Assim,

0= Zﬂh 1 a;))¢'(a) = Z Spl(o‘h—lgi(ailgi‘lh)a)>
i=1

o que implica Y7 | ap-14,(ail, -1,) = 0. Portanto

S

o—zwh (0l 1)a) = 3 By, (elai)pla),

=1

e aplicando (3;, obtemos

Z/Bgl az ﬁh ( )) 0,
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para todo a € A. Portanto, o elemento Y ;_, By, (¢(a;)) anula cada S,(p(a)). Seja By
a algebra gerada por (J;_; By, (p(A)). Entao Y7 B, (¢(a;)) € By, e pelo Lema 2.9 By

possui um elemento unidade, digamos 1p,. Entao
> Balp(a) =D Byle(a)) - 1, =0,
i=1 i=1

de modo que Y 7, B (¢'(a;)) = 0 implica 7, By, (p(a;)) = 0e ¢ : B — B é um
homomorfismo bem definido de algebras. Por simetria, £y, (¢(a;)) — B, (¢'(a:)), g € G,
a € A, também determina uma aplicacdo bem definida ¢’ : B — B’. Obviamente,
po¢d = ¢ o¢ =1 e, consequentemente, ¢ é um isomorfismo de algebras. E facilmente

visto que para todo g € G se tem S,0¢ = ¢o ,6’;, e isso resulta que 3’ é equivalente a 3. m

2.2 Contexto de Morita

Seja o uma ag¢ao parcial de um grupo G sobre uma algebra unitaria A e suponha
que (8, B) é uma agao envolvente para (a, A) tal que B também tenha unidade. Pela
Proposigao 2.7, o anel de grupo skew é associativo. Nosso objetivo nesta segao é exibir
um contexto de Morita estrito para os anéis R = A x, G e R' = B x3G.

Recordamos de [14], Se¢ao 4.1 que um contexto de Morita é uma séxtupla (R, S, M, N, 1,7’),

onde:
(a) R e S sao anéis,
(b) M é um R-S-bimoédulo,
(¢) N éum S-R-bimodulo,
(d) 7: M ®s N — R é um morfismo de bimédulo,
() 7": N®gr M — S é um morfismo de bimo6dulo,

tal que

T(my @ n)me = my7' (n @ my), VYmy,mq € M,n € N,

7(ny @ m)ny = m7(m @ ny), Vny,ny € N,m € M.

Dado um contexto de Morita com 7 e 7' sobrejetoras, seguindo nomenclatura de

[14], R e S sao ditos Morita equivalentes.
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Considere os subespacos lineares M, N C B xg G dados por

M = {Zcég:ceAparatodogeG}

geG

N = {2659 ¢ € By(A) para todo g € G}.

geG

Proposicao 2.11 M ¢é um ideal a direita e N € um ideal a esquerda de B x5 G.
Demonstracao: Seja cd, em M, onde g€ Gece A Se h € G ebe B, temos
C(Sg -bop, = cﬂg(b)dgh e M,

pois ¢f,(b) € A uma vez que A é um ideal em B. Logo M é um ideal & direita em B xgG.

Agora seja cd, em N, onde g € G e ¢ = f,(c') com ¢ € A. Se h € G e b e B, temos
by, - cég = bﬂh(C)(ghg = bﬁhg(c’)&w €N,

porque (j,(A) é um ideal em B. Entao N é um ideal a esquerda. [ ]
No proximo resultado, veremos A x, G como uma subalgebra de B xg GG, como na
Proposicao 2.7.

Proposicao 2.12 (A x,G)M C M e N(A x, G) C N, de forma que M pode ser visto

como um A X, G-mddulo a esquerda e N pode ser visto como um A X, G-maodulo a direita.

Demonstracao: Seja cd, em M, onde g € G ec€ A, esejaapdy, € Ax, G, onde h € G
e ap € Dy,. Entao
ah(Sh . C(Sg = ahﬁh(c)éhg € M,

porque apf,(c) € A uma vez que A é um ideal em M. Entao M é um A X, G-mo6dulo &
esquerda.

Agora seja cd, em N, onde g € G e ¢ = fy(c') com ¢ € A, e seja apdy, € A X, G,
onde h € G e a,, € Dy,. Entao

659 ~apdy = cﬁg(ah)égh = Bg(c')ﬁg(ah)5gh = 59(C,ah)5gh € N. (25)

Uma vez que Dj, é um ideal em A, temos que ca, € Dy, e, portanto, da, = a(z)

para algum x € Dj-1. Entao da equagao (2.5), segue que

cOgandn = By(an())dgn = By(Bu(x))dgn = Byn(z)dgn € N.
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Portanto NV é um A x, G-mo6dulo a direita. [

Até agora, vimos que M é um (A X, G)-(B x3 G)-bimédulo e N é um (B %z G)-
(A %, G)-bimodulo. Estes fornecem o terceiro e quarto componentes do contexto de
Morita. A seguir, precisamos definir 7 e 7’.

Dados subespacos lineares X e Y de uma algebra, denotamos por XY o espaco
linear gerado pelo conjunto de produtos zy com z € X ey € Y.

No proximo resultado mostraremos que (A X, G, B x3 G, M,N,7,7") onde 7 e 7/
sao definidos por

T:m®n €M ®Qpu,g N—>mn € Ax,G (2.6)

:n@méeN Quu,ac Mr—nmée BxsG. (2.7)

formam um contexto de Morita sobrejetor.

Proposicao 2.13 Seja o uma acgao parcial de um grupo G sobre uma dlgebra unitdria
A e suponha que (§,B) seja uma a¢ao envolvente para (o, A) tal que B também seja

unitdria. Entao A X, G e B x5 G sao Morita equivalentes.

Demonstragao: A Proposigao 2.11 e a Proposigao 2.12 ja mostram que M é um (A X,
G) — (B x5 G) bimoédulo e N é um (B X3 G) — (A X, G) bimodulo, em que M e N sao
como definidos anteriormente.

Para provar que 7 e 7’ sdo bem definidas e sobrejetoras, mostraremos que MN =
AxaGe NM =B xz3G.

Seja c10, € M e c20, € N, onde g,h € G, ¢; € A, e co = [B,(c}) com ¢, € A. Entao
C10g - Ca0p = 184(C2)0gn = C159(5h(0/2))5gh € Ax, G,

porque ¢15yn(cy) € AN Byn(A) = Dyy. Isso mostra que MN C A %, G.
Dado ¢ € Dy, observe que ¢ € aj,(Dp-1) C 5,(A), de forma que ¢d, € N. Seja 14 a

unidade de A, temos que 140, € M e
1,4(56 . C(Sh = 1AC(5h = C(sh.

Entao c¢d, € MN. Como c é arbitrario, concluimos que A x, G C M N.

Sejam g, h € G e seja c € A. Entao B,(c)d, € N e 1404-1, € M. Além disso,

59(6)59 1a0g-1p, = 55;(0)59(1/;)55;}1 = ﬁg(c)égh‘
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Como (J,c B5(A) gera B, concluimos que Bdg, C NM, e, portanto, NM = B x5 G.
Desta forma, as aplicagdes 7 e 7" definidas em (2.6) e (2.7) estdo bem definidas e

sao sobrejetoras. Além disso, A x, G e B xz G sao associativos, entao temos

7(my @ n)ms = (myn)ms = mi(nms) = my7' (n @ my), VYmy,ms € M,n € N,

e
7 (n1 @ m)ng = (nym)ny = ny(mny) = ni7(m @ ny), Vni,ny € Nym € M.
O que conclui que séxtupla (A X, G, B x3 G, M, N,7,7') ¢ um contexto de Morita.
Além disso, uma vez que Te 7' sdo sobrejetoras, temos que A x, G e B x5 G sao
morita equivalentes. [

2.3 Representacoes Parciais
Nesta secao, usamos produtos cruzados para relacionar agoes parciais com represen-
tacoes parciais de grupos.

Definicao 2.14 Uma representacao parcial de um grupo G em uma K-dlgebra unitdria
B € uma aplicagao
m.G— B

que satisfaz as sequintes condigoes:
(1) w(1) = 1p
(ir) m(g)m(h)m(h~") = m(gh)m(h™")

(ii) w(g~")m(g)m(h) = 7(g~ ") (gh)
Com isso, uma igualdade importante para demais resultados dessa secao é
w(g)m(g~")m(g) = w(g)m(9~"9) = m(g)m(e) = 7(g)1p = 7(9). (2.8)

A partir de agora, consideraremos todas as agdes parciais a = («, D,) sobre uma
algebra A unitaria. Além disso, tomaremos cada D, com uma algebra unitaria gerada
por um idempotente central 1,, ou seja, Dy, = 1,A. Neste caso, pelo Teorema 2.10 e pela

Proposigao 2.7, o anel de grupo skew A x, G é associativo e, além disso, sua multiplicacao
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pode ser reescrita da seguinte forma:

(agdq)(bndn) = ag(ag-1(ag)bn)dgn

ag(ag-1(ag)baly—1)dgn

(

g (Lg-10g-1(ag)bp)dgn
(
(

Qg O‘g‘1<ag>)ag(bhlg‘1)5gh

= agoy(bpl,-1)dgp. (2.9)

Um outro resultado que sera usado na sessdo vem do fato que, sendo ay(D,-1 N Dy) =
Dy Dy, e 1,11, a unidade de Dy—1 N Dy, entao
ag(lg—llh) = 1glgh' (210)

Lema 2.15 Seja o = {og : Dy=1 — Dy : g € G} uma a¢do parcial de G em uma dlgebra

A tal que cada Dy (g € G) € uma dlgebra unitdria com unidade 1,. Entao a aplicagdo

7, G — Ax,G
g — 1959

€ uma representacao parcial.

Demonstragao: Obviamente, 1 — 1,61, o elemento identidade de A x, G. Vemos que

(19*159*1) : (1959) (1non) = (19*1ag*1(1g)51)(1h5h)
= 1971 19*1041(1/1)5/1

= 1,-11,65
Por outro lado, usando (2.10), temos

(1971(5971) . (1ghégh> = 1g*1ag*1(1ghlg)5gflgh
= 11y 11100

= 1,114,

Assim, 1,-10,-1 - 1404 - 105, = 141041 - 1gpdgp €, de forma similar, verifica-se que 1,0, -
1p6p - Lp=10p—1 = 1gpdgnlp-10p-1 (9, h € G), 0 que mostra que 7, : G — A x, G é uma

representacao parcial. [
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Definicao 2.16 Duas representacoes parciais m : G — B e’ : G — B’ sao equivalentes

se existe um isomorfismo @ : B' — B tal que o sequinte diagrama comute:

G z B

B/

Proposicao 2.17 A aplicacio o — 7, leva agoes parciais equivalentes em representagoes

parciais equivalentes.

Demonstracao: Seja o = {a, : Dg_1 — D,,¢g € G} uma acdo parcial de um grupo G
sobre uma algebra A e o/ = {a : D;_l — Dy, g9 € G} uma agao parcial de G em uma

algebra A’ tal que a e o/ sdo equivalentes e seja ¢ : A — A’ o isomorfismo tal que
(i) ¢(Dy) = Dy
(ii) o o =poaqy
Considere as representacoes parciais

To: G — Ax,G T : G — A Xy G

g — 140, g — 13,0,

Queremos mostrar que existe um isomorfismo ¢ : A x, G — A’ X, G tal que

o (9) = V(Talg))-

Tome v)(aydy) = @(ay)d,. Note que ¥ ¢ um homomorfismo, uma vez que

¥ ((agdy)(bnon))

¢(a9ag(bhlg‘1 )gn)
(agay(bnly— ))%h
(%)SO(O‘g (bhlg*1 ))%h
(

ag)lg (9 (bnlg=1))ds

'
4
4

Por outro lado,
W(agdy)t(brdn) = (p(ag)dy)(@(br)dy) = (ag)ag(o(bn)1y-1)dy,-
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Além disso, perceba que, sendo ¢~ (a,d;) = ¢~ (a})d,, temos

oy =ldan,e e Yot =Ida e

Portanto 1 é um isomorfismo. Como

T (9) = 1;5; = ¢(1g59) = (7a(9)),
temos que 7, € T, sao equivalentes.
|

Lema 2.18 Seja 7 : G — B uma representacao parcial sobre uma K-dlgebra unitdaria B.
Definimos

gg=m(g)m(g™").

Com respeito a esses elementos, dados g, h € G, valem as sequintes propriedades:
(1) €, € idempotente.
(i1) 7(g)en = €gnm(9).
(i1i) enm(g) = m(g)eg-1h-
() €46 = €ney.
Demonstragao:
(i) & = egeg = m(g)m(g n(g)m(g™") = 7(g)m(g™") = &y
(i)

m(g)en = m(g)(h)m(h™)

= n(gh)m(h™")

D r(ghym(h g )m(gh)m(h )
= w(gh)mw(h~'g~")m(ghh™)
= m(gh)m(h"'g~ ") (g)

= Eghﬂ—(g)
(iii) Basta substituir » por g~ 'h no item (ii) e obtemos ,7m(g) = 7(g)e 14
(iv) Utilizando o item (ii) ja4 mostrado, temos

egen = m(g)m(97 )en = m(9)eg1nm(97) = e (9)T(g7") = eney.
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|
Seja A a subalgebra de B gerada por todos os ¢, (¢ € G), e para um g € G fixo,

seja Dy = ¢,A.
Lema 2.19 As aplicagoes of : Dg-1 — Dy (g € G) definidas por off(a) = w(g)an(g~)

(a € Dy-1) sao isomorfismos de K-dlgebras que determinam uma a¢do parcial o de G

em A.

Demonstracgao: Para simplificar a notacao, adotemos @ = a”. Observe primeiro que
A ¢ invariante em relagao a aplicagao a — 7(g)aw(g~!). Obviamente, A é gerado por

elementos a = ¢y, ...ep, com hy, ..., hy € G. Vemos que

s

m(g)am(g~") = 7(9)en, - enm(g™") = w(g)m(g " )egn, - - - Eghy = EgEghy - - - Egn, € A

Assim, 7(g)Ar(g~') C A. Ademais, essa aplica¢ao nos elementos ,-1 resulta em

m(g)eg1m(g™") = w(g)m(g m(g9)m(g™") = 424 = &

Dessa forma, uma vez que D, ¢ gerado em A pelo idempotente €4, obtemos uma aplicagao

: D

ag : Dy-v — D, Além disso, esta aplicagao é um homomorfismo de algebras. De fato,

g

tomando a,b € D,-1, vemos que

ag(a)ay(b) = m(g)am(g ) m(g)br(g™)
W(g)aegflbﬁ(g_l)

m(g)abm(g™") = ay(ab),

visto que £,-1 ¢ o elemento identidade de D,-1. Além disso, dados a € Dy,-1 e b € D,

temos
ag 0 ag-1(b) = m(g)m(g~ )b (g)m(g™") = e4bey = b.
ag-10ay(a) =7(g " )m(g)ar(g” " )m(g) = e4-1ag,-1 = a.

-1 _
Logo, a; " = ay-1.

g
Vejamos agora que (o, Dy) € uma acao parcial. Note que a condicao (i) é imediata
nesse caso, ja que D, = e, A = 7(e)?A = A e a.(a) = m(e)ar(e) = a para todo a € A.

Ademais, tomando g, h € G, escreva um elemento a € D, N Dy-1 como a = epey-1b com
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be A. Entao
o, (a) = w(h™ ) (eneg—1b)m(h)
= m(h epm(h)ep-14-10
= W(h_l)ﬂ‘(h>€1€hflg—lb/
= €h71€h71971b, S D(gh)—l,

com b € A. Portanto D1 2 a;, (D, N Dy-1). Finalmente, para a € a;, ' (D, N Dy-1),

uma vez que a € Dy-1, temos €,-1a = aey-1 = a e assim,

= mw(gh)ar(h™ g™

= agh(a)v
Portanto (ay, Dy) é uma agao parcial.
[ ]
Veremos a seguir que, como no caso anterior, a aplicagao m — o™ também preserva
as relagoes de equivaléncia.
Proposigao 2.20 Se 7 e n’ sao representagoes parciais equivalentes, entdo as ac¢oes par-
ciais o e o™ também sio equivalentes.
Demonstragao: Sejam m e 7’ representagoes parciais de G sobre K-algebras B e B’
respectivamente. Temos assim e, = 7(g)m(g") e ), = 7'(g)7'(g™).
Sejam A e A’ subalgebras de B e B’ respectivamente, tais que A é gerado pelos
elementos da forma €, e A’ pelos elementos £;. Similarmente definem-se D, = ;A e
I AL
D) = ¢ A"
Dessa forma, as aplicacgoes
™ .
Oég Dy — Dg

a > w(g)ar(g™)
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. / /
Oég . Dg,l —> _Dg

a — m(g)ar’(g™")

sao isomorfismos de K-algebras que definem as agoes parciais:
a=a"={aj: Dy — Dy, g € G} sobre A
o =a" = {o/; : D)« = D), g € G} sobre A’,

Sendo 7 : G — Ben' : G — B’ equivalentes, deve existir um isomorfismo ¢ : B — B’

tal que, para todo g € G,

Tomemos ¢ = 1|4. Perceba que

p(eg) = e(m(g)m(g™"))

= (2.11)

Para que ¢ seja um isomorfismo, temos que assegurar de que ¢(a) € A’. Seja

a4 = EpEhy - -Ep, com hy, ho, ... h, €G, utilizando (2.11) temos

n

Além disso, também por (2.11) temos

p(eqa) = p(eg)p(a) = eyp(a) € Dy. (2.12)
Por outro lado, seja e;a" € Dy, com a' = ¢}, &), -+ ¢, , note que

! / / !
O(EgEn1ERy + - Ehy) = EgER Ehy + - - Ep,y = -
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Assim, temos p(Dy) = D;. Por fim, veja que

p o ay(a) = p(r(g)ar(g™))
= p(r(g)ar(g™))
= Y(m(9)y(a)d(m(g™))
='(9)p(a)r'(g7")
= a0 p(a)
Portanto, a e o’ sdo equivalentes. ]

Proposicao 2.21 Sejo o = {ay : Dy-1 = D, : g € G} uma agdo parcial de G em uma
dlgebra A tal que cada D, (g € G) € uma dlgebra unitdria com unidade 1,. Seja A’ a
subdlgebra de A X, G gerada por todos 1,01 (g € G). Entdo a aplicagio ¢, : A" > 1,6, —

Ta —

1, € A € um monomorfismo tal que 005> = agzop, para cada g € G. Em particular, se

A € gerada pelos elementos 1, (g € G), entdo as agdes parciais o™ e o sao equivalentes.

Demonstragao: Claramente, ¢, é a restricao do isomorfismo A -9, 3 ad; — a € A e,
portanto, ¢ um monomorfismo de A’ em A.

De acordo com o Lema 2.15, temos a representacao parcial 7, : G 3 g — 1,0, €
A X, G, que pelo Lema 2.19 induz uma acao parcial na subalgebra de A x, G gerada

pelos elementos 7,(g)m.(g71). Como
Ta(9)Ta(g ") = Lg0gLg-104-1 = ag(ag1(14)1-1)01 = Loy,

esta subalgebra é exatamente A’. Um elemento arbitrario de A’ pode ser escrito como
a'd1, onde a’ pertence & imagem de ¢,. A acdo parcial a™ é dada pelos isomorfismos
age D;,l > a'dy = 1,0, - a’ - 14-104-1 € Dy, onde Dy é o ideal de A’ gerado por 140;.

Para a6, € D;_l, vemos que

a(ag*(a'dr))

Pal(1,0,0'14-16,1)

= palag(ag-1(1g)a'ly-1)d1)

= Ya(ay(a'lg-1)d1)

= ay(d
(

ag(pala'or)),

~—

assim p, 0 aj* = a4 0 ¢, para todo g € G. Se A ¢é gerada pelos elementos 1, (g € G),
entao claramente ¢, : A” — A é um isomorfismo que da a equivaléncia das agoes parciais

a™ e o. [
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Proposicao 2.22 Seja 7 : G — B uma representacao parcial e suponha que a subdlgebra
A C B e a acao parcial o™ de G em A sao como no Lema 2.19. FEntao a aplicacao
¢r © A XNor G = B definido por ¢x(3_,cqag0g) = D cqagm(g) € um homomorfismo
de K-dlgebras tal que ¢, o mor = m. Em particular, se ¢, € um isomorfismo, entao as

representacoes parciais ™ e Tox SA0 equivalentes.

Demonstracao: Obviamente, os elementos a0, (9 € G, a;, € D,) geram A X~ G. Como

g4 € 0 elemento identidade de D, e e,m(gh) = ¢,m(g)m(h), temos

G (ay0y - ndn) = dr a;(a;r—l(ag>bh)5gh)

I
3
—~ —~ k<)
S
~—
Q
QQ\
—
<
Q
~—
S
=
3
Q
L
3
—~
<
~—
N
—~
>
~

uma vez que aj_(ag)by, € Dy-1. Continuando, temos

m(g)eg-i(ag)bueg-1m(h) = m(g)m (g~ )agn(g)breg—1m(h)
= g4a47(9)breg17(h)
= agm(g)breg-1m(h)
= ¢r(agdy) - Ox(bnn),
usando mais uma vez que 4 ¢ a identidade de Dy. Assim, ¢, : A Xy G — B ¢ um homo-
morfismo de algebras. E facil ver que ¢, omax(g) = ¢x(g,0,) = ,7(9) = 7(g)m(g )7 (g) =
7(g), para cada g € G, 0 que mostra que ¢ 0 Tor = . Se ¢, € um isomorfismo, entao

obviamente segue que T e T, sa0 equivalentes. [
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Capitulo 3

Acoes Parciais de Algebra Hopf

Neste capitulo, apresentamos a generalizagao dos resultados apresentados no Capi-
tulo 2 para o contexto de agbes parciais de algebras de Hopf como visto em [10]. Exibimos
também a relagao entre as a¢oes parciais de um grupo G e as agoes parciais da algebra de
Hopf KG e o isomorfismo entre o produto smash parcial e o anel de grupo skew parcial.

Em todo o capitulo, a menos de mengao contraria, o = (ay, D,) denotara uma acao
parcial de um grupo G sobre uma algebra unitaria A onde os ideias D, sao gerados por

idempotentes centrais 1,.

3.1 Acoes Parciais de Algebras de Hopf

Generalizando a nogao de moédulos algebra apresentada na Definicao 1.24, definimos

as agoes parciais de uma algebra de Hopf H sobre uma algebra A.

Definicao 3.1 Uma agao parcial da dlgebra de Hopf H sobre a dlgebra A € uma aplica¢ao
linear « : H® A — A, denotado por a(h ® a) = h - a, tal que:

(i) h-(ab) = > (hqy - a)(h) - b);
)

(i) 1-a=a;

(iii) h-(g-a) = (Zh;(hu) 1a)((h9) - a).

Se H age sobre uma algebra A, dizemos que A é H-modulo algebra parcial. E facil

ver que toda agao também é uma acao parcial. De fato, basta mostrar o item (iii). Para



todo h,g € H e a € A, temos

he>(g>a)=hg>a
= hg > (1aa)

- Z (hyga) > 14) (R 9@ > a)
(h),(9)

=Y e(hagm)lalh@ge > a)
(h).(9)

= Y elhw)elgn)lalhege > a)
(h)(a)

- Z e(hay)lalh@e(ga))ge > a)
= Z 29 > )
= Z 1 1) (hyg > a)

o que prova a afirmacao.

Vamos apresentar a relacao entre as agoes parciais de um grupo G com as agoes
parciais da algebra de Hopf KG. Considere uma agao parcial a de um grupo G sobre uma
algebra A. Entao existe uma agao parcial da élgebra do grupo KG sobre A definida nos
elementos da base por

g-a=aglaly-1), (3.1)

e estendida linearmente a todos os elementos de KG.

Observe que
g-la= ozg(lAlg—1) = Ozg(lAlg—1) = 1,. (3.2)
Lembrando que, pelo Exemplo 1.3, A(g) = g ® g para todo g € G. Assim, temos
(i)
g - (ab) = ag(abl,-1)

= ag(alg_1blg_1)

= ag(aly-1)ay(bl,-1)

=(g-a)(g-b)

49



l-a=a(aly-1) =1a(alas) =a

h-(g-a) = an(ag(alg-1)1p-1)
= ap(ay(aly1)1,1,1)
(g
(

Il
Q

ag(aly—1)ay(lg-11,-1-1))

= anag(alg1lg-1p-1))

h

= ahg(alg-1 1g_1h—1)
= ang(alg-1h-1)ang(lg-11g-1-1)
= ahg(algflhfl)lhg]-h = 1h0éhg(algflh71)

= ap(lalp-1)opg(aly-1p-1) = (h-14)(hg - a).

Em que a terceira e a sétima igualdade resultam de (2.10), enquanto a ultima igualdade
resulta de (3.2). Portanto, (3.1) define uma agéo parcial de algebra de Hopf de KG sobre
A.

Note que nao é sempre valido que uma agao parcial da algebra de grupo KG induza
uma agao parcial do grupo G. Isso se da por nao ser possivel aferir que os elementos
1, seriam idempotentes centrais. Entretanto, como visto em [9], é possivel definir uma
generalizagao do conceito de acao parcial de grupos para que essa correspondéncia seja

de fato uma bijecao.

Definigao 3.2 Seja G um grupo e A uma K-dlgebra unitdria. Uma agao parcial de G
em A consiste em um conjunto de idempotentes {e, | g € G} C A, e um conjunto de

isomorfismos oy eg1 A — egA tal que ey = 14, ay = I4 e

eg0gn(en-14-1a) = ay(eg-10y,(ep-1a)); (3.3)
ag(eg-1ab) = ag(eg-1a)oy(eg-1p); (3.4)
ageg—1) = €g, (3.5)

para todo g,h € G e a,b e A.

Observe que se para todo g € G, e, for central e o, multiplicativa, entdo (3.4) e (3.5) s@o

automaticamente satisfeitas.
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Proposicao 3.3 Seja A uma K-dlgebra unitdria, e G um grupo. Entdo existe uma cor-

respondéncia bijetiva entre acoes parciais de G e agoes parciais de KG em A.

Demonstragao: Assuma primeiro que KG age parcialmente em A. Para cada g € G,

seja e, = g - 14. Primeiramente, veja que cada e, ¢ idempotente, uma vez que
egeg = (9-1a)(g-1a) = (g-1ala) = (9~ 1a) = €.
Vé-se também que e; =114 = 14. Além disso,
g-(h-a)=(g-1a)(gh-a) = eg(gh - a). (3.6)
para todo g, h € G e a € A. Observe agora que
greg1=g-(g7" - 1a) =ey(1-14) = eyla =¢,, (3.7)
e, consequentemente,
g+ (ey10) = (9-¢y1)(g- a) = y(g - ). (3.8)
O que garante que a aplicagao oy : e;-1A — ey A tal que de ay(a) = g-a esta bem definida.
Observe que
ayleg10) = g (1) = e,(g-a) = (9 1a)(g-a) = g -a. (3.9)

Assim, por (3.6), temos

ay-1(ag(e,-1a)) = a,-1(g - a)

=g (g-a)

Substituindo g~ por g, obtemos que ay(a,-1(e4a)) = eya, € segue que ay : e,-1 A — e, A é
uma bijecao. Também é claro que oy(a) = 1-a = a e, por (3.7), ay(e,-1) = g-(e4-1) = €.
Veja que (3.4) segue de (3.9), pois
ageg-1a)ag(eg-1b) = (g-a)(g-b)
= (g - ab)

= agy(eg,-1ab).
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Por fim, por (3.6) novamente, temos
agleg-1an(ep-1a)) = agleg-1(h-a)) =g- (h-a) = ey(gh-a) = egogn(en-14-1a).

Portanto, o = (o, €,) é uma acaéo parcial.
Por outro lado, assuma que G age parcialmente em A, e defina uma acao de KG em

A estendendo g - a = oy(e,-1a) € e,A linearmente para KG. Observe que
g-1a=oy(e114) = ag(e,—1) = ey
Assim, isso define uma acao parcial de KG em A, uma vez que

g - (ab) = ay(e,~1ab) = ay(e,—1a)ay(eg-1b) = (g - a)(g - b);
g+ (h-a) = aglegr1an(ep-1a)) = egagn(en-14-1a)) = e4((gh) - a);

1-a=ai(era) = ai(a) = a.

E facil checar que a condicdo (3.5) estabelece a bijetividade da correspondéncia. De
fato, seja - uma acao parcial de KG em A. Considere « a agao parcial de G em A obtida
através de -. E entao tome - a acao de KG em A obtida de a.

Veja que

g-a = oy(e,—1a) = g-a.
Por outro lado, seja a uma agao parcial de G em A. Tome - como ag¢ao de KG

obtida através de « e entdo o acao parcial de KG em A obtida através de -. Veja que
ey =9-1a=agleg114) = ¢,
o'(e-1a) = g-a = ay(eg1a)
]
H& uma importante classe de exemplos de agoes parciais de Hopf induzidas por agoes
globais. Esta ideia é motivada pela construgao de uma agao de grupo parcial induzida
por uma agao de grupo global de um grupo G sobre uma élgebra B por automorfismos.
Seja 8 : G x B — B uma agao do grupo G sobre a algebra B por automorfismos,
e seja A um ideal de B gerado por um idempotente central 14. Defina D, = AN 5,(A);

entdo D, ¢ o ideal gerado pelo idempotente central 1, = 146,(14). A ac@o parcial

a = ({ay},{D,}) induzida por  em A é
ag(a) = By(a) parage Gea€ Dy,
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Isso corresponde a uma acao parcial de KG em A, dada por
g-a=o4(als-).

Uma vez que

poderiamos também definir a acdo parcial por ¢ -a = 145,(a) (ou ¢g-a = f,(a)la). Isso

fornece a ideia para a construcao de agoes parciais induzidas no caso de Hopf.

Proposicao 3.4 Seja H uma dlgebra de Hopf que age sobre a dlgebra B, e seja A um

ideal a direita de B com a unidade 14. Entao H age parcialmente sobre A por

h-a=14(h>a)

Demonstragao:

Sejam h,k € H e a € A, entao

h-ab=14(ht> ab)

=L | D_(hay > a)(h > b)
»)

= Lalhay > a)(h(z) > b)
(h)
= Z 1A(h(1) > a)lA(h(g) > b)

(h)

= (hay-a)(h) - b),
(h)

em que a quarta igualdade vale, uma vez que 14(hq) > a) € A, entdo 14(hp) > a) =

14(hay > a)la. E facil ver que

l-a=14(1>a) =14(a) = a.
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Por fim, temos
he(k-a)=14h> (1a(k>a)))

=1a [ D _(hay > 1) (b > (k> a))
(h)

= Z1A ) B> 14)((hay > k) > a))
—ZlA DlA 1A((h( )k)DCL))

- Z(h(l) “1a)((h)k) - a)).
(h)

m Dizemos que a agao parcial h-a = 14(h > a) é a a¢do parcial induzida por B.

3.2 Acoes Envolventes de Algebras de Hopf

Nessa secao, baseado nas agoes envolventes das agoes parciais de grupo apresentadas
na Secao 2.1, definimos as acoes envolventes para agoes parciais de algebras de Hopf.

Como visto no Teorema 3.10, uma acao parcial de grupo sobre uma élgebra A admite
uma agao envolvente se, e somente se, os ideais D, sao gerados por idempotentes centrais.
Vamos mostrar que no contexto de algebras de Hopf, toda agao parcial admite uma agao

envolvente.

Definicao 3.5 Sejam A e B dois H-mddulo dlgebras parciais. Diremos que um morfismo
de dlgebras 0 : A — B é um morfismo de dlgebras de H-mddulo parciais se O(h-a) = h-0(a)
para todo h € H e todo a € A. Se 0 € um isomorfismo, dizemos que as ac¢oes parciais $ao

equivalentes.

Definicao 3.6 Seja B um H-mddulo dlgebra, e seja A um ideal a direita de B com a

unidade 14. Diremos que a a¢ao parcial induzida sobre A € admissivel se B = H > A.

Definigao 3.7 Seja A um H-mddulo dlgebra parcial. Uma a¢dao envolvente para A € um
par (B,0), onde

(i) B é um H-mddulo dlgebra (nao necessariamente unitdrio);
(1) A aplicagao 0 : A — B é um monomorfismo de dlgebras;
(111) A subdlgebra O(A) é um ideal & direita em B;
(iv) A agao parcial em A € equivalente & agao parcial induzida em 0(A);
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(v) A agao parcial induzida em 0(A) é admissivel.

Mostraremos agora que toda agao parcial de H tem uma acao envolvente. Consi-
dere Homg (H, A) com o produto de convolugao definido em (1.15). Entao, H age sobre
Homg(H, A) via

(h o> f)(k) = f(kh),

onde h,k € H ¢ f € Homy(H, A).

Lema 3.8 Seja ¢ : A — Homy(H, A) a aplicagio dada por ¢(a)(k) =k - a.
(i) ¢ € uma aplicagao injetiva linear e um morfismo de dlgebras.
(11)) Se h € H ea € A entio p(1a) % (h> ¢(a)) = ¢(h-a).

(1i)) Se h € H ea,be A entao p(b) x (h>¢(a)) = o(b(h-a)).

Demonstracao: Uma vez que a agdo parcial € bilinear, € imediato que o € linear. Além
disso, note que p(a)(ly) = 1y -a = a, dai tem-se que p injetiva. Sejam a,b € A eh € H,
entao temos

p(ab)(h) = h-(ab) = Y (hay - a)(h) - b)
(h)

=Y (@) (hw)e®) (b)) = ¢(a) * p(b)(h),
(h)
para todos os h € H. Portanto, ¢ € multiplicativa e consequentemente um morfismo de
Algebra.
Perceba que a sequnda afirmacao pode ser obtida ao substituir b = 14 na terceira

afirmagao, assim basta provar (iii). Sejam h,k € H e a,b € A; entdo

p(b(h-a))(k) = k- (b(h-a))

= > (kay-b)(k@) - (h-a))
(k)



para todos k € H. Portanto,

p(h-a) =(1a)(h>p(a)) (3.10)

Este resultado sugere que a agao parcial em A é equivalente a uma agao induzida em
©(A), mas p(A) deve também ser um ideal a direita de uma algebra de H-mo6dulo; embora
isto possa nao se manter em Homy(H, A), sera verdadeiro em uma certa subalgebra. O

seguinte lema apresenta resultados de [15].

Lema 3.9 Seja B um H-mdodulo dlgebra, x,y € B e h,k € H. Entao:
(1) (h>x)y =304 ha) > (@(S(he) > y));
(@) (h>2)(k>y) = hay > (2(S(he)k > y)).

Demonstracao: Para provar tais afirmagoes, é necessdrio relembrar a igualdade (1.16)
e a Definicao 1.24.

> e (al(S(he) > b)) = (o > ( (hs) > b))

( )

( )((h2S(hs)) > b)
(hy Da) e(hs) 1H)>b)
( )

Da 1HDb)

Teorema 3.10 Seja A uma H-mddulo-dlgebra parcial e seja ¢ : A — Homg(H, A) a
aplicagao dada pela ag¢io de A, p(a)(h) = h-a, e seja B = H>@(A); entao (B, ) é uma
acao envolvente de A.

Demonstragao: Para provar que o par (B, ) é uma agdo envolvente para A, devem ser

véalidos os 5 itens da Defini¢ao 3.7.

(i) Claramente, B ¢ um H-submodulo de Homy(H, A), ja que dado k € H e b € B tal
que b=hr p(a) coma € Aeh e H temos

k>b=Fkr> (h>p(a)) =kh> ¢(a) € B.
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(i)

(iv)

Agora, dados h > p(a) e k> ¢(b) € H > ¢(A), temos
(h > ¢(a)(k > ¢(b) Zh * (S(h) )k > (b)) (3.11)
= Z hay S(he)k - b), (3.12)

onde a ultima igualdade vale pelo Lema 3.8. Assim fica mostrado que B é um

H-mo6dulo subélgebra de Homyg (H, A).

O item (7) do Lema 3.8 mostra que ¢ é um morfismo de algebra injetor, ou seja, um
monomorfismo. Entretanto, como ¢ tem como contradominio Homyg(H, A), vamos
utilizar a restricao ¢ : A — B. Note que essa restricao ainda é um monomorfismo,
restando apenas mostrar que essa aplicacao esta bem definida, o que de fato ocorre,

ja que dado a € A, temos
o(a) =1y > ¢(a) € B.
Sejam a,a’ € Ae b= (h>¢(a)), entao

p(a’) xb= ()« (h > p(a)) = p(a’(h- a)) € p(A)
em que a segunda igualdade ocorre pelo Lema 3.8.
Primeiramente, note que ¢(14) é unidade de p(A):

e ©(14) é unidade a esquerda:

p(1a) * p(a) = p(1a) * (1g > p(a))

e (1) ¢é unidade a direita:

pla) * p(1a) = p(a) * (1g > ¢(14))
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Assim, pela Proposi¢ao 3.7, podemos considerar ¢(A) um H-modulo algebra

parcial com agao induzida

h-ola) = o(1a)(h > p(a)) (3.13)

Ademais, pela equagao (3.10), temos

p(h-a) = o(la)(h > p(a)).
Dai, por (3.10) e (3.13), temos que
o(h-a) =h-¢(a),Ya € A,Yh € H.

Perceba também que, sendo ¢ injetora, ¢ : A — ¢(A) é claramente um iso-

morfismo. Portanto, as agoes parciais em A e em p(A) sdo equivalentes.

(v) Note que, de acordo com a Defini¢do 3.6, ndo ha o que mostrar, ja que sabemos
que B é um H-moédulo algebra, ¢(A) um ideal & direita de B com unidade ¢(14) e
B=Hrp ¢(A).

|
Nos chamaremos (B, ¢) de a agao de envolvente padrao de A. Um caso especial que

seré 1til para resultados futuros é quando ¢(A) é um ideal bilateral de B.

Proposigao 3.11 Seja A uma H-mddulo dlgebra parcial, e seja ¢ : A — Homy(H, A) e
B = H 1> A como no Teorema 3.10. Entio ¢(A) € ideal de B se, e somente se, para todo
a € A e para todo hy,hy € H, nds temos

he(k-a)=> (hak-a)(he -14),Ya € A,Vhk € H.
(h)

Demonstragao: Suponha que p(A) seja um ideal de B. Ja sabemos que para todo

k € H e para todo a € A, nos temos

p(k-a) = @(la) * (k> p(a) = (k> @(a)) * p(1a) (3.14)

Entao, essas duas aplica¢oes coincidem para todos h € H. O lado esquerdo da equagao

(3.14) leva a

p(k - a)(h) = (p(1a) * (k> p(a)))(h)
—ZSO La)(hey) (k> @(a))(he)

_Z pk-a)=h-(k-a) (3.15)
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Enquanto o lado direito da

(k> p(@) * o(1a)(B) = Y (k> p(a))(ha)e(1a) (hez)

(h)
= w(a)(ha)k)e(1a)(he)
(h)
= ((ha)k) - a)(he) - 1a) (3.16)
(h)
Combinando as expressoes (3.15) com (3.16), nos temos o resultado.

Por outro lado, suponha que % - (k- a) = >~ (ha)k - a)(h) - 14) seja valido para
todo a € Ae h,k € H. As equagdes (3.15) e (3.16) mostram que

p(1a) * (k> p(a)) = (k> @(a)) * p(1a) (3.17)

para todo a € A e k € H, i.e. (la) é um idempotente central em B. Portanto,
©(A) = p(14)B é um ideal em B. |

Embora o Teorema 3.10 apresente uma forma de encontrar uma acao envolvente, no
contexto de algebras de Hopf, essa envolvente nao é necessariamente tnica. Entretanto,
podemos relacionar cada agao envolvente de A com a agao envolvente padrao (B, )
dada no Teorema 3.10. Suponha que (B’,0) seja uma agao envolvente para A. Defina a

aplica¢ao ¢ : B — Homg (H, A) por

0} <Z hZ > 9(@») = Z h¢ > QO(CLL‘),

onde ¢ : H - A e aacdo de H em Homy(H, A) sd@o como no Teorema 3.10.

Teorema 3.12 Se (B',0) é uma a¢io envolvente de A, entao a aplicagio ® € um mor-
fismo de H-mddulo dlgebras sobre B = H > p(A).

Demonstragcao: Primeiro temos que verificar se ® estd bem definida como uma aplicagcao
linear. Para fazer isso, € suficiente provar que se Y . h; > 6(a;) = 0, entdao Y. h; >
p(a;) = 0.
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Suponha, entao, que x =Y . h;>0(a;) = 0; entdo, para todo k € H,

0=0(14)(k> )

= 0(1a) (k> (O hiv0(a;)))

=1

= 0(1A)(Z kh;i>0(a;))

i=1

e, uma vez que 0 € injetora, seque que

i=1

para todo k € H. Portanto

=D hivp(a)(k) = D p(a)(khe) = > khy-a; =0

para todo k € H, o que significa que ®(x) =0 e que ® estd bem definido.
Por construcgao, temos que ® € linear; temos que mostrar que € um morfismo de
dalgebras. Dados h,k € H e a,b € A,

(> 0(a)) (k> 6(0)) 6

20

a
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Ademais, vamos mostrar que ® € um morfismo de H-mddulos a esquerda. Note que
para todo h € H e para todo x € B' com x = k> 0(a), k € H,a € A, temos que

O(h>z)=2(h> (k>0(a)))
= ®(hk > 6(a))
= hk > ¢(a)
= h> (k> p(a))
=h> ®(k>0(a))
=hp> ®(x),

Por fim, uma vez que

Zhb@az = (Zh>0a2>7

® é uma aplicacao sobr’e]etom de B' sobre B = H > p(A). [ ]

Acerca de @, essa aplicagao ser injetora equivale a dizer que Ker(®) = {0}. Dai temos

que

= ihi > ¢(a;) = 0.

i=1

Ou seja, dado k € H temos
D hi>0(a;) =0 <= (O hi>p(a;))(k) =0,k € H
i=1 i=1

<> kh;-a; =0,k € H.

i=1

Isso motiva a seguinte definicao.

Defini¢ao 3.13 Seja A um H-mddulo dlgebra parcial. Uma agao envolvente (B, 6) de A
¢ minima se, para todo H-submddulo M de B, 0(14)M = 0 implica M = 0.

Lema 3.14 Seja ¢ : A — Homy(H, A) como acima e considere o H-submddulo B =
Hv@(A). Entao, (B,) € uma agdo envolvente minimal de A.

Demonstracao: E suficiente verificar que a condicdo de minimalidade é valida para
submodulos ciclicos. Seja M = Hw (D> hi>¢(a;)), e suponha que ¢(14) * M = 0. Isso

significa que

i=1

* (Z kh; > gp(ai)> = Z o(kh; - a;) = ¢ (Z kh; - ai>
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para cada k € H. Como ¢ ¢ injetiva, . kh; - a; = 0 para todo k € H. Mas entao

Z hi > ¢(a;) (k) = Z p(a;)(kh;) = Z p(khi - a;) =0

para cada k € H, e concluimos que Y1, h; > p(a;) = 0. n

Pelo Teorema 3.12 e Lema 3.14, concluimos com o seguinte teorema.

Teorema 3.15 Todo H-mdodulo dlgebra parcial tem uma agao envolvente minimal, e
quatsquer duas agoes envolventes minimais de A sao isomorfas como H-mddulos dlgebra.
Além disso, se (B',0) é uma acao envolvente, entao existe um morfismo de H-mddulos

dlgebra de B’ sobre uma agao envolvente minimal.

Demonstragao: Uma vez que a agao envolvente padrao (B, ) é uma a¢ao minimal e
¢ : B — Homy(H,A) ¢ um morfismo sobrejetor de H-modulos élgebra sobre B, nos
apenas temos que provar que ® ¢é injetiva se (B’,6) é minimal. Dado m = (3.7, h; >
0(a;)) € Ker{®}, considere M = H>m = {h>m;h € H} o submodulo ciclico gerado
por m. Como ®(>"" , h; >6(a;)) = 0, entéo

=1 =1

para cada k € H. Como 6 é acao envolvente, temos

0=00)_khi-a;) =0(14)]>_ khiv0(a:)] = 0(1a)[k > O hiv6(a:))]

i=1 i=1 i=1
para todo k € H. Assim, 0(14)M = 0, uma vez que (B’,0) é minimal, isso implica que

M =0 e portanto que m = > h;>6(a;) = 0. u

3.3 Contexto de Morita

Na Secao 2.2, foi mostrado que se uma agao parcial de grupos a de G em uma algebra
unitaria A admite uma acao parcial envolvente 5 do mesmo grupo em uma algebra B,
entao o anel de grupo skew parcial A x, G é Morita equivalente ao produto cruzado
B x5 G. Isso foi provado construindo um contexto de Morita entre esses dois anéis de
grupo skew.

No caso da algebra de Hopf, veremos que quando uma &algebra de Hopf H atua

parcialmente em uma algebra unitaria A e a a¢do envolvente (B, ) é tal que §(A) é um
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ideal de B, entao o produto parcial smash A#H é Morita equivalente ao produto smash
B#H.
Dada uma &lgebra (possivelmente nao unitaria) A, considere o conjunto A® H com

o produto

(@@h)(b@k)=>alhq) - b) @ hek.

O produto smash parcial é a subélgebra unitéria de A ® H dada por

A#H = (14 1) (A H)(1a® 1) = (AR H)(14 ® 1),

isto é, a subalgebra gerada por elementos da forma
v =Y a(hay-1a) @ h), VYa€A, VheH. (3.18)
Embora a defini¢ao seja bastante diferente daquela do produto cruzado parcial A x,
G, pode-se provar que A X, G ¢ isomorfo a A#KG.
Proposigao 3.16 A x, G € isomorfo a A#KG.
Demonstragao: Primeiramente, note que por (3.18), os elementos de A#KG sao da

forma

r=ua(g-1a)®g, a€A g€H.
Assim, tomemos a aplicac¢ao

b Ax,G —  A#KG
ad, +— alg-la)®g

A aplicagao é bijetiva por construcao, entretanto resta mostrar que é de fato um

morfismo de algebras.
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Dessa forma, veja que

P((agdy)(bndn)) = d(agay(bnlyg—1)dgn)
= ag(g - bn)(gh - 14) ® gh

= ay(g - 1abn)(gh - 14) ® gh

(
(
= ag(g-1a)(g - bn)(gh-14) ® gh
= ag(g-14)(g-bula)(gh-14) ® gh
= ag(g-14)(g - br)(g - 1a)(gh - 14) ® gh
= ag(g-14)(g-bn)(g- (h-14)) ® gh
= ag(g-1a)(g - br(h-14)) ® gh
= (ag(g-14) ® g)(bn(h - 14) ® h)

[ ]

Nosso objetivo nesta segao é construir um contexto de Morita entre o produto smash
parcial A# H e o produto smash B#H, onde B é uma acao envolvente para a acao parcial
a esquerda - : H ® A — A. Para este proposito, incorporaremos o produto smash parcial

no produto smash.

Lema 3.17 Se uma dlgebra de Hopf H atua parcialmente em uma dlgebra unitdria A

e (B,0) é uma agao envolvente, entdao existe um monomorfismo de dlgebra do produto
smash parcial A#H no produto smash B#H .

Demonstragao: Primeiramente defina uma aplicacao
d: AxH — B#H.
(a,h) +— O(a)#h

E facil ver que ® é uma aplicacio bilinear e entdo, pela propriedade universal do

produto tensorial A ® H, ® induz uma aplicacio K-linear

®: A#H — BH#H.
a#th +—— 0(a)#h

Agora, vamos verificar se ® é um morfismo de élgebras.
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Em seguida, devemos verificar se ® ¢é injetiva. Para isso, considere

x:Zai@)hi € Kerd.

i=1
Pela bilinearidade do produto tensorial, podemos tomar, sem perda de generalidade, os
elementos a; de tal forma que sejam linearmente independentes. Além disso, como = €

Ker®, temos
i=1

Pela injetividade de 6, os elementos 0(a;) também sao L.I., o que, pela Proposigao A.2
garante que hy = hy = --- = h,, = 0, ou seja, © = 0. Portanto Ker® = {0}.
Como o produto smash parcial A#H é uma subalgebra de A#H, temos que a

restricao de ® a esse é também injetiva sobre B#H. [ ]

Observacao 3.18 Um elemento tipico da imagem do produto smash parcial é

O((a#th)(1a#ly)) = P(a#h)P(La#1n)
= (0(a)#h)(0(14)#1n)
= 0(a)(hay > 0(1a))#h)

Considere M = (A H) = {>_"", 0(a;)#h;;a; € A,n € N}, e considere N = (14 ®
H)®(A® 1g), ou seja, o subespaco de B#H gerado pelos elementos ) k) > 0(a)#h)
com h € Hea € A. Assumiremos que H é uma élgebra de Hopf com antipoda invertivel.
Proposicao 3.19 Seja H uma dlgebra de Hopf com antipoda invertivel, A um H-mddulo

dlgebra parcial e suponha que 6(A) seja um ideal de B; entao M ¢é um B#H-mddulo a
direita e N € um B# H-modulo a esquerda.

65



Demonstracao: Para ver que M é um B#H-moédulo a direita, seja 0(a)#h € M e
b#k € B#H,coma € A,be Be h,k € H. Entao

(0(a)#h) (btk) = > 0(a)(hay > b)#hok € M = d(A® H),

pois O(A) é um ideal de B.
Agora, para provar que N é um moédulo B#H a esquerda, seja ) _(hq) > 0(a))#h2)

um gerador de N:

) (3 oy & 0(@)ithen ) = 3 blhay > (> 0(a)) ke
= b(kayha) > 0(a)) #k@he)
= " be(kayha) k@b > 0(a) #k@he)

Z(IH > b)((e(kayhay) k@ h) > 0(a))#EE)hs)
=Y (Lu(e(k h(l) > b) (k) o) > 0() #k
=Y (k@h@ S~ (kayha)) B b) (ke > 0(a) #kaha)
= Z(km)h @ > (ST (kayh)) > b)) (keyhe) > 0(a))#kwha
= (kehe) &> (57 (kb)) & b)0() #k@he)

onde a sexta igualdade decorre da Observacao 1.21. Além disso, veja que cada termo
(S~ k@yha))>b)0(a) esta em G(A) ja que (A) ¢ um ideal de B. Segue que N ¢ um ideal
a esquerda de B#H. [

Podemos definir uma estrutura de A#H-modulo a esquerda em M e uma estrutura

de A#H-modulo a direita em N induzida pelo monomorfismo P, isto é,

(D alhy - 1a) @ by ) > O0)#E) = (3 0(a)(hewy > 0(La)#hia)) (O(0) ).

(D" ki > 00)#ke) ) < <Za 1) @ hiz))
= (3 kay » 60tk ) (3 0@)(hay > 0(1a) k)

Proposicao 3.20 Sob as mesmas hipdteses da proposi¢cao anterior, M € de fato um
A#H-mdodulo a esquerda com a aplicagao », e N € de fato um A#H-mddulo a direita
com a aplicagao .

Demonstragao: Vamos primeiro verificar que A#H » M C M.
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(X athay-10) ® b)) » (OB}

a h(l

que estd em M porque #(A) é um ideal a direita de B.

Agora, temos que verificar que N €« A#H C N.

(0(a)(hay > 0(14))#h )
(0(a)0(1a)(hay > 0(1a))#h2))(0(b)#k)

)(0(b)#k)
) - 0(14))#h2)) (0(b)#k)
0(14))(h(2) > 0(b))#h(3)
~0(14))0(14) (he2
) - 0(14)) (he2) - 0(0)) #hys)
+0(14)0
-6(

(b))#h

(Zk > 0(b) 4k o ) (Z a(hy - 14) @ hes )

= (D" kay » 00k ) (D 0(a)(
—Z

Ky 6(b)

N‘

PT‘

h(l) > 9(1A))#k 3)

(b)
(b))

15 0(b)0(a)) (k
(

> 0(ba)) (ke (h

)
(
) 0(ba)) (k¢
)

kae(h

(
(ka
(ka
(k)
(
(

MMMMMMM

(F@yh@ > (S

=Y kayhe) > 0(S ™ (hqy) -
onde na ultima linha usamos o fato de que
O(t-x)=1t-0(x) =0(1

que vale porque 6(1,4) é um idempotente central.
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A)(t>0(z)) =

By > 0(1a)#he))
y > 0(D)) (k) > (0(a)(hay > 0(1a)))#k@ he)
k) > 0(a)) (k) > (hay > 0(14))) #k@h)

nh) > 0(14))#ks)

1) 2y > 0(1a))#ks)hs)

1)) > 0(ba)) (k@) h) > 0(1a)) #k3) )

kyhi) S~ (hay) > 0(ba)) (ks > 0(14)) #Es) by
“Hhy) > 0(ba))) (kayhes) > 0(1a)) #k) iy
Zk Dh > (S (ha) > 0(ba))0(14))#ka)h)
ba)#kh),

(t>0(x))0(1a),

> 0(b))#hs)k



O ultimo ingrediente para um contexto de Morita é a definicao de dois morfismos
de bimédulos

T: M ®puy N — A#H = ®(A#H) C B#H

U:N®A#HM—>B#H.

Como M, N e A#H sao vistos como subélgebras de B#H, estas duas aplicagoes podem
ser tomadas como a multiplicacao usual em B#H. A associatividade do produto nos
assegura que estas aplicagoes sao morfismos de bimddulos e satisfazem as condigoes de
associatividade (4) e (5). O seguinte teorema nos mostra M é um A H — B# H bimodulo,
N ¢ um B#H — A#H bimoédulo, e que as aplicagoes 7 e 0 sao de fato bem definidas, e
além disso, que eles sao sobrejetivos, provando a equivaléncia de Morita entre estes dois

produtos smash.

Teorema 3.21 Seja H uma dlgebra de Hopf com antipoda invertivel, A um H-mddulo
dlgebra parcial, (B,0) uma a¢do envolvente unitdria, e suponha que 0(A) seja um ideal
de B; seja M e N os bimddulos definidos acima. Entio (A#H,B#H,M,N,T,0) € um

contexto de Morita estrito.

Demonstracao: Primeiramente vamos verificar que M é um A#H — B#H bimodulo,
ou seja, dados & = Y a(hqy - 14) ® ho) em AH#H, y = b#k em B#H e m = 0(c)#[ em
M temos

(D alhay - 14) @ hey) » 6(c)#L) (b#k)
(D 0(a)(hay > 0(14))#he) (B(c)#)) (b#k)
0(a)(har) > 0(14))#h@) (0(c)#1) (b#k))
alhqy - 14) @ hez)) » ((0(c)#1)(b#k))

Analogamente pode-se mostrar, também pela associatividade do produto em B#H, que
N é um B#H — A# H bimo6dulo. Vamos agora mostrar que as aplicagoes 7 e ¢ estao bem

definidas. Como ¢ apenas multiplica elementos em B# H, nao ha dividas quanto a sua
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boa definigao, ja para 7, devemos verificar que M N C ®(A#H), note que:

a)#h) (D k) > 0(b)H#k@) = 0

a)hay > (kay > 0(b))#h)k)
hayky > 0(D))#h2)k(2)

= 29 a)(haykay - 0(0))((h2)k2)) 1) > 0(1a))# (h2)k2)) (2)
=) _0(a)0(hayka) - b)((h@)ke)a) > 0(1a)) #(h2) k) @)
=" 0(alhayka) - ) (heyke) > 00 (b ke) e

que é um elemento de ®(A#H).

Com isso, fica provado que (A#H,B#H,M,N,7,0) é um contexto de Morita.
Ainda temos que mostrar que 7 e ¢ sao sobrejetores, ou, equivalentemente, que MN =
O(A#H) e NM = B#H.

Uma vez que

7 6(a) ety > 0(La))#hia) = (B(a)#0) (B(La)#1)

0(14)#1y € N, segue que MN = ®(A#H).
Para provar que NM = B#H, temos apenas que mostrar que cada elemento da
forma (h > 6(a))#k esta em NM, pois este € um conjunto gerador para B#H como um

espago vetorial. Afirmamos que

(h>6(a)#k = ((h #h2)) (0(14)#S (he k).

Isso pode ser facilmente visto da seguinte forma:

> ((hay > 0(a)#h@)(0(14)#S (b k) =

Portanto, NM = B#H. [
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3.4 Representacoes Parciais

Como visto no Capitulo 2, as representagoes de grupo sao uma ferramenta impor-
tante e que apresentam uma forte relacao com as agoes parciais. Tendo isso em vista,

alguns resultados podem ser analisado na perspectiva das algebras de Hopf.

Proposicao 3.22 Seja o uma agao parcial de G em A tal que todo idempotente 1, é

central. Entao a aplicagao m: G — Endg(A) dada por

m(g)(a) = ag(aly-1)

define uma representagao parcial de G.

Demonstragao: Para cada a € A, temos
m(1)(a) = ai(ala) = a.

Logo, (1) = I4 = lgnag(a)- Sendo 1, idempotente central, por (2.10) e por 1,-11-14-1 €
Dy, N Dp-14-1,temos

aglan(alp-1)1,-1) = oglap(alp-1)1p1,-1)
= ag(an(alp-1)an(lp-11p-14-1))
= ag(ap(alp-11p-15-1))
= ag(alp-11p-14-1)
= agn(alp-1g-1)ogn(Lp-11p-14-1)
= agp(alp-14-1)1gn1,
= ag(alp-14-1)1,

= lgag(alp-14-1),

para todo g,h € G e a € A. Assim, para todo g,h € G e a € A, vale

w(g)(gh)(@) = g1 (agn(aly1y1)Ly) = Ly-1an(alyr).
Por outro lado,
(g )m(g)m(h)(a) = ag1(ag(an(alp-1)lp-1)1y)
= a1 (Lyagn(alp-1g-1))
= g1 (1)1 (agn(alp-1,-1)
= 1,-10op(alpn).
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Logo, m(g~m(g)m(h) = (g~ )m(gh). De maneira analogo, temos que m(g)w(h)m(h™!) =
m(gh)m(h™'). Portanto, m é uma representacao parcial de G.

]

Inspirados neste exemplo, vamos tentar definir uma representacao parcial de uma

algebra de Hopf H. No que se segue, assumimos que H é uma algebra de Hopf com

antipoda invertivel.

Proposicao 3.23 Seja H uma Algebra de Hopf, com antipoda invertivel, que age parci-
almente sobre uma dlgebra unitdaria A. Entao a aplica¢do

7w H — Endg(A),
h +— 7(h)
dado por w(h)(a) = h - a, satisfaz:

(1) () =1,
(i) 37 (5™ (he))m(h)m(k) = 2 7(S™ (b)) 7 (hk).
Demonstracgao: A primeira identidade é imediata, ja que para todo a € A temos
m(lg)(a) =1g-a=a = 7(lg)=1.

Para provar a segunda igualdade, tome um elemento qualquer a € A, entao

> 7 (S (h)m(ha => 87 )+ (k- a))
= Z(Sfl(h 3) 1A)(S*1(h(2>)h<1) (k- a))
=Y (5 (hw) - La)(e(h) L - (k- a))
=D (57 elhayhe) - 1a)(Lr - (k- a))

Por outro lado, temos



Com este resultado podemos propor a seguinte defini¢ao.

Definicao 3.24 Seja H uma dlgebra de Hopf com antipoda invertivel. Uma representacao

parcial de H em uma dlgebra unitdria B é uma aplicacao linear
m:H— B,

h+— m(h)

tal que

(i) 7(ln) = 1p,

(ii) E W(S_l(h(Q))>7T(h(1))7T(k)> = Z W(S_1<h(2)))7'((h(1)k'), Vh, ke H.
Diferentemente do caso de grupos, as representagoes parciais de algebras de Hopf nao sao
simétricas em relagao ao lado esquerdo e direito. Isso nao é totalmente inesperado, visto
que estamos trabalhando com ideais a direita; mencionamos, no entanto, que a situagao
nao melhora muito se impusermos que ¢(A) seja um ideal na agdo envolvente (B, ¢).

No Lema 2.15 do Capitulo 2, foi construida uma representacao parcial de um grupo

G sobre o anel de grupo skew parcial A x, G. No préximo resultado, mostraremos que

o mesmo ocorre com o produto smash parcial, isto é, se H age parcialmente em A, entao

existe uma representagao parcial de H em A#H.

Teorema 3.25 Seja H uma dlgebra de Hopf com antipoda invertivel que age parcialmente

sobre uma dlgebra unitdria A. Entao a aplicagcao linear
m: H— A#H,

his > (hay - 1a) ® )

€ uma representacao parcial de H.
Demonstragao: O primeiro item pode ser facilmente provado, uma vez que
T(ly) =g -1a) @1y =14 ® 1y,

que é a unidade em A#H.

72



Para o segundo item na definicao, tome h, k € H, entao

> 7 (S (he))w(hay) (k) =
=2 (5 7 (hew) - 14) © 57 hgy) (Zm L4 @ he )(Z(’fu) 1) @ ko)

ZZ(S_I(%))'1A)(5_1(h<4>)'(h() h)he) (3o (k- 1a) @ ko))
= (S5 (o) - 1) (ST () - (e - 1)) © <) Lar) (D (ke - 1) © ki)
ZZ(S_l(hw)-1A)(5_1(h(3))-(h(1 ) @ 1) (Z 14) @ ko )

=3 (57 () - 14)(S 7 (hee) - (hqry - 1)) @ 1) (Z(k’(l) 1) @ ko))

=D (87 (hw) - 1) (S (ez) - La)(S™ () )hary - 14) @ 1py) (Z(’fm 1a) ® k‘(2>>
=D (S h@) 1S (h) - La)(e(hw)ln - 14) @ 1n) <Z(’f(1> 14) ® k(?))

=D (S h@) - L) (ST e(hayhe) - 1a)(1r - 1a) @ 1n) (Z(’fu) 14) ® k(2>>

= 3 (57 i) - La)(S ™ (hewy) - 1) (- 1a) @ L) (D (e - 1a) @ )

= (57 (1) - 1) @ L) (Y- (ky - La) @ i)

=3 (S (h) - 1) (k) - 1a) ® k.

Por outro lado, temos

> w1 (S (b)) (b k)

MM MMM MMM MM
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Apéndice A
Produto tensorial

Neste apéndice serao exibidos resultados essenciais para o entendimento do artigo.
Para mais detalhes, ver [11]. Seja K um corpo e sejam U, V, W K-espagos vetoriais. Uma

aplicagao bilinear de U x V em W é uma funcao ¢ : U x V — W satisfazendo
(i) e(Auy + ug,v) = Ap(ug,v) + p(ug,v) €
(H> ¢<u> >\v1 + U2> = )\QO(U, Ul) + QO(U, U2)7

para todos u,uy,us € U, v,v1,v9 € V, A € K.

Sejam U e V' K-espagos vetoriais. Um produto tensorial de U e V' é um par (W, ¢),
em que W é um k-espago vetorial e ¢ : U x V — W é uma aplicacao bilinear que satisfaz
a seguinte propriedade: dado qualquer par (W’ 1), em que W’ é um k-espago vetorial
ey : UxV — W é& uma aplicacao bilinear, existe uma tnica transformacao linear
T:W — W’ tal que T'o ¢ = 1.

O produto tensorial entre espacgos vetoriais quando existe é tinico a menos de iso-
morfismo, ou seja, dados U e V' K-espagos vetoriais, e sejam (W7, 1) e (Ws, ) produtos
tensoriais de U e V. Entao, existe um tnico isomorfismo ® : W; — W tal que Poyp; = ws.

A existéncia do produto tensorial entre espagos vetoriais sempre ocorre. O K-espaco
vetorial W que é contra-dominio da aplicacao ¢ serd denotado por U ®k V' ou, simples-
mente, por U ® V', quando ficar claro o corpo base sobre o qual os espacos estao definidos.

Esse espago sera designado o produto tensorial de U por V. Seu € U,v € V, escreveremos



u®v=p(u,v). Assim, em U ® V', tem-se

(Aup 4+ u2) @ v = Aup ®v) +uy ®v

u® (Avp +v2) = AMu®vy) + u® v,

para todos A € K, u,uq,us € U, v,v1,09 € V.

Embora todo elemento de U ® V' seja da forma

=1

para algum n > 1, com u; € U e v; € V, para todo i = 1,...,n. essa forma nao é tnica.
Por exemplo,

IRv=u®R0=u®v+(—u) v,

quaisquer que sejam u € U,v € V.
A seguir serao apresentadas algumas proposigoes que foram requeridas para alguns

resultados dessa dissertacao.

Proposigao A.1 Sejam U, U', V, V' K-espagos vetoriais e sejam T : U — V e T :
U — V' transformagoes lineares. Entao, existe uma tnica transformagao linear T Q@ T :
UU - VeV tad que (TRT)(u@u')=T(u) T (), para todos u € U,u' € U'.

Proposicao A.2 Sejam U e V K-espagos vetoriais. FEntao, existe uma transformacgao
linear o : U*@V* = (U®V)* tal que o(f®g)(u®@v) = (f,u)(g,v), para todos f € U*, g €
V*ueUwveV. Além disso, v € injetora e, consequentemente, € um isomorfismo se U

e V' tiverem dimensao finita.

Proposicao A.3 Seja V um espaco vetorial e x,y € V@V, entao x =y se, e somente
se, (Lla® pB),xz) = (Lla® B),y) para todos a, f € D*, em que v : D*®@ D* — (D ® D)* é
a aplicagao definida na Proposicao A.2.

Proposicao A.4 Seja U um K-espaco vetorial, a aplicacio ¢ : U Qg K — U tal que
(A ®u) = Au € um isomorfismo. Além disso, sua aplica¢io inversa age de tal forma:
oM u) =u® k.

Observacao A.5 A aplicacao ¢ definida em A.4 em U @ K pode ser analogamente defi-

nida em K ® U. Em ambos os casos essa aplicagao € denominada isomorfismo candénico.
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