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Resumo

Neste trabalho �zemos um estudo sobre a classe de distribuiçõ es generalizadas

exp onencializadas, a distribuição Fréchet generalizada e a distribuição Weibull inversa

log-generalizada. Obtemos algumas propriedades da distribuição Fréchet generalizada.

Uma nova distribuição é prop osta: a distribuição log-Fréchet generalizada. Esta dis-

tribuição é uma estensão da distribuição Fréchet. Outra prop osta deste trabalho é

intro duzir um mo delo de regressão log-Fréchet generalizada com censura Tip o I base-

ado na distribuição log-Fréchet generalizada.

Palavras-chave: Distribuiçõ es generalizadas exp onencializadas, distribuição Fré-

chet generalizada, distribuição log-Fréchet generalizada.
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Abstract

In this work, we did a research study ab out the exp onentiated generalized class

of distributions, the generalized Fréchet distribution and the log-generalized inverse

Weibull distribution. We obtain some prop erties of generalized Fréchet distribution.

Furthermore, a new distribution is prop osed: the generalized log-Fréchet distribution.

This new distribution is an extension of Fréchet distribution. Another prop ose of this

work is to intro duce a generalized log-Frechét regression mo del with Typ e-I censoring

based on the generalized log-Frechét distribution.

Keywords : Exp onentiated generalized distributions, generalized Fréchet distri-

bution, generalized log-Frechét distribution.
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Capítulo 1

Intro dução

A teoria de distribuiçõ es generalizadas tem crescido muito nos últimos anos. Mui-

tas formas de distribuiçõ es generalizadas p o dem ser encontradas na literatura. Por

exemplo, a Fréchet exp onencializada (Nadara jah e Kotz, 2006), a Beta generalizada

(Eugene et al., 2002), a Gumb el exp onencializada (Nadara jah, 2006) e a Beta Fréchet

(Nadara jah e Gupta, 2004).

Nosso trabalho está organizado em cinco Capítulos. No Capítulo 2, estudamos

a classe de distribuiçõ es generalizadas exp onencializadas intro duzida p or Cordeiro et

al. (2013) que generaliza os trabalhos de (Nadara jah, 2006) e (Nadara jah;Kotz, 2006),

além de ter como casos particulares diversos outros mo delos bastantes conhecidos na

literatura. Muitos autores tem estudado as propriedades da distribuição generalizada

exp onencializada, ver p or exemplo, Mudholkar e Srivastana (1993) e Mudholkar et al.

(1996) para a distruição weibull exp onencializada, Gupta et al. (1998) para a Pa-

reto exp onencializada, Gupta e Kundu (1999) para a exp onencial exp onencializada,

Nadara jah (2005) para a Gumb el exp onencializada, Kakde e Shirke (2006) para a

log-normal exp onencializada, e Nadara jah e Gupta (2007) para a distribuição gama

exp onencializada. Ainda neste capítulo, discutimos algumas propriedades desta classe

de distribuiçõ es. No Capítulo 3, apresentamos a principal contribuição deste trabalho.

Neste Capítulo �zemos um estudo mais aprofundado da distribuição Fréchet Genera-

lizada (FrG). Esta distribuição tem as seguintes vantagens: fórmulas explícitas para

função de distribuição e função quantil que não envolve qualquer função esp ecial, não
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dep ende da função b eta, como na distribuição b eta Fréchet e não tem problema de

identi�cabilidade como a distribuição Kumaraswamy Fréchet. Apresentamos algumas

propriedades desta distribuição baseadas no trabalho de Cordeiro et al. (2013). No Ca-

pítulo 4, trabalhamos com a distribuição Weibull inversa log-generalizada intro duzida

p or Gusmão, Ortega e Cordeiro (2011), na qual é considerada uma estrutura de regres-

são. Ainda neste capítulo, prop omos uma transformação logarítmica e em seguida uma

reparametrização no mo delo FrG, denominado de log-Fréchet generalizada (LFrG). De-

�nimos um mo delo de regressão ao qual denominamos de mo delo de regressão LFrG.

Finalmente, no capítulo 5, apresentamos as consideraçõ es �nais.

É imp ortante ressaltar que em to dos os capítulos foram discutidas expressõ es para

a função de distribuição acumulada, função densidade de probabilidade, expansõ es para

a função densidade de probabilidade, expressõ es gerais para os momentos, momentos

das estatísticas de ordem e, estimação dos parâmetros. No �nal de cada capítulo

aplicamos as distribuiçõ es, discutidas ao longo deste trabalho, a conjuntos de dados

reais e comparamos os a justes com outros mo delos.

Os grá�cos apresentados nesta dissertação foram pro duzidos utilizando o ambi-

ente de programação R em sua versão 2.15.3 para o sistema op eracional Windows que

se encontra disp onível gratuitamente no endereço http://www.r-pro ject.org. Para mais

detalhes ver Ihaka e Gentleman (1996), Cribari-Neto e Zarkos (1999).

A presente dissertação foi escrita de tal forma que to dos os capítulos sejam inde-

p endentes um dos outros, facilitando assim, a leitura individual dos capítulos. Dessa

forma, algumas de�niçõ es p o dem aparecer em mais de um capítulo.



Capítulo 2

A classe de distribuiçõ es generalizadas

exp onencializadas

Neste capítulo discutimos sobre uma nova classe de distribuiçõ es generaliza-

das exp onencializadas obtida adicionando dois parâmetros a uma distribuição contínua,

intro duzida p or Cordeiro, Ortega e Cunha (2013). Assim como estudamos algumas de

suas propriedades estruturais.

2.1 Intro dução

Gupta et al.(1998) propuseram p ela primeira vez uma generalização da dis-

tribuição exp onencial padrão, a qual chamaram de distribuição exp onencial exp onen-

cializada (EE), cuja função de distribuição acumulada (fda) é F (x; �; � ) = (1 � e� �x )�

para x > 0, � > 0 e � > 0, onde os parâmetros � e � representam a escala e a forma,

resp ectivamente. Para mais detalhes ver Gupta e Kundu (2001). Segundo Gupta e

Kundu (2002), uma das vantagens dessa distribuição é que devido a estrutura simples

de suas funçõ es de distribuição e sobrevivência a distribuição EE p o de ser usada de

forma e�caz na análise de dados de temp o de vida, particularmente, na presença de

observaçõ es censuradas ou dados correlacionados. De forma semelhante, Nadara jah e

Kotz (2006) intro duziram três distribuiçõ es exp onencializadas, a sab er; a distribuição

gama exp onencializada (E �) , que é uma generalização da distribuição gama padrão,
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a distribuição Fréchet exp onencializada (EF), que é uma generalização da distribuição

Fréchet e a distribuição Gumb el exp onencializada (EGu), que é uma generalização da

distribuição Gumb el, emb ora a forma como eles de�niram as fdas das distribuiçõ es Fré-

chet exp onencializada e Gumb el exp onencializada seja um p ouco diferente. Ou seja,

os autores geraram esses novos mo delos na classe de distribuiçõ es exp onencializadas a

partir da expressão F (x; �; � ) = 1 � [1 � G(x)]�
.

De�nição 2.1 Seja G(x) uma função de distribuição acumulada contínua. A classe

de distribuições generalizadas exponencializadas (EG) é de�nida por

F (x) = [1 � f 1 � G(x)g� ]� ; (2.1)

em que � > 0 e � > 0 são dois parâmetros de forma. Sua função densidade é repre-

sentada p or

f (x) = � �
�

1 � G(x)g� � 1 [1 � f 1 � G(x)g� � � � 1
g(x); (2.2)

em que g(x) = G0(x) .

Note que a função (2.1) é simples e não dep ende da função b eta incompleta, como

no caso da família b eta generalizada (Eugene et al., 2002).

A distribuição cuja a fda é G(x) é um caso esp ecial de (2.1) quando � = � = 1 .

Considerando � = 1 em (2.1) temos a distribuição do tip o exp onencializada de�nida

p or Gupta et al. (1998). Além disso, as distribuiçõ es EE e E� são obtidas tomando

G(x) como sendo a fda exp onencial e gama, resp ectivamente. Para � = 1 , e G(x)

sendo a distribuição acumulada Gumb el e Fréchet, obtemos as distribuiçõ es EGu e

EF, resp ectivamente, tal como de�nido p or Nadara jah e Kotz (2006). Assim, a classe

de distribuiçõ es (2.1) estende as duas distribuiçõ es do tip o exp onencializada.

A família de densidades em (2.2) p ermite maior �exibilidade nas caudas e p o de

ser aplicada em muitas áreas da biologia e da engenharia. Os novos parâmetros de-

semp enham o pap el de intro duzir assimetria e variação do p eso da cauda. Observamos

que, mesmo se g(x) for uma distribuição simétrica, a distribuição f (x) não será uma

distribuição simétrica, a menos que � = � = 1 .

A partir de agora, usaremos a expressão X s ExpcG, c > 0, para denotar que a

variável aleátoria X segue uma distribuição cuja fda e fdp são Hc(x) = G(x)c
e hc(x) =



Capítulo 2. Intro dução 5

cg(x)G(x)c� 1
, resp ectivamente. Esta distribuição tamb ém é chamada de Lehmann

tip o I. Alternativamente, p o demos gerar distribuiçõ es na classe Expc
G fazendo F (x) =

1 � f 1 � G(x)gc
, conhecida como a distribuição Lehmann tip o I I. Portanto, a função

em (2.1) engloba as distribuiçõ es Lehmann tip o I ( � = 1 ) e Lehmann tip o I I ( � = 1 )

intro duzidas em Lehmann (1953).

A classe de distribuiçõ es Exp onencializadas Generalizadas parte de uma inter-

pretação física interessante quando � e � são números inteiros p ositivos. Considere um

disp ositivo feito de � comp onentes indep endentes em um sistema em paralelo. Além

disso, cada um dos comp onentes é comp osto de � sub comp onentes indep endentes e

identicamente distribuídos de acordo com G(x) , em um sistema em série. O disp o-

sitivo falha se to dos os comp onentes � falhar e cada um dos comp onentes falham se

houver falha de p elo menos um dos sub comp onentes. Sejam X j 1; :::; X j� os temp o de

vida dos sub comp onentes dentro do comp onente j, j = 1; :::; � , com fda G(x) comum.

Denotemos X j como sendo o temp o de vida do comp onente j e seja X o temp o de vida

do disp ositivo. A fda de X é dada p or

F (x) = Pr (X 1 � x; :::; X � � x)

= Pr (X 1 � x)�

= [1 � Pr (X 1 > x )]�

= [1 � Pr (X 11 > x; :::; X 1� > x )] �

= [1 � f 1 � Pr (X 11 � x)g� ]�

= [1 � f 1 � G(x)g� ]� :

Portanto, o temp o de falha do disp ositivo ob edece á família de distribuiçõ es EG.

A seguir, apresentamos expansõ es para as funçõ es de distribuição e densidade do mo-

delo EG.
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2.2 Expansõ es para as funçõ es de distribuição e den-

sidade

Se � é qualquer número real não inteiro e jzj < 1, então a expansão em

série binomial é dada p or

(1 � z)� � 1 =
1X

k=0

(� 1)k �( � )
�( � � k)k!

zk : (2.3)

Aplicando a Identidade (2.3) em (2.1), temos

F (x) =
1X

k=0

(� 1)k �( � + 1)
�( � + 1 � k)k!

[1 � G(x)]�k

=
1X

k=0

(� 1)k �( � + 1)
�( � + 1 � k)k!

1X

j =0

(� 1)j �( �k + 1)
�( �k + 1 � j )j !

G(x) j

=
1X

j =0

1X

k=0

(� 1)k+ j �( � + 1)�( �k + 1)
�( � + 1 � k)�( �k + 1 � j )k!j !

G(x) j

=
1X

j =0

wj G(x) j ; (2.4)

em que

wj =
1X

k=0

(� 1)k+ j �( � + 1)�( �k + 1)
�( � + 1 � k)�( �k + 1 � j )k!j !

: (2.5)

Portanto, F (x) p o de ser escrita como uma soma in�nita de G(x) .

Prop osição 2.1 Para � > 0, não inteiro, podemos escrever f (x) em (2.2) como

f (x) = � � g (x)
1X

j =0

t j G(x) j ;

em que

t j =
1X

k=0

(� 1)k+ j �( � )�( � (k + 1))
�( � � k)�( � (k + 1) � j )k!j !

:

Demonstração: Considere � > 0, não inteiro. Aplicando a expansão (2.3) na equação
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(2.2), obtemos

f (x) = � �
1X

k=0

(� 1)k �( � )
�( � � k)k!

[1 � G(x)]� (k+1) � 1g(x)

= � �
1X

k=0

(� 1)k �( � )
�( � � k)k!

1X

j =0

(� 1)j �( � (k + 1))
�( � (k + 1) � j )j !

G(x) j g(x)

= � � g (x)
1X

j =0

1X

k=0

(� 1)k+ j �( � )�( � (k + 1))
�( � � k)�( � (k + 1) � j )k!j !

G(x) j

= � � g (x)
1X

j =0

t j G(x) j ; (2.6)

t j =
1X

k=0

(� 1)k+ j �( � )�( � (k + 1))
�( � � k)�( � (k + 1) � j )k!j !

: (2.7)

Por outro lado, p o demos reescrever a equação (2.6) como

f (x) =
1X

j =0

t �
j hj +1 (x); (2.8)

em que t �
j = ��t j =j +1 e hj +1 (x) = ( j +1) g(x)G(x) j

é a função densidade da Expj+1 (G) .

O que mostra que a função densidade EG é uma combinação linear de funçõ es den-

sidades da distribuição G exp onencializadas (Exp-G). Assim, algumas propriedades

estruturais da classe de distribuiçõ es EG, p or exemplo, momentos incompletos e fun-

çõ es geradoras p o dem ser obtidas diretamente das propriedades da distribuição Exp-G.

2.3 Momentos

Seja G(�) a fda da variável aleatória X e F (�) a fda da variável aleatória

Y com densidade dada em (2.2). Os momentos p onderados p or probabilidade (MPPs)

de X são de�nidos p or

� r;j = E[X r G(x) j ] =
Z 1

�1
xr G(x) j g(x)dx; (2.9)

para mais detalhe ver Greenwo o d et al. (1979).
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Os momentos da distribuição EG p o dem ser obtidos a partir dos momentos p on-

derados p or probabilidade dados p or

E(Y r ) = � �
1X

j =0

t j

Z 1

�1
yr G(y) j g(y)dy

� �
1X

j =0

t j � r;j : (2.10)

Portanto, os momentos de qualquer distribuição EG p o dem ser expressos como

uma soma p onderada in�nita de MPPs da distribuição principal.

A segunda fórmula para � r;j é baseada na função quantil QG(x) = G� 1(x) como

� r;j =
Z 1

0
QG(u)r uj du; (2.11)

de mo do que a integral é calculada agora sobre o intervalo (0,1).

2.4 Função Geradora de Momentos

Estudamos três fórmulas para a função geradora de momentos (fgm) M (s) =

E[exp(sY)] de Y , com função densidade de probabilidade dada em (2.2). A primeira

é obtida expandindo o termo exp(sY) em série de Taylor como

M (s) = E

"
1X

r =0

(sY)r

r !

#

=
1X

r =0

� 0
r

r !
sr ; (2.12)

em que � 0
r = E[Y r ] é obtido a partir da equação (2.10).

A segunda expressão para M (s) é obtida a partir da função (2.8) como

M (s) =
1X

j =0

t j
� M j +1 (s): (2.13)

De fato,

M (s) = E(esY ) =
Z 1

�1
esyf (y)dy:
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Da equação (2.8) segue que

M (s) =
1X

j =0

t j
�

Z 1

�1
esyhj +1 (y)dy

=
1X

j =0

t j
� E j +1 (esY )

=
1X

j =0

t j
� M j +1 (s);

em que M j +1 (s) é a função geradora de momentos da distribuição Exp

j +1 (G) .

A terceira expressão para M (s) é determinada a partir da função (2.6) dada p or

M (s) = � �
1X

j =0

t j � j (s): (2.14)

De fato, segue da função (2.6) que

M (s) =
Z 1

�1
exp(s x)f (x)dx

= � �
1X

j =0

t j

Z 1

�1
exp(s x)G(x) j g(x)dx:

De�nindo � j (s) =
R1

�1 exp(sx)G(x) j g(x)dx na última expressão, obtemos

M (s) = � �
1X

j =0

t j � j (s);

em que � j (s) p o de ser obtido a partir da função quantil QG(u) = G� 1(u) como

� j (s) =
Z 1

0
exp[sQG(u)]uj du: (2.15)

Portanto, as fgm's de muitas distribuiçõ es EG p o dem ser obtidas a partir das

equaçõ es (2.12), (2.13) e (2.14).

A função característica (fch) � (s) = E[exp(isX )] das distribuiçõ es EG são obtidas

a partir das equaçõ es (2.12)-(2.14) avaliando as resp ectivas fgm's em is , em que i =
p

� 1 denota o número imaginário.

2.5 Desvios Médios

A quantidade da disp ersão em uma p opulação é medida até certo p onto,

p ela totalidade dos desvios em relação a média ou a mediana. Os desvios da média e
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da mediana são expressos como

� 1(Y) = E(jY � �
0

1j) e �2(Y) = E(jY � M j);

resp ectivamente. Tem-se

� 1(Y ) = 2 �
0

1F (�
0

1) � 2m1(�
0

1) e �2(Y ) = �
0

1 � 2m1(M ); (2.16)

em que F (�) é a função de distribuição de Y e m1(z) =
Rz

�1 xf (x)dx é o primeiro

momento incompleto.

Estudamos duas formas alternativas de calcular � 1(Y) e � 2(Y ) . Estas mudanças

consistem em reescrever a função geral m1(z) . Segue p or de�nição e da equação (2.8)

que

m1(z) =
1X

j =0

t �
j

Z z

�1
xh j +1 (x)dx

=
1X

j =0

t �
j Jj +1 (x); (2.17)

com

Jj +1 (x) =
Z z

�1
xh j +1 (x)dx: (2.18)

Concluímos que,

m1(z) =
1X

j =0

t �
j Jj +1 (x):

Note que a equação (2.18) é a quantidade básica para calcular os désvios médios

para as distribuiçõ es EG. Note, tamb ém, que as quantidades em (2.16) dep endem

somente do primeiro momento incompleto das distribuiçõ es Exp-G. Consequentemente,

� 1(Y ) e � 2(Y ) p o dem ser expressos como

� 1(Y) = 2 �
0

1F (�
0

1) � 2
1X

j =0

t �
j Jj +1 (�

0

1)

e

� 2(Y) = �
0

1 � 2
1X

j =0

t �
j Jj +1 (M ):
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De�nindo u = G(x) em (2.8) obtemos a segunda fórmula para m1(z) dada p or

m1(z) =
1X

j =0

(j + 1) t �
j Tj (z); (2.19)

com

Tj (z) =
Z G(z)

�1
QG(u)uj du: (2.20)

Uma aplicação dos desvios médios são as curvas de Bonferroni e Lorenz. Dada

uma probabilidade � , as curvas são de�nidas p or B(� ) = m1(q)=��
0

1 e L(� ) = m1(q)=�
0

1 ,

resp ectivamente, com q = QG(� ) sendo calculada a partir da função quantil principal.

2.6 Estatísticas de ordem

De�nição 2.2 A função densidade da i -ésima estatística de ordem X i :n , digamos

f i :n(x) , de uma amostra aleatória independente e identicamente distribuida de tamanho

n é dado por

f i :n(x) =
f (x)

B(i; n � i + 1)
F (x) i � 1[1 � F (x)]n� i ; i = 1; :::; n;

em que f (�) e F (�) são a fdp e fda da distribuição base, respectivamente.

Substituindo (2.1) e (2.2) na equação anterior e usando a expansão binomial, obtemos

f i :n (x) =
� � f 1 � G(x)g� � 1

B(i; n � i + 1)
[1 � f 1 � G(x)g� ]� � 1g(x)[1 � f 1 � G(x)g� ]�i � �

�
�

1 � [1 � f 1 � G(x)g� ]�
	 n� i

=
� �

B (i; n � i + 1)
g(x)f 1 � G(x)g� � 1

� [1 � f 1 � G(x)g� ]�i � 1f [1 � f 1 � G(x)g� ]� gn� i

=
� � g (x)

B(i; n � i + 1)
f 1 � G(x)g� � 1

n� iX

k=0

(� 1)k

�
n � i

k

�
[1 � f 1 � G(x)g� ]� (i + k)� 1:
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Usando (2.3) rep etidamente, para � real não inteiro, na expressão anterior, obtemos

f i :n(x) =
� � g (x)

B(i; n � i + 1)

1X

`=0

n� iX

k=0

1X

r =0

(� 1)k+ r + ` �( � (i + k))�( � (r + 1))
�( � (i + k) � r )�( � (r + 1) � `)`!r !

�
n � i

k

�
G(x)`

=
� �

B (i; n � i + 1)
g(x)

1X

`=0

n� iX

k=0

1X

r =0

(� 1)k+ r + ` �( � (i + k))�( � (r + 1))
�( � (i + k) � r )�( � (r + 1) � `)k!`!r !

�( n � i + 1)
�( n � i � k + 1)

� G(x)` :

Na última expressão usamos o fato de que �( n + 1) = n!. Segue que

f i :n(x) =
� �

B (i; n � i + 1)
g(x)

1X

`=0

s`G(x)` ; (2.21)

em que s` = s` (�; �; i; n ) tem a forma

s` =
n� iX

k=0

1X

r =0

(� 1)k+ r + ` �( � (i + k))�( � (r + 1))�( n � i + 1)
�( � (i + k) � r )�( � (r + 1) � `)�( n � i � k + 1) k!`!r !

:

Po demos escrever a função em (2.21) em termos das funçõ es densidades da Exp-G

como

f i :n (x) =
� �

B (i; n � i + 1)

1X

l=0

s`h`+1 (x)
(` + 1)

:

De fato, temos que h`+1 = ( ` + 1) g(x)G(x)` ) g(x)G(x)` = h`+1 =(` + 1) , substi-

tuindo essa expressão em (2.21), é imediato que

f i :n (x) =
� �

B (i; n � i + 1)

1X

`=0

s`h`+1 (x)
(` + 1)

:

Portanto, muitas das propriedades matemáticas das estatísticas de ordem, como

momentos, momentos incompletos, função geradora de momentos e desvios médios p o-

dem ser obtidos a partir das propriedades da distribuição Exp-G.

2.7 Estimação de Máxima Verossimilhança

De�nição 2.3 Seja X 1; :::; Xn uma amostra aleatória de tamanho n da variável ale-

atória X com função densidade (ou de probabilidade) f (xj� ) , com � 2 � , em que

� � Rp+2
é o espaço paramétrico e � = ( �; �;  T )T

é o vetor de parâmetros do
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modelo e  é um vetor de parâmetros p � 1 desconhecido da distribuição principal

G(x;  ) . A função de verossimilhança de � correspondente a amostra aleatória obser-

vada x = ( x1; :::; xn ) é dada por

L(� j x ) =
nY

i =1

f (x i j� ):

De�nição 2.4 O estimador de máxima verossimilhança (EMV) de � é o valor �̂ 2 �

que maximiza a função de verossimilhança L(� j x ) .

Para obtermos o estimador de máxima verossimilhança, vamos considerar o lo-

garitmo da função de verossimilhança de � denotado p or

`(� j x ) = log L(� j x );

p ois na prática, as vezes, é mais fácil trabalhar com o logaritmo da função L(� j x ) .

Como a função log é crescente não temos problema.

Seja x1; :::; xn uma amostra aleatória de tamanho n da distribuição Generalizada

Exp onencializada com parâmetros � , � e  , denotada p or EG (�; �;  ) , em que  é

um vetor de parâmetros p � 1 desconhecidos da distribuição principal. A função de

verossimilhança é dada p or

L(� j x ) = � n � n
nY

i =1

[f 1 � G(x i ;  )g� � 1[1 � f 1 � G(x i ;  )g� ]� � 1g(x i ;  )];

com logaritmo da função de verossimilhança corresp ondente

`(� j x ) = n log(� ) + n log(� ) +
nX

i =1

log(g(x i ;  )) + ( � � 1)
nX

i =1

logf 1 � G(x i ;  )g

+( � � 1)
nX

i =1

log[1� f 1 � G(x i ;  )g� ]: (2.22)

Po demos maximizar o logaritmo da função de verossimilhança usando uma rotina

numérica de algum software, p or exemplo, o SAS (pro c NLMixed) e OX através do

MaxBFGS (ver, Do ornik, 2007). Ou resolvendo as equaçõ es não-lineares obtidas p or

diferenciação da função (2.22).
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Derivando-se `(� j x ) com relação a � , � e  j , os elementos da função escore U(� )

são dados p or

U� (� ) =
n
�

+
nX

i =1

log[1� G(x i ;  )] + ( � � 1)
nX

i =1

� log[1� G(x i ;  )][1 � G(x i ;  )]�

1 � [1 � G(x i ;  )]�

=
n
�

+
nX

i =1

log[1� G(x i ;  )]
�

1 �
(� � 1)[1 � G(x i ;  )]�

1 � [1 � G(x i ;  )]�

�
;

U� (� ) =
n
�

+
nX

i =1

logf 1 � [1 � G(x i ;  )]� g;

U j (� ) =
nX

i =1

1
g(x i ;  )

@g(x i ;  )
@j

� (� � 1)
nX

i =1

1
1 � G(x i ;  )

@G(x i ;  )
@j

+

+( � � 1)
nX

i =1

� [1 � G(x i ;  )]� � 1

1 � [1 � G(x i ;  )]�

@G(x i ;  )
@j

=
nX

i =1

[ _g(x i ;  )] j

g(x i ;  )
� (� � 1)

nX

i =1

[ _G(x i ;  )] j

1 � G(x i ;  )
+

+ � (� � 1)
nX

i =1

[1 � G(x i ;  )]� � 1[ _G(x i ;  )] j

1 � [1 � G(x i ;  )]�

=
nX

i =1

(
[ _g(x i ;  )] j

g(x i ;  )
�

(� � 1)[ _G(x i ;  )] j

1 � G(x i ;  )
+

� (� � 1)[1 � G(x i ;  )]� � 1[ _G(x i ;  )] j

1 � [1 � G(x i ;  )]�

)

;

em que [ _g(x i ;  )] j = @g(x i ;  )=@j e [ _G(x i ;  )] j = @G(x i ;  )=@j para j = 1; :::; p.

Para a estimativa intervalar e teste de hip óteses dos parâmetros do mo delo preci-

samos da normalidade assintótica. Sob certas condiçõ es de regularidade. A distribuição

assintótica de �̂ é dada p or

p
n(�̂ � � ) ! N(p+2) (0; I (� )� 1);

em que I (� ) é a matriz de informação esp erada. Visto que, em muitas situaçõ es a

matriz I (� ) é desconhecida, p o demos utilizar a matriz de informação observada

•J (� )

avaliada em �̂ como uma estimativa de I (� ) . Neste caso, a matriz de informação

observada

•J (� ) é dada p or

•J (� ) =

2

6
6
6
4

•J�;�
•J�;�

•J�; j

•J�;�
•J�;�

•J�; j

•J j ;�
•J j ;�

•J j ; s

3

7
7
7
5

;
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em que os elementos da matriz

•J (� ) encontram-se no Ap êndice A.

A distribuição normal assintótica multivariada N(p+2) (0; •J (�̂ )� 1) p o de ser usada

para construir intervalos de con�ança aproximados e regiõ es de con�anças para os

parâmetros do mo delo. Para comparar o mo delo EG com alguns de seus submo delos

p o demos utilizar um dos três testes de hip óteses conhecidos, a sab er, o teste da Razão

da Verossimilhanças (RV), o teste de Wald (W) e o teste escore de Rao (SR ) que

são baseados na normalidade assintótica dos estimadores. Por exemplo, p o demos está

interessados em testar as hip óteses H0 : � = 1 contra H1 : � 6= 1 que é equivalente a

comparar a distribuição EG e os tip os de distribuiçõ es exp onencializadas. Para este

caso, a estatística de teste RV é dada p or

� = 2 f `(�̂; �̂; ̂ ) � `(1; ~�; ~ )g;

em que �̂ , �̂ e ̂ são os EMVs sob H1 e

~� e ~ são os EMVs de � e  sob H0 .

A seguir, apresentamos os mo delos Fréchet, normal, gama, Gumb el, exp onencial e

Pareto como mo delos esp eciais para a classe de distribuiçõ es generalizadas exp onencia-

lizadas. Assim, como os grá�cos de suas densidades para alguns valores dos parâmetros.

2.8 Casos Particulares

Apresentamos, nesta seção, algumas distribuiçõ es esp eciais. A função den-

sidade em (2.2) será mais tratável quando a fda G(x) e fdp g(x) tiverem expressõ es

analíticas simples.

2.8.1 Fréchet Generalizada Exp onencializada

A fda da distribuição Fréchet Generalizada Exp onencializada (EGF) é obtida a

partir da função em (2.1) considerando G(x) como sendo a fda da distribuição Fréchet

com parâmetros � > 0 e � > 0, de�nida p or G�;� (x) = exp[ � (�=x )� ] para x > 0, de
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mo do que

F (x) =
�
1 �

�
1 � exp

�
�

� �
x

� �
�� � � �

; x > 0; (2.23)

em que � > 0 é um parâmetro de escala e os outros parâmetros � > 0 , a > 0 e b > 0

são parâmetros de forma. A função densidade de probabilidade (fdp) asso ciada é dada

p or

f (x) = � � � � � x � (� +1) exp
�
�

� �
x

� �
� �

1 � exp
�
�

� �
x

� �
�� � � 1

�
�
1 �

�
1 � exp

�
�

� �
x

� �
�� � � � � 1

:

Se � = 1 , obtém-se a distribuição EF de�nida p or Nadara jah e Kotz (2006).

Na Figura 2.1 apresentamos os grá�cos da função densidade de probabilidade

FGE para alguns valores dos parâmetros selecionados. Observamos que a distribuição

EGF é assimétrica à direita. Quando �xamos � = 1:5 e � = 1:5 (Figura (b)) e variamos

os valores de � e � a distribuição �ca mais disp ersa.

Pela F (x) dada em (2.4) para G(x) = exp[ � (�=x )� ], obtemos

F (x) =
1X

j =0

wj

�
exp

�
�

� �
x

� �
�� j

=
1X

j =0

wj exp

2

4�

 
� j

1
�

x

! �
3

5

=
1X

j =0

wj G� � ;� (x);

em que � � = �j
1
�

e G� � ;� (x) é a fda da distribuição Fréchet com parâmetros � � > 0 e

� > 0. A partir da Prop osição 2.1, obtemos

f (x) = � � � � � x � (� +1)
1X

j =0

t j exp
�
� (j + 1)

� �
x

� �
�

:

em que t j é dado na prop osição 2.1.

Prop osição 2.2 O (r; j ) -ésimo MPP da distribuição Fréchet é

� r;j =
� r

(j + 1) 1� r
�

�
�

1 �
r
�

�
;
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Figura 2.1: Função Densidade da EGF (�; �; �; � ) para alguns valores dos parâmetros.

(a)Para � = 1:5 e � = 2:0. (b) Para � = 1:5 e � = 1:5.

para r < � .

Demonstração: a distribuição Fréchet p ossui fda dada p or

G(x) = exp
�
�

� �
x

� �
�

; x > 0:

A fdp corresp ondente p o de ser expressa p or

g(x) = � � � x � (� +1) exp
�
�

� �
x

� �
�

; x > 0:

Substituindo as duas últimas expressõ es em (2.9) temos

� r;j =
Z 1

0
xr

�
exp

�
�

� �
x

� �
�� j

� � � x � (� +1) exp
h
� (

�
x

)�
i

dx

= � � �
Z 1

0
xr � (� +1) exp

�
� (j + 1)

� �
x

� �
�

dx:

De�nindo u = ( j +1)( �=x )� ) x = � (j +1) 1=� u� 1=� ) dx = � � (j +1) 1=� � � 1u� (1=� +1) du.
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Segue que

� r;j = � � �
Z 1

0
[� (j + 1)

1
� u� 1

� ]r � (� +1) exp(� u)� (j + 1)
1
� � � 1u� ( 1

� +1) du

= � r (j + 1)
r
� � 1

Z 1

0
u� r

� exp(� u)du

=
� r

(j + 1) 1� r
�

Z 1

0
u� r

� exp(� u)du

=
� r

(j + 1) 1� r
�

�
�

1 �
r
�

�
:

A integral

R1
0 u� r

� exp(� u)du converge absolutamente para r < � . Consequentemente

para r < � , temos que

E(Y r ) = ��� r �
�

1 �
r
�

� 1X

j =0

t j

(j + 1) 1� r
�

:

2.8.2 Normal Generalizada Exp onencializada

A distribuição Normal Generalizada Exp onencializada (EGN) é expressa p or

F (x) =
�
1 �

�
1 � �

�
x � �

�

�� � � �

: (2.24)

Consequentemente, a densidade da distribuição EGN corresp onde a

f (x) = � � � � 1

�
1 � �

�
x � �

�

�� � � 1 �
1 �

�
1 � �

�
x � �

�

�� � � � � 1

�
�

x � �
�

�
;

(2.25)

em que x 2 R, � 2 R é um parâmetro de lo cação, � > 0 é um parâmetro de escala, � >

0 e � > 0, e �( :) e � (:) são a fda e fdp da distribuição normal padrão, resp ectivamente.

A Figura 2.2 apresenta o comp ortamento da função densidade de probabilidade

da distribuição EGN para alguns valores dos parâmetros. Observe que a medida que

aumentamos o valor de � e diminuimos o valor de � (para � = 0 e � = 1:0 �xados),

mais assimétrica torna-se a distribuição. O mesmo o corre quando diminuimos o valores

de � e � (para � = 1:5 e � = 0 �xados).

Os momentos de X � N (�; � ) p o dem ser obtidos utilizando E(X r ) =
P r

k=0 � r � t � r E(Z r ) , em que Z � N (0; 1). Assim, passamos a trabalhar com a distri-

buição normal padrão. Considere a fda da distribuição normal de�nida p or

�( x) =
1
2

�
1 + erf

�
x

p
2

��
; (2.26)



Capítulo 2. Casos Particulares 19

a=1.5;b=4
a=2.5;b=3
a=3.5;b=2
a=4.5;b=1
a=5.5;b=.5

PSfrag replacements

De
ns

x

0.2

0.
4

0.
6

0.
8

0.
2

1.0

0.5

1

2-2

3

4-4

0.
0

0

-0.5

-1.0

1.5

2.0

2.5

3.0

3.5

5

6

(a)

b=0.5;s=0.2
b=1.5;s=0.3
b=2.5;s=0.5
b=3.5;s=0.7
b=4.5;s=0.9

PSfrag replacements

De
ns

x

0.2

0.4

0.6

0.8

0.2

1.
0

1.0

0.
5

0.5

1

2

-2

3

4

-4

0.
0

0.0

0

-0.5-1.0

1.
5

1.5

2.
0

2.0

2.5

3.0

3.5

5

6

(b)

Figura 2.2: Função Densidade da EGN (�; �; �; � ) para alguns valores dos parâmetros.

(a)Para � = 0 e � = 1:0. (b) Para � = 1:5 e � = 0 .

em que

erf (x) =
2

p
�

Z x

0
exp(� t2)dt;

é a função erro. Considerando em (2.4) a distribuição normal padrão com � = 0 e

� = 1 , obtemos

F (x) =
1X

j =0

wj [�( x)]j ;

em que wj é dado em (2.5). Usando a expressão (2.26) e a expansão binomial p o demos
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reescrever a equação anterior como

F (x) =
1X

j =0

wj

�
1
2

�
1 + erf

�
x

p
2

��� j

=
1X

j =0

2� j wj

�
1 + erf

�
x

p
2

�� j

=
1X

j =0

2� j wj

jX

`=0

�
j
`

� �
erf

�
x

p
2

�� `

:

Logo,

F (x) =
1X

j =0

2� j wj

jX

`=0

�
j
`

� �
erf

�
x

p
2

�� `

:

Obteremos, agora uma expansão para a função em (2.25) (com � = 0 e � = 1 ).

Considere a Identidade

erf (x) =
2

p
�

1X

m=0

(� 1)m x2m+1

(2m + 1) m!
: (2.27)

Tomando � = 0 e � = 1 na equação (2.25), temos que

f (x) = �� [1 � �( x)]� � 1f 1 � [1 � �( x)]� g� � 1� (x):

Utilizando a equação (2.6) segue que

f (x) = �� exp
�

�
x2

2

�
2� 1=2� � 1=2

1X

j =0

2� j t j

�
1 + erf

�
x

p
2

�� j

:

Usando a expansão binomial e a expansão em série para a função erro (2.27), resp ec-

tivamente, na equação anterior, obtemos

f (x) = � � exp
�

�
x2

2

�
2� 1=2� � 1=2

1X

j =0

2� j t j

jX

`=0

�
j
`

�
erf

�
x

p
2

� `

= � � exp
�

�
x2

2

�
2� 1=2� � 1=2

1X

j =0

2� j t j

jX

`=0

�
j
`

�
2`=2� � `=2

"
1X

m=0

(� 1)m x2m+1

2m (2m + 1) m!

#`

= � � exp
�

�
x2

2

�
2� 1=2� � 1=2

1X

j =0

2� j t j

jX

`=0

�
j
`

�
2`=2� � `=2

�
1X

m1=0

:::
1X

m ` =0

(� 1)m1+ :::+ m ` x2(m1 + :::+ m ` )+ `

2m1+ :::+ m ` (2m1 + 1) :::(2m` + 1) m1!:::m` !
:
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De�nição 2.5 A função Lauricel la do tipo A (Exton, 1978; Aarts, 2000) é dada por

F (n)
A (a; b1; :::; bn ; c1; :::; cn ; x1; :::; xn ) =
1X

m1=0

:::
1X

mn =0

(a)m1+ :::+ mn (b1)m1 :::(bn )mn

(c1)m1 :::(cn )mn

xm1
1 :::xmn

n

m1!:::mn !
; (2.28)

em que (a) i = a(a+ 1) :::(a+ i � 1) é o fatorial ascedente (com a convenção (a)0 = 1 ).

Prop osição 2.3 O (r; j ) -ésimo MPP da distribuição normal podem ser expresso em

termos da função Lauricel la do tipo A como

� r;j = 2 r=2� � (j +1) =2
jX

`=0

�
j
`

�
2� l � `=2�

�
r + j � ` + 1

2

�
�

F (j � ` )
A

�
r + j � ` + 1

2
;
1
2

; :::;
1
2

;
3
2

; :::
3
2

; � 1; :::; � 1
�

;

para r + j � ` par.

Demonstração: da de�nição, dada em (2.9),

� r;j =
Z 1

�1
xr �( x) j � (x)dx

=
1

2j
p

2�

jX

`=0

�
j
`

� Z 1

�1
xr exp

�
�

x2

2

�
erf

�
x

p
2

� j � `

dx

=
1

2j
p

2�

jX

`=0

�
j
`

�
I (j; ` ): (2.29)

Usando a expansão (2.27), a integral I (j; ` ) em (2.29) p o de ser expressa como

I (j; l ) =
Z 1

�1
xr exp

�
�

x2

2

� "
2

p
�

1X

m=0

(� 1)m x2m+1

2m+ 1
2 (2m + 1) m!

#j � `

dx

=
�

2
p

�

� j � ` 1X

m1=0

:::
1X

m j � ` =0

(� 1)m1 + :::+ m j � `

2m1+ :::+ m j � ` + j � `
2 (2m1 + 1) :::(2mj � ` + 1) m1!:::mj � ` !

�
Z 1

�1
x2(m1 + :::+ m j � ` )+ r + j � ` exp

�
�

x2

2

�
dx

=
�

2
p

�

� j � ` 1X

m1=0

:::
1X

m j � ` =0

(� 1)m1 + :::+ m j � `

2m1+ :::+ m j � ` + j � `
2 (2m1 + 1) :::(2mj � ` + 1) m1!:::mj � ` !

� 2m1+ :::+ m j � ` + r + j � ` +1
2

Z 1

�1

�
x2

2

� (m1 + :::+ m j � ` + r + j � ` +1
2 )� 1

exp
�

�
x2

2

�
dx
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=
�

2
p

�

� j � `

2
r +1

2

1X

m1 =0

:::
1X

m j � ` =0

(� 1)m1+ :::+ m j � `

2j � `(m1 + 1
2):::(mj � ` + 1

2)m1!:::mj � ` !

� �
�

m1 + ::: + mj � ` +
r + j � ` + 1

2

�

= �
` � j

2 2
r +1

2

1X

m1=0

:::
1X

m j � ` =0

(� 1)m1+ :::+ m j � `

(m1 + 1
2):::(mj � ` + 1

2)m1!:::mj � ` !

� �
�

m1 + ::: + mj � ` +
r + j � ` + 1

2

�
; (2.30)

se r + j � ` é par. Agora, usando o fato de que (f )k = �( f + k)=�( f ) e a de�nição em

(2.28), p o demos simpli�car (2.30) para

I (j; ` ) = �
` � j

2 2
r +1

2 �
�

r + j � ` + 1
2

� 1X

m1=0

:::
1X

m j � ` =0

(r + j � ` + 1) m1+ :::+ m j � ` (� 1)m1+ :::+ m j � `

(m1 + 1
2):::(mj � ` + 1

2)m1!:::mj � ` !

= �
` � j

2 2
r +1

2 + j � ` �
�

r + j � ` + 1
2

�
�

F j � `
A

�
r + j � ` + 1

2
;
1
2

; :::;
1
2

;
3
2

; :::
3
2

; � 1; :::; � 1
�

: (2.31)

Combinando (2.29) e (2.31), obtemos a expressão

� r;j = 2 r=2� � (j +1) =2
jX

`=0

�
j
`

�
2� ` � `=2�

�
r + j � ` + 1

2

�
�

F (j � ` )
A

�
r + j � ` + 1

2
;
1
2

; :::;
1
2

;
3
2

; :::
3
2

; � 1; :::; � 1
�

:

Portanto, o (r; j ) -ésimo MPP da distribuição normal é

� r;j = 2 r=2� � (j +1) =2
jX

`=0

�
j
`

�
2� ` � `=2�

�
r + j � ` + 1

2

�
�

F (j � ` )
A

�
r + j � ` + 1

2
;
1
2

; :::;
1
2

;
3
2

; :::
3
2

; � 1; :::; � 1
�

;

para r + j � ` par. Note que a expressão anterior é uma soma de funçõ es Lauricella do

tip o A.
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2.8.3 Gama Generalizada Exp onencializada

A fda da distribuição gama com parâmetros a > 0 (forma) e b > 0 (escala) é

Ga;b(x) =  (a; bx)=�( a) (para x > 0), em que

 (a; x) =
Z x

0
wa� 1ewdw

é a função gama incompleta, que é facilmente implementada em vários softwares esta-

tísticos. A distribuição Gama Generalizada Exp onencializada (EGGa) tem fda dada

p or

F (x) =
�

1 �
�
1 �

 (a; bx)
�( a)

� � � �

; x > 0

e função densidade asso ciada

f (x) =
� � b a xa� 1 e� bx

�( a)

�
1 �

 (a; bx)
�( a)

� � � 1 �
1 �

�
1 �

 (a; bx)
�( a)

� � � � � 1

; (2.32)

em que a é um parâmetro de lo cação, b, � e � são parâmetros de forma

A distribuição EGGa é uma família que p ossui alguns casos particulares. Quando

� = � = 1 na equação (2.32) temos uma distribuição gama, quando � = � = a = 1

temos a distribuição exp onencial.

Na Figura 2.3 estão os grá�cos da função densidade em (2.32) para alguns valores

dos parâmetros selecionados. Note que a medida que aumentamos o valor de � e

diminuimos o valor de � (com a = 1:5 e b = 2:0 �xos), mais assimétrica torna-se a

distribuição. Veja, tamb ém, que de acordo com os valores de � e b (com � = 1:5 e

a = 1:5 �xos) a forma da distribuição se altera.

De�nição 2.6 Uma expansão em série de potências para a função gama incompleta é

dada por

Ga;b(x) =
(b x)a

�( a)

1X

m=0

(� b x)m

(a + m)m!
: (2.33)
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Figura 2.3: Função Densidade da EGGa (a; b; �; � ) para alguns valores dos parâmetros.

(a)Para a = 1:5 e b= 2:0. (b) Para � = 1:5 e a = 1:5.

A partir da função em (2.6) e da expansão em (2.33), obtemos:

f (x) =
� � b a xa� 1e� b x

�( a)

1X

j =0

t j

�
 (a; b x)

�( a)

� j

=
� � b a xa� 1e� b x

�( a)

1X

j =0

t j [Ga;b(x)] j

=
� � b a xa� 1e� b x

�( a)

1X

j =0

t j

"
(b x)a

�( a)

1X

m=0

(� b x)m

(a + m)m!

#j

=
� � b a xa� 1e� b x

�( a)

1X

j =0

t j
(b x)a j

�( a) j

1X

m1=0

(� b x)m1

(a + m1)m1!
:::

1X

m j =0

(� b x)m j

(a + mj )mj !

=
� � b a xa� 1e� b x

�( a)

1X

j =0

t j
(b x)a j

�( a) j

1X

m1=0

:::
1X

m j =0

(� b x)m1 + :::+ m j

(a + m1):::(a + mj )m1!:::mj !
:
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Portanto,

f (x) =
� � b a xa� 1e� b x

�( a)

1X

j =0

t j
(b x)a j

�( a) j

1X

m1=0

:::
1X

m j =0

(� b x)m1 + :::+ m j

(a + m1):::(a + mj )m1!:::mj !
;

em que t j é dado em (2.7).

Prop osição 2.4 O (r; j ) -ésimo MPP da distribuição gama é dado por

� r;j =
�( r + a(j + 1))

aj bj �( a) j +1
F (j )

A (r + a(j + 1); a; :::; a; a + 1; :::; a+ 1; � 1; :::; � 1):

Demonstração: da de�nição, dada em (2.9)

� r;j =
Z 1

0
xr G(x) j g(x)dx

=
Z 1

0
xr

"
(bx)a

�( a)

1X

m=0

(� bx)m

(a + m)m!

#j
baxa� 1

�( a)
exp(� bx)dx

=
(b)a

�( a) j +1

Z 1

0
xr + a� 1 exp(� bx)

"

(bx)a
1X

m=0

(� bx)m

(a + m)m!

#j

dx:

De�nindo u = bx ) x = u=b e dx = du=b, temos

� r;j =
(b)� r

�( a) j +1

Z 1

0
ur + a� 1 exp(� u)

"

ua
1X

m=0

(� u)m

(a + m)m!

#j

du

=
(b)� r

�( a) j +1
I (r; j ): (2.34)

A integral em (2.34) p o de ser expressa como

I (r; j ) =
Z 1

0
ur + a� 1 exp(� u)

"

ua
1X

m=0

(� u)m

(a + m)m!

#j

du

=
1X

m1=0

:::
1X

m j =0

(� 1)m1 + :::+ m j

(a + m1):::(a + mj )m1!:::mj !

Z 1

0
ur + a(j +1)+ m1+ :::+ m j � 1 exp(� u)du

=
1X

m1=0

:::
1X

m j =0

(� 1)m1 + :::+ m j

(a + m1):::(a + mj )m1!:::mj !

� �( r + a(j + 1) + m1 + ::: + mj ): (2.35)
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Usando o fato de que (f )k = �( f + k)=�( f ) e a de�nição em (2.28), resp ectivamente,

p o demos reescrever (2.35) como

I (r; j ) = �( r + a(j + 1))
1X

m1=0

:::
1X

m j =0

(r + a(j + 1)) m1+ :::+ m j (� 1)m1+ :::+ m j

(a + m1):::(a + mj )m1!:::mj !

=
�( r + a(j + 1))

aj
�

F (j )
A (r + a(j + 1); a; :::; a; a + 1; :::; a + 1; � 1; :::; � 1): (2.36)

Substituindo (2.36) em (2.34), obtemos a expressão

� r;j =
�( r + a(j + 1))

br aj �( a) j +1
F (j )

A (r + a(j + 1); a; :::; a; a + 1; :::; a+ 1; � 1; :::; � 1):

2.8.4 Gumb el Generalizada Exp onencializada

De�nição 2.7 X tem distribuição Gumbel com parâmetros � > 0 e � > 0 se sua

função de distribuição acumulada é dada por

G�;� (x) = exp
�

� exp
�

�
x � �

�

��
; �1 < x < 1 :

Substituindo a fda anterior na equação (2.1), obtemos a fda Gumb el Generalizada

Exp onencializada (EGGu) dada p or

F (x) =
�

1 �
�
1 � exp

�
� exp

�
�

x � �
�

��� � � �

; �1 < x < 1 (2.37)

cuja fdp é dada p or

f (x) = � � � � 1 exp
�

� exp
�

�
x � �

�

�� �
1 � exp

�
� exp

�
�

x � �
�

��� � � 1

� exp
��

�
x � �

�

�� �
1 �

�
1 � exp

�
� exp

�
�

x � �
�

��� � � � � 1

; �1 < x < 1 ;

em que � > 0 é um parâmetro de escala, � 2 R é um parâmetro de lo cação, � e � são

parâmetros de forma.

Observamos na Figura 2.4 a representação grá�ca desta função densidade para

alguns valores dos parâmetros selecionados. Veja que de acordo com os valores dos

parâmetros � e � (com � = 1:5 e � = 0 �xos) a distribuição torna-se mais assimétrica.
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Figura 2.4: Função Densidade da EGGu (�; �; �; � ) para alguns valores dos parâmetros.

(a)Para � = 0 e � = 1:0. (b) Para � = 1:5 e � = 0 .

Agora, determinaremos as funçõ es densidade e distribuição expandidas para a

distribuição EGGu. Substituindo G(x) em (2.4) p ela a fda da distribuição Gumb el

resulta

F (x) =
1X

j =0

wj exp
�

� j exp
�

�
x � �

�

��

=
1X

j =0

wj exp
�

� exp
�

log(j ) �
x � �

�

��

=
1X

j =0

wj exp
�

� exp
�

�
x � (� � � log(j ))

�

��
:

De�nindo � � = � � � log(j ) na expressão anterior, segue que

F (x) =
1X

j =0

wj exp
�

� exp
�

�
x � � �

�

��

=
1X

j =0

wj G� � ;� (x):
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Derivando F (x) com relação a x obtemos,

f (x) =
1X

j =0

wj g� � ;� (x);

em que G� � ;� (x) e g� � ;� (x) são a fda e a fdp da distribuição Gumb el com parâmetros

� � = � � � log(j ) e � , resp ectivamente. Portanto, a função densidade (ou fda) do

mo delo EGGu p o de ser expressa como uma combinação linear in�nita de densidades

(ou fda) Gumb el.

Prop osição 2.5 O (r; j ) -ésimo MPP da distribuição Gumbel pode ser expresso por

� r;j =
rX

`=0

�
r
`

�
(� � )` � r � `

�
@
@a

� ` �
(j + 1) � a�( a)

�
�
�
�
�
�
a=1

:

Demonstração: segue p or de�nição,

� r;j =
Z 1

�1
xr

�
exp

�
� exp

�
�

x � �
�

��� j

� � 1 exp
�

�
�

x � �
�

��

� exp
�

� exp
�

�
x � �

�

��
dx

= � � 1
Z 1

�1
xr exp

�
�

�
x � �

�

��
exp

�
� (j + 1) exp

�
�

x � �
�

��
:

De�nindo na integral acima, u = expf� (x � � )=� g ) x = � � � log(u) . Segue que

� r;j = � � 1
Z 1

0
[� � � log(u)]r u exp [� (j + 1) u]

� �
u

�
du

=
Z 1

0
[� � � log(u)]r exp [� (j + 1) u] du:

Usando a expansão binomial na expressão anterior reduz-a

� r;j =
Z 1

0

rX

`=0

�
r
`

�
[� � log(u)]` � r � ` exp[� (j + 1) u]du

=
rX

`=0

�
r
`

�
(� � )` � r � `

Z 1

0
log(u)` exp[� (j + 1) u]du: (2.38)
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Pela equação (2.6.21.1) em Prudnikov et al. (1986)) de�nida (para � , a 2 R e p > 0)

p or Z 1

0
xa� 1 exp(� px� )(log x)ndx =

1
�

�
@
@a

� n �
p� a=� �

�
a
�

��
:

Po demos reescrever a expressão em (2.38) na forma

� r;j =
rX

`=0

�
r
`

�
(� � )` � r � `

�
@
@a

� ` �
(j + 1) � a�( a)

�
�
�
�
�
�
a=1

:

Por outro lado, temos

E(Y r ) = � �
1X

j =0

t j � r;j

= � �
1X

j =0

t j

rX

`=0

�
r
`

�
(� � )` � r � `

�
@
@a

� ` �
(j + 1) � a�( a)

�
�
�
�
�
�
a=1

:

2.8.5 Exp onencial Generalizada Exp onencializada

A fda da distribuição Exp onencial Generalizada Exp onencializada (EGE)

é obtida considerando G(x) em (2.1) como sendo a fda da distribuição exp onencial

de�nida p or G(x) = 1 � exp(� � x ) , com parâmetro � > 0. Dessa forma, a fda da

distribuição EGE é expressa p or

F (x) = [1 � f exp(� � x )g� ]� ; x > 0;

cuja função densidade de probabilidade asso ciada é dada p or

f (x) = � � � exp(� � x ) [exp(� � x )] � � 1 f 1 � [exp(� � x )] � g� � 1 ; x > 0;

em que � > 0, � > 0 são parâmetros de forma e � > 0 é um parâmetro de escala.

A Figura 2.5 apresenta o comp ortamento da função densidade de probabilidade

da distribuição EGE para alguns valores dos parâmetros selecionados. Note que quando
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�xamos � = 1:5 e � = 2:0 (Figura (a)) e aumentamos o valor de � os dados �cam mais

disp ersos, ou seja, a escala muda de acordo com os valores de � . Observe, tamb ém,

que de acordo com os valores de � e � (com � = 1:5 �xo) a forma da distribuição se

altera (Figura (b)).
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Figura 2.5: Função Densidade da EGE (�; �; � ) para alguns valores dos parâmetros.

(a)Para � = 1:5 e � = 2:0. (b) Para � = 1:5.

A função quantil para a distribuição exp onencial é QG(x) = � � � 1 log(1 � u) .

Substituindo QG(x) na função (2.11), temos

� r;j = ( � 1)r (� )� r
Z 1

0
log(1� u)r uj du:

De�nindo t = log(1 � u) ) u = 1 � exp(t) e du = � exp(t)dt . Assim, a integral reduz-a

Z 1

0
log(1 � u)r uj du =

Z 1

0
t r (1 � exp(t)) j (� exp(t))dt:
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Usando a expansão binomial na última integral, obtemos

Z 1

0
log(1 � u)r uj du =

Z 1

0
t r

1X

m=0

�
j
m

�
(� exp(t))m+1 dt

=
1X

m=0

(� 1)m+1

�
j
m

� Z 1

0
t r exp(t(m + 1)) dt

Completando a integral no segundo membro de mo do que apareça a função densidade

da distribuição gama, obtemos

Z 1

0
log(1 � u)r uj du =

1X

m=0

(� 1)m+1

�
j
m

�
�( r + 1)

(� 1)(m + 1) r +1

�
Z 1

0

(� 1)(m + 1) r +1

�( r + 1)
t r +1 � 1 exp(t(m + 1)) dt

=
1X

m=0

(� 1)m

�
j
m

�
�( r + 1)

(m + 1) r +1

=
1X

m=0

(� 1)m

�
j
m

�
r !

(m + 1) r +1
:

Logo,

� r;j = r !(� )� r
1X

m=0

(� 1)m+1
� j

m

�

(m + 1) r +1
:

Portanto, a partir da equação (2.10) temos que o r -ésimo momento da distribuição

Exp onencial Generalizada Exp onencializada é dada p or

E(Y r ) = � �
1X

j =0

t j r !(� )� r
1X

m=0

(� 1)m+1
� j

m

�

(m + 1) r +1
:

Vamos determinar, agora, a fgm para o mo delo EGE. Para esta distribuição temos

que QG(u) = � � � 1 log(1� u) . Da equação (2.15), é imediato obtermos

� j (s) =
Z 1

0
exp[� s� � 1 log(1� u)]uj du

=
Z 1

0
uj (1 � u)� s� � 1

du

= B(j + 1; 1 � � � 1s):

E consequentemente, da equação (2.14), temos

M (s) = ��
1X

j = o

t j B(j + 1; 1 � � � 1s):
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Para mostrar o quanto é simples o cálculo dos desvios médios combinando as

equaçõ es (2.19)-(2.20). Iremos obter o desvio médio da distribuição EGE (com parâ-

metro � ). E a quantidade Tj (z) será obtida a partir das seguintes integrais (para a > 0)

usando o software Maple (http://www.maplesoft.com/pro ducts/maple) ou o software

gratuito Mathematica (http://www.wolfram.com/mathematica):

(i )
Z a

1
x j log(x)dx =

1 � aj +1

(j + 1) 2
+

aj +1 log(a)
(j + 1)

; (ii )
Z a

0
x j log(x)dx =

aj +1

(j + 1) 2
[(j +1) log(a)� 1]:

A partir da equação (2.20), é imediato que

Tj (z) =
Z G(z)

0
� � � 1 log(1� u)uj du:

Considerando a mudança de variável r = 1 � u ) du = � dr . Obtemos,

Tj (z) =
Z 1� G(z)

1
� � 1 log(r )(1 � r ) j dr:

Usando a expansão binomial, a expressão anterior p o de ser escrita como

Tj (z) = � � 1
jX

k=0

(� 1)k

�
j
k

� Z 1� G(z)

1
(r )k log(r )dr:

Aplicando, agora a integral em (i), concluímos que

Tj (z) = � � 1
jX

k=0

(� 1)k

�
j
k

� �
1 � f 1 � G(z)gk+1

(k + 1) 2
+

f 1 � G(z)gk+1 logf 1 � G(z)g
(k + 1)

�
:

Portanto,

m1(z) =
1X

j =0

jX

k=0

� � 1(� 1)k(j + 1) t �
j

�
j
k

� �
1 � f 1 � G(z)gk+1

(k + 1) 2
+

+
f 1 � G(z)gk+1 logf 1 � G(z)g

(k + 1)

�
;

com t �
j = ��t j =(j + 1) .
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2.8.6 Pareto Generalizada Exp onencializada

A fda da distribuição Pareto Generalizada Exp onencializada (EGPa) é obtida

considerando G(x) em (2.1) como sendo a fda da distribuição Pareto com parâmetro

� > 0, de�nida p or G(x) = 1 � (1 + x)� �
, de mo do que

F (x) =
�
1 � (1 + x)� � �

� �
; x > 0;

cuja densidade asso ciada é dada p or

f (x) = � � � (1 + x)� � � � 1
�
1 � (1 + x)� � �

� � � 1
; x > 0;

em que � > 0, � > 0 são parâmetros de forma e � > 0 é um parâmetro de escala.

Na Figura 2.6 apresentamos o comp ortamento da função densidade de probabili-

dade da distribuição EGPa para alguns valores dos parâmetros selecionados. Note que

ao �xarmos � = 2:0 e � = 1:5 (Figura (a)) a escala muda de acordo com os valores de

� . Então, � é um parâmetro de escala. Note, ainda, que de acordo com os valores de

� e � (com � = 1:5 �xo) a forma da distribuição se altera (Figura (b)).

O r -ésimo momento da distribuição EGPa é dado p or

E(Y r ) = � �
1X

j;m =0

(� 1)r + m

�
r
m

�
t j B

�
j + 1; 1 �

m
�

�
; � > 0:

De fato, neste caso temos que QG(u) = (1 � u)� 1=� � 1. Substituindo esta expressão

em (2.11) obtemos

� r;j =
Z 1

0
(� 1)r [1 � (1 � u)� 1

� ]r uj du:

Utilizando a expansão binomial na última integral temos que

� r;j =
Z 1

0
(� 1)r

1X

m=0

�
r
m

�
(� 1)m (1 � u)� m

� uj du

=
1X

m=0

(� 1)r + m

�
r
m

� Z 1

0
uj (1 � u)� m

� du

=
1X

m=0

(� 1)r + m

�
r
m

�
B

�
j + 1; 1 �

m
�

�
:



Capítulo 2. Casos Particulares 34

n=0.5
n=1.0
n=1.5
n=2.0
n=2.5

PSfrag replacements

De
ns

x

0

1

2

-2

-4

-1.5

-1.0

-0.5

0.
0

0.0

0.
5

0.5

1.
0

1.0

1.
5

1.5

2.
0

3.
0

3.5

2.
5

0.2

0.4

0.8

0.6

(a)

a=1.0;b=1.5
a=1.5;b=2.5
a=2.0;b=3.5
a=2.5;b=4.5
a=3.0;b=5.5

PSfrag replacements

De
ns

x

0

1

2

-2

-4

-1.5

-1.0

-0.5

0.
0

0.0

0.
5

0.5

1.
0

1.0

1.
5

1.5

2.0

3.0

3.5

2.5

0.2

0.4

0.8

0.6

(b)

Figura 2.6: Função Densidade da EGPa (�; �; � ) para alguns valores dos parâmetros.

(a)Para � = 2:0 e � = 1:5. (b) Para � = 1:5.

Da função dada em (2.10), temos

E(Y r ) = � �
1X

j =0

t j � r;j :

Portanto,

E(Y r ) = � �
1X

j;m =0

(� 1)r + m

�
r
m

�
t j B

�
j + 1; 1 �

m
�

�
:

A partir da equação em (2.15), obtemos

� j (s) = e� s
Z 1

0
exp[s(1 � u)� 1

� ]uj du:

Além disso, usando a Identidade

exp(x) =
1X

n=0

xn

n!
;
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concluímos que

� j (s) = e� s
Z 1

0

1X

r =0

(s(1 � u)� 1
� )r

r !
du

= e� s
1X

r =0

sr

r !

Z 1

0
(1 � u)� r

� uj du

= e� s
1X

r =0

B(j + 1; 1 � r� � 1)sr

r !
:

Segue da equação (2.14) que a fgm para a distribuição EGPa é dada p or,

M (s) = ��
1X

j;r = o

t j B(j + 1; 1 � r� � 1)
r !

sr :

Encontraremos, agora, o desvio médio para o mo delo EGPa combinando as equa-

çõ es (2.19)-(2.20). A partir da equação em (2.20), obtemos

Tj (z) =
Z G(z)

0
[(1 � u)� � � 1

� 1]uj du

=
Z G(z)

0
(1 � u)� � � 1

uj du �
Z G(z)

0
uj du

=
1X

k=0

(� 1)k

�
� � � 1

k

� Z G(z)

0
uj +1 du �

Z G(z)

0
uj du:

Usando as integrais (i) e (ii), da seção 2.8.6, obtemos

Tj (z) =
1X

k=0

(� 1)k
� � � � 1

k

�
G(z)k+ j +1

(k + j + 1)
�

G(z) j +1

(j + 1)
:

De mo do que

m1(z) =
1X

j =0

(j + 1) t �
j

"
1X

k=0

(� 1)k
� � � � 1

k

�
G(z)k+ j +1

(k + j + 1)
�

G(z) j +1

(j + 1)

#

;

com t �
j = ��t j =(j + 1) .

2.9 Aplicaçõ es

Ilustramos a sup erioridade das distribuiçõ es EG, em comparação com três

submo delos, a sab er, as distribuiçõ es Lehmann tip o I e I I e a distribuição base. Usamos
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dois conjuntos de dados reais. Em cada caso, os parâmetros são estimados p or máxima

verossimilhança usando a sub-rotina NLMixed no SAS. Os dados são descritos abaixo.

i) Dados do rio Wheaton

Os dados foram analisados p or Akinsete et al. (2008) e representam a sup eração

dos picos de cheias (em m3=s) do rio Wheaton p erto de Carcross no território de Yukon,

Canadá. Os dados consistem de 72 excedências para os anos 1958-1984, arredondados

para uma casa decimal. O conjunto de dados é apresentado na Tab ela 2.1.

Tab ela 2.1: Dados sobre a sup eração da inundação do rio Wheaton

1.7 2.2 14.4 1.1 0.4 20.6 5.3 0.7 1.9 13.0 12.0 9.3

1.4 18.7 8.5 25.5 11.6 14.1 22.1 1.1 2.5 14.4 1.7 37.6

0.6 2.2 39.0 0.3 15.0 11.0 7.3 22.9 1.7 0.1 1.1 0.6

9.0 1.7 7.0 20.1 0.4 2.8 14.1 9.9 10.4 10.7 30.0 3.6

5.6 30.8 13.3 4.2 25.5 3.4 11.9 21.5 27.6 36.4 2.7 64.0

1.5 2.5 27.4 1.0 27.1 20.2 16.8 5.3 9.7 27.5 2.5 27.0

ii)Dados do nível de estresse

O conjunto de dados consiste de 101 observaçõ es da resistência de vida à ruptura

de 49 kevlar com �os de ep óxi, que foram submetidos à pressão contínua constante no

nível de tensão de 90% até que to das tenham falhado, de mo do que os dados foram

completados com temp os de falha exatos obtidos p or Co oray e Ananda (2008). Os

dados estão disp oníveis na Tab ela 2.2.

A Tab ela 2.3 fornece uma análise descritiva de cada amostra. Po demos notar

que os dados do rio Wheaton e nível de estresse apresentam mediana menor do que

a média, o que sugere que as distribuiçõ es sejam assimétricas à direita, fato reforçado

p elos valores p ositivos dos co e�cientes de assimetria. Este valor é maior nos dados do

nível de estresse.
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Tab ela 2.2: Dados do nível de estresse

0.01 0.01 0.02 0.02 0.02 0.03 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.07 0.08

0.09 0.09 0.10 0.10 0.11 0.11 0.12 0.13 0.18 0.19 0.20 0.23 0.24

0.24 0.29 0.34 0.35 0.36 0.38 0.40 0.42 0.43 0.52 0.54 0.56 0.60

0.60 0.63 0.65 0.67 0.68 0.72 0.72 0.72 0.73 0.79 0.79 0.80 0.80

0.83 0.85 0.90 0.92 0.95 0.99 1.00 1.01 1.02 1.03 1.05 1.10 1.10

1.11 1.15 1.18 1.20 1.29 1.31 1.33 1.34 1.40 1.43 1.45 1.50 1.51

1.52 1.53 1.54 1.54 1.55 1.58 1.60 1.63 1.64 1.80 1.80 1.81 2.02

2.05 2.14 2.17 2.33 3.03 3.03 3.34 4.20 4.69 7.89

Tab ela 2.3: Descrição estatística

Dados Média Med. Md SD Var. Assimétria Curt. Min. Max.

Wheaton 12.20 9.5 1.7 12.3 151.22 1.5 3.19 0.1 64

Nível de estresse 1.03 0.8 0.02 1.12 1.25 3.05 14.51 0.01 7.89

Para os dados do rio Wheaton, comparamos a distribuição EGGu com a distri-

buição Gumb el Exp onencializada (EGu), a distribuição Gumb el Lehmann I I (LI IGu)

e a distribuição Gumb el. Além disso, para os dados do nível de estresse, a distribuição

EGF é comparada com a distribuição Fréchet exp onencializada (EF), Fréchet Leh-

mann I I (LI IF) e a distribuição Fréchet. Os estimadores de máxima verossimilhança

dos parâmetros (com resp ectivos valores-p entre parênteses), os valores do critério de

informação AIC, BIC e CAIC para cada conjunto de dados são fornecidos na Tab ela

2.4. Como p o demos ver os três critérios de informação apresentam os menores valores

numéricos para o caso das distribuiçõ es EG quando comparadas com os seus submo-

delos, indicando que os mo delos EG são os mais adequados para a justar os dados

analisados.

Utilizamos a estatística RV para testar os mo delos encaixados. Os resultados da

aplicação do teste da razão de verossimilhança para os nossos conjuntos de dados são

apresentados na Tab ela 2.5. Observe que, para os dois conjuntos de dados, rejeitamos

a hip ótese nula em to dos os três testes da razão de verossimilhaças em favor das novas

distribuiçõ es. Observamos ainda que a rejeição é extremamente signi�cativa para os
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dados de nível de estresse, e altamente signi�cativa para os dados do rio Wheaton, o

que evidência a necessidade dos parâmetros extras no mo delo prop osto na mo delagem

desses dados reais.

Tab ela 2.4: EMVs e critérios de informação

Rio Wheaton � � � � AIC CAIC BIC

EGGu 0.0988 0.4769 2.6317 1.6639 521.8 522.4 530.9

(0.0243) (0.1439) (0.7863) (0.0529)

EGu 1 1.0312 6.7165 8.1893 544.9 545.2 551.7

- (14.99) (15.43) (0.8185)

LI IGu 0.1474 1 0.5571 1.7214 524.5 524.8 531.3

(0.0186) - (0.5291) (0.0544)

Gumb el 1 1 6.9684 8.1893 542.9 543.0 547.4

- - (1.0093) (0.8185)

Nível de estresse � � � � AIC CAIC BIC

EGF 606.36 0.1761 1095.66 0.3104 217.4 217.8 227.9

(184.53) (0.0186) (375.16) (0.0105)

EF 1 0.3383 1.4333 0.6136 271.9 272.2 279.8

- (0.2146) (1.4935) (0.0427)

LI IF 29.4149 1 177.49 0.2289 227.8 228.0 235.6

(12.0856) - (16.90) (0.0209)

Fréchet 1 1 0.2451 0.6136 269.9 270.1 275.2

- - (0.0423) (0.0422)

Os histogramas para to dos os dados e os grá�cos das funçõ es densidades estimadas

EGGu, Gumb el exp onencializada (EGu), Gumb el Lehmann I I (LI IGu), EGF, Fréchet

exp onencializada (EF), Fréchet Lehmann I I (LI IF), Gumb el e Fréchet são exibidos

na Figura 2.7. Com base nos critérios de informação (Tab ela 2.4) e nos testes de
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Tab ela 2.5: Testes da RV ( � )

Rio Wheaton Hip oteses Estatística � p-valor

EGGu vs EGu H0 : � = 1 vs H1 : � 6= 1 25.1 < 0:00001

EGGu vs LI IGu H0 : � = 1 vs H1 : � 6= 1 4.7 0.0302

EGGu vs Gumb el H0 : � = � = 1 vs H1 : � 6= 1 ou � 6= 1 26.1 < 0:00001

Nível de estresse Hip oteses Estatística � p-valor

EGF vs EF H0 : � = 1 vs H1 : � 6= 1 56.5 < 0:00001

EGF vs LI IF H0 : � = 1 vs H1 : � 6= 1 12.4 0.0004

EGF vs Fréchet H0 : � = � = 1 vs H1 : � 6= 1 ou � 6= 1 57.5 < 0:00001

hip óteses (Tab ela 2.5) p o demos concluir que as distribuiçõ es EG são as que mais se

adequam aos dados analisados o que tamb ém p o demos con�rmar observando os grá�cos

e histogramas na Figura 2.7.

2.10 Conclusõ es

Estudamos uma nova classe de distribuiçõ es Generalizadas Exp onencializa-

das (EG) que inclui como casos esp eciais as distribuiçõ es Lehmann do tip o I e Lehmann

do tip o I I intro duzidas em Lehmann (1953). Esse novo mo delo estende várias distribui-

çõ es estudadas recentemente, b em como outras distribuiçõ es, p or exemplo, a Weibull

exp onencializada, a Fréchet exp onencializada e a Gumb el exp onencializada (ver, p or

exemplo, Mudholkar e Srivastava, 1993; Gupta et al,1998; Gupta e Kundu, 2001; Na-

dara jah e Kotz, 2006), entre outros autores. Para quaisquer distribuiçõ es base, p o de-

mos facilmente de�nir a distribuição EG corresp ondente. A maioria das propriedades

estruturais da nova classe têm propriedades matemáticas tratáveis. Algumas destas

propriedades p o dem ser obtidas a partir das propriedades das distribuiçõ es base.

Além disso, apresentamos duas aplicaçõ es das distribuiçõ es EG para dados reais

para mostrar a viabilidade dessa nova classe.
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Figura 2.7: Densidades estimadas dos mo delos EG para os conjuntos de dados.
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A distribuição Fréchet Generalizada

Neste capítulo, estudamos uma generalização para a distribuição Fréchet e

obtemos algumas de suas propriedades estruturais. A extensão da distribuição Fréchet

é motivada p elo trabalho de Cordeiro et al.(2013).

3.1 A distribuição Fréchet

A distribuição Fréchet tem sido utilizada com grande frequência em estudos

de fenômenos ambientais principalmente para solucionar problemas relacionados à áreas

de engenharia, entre os quais, análise de frequência de inundaçõ es, engenharias de

redes e engenharia nuclear. Kotz e Nadara jah (2000) demonstram, em seu livro, a

aplicabilidade da distribuição Fréchet em várias áreas. A distribuição Fréchet, ou

Valor Extremo Tip o I I, p ossui função de distribuição acumulada (fda) dada p or

G(x; �; � ) = exp
�
�

� �
x

� �
�

; x > 0; (3.1)

em que � > 0 e � > 0 são, resp ectivamente, parâmetros de escala e de forma. A partir

da expressão em (3.1) obtém-se a função densidade de probabilidade da distribuição

Fréchet dada p or

g(x; �; � ) = � � � x � (� +1) exp
�
�

� �
x

� �
�

: (3.2)
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3.2 A classe de distribuição generalizada exp onenci-

alizada

De�nição 3.1 Seja G(x) uma função de distribuição acumulada (fda) contínua, de�-

nimos a classe de distribuição generalizada exponencializada por

F (x) = [1 � f 1 � G(x)ga]b ; (3.3)

em que a > 0 e b > 0 são dois parâmetros de forma adicionais. Com função densidade

de probabilidade corresp ondente

f (x) = a b f 1 � G(x)ga� 1 [1 � f 1 � G(x)ga]b� 1 g(x):

3.3 A distribuição Fréchet generalizada

A distribuição Fréchet generalizada, denotada aqui p or FrG, é obtida a

partir de (3.3) considerando G(x) como sendo a função de distribuição acumulada

Fréchet com parâmetros � > 0 e � > 0, de�nida em (3.1). Realizando esta substituição,

obtemos

F (x; �; �; a; b ) =
�
1 �

�
1 � exp

�
�

� �
x

� �
�� a� b

; x > 0; (3.4)

em que � > 0 é um parâmetros de escala e os outros parâmetros � > 0 , a > 0 e

b > 0 são parâmetros de forma. A função densidade de probabilidade asso ciada a (3.4)

é dada p or

f (x; �; �; a; b ) = a b � � � x � (� +1) exp
�
�

� �
x

� �
� �

1 � exp
�
�

� �
x

� �
�� a� 1

�
�
1 �

�
1 � exp

�
�

� �
x

� �
�� a� b� 1

: (3.5)

As vantagens de se trabalhar com esta distribuição é o fato de p ossuir fórmulas

explícitas para função de distribuição e função quantil que não envolve qualquer função

esp ecial, não dep ende da função b eta, como a distribuição b eta Fréchet e não tem

problema de identi�cabilidade como a distribuição Kumaraswamy Fréchet.
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De�nição 3.2 Seja X uma variável aleatória com fda F (x) . Sua função de Sobrevi-

vência S(x) é de�nida por

S(x) = 1 � F (x):

A função de Sobrevivência da distribuição FrG é dada p or

S(x; �; �; a; b ) = 1 � F (x; �; �; a; b )

= 1 �
�
1 �

�
1 � exp

�
�

� �
x

� �
�� a� b

; x > 0:

Vamos veri�car que f (x; �; �; a; b ) é uma função densidade de probabilidade de uma dis-

tribuição contínua. Como f (x; �; �; a; b ) > 0, resta mostrar que

R1
0 f (x; �; �; a; b )dx =

1.

De fato,

Z 1

0
f (x; �; �; a; b )dx =

Z 1

0
a b � � � x � (� +1) exp

h
� (�=x ) �

i n
1 � exp

h
� (�=x )�

io a� 1

�
h
1 �

n
1 � exp

h
� (�=x )�

io ai b� 1
dx:

Fazendo a mudança de variável u = � � x � �
segue que dx = � � � � 1 u� (1=� +1) du na

integral acima, obtemos

Z 1

0
f (x; �; �; a; b )dx =

Z 1

0
a bexp(� u)[1 � exp(� u)]a� 1[1 � f 1 � exp(� u)ga]b� 1du:

Considere, agora t = exp( � u) temos dt = � exp(� u)du, então a integral anterior p o de

ser reescrita como

Z 1

0
f (x; �; �; a; b )dx =

Z 1

0
a b(1 � t)a� 1[1 � (1 � t)a]b� 1dt

= [1 � (1 � t)a]b
�
�
�
�
�

1

0

= 1

O que mostra que f (x; �; �; a; b ) é de fato a fdp de uma distribuição contínua. A partir

de agora denotaremos uma variável aleatória X com função densidade dada em (3.5)
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p or X � FrG (�; �; a; b ) .

De�nição 3.3 A função de risco (ou taxa de insucesso) de uma variável aleatória X

com densidade g(x) e uma distribuição acumulada G(x) é dada por

� (x) =
g(x)

1 � G(x)
:

Usando as equaçõ es (3.4) e (3.5), a função de risco da FrG p o de ser expressa p or

� (x; �; �; a; b ) =
a b � � � x � (� +1) exp

h
�

�
�
x

� �
i n

1 � exp
h
�

�
�
x

� �
io a� 1

1 �
h
1 �

n
1 � exp

h
�

�
�
x

� �
io ai b

�
�
1 �

�
1 � exp

�
�

� �
x

� �
�� a� b� 1

: (3.6)

Observe que se considerarmos � = 1 = � em (3.6), temos

� (x) =
� � � x � (� +1) exp[� ( �

x )� ]
1 � exp[� ( �

x )� ]
; x > 0:

Portanto, para � = 1 = � em � (x) , tem-se a função de risco da distribuição Fréchet.

As Figuras (3.1) e (3.2) mostram a função densidade e a função de risco da distribui-

ção FrG para alguns valores dos parâmetros, resp ectivamente. Observamos na Figura

(3.1) que a distribuição Fréchet generalizada é assimétrica à direita e a medida que

aumentamos os valores dos parâmetros a e b as curvas desta distribuição passam a ter

caudas mais p esadas. Além disso, a distribuição Fréchet generalizada p ossui função de

risco unimo dal como p o demos ver na Figura (3.2).

3.4 Propriedades e distribuiçõ es relacionadas

A distribuição FrG apresenta algumas propriedades e submo delos particulares

que são apresentados a seguir.

Propriedade 1 Se X � F rG(�; �; a; b ) , então Y = c X � F rG(c �; �; a; b ) .
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Figura 3.1: Grá�co da função de densidade FrG (�; �; a; b ) para alguns valores dos

parâmetros. (a)Para � = 1:5 e � = 1:0. (b) Para � = 2:0 e � = 1:0.

Prova :

Pr (Y � y) = Pr (cX � y) = Pr (X � y=c)

= [1 � f 1 � exp[� (�= (y=c)) � ]ga]b

= [1 � f 1 � exp[� (c �=y )� ]ga]b:

Propriedade 2 Se X i � F rG(�; �; a; b ) são indep endentes e identicamente distribuí-

das, então Y = max( X 1; :::; Xn) � F rG(�; �; a; n b ) .
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Figura 3.2: Grá�co da função de risco da FrG (�; �; a; b ) para alguns valores dos parâ-

metros. (a)Para � = 1 e � = 1:0. (b) Para � = 1:5 e � = 1:0.

Prova :

Pr (Y � y) = Pr (max(X 1; :::; Xn ) � y)

= Pr (X 1 � y; :::; Xn � y)

= Pr (X 1 � y):::Pr (X n � y)

= [ Pr (X � y)]n

= [1 � f 1 � exp[� (�=y )� ]ga]n b:

Propriedade 3 Se X i � F rG(�; �; a; b ) são indep endentes e identicamentes distribuí-

das e 1=Y = min(1 =X1; :::; 1=Xn ) , então Y � F rG(�; �; a; n b ) .
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De fato,

Pr (Y � y) = Pr (1=Y � 1=y)

= Pr (min(1=X1; :::; 1=Xn) � 1=y)

= Pr (1=X1 � 1=y; :::;1=Xn � 1=y)

= Pr (1=X1 � 1=y):::Pr (1=Xn � 1=y)

= Pr (X 1 � y):::Pr (X n � y)

= [ Pr (X � y)]n

= [1 � f 1 � exp[� (�=y )� ]ga]n b:

A distribuição FrG generaliza algumas distribuiçõ es conhecidas. Por exemplo, se

considerarmos b = 1 na equação (3.5) temos a distribuição Fréchet Exp onencializada

(EF) de�nida p or Nadara jah e Kotz (2003). Se considerarmos a = b = 1 na equação

(3.5) obtemos a distribuição Fréchet.

3.5 Uma expansão geral para a função de densidade

Nesta seção, mostramos que a fdp da distribuição FrG p o de ser escrita como

uma combinação linear in�nita de funçõ es densidades Fréchet. Considere a expansão

binomial (para 0 < z < 1)

(1 + z)a =
1X

j =0

�
a
j

�
zj ; (3.7)

em que

�
a
j

�
=

n(n � 1):::(a � j + 1)
j !

:

Aplicando a identidade (3.7) em (3.5) e dep ois de algumas manipulaçõ es algébricas,

obtemos

f (x) = a b � � � x � (� +1)
1X

j =0

1X

k=0

(� 1)j + k

�
b� 1

j

��
a(j + 1) � 1

k

�
exp

�
� (k + 1)

� �
x

� �
�

:
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Considerando a mudança de variável � k = � (k + 1) 1=�
, então , a expressão acima p o de

ser escrita como

f (x) =
1X

j =0

1X

k=0

(� 1)j + k (b� 1)!
(b� j � 1)!j !

[a(j + 1) � 1]!
[a(j + 1) � k � 1]!

a b
(k + 1)

� � �
k x � (� +1)

� exp
�
�

� � k

x

� �
�

=
1X

j =0

1X

k=0

(� 1)j + k �( b)
�( b� j )j !

�[ a(j + 1)]
�[ a(j + 1) � k]k!

a b
(k + 1)

g(x; � k ; � )

=
1X

j =0

1X

k=0

wj ;k g(x; � k ; � ); (3.8)

em que

wj ;k =
(� 1)j + k �( b)�[ a(j + 1)] a b

�( b� j )�[ a(j + 1) � k]j !k!(k + 1)

e g(x; � k ; � ) denota a função densidade Fréchet com parâmetros � k = � (k + 1) 1=�
e � .

Portanto, a função densidade da distribuição FrG p o de ser expressa como uma com-

binação linear in�nita de densidades de variáveis aleatórias com distribuição Fréchet.

Dessa forma, p o demos obter algumas de suas propriedades diretamente das proprieda-

des da distribuição Fréchet. Por exemplo, os momentos fatoriais da distribuição FrG

seguem diretamente das quantidades da distribuição Fréchet.

3.6 Momentos e momentos incompletos

Algumas das características interessantes de uma distribuição são aque-

las que p o de ser estudadas através dos momentos. Derivamos expressõ es explícitas

para os momentos da variável aleatória X com função de distribuição FrG. Primeiro,
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intro duzimos a seguinte notação (para qualquer d real e b p ositivo)

Sd;b =
Z 1

0
xd� 1 exp(� x)[1 � exp(� x)]b� 1dx: (3.9)

De�nição 3.4 O r -ésimo momento de uma variável aletória Y com fdp f (y) é dado

por

E(Y r ) =
Z 1

0
yr f (y)dy: (3.10)

Seja X � F rG(�; �; a; b ) . A partir de (3.5) e (3.10), para r 2 N, o r -ésimo

momento de X é expresso p or

E(X r ) =
Z 1

0
a b � � � x � (� +1 � r ) exp

�
�

� �
x

� �
� �

1 � exp
�
�

� �
x

� �
�� a� 1

�
�
1 �

�
1 � exp

�
�

� �
x

� �
�� a� b� 1

dx:

Seja a substituição u = ( �=x )�
, então

E(X r ) = a b � r
Z 1

0
u� r

� exp(� u)[1 � exp(� u)]a� 1f 1 � [1 � exp(� u)]agb� 1du:

Aplicando a expansão dada em (3.7) na equação anterior, decorre que

E(X r ) = a b � r
1X

j =0

(� 1)j

�
b� 1

j

� Z 1

0
u� r

� exp(� u)[1 � exp(� u)]a(j +1) � 1du:

Utilizando, agora a função dada em (3.9), a expressão anterior p o de ser rescrita como

E(X r ) = a b � r
1X

j =0

(� 1)j

�
b� 1

j

� Z 1

0
u1� r

� � 1 exp(� u)[1 � exp(� u)]a(j +1) � 1du; 1 �
r
�

> 0

= a b � r
1X

j =0

(� 1)j

�
b� 1

j

�
S1� r=� ;a(j +1) ; r < �:

Prop osição 3.1 Se X � F rG(�; �; a; b ) , então a partir de (3.8) o r -ésimo momento

da distribuição FrG pode ser escrito na forma de combinação como

E(X r ) = a b � r �( b)�
�

1 �
r
�

� 1X

j =0

1X

k=0

(� 1)j + k �( a(j + 1))( k + 1)
r
� � 1

�( b� j )�( a(j + 1) � k)j !k!
; r < �:
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Demonstração: temos, p or de�nição e da função dada em (3.8)

E(X r ) =
1X

j =0

1X

k=0

wj ;k

Z 1

0
� � �

k x � (� +1 � r ) exp
�
�

� � k

x

� �
�

dx:

Considerando a mudança de variável u = ( � k=x)�
e dep ois de algumas manipulaçõ es

algébricas, obtemos

E(X r ) =
1X

j =0

1X

k=0

wj ;k � r
k �

�
1 �

r
�

�

= a b � r �( b)�
�

1 �
r
�

� 1X

j =0

1X

k=0

(� 1)j + k �[ a(j + 1)]( k + 1)
r
� � 1

�( b� j )�[ a(j + 1) � k]j !k!
; r < �:

Seja X � F rG(�; �; a; b ) , o r -ésimo momento incompleto de X é expresso p or

M r (z) =
1X

j =0

1X

k=0

wj ;k � r
k �

�
1 �

r
�

;
� � k

z

� �
�

; r < �: (3.11)

De fato, p or de�nição, o r -ésimo momento incompleto de X é dado p or

M r (z) =
Z z

0
xr f (x)dx:

A partir das equaçõ es (3.8) e (3.2), obtemos

M r (z) =
1X

j =0

1X

k=0

wj ;k

Z z

0
xr g(x; � k ; � )dx

=
1X

j =0

1X

k=0

wj ;k

Z 1

0
� � �

k x � (� +1 � r ) exp
�
�

� � k

x

� �
�

dx:

Fazendo a mudança de variável u = ( � k=y)�
, temos que

M r (z) =
1X

j =0

1X

k=0

wj ;k � r
k

Z 1

( �
z ) �

u� r
� exp(� u)du

=
1X

j =0

1X

k=0

wj ;k � r
k �

�
1 �

r
�

;
� � k

z

� �
�

; r < �;

em que �( a; z) =
R1

z xa� 1 exp(� x)dx .
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3.7 Função quantil

O quantil da distribuição FrG, denotado p or x = Q(u) , p o de ser obtido

invertendo F (x) em (3.4). Portanto,

Q(u) = F � 1(u; �; �; a; b ) =
�

f� log[1� (1 � u1=b)1=a]g1=�
:

Em particular, a mediana é

Q(0; 5) =
�

f� log[1� (1 � (0; 5)1=b)1=a]g1=�
:

Um número aleatório X com distribuição FrG p o de ser gerado p or

X =
�

f� log[1� (1 � U1=b)1=a]g1=�
;

em que U � Uniforme (0; 1).

3.8 Desvios médios

Os desvios médios da média e da mediana são uma b oa maneira de medir

disp ersão em uma p opulação. Seja � = E(X ) e m a mediana da distribuição FrG,

resp ectivamente. Os desvios médios em relação a média � e a mediana m são de�nidos,

resp ectivamente, p or

D(� ) = E(jX � � j) =
Z 1

0
jx � � jf (x)dx

e

D(m) = E(jX � mj) =
Z 1

0
jx � mjf (x)dx:

Assim,

D(� ) = E(jX � � j) =
Z 1

0
jx � � jf (x)dx

=
Z �

0
(� � x)f (x)dx +

Z 1

�
(x � � )f (x)dx

= 2�
Z �

0
f (x)dx � 2

Z �

0
xf (x)dx

= 2�F (� ) � 2M1(� ):



Capítulo 3. Estatísticas de ordem, momentos das estatísticas de ordem e

L-momentos
52

Portanto,

D(� ) = 2 � F (� ) � 2M1(� );

em que F (�) é a função de distribuição de X e M1(� ) denota o primeiro momento

incompleto de X . O primeiro momento incompleto de X p o dem ser obtidos a partir

da função (3.11) para r = 1 . De forma análoga, o desvio médio da mediana p o de ser

expresso como

D(m) = � � 2M1(m):

3.9 Estatísticas de ordem, momentos das estatísticas

de ordem e L-momentos

De�nição 3.5 A função densidade da i-ésima estatística de ordem X i :n , digamos

f i :n (x) , de uma amostra aleatória de tamanho n da distribuição FrG é dada por

f i :n (x) =
n!

(i � 1)!(n � i )!
f (x)F (x) i � 1[1 � F (x)]n� i ; i = 1; :::; n;

em que f(.) e F(.) são a fdp e fda da distribuição FrG, respectivamente.

Utilizando a expansão (3.7), a equação acima se reduz a

f i :n (x) =
n!

(i � 1)!(n � i )!
f (x)

1X

j =0

(� 1)j

�
n � i

j

�
F (x) i + j � 1:

A partir das funçõ es (3.4) e (3.5) a fdp da i -ésima estatística de ordem p o de ser escrita

como

f i :n(x) =
n!

(i � 1)!(n � i )!
a b � � � x � (� +1) exp

�
�

� �
x

� �
� �

1 � exp
�
�

� �
x

� �
�� a� 1

�
1X

j =0

(� 1)j

�
n � i

j

� �
1 �

�
1 � exp

�
�

� �
x

� �
�� a� b(i + j )� 1

:
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Aplicando a expansão (3.7) na expressão anterior, para b > 0 real não inteiro, temos

f i :n (x) =
n!

(i � 1)!(n � i )!
a b � � � x � (� +1) exp

�
�

� �
x

� �
� 1X

j =0

1X

k=0

(� 1)j + k

�
�

n � i
j

��
b(i + j ) � 1

k

� �
1 � exp

�
�

� �
x

� �
�� a(k+1) � 1

=
n!a b

(i � 1)!(n � i )!

1X

j =0

1X

k=0

1X

`=0

(� 1)j + k+ `

�
n � i

j

��
b(i + j ) � 1

k

�

�
�

a(k + 1) � 1
`

�
� � � x � (� +1) exp

2

4�

 
� [` + 1]

1
�

x

! �
3

5 :

De�na � ` = � [` + 1]1=�
. Então, a expressão acima p o de ser reescrita como

f i :n (x) =
n!a b

(i � 1)!(n � i )!

1X

j =0

1X

k=0

1X

`=0

(� 1)j + k+ `

` + 1

�
n � i

j

��
b(i + j ) � 1

k

�

�
�

a(k + 1) � 1
`

�
� � �

` x � (� +1) exp
�
�

� � `

x

� �
�

=
1X

j =0

1X

k=0

1X

`=0

� (j )
i :n g(x; � ` ; � ); (3.12)

em que

� (j )
i :n =

n!a b
(i � 1)!(n � i )!

(� 1)j + k+ `

` + 1

�
n � i

j

��
b(i + j ) � 1

k

�

�
�

a(k + 1) � 1
`

�

e g(x; � ` ; � ) é a função densidade Fréchet com parâmetros � ` = � [` + 1]1=�
e � > 0.

Prop osição 3.2 Para b > 0, real não inteiro, o r -ésimo momento da i -ésima estatís-

tica de ordem com fdp dada em (3.12) é dado por

E(X r
i :n ) = � r �

�
1 �

r
�

� 1X

j =0

1X

k=0

1X

`=0

� (j )
i :n (` + 1)

r
� ; r < �:

Demonstração: considere b > 0, real não inteiro, segue p ela de�nição de momentos

e usando a fdp em (3.12), obtemos

E(X r
i :n ) =

Z 1

0
xr

1X

j =0

1X

k=0

1X

`=0

� (j )
i :n g(x; � ` ; � )(x)dx

=
1X

j =0

1X

k=0

1X

`=0

� (j )
i :n

Z 1

0
� � �

` x � (� +1 � r ) exp
�
�

� � `

x

� �
�

dx:
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De�nindo u = ( � ` =x)�
, temos

E(X r
i :n) =

1X

j =0

1X

k=0

1X

`=0

� (j )
i :n � r

`

Z 1

0
u� r

� exp(� u)du

= � r �
�

1 �
r
�

� 1X

j =0

1X

k=0

1X

`=0

� (j )
i :n (` + 1)

r
� :

Portanto,

E(X r
i :n ) = � r �

�
1 �

r
�

� 1X

j =0

1X

k=0

1X

`=0

� (j )
i :n (` + 1)

r
� ; r < �:

3.9.1 L-momentos

Os L-momentos, denotados p or � , são análogos aos momentos ordinários, mas

p o dem ser estimados p or combinaçõ es lineares de estatísticas de ordem. Eles são

funçõ es lineares das estatísticas de ordem esp erada de�nidos p or (Hosking,1990) como

� s+1 = ( s + 1) � 1
sX

k=0

(� 1)k

�
s
k

�
E(X s+1 � k:s+1 ); s = 0; 1; ::::

3.10 Entropias Shannon e Rényi

A entropia é uma medida de incerteza asso ciada a uma variável aleatória. A

entropia de uma variável aleatória é de�nida em termos de sua função de densidade.

De�nição 3.6 Seja X uma variável aleatória com densidade f (x; �; �; a; b ) de�nida

em (3.5) e seja � = ( �; �; a; b )T
, um vetor de parâmetros. A entropia de Shannon,

I S(X ) , é de�nida por

I S(X ) = Ef� log[f (X ; � )]g:
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O logaritmo da função densidade de probabilidade dada em (3.5) é expresso p or

log[f (x; � )] = log( a b � � � ) � (� + 1) log(x) �
� �

x

� �
+ log

�
1 � exp

�
�

� �
x

� �
��

� (a � 1) + ( b� 1) log
�
1 �

�
1 � exp

�
�

� �
x

� �
�� a�

:

Dessa forma, a entropia de Shannom de X p o de ser expressa como

�
Z 1

0
log[f (x; � )]f (x; � ) = � log(a b � � � )

Z 1

0
f (x; � )dx � (� + 1)

Z 1

0
log(x)

� f (x; � )dx + � �
Z 1

0
x � � f (x; � )dx

� (a � 1)
Z 1

0
log

�
1 � exp

�
�

� �
x

� �
��

f (x; � )dx

� �
Z 1

0
log

�
1 �

�
1 � exp

�
�

� �
x

� �
�� a�

� (b� 1)f (x; � )dx: (3.13)

A primeira das cinco integrais da expressão (3.13) é igual a 1. Na segunda integral,

Z 1

0
log(x)f (x; � )dx =

Z 1

0
log(x)a b � � � exp

�
�

� �
x

� �
� �

1 � exp
�
�

� �
x

� �
�� a� 1

� x � (� +1)

�
1 �

�
1 � exp

�
�

� �
x

� �
�� a� b� 1

dx:

Fazendo a mudança de variável u = ( �=x )�
, temos

Z 1

0
log(x)f (x; � )dx =

Z 1

0
log(�u � 1

� )a b exp(� u)[1 � exp(� u)]a� 1

�f 1 � [1 � exp(� u)]agb� 1du

=
Z 1

0
[log(� ) �

1
�

log(u)]a b exp(� u)[1 � exp(� u)]a� 1

�f 1 � [1 � exp(� u)]agb� 1du

=
Z 1

0
log(� )a b exp(� u)[1 � exp(� u)]a� 1

�f 1 � [1 � exp(� u)]agb� 1du �
Z 1

0

1
�

log(u)a b exp(� u)

� [1 � exp(� u)]a� 1f 1 � [1 � exp(� u)]agb� 1du:

Usando a expansão binomial

(1 � z)� � 1 =
1X

j =0

(� 1)j �( � )
�( � � j )j !

zj ; (3.14)
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em que jzj < 1 e � > 0 real não inteiro, na expressão acima, obtemos

Z 1

0
log(x)f (x; � )dx = b log(� )�( b)

1X

j =0

(� 1)j

�( b� j )j !

Z 1

0
aexp(� u)[1 � exp(� u)]a(j +1) � 1

�
a b
�

1X

j =0

Z 1

0
log(u) exp(� u)[1 � exp(� u)]a(j +1) � 1du

= b log(� )�( b)
1X

j =0

(� 1)j

�( b� j )j !

(
1

j + 1
[1 � exp(� u)]a(j +1)

�
�
�
�
�

1

0

)

�
a b
�

1X

j =0

Z 1

0
log(u) exp(� u)[1 � exp(� u)]a(j +1) � 1du

= b log(� )�( b)
1X

j =0

(� 1)j

�( b� j )j !(j + 1)
�

1X

j =0

1X

`=0

(� 1)j + ` �( a(j + 1))
�( a(j + 1) � `)j !`!

�
a b�( b)

� �( b� j )

Z 1

0
log(u) exp[� u(` + 1)] du:

Seja I (`) =
R1

0 log(u) exp[� u(` + 1)] du. Assim

Z 1

0
log(x)f (x; � )dx = b�( b) log(� )

1X

j =0

(� 1)j

�( b� j )j !(j + 1)
�

�
a b
�

1X

j =0

1X

`=0

(� 1)j + ` �( b)�( a(j + 1))
�( b� j )�( a(j + 1) � `)j !l !

I (`): (3.15)

Por outro lado,

Z 1

0
x � � f (x; � )dx =

Z 1

0
a b � � � x � (2� +1) exp

�
�

� �
x

� �
� �

1 � exp
�
�

� �
x

� �
�� a� 1

�
�
1 �

�
1 � exp

�
�

� �
x

� �
�� a� b� 1

dx:

Aplicando a expansão (3.14), na última expressão, obtemos

Z 1

0
x � � f (x; � )dx =

1X

j =0

(� 1)j �( b)
�( b� j )j !

Z 1

0
a b � � � x � (2� +1) exp

�
�

� �
x

� �
�

�
�

1 � exp
�
�

� �
x

� �
�� a(j +1) � 1

dx:

De�nindo u = ( �=x )�
, temos

Z 1

0
x � � f (x; � )dx =

a b
� �

1X

j =0

(� 1)j �( b)
�( b� j )j !

Z 1

0
u exp(� u)[1 � exp(� u)]a(j +1) � 1du:
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Consideremos agora a mudança de variável t = exp( � u) , na última integral, segue que

Z 1

0
x � � f (x; � )dx = �

a b
� �

1X

j =0

(� 1)j �( b)
�( b� j )j !

Z 1

0
log(t)(1 � t)a(j +1) � 1dt

=
b

� �

1X

j =0

(� 1)j �( b)
�( b� j )j !(j + 1)

f  +  [a(j + 1) + 1] g: (3.16)

em que  é a constante de Euler-Mascheroni e  (:) é a função digama.

Em relação a quarta integral em (3.13), temos

Z 1

0
log

�
1 � exp

�
�

� �
x

� �
��

f (x; � )dx =
Z 1

0
log

�
1 � exp

�
�

� �
x

� �
��

a b � � �

� x � (� +1) exp
�
�

� �
x

� �
�

�
�

1 � exp
�
�

� �
x

� �
�� a� 1

�
�
1 �

�
1 � exp

�
�

� �
x

� �
�� a� b� 1

dx:

Fazendo a mudança de variável u = ( �=x )�
, obtemos

Z 1

0
log

�
1 � exp

�
�

� �
x

� �
��

f (x; � )dx = b
Z 1

0
log[1� exp(� u)][1 � exp(� u)]a� 1

� a exp(� u)f 1 � [1 � exp(� u)]agb� 1du:

Considerando a expansão

� log(1 � z) =
1X

k=1

zk

k
; (3.17)

a integral anterior p o de ser reescrita como

Z 1

0
log

�
1 � exp

�
�

� �
x

� �
��

f (x; � )dx = � a b
Z 1

0

1X

k=1

exp[� u(k + 1)]
k

[1�

� exp(� u)]a� 1 f 1 � [1 � exp(� u)]agb� 1du:
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Aplicando a expansão (3.14) na equação acima e ap ós alguma álgebra, obtemos

Z 1

0
log

�
1 � exp

�
�

� �
x

� �
��

f (x; � )dx = a b
1X

j =0

1X

`=0

1X

k=1

(� 1)j + `+1 �[ a(j + 1)]
�[ a(j + 1) � `]j !l !k

�
�( b)

(k + ` + 1)�( b� j )
: (3.18)

Finalmente, utilizando a expansão em (3.17), na última integral da expressão (3.13),

obtemos

Z 1

0
log

�
1 �

�
1 � exp

�
�

� �
x

� �
�� a�

f (x; � )dx = �
Z 1

0

1X

k=1

�� �

k
x � (� +1) exp

�
�

� �
x

� �
�

� a b
�

1 � exp
�
�

� �
x

� �
�� a(k+1) � 1

�
�
1 �

�
1 � exp

�
�

� �
x

� �
�� a� b� 1

dx:

Usando a expansão em (3.14) p o demos reescrever a expressão acima como

Z 1

0
log

�
1 �

�
1 � exp

�
�

� �
x

� �
�� a�

f (x; � )dx =
1X

j =0

1X

`=0

1X

k=1

(� 1)j + `+1

�
�( b)�[ a(k + j + 1)] a b�� �

�[ a(k + j + 1) � `]j !`!k

�
1

�( b� j )

Z 1

0
x � (� +1)

� exp
�
� (` + 1)

� �
x

� �
�

dx:

Seja a mudança de variável u = ( ` + 1)( �=x )�
. Então

Z 1

0
log

�
1 �

�
1 � exp

�
�

� �
x

� �
�� a�

f (x; � )dx =
1X

j =0

1X

`=0

1X

k=1

(� 1)j + `+1

�
�( b)�[ a(k + j + 1)] a b

�( b� j )�[ a(k + j + 1) � `]j !`!k

�
Z 1

0

exp(� u)
` + 1

du:
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De mo do que

Z 1

0
log

�
1 �

�
1 � exp

�
�

� �
x

� �
�� a�

f (x; � )dx =
1X

j =0

1X

`=0

1X

k=1

(� 1)j + `+1

�
�[ a(k + j + 1)]

�( b� j )�[ a(k + j + 1) � `]j !`!

�
a b�( b)
k(` + 1)

: (3.19)

Substituindo (3.15), (3.16), (3.18) e (3.19) em (3.13), e ap ós alguma álgebra decorre

que

I S(X ) = � log(a b�� � ) + b
1X

j =0

(� 1)j

�
b� 1

j

� �
(� + 1) log( � )

j + 1
+

f  +  [a(j + 1) + 1] g
j + 1

�
1X

`=0

(� 1)`

�
a(j + 1) � 1

`

� "
a
�

I (`) +
1X

k=1

�
a(a + 1)

k(k + ` + 1)

�
+

a(b� 1)
k(` + 1)

#)

:

De�nição 3.7 A entropia Rényi de uma variável aletória com densidade f (x; � ) é

de�nida como

I R (� ) =
1

1 � �
log[I (� )];

em que I (� ) =
R

R f (x; � )� dx , x > 0 e � 6= 0 . Observe que quando � ! 1, a entropia

Rényi converge para a entropia Shannon. A entropia Rényi para a distribuição FrG é

expressa p or

I (� ) = a� b� � � � ��
Z 1

0
x � � (� +1) exp

�
� �

� �
x

� �
� �

1 � exp
�
�

� �
x

� �
�� � (a� 1)

�
�
1 �

�
1 � exp

�
�

� �
x

� �
�� a� � (b� 1)

dx:

Utilizando a expansão (3.7) na equação anterior, obtemos

I (� ) = a� b� � � � ��
1X

i =0

1X

j =0

(� 1)i + j

�
� (b� 1)

i

��
a(� + i ) � �

j

� Z 1

0
x � � (� +1)

� exp
�
� (� + j )

� �
x

� �
�

dx:
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Aplicando a integral

R1
0 xp� 1 exp(� �x c)dx = c� 1� � p=c�( p=c) , temos

I (� ) = a� b� � � � ��
1X

i =0

1X

j =0

(� 1)i + j

�
� (b� 1)

i

��
a(� + i ) � �

j

�
(� � )� 1�

�
1 � � (� + 1)

(� � )

�

� [� � (a + j )]� [1� � (� +1)] =(� � ) :

De�nindo c(� ) = � � , p(�; � ) = 1 � � (� + 1) e � (�; j ) = � � (� + j ) . Po demos reescrever

a expressão acima como

I (� ) = a� b� � � � �� c(� )� 1�
�

p(�; � )
c(� )

� 1X

i =0

1X

j =0

(� 1)i + j

�
� (b� 1)

i

��
a(� + i ) � �

j

�

� [� (�; j )]� p(�;� )=c(� ) :

De onde segue,

I R (� ) =
1

1 � �

(

� log(a b � � � ) � log(c(� )) + log
�

�
�

p(�; � )
c(� )

��
+ log

"
1X

i =0

1X

j =0

(� 1)i + j

�
� (b� 1)

i

��
a(� + i ) � �

j

�
[� (�; j )]� p(�;� )=c(� )

��
:

Portanto, a entropia Rényi para a distribuição FrG é dada p or

I R (� ) =
1

1 � �

(

� log(a b � � � ) � log(c(� )) + log
�

�
�

p(�; � )
c(� )

��
+ log

"
1X

i =0

1X

j =0

(� 1)i + j

�
� (b� 1)

i

��
a(� + i ) � �

j

�
[� (�; j )]� p(�;� )=c(� )

��
:
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3.11 Estimação de Máxima Verossimilhança

De�nição 3.8 Seja X 1; :::; Xn uma amostra aleatória de tamanho n da variável aleató-

ria X com função densidade (ou de probabilidade) f (xj� ) , com � 2 � , em que � � Rp+2

é o espaço paramétrico e � = ( �; �;  T )T
é o vetor de parâmetros do modelo e  é um

vetor de parâmetros p � 1 desconhecido da distribuição principal G(x;  ) . A função de

verossimilhança de � correspondente a amostra aleatória observada x = ( x1; :::; xn ) é

dada por

L(� j x ) =
nY

i =1

f (x i j� ):

De�nição 3.9 O estimador de máxima verossimilhança (EMV) de � é o valor �̂ 2 �

que maximiza a função de verossimilhança L(� j x ) .

Para obtermos o estimador de máxima verossimilhança, vamos considerar o lo-

garitmo da função de verossimilhança de � denotado p or

`(� j x ) = log L(� j x );

p ois na prática, as vezes, é mais fácil trabalhar com o logaritmo da função L(� j x ) .

Como a função log é crescente não temos problema.

Considerando X 1; :::X n uma amostra aleatória de tamanho n com distribuição

FrG e � = ( �; �; a; b )T
o vetor de parâmetros do mo delo, a função de verossimilhança

para o parâmetro � é expressa como

L(� ; x ) = ( a b � � � )n
nY

i =1

8
<

:
x � (� +1)

i exp

"

�
�

�
x i

� �
# (

1 � exp

"

�
�

�
x i

� �
#) a� 1

�

"

1 �

(

1 � exp

"

�
�

�
x i

� �
#) a#b� 1

9
=

;
:
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Portanto, o logaritno da função de verossimilhança é dada p or

`(� ; x ) = n log(a) + n log(b) + n log(� ) + n � log(� ) � (� + 1)
nX

i =1

log(x i ) �

� � �
nX

i =1

x � �
i + ( a � 1)

nX

i =1

log

(

1 � exp

"

�
�

�
x i

� �
#)

+

+( b� 1)
nX

i =1

log

"

1 �

(

1 � exp

"

�
�

�
x i

� �
#) a#

: (3.20)

A função log-verossimilhança p o de ser maximizada usando diretamente o software R

ou resolvendo as equaçõ es não-lineares obtidas diferenciando a expressão (3.20). As

comp onentes para o vetor escore, denotado p or U(� ) , são dadas p or

U� (� ) =
n �
�

� �� � � 1
nX

i =1

x � �
i + �� � � 1

nX

i =1

exp[� ( �
x i

)� ]

x �
i f 1 � exp[� ( �

x i
)� ]g

�

(

(a � 1) +
a(b� 1)f 1 � exp[� ( �

x i
)� ]ga

[1 � f 1 � exp[� ( �
x i

)� ]ga]

)

;

U� (� ) =
n
�

+ n log(� ) �
nX

i =1

log(x i ) � � � log(� )
nX

i =1

x � �
i + � �

nX

i =1

x � �
i log(x i ) +

+ � �
nX

i =1

log( �
x i

) exp[� ( �
x i

)� ]

x �
i f 1 � exp[� ( �

x i
)� ]g

(

(a � 1) +
a(b� 1)f 1 � exp[� ( �

x i
)� ]ga

[1 � f 1 � exp[� ( �
x i

)� ]ga]

)

;

Ua(� ) =
n
a

+
nX

i =1

log

(

1 � exp

"

�
�

�
x i

� �
#) (

1 �
(b� 1)f 1 � exp[� ( �

x i
)� ]ga

[1 � f 1 � exp[� ( �
x i

)� ]ga]

)

;

e

Ub(� ) =
n
b

+
nX

i =1

log

"

1 �

(

1 � exp

"

�
�

�
x i

� �
#) a#

:

Para construir estimativas intervalares e realizar teste de hip ótese necessitamos

da matriz de informação de Fisher. A matriz de informação de Fisher observada para

� = ( �; �; a; b )T
, denotada p or

•J (� ) , é

•J (� ) =

2

6
6
6
6
6
6
4

•Ja;a
•Ja;b

•Ja;�
•Ja;�

•Jb;a
•Jb;b

•Jb;�
•Jb;�

•J�;a
•J�;b

•J�;�
•J�;�

•J�;a
•J�;b

•J�;�
•J�;�

3

7
7
7
7
7
7
5

;
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em que os elementos da matriz

•J (� ) encontram-se no Ap êndice B.

3.12 Aplicação

Nesta seção, ilustramos a utilidade da distribuição FrG estudada neste capítulo

utilizando um conjunto de dados reais, ao qual a justamos e comparamos as distribui-

çõ es Fréchet generalizada, Beta Fréchet (BF) e Fréchet. Estimamos os parâmetros

desses mo delos p elo méto do de máxima verossimilhança usando o pacote maxLik do

Software R. O conjunto de dados está descritos a seguir.

3.12.1 Temp os de vida de Alumínio

Os dados apresentados na Tab ela 3.1 foram obtidos de Birnbaum e Saunders

(1969 b) e representa o número de ciclos até a falha de 101 tiras de lâmina de alumínio

6061-T6 cortadas paralelamente ao sentido do rolo e sob oscilação de 18 ciclos p or

segundo. Cada tira de alumínio foi submetida a uma pressão máxima de 31.000 psi,

em que psi (Pounds p er Square Inch) é uma medida de pressão.

Tab ela 3.1: Temp o de vida de alumínio

70 90 96 97 99 100 103 104 104 105 107 108 108

108 109 109 112 112 113 114 114 114 116 119 120 120

120 121 121 123 124 124 124 124 124 128 128 129 129

130 130 130 131 131 131 131 131 132 132 132 133 134

134 134 134 134 136 136 137 138 138 138 139 139 141

141 142 142 142 142 142 142 144 144 145 146 148 148

149 151 151 152 155 156 157 157 157 157 158 159 162

163 163 164 166 166 168 170 174 196 212
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Tab ela 3.2: EMVs para os parâmetros do mo delo e critérios de informaçõ es AIC, BIC e CAIC

Mo delos �̂ �̂ â b̂ AIC CAIC BIC

FG 290.9828 1.7609 35.2982 0.9593 911.5367 921.9574 911.9578

(0.9565 ) (0.1739 ) (4.3934 ) (0.4084 )

BF 185.3211 0.4994 68.4989 155.1565 914.2177 924.6384 914.6387

(1.2467 ) (0.0289 ) (1.0789 ) ( 0.5342 )

Fréchet 121.0209 5.0370 945.8490 951.0594 945.9727

(3.2558 ) (0.3358 )

Apresentamos na Tab ela (3.2) as estimativas de máxima verossimilhança dos pa-

râmetros dos mo delos, juntamente com os resp ectivos erros-padrão (entre parênteses), e

os valores dos critérios de informaçõ es AIC (Critério de Informação Akaike), BIC (Cri-

tério de Informação Bayesiano) e CAIC (Critério de Informação Akaike Corrigido).

Observe que o AIC p ossui o menor valor numérico no caso da distribuição Fréchet Ge-

neralizada, indincando que o mo delo FrG é o mais adequado para a justar esses dados,

quando comparado as distribuiçõ es BF e Fréchet. Na Figura (3.3) apresentamos os

histogramas e a função de distribuição acumulada estimadas a partir das estimativas

na Tab ela (3.2).
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Figura 3.3: Densidades e funçõ es de distribuiçõ es acumuladas estimadas para os mo-

delos FrG, BF e Fréchet, �guras (a) e (b), resp ectivamente.



Capítulo 4

Mo delo de Regressão Log-Fréchet

Generalizada

Neste capítulo, estudamos a distribuição Log-Weibull Inversa Generalizada

e um mo delo de regressão intro duzidos p or Gusmão, Ortega e Cordeiro (2011). Ainda

neste capítulo, prop omos a distribuição Log-Fréchet Generalizada e um mo delo de

regressão baseado nesta distribuição.

4.1 A distribuição Weibull Inversa Generalizada

A distribuição Weibull Inversa Generalizada (WIG) foi intro duzida p or Gusmão,

Ortega e Cordeiro (2011) e p ossui função de distribuição acumulada (fda) dada p or

F (x; �; �;  ) = exp
�
� 

� �
x

� �
�

; x > 0; (4.1)

e função de densidade (fdp) corresp ondente

g(x; �; �;  ) =  � � � x � (� +1) exp
�
� 

� �
x

� �
�

: (4.2)

4.2 A distribuição Log-Weibull Inversa Generalizada

Seja T uma variável aleatória da distribuição WIG com densidade dada em (4.2).

Considere Y = log( T) , então Y p ossui distribuição log-Weibull Inversa Generalizada
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(LWIG). Parametrizando a função densidade de Y tomando � = 1=� e � = log( � ) ,

obtemos

f (y; ; �; � ) =

�

exp
�

�
�

y � �
�

�
�  exp

�
�

�
y � �

�

���
; �1 < y < 1 ; (4.3)

com fda asso ciada

F (y; ; �; � ) = exp
�

�  exp
�
�

�
y � �

�

���
; �1 < y < 1 ;

em que  > 0, � > 0 são parâmetros de escala e �1 < � < 1 é um parâmetro de

lo cação.

Apresentamos na Figura (4.1) o grá�co da função densidade da distribuição LWIG

com parâmetros  , � e � , denotada p or LWIG (; �; � ) , para alguns valores dos parâme-

tros. Observamos que a distribuição LWIG é assimétrica. E a medida que aumentamos

os valores dos parâmetros o grau de assimétria diminui.
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Figura 4.1: Grá�co da função de densidade LWIG (; �; � ) para alguns valores dos

parâmetros.
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A função de sobrevivência para a distribuição LWIG é dada p or

S(y) = 1 � exp
�

�  exp
�
�

�
y � �

�

���
:

Considere a variável aleatória padronizada Z = ( Y � � )=� . Portanto, a função densi-

dade de Z é dada p or

� (z;  ) =  exp [� z �  exp(� z)] ; �1 < y < 1 ; � > 0: (4.4)

Se considerarmos  = 1 na expressão (4.4), obtemos a distribuição Weibull in-

versa ou valor extremo inversa. Seja � 0
k = E(Z k) o k -ésimo momento ordinário da

distribuição com densidade dada em (4.4), então

� 0
k =

Z 1

�1
zk  exp [� z �  exp(� z)] dz:

Considere a mudança de variável u = exp( � z) . Então, a integral anterior p o de

ser reescrita como

� 0
k = ( � 1)k 

Z 1

0
[log(u)]k exp(�  u )du: (4.5)

Utilizando a integral de�nida p or Prudnikon et al., (1986) e Nadara jah (2006) � 0
k

p o de ser reescrito como

Z 1

0
[log(u)]k exp(� � u )du =

@k [� � a�( a)]
@ak

�
�
�
�
�
a=1

: (4.6)

A expressão (4.5) p o de ser expressa como

� 0
k = ( � 1)k 

@k [ � a�( a)]
@ak

�
�
�
�
�
a=1

:

Prop osição 4.1 Se Y � LWIG (; �; � ) , então o k -ésimo momento ordinário de Y

pode ser expresso como

� 0
k = 

kX

i =0

(� 1)i

�
k
i

�
� k� i � i @

i [ � a�( a)]
@ai

�
�
�
�
�
a=1

:

Demonstração: temos p or de�nição que

� 0
k =


�

Z 1

�1
yk exp

�
�

�
y � �

�

�
�  exp

�
�

�
y � �

�

���
dy:
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Fazendo a mudança de variável u = exp [� (y � � )=� ], obtemos

� 0
k =

Z 1

0
[� � � log(u)]k exp(�  u )du:

Aplicando a expansão binomial na expressão acima, obtemos

� 0
k = 

kX

i =0

(� 1)i

�
k
i

�
� k� i � i

Z 1

0
[log(u)]i exp(�  u )du:

Utilizando o resultado em (4.6), a expressão anterior p o de ser reescrita como

� 0
k = 

kX

i =0

(� 1)i

�
k
i

�
� k� i � i @

i [ � a�( a)]
@ai

�
�
�
�
�
a=1

:

4.3 Conceitos básicos

Os dados em análise de sobrevivência são comp ostos p elos temp os de sobrevivên-

cia e, geralmante, p elas censuras e as covariáveis.

Os tip os de censuras são:

� Censura à direita - se o temp o de falha é maior do que um p erío do pré- estab e-

lecido de temp o;

� Censura à esquerda - se o temp o registrado é maior do que o temp o de falha;

� Censura intervalar - acontece quando se sab e somente que o evento de interesse

o correu em um certo intervalo de temp o.

A censura à direita é a que o corre com maior frequência nos dados de sobrevi-

vência. Existe vários tip os de censura à direita, dentre as quais destacamos:

� Censura do Tip o I - o corre naqueles estudos que ao serem �nalizados ap ós um

certo p erío do pré-estab elecido de temp o, registram alguns elementos que ainda

não apresentaram o evento de interesse;

� Censura do Tip o I I - acontece quando o estudo é �nalizado ap ós ter o corrido o

evento de interesse em um número pré-estab elecido de elementos;
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� Censura aleatória - acontece quando o elemento deixa o estudo sem que o evento

de interesse tenha o corrido.

Nesta dissertação ab ordamos, unicamente, mecanismos de censura do Tip o I.

4.4 Mo delo de Regressão Log-Weibull Inversa Gene-

ralizada

Sab emos que o temp o de vida das p essoas p o de ser in�uenciado p or variáveis

explicativas tais como o nível de colesterol, a pressão arterial entre outras. Seja x i =

(x i 1; :::; xip )T
o vetor de variáveis explicativas asso ciadas a i -ésima variável resp osta yi

para i = 1; :::; n. O mo delo de regressão linear para yi baseado na densidade da LWIG

(Gusmão et al., 2011) é dado p or

yi = x

T
i � + �z i ; i = 1; :::; n; (4.7)

em que o erro aleatório zi tem distibuição dada em (4.4), � = (� 1; :::; � p)T
, � > 0 e

 > 0 são parâmetros escalares desconhecidos e x i o vetor de variáveis explicativas

que mo dela o parâmetro de lo cação � i = x

T
i � . Dessa forma, o vetor de parâmetros de

lo cação � = (� 1; :::; � n )T
p o de ser expresso como uma função linear � = X � , em que

X = ( x1; :::; xn )T
. O mo delo de regressão Log-Weibull Inversa generalizada apresenta

como caso particular, quando  = 1 , o mo delo de regressão Log-Weibull Inversa (LWI).

Seja (y1; :::; yn) uma amostra de n observaçõ es indep endentes provenientes de uma

distribuição LWIG, em que yi = min f log(t i ); log(ci )g para i = 1; :::; n, t i e ci são os

temp os de vida e censura, resp ectivamente. Sup onha censura não informativa e que

o temp o de vida observado e o temp o de censura são indep endentes. Considere F e

C conjuntos de indivíduos para os quais yi = log( t i ) ou yi = log( ci ) , resp ectivamente.

Neste caso, a função de verossimilhança para o parâmetro do mo delo � = (; �; � T )T
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considerando temp o de falha e censura p o de ser escrita da seguinte forma:

L(� ) =
Y

i 2 F

f (yi ; � )
Y

i 2 C

S(yi ; � )

=
Y

i 2 F


�

exp
�

�
�

yi � x

T
i �

�

�
�  exp

�
�

�
yi � x

T
i �

�

���

�
Y

i 2 C

�
1 � exp

�
�  exp

�
�

�
yi � x

T
i �

�

����
;

em que f (yi ; � ) e S(yi ; � ) são as funçõ es de densidade e sobrevivência, resp ectivamente.

Então o logaritmo da função de verossimilhança é dada p or

`(� ) = r [log( ) � log(� )] �
X

i 2 F

�
yi � x

T
i �

�

�
� 

X

i 2 F

exp
��

yi � x

T
i �

�

��
+

+
X

i 2 C

log
�
1 � exp

�
�  exp

�
�

�
yi � x

T
i �

�

����
; (4.8)

em que r é o número de falhas observadas.

Po demos obter os estimadores de máxima verossimilhança, digamos �̂ , de � ma-

ximizando a função (4.8) usando o Software estatístico OX (função MaxBFGS) (ver

Do ornik 2007), p or exemplo.

Sob certas condiçõ es de regularidade. A distribuição assintótica de �̂ é dada p or

p
n(�̂ � � ) � N(p+2) (0; K (� )� 1);

em que K (� )� 1
é a matriz de informação de Fischer. Visto que o cálculo da matriz

K (� )� 1
não é p ossível devido a presença de censura, p o demos utilizar alternativamente

a matriz de informação observada, denotada p or J (� ) , avaliada em �̂ . Neste caso, a

matriz de informação observada é dada p or

J (� ) = f� •L r;s g =

2

6
6
6
4

� L  � L � � L � j

� L � � L �� � L �� j

� L � j  � L � j � � L � j � s

3

7
7
7
5

;

em que os elementos da matriz J (� ) encontram-se no Ap êndice C.

Portanto, um intervalo assintótico para cada parâmetro � r , considerando 100(1�

� ) é dado p or

ICA r =

 

�̂ r � z�= 2

q

� b•L
r;r

; �̂ r + z�= 2

q

� b•L
r;r

!

;
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em que � b•L
r;r

é o r -ésimo elemento da diagonal principal da matriz J (�̂ )� 1
e z�= 2 é o

quantil 1� �= 2 da distribuição normal padrão. Para comparar os mo delos p o demos usar

o teste da Razão de Verossimilhança (RV) que é baseado na normalidade assintótica

dos estimadores. Po demos comparar LWIG com o mo delo LWI que equivalente a testar

H0 :  = 1 versus H1 :  6= 1 . Neste caso, o teste RV é dado p or

� = 2 f `(�̂ ) � `(~� )g;

em que �̂ é o EMVs sob H1 e

~� é o EMVs sob H0 .

4.5 A Distribuição Log-Fréchet Generalizada

Considere X uma variável aleatória com distribuição FrG. A variável aleatória

Y = log( X ) tem uma distribuição Log-Fréchet Generalizada (LFrG) cuja densidade,

parametrizada em termos de � = 1=� e � = log( � ) , é dada p or

f (y) = exp
�

�
�

y � �
�

�
� exp

�
�

�
y � �

�

��� �
1 � exp

�
� exp

�
�

�
y � �

�

���� � � 1

� � 1 � b
�

1 �
�
1 � exp

�
� exp

�
�

�
y � �

�

���� � � b� 1

; �1 < y < 1 ; (4.9)

em que � > 0, � > 0 são parâmetros de escala, �1 < � < 1 e b > 0 são parâmetros

de lo cação. A fda corresp ondente é

F (y) =
�

1 �
�
1 � exp

�
� exp

�
�

�
y � �

�

���� � � b

: (4.10)

A função de sobrevivência corresp ondente a (4.10) é dada p or

S(y) = 1 �
�

1 �
�
1 � exp

�
� exp

�
�

�
y � �

�

���� � � b

: (4.11)

A representação grá�ca da densidade da distribuição LFrG com parâmetros � , � ,

� e b, denotada p or LFrG (�; �; �; b ) , para alguns valores dos parâmetros selecionados

está representada na Figura (4.2). Note que de acordo com os valores dos parâmetros

a distribuição torna-se mais assimétrica.

De�nindo a variável aleatória normalizada Z = ( Y � � )=� . A função de densidade

da variável aleatória Z p o de ser obtida usando o méto do da transformação. Neste caso
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f =4;a=0.5;m=-10;b=10
f =5;a=1.0;m=5.0;b=15
f =6;a=2.0;m=10;b=20
f =7;a=1.0;m=15;b=25
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Figura 4.2: Grá�co da função de densidade LFrG (�; �; �; b ) para alguns valores dos

parâmetros selecionados.

a densidade da variável aleátoria Z é dada p or

f (z) = � b exp[� z � exp(� z)][1 � expf� exp(� z)g]� � 1

(1 � [1 � expf� exp(� z)g]� )b� 1; �1 < y < 1 ; (4.12)

cuja função de sobrevivência é dada p or

S(z) = 1 � (1 � [1 � expf� exp [(� z)]g]� )b :

O r -ésimo momento ordinário de Z com densidade dada em (4.12), denotado p or

� 0
r = E(Z r ) , é

� 0
r = � b

Z 1

�1
zr exp[� z � exp(� z)][1 � expf� exp(� z)g]� � 1

(1 � [1 � expf� exp(� z)g]� )b� 1dz:
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Fazendo a mudança de variável, u = exp( � z) temos que

� 0
r = ( � 1)r � b

Z 1

0
[log(u)]r exp(� u)[1� exp(� u)]� � 1f 1� [1� exp(� u)]� gb� 1du: (4.13)

Considere a expansão binomial

(1 � z)b� 1 =
1X

j =0

(� 1)j �( b)
�( b� j )j !

zj ; (4.14)

para jzj < 1. Aplicando a expansão (4.14) em (4.13) rep etidamente, obtemos

� 0
r = ( � 1)r � b

1X

j =0

1X

`=0

(� 1)j + ` �( b)�( � (j + 1))
�( b� j )�( a(j + 1) � `)j !`!

Z 1

0
[log(u)]r exp(� u(` + 1)) du

(4.15)

Utilizando a integral de�nida em (4.6), a expressão (4.15) p o de ser expressa como

� 0
r = � b

1X

j =0

1X

`=0

(� 1)j + `+ r �( b)�( � (j + 1))
�( b� j )�( � (j + 1) � `)j !`!

@r [(` + 1) � a�( a)]
@ar

�
�
�
�
�
a=1

=
1X

j =0

wj;`
@r [(` + 1) � a�( a)]

@ar

�
�
�
�
�
a=1

;

em que

wj;` =
1X

`=0

(� 1)j + `+ r �( b)�( � (j + 1)) � b
�( b� j )�( � (j + 1) � `)j !`!

:

Prop osição 4.2 Seja Y � LrFG (�; �; �; b ) , dada na equação (4.9), então o r -ésimo

momento da distribuição LrFG é dado por

� 0
r =

1X

j =0

wj;`
@r [(` + 1) � a�( a)]

@ar

�
�
�
�
�
a=1

;

em que

wj;` =
1X

`=0

rX

i =0

(� 1)j + `+ i �( b)�( � (j + 1)) � b
�( b� j )�( � (j + 1) � `)j !`!

�
r
i

�
� r � i :

Demonstração: p ela de�nição de momentos temos que o r -ésimo momento p o de ser

escrito como

� 0
r =

Z 1

�1
yk � � 1 � b exp

�
�

�
y � �

�

�
� exp

�
�

�
y � �

�

���

�
�
1 � exp

�
� exp

�
�

�
y � �

�

���� � � 1

�
�

1 �
�
1 � exp

�
� exp

�
�

�
y � �

�

���� � � b� 1

dy:
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Fazendo a mudança de variável u = exp [� (y � � )=� ], temos

� 0
r = � b

Z 1

0
[� � � log(u)]r exp(� u)[1 � exp(� u)]� � 1f 1 � [1 � exp(� u)]� gb� 1du:

Aplicando a expansão (4.14) na expressão acima rep etidamente, obtemos

� 0
r = � b

1X

j =0

1X

`=0

(� 1)j + ` �( b)�( � (j + 1))
�( b� j )�( � (j + 1) � `)j !`!

Z 1

0
[� � � log(u)]r exp(� (` + 1) u)du:

Usando agora, a expansão binomial, tem-se

� 0
r = � b

1X

j =0

1X

`=0

rX

i =0

(� 1)j + `+ i �( b)�( � (j + 1))
�( b� j )�( � (j + 1) � `)j !`!

�
r
i

�
� r � i � i

�
Z 1

0
[log(u)]i exp(� (` + 1) u)du:

Utilizando o resultado em (4.6), a expressão anterior p o de ser reescrita como

� 0
r = � b

1X

j =0

1X

`=0

rX

i =0

(� 1)j + `+ i �( b)�( � (j + 1))
�( b� j )�( � (j + 1) � `)j !`!

�
r
i

�
� r � i � i @

i [(` + 1) � a�( a)]
@ai

�
�
�
�
�
a=1

=
1X

j =0

wj;`
@i [(` + 1) � a�( a)]

@ai

�
�
�
�
�
a=1

;

em que

wj;` =
1X

`=0

rX

i =0

(� 1)j + `+ i �( b)�( � (j + 1)) � i � b
�( b� j )�( � (j + 1) � `)j !`!

�
r
i

�
� r � i :

4.6 Mo delo de Regressão Log-Fréchet Generalizada

Em muitas aplicaçõ es práticas, p or exemplo, a saúde das p essoas é afetada p or

variáveis explicativas tais como o nível de colesterol, a pressão arterial, p eso, idade e

muitos outras. Baseado na densidade LFrG, prop omos um mo delo de regressão linear



Capítulo 4. Mo delo de Regressão Log-Fréchet Generalizada 76

lo cação-escala ligando a variável resp osta yi e x i = ( x i 1; :::; xip )T
o vetor de variáveis

explicativas como:

yi = x

T
i � + � z i ; i = 1; :::; n; (4.16)

em que o erro aleatório zi tem distibuição dada em (4.12), � = (� 1; :::; � p)T
, � > 0, � > 0

e b > 0 são parâmetros desconhecidos e x i o vetor de variáveis explicativas que mo dela

o parâmetro de lo cação � i = x

T
i � . O vetor de parâmetros de lo cação � = (� 1; :::; � n)T

é representado p ela função linear � = X � , em que X = ( x1; :::; xn )T
. O mo delo LFrG

(4.16) apresenta como caso esp ecial, para � = � = 1 , o seguinte mo delo de regressão:

� Mo delo de regressão log-Weibull inversa

Cuja a função de sobrevivência é dada p or

S(y) = 1 � exp
�

� exp
�
�

�
y � x

T �
�

���
:

Considere uma amostra (y1; :::; yn) de n observaçõ es indep endentes provenientes

de uma distribuição LFrG de tal forma que cada resp osta aleatória é de�nida p or

yi = min f log(t i ); log(ci )g para i = 1; :::; n, em que t i e ci são o temp o de vida e

temp o de censura, resp ectivamente. Sup onha censura não informativa de mo do que

o temp o de vida observada e o temp o de censura são indep endentes. Seja F e C

conjuntos de indivíduos para os quais a variável resp osta yi é a log-vida ou log-censura,

resp ectivamente. A partir das equacõ es (4.9) e (4.11), a função de verossimilhança

total para os parâmetros do mo delo � = ( �; �; b; � T )T
, considerando temp o de falha e

censura, p o de ser expressa como

L(� ) =
Y

i 2 F

f (yi ; � )
Y

i 2 C

S(yi ; � )

=
Y

i 2 F

�
� � 1 � � exp

�
�

�
yi � x

T
i �

�

�
� exp

�
�

�
yi � x

T
i �

�

���

�
�
1 � exp

�
� exp

�
�

�
yi � x

T
i �

�

���� � � 1

�
�

1 �
�
1 � exp

�
� exp

�
�

�
yi � x

T
i �

�

���� � � b� 1
#

�
Y

i 2 C

"

1 �
�

1 �
�
1 � exp

�
� exp

�
�

�
yi � x

T
i �

�

���� � � b
#

:
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O logaritmo da função de verossimilhança é dado p or

`(� ) = r (log(� ) + log( b) � log(� )) �
X

i 2 F

�
yi � x

T
i �

�

�
�

X

i 2 F

exp
�
�

�
yi � x

T
i �

�

��

+( � � 1)
X

i 2 F

log
�

1 � exp
�

� exp
�
�

�
yi � x

T
i �

�

����
+

+( b� 1)
X

i 2 F

log
�

1 �
�
1 � exp

�
� exp

�
�

�
yi � x

T
i �

�

���� � �
+

+
X

i 2 C

log

 "

1 �
�

1 �
�
1 � exp

�
� exp

�
�

�
yi � x

T
i �

�

���� � � b
#!

; (4.17)

em que r é o número de falhas observadas. Os estimadores de máxima verossimilhança

(EMVs) (�̂ ) do vetor de parâmetro � p o de ser obtido maximizando a função em (4.17).

Po demos maximizar a função em (4.17) usando uma rotina numérica de algum software,

p or exemplo, o SAS (pro c NLMixed) e OX (MaxBFGS) (ver, Do ornik, 2007).

Sob certas condiçõ es de regularidade, a distribuição assintótica de �̂ é de�nida

como

p
n(�̂ � � ) � N(p+3) (0; K (� )� 1);

em que K (� )� 1
é a matriz de informação de Fisher. Como o cálculo da matriz K (� )� 1

não é p ossivel devido a presença de censura, p o demos utilizar alternativamente a matriz

de informação observada, denotada p or J ( _� ) , avaliada em �̂ . Neste caso, a matriz de

informação observada é dada p or

J ( _� ) = f� •L r ;sg =

2

6
6
6
6
6
6
4

� L �� � L �� � L �b � L �� j

� L �� � L �� � L �b � L �� j

� Lb� � Lb� � Lbb � Lb� j

� L � j � � L � j � � L � j b � L � j � s

3

7
7
7
7
7
7
5

;

em que os elementos da matriz J ( _� ) encontram-se no Ap êndice D.

Portanto, um intervalo de con�ança assintótico para cada parâmetro � i , conside-

rando 100(1� � ) é dado p or

ICA i =

 

�̂ i � z�= 2

q

� b•L
i;i

; �̂ i + z�= 2

q

� b•L
i;i

!

;

em que � b•L
i;i

é o i -ésimo elemento da diagonal principal da matriz J ( _̂� )� 1
e z�= 2 é o

quantil 1� �= 2 da distribuição normal padrão. Para comparar os mo delos p o demos usar
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um dos três testes de hip óteses conhecidos, a sab er, o teste da Razão de verossimilhança

(RV), o teste de Wald (W) e o teste escore de Rao (SR) que são baseados na normalidade

assintótica dos estimadores.



Capítulo 5

Consideraçõ es Finais

No desenvolvimento deste trabalho de dissertação, estudamos a classe de dis-

tribuiçõ es generalizadas exp onencializadas, prop osta p or Cordeiro, Ortega e Cunha

(2013). Tamb ém estudamos expressõ es para calcular os momentos desta distribuição

usando somas in�nitas. Estudamos ainda algumas propriedade tais como: desvio médio

e estatísticas de ordem para a distribuição referida. No �nal de cada capítulo utiliza-

mos bancos de dados reais para analisar a qualidade dos a justes dessa distribuição. O

que se concluiu é que para cada situação analisada, as novas distribuiçõ es tinham um

a juste melhor quando comparadas aos seus submo delos. Ainda neste trabalho, estu-

damos a distribuição aqui denotada p or Fréchet Generalizada. Apresentamos algumas

propriedades para esta nova distribuição. Mostramos que os momentos dessa distribui-

ção p o dem ser expressos explicitamente em termos de somas in�nitas da distribuição

Fréchet. O mesmo acontece para a densidade das estatísticas de ordem. Ab ordamos

ainda o mo delo de regressão com censura à direita utilizando a distribuição log-Weibull

inversa generalizada. Prop omos a distribuição log-Fréchet generalizada e um mo delo

de regressão baseado nesta distribuição considerando censura à direita. Tanto para a

distribuição log-Weibull inversa generalizada quanto para a distribuição Fréchet gene-

ralizada explicitamos fórmulas para os momentos.

As principais contribuiçõ es cientí�cas deste trabalho de dissertação concentram-se

nos Capítulos 3 e 4, onde obtemos algumas propriedades da distribuição Fréchet gene-

ralizada e prop omos um mo delo de regressão baseado no logaritmo desta distribuição,



Capítulo 5. Trabalhos Futuros 80

resp ectivamente.

5.1 Trabalhos Futuros

Dando continuidade a esta p esquisa, diversos trabalhos p o dem ser desenvolvidos

futuramente. Por exemplo:

� Análise de diagnóstico baseados na teoria de in�uência lo cal e global;

� Análise residual do mo delo de regressão e mediante simulação estudar a distri-

buição empírica desses resíduos;

� Aplicaçõ es do mo delo de regressão LFrG.



Ap êndice A

Distribuição Generalizada

Exp onencializada

Os elementos da matriz de informação observada

•J (� ) para a distribuição Gene-

ralizada Exp onencializada com parâmetros (�; �; � ) são

•J�;� = �
n
� 2

� (� � 1)
nX

i = i

[1 � G(x i ;  )]� f log[1� G(x i ;  )]g2

f 1 � [1 � G(x i ;  )]� g2
;

•J�;� = �
nX

i =1

[1 � G(x i ;  )]� f log[1� G(x i ;  )]g
1 � [1 � G(x i ;  )]�

;

•J�; j = �
nX

i =1

[ _G(x i ;  )] j

1 � G(x i ;  )
+ ( � � 1)

nX

i =1

[ _G(x i ;  )] j [1 � G(x i ;  )]� � 1

f 1 � [1 � G(x i ;  )]� g
f

�f 1 + � log[1� G(x i ;  )]gf 1 � [1 � G(x i ;  )]g + � log[1� G(x i ;  )][1 � G(x i ;  )]� g;

•J�;� = �
n
� 2

;

•J�; = �
nX

i =1

[1 � G(x i ;  )]� � 1[ _G(x i ;  )] j

1 � [1 � G(x i ;  )]�
;
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•J j ; s =
nX

i =1

[•g(x i ;  )] j  s g(x i ;  ) � [ _g(x i ;  )] j [ _g(x i ;  )] s

[g(x i ;  )]2
�

� � (� � 1)
nX

i =1

[ •G(x i ;  )] j  s [1 � G(x i ;  )] + [ _G(x i ;  )] j [ _G(x i ;  )] s

[1 � G(x i ;  )]2
�

� � (� � 1)
nX

i =1

[1 � G(x i ;  )]� � 2

1 � [1 � G(x i ;  )]�

n
� [ _G(x i ;  )] j [ _G(x i ;  )] s �

� [ •G(x i ;  )] j  s [1 � G(x i ;  )]
o

� (� � 1)
nX

i =1

[ _G(x i ;  )] j [ _G(x i ;  )] s [1 � G(x i ;  )]2(� � 1)

f 1 � [1 � G(x i ;  )]� g2
;

em que [•g(x i ;  )] j  s = @2g(x i ;  )=@j  s e [ •G(x i ;  )] j  s = @2G(x i ;  )=@j  s para j; s =

1; :::; p.
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Distribuição Fréchet Generalizada

Os elementos da matriz de informação observada

•J (� ) para a distribuição Fréchet

Generalizada com parâmetros (�; �; a; b; ) são

J�� = �
n �
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>>=
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� �
��

3

7
7
5

9
>>=
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J�� = �
n
� 2

� � � log(� )
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Jaa = �
n
a2

� (b� 1)
nX

i =1

8
>>><

>>>:

�
log

�
1 � exp

�
�

�
�
x i

� �
��� 2 �

1 � exp
�
�

�
�
x i

� �
�� a

1 �
�

1 � exp
�
�

�
�
x i

� �
�� a �

�

�
log

�
1 � exp

�
�

�
�
x i

� �
��� 2 �

1 � exp
�
�

�
�
x i

� �
�� 2a

�
1 �

�
1 � exp

�
�

�
�
x i

� �
�� a� 2

9
>>>=

>>>;

= �
n
a2

� (b� 1)
nX

i =1

�
log

�
1 � exp

�
�

�
�
x i

� �
��� 2 �

1 � exp
�
�

�
�
x i

� �
�� a

�
1 �

�
1 � exp

�
�

�
�
x i

� �
�� a� 2 ;

Ja� = � �
nX

i =1

log
�

�
x i

�
exp

�
�

�
�
x i

� �
�

x �
i

�
1 � exp

�
�

�
�
x i

� �
��

8
>><

>>:
1 �

(b� 1)
�

1 � exp
�
�

�
�
x i

� �
�� a

1 �
�

1 � exp
�
�

�
�
x i

� �
�� a

9
>>=

>>;

� a(b� 1) � �
nX

i =1

log
�

�
x i

�
exp

�
�

�
�
x i

� �
�

x �
i

�
1 � exp

�
�

�
�
x i

� �
�� �

1 �
�

1 � exp
�
�

�
�
x i

� �
�� a� �

�

8
>><

>>:
1 +

�
1 � exp

�
�

�
�
x i

� �
�� a

1 �
�

1 � exp
�
�

�
�
x i

� �
�� a

9
>>=

>>;

= � �
nX

i =1

log
�

�
x i

�
exp

�
�

�
�
x i

� �
�

x �
i

�
1 � exp

�
�

�
�
x i

� �
��

8
>><

>>:
1 �

(b� 1)
�

1 � exp
�
�

�
�
x i

� �
�� a

1 �
�

1 � exp
�
�

�
�
x i

� �
�� a

9
>>=

>>;

� a(b� 1) � �
nX

i =1

log
�

�
x i

�
exp

�
�

�
�
x i

� �
�

x �
i

�
1 � exp

�
�

�
�
x i

� �
�� �

1 �
�

1 � exp
�
�

�
�
x i

� �
�� a� 2 ;

Jab = �
nX

i =1

�
1 � exp

�
�

�
�
x i

� �
��

log
�

1 � exp
�
�

�
�
x i

� �
��

1 �
�

1 � exp
�
�

�
�
x i

� �
�� a ;



Ap êndice 86
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Distribuição Log-Weibull Inversa

Generalizada

Os elementos da matriz de informação observada J (� ) para a distribuição Log-

Weibull Inversa Generalizada com parâmetros (; �; � ) são
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Ap êndice D

Distribuição Log-Fréchet Generalizada

Os elementos da matriz de informação observada J ( _� ) para a distribuição Log-

Fréchet Generalizada com parâmetros (�; �; �; b ) são
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+( � � 1)(1 � hi )� 1 exp(zi )hi � exp(zi ) +
� (1 � hi )� � 1hi exp(zi )

1 � (1 � hi )�

��
+

X

i 2 F

� exp(zi )hi (1 � hi )� � 1[1 � (1 � hi )� ]b� 1

1 � [1 � (1 � hi )� ]b
�

( •zi )� j � + ( _zi )� j ( _zi )� [1+

� � (1 � hi )� � 1 exp(zi )hi + ( � � 1)(1 � hi )� 1 exp(zi )hi � exp(� zi )�

� � b (1 � hi )� � 1 exp(zi )hi [1 � (1 � hi )� ]b� 1
�	

;
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em que hi = exp[�  exp(� zi )] , ( _zi )� = zi =� , ( _zi )� j = x i j =� , ( _zi )� s = x i s =� , ( •zi )�� =

� 2zi =� 2
, ( •zi )� j � = � x i j =� 2

e zi = ( yi � xT
i � )=� .
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