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Resumo

Neste trabalho, propomos a inclusdo dos contetidos de Correlagdo Linear e o cdlculo
dos coeficientes da reta de Regressao Linear Simples no conjunto de contetidos de Matema-
tica do Ensino Médio, uma vez que tais assuntos sao uma aplicacao direta dos conceitos da
Estatistica Descritiva. Para tanto, realizamos, num primeiro momento, uma fundamentacdo
tedrica a respeito dos principais resultados relacionados a Estatistica Descritiva. Em seguida,
desenvolvemos os conteudos de Correlacdo Linear e Regressdo Linear Simples a partir da
fundamentagdo tedrica realizada anteriormente. Por fim, apresentamos uma proposta di-
dética aliada a resolucdo de problemas para o ensino da Correlacdo e Regressdo Lineares
utilizando o Software Matemdtico GeoGebra, que € uma das Tecnologias de Informagao e

Comunicagao (TIC) mais utilizadas nos dltimos anos para o Ensino da Matematica.

Palavras Chaves: Estatistica Descritiva. Correlagdo Linear. Regressao Linear Simples.
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Abstract

In this work, we propose the inclusion of the Linear Correlation and the Simple Li-
near Regression calculation of coefficients on the High School Mathematics curriculum,
since such subjects are a direct application of the concepts of Descriptive Statistics. For this
purpose, we present, at first, a theoretical foundation regarding the main results related to
Descriptive Statistics. Then, we proceed to build upon said theoretical foundation the Li-
near Correlation and Simple Linear Regression curricular contents. Finally, we present a
didactic proposal combined with a problem-solving methodology for teaching Linear Corre-
lation and Regression using the GeoGebra Mathematical Software, which is one of the most
used Information and Communication Technologies (ICT) in recent years for Mathematic

Teaching.

Keywords: Descriptive Statistics. Linear Correlation. Simple Linear Regression.
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Capitulo 1

Introducao

Correlacdo e Regressao sao métodos estatisticos que compreendem a andlise de dados
amostrais para saber se e como duas ou mais varidveis quantitativas estdo relacionadas entre
si. Os principais nomes que associamos a este estudo s@o os dos britanicos: Francis Galton
(Figura 1.1) e Karl Pearson (Figura 1.2). Este trabalho se dedica ao caso da correlacdo Linear

e Regressdo Linear Simples, que € a analise envolvendo apenas duas varidveis quantitativas.

Figura 1.1: Francis Galton (1822-1911) Figura 1.2: Karl Pearson (1857-1936)

AT

Fonte: [11] http://galton.org/ Fonte: [12] https://karlpearson.org/

De modo geral, dizemos que existe uma correlacdo entre duas varidveis quando uma
delas estd, de alguma forma, relacionada com a outra. Esta relacdo pode ser verificada visual-
mente por meio do Diagrama de Dispersdo, que consiste em um sistema de eixos ortogonais:
o eixo horizontal representa os valores da varidvel independente, ou explicativa, que deno-
tamos por X e o eixo vertical representa os valores da varidvel dependente, ou resposta, que
denotamos por Y. Em particular, a Correlagdo Linear mede a forca ou grau de relaciona-
mento linear entre duas varidveis através do chamado Coeficiente de Correlagdo Linear (ou,

Coeficiente de Correlacdo de Pearson, em homenagem ao matematico Karl Pearson).



Por outro lado, a Regressao Linear Simples explicita a forma como ocorre essa relagao,
isto €, ela nos dd uma equagdo que descreve o comportamento de uma das varidveis em

funcdo do comportamento da outra. De acordo com Bussab [3] (2017, p.505)

O uso do termo regressdo deve-se a Galton, por volta de 1885, quando investigava
relacGes entre caracteristicas antropométricas de sucessivas geracdes. Uma de suas
constatagdes era de que "cada peculiaridade de um homem € transmitida aos seus
descendentes, mas, em média, numa intensidade menor". Por exemplo: embora
pais com baixa estatura tendam a ter filhos também com baixa estatura, estes tém
altura média maior do que a altura média de seus pais. O mesmo ocorre, mas em

direc@o contrdria, com pais com estatura alta.

Os conteddos de Correlacao Linear e o calculo dos coeficientes da reta de Regressao
Linear Simples possuem bases na Estatistica Descritiva; em outras palavras, aqueles podem
ser vistos como aplicagdes desta. Assim, uma vez previsto, na Base Nacional Comum Cur-
ricular - BNCC, o estudo da Estatistica Descritiva no Ensino Médio, os alunos deste nivel de
ensino teriam totais condi¢cdes de compreender o desenvolvimento de tais contetidos.

Quando de posse dos conhecimentos relacionados a Correlagdo Linear e a Regressao
Linear Simples, os alunos adquirem um ganho substancial em sua formacao, visto que es-
ses conteudos sao ferramentas fortes e eficazes para estudos relacionados a muitas dreas do
conhecimento, como por exemplo: na quimica, no estudo das transformacdes dos gases e
solubilidade de algumas substancias; na biologia, quando se pretende relacionar a altura e o
diametro de arvores ao longo do tempo ou a disponibilidade de alimento com crescimento
de peixes; na engenharia, quando se analisa o crescimento populacional de certa regido para
estimar uma vazao para o abastecimento de dgua ou para a determina¢do de uma estagdo de
tratamento de esgoto; etc.

E sabido que a BNCC do Ensino Médio garante que a drea de Matemética e suas Tec-
nologias deve assegurar ao estudante o desenvolvimento de cinco competéncias! especificas.
Relacionadas a cada uma delas, € indicado um rol de habilidades a serem alcangadas com o
propésito do pleno desenvolvimento da respectiva competéncia.

A habilidade EM13MAT510% da Competéncia Especifica 5, possui a seguinte reda-
cdo "Investigar conjuntos de dados relativos ao comportamento de duas varidveis numéricas,
usando tecnologias da informacao, e, se apropriado, levar em conta a variagdo e utilizar

uma reta para descrever a relagdo observada." (BRASIL [1] 2017, p.533). Analisando cui-

IEstas competéncias estdo descritas no apéndice B.

20 primeiro par de letras (EM) indica a etapa de ensino, neste caso a etapa é o Ensino Médio. O primeiro
par de nimeros (13) indica que as habilidades descritas podem ser desenvolvidas em qualquer série do Ensino
Meédio, conforme defini¢do dos curriculos. A segunda sequéncia de letras indica a drea, ou seja, MAT =
Matematica e suas Tecnologias. Finalmente, os nimeros finais indicam a competéncia especifica a qual se
relaciona a habilidade (1° nimero) e a sua numerac¢éo no conjunto de habilidades relativas a cada competéncia

(dois ultimos nimeros).



dadosamente esta habilidade, percebe-se que ela propde um estudo superficial a respeito
de Correlacdo Linear e Regressdo Linear Simples, sem que seja necessario apresentar tais
assuntos de forma direta.

Todavia, a drea de Matemética e suas Tecnologias nao propde, em outra oportunidade,
o tratamento formal de tais conteddos, o que seria extremamente vidvel, tendo em vista a
complementaridade da habilidade EM13MATS510 e o ganho na formacao do aluno, como ja
destacado anteriormente.

Portanto, visando o pleno desenvolvimento da formag¢do do aluno e a complementari-
dade da habilidade EM13MATS510, este trabalho tem como finalidade alcangar os objetivos
(geral e especificos) elencados na secao a seguir.

1.1 Objetivos

1.1.1 Objetivo Geral

Propor a insercao dos contetidos de Correlagdo Linear e o cdlculo dos coeficientes da
reta de Regressao Linear Simples no Ensino Médio como uma aplicacdo dos conceitos da

Estatistica Descritiva.

1.1.2 Objetivos Especificos

e Apresentar uma fundamentagdo tedrica a respeito dos principais resultados da Estatis-

tica Descritiva;

e Expor os contetdos relacionados a Correlacdo Linear e a Regressdao Linear Simples a
partir do estudo da Estatistica Descritiva;

e Desenvolver uma proposta didética para o ensino dos conteidos de Correlacao Linear
e o cdlculo dos coeficientes da reta de Regressdo Linear Simples utilizando o Software
Matematico GeoGebra [13].

1.2 Organizacao

Este TCC esté organizado da seguinte maneira. Além deste, temos os seguintes capi-

tulos:

e Capitulo 2: Apresentamos os aportes tedricos relacionados a Estatistica Descritiva;

e Capitulos 3 e 4: Desenvolvemos os contetidos de Correlagdo Linear e Regressao Linear

Simples, respectivamente, a partir do estudo da Estatistica Descritiva;



e Capitulo 5: Apresentamos uma proposta didatica para o ensino dos contetdos de Cor-
relacdo Linear e Regressao Linear Simples utilizando o Software Matematico GeoGe-

bra;
e Capitulo 6: Apresentamos as consideragdes finais do trabalho;

e Por fim, as Referéncias Bibliograficas e os Apéndices, nesta ordem.



Capitulo 2

Fundamentacao Teorica

2.1 Conceitos Fundamentais e Defini¢coes

A estatistica € a ci€ncia que realiza pesquisas com o intuito de coletar, organizar, ana-
lisar e interpretar dados de uma pequena parte de um grupo maior, de modo que possamos
conhecer algo sobre esse grupo maior e, a partir dai, sermos capazes de tomar uma série de
decisdes. Esse € um objetivo comum e importante da estatistica: aprender sobre um grande
grupo pela andlise de dados de alguns de seus membros.

Nesse contexto, hd dois tipos de conjuntos de dados que t€m significados especiais:
populacdo e amostra. A seguir serdo apresentadas defini¢des formais desses conceitos e de
outros termos bdsicos.

Dados sdo colecOes de observacdes (por exemplo: medidas, géneros, resposta de pes-
quisas).

Populacio € o conjunto de todos os elementos ou resultados sob investigacao.

Amostra € qualquer subconjunto da populacgao.

Se faz necessdrio que os dados amostrais devem ser selecionados de modo apropriado,
ou seja, que tais dados sejam representativos da populacdo do qual sdo extraidos, caso con-
trério as conclusdes a respeito da populacdo podem sair distorcidas. "Se os dados ndao forem
coletados de modo apropriado, podem ser de tal maneira indteis que nenhuma manipulacao
estatistica podera salva-los" (TRIOLA [9], 2013, p.4).

A cada elemento da populacdo, ou da amostra, associamos uma caracteristica de inte-

resse que serd chamada de variavel. As varidveis, por sua vez, classificam-se em:

Qualitativas (ou categéricas): é uma variavel onde seus possiveis valores sdo expressos por

atributos ou qualidades. Tais varidveis ainda podem ser reclassificadas em dois tipos:

- Nominal: ndo existe uma ordena¢do no conjunto dos possiveis resultados. Exemplos:
sexo, cor dos olhos, estado civil.



- Ordinal: existe uma ordenacao no conjunto dos possiveis resultados. Exemplos: esco-
laridade (ensino fundamental, ensino médio, superior), estagio de uma doenga (inicial,

intermedidrio, terminal), dia de observagdo (domingo, segunda, ..., sdbado).

Quantitativas (ou numéricas): € uma varidvel onde seus possiveis valores sdo expressos por
nimeros. De forma andloga as varidveis qualitativas, as quantitativas também podem ser

reclassificadas em dois tipos:

- Discreta: os seus possiveis valores variam em um conjunto finito ou enumeravel, em
geral, resultantes de contagens. Exemplos: nimero de filhos, idade (em anos), nimero

de cigarros fumados por dia.

- Continua: os seus possiveis valores variam em um subconjunto dos nimeros reais, em

geral, resultantes de mensuracdes. Exemplos: saldrio, altura, peso.

2.2 Distribuicao de Frequéncias

De acordo com Triola [9] (2013, p.39) "Uma distribuicdo de frequéncias (ou tabela de
frequéncia) mostra como o conjunto de dados € divido entre todas as vdrias categorias (ou
classes), listando todas as categorias juntamente com o nimero de valores de dados em cada
uma delas". Em particular, uma distribui¢io de frequéncias nos ajuda a entender a natureza
da distribuicdo de uma variavel.

Apresentaremos a seguir um conjunto de conceitos fundamentais para a elaboragdo e

andlise das distribui¢cdes de frequéncias.

1. Dados Brutos - Sao os dados originais obtidos apds a coleta e que ndo se encontram

organizados numericamente.

2. Rol - Sao os dados brutos organizados em uma determinada ordem (crescente ou de-

crescente).

3. Amplitude Total (AT) - E a diferenca obtida entre o maior e o menor valor observado

da variavel sob estudo.

4. Frequéncia Absoluta (n;) - E o nimero de vezes em que cada elemento da varidvel se

repete na amostra ou o nimero de elementos pertencentes a i-ésima classe, i = 1,..., k.

A soma das frequéncias absolutas € igual ao nimero total de observagdes

Y ni=n. 2.1)



5. Frequéncia Relativa (f;) - E a razdo entre a i-ésima frequéncia absoluta e o nimero
total de observagdes (n)

fi:%, parai=1,...,k. (2.2)

Pode-se expressar esse resultado em termos percentuais multiplicando a frequéncia
relativa por 100. A soma das frequéncias relativas deve ser igual a 1. De fato,

k .
Zfizznnl:g:l. (2.3)
i=1

6. Frequéncia Acumulada (F;) - E a soma da frequéncia da i-ésima classe mais as

frequéncias de todas as classes anteriores.

Para que uma andlise da distribuicdo de frequéncias seja feita de forma eficiente, em
geral, € interessante organizar os dados em tabelas. Tais tabelas podem representar dois tipos

de valores: pontuais ou agrupados em classes. Vejamos quando utilizar cada uma delas.

2.2.1 Tabela de Frequéncias Pontuais

E uma tabela onde os valores da varidvel aparecem individualmente. Esse tipo de dis-
tribuicdo € utilizado geralmente para representar uma varidvel discreta, com pouca variedade
de valores ou varidveis qualitativas.

Os Exemplos 2.1 e 2.2 a seguir tratam dos casos de uma varidvel discreta com pouca

variedade de valores e uma varidvel qualitativa, respectivamente.

Exemplo 2.1: A Tabela 2.1 nos mostra a distribui¢do das frequéncias (absoluta, relativa e
acumulada) da variavel frequéncia semanal, que foi obtida a partir de uma entrevista com 20

moradores de um bairro que fazem uso de um parque ali situado.

Tabela 2.1: Frequéncias da varidvel: frequéncia semanal

Frequéncia | Frequéncia | Frequéncia | Porcentagem | Frequéncia
semanal | absoluta (n;) | relativa (f;) (100 £;%) acumulada (F;)
1 3 0,15 15% 3
2 4 0,20 20% 7
3 6 0,30 30% 13
4 3 0,15 15% 16
5 2 0,10 10% 18
6 1 0,05 5% 19
7 1 0,05 5% 20
Total 20 1,00 100% -

Fonte: lezzi [6] (2013, p.74).



Exemplo 2.2: A Tabela 2.2 nos mostra a distribui¢do das frequéncias da varidvel meio de

transporte, que os moradores do bairro do Exemplo 2.1 utilizam para chegar ao parque que

fazem uso.
Tabela 2.2: Frequéncias da varidavel: meio de transporte
Meio de | Frequéncia | Frequéncia | Porcentagem Frequéncia
transporte | absoluta (n;) | relativa (f;) (100 £;%) acumulada (F;)
Carro 5 0,25 25% 5
Onibus 5 0,25 25% 10
A pé 10 0,50 50% 20
Total 20 1,00 100% -

Fonte: lezzi [6] (2013, p.74).

2.2.2 Tabela de Frequéncias Agrupadas em Classes

E uma tabela onde os valores da varidvel aparecem agrupados em classes, que sdo
intervalos de variacdo da varidvel. Esse tipo de distribuicdo € indicado para representar uma
varidvel continua ou discreta com uma grande variedade de valores.

A seguir, definiremos alguns termos-padrio utilizados na discussdo e construcdo de

tabelas de frequéncias agrupadas em classes.

1. Nameros de classes (k): De acordo com Bussab [3] (2017, p.16) "a escolha dos in-
tervalos € arbitréria e a familiaridade do pesquisador com os dados € que lhe indicara
quantas e quais classes (intervalos) devem ser usadas". Contudo, deve-se levar em
consideragdo que um numero pequeno de classes faz com que se perca informacdes
e, por outro lado, com um nimero grande de classes, pode haver alguma classe com
uma frequéncia pequena ou até mesmo nula, apresentando uma distribui¢do irregular
e prejudicando a andlise.

Em relacdo a escolha do nimero de classes para a constru¢do de uma tabela de frequén-
cias, Bussab (2017) menciona que normalmente faz-se o uso de 5 a 15 classes ; por

outro lado, Triola (2013) afirma que este nimero deve estar entre 5 e 20.
Abaixo sdo apresentados dois critérios que nos dao uma ideia de como escolher o
numero de classes (k):

(a) A regra da Raiz Quadrada: k =5, paran < 25 e k= /n, para n > 25;

(b) A regra de Sturges: k = 1-+3,3logn.

Onde n € o nimero de observagoes.

2. Limites inferiores de classe (/;): sdo os menores nimeros que podem pertencer as

diferentes classes.
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3. Limites superiores de classe (L;): sdo os maiores nimeros que podem pertencer as

diferentes classes.

4. Amplitude da Classe (A;): E a diferenca entre os limites superior e inferior da classe.

Ai=L;—1; parai=1,...,k. 2.4)

5. Pontos médios das classes (s;): sdo os valores no meio do intervalo. Cada ponto
médio de classe pode ser encontrado somando-se o limite inferior de classe ao limite
superior de classe e dividindo-se a soma por 2. Ou seja,

Li+1; .
s,:%, parai=1,....k. (2.5)
Com esses conceitos definidos temos condicdes de construir tabelas de frequéncias
agrupadas em classes. Os Exemplos 2.3 e 2.4 a seguir tratam dos casos de uma varidvel

continua e uma variavel discreta com grande variedade de valores, respectivamente.

Exemplo 2.3: Na Tabela 2.3 temos a distribuicao das frequéncias da varidvel renda familiar
mensal (em saldrios minimos) dos moradores do bairro do Exemplo 2.1.

Tabela 2.3: Frequéncias da varidvel: renda familiar mensal

Renda familiar | Frequéncia | Frequéncia | Porcentagem | Frequéncia
mensal absoluta (n;) | relativa (f;) (100£;%) acumulada (F;)
5E8 2 0,10 10% 2
8F11 5 0,25 25% 7
11-14 7 0,35 35% 14
14+ 17 4 0,20 20% 18
17+ 20 2 0,10 10% 20
Total 20 1,00 100% -

Fonte: lezzi [6] (2013, p.74).

Perceba que estamos utilizando a notacdo /; - L; para indicar que o intervalo contém o
limite inferior, mas ndo contém o limite superior, outras possibilidades sdo /; 4 L;, [; HL; e
I; — L;. Uma notagdo equivalente é [I;,L;), (I;, Li], [li,Li] e (L, L;).
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Exemplo 2.4: A Tabela 2.4 nos mostra a distribui¢do das frequéncias da varidvel idade dos
moradores do bairro do Exemplo 2.1.

Tabela 2.4: Frequéncias da varidvel: idade

Idade | Frequéncia | Frequéncia | Porcentagem | Frequéncia
absoluta (n;) | relativa (f;) (100£;%) acumulada (F;)

18+ 26 3 0,15 15% 3
2634 7 0,35 35% 10
3442 4 0,20 20% 14
42+ 50 3 0,15 15% 17
5058 3 0,15 15% 20

Total 20 1,00 100% -

Fonte: lezzi [6] (2013, p.74).

2.3 Graficos

Os gréficos constituem um importante instrumento de andlise e interpretagdo de um
conjunto de dados. Segundo Guedes [5] (2005, p.17)

Griéfico é um recurso visual da Estatistica utilizado para representar um fendmeno.
Sua utilizacdo em larga escala nos meios de comunicacdo social, técnica e cienti-
fica, devem-se tanto a sua capacidade de refletir padrdes gerais e particulares do
conjunto de dados em observagao, como a facilidade de interpretagao e a eficiéncia

com que resume informacdes dos mesmos.

Em relacdo as tabelas, os graficos apresentam um grau menor de detalhamento, po-
rém, estes t€m a vantagem de, rdpida e concisamente, informar sobre a variabilidade de um
conjunto de dados. "Uma representacdo grafica pode colocar em evidéncia as tendéncias, as
ocorréncias ocasionais, os valores minimos e maximos e as ordens de grandezas dos fend-
menos que estdo sendo observados" (GUEDES [5], 2005, p.17).

Na elaboracao de um grafico € essencial que ele apresente: um titulo (que norteard o
leitor quanto a natureza do contetido), onde, quando e por quanto tempo o fato em estudo
se destaca e uma escala adequada. Todo grafico deve zelar pela simplicidade, clareza e

veracidade nas informacoes.
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2.3.1 Graficos para Variaveis Qualitativas

Existem uma grande diversidade de grificos que sao utilizados para representar vari-
veis qualitativas; contudo, iremos tratar aqui apenas dos graficos de barras e de setores que

sd0 os mais frequentes em pesquisas e textos cientificos.

Grifico de Barras - E um grifico formado por retingulos paralelos (horizontais ou verti-
cais), onde uma das dimensdes € proporcional a frequéncia (n; ou f;) da varidvel em estudo,
e a outra arbitrdria, porém igual para todos os retangulos. Este tipo de grafico é recomendado

quando se deseja comparar grandezas.

Exemplo 2.5: A Figura 2.1 mostra o grafico em barras para a varidvel meio de transporte do
Exemplo 2.2.

Figura 2.1: Gréfico de barras para a varidvel meio de transporte

10

éncia
D

~

Frequ
N

Carro Onibus A pé
Meio de Transporte

Fonte: Producao do autor.

Grificos de Setores - E um grafico onde a varidvel em estudo € projetada em circulo de raio
arbitrério, representando o todo, dividido em setores com dreas proporcionais as frequéncias
das partes. Este tipo de grifico € recomendado quando se deseja comparar as frequéncias

das partes com o todo.
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Exemplo 2.6: A Figura 2.2 mostra o grafico de setores para a varidvel meio de transporte.

Figura 2.2: Gréfico de setores para a varidvel meio de transporte

5: 26%

/ ® Carro
O
\ ® A pé

—

Fonte: Produgao do autor.

2.3.2 Graficos para Variaveis Quantitativas

Podemos considerar uma maior variedade de graficos que podem representar uma va-
ridvel quantitativa, como por exemplo: Histograma, Box Plots, Ramo-e-Folha etc. Aqui
vamos tratar, em particular, do Histograma. Para informagdes a respeito do Box Plots e do
Ramo-e-Folha o leitor pode consultar [3] (BUSSAB, 2017).

Histograma - Este tipo de gréfico é adequado para representar uma distribui¢do de frequén-
cia para varidveis quantitativas continuas ou para varidveis quantitativas discretas com uma
grande variedade de valores. Ele é formado por retangulos justapostos, onde uma das di-
mensdes € proporcional a amplitude da classe (A;) representada e a drea de cada retdngulo é
proporcional a respectiva frequéncia, n; ou f;. As classes sdo localizadas no eixo horizontal
e as frequéncias no eixo vertical.

A fim de que a drea de cada retdngulo seja proporcional a f; (n;), a sua altura deve ser
igual a fj/A; (ni/A;i), que é chamada densidade de frequéncia da i-ésima classe. Quando a
amplitude das classes forem todas iguais a A, a densidade de frequéncia da i-ésima classe

passa a ser f;/A (n;/A). Estabelecida esta convengio, a drea total do histograma serd igual a

1 (n).
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Exemplo 2.7: A Figura 2.3 abaixo mostra o histograma para a varidvel renda familiar, do
Exemplo 2.3.

Figura 2.3: Histograma da varidvel renda familiar

©
-
N

=
—

0.08

0.06

0.04

Densidade de Frequéncia

0.02

5 8 11 14 17 20
Renda Familiar

Fonte: Produgdo do autor.

2.4 Medidas de Tendéncia Central

Nas secoes 2.2 e 2.3, vimos, respectivamente, como resumir um conjunto de dados em
tabelas de frequéncias e como representa-los graficamente. Frequentemente, se faz necessa-
rio resumir ainda mais estes dados, apresentando um ou mais valores que sejam representati-
vos da varidvel em estudo. Habitualmente, fazemos uso das seguintes medidas de tendéncia

central: Média Aritmética, Mediana ou Moda.

2.4.1 Meédia Aritmética

A média aritmética (ou simplesmente média) €, em geral, a mais importante e, prova-
velmente, a mais utilizada de todas as medidas de tendéncia central.
Considere um conjunto de n observagoes x1, ..., X,, a média aritmética € definida como
a medida encontrada pela soma de todas as observagdes, dividida pelo nimero de observa-
coes. Expressando essa defini¢do em termos matematicos:
xi+.Fx Yx

média = =
n n

(2.6)
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Se no conjunto das n observagdes tivermos: ny iguais a x1, np iguais a xp, ..., n; iguais

a xy, entdo (2.6) pode ser reescrita como

nxy +nyxy + ... +ngxg . Zi?:l nix;
n n
Se os dados sdo uma amostra de uma populacao, a média € representada por x (1€-se "x

2.7)

média =

barra"); entretanto, se os dados sdo a populacdo inteira, entdo representamos a média por U.

Uma forma equivalente para a média aritmética é dada por
n
média = ) x;f;, (2.8)
i=1
onde recordamos que f; = n;/n é a frequéncia relativa da observagao x;.
Exemplo 2.8: Considere a variavel frequéncia semanal, do Exemplo 2.1. Veja que
3Xx1+4x2+6x3+3x4+2x5+6+7 64

20 20
Esse resultado nos diz que a frequéncia semanal média dos 20 moradores que fazem

X= 3,2.
uso do parque em seu bairro € de 3,2 dias. Note que, neste caso, representamos a média por

X, pois os dados em questdo representam uma amostra da populagao (todos os moradores do

bairro).

Calculo Aproximadado da Média Aritmética

Ao lidarmos com um conjunto de dados agrupados em classes, podemos encontrar uma
medida aproximada para a média aritmética convencionando que na sua férmula o valor da

observagdo (x;) seja substituido pelo ponto médio (s;) da i-ésima classe.

Exemplo 2.9: Consideremos a varidvel renda familiar mensal, do Exemplo 2.3. A Tabela
2.5 mostra a distribuicdo de frequéncia desta varidvel, bem como o ponto médio de cada

classe.

Tabela 2.5: Pontos médios das classes da Tabela 2.3.

Renda familiar | Frequéncia | Frequéncia | Ponto médio
mensal absoluta (n;) | relativa (f;) (s)
S5FS 2 0,10 6,5
8F11 5 0,25 9,5
11+-14 7 0,35 12,5
14+17 4 0,20 15,5
1720 2 0,10 18,5
Total 20 1,00 —

Fonte: Tabela 2.3.
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Portanto, a renda familiar mensal média aproximada é

2%6,5+5%x9,5+7x12,5+4x15,5+2x 18,5
20

~
~

=l

24
= 2—07 = 12,35 salérios minimos.

2.4.2 Mediana

A mediana de um conjunto de dados é a medida que deixa 50% das observagdes abaixo
dela e 50% das observagdes acima dela e, em geral, € representada por Md.

Sejam x(1),X(3), ..., X(,) 08 valores de um conjunto de dados de tal modo que:

X(1) <X(2) <. gx(n).

Com essa notacao, a mediana pode ser definida como

x(nTH)7 se n € impar;

Md = (2.9)
() )

—=—%~=—=, se n € par.

NS

Exemplo 2.10: Consideremos a distribuicao da varidvel frequéncia semanal, do Exemplo
2.1. Como n = 20, a mediana serd a média aritmética dos nimeros que ocupam a 10 e a 112

posicdo apds a ordenagdo dos valores:

1,1,1,2,2,2,2,3,3,3,3,3,3,4,4,4,5,5,6,7.
Como podemos ver, tais nimeros sao x(jg) = 3 € x(j1) = 3, assim
_ X(ao) tX() 343

Md = 7 5 = 3 dias.

Calculo Aproximado da Mediana

Por intermédio do histograma utilizamos o fato de as dreas dos retdngulos serem pro-
porcionais as frequéncias das classes e, através de uma regra de trés simples, podemos en-
contrar um valor aproximado para a mediana.

Retomemos o Exemplo 2.3, que trata da varidvel renda familiar mensal. Vamos, ini-
cialmente, calcular o valor exato da mediana desta variavel: como n = 20, a mediana sera a
média aritmética dos nimeros que ocupam a 10? e 11? posi¢do apds a ordenagdo dos valores;

tais numeros sio 12,1 e 12,4, respectivamente. Logo,
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12,14 12,4

Md
2

= 12,25 saldrios minimos.

Por meio do histograma desta varidvel devemos encontrar o ponto das abscissas que
acumula 50% das observacdes abaixo (ou acima) dele . As areas dos dois primeiros retan-
gulos acumulam 35% do total, os trés primeiros acumulam 70%, portanto a mediana é um
nimero situado entre 11 e 14. Em outras palavras, a mediana € o ponto das abscissas do
terceiro retangulo, de modo que a drea do retdngulo de base Md — 11 e mesma altura que
o retangulo de base 14 — 11, seja 15% (35% dos dois primeiros retangulos mais 15% do
terceiro, resultam 50%). Agora, utilizando uma regra de trés simples, obtemos o seguinte

resultado:

Md—11 14-11
15 35

3
= Md=11+15x 5= 12,28 saldrios minimos.

Em muitos casos, € preferivel utilizar a mediana como medida de tendéncia central em
vez da média, isto ocorre pelo fato dela ser uma medida resistente a valores atipicos, ao passo
que a média ndo é. Afirmar que uma medida ndo € resistente significa dizer que um dnico
valor atipico no conjunto de dados pode afetar radicalmente o valor desta medida. Vejamos
um exemplo nesse sentido.

Exemplo 2.11: Considere o consumo mensal de 4gua, em metros ctbicos, de uma residéncia
nos nove primeiros meses de um ano: 33, 31, 34, 32, 34, 32, 102, 34 e 30. Calculando a

média mensal de consumo, obtemos:

~ 40,2 m’.

X =

334+31+34+324+34+32+102+34430 362
9 ~ 9

O valor de 40,2 m3 encontrado para a média ndo representa, com fidelidade, uma
medida de tendéncia central: o consumo mensal dessa residéncia aponta para um valor entre
30 e 35 metros cubicos; além disso, dos 9 valores registrados, 8 sdo menores que a média e
"distantes", ao menos, 6 unidades dela e apenas 1 valor é maior que a média, estando muito
distante dela.

Nessa situacio, a média foi afetada por um valor atipico do consumo, que destoa dos
demais: o valor de 102 m?, que pode ser explicado por algum fator nio corriqueiro dentro
do més em questao.

Por outro lado, como n = 9 a mediana serd o valor que ocupa a 5 posicdo apds a

ordenac¢do dos valores:

30,31,32,32,33,34,34,34, 102.

Como podemos perceber, tal valor é 33 m> e representa uma medida de centralidade

mais fiel ao conjunto de dados.
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2.4.3 Moda

A moda de um conjunto de dados € o valor que ocorre com maior frequéncia. A moda
¢ representada por Mo.
Quando lidamos com valores ndo-agrupados, a moda é facilmente encontrada: basta

fazer uso da defini¢do, isto é, procurar o valor que mais se repete.
Exemplo 2.12: A moda da varidvel frequéncia semanal do Exemplo 2.1 é Mo = 3 dias.

E interessante observar que um conjunto de dados pode ter mais de uma moda, em tal
caso dizemos que este conjunto de dado é multimodal. Em outros casos, um conjunto de
dados pode apresentar uma distribuicao que nio possua nenhum valor predominante, assim

dizemos que este conjunto de dados € amodal.

Calculo Aproximado da Moda

Quando os dados estdo agrupados a moda € calculada de forma aproximada, fazendo
uso da classe com maior frequéncia. A classe que apresenta a maior frequéncia é denominada
classe modal.

Existem algumas férmulas que nos ddo um padrio de como determinar a moda de um

conjunto de dados, eis duas delas:

(a) Moda bruta:

Mo="""—g, (2.10)
isto é, a moda € o ponto médio da classe modal;

(b) Regra de Czuber:

hi(ni —ni_1)
(ni —ni—1) + (ni —nig1)

Mo =1;+ 2.11)

onde

i é a classe modal;

[; € o limite inferior da classe modal;

h; é a amplitude da classe modal;

n; é a frequéncia absoluta da classe modal;

n;—1 € a frequéncia absoluta da classe anterior a classe modal;

n;+1 € a frequéncia absoluta da classe posterior a classe modal.
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Exemplo 2.13: Vamos calcular a moda da varidvel Renda familiar mensal (em saldrios
minimos) do Exemplo 2.3.

Utilizando a férmula da moda bruta juntamente com a Tabela 2.5, temos que a moda
da variavel em questdo é Mo = 12,5 salarios minimos. Por outro lado, utilizando a regra de

Czuber e, mais uma vez, a Tabela 2.5, a moda sera

3(7-5)
(7-5)+(7—4)

6
Mo =11+ =11+ 5= 12,2 salarios minimos.

2.5 Medidas de Dispersao

Quando se fala sobre a dispersdo de um conjunto de dados, estamos nos referindo a
variabilidade destes dados. Em particular, as medidas de dispersdo quantificam se os dados
de uma determinada amostra estdo ou ndo proximos uns dos outros. Se os dados estdo
proximos, hd uma pequena variabilidade; se estdo afastados, hd uma grande variabilidade e
se os dados forem todos iguais, a variabilidade € zero.

Nesta secdo, apresentaremos as principais medidas de dispersdo: amplitude total, des-
vio médio, varidncia e desvio-padrdo. Com excecao a primeira, todas tem a média aritmética

como ponto de partida.

2.5.1 Amplitude Total

A amplitude total (AT) de um conjunto de dados € a diferenca entre o maior € 0 menor
valor observado.

Pelo fato de a amplitude total ndo utilizar os valores intermedidrios ela perde infor-
macoes de como os dados estdo distribuidos e/ou concentrados. No entanto, esta medida é
bem interessante quando o conjunto de dados € pequeno e como ela € de facil calculo e com-
preensdo, € muito utilizada em algumas situag¢des especificas como por exemplo no controle

estatistico de processo (para maiores informacdes ver se¢do 14.2 de [9]).

2.5.2 Desvio Médio
A diferenca entre cada valor observado (x;), parai = 1,...,n, e a média (X) é chamada
de desvio (d;), isto é,
di = x; —X. (2.12)

O desvio € utilizado quando queremos analisar a dispersdo ou o grau de concentracdo
dos valores em torno da média. Contudo, € facil ver que, para qualquer conjunto de dados, a

soma dos desvios € igual a zero, ou seja,
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M=

n
) di=

=1

—%) =0. (2.13)
1

Como (2.13) ocorre, a soma dos desvios nao € uma boa medida de dispersdo. Uma

saida para este impasse € tomar a soma do médulo de cada desvio, obtendo assim

n

Y ldil =Y i . (2.14)

i=1 i=1
Note, agora, que (2.14) zera se e somente se todos os dados forem iguais.
Em muitos casos o uso de (2.14) pode trazer dificuldades quando analisamos conjuntos
de dados com nimeros diferentes de observagdes. Dessa maneira, ¢ comum exprimir (2.14)
como uma média, ficando assim definida a medida de dispersdo chamada desvio médio (DM)

Z\x,—x!

DM = —— (2.15)
n

E facil perceber que se no conjunto das n observacdes tivermos: nj iguais a xi, 1

iguais a xp, ..., 1y iguais a xi, entdo (2.15) pode ser reescrita como

Zn, i —x[

DM = = Zf,\x, x. (2.16)

2.5.3 Variancia

Uma outra medida de dispersao pode ser construida quando, ao invés de trabalhar com

o moédulo dos desvios, considerarmos o quadrado de cada desvio,

zn‘,(d,-)2 = i(x,-—x)z. (2.17)
i=1

i=1
De forma andloga ao que mencionamos no caso de (2.14), o uso de (2.17) pode trazer
dificuldades quando analisamos conjuntos de dados com nimeros diferentes de observacdes.
Desse modo, mais uma vez, exprimiremos (2.17) em forma de média, ficando assim definida

a medida de dispersdao denominada varidncia:

Lo

Variancia = ——. (2.18)
n

Como ocorreu no desvio médio, se no conjunto das n observacdes tivermos: n| iguais

a xp, np iguais a xp, ..., g iguais a x, entdo podemos reescrever (2.18) da seguinte forma
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k

Zni(xi —)_6)2 ‘
Varianeia = = = }" fi(x; — ). (2.19)
n i=1

Para o célculo da variancia, podemos utilizar uma férmula um pouco mais simples e

usual. Para tanto, realizando as seguintes manipulacdes algébricas em (2.18), obtemos

Y (xi —)_c)2 Z(xl-2 —2x X +%%)

n n
2
‘ : 1
= LY —2)?& _|_,—CZZ_
n n n
2
= % — zx—x+x2%
2 2
_ LN ey LY @
n n
ou seja,
- 2
Y
Variancia = =1 — 32, (2.20)

n
Assim, (2.20) é uma expressdo mais usual para o cédlculo da variancia, uma vez que

precisamos somente das seguintes quantidades para determiné-la: n, Zx% e X . Eno caso de
observagdes repetidas,

k
Zn,‘x%
Varidncia = =L — — %2 (2.21)
n

Se os dados sdo uma amostra de uma populacdo, a variincia € representada por Var;
por outro lado, se os dados sdo a populagdo inteira, entdio representamos a variincia por 62.
Na maioria dos casos € preferencial utilizarmos a varidncia em vez do desvio médio,
isto porque além de eliminarmos o médulo, estamos potencializando os afastamentos, dando

énfase aos desvios em relagdo a média.

2.5.4 Desvio Padrao

Quando calculamos a variancia, ela nos fornece um resultado que é dado em unidades
quadraticas (por exemplo, se os dados sdo expressdes em cm, a varidncia serd expressa em
cm?), este fato pode conduzir a erros de interpretacio. Para sanar esta "dificuldade" é comum

utilizar o desvio padrao, que € definido como a raiz quadrada da variancia.

Desvio Padrdao = v/ Variancia. (2.22)
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De modo andlogo a variancia, se os dados sdo uma amostra, o desvio padrao € repre-
sentada por dp; por outro lado, se os dados sdo a populacdo inteira, entdo representamos o
desvio padrdo por o.

E interessante mencionar que tanto o desvio médio quanto o desvio padrio indicam,

em média, qual serd o erro cometido ao tentar substituir cada observagao pelo valor da média.

Exemplo 2.14: Considere, novamente, a varidvel frequéncia semanal do Exemplo 2.1. Va-
mos calcular as medidas de dispersdo para esta varidvel.
Como o valor mdximo e minimo dos dados sdo 7 e 1, respectivamente, a amplitude

total serd igual a
AT =7—1 = 6dias.
Ja foi calculado anteriormente que a frequéncia semanal média € de 3,2 dias; assim,
os desvios x; —x sdo —2,2; —1,2; —0,2; 0,8; 1,8; 2,8 ¢ 3,8.
Com isso, utilizando a expressdo (2.16), o desvio médio serd igual a

3] —2,2|+4|—1,2|+6|—0,2|+3]0,8| +2|1,8 + 1]2,8| +1|3,8]
20

DM =
= 1,26 dias.
Por outro lado, utilizando (2.21), a variancia serd igual a

S 3(1)2+4(2)2—|—6(3)2—|—3(4)2+2(5)2+1(6)2+1(7)2 _(372)2

20
= 2,56 dias.

Em consequéncia, o desvio padrio serd igual a

dp=+/2,56 = 1,6 dias.

Calculo Aproximado da Variincia

O célculo aproximado da variancia quando os dados estdo agrupados em classes pode
ser feito de modo andlogo ao caso da média aritmética, ou seja, basta trocar em (2.21) cada

observacdo (x;) pelo respectivo ponto médio (s;) da i-ésima classe.

Exemplo 2.15: Considere o caso da varidvel renda familiar mensal, do Exemplo 2.3. Ja
vimos que a renda familiar mensal média € de 12,35 saldrios minimos; assim, o valor apro-

ximado da variincia € igual a

2 2 2 12,5)2+4(15.5)%2 +2(18,5)
Var ~ 26:5°+509,57+7( 5)) 405,52 +2018,57 ) 500

= 11,2275 (salarios ml’nimos)z.

Portanto, o desvio padrao aproximado € igual a
dp ~ /11,2275 = 3,35 salarios minimos.
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Padronizacao de Variaveis

A padronizagdo de uma varidvel € um recurso bastante utilizado e consiste em subtrair
de todos os valores de uma varidvel a sua média e dividir o resultado pelo desvio padrao da
respectiva varidvel. Desse modo, se X representa uma varidavel com média X e desvio padrao

dp(X), e se sobre cada x;, parai = 1,...,n, fizermos a mudanca de varidvel

teremos a variavel padronizada Z,.

A nova variavel Z, terd as seguintes propriedades:

Propriedade 1: Possui média zero, isto é, Z, = 0.
Assim a padronizagdo corresponde a deslocar o centro (dado pela média) de um con-

junto de dados para a origem do sistema cartesiano.

Propriedade 2: Desvio padrdo passa a ser igual a 1, isto é, dp(Z,) = 1.

Dessa forma fica simplificado a comparacao de conjuntos padronizados.
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Capitulo 3
Correlacao Linear

No Capitulo anterior nossa preocupagao foi organizar e resumir informagdes relaciona-
das a uma tnica varidvel. Tendo isto em vista, aprendemos a construir tabelas de frequéncias,
gréficos, calcular medidas de tendéncia central e dispersdo. Contudo, € frequente estarmos
interessados em analisar relacdes que podem existir entre duas ou mais varidveis. Neste caso,
as técnicas que foram desenvolvidas sdo insuficientes para realizar este tipo de andlise.

Considerando o cendrio descrito acima, faz-se necessario o desenvolvimento de novas
medidas que sdo capazes de realizar um estudo entre o relacionamento de duas ou mais

variaveis. Neste trabalho, iremos nos ater as relacdes entre duas varidveis.

3.1 Tipos de Relacao

Ao lidarmos com duas varidveis, quando queremos estudar o relacionamento entre

elas, podemos ter trés situagdes:

(a) as duas varidveis sdo qualitativas;
(b) as duas varidveis sdo quantitativas; e

(c) uma varidvel € qualitativa e a outra é quantitativa.

Nesses trés casos, as técnicas de analise de dados a serem desenvolvidas sdo diferentes
e cada uma tem suas proprias peculiaridades. Ficaremos restritos a andlise de dados com
duas varidveis quantitativas, pois seu desenvolvimento se alinha com o objeto de estudo
deste trabalho.

3.1.1 Relacoes Deterministicas

2

E comum encontrarmos, em livros de matemética do Ensino Médio, relagdes entre

duas varidveis que estdo perfeitamente ligadas através de uma defini¢do, e que podem ser
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expressas por meio de uma sentenga matemadtica. Alguns exemplos deste tipo de relacao
sdo:

e a drea e o lado de um quadrado: A = 12, onde A é a dreael é o lado;

e 0 comprimento e o raio de uma circunferéncia: C = 2xr, onde C € o comprimento e r

€ o raio;

e a soma dos angulos internos de um poligono e o nimero de lados deste poligono:

S=180-(n—2), aonde S é a soma dos angulos internos e n é o nimero de lados.

Esses exemplos caracterizam as relacOes conhecidas como relagoes deterministicas,

onde dado o valor para uma varidvel sabe-se dizer, exatamente, qual serd o valor da outra.

3.1.2 Relacoes Aleatorias

Ao contrdrio das relagdes deterministicas, as relacdes aleatdrias nao estdo ligadas atra-
vés de uma definicdo bem estabelecida, em outras palavras, estas sdao bem menos precisas
que aquelas, ou seja, dado um certo valor para uma varidvel ndo sabemos dizer qual serd o

valor da outra com exatiddo. Exemplos deste tipo de relagdo sao:

e 0 peso e a estatura de um grupo de pessoas;
e a altitude e a temperatura de uma regido;

e a nota em matematica e em estatistica de uma turma.

Veja, por exemplo, que no caso peso-estatura pode ocorrer variagdes que ndo somos ca-
pazes de predizer: estaturas diferentes podem corresponder a pesos iguais ou estaturas iguais
podem corresponder a pesos diferentes. Todavia, em média, quanto maior for a estatura do
individuo, maior serd o seu peso.

Quando duas varidveis estdo ligadas por uma relacdo aleatdria, dizemos que existe
correlacdo entre elas. De acordo com Triola [9] (2013, p.416) "existe uma correlagcdo entre
duas varidveis quando os valores de uma varidvel estdo relacionados, de alguma forma, com
os valores da outra varidvel".

Em linhas gerais, a correlacdo € o estudo que compreende a anélise de dados amostrais
para saber se e como duas varidveis quantitativas estdo relacionadas entre si. Neste traba-
lho iremos estudar o caso da correlagdo linear, que é aquela que mede a forca ou grau de

relacionamento linear entre duas variaveis.
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3.2 Diagrama de Dispersao

Como vimos anteriormente, se duas variaveis nao estiverem relacionadas determinis-
ticamente entdo, para um valor fixo da primeira varidvel, o valor da segunda varidvel serda
aleatdrio (como foi o caso do exemplo peso-estatura). Comumente, a varidvel cujo valor x
for fixado serd representada por X e denominada varidvel independente ou explicativa. Para
um x fixo, a segunda varidvel serd aleatdria; representamos essa varidvel aleatoria e seu valor
observado por Y e y, respectivamente, e a chamamos de varidvel dependente ou resposta.

A distribuic@o conjunta destas varidveis pode ser organizada em tabelas de dupla en-
trada, formando um conjunto de n pares ordenados (x1,y1), (x2,2), .-, (Xn,¥n); dessa forma
€ possivel realizar um estudo sobre a associacdo entre elas. Além deste tipo de andlise,
também temos procedimentos analiticos e graficos mais refinados.

Um destes graficos mencionados acima, e o mais utilizado, chama-se diagrama de
dispersdo, ele nos permite verificar, visualmente, qual € o tipo de associagao que existe entre
duas variaveis. Segundo Triola [9] (2013, p.416)

Antes de fazermos quaisquer andlises estatisticas formais, devemos usar um dia-
grama de dispersdo para explorar os dados visualmente. Podemos examinar o dia-
grama de dispersao em relacdo a quaisquer padrdes distintos e em relacdo a valores

atipicos, que sdo os pontos distantes dos demais pontos.

Este diagrama consiste em um sistema de eixos ortogonais: o eixo horizontal repre-
senta os valores da varidvel X (ou independente) e o eixo vertical representa os valores da
varidvel Y (ou dependente). Cada (x;,y;) dos dados observados é representado graficamente

COmo um ponto neste sistema.
Exemplo 3.1: Na Figura 3.1, temos o diagrama de dispersdo das varidveis:

X : ndmero de anos de servigo;

Y : nimero de clientes de agentes de uma companhia de seguros.

Os dados estao na Tabela 3.1. Veja que parece existir uma associacao entre as variaveis,
o diagrama mostra um padrdo claro de reta, ou linear. Neste caso dizemos que hd uma
correlagdo positiva (ou direta) entre X e Y, pois a medida que os valores de X acrescem, os

respectivos valores de Y também tendem a crescer.
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Tabela 3.1: Ndmero de anos de servigo (X) e niimero de cli-
entes () de agentes de uma companhia de seguros.

Agentes | Anos de servicos (X) | Nimero de clientes (Y)
A 2 48
B 50
C 4 56
D 5 52
E 4 43
F 6 60
G 7 62
H 8 58
I 8 64
J 10 72

Fonte: Bussab [3] (2017, p.86).

Figura 3.1: Diagrama de dispersdo para as varidveis X: anos de

servigco e Y: nimero de clientes.
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Fonte: Produgdo do autor.

Exemplo 3.2: Na Figura 3.2, temos o diagrama de dispersdo das variaveis:
X : renda bruta mensal;
Y : porcentagem da renda gasta em saude,

obtidas a partir de uma pesquisa feita com dez familias com renda bruta mensal entre 10 e

60 salarios minimos; os dados das variaveis se encontram na Tabela 3.2.
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Mais uma vez o diagrama mostra um padrdo linear claro. Contudo, este caso apre-
senta uma correlacdo negativa (ou inversa) entre X e Y, pois a medida que os valores de X

acrescem, os respectivos valores de Y tendem a decrescer.

Tabela 3.2: Renda bruta mensal (X) e porcentagem da renda

gasta em saude (Y) para um conjunto de familias.

Familia | Renda bruta mensal (X) | % gasta em satde (V)
A 12 7,2
B 16 7,4
C 18 7,0
D 20 6,5
E 28 6,6
F 30 6,7
G 40 6,0
H 48 5,6
I 50 6,0
J 54 5,5

Fonte: Bussab [3] (2017, p.87).

Figura 3.2: Diagrama de dispersdo para as varidveis X: renda bruta

mensal e Y: % renda gasta com saude.
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Fonte: Producao do autor.

Exemplo 3.3: Oito individuos foram submetidos a um teste (mdximo = 100 pontos) sobre
conhecimento de lingua estrangeira e, em seguida, mediu-se o tempo (em minutos) gasto
para cada um aprender a operar uma determinada maquina. Com isso foram medidas as

variaveis:
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X : resultado obtido no teste;

Y : tempo necessdrio para aprender a operar a maquina.

Os dados coletados encontram-se na Tabela 3.3. A Figura 3.3 mostra o diagrama de

dispersdo das varidveis X e Y. Diferente dos Exemplos 3.1 e 3.2, neste, ndo parece existir

uma associagao entre as varidveis, perceba que quando aumentamos os valores da varidvel X,

nao sabemos dizer o que pode ocorrer com os respectivos valores de Y. Neste caso, dizemos

que ndo existe correlacdo entre as duas varidveis ou que a correlagdo € nula.

Tabela 3.3: Resultado do teste (X) e tempo de ope-

racdo de mdquina (V) para oito individuos.

Individuo | Resultado do teste (X) | Tempo (Y)
A 45 343
B 52 368
C 61 355
D 70 334
E 74 337
F 76 381
G 80 345
H 90 375

Fonte: Bussab [3] (2017, p.88).

Figura 3.3: Diagrama de dispersdo para as varidveis X: resultado

do teste e Y: tempo de operacao.
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Fonte: Producdo do autor.
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Exemplo 3.4: Um objeto foi lancado para cima e mediu-se as seguintes varidveis:

X : tempo passado ap6s o lancamento do objeto;

Y : distancia do objeto em relacdo ao chio.

A Figura 3.4 mostrar o diagrama de dispersdo para as varidveis X e Y. Note que os
pontos apresentados no diagrama t€m como "imagem" uma curva, sugerindo uma correlacao

nao-linearentre X e Y.

Figura 3.4: Diagrama de dispersdo para as varidveis X: tempo pas-

sado e Y: distancia em relag@o ao solo.
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Fonte: Producao do autor.

3.3 Coeficiente de Correlacao Linear

Com o auxilio do diagrama de dispersdo fomos capazes de analisar e compreender o
comportamento conjunto de duas varidveis, verificando a presenca ou auséncia de associ-
acdo entre elas, e, caso havendo associacdo, definimos o seu tipo: correlagdo linear (posi-
tiva/negativa) ou correlacao nao-linear.

No entanto, € necessario o desenvolvimento de uma medida que possa quantificar esta
associacdo. Neste trabalho, iremos nos concentrar na associa¢do envolvendo o caso da corre-
lagdo linear, isto €, vamos definir uma medida de associa¢do chamada coeficiente de correla-
cdo linear, que € 1til para medir a for¢a da correlacdo linear entre valores de duas varidveis X
e Y em uma amostra. De acordo com Bussab [3] (2017), essa medida de associagdo fornece
a proximidade dos dados a uma reta.

Para tanto, consideremos um diagrama de dispersdo como o da Figura 3.5 (a) no qual
a origem do sistema de eixos ortogonais foi colocada no centro da nuvem de pontos, através

de uma transformacgdo conveniente. Perceba que os dados possuem uma correlagdo linear
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positiva (ou direta) e que a maioria dos pontos se encontram situados no primeiro e terceiro
quadrantes. No primeiro quadrante as coordenadas dos pontos sdo sempre positivas € no
terceiro as coordenadas sdo sempre negativas; assim, o produto das coordenadas de qualquer
desses dois quadrantes sempre sera positivo. Ao somar o produto das coordenadas dos pontos
obteremos um nimero positivo, tendo em vista a existéncia de mais produtos positivos do

que negativos.

Figura 3.5: Tipos de correlacdo entre duas variaveis
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Fonte: Bussab [3] (2017, p.89) (Adaptada).

Por outro lado, um diagrama de dispersao como o da Figura 3.5 (b) apresenta um tipo
de correlag@o linear negativa (ou inversa) e, realizando de forma anéloga os passos feito
acima, a soma dos produtos das coordenadas serd negativa.

Por fim, um diagrama como o da Figura 3.5 (c) ndo apresenta nenhum tipo de correla-
cdo linear entre as varidveis. Note que os pontos estdo igualmente dispersos entre os quatros
quadrantes; portanto, para cada produto das coordenadas que resultar em um nimero posi-
tivo, teremos um resultado negativo simétrico. Somando-se os produtos das coordenadas dos
pontos, o resultado serd igual a zero. Outra variante para esta situacdo € quando os pontos
no diagrama de dispersdo estdo préximos de um formato circular, neste caso, a soma dos
produtos serd aproximadamente zero.

Agora, com o auxilio das trés situacdes descritas acima, temos condi¢des de desenvol-

ver o coeficiente de correlacdo linear para, finalmente, defini-lo formalmente.

3.3.1 Calculo do Coeficiente de Correlaciao Linear

Consideremos os dados da Tabela 3.1. Pelo que vimos anteriormente, nosso primeiro
objetivo € colocar a origem do sistema de eixos ortogonais no centro da nuvem de pontos.
Parece ser bem razoavel deslocarmos a origem para o ponto de coordenadas X = 5,7 ey =
56,5, nesta ordem, que sdo as médias dos valores das varidveis X e Y, respectivamente. A
partir desta transformacao, uma observacao x; da varidvel X (resp. y; da varidvel Y) passa
a ter abscissa x; — X (resp. ordenada y; —y ) no novo diagrama de dispersao, veja a Figura
3.6 (a). Assim, os valores das novas coordenadas (x; —X,y; —¥) estdo mostradas na quarta e

quinta coluna da Tabela 3.4.
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Analisando o diagrama de dispersao da Figura 3.6 (a) percebemos que existe uma di-
ferencga de escalas entre os eixos, isto decorre do fato de que a variabilidade da varidvel Y é
muito maior se comparada com a da varidvel X. Podemos constatar isso através do desvio
padrdo de ambas as varidveis, onde dp(Y) = 8,11 e dp(X) = 2,41. Para que possamos re-
duzir os eixos a uma mesma escala, dividiremos cada um dos desvios que estao presentes na
quarta e quinta coluna da Tabela 3.4 pelo seu respectivo desvio padrdo. Os novos valores (Z,
e Zy) obtidos encontram-se na sexta e sétima coluna da Tabela 3.4, eles sdo, respectivamente,
os valores padronizados das varidveis X e Y, e o novo diagrama de dispersdo com a escala

dos eixos ajustada estd presente na Figura 3.6 (b).

Figura 3.6: Mudanca de origem e escala
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Fonte: Bussab [3] (2017, p.91) (Adaptada).

Finalmente, na oitava coluna, estd presente os produtos das coordenadas padronizadas
e sua soma, 8,769, que, como esperado, é positiva. Para concluirmos a definicdo dessa

medida de associacdo mencionemos a seguinte observacao feita por Bussab [3] (2017, p. 90)

A soma dos produtos das coordenadas depende, e muito, do niimero de pontos.
Considere o caso de associagdo positiva: a soma acima tende a aumentar com o
niimero de pares (x,y) e ficaria dificil comparar essa medida para dois conjuntos
com nudmeros diferentes de pontos. Por isso, costuma-se usar a média da soma dos

produtos das coordenadas.

Portanto, calculando a média dos produtos das coordenadas padronizadas, obtemos
r=238,769/10=0,877; ¢ comum representarmos a correla¢do entre duas varidveis X e Y pela
letra r. Assim, o grau de associacdo linear entre as varidveis em questdao estd quantificado
em 0,877.
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Tabela 3.4: Calculo do coeficiente de Correlagﬁo linear

Agentes | Anos (X) | Clientes (Y) | x;—X | yi—y dp( ) =7 dp( y) =Zy | Z:-Zy
A 2 48 3.7 -85 | —1.54 | —1,05 | 1,617
B 3 50 271 =65 | —-1,12 | —0,80 | 0,846
C 4 56 17| —0,5 | —0,71 0,06 | 0,043
D 5 52 07| —4,5 | —0,29 0,55 | 0,160
E 4 43 —-1,7 | —13,5 —0,71 —1,66 1,179
F 6 60 0,3 3,5 0,12 0,43 0,052
G 7 62 13| 55 0,54 0,68 | 0,367
H 8 58 23 | 1,5 0,95 0,19 | 0,181
I 8 64 23 | 7.5 0,95 0,92 | 0,874
J 10 72 4,3 15,5 1,78 1,91 3,400

Total 57 565 0 0 — — 8,769

Fonte: Bussab [3] (2017, p.90).

Com base no que foi exposto até o momento, temos condi¢des de definir formalmente

o coeficiente de correlacao linear.

Definicdo. Sendo (x;,y;) as observagdes individuais de cada elemento de uma amostra de

tamanho n das varidveis X e Y, chamaremos de coeficiente de correlagcdo linear amostral

=L G) o)

Em outras palavras, esta medida de associagdo € dada pela média dos produtos dos

entre essas varidveis o valor

valores padronizados das varidveis.

Para efeitos de cdlculos, (3.1) ndo € uma expressdo muito usual, pois o seu desen-
volvimento se torna trabalhoso para um nimero elevado de observagdes. Pensando nisso,
podemos utilizar as expressdes (2.6), (2.20) e (2.22) e realizar algumas manipulacdes algé-
bricas em (3.1), com efeito

1 Xi—X Yi—y\ _ 1 Xi—X yi—y
”Z<dP(X)) (dP(Y)) ”Z D) Z_y?_yz
1 Yxi—%)0i—y)

\/ L —nx \/ Ly —ny?

1 Z(xlyl Xiy — Xyi +xy)
[ xg—n?\ (Ly;-—ny*
n n
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1Y xyi —yyxi—Xyyi+3yy1
Ao (L) (23-n?)
n
Y xivi — ynx — xny + iyn
\/ (X7 —nx?) (L7 —ny?)
Y xiyi — nxy
V(X3 =) (£97 - m7?)

isto €,

n
Y xiyi —niy
r= =l . (3.2)

n n
<Zx12 — m‘c2> (Z’yl2 — nyz)
i=1 i=1

Perceba que (3.2) é uma expressdo que pode ser operacionalizada de modo mais pra-

tico, tendo em vista que precisamos apenas das seguintes quantidades para determinar o

coeficiente de correlagdo linear: n, X, y, Y x;y;, inz ey yiz.

Exemplo 3.5: Vamos calcular o coeficiente de correlagdo linear para as varidveis: renda
bruta mensal (X) e porcentagem da renda gasta em saiide (Y') do Exemplo 3.2. Inicialmente,

tomemos como base os dados da Tabela 3.2 para a constru¢do da Tabela 3.5 abaixo.

Tabela 3.5: Cdlculo do coeficiente de correlagdo linear para as varidveis

renda bruta mensal (X) e porcentagem da renda gasta em sadde (Y).

Familia | Renda (X) | % (Y) | x;y; x? y?
A 12 7,2 86,4 144 51,84
B 16 7.4 118,4 256 54,76
C 18 7,0 126,0 324 49,00
D 20 6,5 130,0 400 42,25
E 28 6,6 184,8 784 43,56
F 30 6,7 201,0 900 44,89
G 40 6,0 240,0 | 1.600 | 36,00
H 48 5,6 268,8 | 2.304 | 31,36
I 50 6,0 300,0 | 2.500 | 36,00
J 54 5,5 297,0 | 2916 | 30,25

Total 316 64,5 | 1952,4 | 12.128 | 419,91

Fonte: Tabela 3.2.
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Da tabela acima temos:

o Y x;y; = 1952,4;
o Y x7=12.128;
o Yy} =419,91.

Por fim, utilizando (3.2), obtemos

19,52,4 —10(31,6)(6,45)
/(12,128 = 10(31,6)2) (419,91 — 10(6,45)2) ’

Assim, o grau de associagdo linear entre as varidveis estd quantificado em —0,94, que

¢, como esperado, uma correlacao negativa.

3.3.2 Propriedades do Coeficiente de Correla¢io Linear

Anunciamos a seguir algumas propriedades que o coeficiente de correlacao linear pos-

sui. Essas propriedades nos ajudam a compreender e interpretar melhor tal coeficiente.
Propriedade 1: O valor de r estd sempre entre —1 e 1, inclusive. Isto é,

—-1<r<l1.

Prova: Inicialmente, veja que utilizando as expressoes (2.18) e (2.22) para o calculo do

desvio padrao, podemos reescrever (3.1) da seguinte forma

=t ) o)
LY (xi —x)(yi—)

- \/ Z()Cin—f)2 \/ Z(yz'n—Y)Z 7

isto nos da

2

o GEE-D0i-Y)

N <Z(xin—f)2> (Z(yirjy)z)'

(3.3)
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Agora, considere a seguinte fun¢do na varidvel real ¢

(A+1B)?,

™=

f=-

1

i

ondeA=x;—xeB=y,—Yy.
Visto que (A + tB)2 > 0, temos que f(z) > 0 para todo 7. Desenvolvendo, obtemos

f@t) = %Z(AZJthABthZBz)

1 1 1
= Y A2+2-Y AB+*-Y B
QLA LABHIT ),

Desse modo, f(¢) é uma expressdo quadritica em f. Em geral, se uma expressdo
quadritica g(t) = at” 4 bt + ¢ tem a propriedade de que g(¢) > 0 para todo ¢, isto significa
que seu discriminante b> — 4ac deve ser < 0. Aplicando essa conclusio a funcio f(¢), com
a=1yB%b=21yABec= 1y A2 obtemos

4 (% ZAB)Z —4 (%ZBZ) (%ZA2> <0

Isto nos fornece,

(LxAB)’ (,g):(x,—x)( -
(Txa?) (Txe) L= (m ) (y )

A partir de (3.3) e (3.4) chegamos a conclusdo de que r? <1, ou ainda, —1 < r < 1,

2

que € o resultado desejado.

Propriedade 2: O valor de r ndo muda se todos os valores de qualquer das varidveis forem

convertidos para uma escala diferente.

Prova: Mudar a escala de todos os valores de alguma das varidveis significa multiplicar
cada um deles por uma certa constante k > 0. Suponha que alteramos a escala da varidvel X

assim, cada observagdo x; passa a ser kx; € a média passa a ser kx. Com isso,

Y (kx;)y; — n(k%)y
V(L) = n(k)2) (£37 = n3?)

_ Y kxiyi — nkxy
(TR nieR) (032 )
_ k(Y xiyi — nxy)
k(£33 —n22) (L7 = n5?)
Y Xiy; — nxy

VE2 ) (597 - ny?)

que € exatamente o que afirma a propriedade.
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Propriedade 3: O valor de r ndo é afetado pela escolha de x; e y;.

Em outras palavras, se todos os valores de x; forem trocados pelos respectivos valores
de y; e vice-versa, entdo o valor de r ndo se altera. Esta propriedade € justificada pela

comutatividade da multiplicagdo de niimeros reais.
Propriedade 4: r mede a intensidade de uma relacdo linear.

Essa medida de associag¢do ndo € eficiente para medir intensidade de uma relagdo que
ndo seja linear; por exemplo, a relacdo presente na Figura 3.4.

Propriedade 5: r é muito sensivel a valores atipicos, no sentido de que um unico valor

atipico pode afetar drasticamente seu valor.

Essa propriedade € justificada pelo fato de o coeficiente de correlacdo linear ser uma
medida de associacdo que se baseia em médias, € como vimos na subse¢do 2.4.1 a média é

uma medida sensivel a valores atipicos.

3.3.3 Interpretacao do Coeficiente de Correlacao Linear

Nesta subsecdo vamos fazer um cruzamento entre a discursdo feita, na secdo 3.2, a
respeito do diagrama de dispersdo, e os possiveis valores que o coeficiente de correlacdao
linear pode assumir.

Quando o valor de r € exatamente igual a 1, dizemos que existe uma correlacao positiva
perfeita entre as varidveis X e Y. Graficamente, isto significa que todos pontos no diagrama
de dispersdo estdo alinhados sobre uma mesma reta ascendente, veja a Figura 3.7 (a). Por
outro lado, quando o valor de r € exatamente igual a —1, dizemos que ha uma correlacao
negativa perfeita entre as varidveis e os pontos no diagrama de dispersdo estdao alinhados

sobre uma mesma reta descendente, como na Figura 3.7 (b).

Figura 3.7: Coeficiente de correlacdo linear: r=1er=—1

Y )

8y

=l e r=-—1

(a) (b)

Fonte: Producdo do autor.
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Ao passo que 0 < r < 1, a correlacdo € dita positiva e pode variar entre forte, moderada
ou fraca, de acordo com o valor de r estar mais proximo de 1 ou nio, isto €, quanto mais
proximo de 1 estiver o valor de r, mais forte serd a correlacdo, e quanto mais afastado de
1 estiver o valor de r, mais fraca serd a correlacio. De modo andlogo, se —1 <r <0, a
correlagcdo € dita negativa e pode variar entre forte, moderada ou fraca, de acordo com o
valor de r estar préximo de —1 ou ndo.

Em relacdo a interpretagdo gréfica, tanto para 0 < r < 1 quanto para —1 < r < 0, existe
um certo distanciamento entre os pontos no diagrama de dispersdo, a Figura 3.8 (a) e (b)

ilustra esses dois casos, respectivamente.

Figura 3.8: Coeficiente de correlacdo linear: 0 <r<le —-1<r<0
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Fonte: Producdo do autor.

Para as varidveis anos de servigo (X) e niimero de clientes (Y), do Exemplo 3.1, o
valor do coeficiente de correlacdo linear foi de 0,877. Podemos interpretar essa informacao
dizendo que os anos de servico de agentes de uma companhia de seguros tem uma forte
correlagdo positiva (note que 0,877 estd proximo de 1) com o nimero de clientes que ele
possui, em outros termos, quanto mais anos de servico o agente tiver, mais clientes ele ten-
derd a ter. Perceba também que o diagrama de dispersdo da Figura 3.1 é semelhante ao da
Figura 3.8 (a).

Consideremos, agora, as varidveis renda bruta mensal (X) e porcentagem da renda
gasta em satide (Y) do Exemplo 3.2. O valor do coeficiente de correlagdo linear para es-
sas varidveis foi calculado no Exemplo 3.5 e € igual a —0,94. Isto nos diz que a renda
bruta mensal tem uma forte correlagdo negativa (veja que —0,94 estd proximo de —1) com
a porcentagem da renda gasta em sadde, ou seja, quanto maior for a renda bruta mensal,
menor, tenderd a ser, a porcentagem desta renda gasta em saide. Note a semelhanca entre os
diagramas de dispersao das Figuras 3.2 e 3.8 (b).

Quando o valor de r ~ 0, dizemos que ndo existe correlacdo entre as variaveis X e Y.
Temos que ter cuidado ao interpretar essa situagdo, pois quando afirmamos que nao existe
correlacdo quando r ~ 0, estamos nos referindo a linear. Em suma, quando r ~ 0 pode
ocorrer dois casos: ndo existe nenhum tipo de correlagdo entre as varidveis ou existe uma

correlacdo entre as varidveis, contudo, estd correlacao € nio-linear.
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Graficamente, o primeiro caso, significa que os pontos no diagrama de dispersao fi-
cam dispersos entre si, sem ter um padrdo claro a ser seguido; no segundo caso, os pontos
seguem uma curva plana (esta curva pode ser modelada através de uma fun¢do polinomial,

exponencial, logaritmica, etc.). A Figura 3.9 mostra alguns casos particulares.

Figura 3.9: Coeficiente de correlagdo linear: r ~ 0

Yy o o Y Y - :....
° ) = 5 °ge °
® o e [ ] .. L) ..
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e o ° R LI o © o®
r a0 1 | ra0 r ! P = (0 T
(a) (b) (c)

Fonte: Producao do autor.

Utilizando (3.2) e calculando o coeficiente de correlag@o linear para as varidveis resul-
tado do teste (X) e tempo de operagdo de mdquina (Y) do Exemplo 3.3, obtemos r = 0,238.
Este valor nos diz que o resultado obtido no teste de lingua estrangeira ndo possui correla-
cdo (note que 0,238 estd proximo de 0) com o tempo necessdrio para aprender a operar a
mdaquina. Esta dltima afirmacéo fica evidente quando analisamos o diagrama de dispersao
na Figura 3.3. Veja que a medida que o resultado obtido no teste aumenta, nao se sabe, nem

mesmo em média, qual seria o tempo necessario para aprender a operar a maquina.

Erro de Interpretacao Envolvendo Correlacao

O New York Pizza Connection, ou Principio da pizza, é uma "lei econdmica" bem-
humorada, mas geralmente historicamente precisa, proposta pelo nova-iorquino Eric M.
Bram, que observou em 1980 que, desde o inicio dos anos 60, o preco de uma fatia de
pizza correspondia, com uma precisdo incrivel, o custo de uma viagem de metr6 na cidade
de Nova York.

O termo "Pizza Connection" referente a esse fendmeno foi cunhado no inicio de 2002
pelo colunista do "New York Times" Clyde Haberman, quando em seu artigo "Will Subway
Fares Rise? Check at Your Pizza Place" (A tarifa do metr6 aumentara? Verifique na sua
Pizzaria), o mesmo escreveu que, na cidade de New York, a tarifa do metrd e o custo da fatia
de pizza "tinham andado paralelamente por décadas".

Uma amostra aleatdria das varidveis custo (em dolares) de uma fatia de pizza (X) e a
Tarifa do Metro (Y), coletada na segunda metade do século 20 e inicio do século 21, esta

listada na Tabela 3.6. A Figura 3.10 mostra o diagrama de dispersdo para essas variaveis.
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Tabela 3.6: Custo de uma Fatia de Pizza (X) e Tarifa do Metro6 (Y).

Ano | Custo da Pizza (X) | Tarifa do Metrd (Y)
1960 0,15 0,15
1973 0,35 0,35
1986 1,00 1,00
1995 1,25 1,35
2002 1,75 1,50
2003 2,00 2,00

Fonte: Triola [9] (2013, p. 415).

Figura 3.10: Diagrama de dispersdo para as varidveis
X: fatia de pizza e Y: tarifa do metro.
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Fonte: Produgdo do autor.

Vamos realizar uma andlise para esse conjunto de dados para verificar se existe ou ndo
correlacdo entre as varidveis em questao.

Inicialmente, podemos perceber, pela Tabela 3.6, que os pares de valores Pizza/Tarifa
sdo praticamente os mesmos. Veja que o diagrama de dispersao sugere que hd uma correlagao
positiva entre o custo da Fatia de Pizza e o custo da Tarifa do Metr6. Agora, calculando o
coeficiente de correlacdo linear para esse conjunto de dados, obtemos r = 0,987, o que
caracteriza uma forte correlac@o positiva entre as varidveis, como esperavamos.

A partir da andlise feita acima, podemos concluir que hd uma correlacio entre o custo
da fatia de pizza e a tarifa de metrd. Entretanto, ndo podemos concluir que um aumento no
custo da fatia de pizza cause um aumento na tarifa do metro, isto porque a correlacdo nao
implica causalidade. O que pode ter ocorrido no nosso exemplo é ambos 0s custos serem
afetados por varidveis ocultas, "uma variavel oculta é uma varidvel que afeta as varidveis
em estudo, mas que ndo estd incluida nele" (TRIOLA [9], 2013. p.423).

Um erro bastante comum na interpretacdo de resultados que envolvem correlagdo €

pensar que ela implica causalidade, mas como vimos, isso ndo € verdade.
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Capitulo 4

Regressao Linear Simples

4.1 Conceitos Basicos

No Capitulo anterior, apresentamos métodos que nos auxiliaram a explorar a presenca
ou auséncia de relagdo linear entre duas varidveis emparelhadas, e a quantificar a for¢a dessa
relac@o através do Coeficiente de Correlacdo Linear amostral ». Agora, vamos explicitar
algebricamente a forma dessa relagcdo através do Modelo de Regressao Linear Simples.
Nao diferente da Correlagdo Linear, a Regressdo Linear Simples também trabalha com um
conjunto de dados amostrais.

O Modelo de Regressdo Linear Simples (ou simplesmente o Modelo Linear) nos for-
nece uma equacao, chamada de equacdo de regressdo, que descreve o comportamento de
uma varidvel em funcdo do comportamento da outra. O grafico da equagdo de regressao €
uma reta, chamada de reta de regressdo, que melhor se ajusta ao conjunto de dados amostrais
emparelhados das varidveis em estudo.

Quando lidamos com um modelo, sob o ponto de vista da estatistica, devemos ter em
mente que as relagdes entre as varidveis quase nunca sao exatas, deterministicas (como foi
visto na secdo 3.1). Elas, em geral, incluem flutuagdes aleatérias. Logo, qualquer modelo

estatistico € constituido por duas componentes:
Modelo = Componente Sistematica + Componente Aleatéria

Com este fato em mente, temos condi¢des de definir o Modelo Linear.

Definicdo. Sendo (x;,y;), onde i = 1,...,n, as observagées individuais de cada elemento de

uma amostra de tamanho n, a equagdo de regressdo é dada por

vi=axi+b+e;, i=1,....n “4.1)

onde a e b sdo os parametros do modelo e e; representa a componente aleatoria do modelo.
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A componente sistemdtica do modelo é a média ax; + b, referente a varidvel Y, que
serd representada por

W(x;) = ax;+b. (4.2)

E importante destacar que a componente sistemdtica pode ser entendida como uma
média devido as suposicdes que sdo estabelecidas a cerca das varidveis X e Y na subsecdo
4.2.1.

A componente aleatdria e;, € conhecida como o erro que se comete ao tentar modelar

a relacdo entre as varidveis X e Y. A Figura 4.1 ilustra a defini¢do acima.

Figura 4.1: Modelo de Regressao Linear Simples

v

T

Fonte: Produgao do autor.

No modelo (4.2), o parametro b € o intercepto, isto €, representa o ponto onde a reta
de regressdo corta o eixo das ordenadas; o parametro a, é o coeficiente angular da reta, ele
representa o quanto Y varia em média para um aumento de uma unidade da varidvel X. Esses

parametros estio representados na Figura 4.2.

Figura 4.2: Representag¢do dos Parametros a e b.
w(z;)) =ax;+b

A
Y

ax; +b+a

4
) PRS-

8
+ .
—

Fonte: Bussab [3] (2017, p.464) (Adaptada).

43



O modelo (4.2) é chamado linear, pois ele representa uma reta. Todavia, Bussab [3]
(2017, p.451) observa que em casos mais gerais, o termo linear refere-se a0 modo como os
pardmetros entram no modelo, ou seja, de forma linear. Um exemplo é o modelo u(x;) =
axl-2 + bx; + ¢, que embora represente uma pardbola graficamente, € linear em a, b e c. Em

contra partida, i (x;) = ae® nio é um modelo linear em a e b.

4.2 Estimacao dos Parametros

O objetivo desta se¢do € utilizar dados amostrais emparelhados para estimar a equagao
de regressdo. E notério que dispondo apenas dos dados amostrais, ndo podemos achar os

valores exatos dos parametros a € b, mas com esses mesmo dados, podemos estiméa-los.

4.2.1 Suposicoes para as Variaveis X e Y

Antes de estimar, de fato, os pardmetros a e b, se faz necessario estabelecer algumas

suposi¢cdes acerca das varidveis X e Y envolvidas. Vejamos quais sdo essas suposicoes:

12 Suposicao: A varidvel X é por hip6tese controlada e ndo esta sujeita a variagoes alea-

torias.

22 Suposicao: Para dado valor x; de X, os erros ¢; distribuem-se ao redor da média ax; + b

com média zero, isto €, se e representa a varidvel erro, entio

e=0. 4.3)

32 Suposicao: Os erros tenham a mesma variabilidade em torno dos niveis de X, ou seja,

Var(e) = 2. (4.4)

Em outras palavras, a 2% e 3% suposi¢do nos dizem que a média e a variancia de e ndo

dependem do valor de x;.
4* Suposiciio: Os erros ¢; sejam nao-correlacionados, ou seja, cor(e;,ej) =0,V i # j.

Essas suposi¢des sdo feitas com base em justificativas formais. Como tais justificativas
ndo implicam em ganho substancial para o propdsito destas notas, ndo as apresentaremos

aqui.
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4.2.2 Método dos Minimos Quadrados (MMQ)

Um dos métodos mais utilizados para a estimacdo de parametros é o Método dos Mi-
nimos Quadrados (MMQ). Isto se d4 pelo fato do MMQ exigir uma série de suposi¢des
minimas (as apresentadas na subsecdo anterior) para ser aplicado, enquanto outros métodos
exigem, além das citadas, outras suposicdes; um exemplo disto é o Método da Maxima Ve-
rossimilhanca que exige que os erros possuam distribuicdo normal (o leitor interessado no
assunto pode consultar [7] (MEYER, 1983).

Segundo Bussab [3] (2017, p.317), o MMQ foi

introduzido por Gauss em 1794, mas que primeiro apareceu com esse nome no
apéndice do tratado de Legendre, Nouvelles Méthodespour la Determination des
Orbites des Cometes, publicado em Paris em 1806. Gauss somente viria a publicar
seus resultados em 1809, em Hamburgo. Ambos utilizaram o principio em conexao

com problemas de Astronomia e Fisica.

Para o desenvolvimento do MMQ consideremos o problema de escolher uma reta para
representar um conjunto de n pontos, (x1,y1),(x2,2),.., (Xs,¥n), N40 necessariamente co-
lineares. Para cada reta candidata, o MMQ analisa as n diferengas entre cada valor y; e o
valor na reta, correspondente ao respectivo valor x;. A reta escolhida é aquela que apresenta
a menor soma de quadrados de tais diferencas.

A Figura 4.3 mostra a ideia do ajuste por minimos quadrados a um conjunto de seis

pontos, apresentados na Figura 4.3 (a).

Figura 4.3: Ajuste da reta por minimos quadrados.
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Fonte: Charnet [4] (2008, p.29) (Adaptada).
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Para cada ponto (x;,y;), estamos tracando um segmento vertical cujo comprimento é o
moédulo da diferenca entre y; e o valor da reta em x; (perceba que essa diferenca € exatamente
e; quando o isolamos em 4.1).

A reta na Figura 4.3 (b) € a reta escolhida pelo MMQ. Perceba que na Figura 4.3 (c)
todos os segmentos sao maiores, se comparados com os da Figura 4.3 (b). Por outro lado,
a Figura 4.3 (d) apresenta segmentos de comprimentos bem préximos dos da Figura 4.3
(b); todavia, no cdlculo da soma dos minimos quadrados das diferencas, o resultado ainda é
menor para a reta da Figura 4.3 (b).

Se equacionarmos o problema da escolha da reta que melhor se ajusta ao conjunto dos
n pontos, 0 MMQ consiste em encontrar os valores dos parametros a e b da expressao (4.1)
de forma que minimizem a soma dos quadrados dos erros (ou diferencas), que como vimos

sdo dados por

ei=yi—(ax;j+b), i=1,2,...n. 4.5)

Perceba que ao considerarmos a Soma dos Quadrados dos Erros (SQE) em (4.6), te-
remos, para cada valor de a e b, um resultado diferente para essa soma de quadrados. Em

outros termos, obtemos a quantidade de informacao perdida pelo Modelo Linear.

SQE =Y e} =Y [yi— (axi+b)]*. (4.6)
i=1

i=1
Portanto, minimizando a SQE estamos também minimizando a quantidade de infor-
macdo perdida. Assim, nosso objetivo € encontrar o minimo da funcdo SQE nas varidveis
reais a e b.
Para encontar esse minimo, devemos obter as seguintes derivadas parciais:

; [yi — (axi+b)]2

||M:

d & 2
3 i;[y, (ax;+Db)]".
Para um estudo relacionado a fungdes reais de duas varidveis e derivadas parciais,
indicamos [8] (STEWART, 2016) ao leitor. Dando continuidade, se denominarmos por d e b
os valores que minimizam a funcdo, teremos o seguinte sistema:

—2 Y [yi — (ax; +b)]x; = 0

-

—2 Y [vi— (axi+b)] =0,
i=1

ou ainda,
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n n n
Zyi—&Zx,-—nbzo
i=1 i=1

que € denominado sistema de equacdes normais.

Pela equacio (4.8), obtemos

e, substituindo na equacdo (4.7), temos

iny,- — cAleiz -y - &X)in =0
= iny,' — delZ —(—a)nx =0
= iny,- — cizlxl2 — nxy + nax> = 0

= d(le-z — nfz) = iny,- — nxy

. inyi — nxy
= a==-.

le-z — nx?
Em resumo, obtemos

n
Y xiyi — niy
~i=1
a= n

2

i—n)_Cz

i=1

b=y — ax.

4.7)

(4.8)

4.9)

(4.10)

Observe que a solucdo encontrada poderia representar tanto um minimo quanto um

maximo da funcdo SQE. Todavia, tal fun¢cdo ndo possui um méiximo, bastar notar que, para

qualquer reta que passe acima (ou abaixo) dos pontos, sempre podemos apontar uma outra

reta cuja soma dos quadrados dos erros seja ainda maior.

Finalmente, substituindo as expressoes (4.9) e (4.10) em (4.2), teremos um estimador

para pi(x;), dado por

fi(x;) = ax;+b,
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e que iremos representd-lo da seguinte forma
$=dax+b. (4.12)

A expressao (4.12) é conhecida como equagdo de regressdo e o grafico de tal equagao

¢ denominado reta de regressdo (ou reta dos minimos quadrados ou, ainda, reta ajustada).

4.3 Determinacao da Reta de Regressao

As expressoes para d € b sdo muito convenientes para efeito de célculos, uma vez que

. . . . » . — 2
precisamos apenas das seguintes quantidades para determinda-los: n, X, y, } x;y; € ) X;.

Exemplo 4.1: Vamos determinar a equagao de regressao para as variaveis: niimero de anos
de servigo (X) e niimero de clientes de agentes de uma companhia de seguros (Y) do Exem-
plo 3.1. Tomemos os dados da Tabela 3.1 como base para a construcdo da Tabela 4.1 a
seguir.

Tabela 4.1: Determinacdo da reta de regressdo para as varia-

veis nimero de anos de servico (X) e nimero de clientes (V).

Agentes | Anos (X) | Clientes (Y) | x;y; | x?
A 2 48 96 4
B 3 50 150 | 9
C 4 56 224 | 16
D 5 52 260 | 25
E 4 43 172 | 16
F 6 60 360 | 36
G 7 62 434 | 49
H 8 58 464 | 64
I 8 64 512 | 64
J 10 72 720 | 100

Total 57 565 3.392 | 383

Fonte: Tabela 3.1.

Da tabela acima obtemos:

= 56,5;

Y xivi =3.392;
o Y x7=383.
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Agora, utilizando (4.9) e (4.10), obtemos

3.392—10(5,7)(56,5)

=2,95
383—10(5,7)2 )9

a—=

bh=156,5—2,95(5,7) = 39,68.

Portanto, a equagdo de regressao para as varidveis anos de servico e nimero de clientes
¢ dada por § = 2,95x 4 39,68. Esta equacdo nos informa que um determinado agente terd,
em média, um acrescimo de 2,95 unidades no nimero de clientes no decorrer de um ano de
servico. A Figura 4.4 mostra o diagrama de dispersdo com a reta de regressdo ajustada ao

conjunto de pontos.

Figura 4.4: Exemplo 4.1: Reta de regressao ajustada
75

~l
o

Nimero de Clientes (V)

40

2 3 4 5 6 7 8 9 10
Anos de Servigo (X)

Fonte: Produgdo do autor.

Exemplo 4.2: Neste exemplo vamos determinar a equacdo de regressdo para as varidveis:
renda bruta mensal (X ) e porcentagem da renda gasta em saiide (Y') do Exemplo 3.2. Note-
mos que as quantidades que necessitamos para calcular as estimativas d e b j4 foram deter-

minadas no Exemplo 3.5,

e n—=10;
e Xx=231,6;
e y=06,45;

[ ] le'yi = 1952,4;

o Y x7=12.128.
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Desse modo, utilizando (4.9) e (4.10), obtemos

1.952,4 — 10(31,6)(6,45)
A= = 0,04
“ 12.128 — 10(31,6)2 :

e
h=6,45—(—0,04)(31,6) =17,72.

Finalmemte, a equagdo de regressdao para as varidveis renda bruta mensal e porcen-

tagem da renda gasta em sadde é dada por § = —0,04x+ 7,72. Esta equagdo nos informa

que a porcentagem da renda gasta em saude terd, em média, um decréscimo de —0,04 uni-
dade quando a renda bruta mensal sofrer um acréscimo de um saldrio minimo. A Figura 4.5

mostra o diagrama de dispersdo com a reta de regressao ajustada.

Figura 4.5: Exemplo 4.2: Reta de regressdo ajustada
s

~

»

% Gasta em Saude (Y)

L
3

15 20 25 30 35 40 45 50 55
Renda Bruta Mensal (X)

-
o

Fonte: Produgdo do autor.

A partir destes dois exemplos pontuamos algumas observagdes importantes, que faci-

litam o estudo da Regressao Linear Simples.

Observacao 4.1 O sinal do estimador a coincide com o sinal do coeficiente de correlacdo
linear. Para ter uma verificacdo parcial dessa observacdo, compare os sinais de a nos

Exemplos 4.1 e 4.2 com os respectivos sinais de r das varidveis estudadas.

Observacao 4.2 O estudo da Regressdo Linear Simples é melhor aproveitado apds ser apre-
sentado o conteiido de Correlacdo Linear, tendo em vista que, uma vez confirmada a cor-
relacdo linear como sendo o tipo de associacdo estabelecida entre as varidveis, podemos
utilizar o Modelo Linear de forma segura. Além disso, as quantidades necessdrias para de-
terminar os estimadores @ e b sdo praticamente as mesmas para determinar o coeficiente de

correlacdo linear, sem que seja necessdrio realizar cdlculos adicionais.

Observacao 4.3 Ndo se pode extrapolar o conjunto de dados na Regressdo Linear Simples.

Isto significa que, dado um certo valor x que ndo pertenca ao intervalo limitado pelo menor
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e maior valor observado da varidvel X, ndo é possivel utilizar a equagdo de regressdo para
predizer qual seria o valor esperado para a varidvel Y. Uma ilustracdo disso seria no
Exemplo 4.1, onde ndo podemos tomar um x menor que 2 ou maior que 10 para dizer, em

média, qual seria o niimero de clientes de um determinado agente.
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Capitulo 5

Proposta Didatica com Auxilio do
Software GeoGebra

Como jé foi mencionado, a andlise de Correlacdo Linear e Regressdao Linear Simples
¢ um instrumento de medicdo extremamente poderoso que estuda o relacionamento entre
duas varidveis quantitativas emparelhadas. Todavia, para colocar esta andlise em prética é
necessario muito cuidado e perspicécia da parte de quem a executa, isto no sentido de inserir
dados e realizar os cdlculos corretamente, haja vista que um erro (por menor que seja) pode
gerar resultados falsos, conduzindo a erros de interpretacao.

Percebe-se, ainda, que para um conjunto de dados que possua uma grande quantidade
de observagdes, realizar os cdlculos do Coeficiente de Correlacdo Linear, dos estimadores d
e b e construir o diagrama de dispersdo com a reta de regressio ajustada é uma tarefa penosa
e que consome uma grande quantidade de tempo.

Todos estes fatos podem ser um dificultador ou at€é mesmo um desestimulo para o
aluno que estd tendo o primeiro contato com a Correlagdo e a Regressdo. Nesse sentido,
faz-se necessdrio a busca de recursos que facilitem o ensino desses conteidos. Felizmente,
nas duas dltimas décadas, as tecnologias de informacdo e comunicacdo (TIC) evoluiram
de forma significativa, afetando o processo de aprendizagem nos diversos campos e niveis
escolares.

Tendo isto em vista, utilizar essas ferramentas tecnoldgicas, em nossa pratica pedago-
gica, contornariam as possiveis dificuldades que os alunos venham a apresentar. Além do
mais, os documentos oficiais que norteiam a educag@o no Brasil recomendam o uso dessas
ferramentas, por exemplo, a BNCC "propde que os estudantes utilizem tecnologias, como
calculadoras e planilhas eletronicas, desde os anos iniciais do Ensino Fundamental" (BRA-
SIL [1], 2017, p.518).

Segundo este documento, a inser¢do de tais tecnologias possibilita que os estudantes
possam ser estimulados a desenvolver o pensamento computacional, por meio da interpreta-
cdo e da elaboracdo de diagramas, graficos e algoritmos. Em contrapartida, as Orientacdes

Curriculares para o Ensino Médio, Brasil [2] (2006, p.87), destacam que
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Nao se pode negar o impacto provocado pela tecnologia de informacdo e comuni-
cacdo na configuragcdo da sociedade atual. Por um lado, tem-se a insercdo dessa
tecnologia no dia-a-dia da sociedade, a exigir individuos com capacitacdo para bem
usd-la; por outro lado, tem-se nessa mesma tecnologia um recurso que pode sub-
sidiar o processo de aprendizagem da Matemdtica. E importante contemplar uma
formacao escolar nesses dois sentidos, ou seja, a Matemadtica como ferramenta para

entender a tecnologia, e a tecnologia como ferramenta para entender a Matematica.

Portanto, seguindo as recomendacdes da BNCC e as Orientacdes Curriculares para o
Ensino Médio, o objetivo deste capitulo é desenvolver uma proposta de atividade para os
contedidos de Correlacdo Linear e Regressao Linear Simples utilizando o Software Matema-
tico GeoGebra. Software este que € mencionado como ferramenta auxiliar no processo de

ensino aprendizagem em diversos tralbalhos de ensino e pesquisa em todo o mundo.

5.1 O Software GeoGebra

5.1.1 Contexto Historico

O GeoGebra (aglutinagdo das palavras Geometria e AlGebra) é um software de mate-
matica dindmica para todos os niveis de ensino, foi objeto da tese de doutorado de Markus
Hohenwanter na Universidade de Salzburgo, Austria (2001). Atualmente, Markus lidera
uma grande equipe de programadores e pesquisadores entusiasmados no desenvolvimento
do GeoGebra para aprendizagem e o ensino da matematica nas escolas.

Podendo ser utilizado em ambientes online e offline, o GeoGebra retine, em um tnico
pacote facil de se usar, elementos da Geometria, Algebra, Planilha de Calculo, Graficos,
Probabilidade, Estatistica e Calculos Simbdlicos. Este software possui uma comunidade que
¢ formada por milhdes de usudrio em praticamente todos os paises. Este feito o tornou lider
na drea de softwares de matemadtica dinamica, auxiliando o ensino e a aprendizagem em
Ciéncia, Tecnologia, Engenharia e Matematica.

Com uma ampla possibilidade de uso, o Geogebra foi construido em java, o que possi-
bilita ser executado virtualmente em qualquer sistema operacional como: Android, Windows,
Windows Phone, Unix/Linux e iOS. E um programa multiplataforma, podendo ser execu-
tado em Computadores, Tablets e Smartphones. Para Computadores, pode ser encontrado
para donwload de forma livre e gratuita via internet no site http://www.geogebra.org, e para
Tablets e Smartphones, estd disponivel nas lojas de aplicativos, também de forma livre e
gratuita.

Podemos também citar, além das mencionadas, outras vantagens que tras o GeoGebra:

e Interface amigdvel, com varios recursos sofisticados;

e Ferramenta de producio de aplicativos interativos em péaginas WEB;
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e Disponivel em vdrios idiomas para milhdes de usudrios em torno do mundo.

Atualmente, estdo espalhados por todo o mundo 62 Institutos Internacionais de GeoGe-
bra, 6 destes estdo localizados no Brasil. Tais institutos sdo organizacdes sem fins lucrativos
e foram criados devido a ampla divulgacdo e uso do software, onde professores e pesquisa-
dores trabalham juntos para promover o ensino e a aprendizagem da Matemadtica apoiando e

desenvolvendo as seguintes atividades:

e Desenvolver materiais gratuitos para oficinas;

Oferecer oficinas para professores e para futuros formadores;

Desenvolver e implementar novas funcionalidades do software GeoGebra;

Desenvolver um sistema de apoio online para professores;

Avaliar e melhorar as atividades de desenvolvimento profissional e materiais;

Projetar e implementar tépicos de pesquisa;

Comunicagdes em conferéncias nacionais € internacionais.

5.1.2 Interface Grafica

Nesta subsecdo trataremos dos seguintes assuntos: instalagdo do software GeoGebra
no sistema operacional windows e apresentacdo de sua interface grafica. Estamos utilizando
como referéncia o GeoGebra Cléssico 6; logo, tudo que aqui for mencionado refere-se a esta
versdao. A Figura 5.1 apresenta a logo do GeoGebra.

Figura 5.1: Logo do GeoGebra

GeaGebra

Fonte: Produgdo do autor.

Para realizar a instalacdo no Windows basta seguir os passos abaixo. A instalagdo em

outros sistemas operacionais € relizada de modo andlogo,
1°) Acesse o site [14] https://www.geogebra.org/download;
2°) Selecione o GeoGebra Classico 6 e clique em Download;

3°) Na pasta "Downloads" execute o aplicativo baixado.

Obs: A Figura 5.2 ilustra o 1° e 2° passo e a 5.3 ilustra o 3°.
Dessa forma o GeoGebra esta pronto para uso.
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Figura 5.2: Instalacdo do GeoGebra, 1° e 2° passo
€ Baixar Aplicativos - GeoGebra X 4 = ¥

<« a v @

= GeoGebra Q roc

ENTRAR NO SISTEMA

Baixar Aplicativos GeoGebra

Aplicativos GeoGebra gratuitos para iOS, Android, Windows, Mac, Chromebook e Linux
3D Calculator

Calculadora Gréfica
Trace grafico de funcaes, resolva equacdes e Represente funcaes 3D, superficies e outros objetos
represente dados gratuitamente em 3D com essa ferramenta

DOWNLOAD INiCIO DOWNLOAD INiCIO

GeoGebra Classico 6

Geometria
Construa circulos, angulos, transformagdes e muito Aplicativos gratuitos reunidos para geometria, planilha,
mais com esta ferramenta probabilidade e CAS

DOWNLOAD INiCIO 2° passo INCIO
Realidade Aumentada GeoGebra Classico 5
Introduza a matematica 3D a0 mundo real com Aplicativos gratuitos reunidos para geometria, planilha,
GeoGebra Realidade Aumentada probabilidade e CAS

DOWNLOAD DOWNLOAD

Fonte: Produgdo do autor.

Figura 5.3: Instalagdo do GeoGebra, 3° passo

Y0~ nloa Gereniar =
Inicio  Compartilhar  Exibir Ferramentas de Aplicativo (2]
N - -
B2 A [ Moverpara~ ¥ Excluir J v = 5|
- -
Foarno  Copiar Colar 1 [ Copiarpara~ =] Renomear  Nova Propriedades Selecionar
Acesso répido pasta - ) -
Area de Transferéncia Organizar Novo Abrir
<« v 1 ¥ > Este Computador » Downloads v U | Pesquisar Downloads »p
Nome
3 Acesso rapido
~ Hoje (1)

Creative Cloud Fil
@ Feative Houd s IOGeoGebra—Windows—\nslaller—6—0—574—0.exeI

@ OneDri
el Abrir Arquivo - Aviso de Seguranca X

= Este Computador

[ Area de Trabalho Deseja executar este arquivo?

pou dows-Installer-6-0-574-O.exe
= Imagens Forecedor: GeoGebra GmbH
D Masicas Tipo: Aplicativo
# Objetos 3D Origem: C:\Users\Matheus Queiroz\Download: W..
8 videos o
205(C) 3° passo
W Rede Sempre perguntar antes de abrir este arquivo

_ Embora arquivos provenientes da Intemet possam ser tteis, este tipo
\ﬂ) de arquivo pode danificar seu computador. S6 execute software de
= fomecedores em quem vocé confia. Qual & o risco?

Fonte: Producdo do autor.

A interface grifica do GeoGebra estd organizada em seis regioes:

1. Barra de Menus

A Barra de Menus disponibiliza op¢des como para salvar o projeto em arquivo (.ggb)

e para controlar configuragdes gerais.
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2. Barra de Ferramentas

A Barra de Ferramentas concentra todas as ferramentas tteis para construir pontos,
retas, figuras geométricas, obter medidas de objetos construidos, entre outros. Cada
icone dessa barra esconde outros icones que podem ser acessados clicando com o

mouse em seu canto inferior direito.

3. Janela de Algebra

Regido em que € exibida as coordenadas, equacdes, medidas e outros atributos dos

objetos construidos.

4. Entrada

Campo de entrada para digitacdo de comandos.

5. Janela de Vizualizacao

Regido de visualizagdo grafica de objetos que possuam representacdo geométrica e que
podem ser desenhados com o mouse usando icones da Barra de Icones ou comandos
digitados na Entrada

6. Teclado Virtual

O Teclado Virtual possui uma listagem de comandos predefinidos que auxiliam na
digitacdo.

A Figura 5.4 a seguir apresenta a interface do software GeoGebra.

Figura 5.4: Interface Grafica do GeoGebra

€2 Gréfico - GeoGebra - X
A . s —
+ ] | [REE S B Ao
2’ Editar
! ¢ Disposicoes
7 # Exibir
£ Configuragdes
-8 -7 ) 5 4 3 -2 -1H--o 1 2 3 % Ferramentas
o—@ P (? Help & Feedback
o+ Entrar...
-2
-3
123 f(x) ABC aBy X
X y Z ™ 7 8 9 x +
o ovm e 4 5 6 e - ( : )
< > < > 1 2 3 = &
( ) i 0 < > &«

Fonte: Produc¢do do Autor.
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5.1.3 GeoGebra: Correlacao Linear e Regressao Linear Simples

Vamos, agora, ensinar a configurar o GeoGebra para que ele fique no formato de Pla-
nilha, possibilitando a insecdo de dados emparelhados e, consequentemente, a andlise de
Correlacao Linear e Regressao Linear Simples.

Inicialmente, na Barra de Menus clique na guia Exibir. Nesta guia estardo selecionadas
a Janela de Algebra e a Janela de Visualizagcdo, deixe apenas selecionado o campo Planilha.

A interface do GeoGebra ficard igual a que se encontra na Figura 5.5.

Figura 5.5: GeoGebra formato Planilha

€2 GeoGebra Classic -

h o2 X

P o
'«

B Arquivo

»' Editar

>
(2]
O
o
m
“ul
o)
b
o

I

() Disposicdes

# Exibir

A/ OJanela de Algebra

x= [JCalculo Simbodlico (CAS)
@ (Janela de Visualizagdo
&

Janela de Visualizagdo 2

© ©® N O o N ®w N

Janela de Visualizagdo 3D

I;i} “Planilha

N = o

A\ OCalculadora de Probabilidade

- »

Fonte: Producdo do autor.

Para construir o Diagrama de Dispersao, insira e selecione os dados que serdo plotados
. . . , 8 . ~ PR . .
no diagrama. Em seguida, clique no icone e selecione a op¢ao Andlise Bivariada, de

acordo com a Figura 5.6.

Figura 5.6: Passos para constru¢do do Diagrama de Dispersao

€2 GeoGebra Classic - O X
% [odl] o2 = e Q=
. - T D E F G H I J opr
1 E[i]] Analise Univariada =¥
2| I8 A
3
g 554 Analise Multivariada
6 1 2
7 2 4
8 3 4
9 4 3
10 5 4
1 6 7
12 7 6
13 8 9
14
o Analise Bivariada : ‘ me
@ Analisa pares de valores em um bloco de células i
»

Fonte: Produg¢ao do autor.
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Realizando esses passos o GeoGebra gera automaticamente o Diagrama de Dispersao,
ficando com o aspecto da Figura 5.7.

Figura 5.7: Diagrama de Dispersao

€2 GeoGebra Classic - X
8 [ i - f—
& % = e Q=
A B C D xn v %A 123 (3 X5 -
- | ot Scatterplot * Ix 38 = XsY .
Y:B6:B13
2
10
3
4 )
5
6 1 2 8
7 24 2
®
8 3 4
9 4 3 6 ]
10 5 4
1" 6 7
12 7 6 4 ° °
13 8 9
14 @
15
16 2 @ )
17
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
18
19 X:AB:A13
20 Modelo de Regressdo
21
Nenhum
22:
23
,

Fonte: Produgdo do autor.

Para calcular o Coeficiente de Correla¢do Linear (r), basta clicar no icone 2x (Exibir
Estatistica). Com isso, aparecerd uma janela contendo uma tabela com vdrias estatisticas

referentes ao conjunto de dados inserido, dente elas, o r, conforme Figura 5.8.

Figura 5.8: Coeficiente de Correlagdo Linear (r)

€ GeoGebra Classic - X
i Hob = ¢ f—
A B —anm i v v %A 123 (3 X<
o \ Estlaust\ca \ Scatterplot = XsY

l Médiax4.5 Y:B6:813

2 IMédiaY4.625 e

3

& °

5

6 1 2 8

7 2 2] 5

8 3 4

9 4 3 6 ]

10 5 4

1" 6 7/

12 7 6 4 ® ®

13 8 9

14 ]

15

16 2 ] ]

4 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
18

19 X:A6:A13

20 Modelo de Regressao

21

Nenhum

22

23
e ;

Fonte: Producao do autor.
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Finalmente, para determinar a Equacdo de Regressdao, bem como sua reta ajustada,

clique na guia que se encontra logo abaixo de Modelo de Regressdo, Figura 5.9. Apare-

cerd varios modelos de regressdo (Linear, Logaritimica, Polinomial, etc.), escolha o modelo

Linear.

Figura 5.9: Selecionando o modelo Linear

Modelo de Regressao

\ Linear v \
Nenhum
Log
Polinomial
Poténcia
Exponencial
Crescimento
Senoidal
Logistica

Fonte: Producao do autor.

Assim, o GeoGebra gerard a Equacdo de Regressdo e apresentard a reta ajustada no

Diagrama de Dispersao. Também € possivel predizer valores da varidvel Y para um certo

valor x da varidvel X. A Figura 5.10 esclarece os pormenores.

Figura 5.10: Equacao de Regresdo e reta ajustada

€2 GeoGebra Classic

(x)% % =
A

=X/

123
345

= s
= XsY

'«

B g% Estatistica Scatterplot L

1 = [M&diax4 5 Y:B6:B13

2 IMédiaY4.625

3 Bx 24495 | °

. By 25036

r 0.9202

5 0.9278

6 1 2 [Sxx 42 8

7 2 2 Syy 43875

5 g A Bxy 395

9 & 3 R2 08467 | ©

10 5 4 SEQ  6.7262

1" 6 7

12 74 6 " °

13 8 9

14 @
15

5 2 o o

4 0 1 2 3 4
18

19 X:A6:A13

20 Modelo de Regressdo

2l y = 0.9405 x + 0.3929

22 Linear v =

23 Avaliar Simbolicamente: x = |5 |l y= 5.0952
g

Fonte: Producdo do autor.

Observacao 5.1 A ordem em que as varidveis sdo inseridas altera o Diagrama de Disper-

sdo e a Equacdo de Regressdo, ou seja, os pares de dados (x,y) e (y,x) geram resultados

distintos, exceto para o Coeficiente de Correlagdo Linear.

Observacao 5.2 Os dados utilizados nas ilustracdes acima sdo ficticios.
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5.2 Sequéncia Didatica

Sequéncia didatica € definida por Zabala ([10], 1998, p.18 - grifos do autor) como "um
conjunto de atividades ordenadas, estruturadas e articuladas para a realizacdo de certos
objetivos educacionais, que tém um principio e um fim conhecidos tanto pelos professores
como pelos alunos". Assim, o objetivo desta secdo € apresentar uma sequéncia didatica para
o ensino da andlise de Correlacdo Linear e Regressdo Linear Simples, ou seja, apresentar
um conjunto de atividades encadeadas para tornar mais eficiente o processo de apredizagem
destes conteudos.

5.2.1 Puablico-Alvo e Apresentacao do Contetdo

Propde-se que a andlise de Correlacdo Linear e Regressao Linear Simples seja apresen-
tada para alunos do 3° ano do Ensino Médio. A escolha deste publico se deve ao fato de que
os conteddos da Estatistica Descritiva, tais como: medidas de tendéncia central e dispersao,
construcdo e interpretacdo de tabelas de frequéncia e representacdes grafica, ja terem sido
apresentados por completo aos mesmos, tendo em vista a necessidade de tais conteudos para
o estudo que se segue.

Uma vez selecionado o publico-alvo, partimos para a forma de exposicao do contetdo.

Com relagdo ao material tedrico e exemplos voltados para os conteidos de Correlagao
Linear e Regressdao Linear Simples, o professor pode fazer uso do que foi desenvolvido na
introducao deste trabalho e nos capitulos 3 e 4.

Abaixo estdo elencados cinco momentos que o professor pode seguir para realizar a

apresentacao do conteudo:

Primeiro momento - Apresentacdo do contexto histérico dos temas que serdo abor-
dados em sala, mencionando os precursores e suas contribuicdes para a estatistica e as

outras areas do conhecimento.

Segundo momento - Introducio dos contetidos e conceitos por meio de um exemplo
ou de uma situagdo-problema ou, ainda, de uma situa¢do "motivadora", fazendo com

que os alunos pensem nas possiveis estratégias e solu¢des para o exemplo/situacao.

Terceiro momento - Retomada e resolucdo do exemplo/situagdo proposto(a) no se-
gundo momento.

Quarto momento - Formalizacdo e a sistematizacao tedrica utilizando a linguagem e
o rigor matemaético e estatistico necessario, além da clareza e precisio nas definicoes,

bem como as justificativas l6gicas nas demonstragdes (quando cabiveis).

Quinto momento - Aplicacdo de atividades, classificadas em Bésicas, Complementa-
res e Avaliativas.
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As atividades citadas no quinto momento serdo explanadas de forma detalhada a frente.

5.2.2 Atividades

Atividade Basica

A atividade bésica (ver Apéndice A.1) tem como finalidade colocar o aluno para pra-
ticar a constru¢do de Diagramas de Dispersdo (com e sem reta ajustada) e os calculos que
determinam o Coeficiente de Correlagio Linear e os estimadores d e b da Reta de Regressio.
Propde-se que ela seja realizada em sala e de forma individual, as questdes marcadas com
(calculadora) faculta ao aluno o uso da calculadora. Nesta atividade, o professor entra com

o papel de auxiliador, tirando ddvidas e corrigindo possiveis erros.
Atividade Complementar

A atividade complementar (ver Apéndice A.2) visa por em acdo a capacidade de ané-
lise, compreensao e interpretacdo do educando ao que se refere a correlacdo Linear e Re-
gressdo Linear Simples. A proposta € que os cinco primeiros problemas desta atividade
sejam realizados no laboratério de informdtica da unidade escolar com a ajuda do software
GeoGebra, o professor pode optar por aplic-los individualmente ou em duplas.

O sexto problema € um trabalho em equipe. Este item tem como objetivo trabalhar
o planejamento, a organizacdo e as comunicacdes oral e escrita. Ele ird contribuir para o
desenvolvimento de atitudes, tais como: dividir tarefas e se comprometer com elas, ajudar
os colegas, lidar com diferentes opinides, fazer uma exposic¢ao oral com desenvoltura e etc.

Neste estdgio, o professor deve apresentar o GeoGebra para os alunos, tal como fize-
mos na se¢do 5.1, além de entrar com o papel de auxiliador, tirando duividas, dando dicas e

corrigindo erros.
Atividade Avaliativa

A atividade avaliativa (ver Apéncide A.3) tem como objetivo checar o conhecimento
que o aluno adquiriu acerca dos contetdos apresentados. Esta atividade possui cinco proble-
mas que estdo dividos em dois grupos: aqueles que podem ser solucionados com o auxilio
do GeoGebra, tais problemas apresentam a marca (GeoGebra), € os que ndo podem ter este
auxilio. Como o Geogebra serd utilizado, a atividade deve ser aplicada no laboratério de
informadtica da unidade escolar e de forma individual. Assim o professor conseguira detectar
quais alunos obtiveram uma apredizagem significativa e quais nao a obtiveram.

E claro que a atividade avaliativa ndo é o tnico instrumento de avaliacio que o pro-
fessor dispde para verificar o conhecimento adquirido pelo aluno. No decorrer das aulas, o

docente pode criar outras oportunidades de avaliacdo, como por exemplo:
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e solicitar aos alunos que expliquem, na lousa, oralmente ou, ainda, no GeoGebra, exer-
cicios e resolucao de problemas contidos nas atividades bésica e complementar;

e observar as interagdes (aluno/professor e aluno/aluno) dos estudantes durante a expo-
sicdo dos conteudos e resolucdo das atividades;

e propor que elaborem, individualmente ou em grupo, uma atividade ou situacao-problema

para um colega resolver individualmente ou em grupo.
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Capitulo 6
Consideracoes Finais

Como foi destacado na introducdo deste trabalho, a Correlacdo Linear e a Regressao
Linear Simples sdo topicos da Estatistica Descritiva que ndo sdo tratados formalmente na
BNCC do Ensino Médio dentro do conjunto de conteidos da drea de Matematica e suas
Tecnologias. Porém, nesta pesquisa foi mostrado que € possivel e vidvel trabalhar esses
conteddos com alunos que estejam neste nivel de ensino, além de termos desenvolvido uma
proposta didética para tanto.

Nesse sentido, visando a imediata necessidade da disseminacdo da estatistica e o pleno
desenvolvimento da formagao do aluno nesta area, esperamos que, ao findo deste trabalho,
professores de Matemadtica de todo o Brasil, que lecionam em turmas do 3° ano do Ensino
Meédio, passem a trabalhar os contetudos de Correlacdo Linear e Regressdo Linear Simples
com seus alunos, utilizando para tanto a proposta didatica que aqui foi desenvolvida. Es-
peramos também que esses contetidos sejam incluidos, em futuras alteragdes que venham a
ocorrer na BNCC, no conjunto de conteudos da drea de Matematica e suas tecnologias.

E fato que estimular novos pensamentos e proporcionar uma aprendizagem significa-
tiva € o papel de todo professor. N6s professores, como agentes da educacdo, nao podemos
fugir destas obriga¢cdes, muito pelo contrdrio, temos sempre que inovar e quando necessario
reinovar nossas praticas pedagdégicas, sempre pensando no futuro, mas nunca esquecendo
das necessidades do presente.

Em particular, e agora parafraseando meu orientador Alexsandro Bezerra em uma de
suas espetaculares aulas, atualmente a estatistica € uma drea da matemadtica pouca difundida
na educacdo bdsica, logo cabe a nds (professores de matematica) refletirmos a respeito da

pratica estatistica na sala de aula e realizar esta difusdo.
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Apéndice A

Atividades Aplicadas

A.1 Atividade Basica

1. Construa o Diagrama de Dispersdo referente as varidveis X e Y dadas abaixo.

X\58710679382
Y\69810578462

2. Complete o esquema de cdlculo do Coeficiente de Correlacdo Linear para os valores
das Varidveis X e Y:

X\6 8 10 12 14
Y\14 12 10 14 16

Temos:
Observagdo | X Y | x| X7 y?
1 6 14 84 36 | 196
5 12 14 | 168 | 144 | 196
Total
Logo:
- - ) _
= > — =
Ve ()

3. Complete o esquema para o calculo dos estimadores a e b da Equacgdo de Regressao
para os valores das varidveis X e Y
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X\246 8§ 10 12 14
Y\3o 25 22 18 15 11 10

Temos:
Observacdo | X Y XiVi xl~2
1 2 30 60 4
7 14 10 | 140 | 196
Total
Logo:
o)
- ()
e

b= — ()=

. Construa o Diagrama de Dispersdo, com reta ajustada, referente aos dados da questao

anterior.

. (Calculadora) Pretendendo-se estudar a relacdo entre as varidveis Consumo de Ener-
gia Elétrica (X) e Volume de Producdo nas Empressas Industriais (Y), faz-se uma

amostragem que inclui vinte empressas, computando-se os seguintes valores:

Y xi=11,34,) y,=20,72, Y 57 =12,16, Y y7 = 84,96 ¢ } xiy; = 22,13
Determine:

(a) O Coeficiente de Correlagdo Linear.

(b) A Equacgado de Regressao onde Y € a varidvel independente e X € a varidvel de-
pendente.

(c) A Equacdo de Regressao onde X € a varidvel independente e Y € a varidvel de-

pendente.
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A.2 Atividade Complementar

1. Numa amostra de cinco operdrios de uma dada empresa foram observadas as varia-
veis Anos de Experiéncia num dado Cargo (X) e Tempo (Y), em minutos, gasto na

execucdo de uma certa tarefa relacionada com esse cargo.

As observagdes sdo apresentadas na tabela abaixo:

X\12445
Y\78322

Vocé diria que a variavel X pode ser usada para explicar a variagao de Y ? Justifique.

2. Considere os resultados de dois testes, X e Y, obtidos por um grupo de alunos da escola
A:

X‘ll 14 19 19 22 28 30 31 34 37
Y‘13 14 18 15 22 17 24 22 24 25

(a) Verifique, pelo Diagrama de Dispersao, se existe correlacdo linear.

(b) Em caso afirmativo, calcule o Coeficiente de Correlac@o Linear.

(c) Escreva, em poucas linhas, as conclusdes a que chegou sobre a relagio entre essas
variaveis.

3. A tabela abaixo apresenta a produ¢do de uma industria de 2010 a 2018:

Ano ‘2010 2011 2012 2013 2014 2015 2016 2017 2018
Quantidade‘ 34 36 36 38 41 42 43 44 46

(a) Determine o Coeficiente de Correlac@o Linear.

(b) Use para o tempo uma varidvel auxiliar, por exemplo: x; = x; — 1980, e refaga o
calculo do Coeficiente de Correlagdo Linear. Compare o resultado obtido com o

do item (a).
(¢) Qual € o cuidado que devemos ter ao fazer uso de uma varidvel auxiliar?
(d) Determine a reta ajustada para este conjunto de dados e interprete-a.

(e) Qual producao estimada para 2019.
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4. A tabela abaixo indica o valor Y do aluguel e a idade X de cinco casas.

X\10135720
Y\43652

(a) Obtenha a equacdo de regressdo ajustada, y = dx + b. Em seguida, construa o

diagrama de dispersdo e a reta ajustada.
(b) Vocé acha que o modelo adotado € razodvel?
(c) Qual o significado do estimador @ nesse caso?
(d) Edo b?

5. Os dados abaixo referem-se a meses de experiéncia de dez digitadores e o niimero de

erros cometidos na digitacao de determinado texto.

Mesesx\l 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Errosy\3o 28 24 20 18 14 13 10 7 6

(a) Represente graficamente esse conjunto de dados.

(b) Assumindo que um modelo de regressao linear é adequado, determine os estima-
dores da Equacdo de Regressao, represente a reta de regressao no gréfico feito
anteriormente e interprete seu resultado.

(c) Qual o nimero esperado de erros para um digitador com 5 meses de experiéncia?

6. (Atividade de Pesquisa) Junte-se com mais quatro colegas de sala que moram no seu
bairro, ou préximo dele. Na sua vizinhanca, selecione 20 pares de pai e filho e extraia

as seguintes varidveis

X : altura dos pais;

Y : altura dos filhos.

Utilizando a andlise de Correlacdo Linear e Regressao Linear Simples, estudem o re-

lacionamento entre as variaveis X e Y e elaborem um relatorio dos resultados obtidos.
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A.3 Atividade Avaliativa

1. Muitas vezes a determinagdo da capacidade de producdo instalada para certo tipo de
inddstria em certas regides € um processo dificil e custoso. Como alternativa, pode-se
estimar a capacidade de producao através da escolha de uma outra varidvel de medida

mais facil e que esteja linearmente relacionada com ela.

Suponha que foram observados os valores para as varidveis: capacidade de produgao
instalada, poténcia instalada e drea construida. Com base num critério estatistico, qual

das varidveis voce escolheria para estimar a capacidadede producao instalada?

X: cap. prod. inst. (ton.) 4 5 4 5 8 9 10 11 12 12
Y: poténcia inst. (1.000 kW) 1 1 2 3 3 5 5 6 6 6
Z: area construida (100 m) 6 7 10 10 11 9 12 10 11 12

Y x=80, ) y=38 Y z=100,
Y 2=736, Y*=182, Y 7=1.048,
Y xy=361, Y xz=848, ) yz=41l,

2. (GeoGebra) Abaixo estdo os dados referentes a porcentagem da populacdo economi-
camente ativa empregada no setor primério e o respectivo indice de analfabetismo para

algumas regides metropolitanas brasileiras.

Regides metropolitanas | Setor primério | Indice de anafalbetismo
Sao Paulo 2,0 17,5
Rio de Janeiro 2,5 18,5
Belém 2.9 19,5
Belo Horizonte 3,3 22,2
Salvador 4,1 26,5
Porto Alegre 4,3 16,6
Recife 7,0 36,6
Fortaleza 13,0 38,4

(a) Faca o Diagrama de Dispersdo.
(b) Vocé acha que existe uma dependéncia linear entre as duas varidveis?
(c) Determine o Coeficiente de Correlacao Linear.

(d) Existe alguma regido com comportamento diferente das demais? Se existe, eli-

mine o valor correspondente e recalcule o coeficiente de correlacao.
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3. A tabela abaixo apresenta valores que mostram como o comprimento de uma barra de

aco varia conforme a temperatura:

Temperatura (C°) ‘ 10 15 20 25 30
Comprimento (mm) ‘ 1,003 1,005 1,010 1,011 1,014

Com a ajuda de uma varidvel auxiliar, determine:

(a) O Coeficiente de Correlacdo Linear.
(b) A Equacio de Regressao.
(c) O valor estimado do comprimento da barra para a temperatura de 18°C.

(d) O valor estimado do comprimento da barra para a temperatura de 35°C.

4. (GeoGebra) Um laboratdrio esté interessado em medir o efeito da temperatura sobre
a poténcia de um antibidtico. Dez amostras de 50 gramas cada foram guardadas a
diferentes temperaturas, e apds 15 dias mediu-se a poténcia. Os resultados estdo no
quadro abaixo.

Temperatura ‘ 30° ‘ 50° ‘ 70° ‘ 90°
33 43|322633[1727 23|14 21

Poténcia

(a) Faca a representacdo grafica dos dados.
(b) Ajuste a reta de regressdo, da poténcia como fun¢do da temperatura.
(c) O que vocé acha desse modelo?

(d) A que temperatura a poténcia média seria nula?

5. (GeoGebra) Os dados abaixo correspondem as varidveis renda familiar (X) e gasto

com alimentagdo (Y') numa amostra de dez familias, representadas em reais.

X ‘ 300 500 1.000 2.000 3.000 5.000 7.000 10.000 15.000 20.000
Y ‘ 150 200 600 1.000 1.500 2.000 2.500 4.000 6.000 8.000

Obtenha a Equacdo de Regressao ajustada, y = dx + b.

(a) Qual a previsdo do gasto com alimentacao para uma familia com renda de 17.000
reais?

(b) Qual a previsao do gasto para familias com excepcional renda, por exemplo
100.000 reais? Vocé acha esse valor razoavel? Por qué?

(c) Se vocé respondeu que o valor obtido em (b) ndo € razoavel, encontre uma expli-
cacdo para o ocorrido.
Sugestao: interprete a natureza das varidveis X e Y e o comportamento de Y para

grandes valores de X.
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Apéndice B

Competéncias Especificas da Area de

Matematica e suas Tecnologias do Ensino
Médio

Competéncia Especifica 1

Utilizar estratégias, conceitos e procedimentos matematicos para interpretar situacdes em
diversos contextos, sejam atividades cotidianas, sejam fatos das Ciéncias da Natureza e Hu-
manas, ou ainda questdes econdmicas ou tecnoldgicas, divulgados por diferentes meios, de

modo a consolidar uma formacao cientifica geral.

Competéncia Especifica 2

Articular conhecimentos matemaéticos ao propor e/ou participar de agcdes para investigar de-
safios do mundo contemporaneo e tomar decisdes éticas e socialmente responsaveis, com
base na andlise de problemas de urgéncia social, como os voltados a situagdes de saude, sus-
tentabilidade, das implicacdes da tecnologia no mundo do trabalho, entre outros, recorrendo
a conceitos, procedimentos e linguagens proprios da Matemaética.

Competéncia Especifica 3

Utilizar estratégias, conceitos e procedimentos matemdaticos, em seus campos — Aritmética,
Algebra, Grandezas e Medidas, Geometria, Probabilidade e Estatistica —, para interpretar,
construir modelos e resolver problemas em diversos contextos, analisando a plausibilidade
dos resultados e a adequacgdo das solugdes propostas, de modo a construir argumentacgao
consistente.
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Competéncia Especifica 4

Compreender e utilizar, com flexibilidade e fluidez, diferentes registros de representacao
matematicos (algébrico, geométrico, estatistico, computacional etc.), na busca de solugdo e
comunicacao de resultados de problemas, de modo a favorecer a construgdo e o desenvolvi-

mento do raciocinio matematico.

Competéncia Especifica 5

Investigar e estabelecer conjecturas a respeito de diferentes conceitos e propriedades mate-
maticas, empregando recursos e estratégias como observagdo de padrdes, experimentagdes
e tecnologias digitais, identificando a necessidade, ou ndo, de uma demonstracio cada vez

mais formal na validacao das referidas conjecturas.
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