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Resumo

O presente trabalho tem por objetivo contribuir com o ensino e a aprendizagem de
geometria espacial. Comecamos por analisar dois livros didaticos de matemadtica do ensino
médio adotados por escolas da rede publica. As andlises dos mesmos nos ddo uma amostra
da maneira como os livros tratam a geometria espacial. Apds as andlises procuramos dar a
nossa colaboracdo aos professores e alunos, propondo a utiliza¢cdo do software educacional,
uma pletora de poliedros, um recurso didatico que complementa o livro didatico e que visa
tornar o ensino da geometria mais dinamico e atraente para docentes e discentes. Propomos
também, o célculo do volume de dois sélidos platdnicos que normalmente ndo sdo encon-
trados nos livros didédticos de matematica, o dodecaedro e o icosaedro, com a utilizagdo
de conceitos matemdticos do conhecimento dos alunos das séries finais do ensino médio.
Sugerimos e aplicamos duas listas de atividades, nas quais foram utilizados os softwares
educacionais, uma pletora poliedros, projecdes ortogonais e trip-lets, o que propiciou uma
participacdo bastante efetiva dos alunos que responderam em um questiondrio a respeito da
utilizac@o de softwares nas aulas de matemadtica que hd um ganho de tempo e uma melhor
percepc¢ao das figuras, auxiliando na compreensdo dos conceitos envolvidos. Por fim, em
relatério conclusivo com as resposta dadas pelos alunos as atividades, concluimos que foi
valida utilizacdo de softwares educacionais como recurso didatico, apresentando um resul-

tado bastante positivo.

Palavras-Chave: Geometria, software, ensino e aprendizagem.
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Abstract

This work aims to contribute to the spatial geometry teaching and learning. We begin
by analyzing two math textbooks for high school adopted by public schools. The analyzes
of these give us a sample of how the books are about the spatial geometry. After the analysis
we try to give our assistance to teachers and students, proposing the use of educational soft-
ware, a plethora of polyhedra, a feature that complements the teaching and textbook aimed
at making the geometry teaching more dynamic and appealing to teachers and students. We
also propose, calculating the volume of two Platonic solids that are not normally found in
mathematics textbooks, the dodecahedron and the icosahedron, with the use of mathematical
concepts known to the students of grades of high school. We suggest and apply two lists of
activities in which we used the educational software plethora polyhedra, orthogonal projec-
tions and trip-lets, which provided a very effective participation of students who responded
to a questionnaire regarding the use of mathematical software in the classes that there is a
time gain and a better understanding of the figures, assisting in understanding the concepts
involved. Finally, in concluding report with the answers given by the students to activities,
we conclude that it was valid the use of educational software as a teaching resource, presen-

ting a very positive result.

Keywords: Geometry, software, teaching and learning.
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Capitulo 1

Introducao

Sempre que nos referimos ao ensino de Matematica, fazemos referéncia ao sistema
de ensino tradicional, no qual aprender essa disciplina era um privilégio de poucos, ja que
ela era tida como dificil e responsdvel pela maior parte das reprovagdes nas escolas. Infe-
lizmente, ainda hoje, muitos alunos ainda partilham desta visdo, julgando-se incapazes de

aprender matematica.

Na sociedade contemporanea, o professor de Matemdtica tem novos desafios, como
inserir os recursos tecnoldgicos no ensino dos contetdos, dando énfase a resolucdo de pro-
blemas e fazendo com que o aluno participe cada vez mais do processo de ensino e aprendi-

zagem.

Neste trabalho, propomos a utilizacao de alguns softwares educacionais, com o intuito
de contribuir com a pratica de sala de aula no ensino de Geometria Espacial, de posi¢do e o

estudo dos poliedros.

1.1 Objetivos

1.1.1 Objetivo Geral

Refletir a respeito do ensino de Geometria Espacial de posi¢cdo e do estudo dos polie-
dros a luz das andlises de dois livros didaticos de Matemética utilizados em escolas publicas

e da utilizacdo de recursos computacionais, mediante o emprego de softwares educacionais.

1.1.2 Objetivos Especificos

e Subsidiar a pratica docente de sala de aula com o emprego softwares educacionais

no ensino de Geometria Espacial.



e Propor e aplicar algumas sequéncias didaticas como sugestdo ao ensino de Geome-
tria Espacial.

e Analisar os resultados obtidos com a aplicacio das sequéncias didéticas.

e Propor uma deducio da férmula para calcular o volume do dodecaedro e do icosae-

dro, voltada para o ensino médio.

1.2 Organizacao

Este trabalho esta organizado da seguinte forma: Capitulo 1 temos esta introdu¢do. No
Capitulo 2 sera feita uma andlise de dois livros diddticos de matemdtica do ensino médio,
em relacdo aos conteiidos Geometria Espacial de posicdo e estudo dos poliedros. No Ca-
pitulo 3 apresentaremos alguns softwares educacionais e discutiremos a importancia de sua
utilizagdo na pratica de sala de aula. No Capitulo 4 apresentaremos uma deduc¢ao a férmula
do volume do dodecaedro e do icosaedro. O Capitulo 5 é constituido de algumas sugestoes
de sequéncias didéticas relacionadas a alguns topicos de geometria espacial. O Capitulo 6
¢ constituido de um relatério conclusivo referente as atividades 5.2.10 e 5.3.10. No Capi-
tulo 7 apresentaremos as conclusdes do trabalho. Por fim, as Referéncias Bibliogréficas e os
Apéndices.



Capitulo 2

Analise de Livros Didaticos

2.1 Introducao

Neste capitulo iremos fazer uma andlise de dois livros didaticos de Matemdtica do
ensino médio adotados em escolas publicas. Em relacdo aos contetidos desses livros, ana-
lisaremos como apresentam Geometria Espacial de Posicdo e como fazem o Estudo dos
Poliedros.

No tocante aos topicos que serdo analisados, e em relagc@o ao estudo de Geometria de
modo geral o que acontece € que: "A Geometria geralmente € colocada no final de nossos li-
vros diddticos; por isso € vista muito apressadamente nas escolas"de acordo com Lima [13].
Felizmente, esta € uma realidade que estd mudando, pois alguns livros didéticos ja trazem
tépicos de geometria nos capitulos iniciais e outros, capitulos intercalados de algebra e de

geometria.

Um dos motivos que nos levou a analisarmos livros didaticos, pelo menos alguns con-
teudos, € a incumbéncia que tem o professor de matematica de realizar a escolha do livro
diddtico de Matematica a ser adotado por escola e, consequentemente, utilizado pelos alunos
por um periodo de trés anos, sendo, muitas vezes, o livro, o seu tnico auxiliar e fonte dida-

tica.

Nas andlises, o assunto serd dividido em secdes e, nestas secdes, examinaremos o0 que
cada livro fala a respeito do respectivo tépico em questdo. Exceto nos tdpicos relacionados
ao estudo do poliedros que serdo analisados apenas no Livro 2, pois os autores do Livro
1, ndo dedicaram nenhum tdpico referente a este conteido, o que € lamentavel devido sua

importancia a compreensao dos demais solidos geométricos.



2.2 Assunto: Geometria espacial de posicao

Livro 1:

No capitulo introdutério a Geometria espacial sdo apresentados alguns enfoques histo-
ricos relacionados a geometria e, também, a alguns matematicos (Tales, Pitdgoras e Euclides)
que contribuiram para o desenvolvimento da geometria como a conhecemos, conforme pode
ser visto nas Figuras 2.1 e 2.2. A ideia de iniciar um conteudo apresentando algumas in-
formacdes histdricas deve ser seguida pelo professor em sala de aula, pois tem o objetivo
de informar o aluno a respeito da histéria dos contetddos que serdo estudados, no intuito de
despertar seu interesse e sua curiosidade.

Um pouco de (T H

Nas civilizagbes mais antigas — egipcia e babilonica —, a
Geometria desenvolveu-se quase sempre visando a resolugao
de problemas de medig@es, como o cilculo de distancias, areas
e volumes, os quais estavam diretamente ligados & atividade
de subsisténcia.

Foi na Grécia (aproximadamente século V a.C.) que a
Geometria se desvinculou das quest@es de mensuracdo para
tomar um rumo mais abstrato. Passou-se a exigir gue as
propriedades das figuras geométricas fossem validadas por -
meio de uma demonstragdo logica, e ndo mais por métodes Conhecimentos de Geometria permitiram
experimentais. construgdes como este teatro, no Peloponeso,

0 primeiro pensador grego associado a0 método demons- Na Grécia,em 350 a.C.
trativo foi Tales de Mileto (cerca de 585 a.C.). Entre outras contribuicdes & Geometria, acredita-se que Tales
provou certas propriedades, entre as guais algumas levam atualmente seu nome:
= “Se dois angulos s@o opostos pelo vértice, entdo sdo congruentes.”
= “Todo angulo inscrito em uma semicircunferéncia é angulo reto.”
= “Se um tridngulo é isdsceles, entdo os dngulos da base sdo congruentes.”
= “Se duas retas sdo transversais de um feixe de retas paralelas, entdo a razdo entre as medidas de dois segmentos

quaisquer de uma transversal é igual & razdo entre as medidas dos respectivos segmentos correspondentes
da outra transversal.”

STOCKFOLIQEALAMY/OTHER IMAGES

Outro pensador grego de grande importancia para a Geometria foi Pitagoras, que viveu por volta de 530 a.C.
Pitégoras fundou uma “escola”, ou seja, uma espécie de academia para estudo da filosofia e da ciéncia, na qual
reuniu varios pensadores e discipulos. Como os ensinamentes da escola pitagorica eram transmitidos oralmente, ndo
ha documentos de suas descobertas. Uma grande contribuicdo dos pitagéricos se deu com a teoria dos niimeros (em
Aritmética), e seu maior legado para a Geometria é a demonstracdo da propriedade que leva o nome do mestre.

Teorema de Pitigoras — “Num tridngulo retangulo, o quadrado da medida
da hipotenusa é igual & soma dos quadrados das medidas dos catetos.” i

Figura 2.1: Informacdes histdricas



0 maior pensador grego ligado & Matematica, e especialmente 4 Geometria,
foi Euclides (cerca de 300 a.C.), que se formon no Museu de Alexandria —
espécie de universidade da época. Esse museu fol criado por Alexandre
Magno — rei da Maceddnia que conquistou a Grécia, A obra-prima de Eucli-
des & Os elementos, com treze volumes. Os trés filtimos volumes dessa obra
abordam a Geometria Espacial, reunindo algumas descobertas anteriores, mas
apresentando-as de forma légico-dedutiva.

Nessa formulacdo, Euclides pretendia que todas as nogdes ou conceitos
geométricos fossem definidos, ou seja, caracterizados objetivamente por
palavras e baseados apenas em conceitos estabelecidos anteriormente. Além
disso, tinha o objetivo de que todas as propriedades ou proposicées fossem
demonstradas, ou seja, de que sua validade fosse estabelecida por meio de
argumentos ldgicos e utilizando nas demonstracées apenas propriedades
demonstradas anteriormente. Isso caracterizou uma ruptura definitiva com
a Matematica de base experimental e empirica dos séculos anteriores. £ bem Frontispicio da primeira tradu-
verdade que, muitos séculos depois, 0s matematicos verificaram que o método $9° P ingles, e 1970, da
criado por Euclides ndo foi usado de maneira perfeita na sua obra e que Os Eb? dOselementus dESkly pos
elementos tem ainda varios apelos 4 intuicdo. De todo modo, o valor da obra ey
de Euclides & inestimével e ela perdura até nossos dias, com alguns aperfei-
goamentos feitos por matematicos dos séculos XIX e XX.

BETTMANNCOABISLATINGTOCK

Figura 2.2: Informacdes histdricas

Para introduzir os conceitos iniciais de Geometria Espacial, o autor utiliza os elementos
de um cubo, conforme pode ser visto nas Figuras 2.3 e 2.4, para apresentar a ideia de pontos
(vértices), de retas (com o prolongamento das arestas) e de planos (com o prolongamento
das faces, em todas as dire¢des). Esta abordagem facilita assimilacdo destes conceitos, pois
a partir de um objeto concreto e um pouco de imaginagao € possivel levar o aluno a ter uma

ideia, mesmo que intuitiva, do conceito de ponto, de reta e de plano.

Em relagdo a este topico, a atitude do autor € positiva e deve ser seguida pelo professor

em sala de aula.



Ao analisar um cubo, pedemos notar que:
= possui oito “pontas” ou *hicos™ denominados wértiees. Ds edbo vértices (A, B, C, D, E, T, G, H) de um cuba
sdo exemplos do pontos,

w & formado por seie quadrados demominades faces, As seis faces de om cubo s30 exemplos de regides planas,
A figures destaca & regido plana BOGE.

H G

Figura 2.3: Vértices, faces e arestas de um cubo

Ma figuma a sequir, se imaginarmos que cada aresta do cubo fei “prolongada”, estaremos imaginando retas.
Cada wma dessas retas contém uma aresta do cubo.

So imaginarmes que cada face do cubo foi “prolongada”, como na face ABCD da figum abaixo, estaremos
imaginando planos. Cada um desses planos contém uma face do cube.

Figura 2.4: Prolongamento das arestas e das faces
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Livro 2:

O autor também inicia o capitulo relacionado ao estudo da Geometria Espacial de Po-
sicdo apresentando alguns enfoques historicos, conforme pode ser observado na Figura 2.5.
Como mencionamos anteriormente, isto pode motivar o aluno para o estudo de Geometria
espacial.

Estudando geometria de posicao

Fazer afirmagbes sobre a origem da geometria € demasiadamente arriscado,
pois seus primérdios sdo mais antigos que a prépria escrita. Somente ha alguns
milénios a humanidade foi capaz de registrar por escrito seus conhecimentos e
ideias. O que sabemos é que alguns povos, como os mesopotamios, os egipcios
e os babilénicos, j4 utilizavam conhecimentos geométricos, principalmente em
relagéo & mensuragao.

Em algum momento da histéria o homem sentiu a necessidade de argumentos
l6gicos para que certas afirmagdes fossem aceitas como verdadeiras. Foi assim
que surgiu a chamada geometria demonstrativa. Comumente se diz que ela teve
inicio no século VI a.C. com o matematico Tales de Mileto, um dos primeiros
personagens conhecidos a quem se creditam descobertas matematicas.

Outro contribuinte notavel da geometria demonstrativa, talvez o mais impor-
tante, foi Euclides de Alexandria (c. 300 a.C.). Ele foi um excelente organizador
de resultados matematicos obtidos por varios estudiosos que o precederam,
revelando grande habilidade ao escrever suas demonstragdes de forma simples
e clara. Muito do trabalho de Euclides esta contide em sua obra-prima, Elemen-
tos. Essa colegdo, composta por treze livros, & um dos trabalhos mais influentes
da histdria, contabilizando mais de mil edigdes publicadas.

Durante muito tempo, as dedugbes matematicas realizadas por Euclides fo-
ram o texto escolar padrdo em quase todo o mundo, e ainda atualmente muito
do que se ensina de Geometria nas escolas é baseado nos Elementos. A gran-
diosa obra de Euclides buscou formalizar o que atuaimente conhecemos como
geometria euclidiana.

Figura 2.5: Informacdes Historicas

No que se refere aos conceitos de ponto, de reta e de plano, o autor faz uma aborda-
gem muito direta, sem associd-los a algum objeto concreto, conforme pode ser observado
na Figura 2.6. Neste ponto, os autores do Livro 1 tiveram uma postura mais adequada ao
apresentar estes conceitos utilizando um cubo.
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Figura 2.6: Ponto, reta e plano

2.3 Assunto: Postulados e teoremas

2.3.1 Postulados

Livro 1:

Os postulados sobre pontos, retas e planos sdo enunciados, mas ndo sdo enumerados.
O fato de ndo serem numerados dificulta o uso posterior dos mesmos quando for necessério
fazer referéncia aos postulados nas demonstracdes dos teoremas ou na resolucdo de exerci-
cios. Em vez de serem enumerados, sdo apresentados em quatro grupos, conforme podem
ser vistos nas Figuras 2.7 e 2.8: postulados de existéncia, postulados de determinag¢do, pos-
tulados de inclusdo e postulados das paralelas. Seria mais conveniente, se pensarmos na
utilizagdo futura, que os postulados fossem enumerados.

Postulados da existéncia

= Numa reta e fora dela existem tantos pontos quantos quisermos.

Aer,BerCer
A F DErLEErLFerGer

Figura 2.7: Postulado de existéncia
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= Num plano e fora dele existem tantos pontos quantos quisermos.

Aco,Bea,Cea,DE
E€a,FEo GEa

POStlﬂadpﬁ da dEtemma(;io Pense nisto: Dado um
ponto P, quantas retas

passam por ele?

2

De outra forma, podemos dizer que: dados dois pontos distintos A e B, existe uma sé reta que tem A e B
como seus elementos (ou uma sé reta que passa por eles).
= Trés pontos nao colineares determinam um anico plano.

= Dois pontos distintos determinam uma tinica reta.
A

B A#B

B* B* o

_—

A. c, Ao C.
A, B e € nio colineares o = plano (ABC)

De outra forma, podemos dizer que: dados trés pontos A, B e € nao situados numa mesma reta, existe um
s6 plano que tem A, B e C como seus elementos (ou um so plano que passa por eles).

Postulado da inclusao
= Se uma reta possui dois pontos distintos num plano, ela esté contida nesse plano.

o r ]
¢ — S
A A

A€o,BEQ AB Ca
De outra forma, dizemos que, se uma reta tem dois pontos distintos num plano, todos os seus pontos
pertencem a esse plano.

Postulado das paralelas (ou postulado de Euclides)
= Por um ponto passa uma tdnica reta paralela a uma reta dada.

P

=t — A

Peér Peses//x

De outro modo, podemos dizer que, dado um ponto P néo pertencente a uma reta r, por P podemos tragar uma
s6 reta s paralela a r. No caso de o ponto P pertencer a r, também & tinica a paralela, pois & a propria reta r.

Figura 2.8: Postulados: de existéncia, de determinacao, de inclusdo e das paralelas
Livro 2:
O autor apresenta seis postulados, os quais sao enumerados, conforme Figura 2.9, faci-
litando a utilizag¢do posterior dos mesmos nas demonstracdes dos teoremas. Os postulado 5

e 6 sdo citados na demonstragdo do teorema 2, e o postulado 6 € citado também na demons-

tracdo do teorema 2.
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Postulado 1

Retas e planos sdo conjuntos de pontos.

Postulado 2

Existem infinitos pontos que pertencem a uma reta, assim como infinitos pon-
tos que nao pertencem a ela.

Postulado 3

Existem infinitos pontos que pertencem a um plano, assim como infinitos
pontos que néo pertencem a ele.

Postulado 4

Dois pontos distintos determinam uma Unica reta.

2 5 s 4 0spontos Ae B determinam
uma Unica reta s.

Postulado 5
Trés pontos ndo colineares determinam um Unico plano.

4

4 Os pontos A, B e C determinam
um Unico plano o

L.o

Postulado 6
Se dois pontos distintos de uma reta pertencem a um plano, entdo essa reta
esta contida nesse plano.

A B s "qospontos Ac Bdaretas

e pertencem ao plano . Portanto,
o s estd contida em o (Scat).

Figura 2.9: Postulados

2.3.2 Teoremas

Livro 1:

Os autores deste livro dedicam uma se¢do no final do capitulo introdutério a apresen-
tacdo de cinco teoremas e suas respectivas demonstragdes, dos quais exibiremos apenas dois

que podem ser vistos nas Figuras 2.10 e 2.11.

As demonstracdes apresentadas estdo corretas e o autor evidencia a(s) hipdtese(s) e a
tese em cada uma. Esta atitude da ao aluno a oportunidade observar como se estrutura uma
demonstracdo matemadtica. Para saber mais a respeito de demonstragcdes consulte [7]. Este é
um exemplo que deve ser seguido pelo professor em sua pratica de sala de aula.
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Teorema 3

Se um plane contém duas retas concorrentes, ambas paralelas a um outro plano, entdo esses planos sio
paralelos.

@A reta 7 esta contida no plano o.
@A reta s estd contida no plano o.
Hipéteses: @ 7T e § sao concorrentes no ponto P.
@ r & paralela ao plano B.

@s é paralela ao plano P.

Tese: 0 plano o é paralelo ao plano B.

Demonstracio:

I. Os planos o e B sdo distintos pois o contém retas paralelas a f3.

II. Se a e P fossem secantes, tendo como intersecdo a reta i, teriamos: r paralela a reta 7 (pois r esta con-
tida em o e r & paralela a ) e s também paralela a i (pois s esta contida em o e s & paralela a 3). Dai,
as retas r e s estariam passando pelo ponto P e ambas seriam paralelas a reta i, o que é absurdo, pois
contraria o postulado de Euclides. A contradicdo vem do fato de admitirmos que o e B sdo secantes.
Logo, & e P ndo podem ser secantes, ou seja, o & paralelo a f.

Figura 2.10: Teoremas livro 1
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Teorema 4

Se uma reta & perpendicular a duas retas concorrentes de um plano, entdo ela & perpendicular ao plano.

@J\ reta r é perpendicular a reta a.

(2) A reta r é perpendicular i reta b. < = -
Hipéteses: @ A reta a esta contida no plano a. ’;ﬁ{/

(&) A reta b esta contida no plano a. e T

@ As retas a e b sao concorrentes em P.

Tese: A reta r & perpendicular ao plano a. U

Demonstragdo:

1. Tomemos no plano o uma terceira reta x passando por Pe > g’a
distinta de a e b. u Ny

II. Tomemos na reta r dois pontos R e R' simétricos em relagio
ao ponto P. Teremos, portanto, PR = PR.

1II. Tomemos agora um ponto A na reta a e um ponto B na reta
b, com A # Pe B # P, de tal forma que AB intercepte a
reta x num ponto X,

IV. Temos:
= a & mediatriz de RR; entdo, RA = R
= b & mediatriz de RR; entdo, RB = R'B

=

R'B.

V. Comparando os tridingulos RAB e R'AB, encontramos: RB = RB => ARAB = AR'AB (critério LLL)

. . AB é comum
e, dai, RAX = R'AX

VI, Comparando os tridngulos RAX e R'AX, encontramos:

RA=RA
RAX = R'AX ; = ARAX = AR'AX (critério LAL)
AX é comum
e, dai, RX = RX.

Portanto, a reta x & mediatriz de RR', isto &, r & perpendicular H\,y

a x qualquer que seja a reta x contida em « e passando por P.
Conclusdo: a reta r é perpendicular ao plano c.

Figura 2.11: Teoremas livro 1
Livro 2:

Em relagdo aos teoremas, o autor deste livro apresenta dois teoremas e suas respectivas
demonstracdes, as quais estdo corretas e o autor enfatiza o uso dos postulados nas mesmas,
conforme Figura 2.12. Para tornar suas demonstragdes ainda mais completas e diddaticas,
o autor deveria ter enfatizado a(s) hipétese(s) e a tese em cada uma, conforme fizeram os

autores do Livro 1. Possibilitaria, desta forma, ao leitor uma melhor compreensdo de como
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se estrutura uma demostracao matematica.

Teorema 1
Uma reta e um ponto ndo pertencente a ela determinam um unico plano.
Demonstragéao

Sejam A, B e C pontos distintos com B e C pertencentes aumareta se A nao
pertencente a s.

Pelo postulado 5, existe um Gnico plano o determinado por A, Be C. O postu-
lado 6 nos permite concluir que s esté contida em o, pois Be C pertencem a s
e também a o.. Portanto, ¢ é o tnico plano que contém a reta s e o ponto A.

Teorema 2

Se uma reta ndo contida em um plano o corta, a intersegéo dessa reta com

esse plano € um unico ponto. &

llustragdoes: Acervo da editora

Demonstracgéo

Supondo que existam pelo menos dois pontos distintos de intersecgéo entre a
reta s e o plano «, pelo postulado 6, s esta contida em o. Essa afirmagao €
falsa, pois s ndo esta contida em o. Portanto, o ponto de intersegéo de s e o
é Uunico.

Figura 2.12: Teoremas livro 2

2.4 Assunto: Projecoes Ortogonais

Livro 1:

O autor faz uma abordagem bastante discreta em relagdo a este tema, expondo apenas
projecdes ortogonais de um ponto, de uma figura plana, de retas (Figura 2.13) e de segmentos
de reta (Figura 2.14). Ao tratar deste tema, o professor deve expandir o leque de possibilida-
des apresentando situagdes em que o aluno desenhe as vistas (frontal, de perfil e de topo) de
um so6lido, conforme propomos no Capitulo 5, Secdo 5.2, Subsecdo 5.2.10.
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Projecoes ortogonais

Projecdo ortogonal de um ponto sobre um plano é o pé da perpendicular ao plano conduzida pelo ponto [DEF].

A

Pt

: P' = proj, P
o. = plano de projecdo
PP' = reta projetante de P

'

Projecdo ortogonal de uma figura sobre um plano
é o conjunto das projecdes ortogonais dos pontos da : :
figura sobre esse plano [DEE]. BT

F' = proj, F

A projecdo ortogonal de uma reta r sobre um plano o é assim definida:
= Se r & perpendicular a o, a projecdo de r sobre ¢ é o ponto em que 7 “fura” o.
= Se 7 ndo é perpendicular a o, a projecdo de r sobre o é a intersecdo de o. com o plano B, perpendicular a o
conduzido por r [DEF].

' = proj, r

Figura 2.13: Projecdes Ortogonais

A projecdo ortogonal de um segmento de reta AB sobre um plano o & assim definida:

= Se AB é perpendicular a o, a projecio A
de AB sobre 0, é 0 ponto em que a reta E}
AB “fura” o. ,/
= Se AB nio é perpendicular a o, a pro- = 1
jecdo de AB sobre 0. & 0 segmento A'B' : :
tal que A' e B' sdo, respectivamente, Pi l:;—él'
as projegdes de A e B sobre o, [DEF]. o o
P= projuﬁ AB' = projuﬁ

Figura 2.14: Projecdes Ortogonais

Observemos que a defini¢do de projecao ortogonal de um ponto sobre um plano estda
meio confusa, e a utilizacdo da abreviatura [DEF] no final da frase para indicar que se trata
de uma definicdo ndo € das mais elegantes. O melhor seria escrever de forma explicita que

se trata de uma definicdo. Assim:

Definicao 2.1 A projecdo ortogonal de um ponto P do espago sobre um plano o é o ponto

P’ em que a perpendicular a o tracada por P intersecta .

Vejamos ainda que nas defini¢des de projecdo ortogonal de reta e de segmento de reta perpen-
diculares ao plano, o autor utiliza o termo "fura". Para uma defini¢do, a linguagem informal

ndo € apropriada, a palavra adequada para esta situacao seria intersecta.
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Livro 2:

O autor inicia fazendo o mesmo tipo de abordagem feita pelos autor do Livro 1, con-
forme pode ser visto na Figura 2.15. A diferenca € que as defini¢des estdo em uma linguagem

bem mais formal, condizente com a linguagem que se deve utilizar em uma definicao

Projec6es ortogonais sobre um plano

. ?rojegéo de um ponto sobre um plano
A projeg&o ortogonal de um ponto A sobre um plano o é dada pelo ponto A,
correspondente a intersegio da reta re o, com rperpendiculara o e passan-
do por A. "

i e

L

poJ

3

A

Projecéo de uma figura sobre um plano
A projegdo ortogonal de uma figura sobre um plano « é dada pela projecéo
ortogonal de todos os pontos dessa figura.

As figuras F, e G, sdo as projegdes ortogonais, respectivamente, das figuras
F & G sobre o plano a.

Projegao de uma reta ou um segmento de reta sobre um plano

Caso a reta rou o segmento AB seja perpendicular em relacéio ao plano o, a
projegéo ortogonal tanto da reta quanto do segmento em o serd um ponto.

A
¥ B
— 7 4 Projegio ortogonal da : :' ~ 7 4 Projecio ortogonal do
% reta r perpendicular ao : A=B,F1 _. segmcm_o .»"_«B
! plana. Fal perpendicular ao plano,
A i & -

S £ CH Wb

Caso a reta rou o segmento AB seja ndo perpendicular em relagdo ao plano
o, a projegéo ortogonal da reta serd outra reta, e a do segmento de reta,
outro segmento.

A A _g

& : g

e -

A L — . de L " Z

E i " 4 Projegao ortogonal da reta oo § Projecdo ortogonal do §

il Fos rndo perpendicular ao // ! ' segmento AB ndo g

A, B . plano / A, B, perpendicular ao plano. %

L0 g ‘o 3

Figura 2.15: Projecdes Ortogonais

Neste Capitulo, no exercicio resolvido R7, conforme pode ser observado na Figura
2.16, temos uma situagdo que se pede para representar a projecao ortogonal de um objeto no
espago, sobre cada plano. Este tipo de atividade deve ser utilizada pelo professor em sala
de aula, pois d4 ao aluno uma oportunidade de treinar a projecdo ortogonal de um objeto

tridimensional sobre um plano.
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R7 Na figura a seguir, os planos a, p e y estdo dispostos de modo que o LB, o LY e BLY. Represente
a projegao ortogonal do sélido em cada plano, sabendo que sua base & paralela ao plano a.

s 5
= 7l Resolugéao EEr e &
/’//./ % g ,»// / = -YI %
o5 | Pl B
| E' { { Am e s
i s s A L | e &
! o | | oo )
] P i i ] i j - % il ;;5
il = Ix"% - -
o T[T
- g,-‘ i

Figura 2.16: Projec¢des Ortogonais: Exercicio resolvido

O professor pode tornar sua aula mais dinAmica com a apresentacio de alguns solidos,
que ele mesmo pode confeccionar e levar a sala de aula. Em seguida, propor aos alunos
algumas atividades nas quais eles deverdo desenhar as vistas: lateral, frontal e de topo. Su-

gerimos essa atividade no Capitulo 5, Se¢do 5.2.

2.5 Assunto: Distancia entre ponto e reta
Livro 1:

Em relacdo a definicdo de distancias entre dois pontos, o autor comete um erro grave,
pois se trata de um erro conceitual, quando define a distancia entre dois pontos distintos,
como sendo um segmento de reta conforme pode ser visto na Figura 2.17, quando na reali-
dade a distancia entre dois pontos € o comprimento de um segmento de reta, .

A distancia entre dois pontos A e B pode ser assim definida:
= Se A e B coincidem, a distdncia entre eles é nula.
= 3e A e B sdo distintos, a distdncia entre eles & o segmento de

. reta AB.
Figura 2.17: Definicdo de distancia entre dois pontos

Um livro de Matemdtica aprovado pelo MEC que deve ser utilizado na formagao dos
alunos do ensino médio ndo deve conter esse tipo de erro. Em relacdo a este erro hd uma

correcdo em Lima [13].
Livro 2:

O autor define corretamente a distancia entre dois pontos, como sendo o comprimento

de um segmento de reta, conforme pode ser visto na Figura 2.18.
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« Distancia entre dois pontos

"A distancia entre dois pontos distintos A e B é a medida do segmento AB em

uma dada unidade de comprimento. Indicamos essa distancia por d(A,B) ou | * S€ s pontos Ae B
AB. forem coincidentes, a

" distancia entre eles
- sera nula.

Figura 2.18: Definicdo de distancia entre dois pontos

2.6 Assunto: Estudo dos Poliedros

Livro 2:

Para iniciar o estudo dos poliedros, foram apresentadas fotos de obras da arquitetura,
conforme podem ser vistas na Figura 2.19. Enfatiza-se dessa maneira, que as formas apre-

sentadas por meio destas obras nos ddo uma ideia intuitiva do que sdo poliedros.

Usar fotografias de obras da arquitetura e da engenharia € uma iniciativa que visa des-
pertar o interesse e a curiosidade do aluno; é uma atitude bastante positiva da parte dos
autores, pois 0 mundo ao nosso redor esta repleto de formas, que nos remetem aos poliedros,

desde as obras da arquitetura aos eletrodomésticos.

a A
Edificio do Congresso Nacional, Brasilia (DF). Museu Oscar Niemeyer, Curitiba (PR).

No entanto, existem obras de outros arquitetos que possuem linhas mais re-
tas, como as apresentadas a seguir.

Gibson/Corbls/Latinsf

A o S
Moody Gardens Aquarium Pyramid, Texas, Museu de Arte de Sdo Paulo Prédio do Bance Nacional
nos EUA. (MASP). de Desenvolvimento

Econdmico e Social (BNDES),
Rio de Jangiro (RJ).

Figura 2.19: Obras da engenharia e da arquitetura que dao a ideia de poliedros.

Os alunos devem ser levados a observar que desde as construcdes mais simples de ca-
sas populares as mais complexas, como os grandes edificios, a Geometria estd presente. As
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construgdes apresentadas na Figura 2.19 poderiam ser melhor exploradas, em relacdo aos
conceitos de poliedros e de seus elementos: vértices, arestas e faces, coisa que o autor nao
faz. Podemos tomar como exemplo o edificio do Congresso Nacional, Brasilia (DF).

e As paredes externas que nos ddo a ideia de faces.

e As quinas que nos ddo a ideia de arestas.

e Os bicos que nos dao a ideia de vértices.

A defini¢do de poliedro apresentada no Livro 2 estd boa, pois elenca os elementos
de um poliedro sem deixar ambiguidade, conforme pode ser visto na Figura 2.20. Uma
defini¢do mais bem elaborada podera ser consultada em [12].

Os poliedros séo sélidos limitados por superficies planas poligonais. Em um
poliedro, podemos destacar os seguintes elementos:

» As faces sdo os poligonos que limitam os poliedros. A
guantidade de faces de um poliedro é finita.

» As arestas sdo os lados de cada face do poliedro, sen-
do que cada aresta € comum a somente duas faces.

* Os vértices sdo os pontos de intersecdo de trés ou
mais arestas, sendo que os vértices de cada face sdo .
também vértices do poliedro. =l ]

arasta

-

=— face

Acarve da editora

ragens:

ug

Figura 2.20: Definicao de poliedro.

2.6.1 Assunto: Relacao de Euler

Livro 2:

O autor deste livro apresenta a Relacdo de Euler V + F = A +2, em que V representa
o ndmero de vértices,F' o nimero de faces e A o nimero de arestas de um poliedro. A
qual € verificada sua validade para alguns poliedros convexos, e generalizada para todos os
poliedros convexos. Apresenta também, exemplos de dois poliedros ndo convexos para os
quais € vdlida a relagdo de Euler, conforme pode ser visto na Figura 2.21. Esta € uma postura
que deve ser seguida pelo professor em sala de aula, pois precisa ficar claro para o aluno que
se um poliedro € convexo entdo satisfaz a relacdo de Euler, mas se um poliedro satisfaz a

relacdo de Euler nao significa que ele seja convexo.
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V=16 V=18

F=10 F=13

A=24 A=30

V+F=A+2=16+10=24+2 V+F=A+2=18+13=30+2
—_— 7S dETiv=olTe

relagéio verdadeira relagéo falsa

Figura 2.21: Relagdo de Euler em Poliedros ndo convexos.

Os livros do ensino médio geralmente ndo trazem a demonstragdo do Teorema de Eu-
ler, mas € importante que o professor a conhega. Ele poderd encontrar uma demonstracio
bastante elegante do Teorema de Euler em Lima [11].

2.6.2 Assunto: Poliedros de Platao

Livro 2:

No intuito de informar e motivar o aluno, sdo apresentados inicialmente alguns en-
foques a respeito da vida de Platao, filosofo grego, discipulo de Sécrates, para em seguida
enunciar os Poliedros de Platdo. Como j4 dissemos, € importante que o professor pesquise al-
gumas informacdes historicas a respeito do conteudo que ird trabalhar, bem como um pouco
da vida dos matematicos que contribuiram para o desenvolvimento de tais conteudos. Esta
pesquisa poderad ser realizada em [9].

A definicao a seguir de poliedros de Platdo apresentada pelo autor estd correta, conforme

pode ser vista na Figura 2.22. Para ter acesso a uma defini¢do o leitor deverd consultar [8].

Devido a sua importancia, esses poliedros convexos sdo chamados Poliedros de
Platéo. Um Poliedro de Platdo satisfaz simultaneamente as seguintes condicées:

¢ todas as faces tém o mesmo nlimero de arestas
= de cada vértice parte o mesmo ndmero de arestas
= a Relacdo de Euler é vélida

Figura 2.22: Definicao de Poliedros de Platdo.

O autor apresenta uma demonstragdo da existéncia de apenas cinco poliedros de Platao,
que pode ser vista nas Figuras 2.23 e 2.24. Esta € uma atitude que deve ser seguida pelo
professor em sala de aula, pois a compreensdo de que existem apenas cinco poliedros de

Platdo nao € algo evidente sem uma demonstracgao.
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Em relacao aos Poliedros de Platdo, temos a seguinte propriedade:
Existem 5, e somente 5, classes de Poliedros de Platdo.
Para demonstrar essa propriedade, considere um Poliedro de Platdo em que

V, F @ A representam o nimero de vértices, faces e arestas, respectivamente.
Considere também que n é o nimero de arestas de cada face e que p é o nime- | » As restricdes n=3 e

ro de arestas que partem de cada vértice. p=3 séo necessdrias,
Cada face tem n arestas (n=3), e cada aresta é comum a 2 faces. Assim: polsse.n for menor
F 2.A que 3 néo é possivel
A=”T=>F=— obter um poligono, e
n

se p também for menor
que 3, ndo é possivel
formar um poliedro.

Como cada aresta contém 2 vértices, e p (pas) corresponde ao numero de
arestas que partem de cada vértice, temos:

KaPY Ly 2
2 p

72

Figura 2.23: Poliedros de Platdo.

Substituimas F por ZA.y por 24 s Relag&o de Euler. Em seguida, dividi- |* Temos que A & positivo
n P e, consequentemente,
mos a equagdo obtida por 2A:
\/"+F7=.¢’\+2=»£+gﬁ:A+2=l+l=1+i
¥ p n pn2A

%)D‘ Assim, 34%—%

também & maior que 0.

b T O O O |

'U\An
a2
~

I
»|

U
o
n

Vamos supor que as faces sejam triangulares. Nesse caso, temos n=3, e as-
sim:
‘ 1+1—l>0:]+1—1>0= <8
pn2 TptaT”=P
Paran=3, temos que p pode ser 3, 4 ou 5.

Agora, vamos supor que as faces selam quadrangulares. Nesse caso, temos
n=4, e assim:
i1 1

E+;-%:O=E+%ﬁ%>n=p<4

Paran=4, temos p igual a 3.

Supondo que as faces sejam pentagonais (n=5), temos:
b i1 1 W
e el i
p'n 2> :-p+5 2> =p< 3 33

Para n=5, temos pigual a 3.

Se nz8, obteremos p<3, o que nao é possivel, pois P deve ser maior ou igual
a3, Istoe, pza.

Resumindo em um guadro as informag&es obtidas, temos:

Observando esse guadro, podemos notar que hé 5 classes de Poliedros de
Platdo. Utilizando as relagdes obtidas anteriormente, determinamos os valores
de V, Fe A Organizando esses valores em um guadro, temos as 5 classes de
poliedros possiveis.

3 |4 6 | Tetraedro
a 8 | 8 12 | Octaedro
5 12 20 30 | lcosasdro
3

3

| 8 6 12 | Hexaedro

‘ 20 | 12 30 | Dodecaedro

Observe alguns Poliedros de Platao:

-~

-
Dodecaedro Tetraedra Hexaedro Octaedro Icosaedro

73
Figura 2.24: Poliedros de Platio.

A demonstracdo estd boa, apresentando uma justificativa convincente de que existem
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apenas cinco poliedros de Platdo. Caso o leitor tenha interesse, podera encontrar a outra
demonstracdo disponivel em Dolce [8].

2.6.3 Assunto: Poliedros Regulares

Livro 2:

Os autores deste livro, apresentam os cinco poliedros regulares e suas respectivas: de-
finicdo, justificativa e planificacdes, conforme Figura 2.25. Esta € uma postura a ser seguida
pelo professor, em sala de aula, pois além do aluno ter uma ideia do sélido, ele pode observar
os poligonos das faces no plano, por meio das planificacao.

Poliedros regulares

Dizemos que um poliedro convexo é regular quando satisfaz as seguintes
condigdes:

« as faces sdo poligonos regulares e congruentes entre si

« de cada vértice do poliedro parte o mesmo numero de arestas

Em relagdo aos poliedros regulares, temos a seguinte propriedade:
Existem 5, e somente 5, poliedros regulares.

Podemos demonstrar essa propriedade da seguinte maneira:

Se um poliedro é regular, suas faces s&o poligonos regulares e congruentes
entre si e, desse modo, todas as faces tém o mesmo ntmero de lados. Além dis-
so, em um poliedro regular, de cada vértice parte 0 mesmo numero de arestas.

Assim, dizemos que todo poliedro regular é de Platéo. Logo, existem, no ma-
ximo, 5 poliedros regulares.

Veja a seguir os 5 poliedros regulares e suas respectivas planificagdes:

y

4 Tetraedro regular: 4 faces triangulares
equilateras e 3 arestas que partem de
cada vértice.

4 Hexaedro regular ou cubo: 6 faces
quadradas e 3 arestas que partem de
cada vértice.

4 Octaedro regular: 8 faces triangulares
equilateras e 4 arestas que partem de
cada vértice.

Dodecaedro regular: 12 faces
pentagonais regulares e 3 arestas que
partem de cada vértice

7o { Icosaedro regular: 20 faces
W triangulares equilateras e 5 arestas
’ - que partem de cada vértice.

“i \ A 4

Portanto, existem 5, e somente 5, poliedros regulares.

Figura 2.25: Poliedros Regulares.

Com o intuito de tornar o estudo dos Poliedros de Regulares mais dindmico, o professor
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pode utilizar o software educacional Uma Pletora de Poliedros disponivel em [6] ou o
software educacional Os Sdlidos Platonicos disponivel em [3]. Falaremos um pouco mais
o respeito destes softwares educacionais no Capitulo 3 e iremos propor algumas atividades

utilizando-os no Capitulo 5.

2.7 Exercicios

2.7.1 Exercicios Resolvidos

Livro 1:

Os autores deste livro, no que se refere ao capitulo introdutdrio de geometria espacial
apresentam apenas dois exercicios resolvidos, conforme podem ser vistos Figura 2.27. O
numero de exemplos propostos € pequeno, de modo que nio contempla toda a teoria estu-
dada. O que ndo € bom, pois hé a necessidade do professor que estiver utilizando este livro

a complementd-lo com outros exemplos.

Num cubo, temos que: H g
= as retas EG e FH sdo concorrentes; “€ ! | f’:
= as retas EF e GH sio paralelas; :

= as retas EG e BD sdo reversas;
= as retas AE e FH sdo reversas;

]

Exemplo |

Consideremos a figura do cubo H G

ABCDEFGH. As retas GH e GC : GH LGC
BB 160

Exemplo | IND

angulo reto; logo, sdo perpen- :
diculares. As retas A e GC sdo : L (lé-se: é perpendicular a)

|

‘ sdo concorrentes em G e formam ; E
i reversas e formam angulo reto; S e C L (lé-se: é ortogonal a)
|

logo, sdo ortogonais. A= 5

Figura 2.26: Exercicios resolvidos

Livro 2:

No capitulo introdutério ao estudo de geometria espacial, os autores apresentam ape-
nas dois exercicios resolvidos, cujo conteido tem o intuito de levar o aluno a exercitar o que
foi apresentado na teoria, com o uso dos postulados e dos teoremas. Esta atitude de apresen-
tar exercicios resolvidos, sempre que possivel, para praticar o que vem sendo apresentado
em termos de teoria, € bastante positiva, pois auxilia na fixagdo e na compreensao das ideias

apresentadas.

Ainda, em relag@o a estes exercicios, nota-se que na resolugdo do item (b), exercicio

resolvido (R2), conforme pode ser visto na Figura 2.27, € utilizado o simbolo (—) em lugar

26



do simbolo (=). A troca de um simbolo na resolucao de um exercicio pode ndo interferir na
aprendizagem do conteido, mas certamente interfere quanto ao uso adequado da simbologia

matematica.

R2 Classifique em verdadeira ou falsa cada afirmagéo, justificando cada caso.
a) Os vértices de um tridngulo determinam um Gnico plano.

b) Quatro pontos distintos, com quaisquer trés deles nao colineares, determinam apenas cinco
retas.

Resolucgio
a) Verdadeira, pois como os vértices de um triingulo s&o trés pontos distintos e néo colineares,
entao, pelo postulado 5, existe um Unico planc determinado por esses pontos.

A

i B " 40s pontos A, Be C, vértices do
oA tridngulo, determinam um Gnico
o plano o

b) Falsa, pois, de acordo com o postulado 4, dois pontos distintos determinam uma Gnica reta
e, ;_)ortamo, © numero de retas que passam por guatro pontos, com quaisquer trés deles ndo
colineares, é uma combinagéo de quatro pontos tomados dois a dois.

n! 41 4.3.21
== | — S V= Sl
" plln—p)l 2 2d-2) 2121

Assim, quatro pontos distintos, com quaisquer trés deles ndo colineares, determinam seis re-
tas.

e b
K’ —t 4 0s pontos A, B, Ce D determinam
= g seisretas: m, r, s, f, ve v.

lustragoes: Acervo da editora

v

Figura 2.27: Exercicios resolvidos

Na resolucdo deste exercicio usa-se teoria da contagem. Atitude que deve ser seguida

pelo professor em sala de aula, pois mostra a conexao existente entre as diversas areas da

matematica.

2.7.2 Exercicios Propostos

Livro 1:

Das vinte e uma questdes propostas nos exercicios do capitulo introdutério, onze sao
para classificar em verdadeiro ou falso, o que no memento € oportuno, pois t€m o intuito
de levar o aluno a exercitar e verificar o que ele compreendeu da teoria apresentada com 0s
postulados, as proposicdes e os teoremas. Ha também trés questdes, conforme podem ser

vistas na Figura 2.28 que procuram relacionar o tema trabalhado com a realidade.
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5 Objetos do nosso dia a dia permitem visualizA
planos secantes e paralelos. Na espreguicadeira
mostrada na figura: :
a) que planos sao secantes?

b) que planos sao paralelos?

10.na figura observam-se trés mesas de formatos 17.a figura mostra Sk
semelhantes. Vamos usar os planos e as retas assi- uma cantoneira === -
nalados em suas superficies para destacar algumas instalada na pa- e
propriedades importantes sobre o paralelismo entre rede. Com base
retas e planos. nas retas e nos

planos assinala-
dos, responda:

llustragdes sem escala ou em escalas diferentes, Cores antificials,

a) Qual é a intersegdo de f com ?

lustrages b) Qual é a intersecao de o com f?
sem escala i i
ou em escalas ¢} Qual é a intersecdo de o com 7?

diferentes.
Cores arfificiais.
a) Quais sao os pares de planos paralelos? e} Qual é a posigdoder e a?

d) Quanto medem os &ngulos fs e it?

b) Quais sao os pares de retas paralelas?

Figura 2.28: Exercicios propostos

Poderia haver mais questdes como estas, uma vez que a propria sala de aula oferece
varios exemplos de situacdes que dao a ideia de:
e Retas paralelas - as extremidades opostas de uma parede. Dao a ideia de retas coplanares
que ndo possuem pontos em comum;
e Retas reversas - considere uma reta formada pela interseccao de duas paredes, de um lado
da sala, e a reta formada pela intersecc@o da parede do lado oposto com o piso;
e Retas perpendiculares - considere uma reta obtida pela intersec¢do de duas paredes e outra,
concorrente a esta, obtida pela intersec¢ao de uma destas paredes com o piso;
e Planos paralelos - as paredes de lados opostos da sala;
e Planos perpendiculares - uma parede e o piso da sala;
e Reta paralela a um plano - considere uma reta obtida pela intersec¢ao de uma parede com
0 piso e, o plano, a parede do lado oposto;
e Reta perpendicular a um plano - considere uma reta obtida pela interseccio de duas paredes
€ 0 piso, o plano.

Atividades que expressem situagdes como as apresentadas anteriormente t€m o intuito
de levar o aluno a observar com mais aten¢do, o ambiente que o cerca € nele perceber os

conceitos e as aplicagdes da geometria.

O professor tem o importante papel de fazer a conexao entre o conteido trabalhado em
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sala de aula e a realidade, sempre que possivel, mostrando para o aluno, a importancia da

Matematica para a sociedade como um todo.

Livro 2:

Das questdes presentes na Figura 2.29 a seguir, destacamos: as questdes 18, 21 e 22 por
abordarem problemas que envolvem situagdes praticas e as questdes 19 e 20 sdo voltadas a
pratica da teoria estudada, o que € bom, pois além de proporcionar aos alunos a oportunidade

de resolver situacdes praticas, proporciona também que exercitem a teoria.

ATIVIDADES

18 Na espreguigadeira ilustrada a seguir, considere
os planos a, B, y e 8, que contém o solo, uma das
laterais, 0 assento e o encosto, respectivamente.

Acervo da editora

a) Quais desses planos s&o paralelos?a ey

b) Existem pares de planos perpendiculares?
Quais?sim; c.e B, ye B

¢) Qual é a posigéo relativa entre os planos Yed?
obliqua

19 Determine se cada proposicao é verdadeira ou
falsa. Depois, justifique aquelas que classificar
como falsas.

a) Dois planos secantes possuem um tnico pon-
Falsa, pois dois planos secantes
to em comum. possiem uma reta em comum,
ou seja, infinitos pontos em comum.
b) Togog 0s planos perpendiculares sao secantes.
verdadeira
¢ ) Se dois planos o e B sao distintos e paralelos,

entao existem retas paralelas a o e secantes
alsa, pois, se dois planos o ¢ B sao distintos €
a B paralelos, entac as s paralelas a o sao paralelas
ou contidasemB. p B
d)Uma reta esta contida em dois planos ndo
coincidentes quando estes sdo concorrentes.
verdadeira ” ~
e)Se os planos o e B sdo concorrentes, entdo
P Falsa, pois os planos
podemos concluir que o=B. ¢ B séo concorrentes

. quando possuem apenas uma reta em comum.
20 Considere apenas os planos que contém as faces

do poliedro.

Acarvo da editora

Ho G
» No poliedro, as faces laterais sdo trapézios
congruentes e as bases, quadrados.
a) O plano que contém a face ABCD é concorren-

te ao plano que contém a face ABFE? Por
Qué?Ssim, pois eles possuem apenas a reta AB em comum|

b) Ha algum plano perpendicular aquele que con-
tém a face CDHG? nao

¢) Sabendo que os planos que contém as faces
ABCD e EFGH s&o paralelos, determine quais

dos planos s&o secantes a todos os outros.
Os planos que contém as faces ABFE, BCGF, CDHG e ADHE

21 O pentatlo moderno é composto por provas de
esgrima, natagao, hipismo, corrida e tiro. No ano
de 2009, Yane Marques entrou para a histéria do
pentatlo moderno brasileiro como a primeira mu-
Iher brasileira a subir ao pédio em uma etapa da
Copa do Mundo.

' g
Atleta de pentatio p FINAL 2009
moderno Yane Marques  janeire

em uma competigao.

R S T

Considerando os planos e as retas que contém,
respectivamente, as faces e as arestas de um
modelo de pédio, resolva as questoes.

Acervo da editora

a) Determine os planos que s&o:

* perpendiculares aquele que contém a face
MNOP Os planos que contém as faces KLMN,
BCPO, ADEF, GHIJ, CDEHILMP e ABONKJGF.
* paralelos ao plano que contém a face EFGH
Os planos que contém as faces IJKL, MNOP e ABCD.
b) Em relagéo ao plano que contém a face

CDEHILMP:
° quantos planos s&o concorrentes a ele? 8 planos

4 nblano que contém a
* qual plano é paralelo a ele? face ABONKJGFE

¢) Quantos planos s&o paralelos aquele que con-
tém a face IJKL? 3 plancs
d) A reta CP é secante ao plano que contém a

face ABCD? Justifique. Sim, pois CP passa pelo ponto C,
nico ponto em comum com o {:mm que contém a face ABCD.
22 (Urca-CE) A figura representa uma ponte sobre uma

rodovia. Se o e B representam, respectivamente,
0s planos da rodovia e
da pista da ponte, e re
S 880 os eixos da rodo-
via e da pista da ponte,
determine a alternativa
correta.d

a) B e rse interceptam
b) s e rse interceptam
C) s e rséo paralelas entre si
d) B e r séo paralelos entre si

e) areta s esta sobre o plano o

Acervo da editora

Figura 2.29: Exercicios propostos

Os autores dos dois livros propdem exercicios bem similares com enunciados claros
e de acordo com a teoria apresentada. Sente-se falta de mais questdes que relacionem os

conteddos trabalhados com a realidade e, de questdes que relacionem os contetidos de geo-
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metria espacial com outros contetidos da matematica, conforme sugerimos na Se¢do 2.8. Por
exemplo, questdes que pedem para calcular o nimero de diagonais de um poligono, neste

caso, o conteudo relacionado é analise combinatodria.

2.8 Sugestoes de Exercicios

1. Numa publicagao cientifica de 1985, foi divulgada a descoberta de uma molécula tri-
dimensional de carbono, na qual os &tomos ocupam os vértices de um poliedro convexo cujas
faces sdo 12 pentdgonos e 20 hexdgonos regulares, como numa bola de futebol, conforme
ilustrado na Figura 2.30. Em homenagem ao arquiteto norte-americano BuckminsterFul-
ler, a molécula foi denominada fulereno. Determine o nimero de dtomos de carbono nessa

molécula e o nimero de ligacdes entre eles.

Figura 2.30: Molécula de carbono (Fonte: http://www.csajaboticabal.org.br/imagens/userfiles/-
files/FTD)

2. (UERJ) Um icosaedro regular tem 20 faces e 12 vértices, a partir dos quais se retiram
12 piramides congruentes.As medidas das arestas dessas piramides sdo iguais a % da aresta
do icosaedro. O que resta € um tipo de poliedro usado na fabricacdo de bolas. Observe a
Figura 2.31.Para confeccionar uma bola de futebol, um artesdo usa esse novo poliedro, no
qual cada gomo é uma face. Ao costurar dois gomos para unir duas faces do poliedro, ele
gasta 7cm de linha. Depois de pronta a bola, o artesdo gastou, no minimo, um comprimento

de linha igual a:
a) 7,0m
b) 6,3 m
¢c) 49 m

d) 2,1m
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Figura 2.31: Costuras de uma bola de futebol (Fonte: http://professorwaltertadeu.mat.br)

3. No dmbito do ano mundial da matemadtica (2000), foi construido um poliedro regular

gigante que se encontra no patio de uma escola e que estd representado na Figura 2.32.

Figura 2.32: Poliedro regular gigante (Fonte: http://www.mat.uc.pt/nep14/PDF/Activida-
de4.pdf)

a) De que poliedro se trata? Descreve-o.

b) Quantas diagonais tera?
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Capitulo 3

Utilizando Softwares Educacionais no
Ensino de Poliedros e Projecoes
Ortogonais.

3.1 Introducao.

Neste capitulo, vamos apresentar alguns softwares educacionais que fazem parte de
um projeto da UFF. Estes softwares devem utilizados como um recurso didético, que com-
plemente o livro diddtico de Matemadtica no que se refere ao ensino dos seguintes topicos
de geometria espacial: Prismas, piramides, poliedros de Platao, planificacdes e a relagdo de
Euler. Este software permite que o professor aborde também, contetidos que geralmente ndo
constam nos livros de matematica adotados nas escolas de ensino médio: Poliedros de Ar-

quimedes, truncamentos, estrelamentos, poliedros duais e toroides.

O software educacional que utilizaremos com mais frequéncia, para auxiliar no ensino
dos tdpicos de geometria espacial citados no paragrafo anterior é Uma Pletora de Poliedros.
Ja para o ensino de projecdes ortogonais usaremos outros dois softwares educacionais: Pro-
Jecoes Ortogonais e Trip-Lets. Que serdo empregados na aplicagdo das atividades propostas
no Capitulo 5.

Com o uso destas ferramentas, esperamos dar mais dinamismo ao ensino de Geometria
espacial despertando o interesse e agucando a curiosidade dos alunos. Saindo um pouco da
rotina dos livros didaticos, do quadro e giz e, adentrando no mundo virtual, ambiente cada

vez mais frequentado e apreciado pelos alunos.

Para tirar o maximo de proveito de algum software, o professor deve ter familiaridade
com o mesmo, conhecer seu funcionamento e suas limitagdes, ler os tutoriais, e resolver com

antecedéncia as atividades que ird desenvolver com seus alunos.
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3.2 Porque usar recursos computacionais no ensino de ma-
tematica?

Usar recursos computacionais no ensino de Matematica deve ser algo cada vez mais
comum, pois professores e alunos devem estar preparados para lidar com as novas tecno-
logias, que estdo cada vez mais presentes na sociedade. Além do mais, de acordo com os
PCNs [1]

"Aulas e livros, contudo, em nenhuma hipétese resumem a enorme diversidade
de recursos didéticos, meios e estratégias que podem ser utilizados no ensino
de Ciéncias e da Matemadtica. O uso dessa diversidade ¢ de fundamental im-
portancia para o aprendizado porque tabelas, graficos, desenhos, fotos, videos,
camaras, computadores e outros e outros equipamentos nao sao s6 meios. Do-
minar seu manuseio € também um dos objetivos do préprio ensino das Ciéncias,
Matemadtica e suas Tecnologias. Determinados aspectos exigem imagens e, mais

vantajosamente, imagens dinamicas. [. . . ]"

O professor de Matemadtica dispde atualmente de uma gama bastante considerdvel de
recursos diddticos que pode utilizar em sala de aula. Mas, para aproveitar a0 maximo estes
recursos, € necessdria uma boa preparagdo, no intuito de usa-los com seguranca e de forma
critica. Em relacdo ao uso de softwares atentar as limitacdes que os mesmos podem ter e,

emprega-los de modo a tornar o ensino de Matemadtica mais atraente para os alunos.

Para compreender de modo significativo, os conteidos de Geometria espacial, o aluno
deve exercitar a visualizacdo dos s6lidos em trés dimensdes. Uma das formas € o uso de
materiais concretos, que podem ser confeccionados pelo professor ou pelos alunos. Mas este
tipo de atividade requer tempo e material. Outra maneira de visualizar os s6lidos geomé-
tricos € usando recursos computacionais, nos quais o aluno pode manusear virtualmente os
sOlidos, tendo uma visdo deles no plano (tela estdtica) ou no espago, interagindo com soft-
ware; fazendo, inclusive construgdes e planificacdes em tempo real, sem nenhum custo para

professores e alunos.

Sugerimos os softwares, devido a praticidade e o enorme ganho de tempo. O que ndo
exclui, de modo algum, a possibilidade do professor trabalhar também com materiais con-

cretos. Pois a experiéncia virtual por mais realista que seja nio substitui a prética.

O professor deve propor atividades nas quais os estudantes utilizem o computador e a

internet para resolvé-las e deste modo possam usufruir destes recursos, que devem ser usados

34



em paralelo ao livro didético, pois s@o recursos que se complementam.

O aproveitamento de recursos computacionais € importante. Porém, o docente deve ter
sempre em mente que estes softwares sdo apenas meios para alcancar um objetivo maior, a

compreensao dos conceitos matematicos por parte dos alunos.

3.3 Dificuldades que podem surgir ao usar recursos com-

putacionais em sala de aula

A iniciativa da utilizagdo de recursos computacionais no ensino de Matemdtica deve
partir do professor, de modo a ampliar o leque de possibilidades de que dispde para o en-
sino e a aprendizagem de matematica. Para empregar estes recursos de maneira eficiente, o
professor depende de alguns fatores, tais como: um laboratério de informatica com niimero
suficiente de computadores (comportando no maximo dois alunos por computador) e/ou um

projetor multimidia (data show).

A escola onde leciono, por exemplo, disponibiliza para os professores (mais de trinta),
apenas um notebook e dois projetores multimidia (data show), para utilizacdo em sala de
aula. Ha também, um laboratdrio de informética com internet, que além de funcionar como

sala de video, no ano letivo de 2012, tinha apenas quatro computadores funcionando.
As atividades propostas neste trabalho foram aplicadas em abril de 2013, com o uso de
um data show, pois apesar da escola ter sido contemplada com vinte computadores novos, no

final do ano letivo 2012, ndo foi possivel instalar os softwares necessdrios a utiliza¢do dos

mesmos.

3.4 Pletora

Este software é um 6timo complemento ao livro didatico de Matematica do ensino mé-
dio, principalmente no que se refere ao estudo dos poliedros. Com a utilizacdo do software
educacional Uma Pletora de Poliedros, por exemplo, o aluno pode:

e Observar os vértices, as arestas e faces;

e Visualizar a Relacdo de Euler;
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e Fazer planificagdes;
e Manipular virtualmente os sélidos;

e Realizar cortes.

Pode, ainda manipular os poliedros; girando-os e fazendo suas planifica¢des de forma

interativa e dindmica.

O software educacional Uma Pletora de Poliedros, o qual uma de suas paginas pode
ser vista na Figura 3.1 tem como responsavel, Humberto José Bortolosi, Professor Adjunto

III (UFF), Doutor em Matemdtica (PUC - Rio, 1999), tendo como linha de pesquisa: Otimi-

zacdo, Informética no Ensino de Matematica.

Uma Pletora de Poliedros

Matematica: geometria

000000660

[ Comandos Basicos do Software ]

Para o poliedro original: V-A+F=12-30+20=2. Uma Pletora de Poliedros
-]

Sdlidos Platénicos -

Icosaedro

Exibir Canar Wantar Modelar

[V Exibir vértices
[ Exibir arestas

[¥ Exibir faces

I Exibir dual topolégico
[™ Exibir dual

Transparéncia:  |0.29 < ‘ | b om

Figura 3.1: Pletora de Poliedros (Fonte: http://www.cdme.im-uff.mat.br/pdp/pdp-html/pdp-
br.html)

Este software oferece varios recursos que podem e devem ser utilizados pelo professor
em sala de aula. Para usufruir destes recursos, basta levar o cursor do mouse até o icone como
usar? que pode ser visto na Figura 3.2, ao clicar sobre o mesmo, o usudrio terd acesso a uma

pagina com os tutoriais em forma de animagdo que mostram como funciona o software.
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Uma Pletora de Poliedros

Matemética: geometria

| 0000000

[ Comandos Basicos do Software ]

Uma Pletora de Poliedros

Sdlidos Arquimedianos
Tetraedro Truncado

Exibir | Corar Montar Modelar

[¥ Habilitar montagem

Pardmetro: IU ] |:| bom

Figura 3.2: Uma pletora de poliedros (Fonte: http://www.cdme.im-uff.mat.br/)

Ao acessar a padgina com os tutoriais conforme Figura 3.3, o professor ou o aluno tera
uma boa nog¢ao das func¢des do software, por meio das abas (exibir, cortar, montar e modelar),
por meio das teclas numéricas especiais, de outras teclas uteis e, de como identificar e marcar

vértices.

37



# - Uma Pletora de Poliedros

Matematica: geametria

COMO USAR O SOFTWARE?
Ezcolha uma das opgdes sbaixo para exibir wn tutorisl que ilustrs come usar os recursos da aba cormrespondents.

® AbaExibir O Aba Cortar O Aba Montar O Aba Modelar
() Teclas Muméricas Espaciaiz () Outras Teclas Uteiz (O Como Identificar & Marcar Vérices

(ATENCAD: MAO & POSSIVEL INTERAGTR. COMESTA ANTMAGKO!)

Uma Pletera de Poliedros

[Handoz Flakénices =

[cuoe =]
Exibir Cortar I Metsr | wiodelar

F Euitiir wiclices

¥ Exlolr grestss
W Euinir faces

™ Exibir dual lopaligica
™ Exibir dusl

Transparincia oo 4 Bl =

Para girar o selide, cliqus
corn o batde esgquerds e arraste o mougel

Figura 3.3: Tutorial (Fonte: http://www.cdme.im-uff.mat.br/pdp/pdp-html/ins-trucoes-
br.html)

Apresenta também algumas defini¢cdes e observagdes, que podem ser acessadas cli-
cando no icone que pode ser visto Figura 3.4. Lé-las possibilita a0 usudrio uma melhor
compreensdo a respeito de poliedros, poliedros convexos, poliedros regulares, poliedros de
Arquimedes, So6lidos de Jonhson, prismas anti-prismas e dualidade.
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Uma Pletora de Poliedros

Matematica: geometria

Definicigse vacdes!
Vo6

[ Comandos Basicos do Software |

Uma Pletora de Poliedros

Solidos Arquimedianos -
Icosidodecaedro -
Exibir Cortar Mantar Maodelar

[V Exibir vértices
[V Exibir arestas

[V Exibir faces

I Exibir dual topoldgico
I Exibir dual

Transparéncia:  [0.29 < i S

Figura 3.4: Uma pletora de poliedros (Fonte: http://www.cdme.im-uff.mat.br/)

Estas definicdes e observacdes sdo uteis para ao professor, com ponto de partida para
pesquisas a respeito do estudo dos poliedros, bem como dos matematicos que desenvolve-
ram estudos relacionados a este tema, complementando o livro didatico com informagdes
importantes que podem ser passadas aos alunos do ensino médio.

Nas informagdes suplementares que podem ser acessadas por meio do icone indicado

na Figura 3.5, destacamos as informagdes que dizem respeito as planificacdes e a Formula
de Euler.
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Uma Pletora de Poliedros

Matematica: geometria

[ Comandos Basicos do Software ]

Uma Pletora de Poliedros

Prismas -
Reto de Base Pentagonal -
Exibir Cortar Moritar Modelar

¥ Exibir vértices
|v Exibir arestas

¥ Exibir faces

™ Exibir dual topoldgico
I Exibir dual

Transparéncia;  [0.0 « [ -

Figura 3.5: Uma pletora de poliedros (Fonte: http://www.cdme.im-uff.mat.br/)

Dentre as informacdes suplementares, ha curiosidade a respeito de dualidade, um dado
honesto esférico. Uma atividade desenvolvida em sala de aula utilizando este intrigante ob-
jeto ou mesmo como forma de pesquisa, tem potencial para levar o aluno e investigar a
respeito da dualidade. Possibilitando com isto uma melhor compreensao do conceito de du-
alidade por meio de uma aplicacgao.

No icone avalie-nos indicado na Figura 3.6, o usudrio tem acesso a uma pagina, na

qual pode fazer sua avaliacdo do software e dar sugestdes para tornd-lo ainda melhor.
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Uma Pletora de Poliedros

Matematica: geometria

W o

[ Comandos Bésicos do Software ]

Uma Pletora de Poliedros

Pirdmides -
Regular de Base Hexagonal -
Exibir Cortar Mortar Modelar

¥ Exibir vértices
v Exibir arestas

¥ Exibir faces

™ Exibir dual topoldgico
™ Exibir dual

Transparéncia:  |0.0 <[ bom

Figura 3.6: Uma pletora de poliedros (Fonte: http://www.cdme.im-uff.mat.br/)

Por meio do icone formuldrio de acompanhamento do aluno indicado na Figura 3.7,
temos acesso a um arquivo no formato de documento do Word, contendo varias atividades
que podem ser usadas pelo professor, da forma como sio apresentadas ou o professor pode
utilizd-las como modelo na elaboracdo de novas atividades, de acordo com o conteido que
estd sendo trabalhado em sala de aula. Foi com base nas questdes apresentadas neste arquivo

que desenvolvemos as atividades propostas na Secao 5.3.
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Matematica: geometria

x ‘ﬁ- Uma Pletora de Poliedros

Q000

[ Comandos Basicos do Software ]

jamento do Aluno!

Uma Pletora de Poliedros

Animais -
Cavalo -
Exibir Cortar Montar Modelar

[ Exibir vértices
[V Exibir arestas

[V Exibir faces

I~ Exibir dual topoldgico
ot

Transparéncia: iU.U f|:| bom

Figura 3.7: Uma pletora de poliedros (Fonte: http://www.cdme.im-uff.mat.br/)

O professor pode acessar o guia do professor clicando no icone que pode ser visto na
Figura 3.7. Este guia traz uma série de topicos relacionados ao emprego do software. Neste
material, destacamos os seguintes topicos relacionados a pletora de poliedros: descri¢do, ob-
jetivos, quando usar?, como usar?, observacdes metodoldgicas, observagdes técnicas, dicas,
discussdo a respeito das atividades, avaliacdo e referéncias, dando ao professor um 6timo

subsidio destinado a utilizagcao deste software.
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Uma Pletora de Poliedros

Matematica: geometria

QWOo0VOoe

[ Comandos Basicos do Software ]

Uma Pletora de Poliedros

Tordides
Tordide com 4 Buraco Triangular -

Exihir Cortar Montar Modelar

[V Habilitar montagem

Pardmetro: 100 ‘ |j| pom

Figura 3.8: Uma pletora de poliedros (Fonte: http://www.cdme.im-uff.mat.br/)

Caso o usudrio (professor ou aluno) queira o software instalado em seu computador
sem nenhum custo, para utilizd-lo, mesmo quando nao estiver acesso a internet, basta clicar
no icono servidorl indicado na Figura 3.9. Desta forma, terd Uma Pletora de Poliedros

disponivel para usa-la onde e quando quiser.
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Uma Pletora de Poliedros

Matematica: geometria

Download para Us . B filine do Servidor 1!
Q00000

[ Comandos Basicos do Software ]

Uma Pletora de Poliedros

Antiprismas -
Regular de Base Decagonal -
Exibir Cortar Moritar Modelar

[~ Exibir vértices
[V Exibir arestas

[V Exibir faces

I Exibir dual topoldgico
I Exibir dual

Transparéncia: i[]ﬂ <|_; bom

Figura 3.9: Uma pletora de poliedros (Fonte: http://www.cdme.im-uff.mat.br/)

3.5 Onde Encontrar o Software Educacional Uma Pletora

de Poliedros

Na pégina intitulada Contetidos Digitais para o ensino e aprendizagem de Matemdtica
e Estatistica disponivel em [2], o professor ou o aluno encontrard links de acesso a diversos
softwares educacionais, dentre os quais destacamos Uma Pletora de Poliedros, que pode ser

acessado no link indicado na Figura 3.10.
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Contetdos Digitais

para o ensino e aprendizagem de matemitica e estatistica

SOFTWARES EDUCACIONAIS] | [EXPERIMENTOS EDUCACIONAIS] | [ATIVIDADES DE AUDIO]

SOFTWARES EDUCACIONAIS

Uma Pletora de Poliedros
Responsdvel: Humberto José Bortolossi
pEometri cial, poliedros, a férmula de Euler,

E plas planificagSo, truncamento e estrelamento,
JavaVizw. Nivel ensino médi

[Downiosd pars uso offiine: servider 1, servidor 2.]

Proj 9;699 em Perspectiva

Responsdvel: Humberto José Bortolossi

[Downkosd para use offiine: servidor 1, servidor 2]

Projecbes Ortogonais

Responsavel: Humberto José Bortolossi

ial, projegbes ortogonais, curvas no
projetivos, JavaView. Nivel: ensino médio.

[Downkosd pars usc offiine: servidor 1, servidor 2]

Figura 3.10: Link/Uma Pletora de Poliedros(Fonte: http://www.cdme.im-uff.mat.br/)

Neste pagina encontramos: 42 softwares educacionais, 12 experimentos educacionais e
3 atividades de dudio, que podem ser utilizados como uma ferramenta complementar ao livro
didético no ensino de Matemdtica, contemplando boa parte dos contetidos de matemaética do

ensino médio.

3.6 Projecoes Ortogonais

O software Projecoes Ortogonais [4] possibilita a realizag@o de atividades, em sala de
aula, que seria invidvel usando apenas o livro didatico e da lousa. Pois o livro e o quadro-
negro sao midias bidimensionais que ndo propiciam ao aluno uma itera¢do efetiva com os
s6lidos, como a que ele terd ao manipular um objeto tridimensional, mesmo que seja virtu-
almente.

Uma das atividades que pode ser desenvolvida pelos alunos é por exemplo, visualizar
as projecdes ortogonais de sélidos geométricos e de animais (cavalo, coelho, gato e dro-
medadrio) de varios angulos diferentes, as projecoes de um destes animais pode ser vista na
Figura 3.11.
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Projecgoes Ortogonais

Matematica: geometria

000000

[ Comandos Basicos do Software ]

Projegtes Ortogonais

Animaig -
Cavalo -

visualizagdo I Rotagio Proje;do
Controle 1: 3600 < |

i bow
Controle 2: 3600 « |i| b
Controle 3: ]35.0 4 \__| bom

Reiniciar!

Figura 3.11: Proje¢des Ortogonais (Fonte: http://www.cdme.im-uff.mat.br/pro/pro-
html/pro-br.html)

Vamos observar as proje¢des ortogonais de um cavalo, em cada plano xy, xz e yz sepa-
radamente, nas figuras 3.12, 3.13 e 3.14.
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Figura 3.12:

Projecoes Ortogonais

Matematica: geometria

000000

[ Comandos Basicos do Software ]

Animais

Cavalo

visualizagéo

Projegées Ortogonais

Rotagéo

Projegio

¥ Exibir projecdo no plano xy
I™ Exibir projecdo no plano xz

™ Exibir projecdo no plana yz

Exibir todos os segmentos ortogonais

Esconder todos os segmentos ortogonais

html/pro-br.html)

= Wk

Proje¢des Ortogonais (Fonte:

http://www.cdme.im-uff.mat.br/pro/pro-

Projecdes Ortogonais

Matematica: geometria

000000

[ Comandos Basicos do Software ]

Projegtes Ortogonais

Animais

Cavalo

isualizagdo Rotagdo

I~ Exibir projecdo no piano xy:
[w Exibir projecdo no plano @

[ Exibir projecdo no plano yz

Exibir todos os segmentos ortogonais

Projegio

Esconder todos os segmentos ortogonais

Figura 3.13:

Projecdes Ortogonais (Fonte:

html/pro-br.html)
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Projecoes Ortogonais

Matematica: geometria

000000

[ Comandos Basicos do Software ]

Projegdes Ortogonais

Animais -
Cavalo -
visualizagdo Rotagdo Projecio

I Exibir prejeco no plano xy
I Exibir projecdo no plano x@

¥ Exibir projecio no plano yz

Exibir todos os segmentos ortogonais

Esconder todos os segmentos ortogonais

Figura 3.14: Proje¢des Ortogonais (Fonte: http://www.cdme.im-uff.mat.br/pro/pro-
html/pro-br.html)

Um recurso que este software oferece € a possibilidade de exibir todos os segmentos

ortogonais sobre as projecdes, conforme, Figura 3.15.
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Projecdes Ortogonais

Matematica: geometria

WOOLO66

[ Comandos Bésicos do Software |

Projegdes Ortogonais

Sdlidos Platénicos -

Dodecaedro hd

Visualizagéo | Rotapsn Projecdo

I™ Exibirvértices
¥ Exibir arestas

I Exibir faces

Transparéncia:  |0.0 <[ N -
Perspectividade: 0.5 ‘ l S .

Figura 3.15: Proje¢des Ortogonais (Fonte: http://www.cdme.im-uff.mat.br/pro/pro-
html/pro-br.html)

Este software € um excelente recurso didatico, que pode e deve ser utilizado pelo pro-
fessor como complemento ao livro didético, no que se refere ao estudo das projegdes orto-
gonais. Conforme propomos no Capitulo 5.

3.7 Trip-Lets

O software educacional Trip-Lets [5], consiste de um jogo que pode ser utilizado pelo
professor em sala de aula, para explorar as proje¢des ortogonais de um sélido formado por
trés letras, que podem ser vistas individualmente dependendo da posi¢do em se observa o
sOlido. Essas trés letras podem formar uma palavra em portugués, inglés ou espanhol, ou
apenas siglas. Por exemplo, pode ser visto na Figura 3.16 , um sdlido com as letras da
palavra CRU.
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Trip-Lets usando Palavras do Dicionario

Acertei?

Pontuacio: 0

Opcdes de Visualizacio

[ Eixos coordenados [ Planos coordenados

Figura 3.16: Trip-Lets(Fonte: http://www.cdme.im-uff.mat.br/triplets/triplets-html/triplets-
br.html)

Para que o usudrio descubra a palavra, ele deve visualizar separadamente as letras

conforme pode ser visto nas Figuras 3.17, 3.18 e 3.19.

Trip-Lets usando Palavras do Dicionario

Acertei?

Pontuacio: 0

Opcbdes de Visualizacio

[~ Eixos coordenados [ Planos coordenados

Figura 3.17: Trip-Lets(Fonte: http://www.cdme.im-uff.mat.br/triplets/triplets-html/triplets-
br.html)
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TI'ip-LEtS usando Palavras do Dicionario
c -0 - CO -
-. Acertei?
o
B 3
1) Pontuacdo: 0
|
=IllllIlll===l
WEEEEENEN
e
Al |
T
== Opcdes de Visualizacio
[
1] [ Eixos coordenados [ Planos coordenados

Figura 3.18: Trip-Lets(Fonte: http://www.cdme.im-uff.mat.br/triplets/triplets-html/triplets-

br.html)
Trip-Lets usando Palavras do Dicionario
C * R - 7 -
ERE
=== Acertei?
NN
=== Pontuacio: 0
L1
Bz
e
el
Sk i
_._..........=== Opcdes de Visualizacio
R s i
I Eixos coordenades [ Planos coordenados

Figura 3.19: Trip-Lets(Fonte: http://www.cdme.im-uff.mat.br/triplets/triplets-html/triplets-

br.html)
3.8 Os Solidos Platonicos

O software Os Solidos Platonicos indicado na Figura 3.20, contém bastantes informa-

coes a respeito dos Poliedros de Platdo, que nem sempre as encontramos nos livros didaticos
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de Matematica do ensino médio. Por exemplo, a justificativa de porque existem apenas cinco
Poliedros de Platdo e, os Sélidos Platonicos na natureza e na tecnologia.

Os Sdélidos Platonicos

Matematica: geometria

VOOV OOOBE

APPLET JAVA: O ICOSAEDRO REGULAR

O Icosaedro Regular

Yisualizar | corar Planificar | Modelar

[V Visualizar vérices
[¥ Visualizar arestas

I¥ Visualizar faces

[ visualizar esfera circunscrita

I~ Visualizar esfera inscrita
[V Visualizar dual

[~ visualizar retdngulo dureo 1
[~ visualizar retdngulo dureo 2

™ Visualizar retdngulo dureo 3

Figura 3.20: Os Sdlidos Platonicos (Fonte: http://www.cdme.im-uff.mat.br/)

Este software por tratar apenas dos Sélidos Platonicos, dd ao usudrio a possibilidade
usufruir de uma pequena enciclopédia virtual interativa sobre estes sélidos. E oferece outras
ferramentas para trabalhar com estes poliedros além das vistas na pletora. Utilizaremos
uma destas ferramentas, para obter uma das figuras utilizada na demonstra¢do férmula para
calcular o volume de um dodecaedro 4, Secdo 4.2, um cubo inscrito em um dodecaedro,

conforme pode ser visto na Figura 3.21.
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Os Solidos Platénicos

Matematica: geometria

VOLOOOOOBLOEE6

APPLET JAVA: O DODECAEDRO REGULAR

O Dodecaedro Regular

Visualizar | cortar Flanificar | Modelar

[~ Visualizar vértices
I¥ Visualizar arestas

[V Visualizar faces

[ Visualizar esfera circunscrita

I~ Visualizar esfera inscrita

[~ Visualizar dual
I~ Visualizar tetraedro inscrito

¥ Visualizar cubo inscrito

[~ visualizar retdngulo dureo 1
[~ visualizar retdngulo dureo 2

[~ visualizar retdngulo dureo 3

Figura 3.21: Os Sélidos Platonicos (Fonte: http://www.cdme.im-uff.mat.br/)

A utilizacdo deste recurso computacional, como uma ferramenta complementar ao li-
vro didético possibilita ao aluno uma experiéncia na qual € levado a compreender com sig-
nificado o estudo dos Sdélidos Platonicos. Como por exemplo, a utilizacdo da ferramentar
planificar, na qual ele pode montar e fazer a planificacdo de um sé6lido em tempo real. Con-
forme podemos observar nas Figuras 3.22 e 3.23.
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0Os Sdélidos Platénicos

Matematica: geometria

VOPOOOOBLOE6

AFPPLET JAVA: O DODECAEDREO REGULAR

O Dodecaedro Regular

Wisualizar |Cortar Planificar wodelar

[ Habilitar montagem

Mivel: |‘1B 4 D bom

Figura 3.22: Os Sélidos Platonicos (Fonte: http://www.cdme.im-uff.mat.br/)

Os Solidos Platonicos

Matematica: geometria

COPOOBOOLE6

APPLET JAVA: O DODECAEDRO REGULAR

O Dodecaedro Regular

Wisualizar |Curtar Planificar | wodelar

[v Habilitar montagem

Nivel: |60 4 D ]

Figura 3.23: Os Sdlidos Platonicos (Fonte: http://www.cdme.im-uff.mat.br/)
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Capitulo 4

Volume do dodecaedro e do icosaedro

4.1 Introducao.

Os célculos do volume dos sélidos platonicos que geralmente sdao abordados pelos
livros didaticos de Matematica do ensino médio, resumem-se ao calculo do volume do te-
traedro regular, do hexaedro regular e do octaedro regular, ndo fazendo mengao alguma aos
calculos do volume do dodecaedro e nem do icosaedro. Existem livros que nao fazem refe-

réncia alguma aos Sélidos Platonicos, a exemplo do Livro 1, analisado no Capitulo 2.

Por nfo serem tdo comuns os calculos do volume do dodecaedro e do icosaedro, neste
capitulo iremos tratar da dedugdo das férmulas para calcular o volume destes s6lidos. A
dedugdo da férmula para calcular o volume do dodecaedro regular apresentada na Se¢ao 4.2,
foi realizada com base em uma demonstracdo que pode ser encontrada em Sérgio [15] e, a
deducao da férmula para calcular o volume do icosaedro, Secao 4.3 foi baseada em Granja e
Costa [10].

As demonstragdes propostas neste capitulo serdo feitas de tal forma que o professor
poderd acompanhé-las para explicar para os alunos em sala de aula, pois os conceitos mate-
maticos que estdo envolvidos sdo do conhecimento de um aluno do 2° ou 3° ano do ensino
médio.

4.2 A Formula para Calcular e Volume do Dodecaedro

Para a deducgado da férmula que permite calcular o volume de um dodecaedro regular,
em funcdo da medida da aresta consideremos um dodecaedro regular de aresta a € um cubo
inscrito, cuja aresta [, coincide com uma diagonal da face do dodecaedro, ou seja, uma
diagonal de um pentdgono regular e os seis s6lidos congruentes que ficam formados sobre as
faces do cubo, conforme pode ser visto nas Figuras 4.1,4.2,4.3,4.4 ¢ 4.5.
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Os Solidos Platénicos

Matemitica: geometria

OO0POCOPOOOE6

APPLET JAVA: O DODECAEDRO REGULAR

O Dodecaedro Regular

Visualizar I Cottar ] Planificar ] Wodelar

™ wvisualizar vértices
[+ Visualizar arestas
¥ Visualizar faces

™ visualizar esfera circunscrita
[~ Visualizar esfera inscrita

I visualizar dual
™ Visualizar tetraedro inscrito

¥ visualizar cubo inscrito

Figura 4.1: Um cubo inscrito no dodecaedro (Fonte: http://www.cdme.im-uff.mat.br/pla-
tonicos/ platonicos-html/dodecaedro-br.html)

% w Os Solidos Platonicos

Matematica: geometria

00PCOP000060

APPLET JAVA: O DODECAEDRO REGULAR

0O Dodecaedro Regular

visualizar I Cortar Planificar | Modelar

v Habilitar operacio de corle
v Visualizar plano de corte
W Exibir parte 1 I Exibir parte 2

Translacio |-2.9 < D b om

Figura 4.2: Sé6lido formado sobre a face do cudo inscrito no dodecaedro (Fonte: http://ww-

w.cdme.im-uff.mat.br/platonicos/platonicos-html/dodecaedro-br.html)
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Figura 4.3: Dodecaedro decomposto em um cubo e seis sélidos congruentes (Fonte: htt-
p://demonstrations.wolfram.com/Roofing ACubeToProduce ADodecahedron/)

Figura 4.4: Dodecaedro decomposto em um cubo e seis sélidos congruentes (Fonte: htt-
p://demonstrations.wolfram.com/Roofing ACube ToProduce ADodecahedron/)
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Figura 4.5: Dodecaedro decomposto em um cubo e seis sélidos congruentes (Fonte: htt-
p://demonstrations.wolfram.com/RoofingACubeToProduce ADodecahedron/)

Vamos inicialmente calcular a medida /, da aresta do cubo.
Considere uma face do dodecaedro representada pela Figura 4.6, o pentdgono regular ABCDE,
no qual temos AE = a, BE = [ e o ponto F, o pé da perpendicular baixada do ponto A sobre
0 segmento BE.

54°

Figura 4.6: Pentagono regular
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Observacoes

e Para representar angulo utilizaremos (7).

e Para representar medida de dngulo utilizaremos (£).
e Para representar um tridngulo utilizaremos (A).

Antes de continuarmos, vamos determinar o valor da medida do angulo AEF. Observe
que o AAEB é€ isosceles de base BE e, que AF € a altura relativa a base. Logo, AF também
¢ bissetriz e mediana (no tridngulo isdscele a altura relativa a base coincide com a bissetriz e
com a mediana), como ZBAE = 108°, pois é a medida do angulo interno de um pentidgono
regular, logo

/BAE

ZFAE = — — LFAE = 08

= 54°.

Agora, considerando o AFAE, temos: ZAFE =90°, ZFAE = 54° ¢ ZAEF = 36°.
Pois, /AFE + /FAE + /AEF = 180° (soma dos angulos internos de um tridngulo).
Agora calculemos /.

FE —_— — B —
T = o0 (36°) = FE =AEcos (36°) = - = BF cos (36°) = % =acos(36°) =1 =2acos(36°).

1 5
Como cos (36°) = +4\/_, conforme calculado no Apéndice A temos que:

l:2a<1+4\/§> :>l:a<

Para simplificar as expressoes facamos

14++/5
- |-

4.1

l=ad. 4.2)

Observe que cada um dos sélidos formado sobre as faces do cubo pode ser decomposto,
em um prisma reto de base triangular e as duas partes que sobram formam um pirdmide, por
meio de cortes perpendiculares a face que coincide com a face do cubo. Por meio destes
cortes obtemos os segmentos A, distancia da face do s6lido comum a uma face do cubo ao
vértice oposto, m a distancia de / a este mesmo vértice e, n distincia de um vértice do cubo

ao plano de corte, conforme pode ser visto nas Figuras 4.7 e 4.8.
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Figura 4.7: Sélido sobre a face do cubo.

7] 2n
Prisma Piramide

Figura 4.8: Uma prisma e uma piramide resultantes do s6lido formado sobre a face de cubo

inscrito no dodecaedro.

Vamos escrever a medida de /4, em funcao da medida da aresta a, do dodecaedro. Pelo
Teorema de Pitdgoras temos,
a=m’+n’. 4.3)

l—a
den=——.
onde n 5
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Temos, também

o

I 2
m? = (E) + 1. (4.4)

Substituindo n por Ta e isolando m? em (4.3), temos:

I—a\* I—a\*
a2:m2+n2:>a2:m2+(Ta) :>m2:a2—(Ta) .

Agora, substituindo o resultado em (4.4).

= (@) e () == (=) )

5, (12—2al+a2) (12) 4a? — 1>+ 2al —a* — 1>  3a® 21”4+ 2al
== — (=)= = .

4 n 4

4 4
Substituindo (4.2) temos:

»  3a*—2(ad)*+2a(ad) 3a*—2d*8%*+24°6  d?

2
43 952 _Y s _
h y - . = (3-287+28) = - (3-28(5-1)).

E, usando (4.1) temos:

) ()1 () (5
<

a
Encontramos & = ok

Vamos agora calcular o volume do prisma triangular em que S;, € a drea da base e

hy = a € a altura e, o volume de uma pirdmide de base retangular cuja base tem drea S, ) e
a altura € h.

Temos,

lha ad(5)a a’s

VPrisma - Sbhl — VPrisma - 7 = VPrisma = 2 — VPrisma - T
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e
1 1
Vpiramide = §Sb1h’ onde Sy, = 2nl. Entdo, Vpiramide = §(2nl)h, como 2n = [ — a, temos:

1 1 1 1
Vpiramide = §(l _a)lh = Vpiramide = 5(05 _a) (615) ( ) = Vpiramide = 3 ( (5 - 1))(025)(5) =
13
= Vpiramide = 6(“ (6—-1)8).
Como o dodecaedro foi decomposto em um cubo e seis s6lidos como pode ser visto

nas Figuras 4.3, 4.4 e 4.5. Entdo o volume V do dodecaedro € igual a, o volume do cubo,

mais seis vezes o volume do sélido formado sobre cada uma de suas faces.

a 1
V = Veubo + 6Vprisma +6VPirﬁrnide — V= (a6)3 +6 (Z) )6 +6a3 (8) (6 - 1)5 =

:>V:a35(52—|—§+5—1):>V—a <1+\/_> <1+\/_> ——|—<1+2\/§>—1 =
() 29
e () (2]

15+7+/5 15+7+/5
:V:2&s<+_f>:,vzas<i>_

8 4

Portanto,

1
V:<3%;§>f

4.3 A Formula do Volume do Icosaedro

A dedugdo da féormula para calcular o volume do icosaedro que faremos a seguir, foi
baseada em uma demonstracio voltada para alunos do ensino médio proposta em Granja e
Costa [10].

Para deduzir a férmula que permite calcular volume de um icosaedro de aresta /, con-
sideremos que o mesmo seja constituido, por vinte tetraedros inscritos, porém nao regulares,
com um tridngulo equilatero de lado [/ na base (uma face do icosaedro), conforme pode ser

observado nas Figuras 4.9,4.10 e 4.11.
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Figura 4.9: Icosaedro formado por 20 tetraedros (Fonte: http://demonstrations.wolfram.-
com/BoronSuboxide/)

Figura 4.10: Icosaedro formado por 20 tetraedros (Fonte: http://demonstrations.wolfram.-
com/BoronSuboxide/).
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Figura 4.11: Icosaedro formado por 20 tetraedros (Fonte: http://demonstrations.wolfram.-
com/BoronSuboxide/).

Para que os tetraedros se encaixem perfeitamente, suas arestas laterais devem se inter-
sectar no centro C do icosaedro. Assim, a diagonal maior d, do icosaedro, partindo de um
vértice F' e chegando ao vértice oposto H, passando pelo centro C, e equivale a duas vezes a
aresta lateral do tetraedro conforme pode ser visto na Figura 4.12.

Figura 4.12: Icosaedro (Fonte: RPM 74).

Agora precisamos determinar a medida d, da diagonal do icosaedro. Para isto, des-

taquemos duas se¢des planas no icosaedro, com a utiliza¢do do software educacional Uma

64



Pletora de Poliedros. A primeira um pentdgono regular que forma uma piramide pentagonal
cujo vértice € um vértice do icosaedro, conforme pode ser visto na Figura 4.13. A segunda
seccao, um hexdgono, é determinada a partir de um corte que divide o icosaedro pela metade
através de dois vértices opostos. Este hexdgono possui duas arestas de medida [, e quatro
arestas de media 4, sendo 4 a altura dos triangulos que formam as faces do poliedro conforme
pode ser visto na Figura 4.14.

ﬁs = Uma Pletora de Poliedros

Matematica: geometria

WOVOOLBE6

[ Comandos Basicos do Software |

Uma Pletora de Poliedros

Sdlidos Plaldnicos -
lcosaedro il

Esibir I Cortar Montar | Wodelar

R Habilitar eperagdo de core
[+ Exibir plano de core

™ Exibir vetor ortagonal a0 plana de core

W Exibir parte 1 I~ Exitir parte 2
Transtagio: (ATTIE « Vo
| Anguto 1: 335« Ve
Angulo 2: 0.0 ‘ b o

Figura 4.13: Secdo pentagonal de um icosaedro (Fonte: http://www.uff.br/cdme/pdp/pdp-
html/pdp-br.html).
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Matematica: geometria

VWOOOOLEGE

[ Comandos Basicos do Software |

Uma Pletora de Poliedros

Uma Pletora de Poliedros

Sdlidos Platinicos

Modelar

Icogaadno
Exibir l Conar Montar
W Exibif vimices

R Exibir arestas
R Exibirfaces

I™ Exibir dual topoldgico
I Exibir dual

Transparéncias  |0.81 E

forme pode ser visto nas Figuras 4.15 e 4.16.

Figura 4.15: Icosaedro (Fonte: RPM 74).
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Figura 4.14: Secdo hexagonal de um icosaedro (Fonte: http://www.uff.br/cdme/pdp/pdp-
html/pdp-br.html).

Observe que a intersecdo entre essas duas se¢des € o segmento AC de medida i, con-




A [ J

Figura 4.16: Hexagono com dois lados iguais a / e quatro lados iguais a .

O segmento i é a diagonal do pentdgono regular ABCDE conforme pode ser visto na

1 5
Figura 4.16. De (4.1) temos i = [0 e de 4.2 temos § = +2\/_.

Vamos agora calcular a medida d da diagonal maior do icosaedro e a medida a da
aresta lateral do tetraedro. Voltando ao hexagono da Figura 4.16, observemos que o AAFC
¢ isosceles de base AC. Assim, temos Z/FAC = /FCA e ZAFC = 120° (medida do angulo

interno de um hexagono regular), da soma dos angulos internos do AAFE temos:
LAFC+ /FAC+ ZFCA =180° = 120°+2(ZFAC) = 180° = 2(LFAC) = 60° = ZFAC =30°.

Como ZFAJ = 120°, medida do angulo interno de um hexdgono regular e, ZFAJ = ZCAJ +
ZCAF o que acarreta em ZCAJ + 30° = 120°, ou seja, ZCAJ = 90°. Logo, o AACJ é
retangulo em A.

Com isto, podemos calcular d, aplicando o Teorema de Pitdgoras no AACJ.

F=P+i=d=P+(18)}=d"="(1+5°) =

.
—d* = 1+<1+\/§> = d> =1 [1+(6+j\/§)] S

2

1042V/5 ol 2<5+ﬁ>
4 2

—d* =1
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Conhecendo a medida d, da diagonal do icosaedro, podemos calcular a medida a da
aresta do tetraedro, uma vez que a equivale a metade da diagonal do icosaedro conforme

pode ser visto na Figura 4.12. Temos:

2(5+\/§)

Podemos agora calcular o volume dos tetraedros, pois conhecemos a medida a da aresta
lateral e, sabemos que a base de cada tetraedro € um triangulo equildtero cujo lado mede /,
conforme pode ser visto na Figura 4.17.

Figura 4.17: Um tetraedro.

Temos que o ponto M é o ortocentro do tridngulo equilétero de lado [, e NH = %g
(altura do tridngulo equildtero de lado [), h; é a altura do tetraedro. Assim, MN = %_H e
- 2 ___ —  IV3 2 2 (13 —  IV3
HM = 3(NH). ou seja, MN = %_ e HM = ;NH = HM = 3 T‘/_> — HM = T‘/_

Pelo Teorema de Pitdgoras, determinemos a altura 4; do tetraedro.

Temos:

2
2
a2:(h,)2+(m)2:>(ht)2:az_(W)zj(hty: @ _<%§> -

2
—? 2(5—+\/§) _ﬁ212<2(5+\/§) §>:
4 9

16 9
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_p 10+2v5 3 _p 42+18V5)
B 16 9/ 144 N

6(743v/5)
12

Conhecendo a altura &, do tetraedro e a area da base A, do tetraedro, onde
V3

Ap = (4rea de um triangulo equilatero de lado /), obtemos seu volume V;.
23\ [ 17V6(74+3/5) 3 18(7+3v/5)
ALH, 4 12 48
T3 ! 3 3
3 2(7+3V/5)
3 ( 78 ) L[ V/2(7+3V5)
_ -] -7
3 48
Finalmente, obtemos o volume V; do icosaedro, multiplicando o volume V; do tetraedro
por vinte.

V; =20V, = V; = 200° V20+3V9) =51 V203V )
e a 48 B 12 B
_op (V14465
B 12 '

2
Mas, 144615 =9+6v5+5 = (3+\/§) .

E, portanto,

V; =503

(34+1/3)2 o (3+\6) |
12 2
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Capitulo 5

Sequéncias Didaticas

5.1 Introducao.

Neste capitulo, apresentaremos como sugestdo algumas sequéncias didéticas relacio-
nadas ao estudo de projecdes ortogonais e da Relacdo de Euler, que devem ser desenvolvidas
com a utilizacao dos softwares educacionais Projecoes Ortogonais, Trip-Lets ¢ Uma Pletora
de Poliedros.

Atividades como as que propomos nas sequéncias diddticas 1 e 2, t€m o intuito de

complementar as atividades propostas nos livros didaticos de Matematica do ensino médio.

5.2 Sequéncia Didatica 1

5.2.1 Publico Alvo

Esta atividade deverd ser desenvolvida preferencialmente com as turmas do 2° ou 3°

Ano do Ensino Médio.

5.2.2 Duracao

O tempo estimado para o desenvolvimento desta atividade é de uma hora/aula.

5.2.3 Pré-Requisitos

Ter conhecimento das formas geométricas da geometria plana, das posicoes relativas
entre reta e plano e, das projecdes ortogonais de ponto, de segmento, de reta e de figuras

bidimensionais e tridimensionais sobre planos.
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5.2.4 Conteudos Matematicos Envolvidos

Os conteddos matemadticos envolvidos referem-se as projecdes ortogonais de objetos
tridimensionais sobre planos.

5.2.5 Objetivos

e Exercitar a visualizacio espacial;

Estimular a compreensdo das projecdes ortogonais;

Reconhecer um objeto tridimensional a partir de suas vistas de frente, de topo e de

perfil;

Desenhar a mao livre a projecao de ortogonal de um objeto sobre um plano;

Descrever ou desenhar um objeto tridimensional a partir de suas proje¢des ortogonais
ou de suas vistas, de frente, de topo e de peril.

5.2.6 Recursos didaticos

Os recursos didaticos necessarios para o desenvolvimento desta atividade sdo: os so-
lidos geométricos para o desenvolvimento da atividade 2 e a corre¢do da atividade 3, que
devem ser confeccionados com isopor; computadores, data show, os softwares educacionais
Projecoes Ortogonais e Trip-Lets (instalados em todos computadores do laboratério, caso
seja possivel a utilizacdo do mesmo ou em um tnico computador, se for utilizar o data show)

e as atividades impressas para todos os alunos.

5.2.7 Dificuldades Previstas

A internet lenta ou sem acesso a internet. Para contornar este problema, o professor
deve baixar e instalar os softwares com antecedéncia em todos os computadores do labora-
tério.

Os computadores do laboratério ndo rodam os softwares ou o professor ndo tem per-

missdo para instald-los. Caso isto ocorra, o professor ndo poderd utilizar o laboratério de

informadtica, mas deverd aplicar as atividades em um computador pessoal ou disponibilizado
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pela escola com os softwares devidamente instalados e testados.

5.2.8 Desenvolvimento

Esta atividade serd desenvolvida com o auxilio dos softwares educacionais Projecoes
ortogonais e Trip-Lets. Por isso, deverd ser realizado no laboratério de informética ou com
a utilizacdo de um projetor multimidia, data show.

Na realizacao da atividade 1, o ideal € que o professor confeccione e leve para a sala de
aula, o objeto apresentado na Figura 5.1. Para que os alunos possam manused-lo e observar
as vistas de frente, de topo e de peril.

Para a correcdo da atividade 2, o professor deve confeccionar e levar para a sala de
aula, um objeto que se encaixe nas trés formas apresentadas na Figura 5.3.

Para a correcdo da atividade 3, o professor deve levar a sala de aula, um sélido que
se encaixe perfeitamente nas trés formas apresentada na Figura 5.4 ou utilizar o software
educacional Trip-Lets.

A atividade 4, devera ser desenvolvida utilizando o software educacional Projecioes
Ortogonais [4], para que neste software os alunos possam observar as proje¢des ortogonais
propostas nos itens (a), (b), (c), (d) e (e).

5.2.9 Possiveis Continuacoes e Desdobramentos

Estas atividades devem ser aperfeicoadas para que possam ser aplicadas em outras tur-
mas ou niveis de ensino. Independente disto, sua aplicacdo € indicada no ensino de projecdes

ortogonais.

5.2.10 Atividades

1. Desenhe as projecdes ortogonais do objeto que pode ser vista na Figura 5.1, suas
vistas: de frente, de topo e de perfil, conforme indicado na Figura 5.2.
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Figura 5.1: Projecdes Ortogonais

Vista de frente

Vista de topo

Vista de perfil

Figura 5.2: Vistas de rente, de topo e de perfil

2. Desenhe um objeto que se encaixe nas trés formas indicadas Figura 5.3 a seguir,

uma de cada vez.

3. O objeto, ilustrado na Figura 5.4 tem trés buracos nas formas de um quadrado, de

um circulo e de um tridngulo. O didmetro do circulo € igual a medida do lado do quadrado.

Figura 5.3: Projecdes Ortogonais
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O triangulo € isésceles, com base e altura com medidas iguais a medida do lado do quadrado.
E possivel construir um mesmo sélido tridimensional que tape estes trés buracos, um de cada
vez?

gy

Figura 5.4: Uma rolha especial(Fonte: http://www.cdme.im-uff.mat.br/triplets/triplets-
html/triplets-br.html)

4. Sobre os planos xy, xz e yz, explore as projecdes ortogonais de:

(a) Animais (cavalo, coelho, gato e dromedario);

(b) Solidos Platdnicos;

(c) Objetos de estudo (ponto, segmento de reta, caminho poligonal e quadrado);
(d) Trip-Lets;

(e) Toroides.

5.3 Sequéncia Didatica 2

5.3.1 Publico Alvo

Esta atividade € destinada aos alunos 2° ou 3° ano do ensino médio.

5.3.2 Duracao

O tempo estimado para o desenvolvimento desta atividade é de 2 horas/aula.

5.3.3 Pré-Requisitos

Ter conhecimento de poliedros, poliedros convexos, poliedros ndo convexos, poliedros
de Platdo, planificacdes; nimero de faces, de vértices e de arestas de um poliedro; calculo
do nimero de arestas de um poliedro a partir do nimero de faces e a Relagao de Euler.
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5.3.4 Conteudos Matematicos Envolvidos

Poliedros convexos, poliedros ndo convexos, Relagdo de Euler, sélidos Arquimedianos
e toroides.

5.3.5 Objetivos

e Verificar a relag@o de Euler nos poliedros de Arquimedes, se¢do 5.3.8.1;
e Observar a relacao de Euler nos toroides, secao 5.3.8.2;
e Relacionar o niimero de faces, vértices e arestas de um poliedro;

e Reconhecer um poliedro de Arquimedes e um toroide;

5.3.6 Recursos Didaticos

Os recursos didaticos necessarios para o desenvolvimento desta sequéncia didatica sdo:
computadores (caso seja utilizado o laboratério de informética) ou um computador e um data
show, o software educacional Uma Pletora de Poliedros e atividades impressas para todos 0s

alunos.

5.3.7 Dificuldades Previstas

As dificuldades previstas para o desenvolvimento destas atividades sdo as mesmas ci-
tadas em 5.2.7.

5.3.8 Desenvolvimento

Esta atividade devera ser desenvolvida utilizando Uma pletora de Poliedros [6]. Para
o estudo da relagdo de Euler em um projetor multimidia (data show) ou no laboratério de
informatica, caso a escola disponha de um, com nimero de computadores suficiente, para

comportar no maximo dois alunos por computador.

Todos os alunos devem receber suas atividades impressas para que possam anotar: os
nomes dos s6lidos, o nimero de vértices e o nimero de faces de cada um, para em seguida

calcular o nimero de arestas e verificar a validade ou ndo da relagdo de Euler.
Os toroides que serdo utilizados na questdo 2 devem ser selecionados com antecedén-

cia, para que no momento da realizacdo da atividade ndo haja dificuldades para anotar as

informagdes necessdrias a realizagdo da mesma.

76



Para a corre¢do das atividades com os alunos no laboratério de informadtica, caso a
seja possivel ou usando o data show, o professor deve fazer o seguinte: abrir a pletora de
poliedros, escolher o tipo de s6lido arquimedianos ou toroide, clicar no sélido desejado e

pressionar a tecla 9 no teclado alfanumérico, para que a Pletora exiba a Relagdo de Euler.

5.3.8.1 Sélidos Arquimedianos

Os Poliedros Arquimedianos ou poliedros semi-regulares sao poliedros cujas faces sdo
poligonos regulares de mais de um tipo. Todos os seus vértices sdo congruentes, isto €, as
faces que o compdem sdo arranjadas numa mesma ordem em torno do vértice. Existem
apenas 13 poliedros arquimedianos os quais serdo observados com a utilizacdo da pletora de
poliedros. Para obter mais informacdes consulte [14].

5.3.8.2 Toroides

Os toroides sdo poliedros que se fossem feitos de borracha, ao se injetar ar se defor-
mariam em um toro (um objeto na forma de um pneu). Para tais poliedros, vele a seguinte
relacdo V — A + F = 0. Mas de maneira geral, para um poliedro com G buracos passando

por ele, vale a seguinte relacdo, V — A+ F =2 —2G, [6]. Exemplos de toroides podem ser

vistos nas Figuras 5.5,5.6 ¢ 5.7.

,‘§< ﬂ Uma Pletora de Poliedros

Matematica: geometria

WOOVOOLOE66

[ Comandos Basicos do Software |

Uma Pletora de Poliedros

Tordides -

Tordide com 1 Buraco Triangular -

Exibir Cortar Montar Modelar

I Exibirvértices
¥ Exibir arestas

¥ Exibir faces

[ Exibir dual topoldgico
-

Transparéncia:  |0.0 ] bom

Figura 5.5: Toroide com 1 buraco triangular (Fonte: http://www.cdme.im-uff.mat.br/)
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Uma Pletora de Poliedros

Matematica: geometria

00000000

[ Comandos Basicos do Software ]

Uma Pletora de Poliedros

Tordides -
Tordide com 2 Buracos Quadrados -
Exibir Cartar Mantar Madelar

[ Exibir vértices
v Exibir arestas

|v Exibir faces

[ Exibir dual topoldgico

[T Exib

Transparéncia:  |0.0 4|_| b om

Figura 5.6: Toroide com 2 buracos quadrangulares (Fonte: http://www.cdme.imuff.mat.br/)

Uma Pletora de Poliedros

Matematica: geometria

00000000

[ Comandos Basicos do Software ]

Uma Pletora de Poliedros

Tordides -
Tordide com 3 Buracos Quadrados bl
Exibir | Cortar | Montar | hodelar

I Exibir vértices
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Figura 5.7: Toroide com 3 buracos quadrangulares (Fonte: http://www.cdme.imuff.mat.br/)
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5.3.9 Possiveis Contribuicoes e Desdobramentos

Sugerimos a aplicacdo de atividades deste tipo no ensino de poliedros, poliedros con-

vexos, poliedros ndo convexos, poliedros de platdo, a Relacdo de Euler, prismas e piramides.

Estas atividades também podem ser adaptadas para que possam ser aplicadas em outras tur-

mas ou niveis de ensino.

5.3.10 Atividades

1. Complete a tabela a seguir com o nome do poliedro (sélido Arquimediano), o ni-

mero de vértices e o nimero de faces de cada tipo. Em seguida, calcule o nimero de arestas

e verifique a relacdo de Euler.

Tabela 5.1: Os Solidos Arquimedianos

Nome do Poligono

Faces (N° de faces de cada tipo)

Arestas

Vértices

Relagdo de Euler

2. Repita a questdo (1) para alguns toroides.
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Tabela 5.2: Os Toroides

Nome do Poligono | Faces (N° de faces de cada tipo) | Arestas | Vértices | Relacdo de Euler

3. Explique porque a relagdo de Euler € vdlida nos Sélidos Arquimedianos e, ndo é

valida nos toroides.
4. Dé exemplos de outros s6lidos geométricos em que a relacdo de Euler € vélida.
5. Dé exemplos de outros s6lidos geométricos em que a relagdo de Euler ndo € valida.
6. Imagine que os Solidos Arquimedianos e os toroides fossem confeccionados com
um material flexivel, que pudesse ser inflado. Quando cheios de ar, em que os sélidos arqui-

medianos se transformariam? E os toroides, com apenas um buraco?

7. Verifique a validade da relacdo V —A + F =2 —2G, onde G € o numero de buracos
de um toroide. Existe algum toréide em que a Relacdo de Euler € vadlida? Justifique.

8. Sabe-se que a Relagdo de Euler € valida para todo poliedro convexo. Serd que existe

algum poliedro ndo convexo para o qual a relacdo de Euler € vélida? Em caso afirmativo

apresente um CXCI’DplO.
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5.4 Respostas

Nesta secdo apresentaremos as respostas as atividades propostas sequéncias didéticas
le2.

Sequéncia didatica 1: Respostas

Atividade 1:
A tabela deve ser completada com as vistas que podem ser vistas na Figura 5.8.

Vista de frente Vista de topo Vista de perfil

Figura 5.8: Vistas: de frente, de topo e de perfil

Atividade 2:
A partir das proje¢des que podem ser vistas na Figura 5.1. Os alunos devem desenhar o
objeto que pode ser visto na Figura 5.9.

Figura 5.9: Projecao ortogonal

Atividade 3:
Sim, € possivel existir um mesmo s6lido que tape os trés buracos que podem ser vistos na

Figura 5.4. E, o sélido seria o apresentado na Figura 5.10.
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Figura 5.10: Uma rolha especial (Fonte: http://www.cdme.im-uff.mat.br/triplets/triplets-

html/triplets-br.html)

Atividade 4:

Esta € uma atividade puramente pratica, na qual consiste o uso do software educacional Pro-

jecoes Ortogonais.

Sequéncia didatica 2: Respostas

Atividade 1:

Tabela 5.3: Os Sé6lidos Arquimedianos - Resposta

Nome do Poligono | Faces (N° de faces de cada tipo) | Arestas | Vértices | Relacdo de Euler
Tetraedro Truncado 4 Triangulos e 4 Hexagonos 12 12 12—-18+8=2
Cuboctaedro 3 Quadrados e 8 Triangulos 14 12 12-24+14=2
Cubo achatado 6 Quadrados e 32 triangulos 60 24 24—-60+38=2
Icosidodecaedro 12 pentagonos e 20 Hexdgonos 60 30 30—60+432=2
Atividade 2:

Linha 1: Toroide com um buraco triangular,9 vértices, 6 trapézios e 3 retangulos, 18 arestas,

9-18+9=0.

Linha 2: Toroide com um buraco quadrado, 12 vértices, 8 trapézios e 4 retangulos, 32 ares-

tas, 12 -24+12 =0.

Linha 3: Toroide com dois buracos triangulares, 14 vértices, 12 trapézios e 4 retangulos, 32
arestas, 14 —32+16 = —2.

Atividade 3:

Porque os sélidos arquimedianos sdo poliedros convexos, e nestes a relagdo de Euler € vélida.

E, os toroides sao poliedros ndo convexos e, nestes ndo temos a garantia de que a relacdo de
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Euler seja vélida.

Atividade 4:

Por exemplo, os poliedros de Platdo, os prismas e as piramides.

Atividade 5:

Por exemplo, os toroides com mais de dois buracos.

Atividade 6:
Os s6lidos arquimedianos se deformariam transformando-se em uma esfera (uma bola) e, o

toroide com um buraco se deformariam transformando-se em uma camara de ar.

Atividade 7:
Linha 1: Toroide com um buraco triangular: V=9,A =18, F =9e G=1,V—-A+F =
2-26=9-18+9=2-2(1)=0.
Linha 2: Toroide com um buraco quadrado: V=12, A=24, F =12e G=1,V—-A+F =
2-2G=12-24+12=2-2(1)=0.
Linha 3: Toroide com dois buracos triangulares: V =14,A =32, F =16e G=2,V —A+
F=2-2G=14-324+16=2-2(2) = 2.

Nao existe nenhum toroide para o qual a relagc@o de Euler seja valida, pois supondo que
relacio V — A+ F =2 —2G, onde G € nimero de buracos seja vélida para todos os toroides,

teriamos que ter G = 0. E, assim o sélido ndo seria um toroide.

Atividade 8: Sim, por exemplo os poliedros que podem ser vistos na Figura 2.21 da
Secdo 2.6.1.
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Capitulo 6

Relatorio Conclusivo

6.1 Introducao

6.1.1 O Que Chamou a Atenc¢ao na Aplicacao das Atividades?

Um dos fatores que mais chamou a atencao foi, sem divida, a participacdo dos alunos,

principalmente, em relacdo aqueles alunos que normalmente ndo interagem nas aulas.

A utilizagdo dos softwares educacionais Uma Pletora de Poliedros, Projecoes Ortogo-
nais e Trip-Lets, contribuiu para uma maior interacdo e participacdo dos alunos no desenvol-
vimento das atividades, pois os alunos tiveram a possibilidade de interagir com o contetido

de uma forma que ndo seria possivel, usando apenas o livro didético e a lousa.

6.1.2 O Que nao Correspondeu as Expectativas?

Dentre os fatores que nio sairam de acordo com as expectativas destacamos: a impos-
sibilidade da utilizacdo do laboratério de informética da escola, pois os computadores nao
rodaram os softwares e a escola ndo tem um técnico ou mesmo uma pessoa responsavel com
permissdo para instalar novos programas nos computadores, € o tempo previsto a realizacdo
das atividades. Sendo necessario dispor de um nimero de horas/aula superior ao que havia-

mos previsto.

O tempo previsto a aplicagdo da Sequéncia Diddtica 2, era de duas horas/aula, no en-
tanto, para sua aplicacdo foram necessarias aproximadamente quatro horas/aula. E, mesmo
assim, ndo foi desenvolvida na integra; algumas questdes tiveram que ser adaptadas para que

os discentes pudessem responder a todas as questdes propostas.
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6.1.3 As Dificuldades

A previsdo era de que as atividades tivessem sido aplicadas no laboratério de informéa-
tica, possibilitando uma interacdo mais efetiva dos alunos com os softwares. Mas isto ndo
ocorreu conforme citado no primeiro pardgrafo da Secdo 6.1.2. As atividades foram, entdo,
aplicadas em sala de aula utilizando um data show, reduzindo assim, a interacdo dos alunos

com o software.

A utilizacao do data show acarretou algumas dificuldades para os alunos. Por exemplo,
na contagem dos vértices de um poliedro, pois as imagens estavam sendo projetadas em uma
das paredes da sala. Sujeira na parede confundia-se com pontos da figura; a solucdo foi
movimentar os vértices para que os alunos os identificassem e realizassem a contagem. Esta
situacdo teria sido evitada se os alunos tivessem usando os computadores do laboratério de
informadtica e, os proprios alunos manipulando virtualmente os poliedros arquimedianos e os

toroides.

6.2 Questionarios

6.2.1 Questionario 1

O questiondrio 1 foi respondido por 25 alunos de uma turma do 3° ano do ensino mé-

dio, de uma escola localizada no agreste paraibano.

Para a realizacao das atividades 1 e 2, foram confeccionados e levados a sala de aula
dois sélidos geométricos feitos de isopor, conforme podem ser vistos nas Figuras 5.1 € 5.10;
um foi utilizado na aplica¢do da atividade 1 e, o outro para a correcdo da atividade 2. J4 para
a correcao da atividade 3 foi utilizado o software educacional Trip-Lets.

6.2.1.1 Atividade 1

Os alunos compreenderam a ideia da questdo, ndo apresentando dificuldades em dese-
nhar as vistas de frente, de topo e de perfil do sélido geométrico confeccionado em isopor,

que pode ser visto na Figura 5.1.

6.2.1.2 Atividade 2

No desenvolvimento da atividade 2, os alunos até compreenderam a ideia, mas o resul-
tado ndo saiu como o esperado, ja que muitos alunos ndo conseguiram desenhar o sélido que

se encaixasse perfeitamente nas trés formas sugeridas na atividade, formas estas que podem
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ser observadas na Figura 5.3.

Este tipo de atividade exige bem mais do aluno. Uma situagdo € vocé ter um sé6lido
para desenhar suas vistas ou projecdes ortogonais, outra bem diferente € ter as vistas, para
a partir delas desenhar o sélido. Talvez por isso, os alunos tenham apresentado dificuldades
em responder a atividade 2.

6.2.1.3 Atividade 3

Na aplicagdo desta atividade os alunos responderam corretamente que sim. Mas quando
sugerido que descrevessem ou desenhassem o objeto, poucos alunos se aproximaram do de-

senho do objeto desejado. A maioria sé consegui fazer o desenho apds visualizar o objeto.

O ponto positivo na aplicacdo desta atividade foi a discussao que gerou na turma com a
participacdo da maioria dos alunos imaginado e tentando desenhar o s6lido pedido na ques-

tao.

6.2.1.4 Atividade 4

O desenvolvimento desta atividade foi prejudicado, pois sem a utilizagcdo dos compu-
tadores do laboratério de informética, os alunos nao interagiram diretamente com o software
Projecoes Ortogonais, uma vez que eles mesmos nao estavam utilizando os softwares, con-
forme haviamos previsto. Mas mesmo como mero observadores, os alunos participaram

observando as projecdes ortogonais de s6lidos geométricos, trip-lets e animais.

6.2.2 Questionario 2

O questiondrio 2 foi respondido por 26 alunos de uma turma do 3° ano do ensino mé-

dio de uma escola localizada em um municipio do agreste paraibano.

6.2.2.1 Atividade 1

A realizacao da atividade 1 que previa a verificacdo da Relacdo de Euler nos 13 sélidos
arquimedianos teve de ser adaptada, pois, os alunos estavam demorando muito na realiza¢ao
desta atividade, de modo que foram utilizados apenas 5 sélidos arquimedianos.

Apesar de o nimero de poliedros ter sido reduzido a menos da metade, os alunos

conseguiram realizar a contagem dos vértices e das faces, a partir das quais calcularam o
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nimero de arestas. E, de posse desses dados, verificaram a validade da relacdo de Euler.
Conforme haviamos previsto quando propomos esta atividade.

6.2.2.2 Atividade 2

Esta atividade estava prevista para ser aplicada com a utilizacdo de 7 toroides, devido
ao tempo que estava sendo utilizado pelos alunos na realizagao desta atividade foram utili-
zados apenas 3 toroides. Pois, caso fossem utilizados mas que cinco toroides, ndo existiria

tempo para os discentes realizarem todas as etapas da atividade.

6.2.2.3 Atividade 3

Os alunos compreenderam a ideia desta atividade, mas ndo conseguiram argumen-
tar de forma convincente a validade da relacdo de Euler nos sélidos arquimedianos e a ndo

validade nos toroides. Alguns alunos chamaram os sélidos arquimedianos de sélido de Euler.

6.2.2.4 Atividades4e5

A maioria dos alunos consegui responder as atividades citando exemplos de sélidos
geométricos pras os quais a relacao de Euler € vélida e de s6lidos geométricos para os quais
esta relacdo ndo é vdlida. Constatamos que nestas atividades teria sido mais apropriado usar

termo poliedros no lugar de s6lidos geométricos.

Nas respostas apresentadas na atividade 4, varios alunos confundiram cilindro com
poliedro, quando o consideraram como sendo um sélido geométrico convexo para o qual a
relacdo de Euler € valida; os demais sélidos citados foram os platonicos e os arquimedianos

ndo utilizados na resolu¢do da atividade, o que estd de acordo com o esperado.

Nas repostas apresentadas na atividade 5, os alunos foram unanimes ao citar os toroides
como exemplos de sélidos geométricos para os quais a relacdo de Euler ndo € valida.

6.2.2.5 Atividade 6

Depois de muita discussio entre os proprios alunos, eles conseguiram responder a ati-
vidade. Chegando a conclusdo de que se os Sélidos Arquimedianos fossem feitos de um
material flexivel e cheios de ar se transformariam em uma esfera (uma bola) e, os toroides

com um buraco se transformariam em uma camara de ar.
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6.2.2.6 Atividade 7

Em relacdo as respostas a estas atividades, depois de muita discussio, os alunos che-
garam a resposta esperada, argumentando que para a relacdo de Euler ser valida em algum
toroide, o mesmo nao deveria ter buraco, embora saiba-se que todo toroide tem ao menos um

buraco.

6.2.2.7 Atividade 8

Os alunos responderam corretamente que sim, pois ja havia sida falado em sala que
existem poliedros ndo convexos para os quais a relagdo de Euler € vdlida. O exemplo apre-
sentado pelos alunos foi um exemplo que havia sido mostrado em sala.

6.3 Questionario com as opinioes dos alunos

Em relacdo a utilizagdo dos softwares educacionais, os alunos responderam que os
softwares auxiliam na compreensdo ajudando a esclarecer as dividas e, que a Pletora de Po-

liedros, € um 6timo recurso didatico.

A utilizacao do software educacional Uma Pletora de Poliedros, possibilita uma me-
lhor visualizag¢do dos poliedros, observando vértices, arestas e faces, além de realizar plani-

ficagdes montando e desmontando os poliedros.

O que mais chamou a atencdo dos alunos ou o que eles acharam mais interessante, em
relacdo a utilizacdo do software Uma Pletora de Poliedros, foi a quantidade de recursos que
ele oferece, possibilitando, por exemplo, girar um poliedros em vérias dire¢des para observa-
lo de varios angulos diferentes e a ferramenta montagem que permite realizar a planificacao

e montar um poliedro em tempo real.

Em relacdo as dificuldades que os alunos encontraram com a utiliza¢do dos softwares
educacionais, alguns alunos ndo apresentaram dificuldades, outros tiveram dificuldades em
alguns momentos da aplicacdo das atividades, como por exemplo, na contagem dos vértices
de um poliedro, outros ainda, chamaram atencdo do fato de eles préprios ndo estarem utili-

zando os softwares nos computadores do laboratério de informatica.

Em relagdo ao tempo de aplicacio das atividades, muitos alunos acharam que quatro
horas/aula foi suficiente a realizacdo do questiondrio 2. Mas estas atividades deveriam ter
sido aplicadas em apenas duas horas/aula, e mesmo assim alguns alunos alegaram que faltou

tempo para concluir as atividades.
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6.4 Dados Estatisticos

Nesta secdo, apresentaremos alguns dados estatisticos relativos aos questiondrios 1 e
2, pois temos a inteng¢do que estas atividades seja aplicadas por outros professores em sala

de aula.
Os dados estatisticos relativos a aplicagcdo do questiondrio 1, podem ser observados na

Tabela 6.1.

Tabela 6.1: Questionario 1

Atividades | Responderam na integra | Responderam parcialmente
Atividade 1 100% 0%
Atividade 2 20% 80%
Atividade 3 100% 0%

Dados estatisticos relativos ao nimero de alunos que responderam ao questiondrio 2,

podem ser observados na Tabela 6.2.

Tabela 6.2: Questiondario 2

Atividades | Responderam na integra | Responderam parcialmente
Atividade 1 100% 0%

Atividade 2 80,76% 19,24%
Atividade 3 69,23% 30,71%
Atividade 4 53,85% 46,15%
Atividade 5 88,46% 11,54%
Atividade 6 61,54% 38,46%
Atividade 7 38,46% 61,54%
Atividade 8 84,62% 15,38%
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Capitulo 7
Conclusoes

Com as analises de dois livros didaticos de Matematica do ensino médio adotados por
escolas publicas, demos a nossa contribui¢cdo no sentido de que a escolha do livro didatico é
de fundamental importancia para o processo de ensino e aprendizagem de Geometria.

Propomos em nosso trabalho, como recurso diddtico complementar ao livro, a utiliza-

cdo de softwares educacionais. Sendo o principal destes softwares Uma Pletora de Poliedros.

Apresentamos neste trabalho, uma demonstra¢do da fémula para calcular o volume
do dodecaedro e o volume do icosaedro, de uma forma que o professor possa utilizar estas
demonstracdes na sala de aula. Os conceitos matematicos utilizados nestas demonstracdes

fazem parte da gama de conhecimentos de um aluno das séries finais do ensino médio.

Sugerimos duas sequéncias didaticas com a utilizacdo de softwares educacionais, as
quais tiveram suas atividades aplicadas em uma durma do 3o ano do ensino médio de uma
escola publica, apresentando um resultado bastante satisfatério. Na aplic¢do destas ativi-
dades, podemos observar as dificuldades encontradas em relagdo a utilizacdo dos softwares

educacionais, bem como, os beneficios estes softwares proporcionam.
Constatamos também, a satisfacdo dos alunos, ao realizarem atividades de geometria

espacial com o auxilio de um recurso computacional. Ao ressaltarem, eles préprios, a parti-

cipacdo, a colaboragdo e o entrosamento de toda a turma na realizac@o das atividades.
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Apéndice A
Primeiro Apéndice

Neste apéndice, vamos calcular o cosseno do angulo de 36 graus, necessdrio para o
calculo da diagonal de um pentdgono regular que corresponde a medida do lado de um cubo
inscrito, em um dodecaedro, pois, precisamos de seu valor na deduc¢do da férmula para

calcular o volume de um dodecaedro regular Secao 4.2.
Obs. A.1 Cdlculo do cosseno de 36°

Consideremos um tridngulo iséscele, AABC tal que AB = AC = 1, BC = x,lﬂ\C =36"e
ABC = ACB = 72° Figura A.1.

Figura A.1: Tridngulo is6scele

No tridngulo ABC tracemos a bissetriz CD, do angulo ACB obtemos dois novos trian-
gulos isosceles ACBD e ADAC, pois no ADAC temos ZACD = Z/DAC = 36° e no tridngulo
CBD temos ZCBD = ZCDB = 72°. Assim, BC = CD = AD = x Figura A 2.
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Figura A.2: Triangulos isésceles

Observemos que o ACBD é semelhante a0 AABC, pois Z/BAC = /BCD =36°, ZCDB =
/ACB e ZABC é comum. Logo, da semelhanca de tridngulos temos:

AB %:1 X 2 1—0— X|=—%
_ = — - = X X—1=
BC BD x 1—x —1+v5

Como x, representa a medida de um segmento, entdo devemos ter x = _1%6 (o valor
positivo). Finalmente, para calcular o cos (36°), consideremos o0 AABC, aplicando a lei dos
COSSENos temos:

(BC)> = (AB)” + (AC)” — 2 (4B)’ (AC)” cos (36°) —> x* = 12+ 12— 2cos (36°) —>
2
— % =2 2c0s(36°) = (%ﬁ) = 2(1 —cos (36°)) =

—> O = 21— cos (36°)) = 352 = 2(1 - cos (36°)) =
= 3%6 =1—co0s(36°) = —cos((36°) = '3_4\@ —l=
= —cos(36°) = — <1+T\6> = c0s(36°) = (HTﬁ) .
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Apéndice B
Segundo Apéndice

Neste Apéndice disponibilizaremos as atividades que foram aplicadas em sala de aula
e, respondidas pelos alunos de uma turma do 3° ano do ensino médio. Estas atividades foram

propostas no Capitulo 5
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Respostas dos questiondrios relativos a utilizagao dos softwares educacionais.

0

<5 O =O—NO¢-
0 he N 4 0081 7 _ofacuxuc? 0" ,: ¥ n\.d«‘ T LW P sg.szax
1 A L) e,
Bl ) U RN ot o0 G R el D LA R O DT g

isepEpIAne sep sedezijeal e eled S1USDYNS lo) oW1 @

Q4

’ i THUTS «.JQSu 1\1.\\“7 bl GRS

e e ol T ET TR N e BT ) 4\4/: ey

iS2IEMES SeP 8E3ez||IN & eE3e[3. LUS SEPEIUSIUS SIPER|NOLIP SE SIEND

: TPOPTIT

, tﬁ:f‘.,&(,.ott_di.q
ST { a2 L \

IO ST\ UV IT L SAE ViS4 0 W AM A

isuessaisqulsiew el anb @

B i BroTy .f%rvwnfc; Brottey ﬂc)é, v

Lt o0 Vo S TEIE e, 0 R - RIS A S A R 0 2 \F TR BT ¥ =
1 %s

|55\.cg éz\ zljxcn_ﬁ TP aﬁcﬁncd&x X WY

ieJipuew ank og nmu1~!>5u sep

eeSez||Ea) BU 3 S83197UeD Sep eesuaaldwied eu nepnle sa1emyes s3isap eeSezluny

9

,.S\ﬂc‘q 1 il .,LC Jﬂ d._\C\\»-é

GRS ;SJ? T ﬂ,.t_:f(qz = % »fm AL AT
L) A ek s SR A AL &) s SR aAn T IR s L

f\xx—fwcr G Sl £ ] CQL/Ao = de W—%M‘. T du_(- .AM\(CG.V o G(A/d} d..rZY
WAy~ ON OO SO TS SP—S C\Cr aL e

Jsleusioeonpe saiemijes sep eeSezi|iin & ee5e(s) W eeiuide ens e jeny

eleueSINg

TOOUTY FW\

isapepiane sep ogSezijeal e eled 2jusyns 10y odwsl o

‘%Q.m\ WY, T
NQCC.\Q«:\ ﬁ\%\ CL PO AL 3 C:m WH:_CL( 7 oTprev
[} ZEISAS ?:Q:Q\C‘ Cot.f I AR 3.,.@ 9@ TjTo JLJ
PR TVJaoI-§ v H«OAA oS R aR VINE RS SY a:d («,\G_/ﬁ

fﬁukc 2707 RS AR R A %‘ ,\q—,uzzaiu,.r v *ﬁ TOUY

4531eM140S SOP OB3EZINN € 0g5E[S) WA SEPRIUoIUD SPEp|NIYIP e sieny

ORIy R OO G TORKT
\vg e riien Cnxt\\,.\tn\x SQ CIPTRVT WTVDAL S

i@juessaiaiul siew 103anbQ -

n\w sANréf\

T Eé({(\« o \\\‘%‘xé §~_Q£ C.\\\Cg C:\>

searpuBw anb aq ¢SapeplAne sep

oBez|[Ea] BU @ S0}120U03 SOP 0ESUS3AWIOD BU NOPNe S2IBM1JOS.S31S3P OBSBZIINNY

.%c,:.@ SR O T ani.\.\CC 7 AT CCQ Ty

o~

o O I j7TTET C\ C\S_CQ\{\G.\ C\CCC\,CCE\
Bl AT Lo TV RS VIR L 20 R AL S LY Tyl ] m‘

£SIBUOIDEINPS S3IRMOS SOp OBSezijin e ogdejal wa ogiuido ense [enp -

olleuonsaND

135



Jsapepinne sep ogdezijeal e eied sjuspyns jojodwsl 0 g

iajuessassqusiew joyanb o ¢

S N
sespuew anb aQ §sapepiane sep

op3ezijeal eu 3 $03122U0d SOp 0BSUSAIALWIOD BU NOpNfe S21eMOS SIS3P OBSeZINNY T

‘wlw,\gloaxlg Y W =

nn e omwm.wL ws ogjuido enSe |eno T

SIBUCPEINDS S2IBMJOS SOp 0BSeZ]|

oueuonsanDd

m\.‘\ﬁwﬁx Q.‘O)\,\( 3r:n)2\ _Ct\w:\
_

OS> QWCL,:"»GZC. NSA8) CQﬁ?fﬂ (GERETT ¢
s 10} odwa O

isapepiane sep og5ezijeal e eted ajusdL

TOCAO TTRS, CTVATDYT TRTIU TR ISP

r -
. GS
Jj,vcmcc QC?_TIﬁ.NCC(JQ/Jf 3CC114., axa

(3B R S S RN e CRSAS] SN TIAVHE SR S PR SA NN S

£591BMI0S SOP OB3EZIIN € OE5E[al WD SEPeuodUa SIPEP|NIYIP Se sienD

: T DR ATV J{C/d@, AR Dho VB LG;:ﬁuﬁs Sav)
SCTC* RSy qﬁ/&lgg(raﬁ a NV A= Al*vnc q

i2juessaiaiul stew 1oy anb o

T O Ved

= ke
WGTIOAIAT ) O T U OfUraey O P S UL T RO RO v TIe
jcfccc.cst O T ot COU ST oI H OOy Oy

viav gy _ur‘ A VI AL AL AN 1 A TA X\,(.CQ\.\V TR I [0 T ON T

seapuew anb aq ¢sapepiAne sep

ogSezijeal eU @ S03122U02 SOp OgsuSaIdwod eu nopnfe s31eM3yos saIsap oedezinny

RSSOy U o ﬁm(,{d AR SAGIEARRY ey
au‘mﬂ\ CITUOUMmRG P _.CL)\«S .\.ﬁ_ﬁ Y= ORI RO SRS
Hﬂd}y&ﬁrx_ e ~Cé7®* (72/ AR RN ] Wﬁ?\CuA;C((C,\W. \w,

$SIBUOIDEONP S3JRMJOS SOp OBSEZIjIN B OR3R[Rs W2 OgluIdo Bns e [enD

opieuonsany

i

136



oo

3

Pw% %\mfa.ad‘%qguﬁ% m%?zsﬂ, mP/z)J?fC
TS S SRR oY, TR WG,

isapepiaiie sep ogdezijeal e eied ajuapyns 10) odwal O

TR )

TR x@??gé SUB Y P o oL U Efoﬂmqi A%

\J\ﬁlsﬁ\ @444% wd/éd:f J%zJa, % @%B e Y

i521AM14OS SOP OE3EZI{IN € 0E5.[S. WS SEPERIUOIUS SIPEP|NOYIP se sienD

It B 7 NG, S0 J«A:/Z
: : TRV E? henid v 2

=5 gaia SR ¢ ,Juﬁho@ Aaér o O,v,?fvoa)gﬁc} o
7 TP FOPTT OSY IeX 5} gﬂﬂaﬂw&
o Bgymkmfc,\ Jﬂ d@%&<§ R

¢@juessasaqul siew 10y anb O

; fﬁulz% Y %7?3@0 %

auatj‘m‘ S dfad 7o ATV %ﬂrS@Q\f OLCNT w&.«_d VR

TS S OXOge W] OO 3P OUEeS X G

;esiauew anb aq ¢sapepiane sep
ogSezijeal BU 3 S01120U03 SO OgSUIRIdWOD BU nopnfe SIIEMYOs 3153 ogdeziinn v

qos:o WO SN RN 3P OLVEA R u,:meiﬁcu

b J«o q g,lﬁ Jw}:\?i,ﬁ)y« W~ w/r/ LARA- L waﬂzd 4

ESVER LY FJJ: Jlﬁ@é SANNI2INEN @JY) dkc,j%aﬂ %.VJ!

$S1eUOIDEINPS SIEMIJOS SOP Ogdezi|in & opdejal wa ogluido ens e [enY

oLieuonSANY

isapepiane mmv omwmd_mw_ e eled ajuapyns 10} onEmu (o) i

.otc;:p(:‘,

137

~ ® B
¢@1uessaiaqul siew jo) afib O

ceapuew anb aq Amw_umnszm sep
ogdezi|eal eu 3 S01192U03 SOp oesuaa1dwod eu nopnle sa1emlyos s33sap oedez|

' ¢sieuopeanpa mm‘_m‘stom sop og5ezi|inn e ogdeal we om_:_n_o m:m elenp ‘T

opieuonsany

/W0 %




°
T2 3R~ 03

isapepiane sep ogdezijeal e esed ajuapyns 10j odw21 O

L
DTRRYT R KB

O CVRIE] OLTIT0 UAMaty TUE ST« Tt LERES Ao e

$S91BMIOS SOP OBS5EZI{IIN € 0E5E|S) LS SEPRIIUOIUS SIPEP|NOYIP se sienD

5 PR
@T_.:’C.\ AL ¥ O TR Q_rt\vm\.rrn):((‘_ OpNETY SR O

O TPOPRIIT O O o Sy oo
ojuessasqui steul 10} anb O

ielipuew anb a(Q {SopepIAne sep

Og5eZi[Ea] BU 3 SO12DUCD SOP 0BSUSIAWOD BU NOpNle S31eM30s S2159p OgSezZjiny

£SIBUOIDEINPS S21EM1JOS SOp Og3ezijnn e ogdejas wa ogiuido ens e [eny -

oLUONSaND

e

g
\ 2 é SE\;\Q ;;UJJQQQ
TUBS REPAY ORI OWEeUL ﬂdn&wv.:au Ch&oé D
,Og QSMCLgyC\«WOi&_O,éixmﬁaz

isapepiane sep ogezijeal e eied ajuapyNs 104 0dwal 0

ok
TN, YRR WO P AT W

ﬂﬂu;..C,\V ET@CMUW _.H‘c [=ge) ﬂg m Do W \ ,,f\,/le\ @Q»QS,
X /_\/,,C&.C %q@p\ RS} \J:.a A e, Y a.a/\zﬂ_ = Onnv(( \nw%\,
\Cﬁa:u%%v«( Qﬁ‘e%.ggoﬁuﬁ

: TTIOFND CVOGHe B0 ONTOuN — Ay
¥y >~ 1 - AERN O NEVCS STOSTHEMGGY W) 0T oS

ALk~ G A=A 2 LA S E Ay SRS & VENS SIS A SR S
.d\dywe TR0 OUlB0 o OPouw & Saﬁwmﬁ&ﬁm

¢@juessaiaqul siew joyanb o -

\%%(nﬂm 1®) L 4

Cais Ty sy e e e v e e S ST L

ER A Qa)\.é(g QB,LC& toon JQQH qﬁg\%zo‘ OO OANT0
IS oAVOMPeS OF QUIOTYYRYY o) i

T SOREL TP NOPTIo - eYio > W TORTYY

sesrpuew anb aQ {sepepiane sep

og5ezI|ea) BU 3 S01190U0D SOP OESUS21dWOD BU NOPN(e S31eMyOs s3)5ap OgdeziianyY

0!%44\&.6 TOE S BA»QL@@ VRO &«GWM\E

fm}&u’t Gu[dn;?? ORSRY ES ?&Z».W? CEUOTR TP HTHAON

P N RN ) SRS DA oo WSO ¥
o./ﬁdﬂwodﬁdmlaauraﬂx T

%\% dn«k?«z%‘%gg

£SIBUOIDEONPS SOIBM]JOS SOP OEdezl|in & ogdejal wa ogtuido ens e fend T

oueuonsany

2 - ~ N
£5518M3JOS SOp 0B3BZ1|11N € OEJE[3] WS SEPRUODUS SIPEp|NoIp se sienp -

138



JSapepiale sep ogle:

R ESULL LN ﬂ!%uu \%

$S91BMOS SOp OB3EZI|IN B 0B5E[2] WS SEPRIIUODUS SIPEPINYIP Se SIeny 17

D ey

éajuessasaqul siew joyanb o g

SPTIIS O DYOy e o

=5 UTRSD o0~ COOEN

0B3EZI|Eal BU & SO}120U0D SOP 0BSUS31dwod eU Nopnle S3IeMIOS S3)sap og5ez

Ny

$SIBUOIDEINPS S3IBMIJOS SOP OBSeZINN ¢ oBdejas wa ogluido ens e jenp T

oLeuONSIND

isapepiane sep opSezjjeas e eied ajuspyns lojodwal 0 'S

FUURESS I g o) Q
£S91EM1JOS SOp ogSe:

N e opSe[a. W SEPEIIUOIUS SSPEPINdIIp se sIeny 7

Lt
(ool e —otTod, Shisee)
~ T TN P ey mRnya} ..rf\cnévxQ
i9juessassqulsiewr 1oyanb 9 g
. £
R Al A e i e e SR AL EE

TR T N R T GO0 O k PRI (c,\cc\ ﬁm.i\

seliauew anb a( ¢sopepinne sep
og5ezi|eal eu 3 SONSIUOD SOp oesuaaidwod eu nopnle saiemyjos saisap ogdeziinny 'z

\ R el e

: A 5

Y ST HS SREIS RSN S S E QA TN e Sl v s o o e ol RESEN Y
P G o 4
£S1BUOIDEINDS S21EMYJOS SOp OBSeZIjN B ogdejal wa ogluido ens e €Ny T

oueuonsany

139



BUUNVECAVINEEN
LI VB

VAL .
mmm.mmv_-,_wm sep ogdezijeal e Sled ajuapyns 0} 0dWRI O 'S

- - ST CBy TRy o

C,Pa#:é W Q@Cﬁfﬁ [SET AN Y O —) ‘CME/V

Y SRS, JUHU AT WETY T SOPRIGD U
(N L S NS KU S RS RN

$S912MOS SOp OESezIRNn e ogdejal wa SepEIUodUB SAPEP|NIIIP SE SIeND i

e " 02/ v
“TEOTR SR GRIDTTIOE Ll € GRS QSN
Tt e TN 4y viv e 1= o) VIS S OB RLIS)
AR TS © SRy i iy
7 TR 7
n.mu:xmwmw_mu:_ siewlojanb 0 ‘€

s Vi i VN S
T i\ / YT I TEON X

TOUW

SRR SR
ORA R N1 ) § LI TR0 N0 0 SBWIVIALN) A
ivisw QEQ@;%; SO0 WUy, S s
; ésieuopeonpa $3.1eM1}0S SOp OBSEZI|N € OBSE|2s Wa Ogluido ens e fenD T

opiguosAND

(Y oY . - YU

=0

isapepiane sep oedezijeal e eied ajuapyns 10j 0odwN O 'S

Q
G oy ooy

e Al -

$S21BM1JOS SOP 0E5EZI|N B 058|321 W3 SEPEeU0IUS SSPEP|NJIIP Se SIenD

[N

RLA
i2)uessasaqul slew lojanb 0 g

\
TR TOW T TOROR
4 Aty

I\
OO STDUL I SREOT M_cﬁ W55 2R v s ey v e
JeiiduewW anb a( ¢ SapepIAne sep
oB3eZI[Eal BU S S0}30U0D SOP OESU3aIdWOD BU NOpNfe Sa1eM}yos S33sap OBSeZIIINY 7

%ﬂu—m’u N ERTOERSIE GRS

$SIBUOIDBINDS S3IBMIOS SOP OB3eZI|N B 0B3e[a) Wa ogluido ens € [enp  °T

oLieuonsaNy

140



o

e sep ogdezijeal e eied 2juapyns joj odwa} O

r
o0 __aC-Z/nv\(Q(L 7P

qO0 A0 T B TP YTTIRRES Q.d>

£5912MJOS SOp OB3EZI[IIN B 0B5E[34 LIS SEPE;UIUR SIPEP|NJYIP SE SIEnD

91uBSSaIR)UI SIEW 10§ anb O

Crrour Y .?_.C 2 By

i g . Iﬂ\\

;esipuew anb aQ ¢sopepinne sep

oBSezi|eal U @ SO319DU0D SOP OESUS1dLWOD eu Nopnle S3.1eM}OS S31s3p 0E3eZI|IAN Y

2 <

SIeUoIIEINPS S31AJOS SOp Ogezijin e ogdejau wa oguido ens e [eny

oueuonsaND

isapeplane sep oe3ezijeas e eied a1usidyns 10j odws} O

G © Hagi & LAY EEA o HoY O,
i T R oS

R AR

A= xS

RliE S

e

$S21EMOS SOP OBSBZI[IIN B OB5E[2. WIS SEPRIJU0IUS SSPEP|NILIP SE SienD

< oy

¢51BUOIDEONPS S31eMOS SOp ogSez||ian & ogdejal wa ogjuido ens &'jeny

otieuonsany

141



