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Resumo

Este trabalho tem como objetivo principal contribuir com o processo de ensino aprendi-
zagem da Matemadtica, em especial com o da Geometria Espacial. Faremos a andlise de dois
livros didaticos, verificando se a metodologia utilizada na apresentacdo da Geometria Espa-
cial favorece a motivacao e aprendizagem do aluno. Teremos como foco, analisar a forma
como o método axiomatico € apresentado nos capitulos que introduzem o estudo da Geome-
tria Espacial e, se estes livros podem ajudar ao professor a desenvolver um raciocinio 16gico
dedutivo nos seus alunos. Incluimos, também, um capitulo onde apresentamos os conceitos
basicos do sistema dedutivo para professores que atuam no ensino médio, proporcionando-
lhes informag¢des que venham complementar seus conhecimentos, enriquecendo suas me-
todologias no ensino da Geometria. Esperamos que este trabalho tenha utilidade aos que

ensinam e, principalmente, aos que aprendem.

Palavras Chaves: Geometria. Livro Didatico. Método Axiomatico.
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Abstract

This work aims to contribute to the Math teaching-learning process, focusing on Ge-
ometry. Two textbooks will be analyzed, verifying if the methodology applied in teaching
Spacial Geometry favors pupil?s learning and motivate them. Our focus is to analyze the
way in which the axiomatic method is introduced in the chapters that present the Spacial
Geometry and how these books can help the teacher to develop a logical-deductive reaso-
ning in their pupils. There is also a chapter in which basic concepts about the deductive
system is presided to the on teachers who teach in High Schools, giving them information
that can complete their knowledge, enriching their methodologies in Geometry teaching. It

is expected that this work has utility to the ones who teach and, mostly, to the ones that learn.

Keywords: Geometry. Textbook. Axiomatic Method.
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Capitulo 1

Introducao

O ensino da Geometria nas escolas € algo que vem sendo ponto de preocupacao para
o professor. Muitas vezes, € quase que excluida do conteido a ser visto e, em outras ins-
tancias ela € ensinada de uma forma muito complicada despertando, assim, o desinteresse
dos alunos, os quais ndo compreendem a aplicacdo da Geometria no dia a dia, tampouco sua
natureza légico dedutiva.

Durante a vida académica do aluno, muitas inquietagcdes surgem, dentre elas, o porqué
de estudar demonstra¢des em Geometria. Essas dificuldades talvez possam ser explicadas
pelo fato de "demonstrar" estar centrado tanto na forma como € apresentado pelos livros di-
déaticos como também, pela maneira, que as demonstragdes sdo repassadas pelos professores
a seus alunos.

Nessa perspectiva, nesse trabalho, serdo analisados dois livros didaticos e, essa andlise
serd voltada a forma como o método axiomdtico € apresentado para o aluno do ensino médio.

Em relacdo a estrutura, nosso trabalho estd dividido em sete capitulos, donde este é o

capitulo 1 e, os demais sdo:

e Capitulo 2 - Tratamos da importancia do livro didético no processo ensino-aprendizagem
e, apresentamos alguns critérios que o ensino da Matemadtica deve atender a fim de ca-

pacitar o estudante.

e Capitulo 3 - Apresentamos alguns pontos que devem ser observados durante a andlise
de livros didatico, sobretudo disponibilizamos um modelo de roteiro que servird como

guia geral nessas andlises e, pode ser utilizado posteriormente pelos interessados.

e Capitulo 4 - Como nosso objetivo principal estd voltado ao método axiomatico, nesse
capitulo apresentamos toda a estrutura tedrica, que um professor de matemadtica precisa

saber sobre o que vem a ser o sistema dedutivo.

e Capitulo 5 - Analisamos a maneira como o método axiomatico € apresentado no livro

1. Chamamos livro 1 ao primeiro livro a ser analisado.



e Capitulo 6 - Analisamos a maneira como o método axiomatico € apresentado no livro

2. Chamamos livro 2 ao segundo livro a ser analisado.
e Capitulo 7 - Tecemos nossas consideracdes finais, baseadas nas nossas andlises.

e Por fim sdo apresentadas as referéncias bibliograficas.

1.1 Objetivos

1.1.1 Objetivo Geral

Nosso trabalho tem como objetivo geral contribuir com processo de ensino-aprendizagem,
fazendo uma andlise sobre a maneira como o método axiomaético € apresentado nos capitulos

introdutérios a Geometria Espacial nos livros didaticos.

1.1.2 Objetivos Especificos

e Analisar como os autores dos livros didaticos apresentam o método axiomético para o

aluno;

e Enriquecer o leque de conhecimento do professor, contribuindo com a sua pratica no

que diz respeito ao método axiomatico;

e Despertar no aluno um prazer mais acentuado de aprender, justificando o porqué de

muitos de seus questionamentos;

e Colaborar com o processo ensino-aprendizagem da Matematica, em especial da Geo-

metria Espacial.



Capitulo 2

Fundamentacao Teorica I

2.1 O papel do livro didatico no processo ensino-aprendizagem

Para planejar suas atividades em sala de aula e enriquecer seu conhecimento, o recurso
didéatico mais utilizado (na maioria das vezes o Gnico) pelo professor € o livro didético. Para
os alunos, € um instrumento importante onde se adquire informagdes valiosas que auxiliam,
ou ndo, no interesse pela leitura e no progresso dos seus conhecimentos, contribuindo com a
formacgdo social e cultural dos educandos.

Uma das funcdes do livro didético € contribuir no processo ensino-aprendizagem, por
isso sua organizacdo é de suma importancia tanto para o professor como para o aluno pois,
se a distribuicdo dos conteddos, as ilustragcdes, o colorido, os exercicios, etc, ndo estiverem
bem organizados, o livro terd uma péssima influéncia no aprendizado do discente e, no fazer

didético do professor.

Para (Oliveira [9], p.11), o livro didatico é. ..

"um material impresso, estruturado, destinado ou adequado a ser

utilizado num processo de aprendizagem e de formagao".

(Lajolo [6], p.4) afirma que para um livro ser didético ...

"precisa ser usado de forma sistemdtica no ensino-aprendizagem
de um determinado objeto ou conhecimento, jd consolidado

como disciplina”.

Com efeito, o livro didético é um recurso pedagégico que "dialoga" tanto com o pro-
fessor quanto com o aluno, por essa razao € um apoio pedagdgico indispensavel nessa busca
de conhecimentos e deve apresentar algumas atribui¢cdes importantes ndo s6 em relaciao ao

aluno, mas também ao professor. Essas atribuicdes serdo citadas a seguir.



De acordo com o Plano Nacional de Livros Didaticos (PNLD - 2012 [11], p.13):

Com relacdo ao aluno, as fun¢des mais importantes do livro didatico sdo:

a) O favorecimento da aquisi¢cdo de conhecimento socialmente

relevante;

b) O desenvolvimento das competéncias cognitivas, que contri-

buem para a autonomia dos alunos;

¢) A consolidacao, ampliacdo, aprofundamento e integracao dos

conhecimentos adquiridos;
d) O auxilio na avaliagdo da aprendizagem;

e) A formacao social e cultural dos alunos, além de desenvolver

a capacidade de convivéncia e exercicio da cidadania.

Com relagdo aos professores, as fungdes mais importantes do livro didatico sdo:

a) O auxilio no preparo e planejamento de suas aulas;
b) O favorecimento da aquisi¢cao dos conhecimentos;
¢) O favorecimento na formagao diddtico - pedagdgica;

d) O auxilio na avaliagdo da aprendizagem dos alunos.

Podemos perceber que, para essas atribui¢des serem bem desempenhadas € necessario
que se leve em consideracdo ndo sé o que traz o livro do aluno, como também todo material
de apoio pedagdgico que € fornecido no manual do professor pois, esse material o orientara
na preparagao de suas aulas. Sendo assim, indagamos:

De que maneira essas atribuigdes podem ser inseridas ao estudo da Geometria?

No decorrer do nosso trabalho, analisaremos a forma como o método axiomatico €
apresentado aos alunos em dois livros didéticos e, buscaremos fazer uma associa¢ao dessas
atribui¢des nos capitulos analisados.

Mediante o exposto, observamos que a valorizacdo do livro didético € indispensdvel,
1sso nao implica que o mesmo seja o Unico objeto dominante no bom andamento do processo
ensino-aprendizagem. Sobretudo, a atuac@o do professor € de suma importancia, pois conduz
as atividades didrias da sala de aula e, sempre que € necessario, enriquece suas metodologias

profissionais.



2.2 Principios Gerais de Avaliacio do livro didatico

O PNLD € um programa federal, administrado pelo Fundo Nacional do Desenvolvi-
mento da Educacdo do Ministério de Educacao e Cultura (FNDE/MEC) e, tem como prin-
cipal objetivo subsidiar o trabalho pedagdgico dos professores por meio da distribui¢io de
colegdes de livros didaticos (Lingua Portuguesa, Matematica, Ciéncias, Historia, Geografia,
Biologia, Quimica, Fisica e diciondrios), aos alunos da educacio bésica e, aos alunos que
sdo publico-alvo da educacdo especial.

O PNLD surgiu no ano de 1995 com duas atribui¢des: Melhorar a qualidade da educa-
c¢do e suprir a necessidade de distribuicao gratuita de livros escolares. O programa € execu-
tado em ciclos trienais alternados. Assim, a cada ano, o FNDE adquire e distribui livros para
todos os alunos de determinada etapa de ensino, repde e complementa os livros reutilizaveis
para outras etapas.

A Secretaria de Educacao Bésica (SEB/MEC) e o FNDE/MEC, em convénio com
instituicdes publicas de ensino superior, executam uma etapa chave de todo PNLD, que € a
avaliacdo das obras inscritas nesse programa.

Ap6s a avaliacdo das obras, o MEC publica o Guia de Livros Didéaticos com resenhas
das colegdes consideradas aprovadas. Esse guia é encaminhado as escolas onde os profes-
sores escolhem entre os titulos disponiveis, aqueles que melhor atendem ao projeto politico
pedagdgico em vigéncia.

Muitos dos docentes sequer conhecem os critérios usados para avaliar os livros que vao
ser usados e alguns, ndo sabem nem da existéncia do guia de livros diddticos. Na maioria das
vezes, somos informados da escolha dos livros no momento em que serdo feitas as "andlises",
momento esse que as editoras parecem buscar apenas seus beneficios.

Salientando ainda que, no ato da escolha do livro didético, € disposto ao professor
um tempo insuficiente e um ambiente desapropriado para que possa dedicar uma atengdo
necessdria e criteriosa na escolha do material que serd utilizado por um periodo de trés anos.

Enfim, em nossa opinido e experiéncia pessoal, a escolha dos livros didéticos € feita de
forma incorreta e aleatéria, muitas vezes alguns aspectos indispensdveis passam despercebi-

dos e, s6 serdo notados quando se estd fazendo uso do livro escolhido.

2.3 Principios da componente curricular Matematica

A Matematica se faz presente nas mais diversas dreas do conhecimento e das préticas
sociais. Por isso, como professores de Matemadtica, devemos voltar nossos olhares a um
ensino que propicie condi¢cdes para que o aluno associe, sempre que possivel, os contetdos
estudados as suas necessidades cotidianas.

Devemos sempre enfatizar que ndo € por acaso que se estuda matemaética nas escolas.

O que se aprende em Matematica deve ser aplicado no dia a dia do aluno, propiciando assim,



um progresso no pensamento € uma maturidade em resolver problemas reais.

A Matematica também se relaciona com outras areas do conhecimento tais como: Qui-

mica, Fisica, Biologia, etc. Deste modo, asseguramos que as outras ciéncias nao se desenvol-

veriam se a matematica ndo existisse e nao fosse estudada pois, € uma das mais significativas

conquistas do conhecimento humano.

Nesse contexto, o (PNLD - 2012 [11], p.16) assegura que o ensino da Matematica deve

capacitar os estudantes para:

1.

2.

3.

4.

S.

6.

7.

8.

9.

Planejar acoes e projetar solugdes para problemas novos, que

exijam iniciativa e criatividade;

Compreender e transmitir ideias matematicas, por escrito ou

oralmente, desenvolvendo a capacidade de argumentagao;

Interpretar matematicamente situagoes do dia a dia ou do
mundo tecnoldgico e cientifico e saber utilizar a Matema-

tica para resolver situagoes -problema nesses contextos;

Avaliar os resultados obtidos na solugcdo de situacoes-
problema;

Fazer estimativas mentais de resultados ou cdlculos aproxi-

mados;

Saber usar os sistemas numeéricos, incluindo a aplicagcdo de
técnicas bdsicas de calculo, regularidade das operagoes
etc.;

Saber empregar os conceitos e procedimentos algébricos, in-
cluindo o uso do conceito de fungdo e de suas vdrias repre-
sentagOes (grdficos, tabelas, formulas etc.) e a utilizagao

das equagoes;

Reconhecer regularidades e conhecer as propriedades das fi-
guras geométricas planas e solidas, relacionando-as com
0s objetos de uso comum e com as representagoes grafi-
cas e algébricas dessas figuras, desenvolvendo progressi-

vamente o pensamento geométrico;

Compreender os conceitos fundamentais de grandezas e me-

didas e saber utilizd-los em situagoes-problema;



10. Utilizar os conceitos e procedimentos estatisticos e probabi-
Iisticos, valendo-se, entre outros recursos, da combinato-

ria;

11. Estabelecer relagdes entre os conhecimentos nos campos de
numeros, fungdes, equacdes algébricas, geometria anali-
tica, geometria, estatistica e probabilidade, para resolver
problemas, passando de um desses quadros para outro, a
fim de enriquecer a interpretacdo do problema, encarando-

o sob vdrios pontos de vista.

Sabemos que a matemdtica € dividida em diversos ramos, tais como: Aritmética, Al-
gebra, Geometria, Andlise, etc. Alguns desses ramos, sdo voltados a educacdo bdsica e
outros ao ensino superior, dessa forma, iremos nos concentrar apenas nos ramos abordados
na educacio bdsica, em especial a Geometria.

Fundamentando-se nos itens 8 e 11 citados acima, podemos destacar a importancia do
estudo da Geometria na educagdo bdsica. Assim, analisaremos os capitulos introdutdrios
ao estudo da Geometria Espacial em dois livros didéticos e levaremos em consideracdo a
importancia dos itens citados.



Capitulo 3

Fundamentacao Teorica I

3.1 Como analisar um livro didatico?

Segundo a base tedrica que adotamos nesse trabalho, o ensino da Matemdtica deve
adequar-se a trés componentes bdsicas: A conceituacdo, a manipulacdo e a aplicacdo. Na
andlise do livro diddtico, essas componentes devem ser consideradas e bem observadas,
tendo em vista que o professor e o aluno usam o livro para repassar e adquirir os conhe-

cimentos envolvidos no processo ensino-aprendizagem.

3.1.1 Conceituacao
Para (Elon [7], p.1), a conceituacdo ...

"compreende a formulacao de defini¢oes, o enunciado de propo-
si¢des, e o elo de conexdes com diversos contetidos, bem como
a interpretacdo e a reformulacido dos mesmos sob diferentes as-

pectos".

A formulagdo correta e objetiva das definicdes matematicas permite a simplificacdo da
linguagem para uma melhor compreensao dos conceitos a serem trabalhados.
(Elon [7], p.2) ainda afirma que, ao examinarmos um livro didatico, no quesito concei-

tuacdo, devemos observar os seguintes aspectos:

1. Erros

(a) De desatencdo - Sdo erros de calculo e de impressao;
(b) De raciocinio - Afirmar que um caso geral é consequéncia de um caso particular;

(¢) De defini¢do - Uma definicao pode ser incorreta por varios motivos. Ela pode estar
em flagrante desacordo com a pratica universal, pode conduzir a contradicdes,

podem ser incompletas, excessivamente abrangentes, etc.
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(d) Resultados e conceitos mal formulados - Dao lugar a ambiguidade, das quais re-

sultam conclusdes absurdas.
2. Excesso de formalismo - Definir objetos desnecessarios;
3. Linguagem inadequada - Erros gramaticais;
4. Imprecisdo - Defini¢des parciais ou ambiguas ;

5. Obscuridade - Aqui a Conceituacdo e a didatica devem juntar-se para que se dé atengao a

trechos ambiguos, ininteligiveis ou contraditorios;
6. Confusdo de conceitos - Principalmente nos argumentos demonstrativos;
7. Objetividade - Nao se dé relevancia aos pontos triviais;

8. Conexoes - Os vdrios assuntos expostos no livro devem ser relacionados uns com os

outros, sempre que possivel.

Em se tratando da Geometria, a conceituacdo é bem presente no raciocinio dedutivo.
Nesse raciocinio, o aluno compreende o porqué da veracidade(ou ndo) de algumas afirma-
coes, como também suas negagdes e(ou) reciprocas e, essa pratica baseia-se na conceituacao.

No capitulo 4 do nosso trabalho, exploraremos a teoria que envolve o raciocinio de-
dutivo, bem como, a importancia dessa teoria para o professor e a forma como deve ser

apresentado ao aluno.

3.1.2 Manipulacao
De acordo com (Elon [7], p.1), a manipulacdo ...

"¢ a habilidade no manuseio de equagoes, formulas, operagoes e
construgoes geométricas elementares, o desenvolvimento de ati-
tudes mentais automaticas, verdadeiros reflexos condicionados,
permitem ao usudrio da Matematica concentrar sua ateng¢do cons-
ciente nos pontos realmente cruciais, sem perder tempo e energia

com detalhes".

A manipulagdo deve aparecer no decorrer dos textos mas, principalmente, nos exerci-
cios. Com isso, cabe a nds, professores, sabermos selecionar os exercicios e problemas que

melhor envolvam essa manipulagao.
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3.1.3 Aplicacao

As aplicacdes sdao contextualizacdes em forma de problemas, onde os alunos utilizam
as informacdes fornecidas e os conceitos aprendidos para resolvé-los.
Segundo (Elon [7], p.1), a aplicacdo ...

"E a principal razdo pela qual o ensino da Matemdtica € tao di-
fundido e tio necessdrio".

A esséncia e o porque da Matematica ficam bem esclarecidos nas aplicacdes, pois
com elas se responde problemas reais que auxiliam a sociedade em sua busca constante por
desenvolvimento e qualidade de vida.

Um exercicio rodeado de aplicag¢des, é motivador, estimulante, faz com que o aluno
encontre um sentido, um porque de dedicar seu tempo e sua energia para tentar compreender
e aprender o que lhe esta sendo apresentado em sala de aula.

O interesse e o comprometimento da maior parte dos alunos associa-se ao significado
que é dado aos contetidos ministrados. Para isso, as aplicacdes sdo recursos que dardo esse

significado.

3.2 Roteiro Geral para uma Analise de livro didatico

No roteiro descrito abaixo, s@o apresentadas sugestdes de alguns pontos que devem ser
observados ao se analisar um livro didatico. O roteiro foi elaborado por nés e ndo se constitui

um trabalho finalizado, que n@o possa ser melhorado ou adaptado.

I) Dados sobre o Livro:

1. Dados sobre o(s) autor(es)

2. Informagdes da ficha catalogrifica

3. Referéncias Bibliograficas

4. O livro oferece sugestdes de leituras complementares

II) Formato e Encadernagao:

1. Facilidade de manuseio

2. Durabilidade

3. Formato e tamanho do livro sdo adequados
4.

Qualidade da capa e do papel

III) Aspectos Visuais:

12



1.
2.
3.
4.
S.
6.
7.
8.

Qualidade da impressao

Tamanho da letra

Espaco entre letras e linhas

Maneira em que estao dispostos os textos longos com uso de descanso visual
Qualidade das ilustracoes

Qualidade dos desenhos

As ilustragdes de carater cientifico respeitam a proporcao dos objetivos

Os gréficos e tabelas t€m titulos e indicam fontes e datas de onde provém

IV) Conteudo:

1.
2.
3.
4.
S.
6.
7.
8.

9.

Distribuicdo dos conteddos
Objetividade

Conceitualizac@o dos objetivos
Clareza das definicoes

Distin¢ao entre defini¢des e teoremas
Obscuridade em alguma parte do texto
Confusao de Conceitos

Verificar se hd afirmagdes sem justificativas convincentes e se isso atrapalha o en-

tendimento do texto
Apontar, caso haja, erros provenientes de:

a. Desatenc¢do

b. Raciocinio

¢. Defini¢do

d. Resultantes de conceitos mal formulados ou vagos

e. Ortografia

V) Relagao a outros temas:

1.
2.
3.
4.
S.

Interdisciplinaridade

Contextualizacdo. Se essas sao reais ou artificiais? Se tem ligacdo com a realidade?
Temas transversais

Atualidade

Uso da histéria da Matemadtica como elemento que auxilie na didatica e ndo apenas

mera descri¢do de fatos historicos
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6. Conexdes com o cotidiano do aluno

7. Aplicagdes interessantes e em nimeros suficientes
VI) Manipulagao:
Qualidade dos exercicios
Os exercicios ajudam na fixacao da teoria
Os Exercicios despertam para pontos interessantes

1.
2.
3.
4. Ha exercicios que despertam a criatividade? Sao estimulantes
5. Hé exercicios apenas manipulantes, repetitivos

6.

Os exercicios mais interessantes estdo separados dos demais
VII) Aspectos pedagdgicos - metodologicos:

1. Linguagem adequada que facilita a comunica¢@o com os alunos
2. Se ha e, onde ha excesso de formalismo

3. H4 estimulo exagerado para o uso de férmulas ou regras

4.

H4é imprecisoes
VIII) Andlise do livro do professor:

1. Presta-se como guia para o uso do livro

2. Esta escrito de modo claro

3. Apenas fornece as respostas dos exercicios
4.

Apresentam pontos que possam auxiliar o professor em suas aulas

Nos capitulos dos livros, que iremos analisar posteriormente, ndo nos deteremos na in-
tegra, ao roteiro apresentado acima. Porém, focaremo-nos em alguns desses topicos associado-
os ao foco principal da nosso trabalho, isto €, analisar como o método axiomatico é apresen-

tado ao aluno nos livros didaticos.
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3.3 Como sera feita nossa Analise de Livros Didaticos

A Matematica é uma das componentes curriculares que ndo apresenta uma boa acei-
tacdo por parte dos alunos. Como a Geometria, particularmente, ¢ um ramo da Matematica,
essa insatisfacdo também € perceptivel e preocupante. Assim, nos perguntamos:

O que causa essa rejei¢ao?

Sdo vérios os motivos que podem justificar essa dificuldade dos alunos com a geome-
tria e, essa insatisfac@o parece estd centrada, principalmente, na metodologia utilizada pelo
professor ao repassar os contetidos, do que nas proprias teorias envolvidas.

Em nosso ponto de vista, entre as possiveis causas de alguns problemas ligado ao

ensino da Geometria estio:

1. O tratamento da Geometria como assunto isolado, isto €, ndo € interligada com os
demais conteudos;

2. Geralmente a Geometria é trabalhada no final do ano letivo. Com isso, € vista de forma

rapida, sem ser dado sua real énfase e importancia;

3. Os conteudos sdo repassados apenas de forma mecénica e, esse mecanismo também ¢é

observado na resolucao dos exercicios;
4. A falta de preparo por parte dos docentes;

5. A falta de uma abordagem légico dedutiva satisfatoria do assunto.

Os livros apresentam um leque de conteudos e, na maioria das vezes os professores
apenas o reproduzem, o aluno apenas tem que aprender e também reproduzir o que € feito
pelo professor, tornando um processo de aprendizagem mecanico. Nesse percurso, muitas
vezes, se perdem defini¢cdes que deveriam ser citadas em conceitos e demonstragdes e, alguns
resultados sdo apresentados sem suas respectivas demonstragoes.

Nos capitulos 5 e 6 do nosso trabalho, serdo analisados os capitulos que introduzem a
Geometria Espacial em dois livros didéticos do ensino médio, sdo eles:

Livro 1 - Conexdes com a Matematica[1].
Livro 2 - Contextos e Aplicacdes[3].
Nossa andlise serd norteada, observando-se os seguintes aspectos:

a) Em relacdo aos conteudos, focaremo-nos aos capitulos que introduzem a Geometria

Espacial, em especial a forma como o método axiomatico é apresentado para o aluno.

b) Se ositens 8 e 11, atribuidos pelo (PNLD - 2012 [11], p.16) e citados no capitulo 2 do

nosso trabalho, sdo bem aplicados no desenvolvimento dos contetiidos;

15



¢) Se a forma como o contetido € repassada € adequada as trés componentes bdsicas
no ensino da Matemadtica, vistas na se¢ao 3.1 do nosso trabalho: A conceituacdo, a

manipulacdo e a aplicacado;

d) O roteiro sugerido na secdo 3.2 do nosso trabalho. Porém, serdo considerados apenas

alguns aspectos;

No capitulo seguinte, faremos uma apresentacdo formal de tudo que, nds professores,
precisamos conhecer sobre método axiomatico como também, a necessidade (ou ndo) desse

formalismo ser repassado para o aluno.
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Capitulo 4
Método Axiomatico para Professor

Para que a Matematica seja melhor aceita e compreendida é necessario que o pen-
samento seja bem formulado e apresentado. Para isso, é necessdrio que o professor tenha
conhecimento dos conceitos matematicos envolvidos na transmissdo de determinados con-
teudos.

No campo da Geometria, particularmente, o processo de aprendizagem € desafiador.

A formagdo geométrica do professor, pode deixar a desejar, pode ser que durante a
graduacio se teve pouca preparacdo para atuar nessa drea de conhecimento. Isso, faz com
que o professor crie uma expectativa negativa da Geometria e, a tenha sempre como um
desafio constante.

Considerando a importancia do professor estudar a Geometria de uma forma que sinta
seguranca no seu fazer didético, abordaremos alguns conhecimentos que o auxiliard na trans-
missdo de conteidos geométricos. Até certo ponto, esses conhecimentos podem nao ser re-
passados de maneira formal aos alunos, mas, o professor deve estd inteirado e familiarizado
com esse formalismo e esses conhecimentos.

Nesta perspectiva, propomos um estudo da Geometria sob o ponto de vista do método
axiomadtico, proporcionando ao professor uma reflexdo sobre sua pratica pedagogica acerca
do papel da geometria no ensino médio.

O que € um método axiomatico? Para que serve? Quais os seus objetivos? Como o
método axiomadtico aparece nos livros didéticos?

Antes de responder a essas questdes, abordaremos alguns termos utilizados nessa
teoria. Nossa abordagem serd propositadamente informal e rdapida, tal como propomos ser

apresentada aos alunos.

4.1 Definicao Matematica

Definir em Matematica significa nomear. E atribuir a um objeto uma convengao ba-

seada nas propriedades designadas a0 mesmo.
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Nas definicdes, pode-se observar que o nome do objeto definido, estd diretamente li-
gado as propriedades que o caracteriza. Em contrapartida, essas propriedades sdo atribuidas
apenas a esse objeto; garantindo assim a sua unicidade.

De acordo com (Daniel Cordeiro [5], p.144) definir. . .

"...é dar nomes a objetos matemadticos, mediante determinadas

propriedades interessantes que possuam e que os caracterizem."

Exemplo 1 : Duas retas r e s sdo concorrentes quando possuem um tinico ponto P em

comumi.

Figura 4.1: Definicao de Retas Concorrentes

Exemplo 2 : Duas retas r e s sdo perpendiculares quando sdo concorrentes e determinam

quatro dngulos retos.

Figura 4.2: Defini¢do de Retas Perpendiculares

E importante um professor saber que ao considerarmos uma defini¢do, sua reciproca
também ¢ verdadeira.

Dessa forma, podemos assegurar:

No exemplo 1, se duas retas possuem um Unico ponto em comum, elas sdo concorren-
tes.

No exemplo 2, se duas retas sdo concorrentes e determinam quatro angulos retos, essas
retas sdo perpendiculares.

4.2 Conceitos Primitivos

No exemplo 2, citado na secdo anterior, definimos retas perpendiculares. Note que, na
defini¢do usamos mais quatro novos conceitos: retas, retas concorrentes, angulos e angulos
retos.
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Para definirmos um objeto, tivemos que recorrer a outras palavras e definicdes que
também foram nomeadas usando outras palavras e definicdes também ja existentes.

Assim, podemos questionar:

Em Geometria, quais foram os primeiros conceitos criados, dos quais, a partir deles,
podemos definir outros objetos?

Para responder esses questionamentos, partimos de algumas no¢des que chamamos de
conceitos primitivos.

Conceitos Primitivos: Sao conceitos considerados primeiros. Sdo assumidos como
verdades, imediatamente compreensiveis e, por essa razao nao sdo definidos. Sao suficientes
para que se possa definir a partir deles, todos os conceitos derivados.

Na Geometria espacial, por exemplo, sdo considerados conceitos primitivos: Ponto,
reta, € plano que sao objetos que possuem representacdes visuais, porém sao abstratos. Uma
representacdo (ndo uma definicdo) desses conceitos primitivos podem ser obtidos como se-

gue:

Ponto: Ao tocarmos o l4pis no papel, num simples contato, encontramos um ponto.
Utilizamos letras maidscula do nosso alfabeto para identifica-lo.

Reta: O encontro de duas paredes nos fornece a ideia de reta. A reta é ilimitada e, para
identificé-la utilizamos letras mindscula do nosso alfabeto.

Plano: Um chdo de uma sala pode ser associado a um plano. Assim como a reta, o

plano € ilimitado e, para indicar planos utilizamos letras mindsculas do alfabeto grego.

4.3 Axiomas

Os axiomas, ou postulados, assim também conhecidos, sdo afirmac¢des matematicas
sobre 0s conceitos primitivos, suas propriedades ou caracteristicas. Sdo evidentemente acei-
tas e ndo precisam ser demonstradas. Tém a "cara" de um teorema mas, ndo sao teoremas.

Na Geometria plana, os axiomas podem ser exemplificados, citando os postulados de

Euclides, onde sdo considerados os conceitos primitivos: ponto e reta.

Exemplo 3 :
A1: Pode-se tracar uma iinica reta passando por quaisquer dois pontos distintos.
A2: Pode-se prolongar um segmento de reta continuamente em uma reta.
A3: Pode-se tracar um circulo com qualquer centro e com qualquer raio.
Ad4: Todos os angulos retos sdo iguais.

AS: Por um ponto fora de uma reta pode-se tracar uma tnica reta paralela a reta

dada.

Os axiomas apresentados a seguir, foram extraidos do livro didatico (Conexdes com
a Matemdtica), Juliane [1], o qual iremos analisar posteriormente a forma como a autora
apresenta, utiliza e aplica esses axiomas.
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Os exemplos fazem referéncia a Geometria espacial onde sao considerados como con-

ceitos primitivos: ponto, reta e o plano.

Exemplo 4 :
P1: O espaco tem infinitos pontos.
P2: Toda reta e todo plano sdo conjuntos de infinitos pontos.
P3: Fora de uma reta, bem como fora de um plano, hd infinitos pontos.

P4: Dois pontos distintos A e B determinam uma tinica reta.

..A

Figura 4.3: Axioma P4

PS: Por um ponto P fora de uma reta r, passa somente uma reta s paralela a r.

Figura 4.4: Axioma P5

P6: Trés pontos ndo colineares determinam um tnico plano.

®0
o

plano o ou plano (PQR)

Figura 4.5: Axioma P6

P7: Se dois pontos distintos estdo em um plano, a reta que passa por eles estd contida

nesse plano.
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Figura 4.6: Axioma P7

P8: Se dois planos distintos, & e B, interceptam-se, a intersec¢do é uma reta.

Figura 4.7: Axioma P8

4.4 Teorema

Teorema é uma afirmacdo Matematica que precisa ser demonstrada. Para demonstrar
um teorema, utilizamos outras afirmacdes previamente aceitas, que sao 0s axiomas; ou outros
teoremas anteriormente demonstrados em um processo l6gico dedutivo.

Vale salientar, que no ensino basico, fundamental e médio, existem teoremas que suas
demonstracdes nao devem ser repassadas para o aluno, pelo simples fato de envolver argu-
mentos e técnicas muito elaboradas e fora do seu entendimento.

Por outro lado, existem fatos matematicos que podem e devem ser facilmente demons-
trados. A exemplo, podemos citar o Teorema de Pitdgoras visto no 9° ano do ensino funda-
mental /1.

Atualmente, a palavra teorema geralmente € utilizada para resultados de grande im-
portancia Matemdtica. Geralmente, os livros didéticos utilizam o termo, proposicdo, para
identificar um teorema de pouca importancia.

Segundo (Daniel Cordeiro [5], p.137), proposicao. ..

"... € um teorema que ndo € central no contexto e tem importan-

"nn

cia limitada".
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Exemplo 5 :
Teorema 4.1 : Duas retas paralelas distintas, determinam um tinico plano.

Proposigdo 4.2 : Duas retas distintas ou ndo se intersectam ou se interceptam em um tnico

ponto.

4.5 Demonstracao

Demonstracdo ¢ uma sequéncia de argumentagdes 16gicas, onde se usam defini¢des
aceitas, conceitos primitivos, axiomas e(ou) resultados previamente provados para provar a
validez de um teorema.

De acordo com os (PCNEM [10], p.124)...

... "a Geometria é uma excelente oportunidade para a constru¢cao
de argumentos e resolugdo de problemas que incentivam o aluno
a conhecer como sdo validadas as afirmagdes em Matematica,

usando de demonstragoes a partir dos axiomas".

Para demonstrar um teorema € necessario observar sua(s) hipétese(s) e sua tese.

e Hipétese(s) - Sao afirmagao(des) considerada(s) verdadeira(s), que aparecem no enun-

ciado do teorema e, sdo indispensaveis na sua demonstracao.

e Tese - Também aparece no enunciado do teorema e, € o que se pretende concluir na
demonstracao.

Podemos enunciar os teoremas do seguinte modo:

Se H, entdo T

Onde, H € a hipétese e T a tese.

Assim, demonstrar um teorema € provar a veracidade desta implicagdo, € convencer o
leitor que ao assumirmos a(s) hipdtese(s) conseguimos concluir a tese do teorema.

A n6s professores, é primordial percebermos que o aluno deve conhecer os objetos
envolvidos na afirmac@o do teorema a ser demonstrado, identificando sua(s) hipdtese(s) e
sua tese.

De acordo com os (PCNEM [10], p.125)...

"...ao final do ensino médio o aluno deve compreender que a
matemadtica € uma ciéncia com caracteristicas proprias, que se

organiza via teoremas e demonstragoes."
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Podemos demonstrar um teorema de diferentes maneiras, utilizando técnicas de de-
monstragdes distintas. Para conhecermos e(ou) aprofundarmos nossos conhecimentos, suge-

rimos a leitura do livro "Um convite a Matemdtica", Daniel Cordeiro [5].

Observemos no teorema 4.1 e na proposi¢cao 4.2 quais sao suas hipdteses e suas teses

e, posteriormente suas demonstragdes.

No Teorema 4.1, temos:

e Hipotese(s) - Duas retas sdo paralelas e distintas.

e Tese - Essas retas determinam um tnico plano.

Demonstracao do Teorema 4.1

Consideremos, por hipétese, as retas r e s paralelas e ndo coincidentes.

Sabemos, por definicdo, que duas retas sao paralelas e ndo coincidentes se estiverem
num mesmo plano e, ndo possuirem nenhum ponto em comum. Logo, existe pelo menos um
plano f que contém as retas r e s. Mostraremos a unicidade do plano f3.

Pelo axioma P2, consideremos os pontos P, Q e R, distintos, taisque P€r, Q €re
Ces.

Note que, os pontos P, Q e R sdo ndo colineares e, pelo postulado 6, determinam um

tnico plano. Logo, o plano 8 é o tnico plano determinado pelas retas paralelas r e s. [

Na Proposic¢ao 4.2, temos:

e Hipotese(s) - Duas retas sao distintas.

e Tese - Essas retas ndo se intersectam ou se intersectam em um tinico ponto.

Demonstracao da Proposicao 4.2

Sejam r e s duas retas distintas. Se essas retas nio se intersectam, a demonstracao
acaba.

Suponha que elas se intersectam em dois pontos distintos. Pelo axioma P4 existe
apenas uma reta contendo esses pontos, logo seriam coincidentes, o que € uma contradi¢ao
pois, consideramos as retas r e s distintas. Portanto, a interse¢ao dessas retas ou € vazia ou

s6 contém um ponto. []

Nas demonstracOes acima, € facil ver, que foram utilizados alguns conceitos primitivos,
ponto, reta e plano, os axiomas P2, P3, P4, P6 e P7 para desenvolver um raciocinio légico

dedutivo onde partimos da hipdtese e chegamos na tese, demonstrando, assim, os teoremas.
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4.6 Meétodo Axiomatico

Método Axiomadtico ¢ um conjunto finito de definicoes, conceitos primitivos € axiomas
utilizados para definir objetos e demonstrar teoremas.

Inicialmente, para organizar esse conjunto de verdades, € necessario que se tenha al-
guns conceitos basicos, chamados Conceitos primitivos e algumas defini¢oes. Esses con-
ceitos sdo articulados por meio de afirmacdes, chamadas axiomas. Por fim, os teoremas,
sdo afirmacdes sobre propriedades ou caracteristicas de objetos do modelo axiomatico e
demonstrados utilizando as defini¢des, os conceitos primitivos, 0s axiomas ou até mesmo
outros teoremas ja demonstrados. Por isso, podemos dizer que o método axiomdtico possui

caracteristica demonstrativa.

O método axiomadtico tem como objetivos:
* Listar os conceitos primitivos;
* Enunciar os axiomas necessarios;

* Demonstrar afirmacdes e resultados.

Alguns livros didéticos utilizam o termo, sistema dedutivo, quando se refere a mérodo
axiomdtico porém, ambos possuem o mesmo significado. A exemplo, o livro que analisare-

mos posteriormente, Conexoes com a Matemditica [1], usa essa denominacao.

Segundo (Braz [2], p.23) um modelo axiomatico também deve satisfazer as trés condi-

coOes seguintes:

1. Completude: tudo que serd usado na teoria estd apropriadamente contido nos axiomas,

de maneira que ndo hajam hipdteses implicitas;
2. Consisténcia: € impossivel deduzir dois teoremas contraditérios dos axiomas;
3. Independéncia: nenhum axioma € consequéncia de alguma combinacao dos demais.

Utilizando o método axiomadtico, o estudo da Geometria € um exercicio que gratifica
aqueles que sentem prazer em explorar raciocinios abstratos. Subentende-se que o professor
de Matemdtica goze desse prazer e o possa repassar a seus alunos.

As informagdes aqui fornecidas sdo destinadas aos professores de Matematica, por ser
um contexto indispensavel ao nosso leque de conhecimentos. Mas, € notdrio que o forma-
lismo dessa pratica ndo deve ser repassada para o aluno pois, em alguns casos, 0 mesmo
pode ndo estd apto para perceber as sutilezas do método axiomdtico na Geometria, o que ndo
significa que deve ser abolido do ensino da Geometria.

Com isso, nao podemos deixar de enfatizar que nds professores, devemos colaborar na
formacdo de uma base sélida que possa servir de estimulo para que os alunos desenvolvam
uma percepc¢do do processo 16gico - dedutivo. Para isso, devemos dispor de uma bagagem
de contetido superior a do aluno e, tenhamos o conhecimento de toda teoria envolvida no

estudo do método axiomdtico.
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Capitulo 5

Analise do capitulo 5 do Livro 1 -

Conexoes com a Matematica

A primeira obra que iremos analisar é intitulada, Conexdes com a Matemdtica [1], 1*
edicdo, Sao Paulo, 2010. E uma obra coletiva concebida, desenvolvida e produzida pela
Editora Moderna, sob a responsabilidade de Juliane Matsubara Barroso. A coleciao possui
trés volumes destinados aos 1°, 2° e 3° anos do ensino médio e, nosso objeto de estudo serd
o volume 2, pois, nossa andlise serd voltada ao capitulo que introduz a Geometria Espacial,
especialmente, a forma como o método axiomaético € apresentado ao aluno.

Essa colecao foi aprovada em 2011 pelo ministério da educagdo e, sua resenha encontra-

se no guia de livros diddticos de matematica, PNLD 2012, do ensino médio.

Em uma visao geral, o guia (PNLD [11], p.53) afirma que ...

"...Na abertura das unidades, encontram-se questoes que bus-
cam valorizar os conhecimentos prévios ou extraescolares dos
alunos.

Em seguida, sdo apresentados textos e imagens que relacionam,
adequadamente, a Matemadtica a outras dreas do conhecimento ou
a situagoes do dia a dia. Em geral, a explanagdo dos contetdos é
feita de maneira satisfatoria. Além disso, vdrias atividades pro-
piciam reflexdes e aprofundamento dos conceitos. No entanto, a
partir do capitulo 3, do volume 2, passa-se a enfatizar o emprego
de formulas e procedimentos.

Entre as diversas segOes incluidas na obra, destaca-se a chamada
Autoavaliacdo, com indicagdes lteis para o aluno localizar no

livro e revisar conteudos jd estudados."

O livro é composto por 740 paginas, sendo 440 destinadas ao aluno e, 304 reservadas

ao guia do professor. Em termos de estrutura, o volume 2 estd dividido em unidades, as
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quais sdo subdivididas em capitulos que sdo entremeados por exercicios resolvidos e propos-
tos, exercicios complementares e por fim, sdo apresentados um resumo do capitulo e algumas
questdes de autoavaliacdo. Essa estrutura poderd ser observada a medida que formos apre-

sentando nossa analise.

Observaremos abaixo a tabela 5.1 que apresenta a estrutura do volume 2, porém, mais
uma vez, lembramos que nos deteremos na introdu¢do da Geometria espacial que encontra-
se no capitulo 5 da unidade 2. Durante nossa andlise, quando citarmos o livro 1, a referéncia

estd sendo feita justamente a esse capitulo do livro.

Volume 2 - Conexoes com a Matematica

Capitulo 1 Ciclo Trigonométrico
Unidade 1 - Trigonometria Capitulo 2 Principais func¢des trigonométricas
Capitulo 3 Complementos e Aprofundamentos
Capitulo 4 | Superficies poligonais, circulo e dreas
Unidade 2 - Geometria Capitulo 5 Introducao a Geometria Espacial
Capitulo 6 Poliedros
Capitulo 7 Corpos Redondos
Unidade 3 - Matrizes Capitulo 8 Matrizes e determinantes
e Sistemas Lineares Capitulo 9 Sistemas Lineares
Unidade 4 - Andlise Combinatéria | Capitulo 10 Andlise Combinatdria
e Probabilidade Capitulo 11 Probabilidade

Tabela 5.1: Conexdes com a Matematica - Volume 2

Na maioria dos livros didaticos, a Geometria aparece nos capitulos finais, com isso
ndo é dada a importancia necessdria ao seu estudo pois, o contetido € visto de forma apres-
sada e desmotivadora. No entanto, essa realidade estd sendo modificada, alguns livros ja
introduzem a Geometria nos capitulos iniciais, como é o caso do livro ora analisado, onde a
Geometria é apresentada logo na 2% unidade.

Os autores subdividem o capitulo, Introdu¢do a Geometria Espacial, em se¢des nas
quais iremos focar nossa andlise observando a forma como o método axiomatico é apresen-
tado ao aluno.

5.1 Analise da secao Ideias Gerais apresentada no livro 1

Visualmente, o capitulo ora analisado € introduzido de forma motivadora, pois apre-
senta um colorido atrativo que estimula ao aluno um interesse em conhecer de que realmente

se trata a Geometria espacial, conforme podemos observar nas figuras 5.1 € 5.2.
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Capitulo

eixo do
plano
vertical

eixode i
inclinacdo =
lateral

e Identificar a posicdo
relativa entre retas,
entre planos e entre

-las na resolucio de
problemas.

o Identificar e calcular
distancias entre:
pontos; ponto e reta;
ponto e plano; retas;
Teta e plano; planos.

® Identificar um &ngulo
diedro e determinar
sua medida.

retas e planos, e aplica-

Introducdo a Geometria
espacial
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eixo do < ()  menos

plano
horizental
i

B

sustentacdo

mais
sustentacdo

<l

sustentacdo

PAULO MANZI

1 Ideias gerais

Asustentabilidade no ar e a forma aerodinamica de um avi&o sio frutos do conheci-
mento humano construido durante milhares de anos. A forma da fuselagem e das
asas, a posicdo relativa do plano do leme e do plano das pequenas asas traseiras
exemplificam o uso de conceitos e relagbes geométricas no estudo da aerodinamica
de um avido. As asas do avido formam um angulo que, na Geometria, & conhecido
por angulo diedro; gracas a ele, quando o avido se inclina, a asa na posicdo inferior
adquire maior sustentacdo, o que o leva de volta 3 posicdo horizontal em uma
manobra de estabilizacio durante o voo. Neste capitulo vamos estudar algui
elementos constitutivos da Geometria no espaco tridimensional.

Figura 5.1: Introdugdo do capitulo
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Figura 5.2: Introdug¢do do capitulo

Podemos perceber na figura 5.1 que o texto exposto na subsecao Ideias Gerais privi-
legia aqueles alunos em que a situacdo descrita seja do seu conhecimento. Desse modo, o
aluno que ndo encontrar vinculo entre sua realidade cotidiana e a citacdo apresentada, se
sentird desmotivado e poderd ndo manifestar interesse no conteudo ora apresentado.

Observando a caixa de texto intitulada "Objetivos do Capitulo"”, exposta na figura 5.1,
percebemos que os autores se preocupam em citar quais sao os objetivos a serem alcangados
no decorrer do estudo. Apresentar esses objetivos € considerado um aspecto vantajoso tanto
para o professor como para o aluno, pois com isso, o professor pode nortear seu trabalho a
fim de obter sucesso na tarefa de ensinar, enquanto o aluno cria expectativas sobre o conteido

ora iniciado sempre observando se esses objetivos serdo realmente atingidos.

5.1.1 Analise da subsecio Nogdes Primitivas apresentada no livro 1

A ideia de nog¢des primitivas € bem apresentada, pois os autores utilizam uma lingua-
gem clara e de facil compreensio para o aluno. Afirmam que nocdes primitivas sdo nocoes
aceitas sem defini¢Oes e, a ideia de ponto, reta e plano é bem utilizada para exemplificar
essas nogdes primitivas na Geometria espacial, como podemos observar na figura 5.3. Com
essa postura, percebemos que os autores ja comecam organizando a apresentacdo do método
axiomatico.

Ainda na figura 5.3, sdo expostas algumas caracteristicas do ponto, da reta e do plano.

Porém, a maneira como essas caracteristicas sdo apresentadas, destacando os objetos em ne-
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grito, pode transparecer ao leitor que os autores estdo definindo o ponto, a reta e o plano
pois, percebemos que essa forma de destaque foi utilizada ao definirem noc¢des primitivas e
espaco. Na nossa opinido, o destaque dado aos objetos, deveria ser evitado para nao confun-
dir o entendimento do aluno, levando-o a pensar que as no¢des primitivas sao definidas.

Os autores afirmam que o livro representard os pontos, as retas e os planos por letras
maiusculas, mindsculas e gregas respectivamente. Essa atitude leva o aluno a se familiari-
zar com a linguagem simbdlica que serd utilizada, facilitando a redagao das demonstragdes
tornando-as mais precisas.

1.1 Nocoes primitivas

Na Geometria, pontos, retas e planos séo algumas nogdes aceitas sem definicdo,
e por isso chamadas de nog¢bes primitivas. Como sdo produtos da mente humana,
as nocdes primitivas funcionam como modelos para explicar a realidade. Assim:

« um ponto nio tem dimensdo, nem massa, nem volume; @A

o,
e uma reta nao tem espessura, nem comeg¢o, nem fim; s

= um plano ndo tem espessura nem fronteiras.

ILUSTRACOES: ADILSON SECCO

o

Nesta obra, representaremos os pontos por letras latinas maiusculas (A, B, C, ...),
as retas por letras latinas minusculas (r, s, t ...), e os planos por letras gregas
mindsculas (o, B, v, ...)-

Essas trés nocdes fazem parte do espago, que € o conjunto dos infinitos pontos
existentes.

Figura 5.3: Nocdes primitivas

Observando, a seguir na figura 5.4 , percebemos que € bem conveniente € compreen-
sivel a maneira como os autores definem figura. A defini¢do é destacada em uma caixa de
texto e o objeto a ser definido aparece grafado em negrito. Ja adiantamos que essa conduta
de destaque, dada as definicdes de objetos, € utilizada na maioria das defini¢des apresentadas
pelos autores no decorrer do capitulo em andlise. Assim, ndo daremos énfase a essa forma
de destaque, salvo se fugir da conduta apresentada.

Podemos perceber, ainda na defini¢do de figura, que as nocdes primitivas anteriormente
apresentadas ja sao utilizadas de forma que favorece a construcao do sistema dedutivo, viabi-
lizando ao aluno uma melhor percep¢do na maneira de como definir objetos. Gradativamente
os autores vao oferecendo informagdes necessdrias e, de forma sutil ja estdo construindo o
método axiomatico.

Na figura 5.4, percebemos que antes de exemplificar figuras, os autores revisam a
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defini¢do de pontos coplanares, favorecendo a aprendizagem e privilegiando aquele aluno
que, por algum motivo, ndo conhece tal defini¢cao. Posteriormente verificamos que os autores
utilizam essa defini¢do em algumas de suas demonstragdes.

Na descricdo dos exemplos vistos na figura 5.4, observamos que as defini¢des de fi-
guras planas e ndo planas sdo claramente apresentadas. Os autores mais uma vez, destacam
em negrito os objetos definidos, como por exemplo figuras planas e ndo planas. No 'entanto,
mais adiante, utilizam essa forma de destaque as palavras linha, superficie e s6lido sem
emitir suas respectivas defini¢des, fugindo assim do procedimento adotado anteriormente ao

definir objetos.

Definicdo de figura

Qualquer conjunto de pontos, com pelo menos um ponto, considerado no
espaco é chamado de figura.

Antes dos exemplos de figura, convém lembrar que dois ou mais pontos sio de-
nominados coplanares se existe um plano que contém todos eles.

ADILSON SECCO

® OspontosA, B, Ce D, na figura acima, sdo coplanares, pois pertencem ao plano c.
Em linguagem simbélica indicamos esse fato assim:
A€o, BEg, CcEaebDeaq

® O ponto P n&o é coplanar com A, B, Ce D, pois P nao pertence ao plano o; em
linguagem simbélica escrevemos P & q.

x e

(s}
g
% ; 7
Z Figura | Figura Il
&
5
2
g
& LA
2
e Figura Il
Figura IV

Reproducae proihida. Art. 184 do Cadigo Panal-e Lei 9:610 de 19 de feversira da 1698

Com exce¢do da figura I, que tem apenas quatro pontos coplanares, as demais

tém infinitos pontos. Essas figuras apresentam ainda as seguintes diferencas:

¢ enquanto as figuras |, Il e Il sdo planas, pois existe um dnico plano que as
contém, a figura IV é néo plana, porque, considerando a perspectiva, nio
existe um plano que contenha todos os pontos da figura;

¢ a figura Il representa uma linha; a Iil, uma superficie; a IV, um sélido. A fi-

gura |, que ndo representa nenhum desses tipos de figura, ndo recebe nome
especial.

Figura 5.4: Exemplos de figuras
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5.1.2 Analise da maneira como o livro 1 apresenta o Sistema Dedutivo

Os autores dao uma boa definicdo para os postulados, convencem o leitor que 0s pos-
tulados sdo verdades aceitas e que ndo precisam ser demonstradas. Além disso, citam a
relacdo que hd entre as nogdes primitivas e os postulados (Ver figura 5.5). No entanto, a
definicdo de teorema poderia ser melhor apresentada, pois os autores apenas afirmam que
"sdo outros fatos ou propriedades que serdo demonstradas com base nos postulados”. Na
nossa concep¢ao, faltou mencionar que os teoremas sdo afirmagdes aceitas apenas mediante
uma demonstracao.

Ao apresentarem o sistema dedutivo, os autores utilizam uma linguagem que favorece
o entendimento do aluno (Ver figura 5.5). Porém, faltou informar ao leitor que, no sistema
dedutivo, serdo utilizadas as defini¢des, as nogdes primitivas, os postulados ou até mesmo
outras propriedades previamente ja demonstradas, para demonstrar os teoremas.

1.2 Sistema dedutivo

Em Geometria, além das nocdes primitivas (entre elas: o ponto, a reta e o plano)
estabeiecgmos verdades iniciais aceitas sem demonstracio: s'éo 0s postuladoé
— pi’?pOSIgﬁeS fundamentais que descrevem relagbes entre os conceitos primitivos
(nogdes primitivas). Com base nos postulados, por deducdo I6gica, demonstramos
outros fatos ou propriedades denominados teoremas. '

@] conjurjto de conceitos prjmitivos, postulados e teoremas constitui o gue denomi-
namos sistema dedutivo. E sobre um sistema dedutivo em Geometria que vamos
refletir a sequir. Para isso, serdo apresentados alguns postulados e teoremas.

Figura 5.5: Sistema dedutivo

5.1.3 Postulados apresentados no livro 1

Na figura 5.6, sdo enunciados 8 postulados ou axiomas. Esses postulados sdo enume-
rados P1, P2, P3,..., P8, facilitando o uso quando for necessdrio referencia-los nas demons-
tracdes dos teoremas e(ou) na resolugdo de exercicios futuros. No decorrer de nossa andlise,
observaremos se todos os postulados foram utilizados nas demonstracdes e(ou) exercicios.

A maneira como os postulados estdo redigidos e visualmente apresentados € muito
vantajosa, pois favorecem a compreensio do aluno que, nesse momento, ja terd a ideia de
como € aplicado o método axiomadtico ou sistema dedutivo e ja pode observar as nogdes

primitivas sendo utilizadas nos postulados.
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1.3 Os postulados§ um ponto de partida
da Geometria

J4 iniciamos nossa reflexdo a respeito das bases sobre as quais se assenta o de-
senvolvimento da Geometria com as nog¢des primitivas de ponto, reta e plano.
Dando continuidade, foram estabelecidos como propriedades fundamentais desses
elementos alguns postulados apresentados a seguir.

P1 O espago tem infinitos pontos.
P2 Toda reta e todo plano sdo conjuntos de infinitos pontos.
P3 Fora de uma reta, bem como fora de um plano, ha infinitos pontos.

P4 Dois pontos distintos determinam uma Unica reta. Q

P5 Postulado de Euclides:
Por um ponto P fora de uma reta r, passa somente uma reta s paralela a r.

P6 Trés pontos ndo colineares determinam um Unico plano.

P
L ]

R
®

®0

P b S St at 4 plano o ou plano (PQR)

P7 Se dois pontos distintos estdo em um plano, a reta que passa por eles esta
contida nesse plano.

P8 Se dois planos distintos, . e B, interceptam-se, a intersecgdo € uma reta.

& S

r

Com esses postulados, é possivel demonstrar varios teoremas. No decorrer deste
capitulo, veremos alguns deles.

Figura 5.6: Postulados
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Observacao

Embora em Geometria o termo
determinar signifique existir e ser
tnico, ha situacdes em que acha-
mos conveniente enfatizar essas
ideias e usamos, por exemplo:
determinam uma Unica reta. }

+ Quando uma reta esta contida
emum plano,significa que todos
0s pontos que pertencem a reta
também pertencem ao plano.

« Dada uma reta r que passa
por dois pontos, A e B, como 1
na figura ao lado, ela pode ser

s representada por rou AB. J

{
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De acordo com o que é mostrado no lado esquerdo da figura 5.7, percebemos que €
apresentada uma caixa de texto denominada "Observagao". Nela, os autores definem pontos
colineares. Apesar de, supostamente, ja ser uma defini¢cdo conhecida é importante revé-la,
pelo fato de utilizarem essa defini¢do na demonstracio do teorema 1. Ainda nessa observa-
cdo, podemos perceber que existe, mais uma vez, a preocupacao em apresentar a linguagem
simbdlica favorecendo ao aluno uma maior familiarizacdo com os simbolos.

O teorema 1, apresentado na figura 5.7, € ilustrado e bem demonstrado de forma propi-
cia ao entendimento do aluno. Para demonstra-lo, os autores enfatizam o uso dos postulados
P2, P3, P6 e P7 e utilizam a definicdo de pontos colineares, formalizando assim a utiliza¢do
do método axiomdtico. A linguagem simbolica mais uma vez aparece e, a ilustracdo por
meio de desenho, auxilia o aluno na visualizacdo da demonstragdo. No entanto, os autores
deveriam ter enfatizado o que é(sdo) a(s) hipétese(s) e a tese, isto €, o que dispomos € o que
pretendemos demonstrar. Se adotassem esse procedimento tornariam a demonstragdo ainda

mais completa e didética, possibilitando ao leitor uma melhor compreensao do desenvolvi-

mento de uma demostracdo matematica.
e Hipotese - Uma reta e um ponto siao dados, de forma que o ponto ndo pertenga a reta

e Tese - Existe um Unico plano que contém o ponto e a reta.

Teorema 1: Dada uma reta m e um ponto X fora dela, existe um Gnico plano que

' Dois ou mais pontos sao ditos SHnRopanta-ie a et foy

| colineares se existe uma reta

que contém todos eles. =
Q r
i =
| § ﬂ//fm M
o AT 2 X
Na figura acima, os pontos A, P
| & Msao colineares, pois perten- * Pelos postulados P2 e P3, a reta m tem dois
cem aretar. pontos, Pe Q, que ndo sdo colineares com X, "
Em linguagem simbélica, indica- pois X' & m. < &
mos esse fato assim: ® Pelo postulado P6, trés pontos ndo colineares Q
AE€r PEreMer determinam um plano, ou seja, existe um
tnico plano que passa por P, Q e X. Seja o -

. O ponto X nédo é colinear com
A, P e M, pois X ndo pertence 3 £S5 plaho
retar(Xé ). * Areta m tem dois pontos em o entao, pelo postulado P7, ela ests contida em «

® Portanto, o é o Gnico plano que contém a reta m e o ponto X,

Figura 5.7: Teorema 1

5.1.4 Analise dos execicios resolvidos e propostos da secio Ideias Gerais

Na figura 5.8, os autores apresentam dois exercicios resolvidos e, em suas resolucdes
utilizam os postulados P1 e P3 e o teorema 1 apresentados anteriormente, fortalecendo assim

33

ILUSTRAGOES: ADILSON SECCO



a ideia de sistema dedutivo previamente exposta. Ao observar a resolucdo desses exercicios
resolvidos, o aluno se sentird, cada vez mais, convencido de como se da a aplicagdo do

método axiomatico.
Sempre que possivel, € interessante que nds professores, apliquemos essa prética de

apresentar exercicios resolvidos pois, auxiliam na fixacdo e na compreensdo do conteddo

apresentado e servirdao de suporte nas resolucdes dos exercicios propostos.
Os exercicios resolvidos R1 e R2, expostos na figura 5.8, sdo bem ilustrados, auxiliando

os alunos a ter uma melhor visualizacio de suas resolugdes.

Exercicios resolvidos

R1. Na figura abaixo, pintar de vermelho o plano determinado pelos pontos
M, S e T e de verde o plano determinado pelo ponto M e pela reta Pa.

R
/\‘N‘%\NW £
5| A
I i
| e
ra\m“_\ i//’o
N

ILUSTRAGOES: ADILSON SECCO

R2. Quantos planos podem Passar por um ponto P dado?

Em um sisterna dedutivo, certas resolucdes,
como a que exemplificamos aqui, necessitam o
de um desenvolvimento e de uma linguagem ke

| estritamente formal. =
Além do ponto P, o espago tem infinitos pontos Qe
! (postulado P1). Portanto, existe um ponto Q, dis- ‘
tinto de P, e, pelo postulado P4, uma reta PQ. o5 g
Vamos considerar um ponto R, fora da reta PO i
| [postulado P3), que determina com ela um plano g
B3

o (teorema 1). Logo, o plano o passa por P.
| Vamos considerar Agora um ponto S, fora de o (postulado P3). Como
S & o, entdo S & PQ e, novamente pelo teorema 1, existe um plano B
(B # o) que passa por P.
I Assim, podemos construir infinitos planos que passam pelo ponto P.

Figura 5.8: Exercicios Resolvidos 1
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A figura 5.9 nos mostra uma lista de exercicios propostos, composta por 5 questdes

todas envolvendo a teoria trabalhada na secdo Ideias Gerais e, suas resolugdes sdo todas
acessiveis ao aluno.

Exercicios propostos

1. Quantos planos podem passar por dois pontos distin- 5. Uma mesa de quairo pernas as vezes pode oscilar,
tos? E quantos planos podem passar por trés pontos enquanto uma mesa de trés pernas esta sempre firme.
distintos que ndo estejam alinhados? E se 05 trés pontos Explique esse fato segundo a teoria estudada.

estiverem alinhados? infinitos; um Unico; infinitos

9. Escreva no caderno quantos sao os planos que contém

quatro pontos distintos. infinitos planos, um so plano
ou nenhum plano

. Dados quatro pontos, sendo que trés deles nunca sao
colineares, escreva em seu caderno quantas retas sao
determinadas por este conjunto de pontos. 6 retas

i
=
@
<
=
=2
=
=
CE
a8
w
=
E
Q
=
ol
Q
i
<
=

. Registre no caderno se a afirmacao abaixo & verdadeira
ou falsa. Justifique sua resposta.
Se F & uma figura tal que quatro quaisquer de seus
pontos sdo coplanares, entdo F & uma figura plana,
isto &, esta contida em um plano.

Verdadeira. Basta fixar trés pontos da figura por onde passa um Trés pontos (3 pes da mesa) determinam um dnico plano
Gnico plano e variar o outro ponto, que é coplanar. (do chao); quatro pontos podem determinar mais de um plano.

WARCELD ALVES/FUTURS PRESS

Figura 5.9: Exercicios Propostos 1
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5.2 Anadlise da secao Posicoes Relativas apresentada no

livro 1

5.2.1 Anadlise da subsecao Paralelismo exposta no livro 1

Percebemos, na figura 5.10, que os autores definiram retas paralelas. Essa defini¢dao
¢ considerada bem elaborada pois, ndo omite o fato de retas coincidentes serem também

paralelas. A ilustracdo e a linguagem simbodlica de retas paralelas também sdo fatores con-

tribuintes para o entendimento do aluno.

Retas paralelas

; Du?s retas, r e s, sdo paralelas se tém todos os pontos comuns (coincidem) ou se
estao num mesmo plano o e ndo tém nenhum ponto comum (interseccio vazia).

Em linguagem simbélica, podemos escrever: rfser=sourCo,sCoernNs=@ g
e &
S

retas e e ; isti
el o i retas paralelas distintas 5
es o r (n&o coincidentes) 3
£

Figura 5.10: Retas paralelas

O teorema 2, apresentado na figura 5.11, é demonstrado. Nela, os autores, utilizam a
definicdo de retas paralelas e os postulados P2 e P6. Ao iniciar a demonstracdo e no decorrer
da mesma, os autores utilizam os termos: "Por defini¢do ...pelo postulado ... "refor¢cando

ao leitor que o sistema dedutivo estd sendo usado.
Assim como observamos no teorema 1, também na demonstrac¢do do teorema 2, houve

a falta de informacao do que seria(m) sua(s) hipétese(s) e sua tese, apresentar essas informa-
coes € uma atitude que se espera de um livro didatico e que o professor também deve seguir.
Essa auséncia de dados pode prejudicar o entendimento do aluno pois, havendo essas infor-
macdes, o aluno sabe os fatos que serdo disponibilizados para que ele faca suas dedugdes,

alcangando o seu objetivo.
Destacaremos a seguir a hipdtese e a tese do teorema 2:

e Hipotese - Duas retas sdo paralelas e ndo coincidentes

e Tese - Essas retas determinam um tnico plano

Note que, na demonstracdo do teorema 2 os autores, mesmo sem informar qual seria
a hipétese do teorema, a utilizou quando afirmou: "...jd que sdo paralelas e ndo coinci-
dentes. .. Desse modo reforcamos nossa opinido de que a(s) hipotese(s) e a tese de qualquer

teorema devem ser extraidas do seu enunciado e explicitadas.
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Teorema 2: Duas retas paralelas, ndo coincidentes, determinam um Gnico plano.

Por definicdo, existe pelo menos um plano o que contém asretasre s, jd que
elas séo paralelas e ndo coincidentes. Vamos mostrar que o é Unico.

e Pelo postulado P2, consideremos A e B (distintos) em r e o ponto C ems.

A B
r

C
® Pelo postulado P6, os pontos A, B e C determinam um plano . Logo, A € B,
B € B e C € B. Vamos mostrar que B coincide com o.

A B

r

ILUSTRACOES: ADILSON SECCO

,'aEB C

¢ Como o plano o contém as retas r e s, o contém todos 0s pontos dessas retas,
istog, A€o, BEoeCE g, que, por ndo serem colineares, determinam um
Unico plano. Logo, os planos o e B coincidem (o = p).

Figura 5.11: Teorema 2

Os autores definem planos paralelos, reta e plano paralelos e retas reversas, conforme
figuras 5.12, 5.13 e 5.14 respectivamente. E apresentada uma linguagem simbélica e uma
ilustracdo grafica seguindo um padrao de clareza favordvel ao entendimento do aluno. Assim,

essas defini¢des estdo bem elaboradas.
A nossa inten¢do, é apenas informar ao nosso leitor que os autores definem tais objetos,

pois se for necessdrio utilizar tais definicdes em alguma demonstragdo, ja se sabe que foram

apresentadas.

Planos paralelos

Dois planos, o e B, sdo paralelos se coincidem (t&m todos os pontos comuns) |
ou se nao tém nenhum ponto comum. J

Em linguagem simbélica, podemos escrever: o /B < o = BouanNp=@

Q

Q

Q

2

w

z

2

2 o B
= a=p

W

L

L]

g

s planos planos paralelos
0 . . sl o

3 coincidentes distintos

(ndo coincidentes)

Figura 5.12: Planos paralelos
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Reta e plano paralelos

(

| Uma reta r e um plano o sdo paralelos se a reta r esta contida no plano a
| ouse aretare oplano o ndo tém nenhum ponto comum.

{

Em linguagem simbélica, podemos escrever:
rllaerCoaournoa=g

ILUSTRAGOES: ADILSON SECCO
Ny

rca rNoa=@

Figura 5.13: Reta e plano paralelos

Se achar necessério, explicar que, no cubo, os planos (ABE) e (CDG) sao

paralelos ndo coincidentes, ou seja. 0s planos nédo tém nenhum ponto
Retas Yeversas comum, e, porisso, a reta s contida no plqno {HBE) ea reta‘r-‘ ntida no plano
(CDG) n&o tém nenhum ponto comum. Além disso, s & paralelaa CDeré
perpendicular a CD, portanto re s ndo sdo paralelas; logo, re s sdo reversas.

Duas retas, r e s, sdo reversas (ndo coplanares) quando niao existe um mesmo 1
plano que as contenha. |
J

No cubo ao lado, ndo existe um mesmo plano que contenha

as retas r e s, desse modo elas sdo reversas. G o
e = (&)
Em linguagem simbdlica, escrevemos: G D %
doatalquercaoa esCa e g
= ; 2
Observe, ainda, que as retas r e s ndo tém nenhum ponto .
comum, ou seja, rN s = @. o s

Figura 5.14: Retas reversas

5.2.2 Analise das Propriedades do Paralelismo apresentadas no livro 1

Podemos ver na figura 5.15 que os autores apresentam algumas propriedades envol-
vendo o paralelismo. Visualmente, essas propriedades sdo atrativas ao aluno por possuirem
um colorido e ilustracdes convencedoras. No geral, essas propriedades também estdo bem
apresentadas, com a excecdo da propriedade 2 pois, a expressao, s de o, utilizada pelos au-
tores para informar que a reta s estd contida no plano « foge da linguagem utilizada desde o
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inicio do capitulo em anélise, isto &, s C . A seguir, enunciaremos a propriedade 2 da forma

que achamos conveniente.

Propriedade 2: Se areta r ¢ « e € paralela a reta s, tal que s Ca, entdo r é paralela a

Propriedades do paralelismo

A seguir sdo apresentadas algumas propriedades do paralelismo. Todas elas podem
ser demonstradas.

1. !?on-' P ndo pertencente a ¢ passa um | 2.Ser @ oe é paralela a s de o, entdo | 3.Se r é paralela a o e B. sendo que
Unico plano B paralelo a . r é paralela a a. o.NPB=s, entdo ré paralelaas

o —

4. 5e o € um plano paralelo a duas retas, | 5. Se dois planos so paralelos e distintos, | 6. Se o intercepta e y (B // ). entdo as

res, contldas~em um plano B, tais que entdo qualquer reta contida num deles interseccdes re s de o com esses planos
rNs={P}, entdo o é paralelo a B. é paralela ao outro. sdo retas paralelas.
""—"‘ \-'; \\
o ';—/-J“ a N ﬁ N\
N\ \Y
- T o y\ \\
B 5 B A\
B :
r s

Figura 5.15: Propriedades do paralelismo

Os autores apenas informam que todas as propriedades apresentadas na figura 5.15,
podem ser demonstradas e ndo apresentam nenhuma dessas demonstracdes. Considerando
que todas essas propriedades podem ser demonstradas para o aluno do ensino médio, € inte-
ressante que o professor faga uso das no¢des primitivas, definicdes e postulados apresentados
anteriormente e demonstre algumas delas, deixando outras como exercicio e nao esquecendo

de focar que o sistema dedutivo esta sendo utilizado.
Demonstraremos a seguir as propriedades 2 e 4 expostas na figura 5.15.

Propriedade 2: Se aretar ¢ o e € paralela a reta s, tal que s C, entdo r é paralela a

Demonstracao da propriedade 2

Para iniciarmos essa demonstracdo, vamos estabelecer inicialmente quem sdo as hipo-

teses e a tese dessa propriedade.
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e Hipoteses

1. A reta r ndo estd contida no plano & (r Z @);
2. Aretar é paralelaaretas (r || s);

3. Areta s estd contida no plano o (s C Q).
e Tese - A retare o plano o sdo paralelos (r || o.)

Temos pela Hipdtese 2 que r || s logo, pelo teorema 2 da figura 5.11, existe um plano,
que chamaremos 3, que contém as retas r € s. Assim, a reta s estd contida nos planos « (pela
hipétese 3) e B e como esses planos ndo coincidem tem-se, s = ot () 3.

Vamos supor, que a reta r ndo seja paralela ao plano a. Pela defini¢cdo exposta na
figura 5.13, ha um ponto que chamaremos A, que € comum a reta r € ao plano & ou seja,
{A}=rNa.ComoAcrerCfBentioAc . Mas,se A € B eA € otemos que A € s, dessa
forma A € re A € 5, 0 que € um absurdo, ja que, pela hipétese 2, as retas r e s sdo paralelas.

Assim, a suposi¢do € falsa e a reta r € paralela ao plano ¢. [
Propriedade 4: Se o é um plano paralelo a duas retas, r e s, contidas em um plano f3,
tais que r(|s = {P}, entdo « € paralelo a 3.

Demonstracao da propriedade 4
e Hipoteses

1. Asretas r e s sdo paralelas ao plano o (r || oc e s || @).

2. O ponto P ¢ a intersegdo das retas re s (r(\s = {P})
e Tese - Os planos « e 3 sdo paralelos (a || B).

Inicialmente, vamos supor que os planos o e 8 ndo sejam paralelos. Assim, os planos
o e B se intersectam e, pelo postulado P8, a intersec¢do dos planos serd uma reta, que a
chamaremos de reta ¢ isto é, 1 = o[ 3.

Pela hipdtese 1, r || aes || c.

Pela hipétese 2, r(s = {P} e portanto essas retas ndo sdo paralelas. Logo elas inter-
sectam a reta f e o plano a. Absurdo, pois r || xe s || .

Portanto, os planos o e 8 sdo paralelos (¢ || ). O

5.2.3 Analise dos execicios resolvidos e propostos sobre paralelismo

Na figura 5.16, foram apresentados um bloco de exercicio resolvido e outro de exerci-
cios propostos. Para resolver as questdes apresentadas as defini¢des sao utilizadas entretanto,
na nossa opinido, faltou questdes que envolvessem a realidade didria do aluno. E recomenda-

vel que em nossa pratica exploremos o proprio espaco fisico, a sala de aula, para exemplificar
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e exercitar visualmente as defini¢des trabalhadas. Para isso, podemos convidar nossos alunos
a observar o ambiente, estimulando-os a perceber, por exemplo, que as paredes sdo planos e
que, o encontro dessas paredes (planos) sdo retas e, a partir dai visualizarmos os diferentes

tipos de retas.

Exercicio resolvido

R3. Considerando os pontos destacados na figura ao lado, fazer o que se pede. / o
a) Identificar um par de retas paralelas, um par de retas reversas e um par de retas nem
paralelas nem reversas. :
b) Qual & a posicao relativa entre a reta CJ e o plano que contém a face CDJI? /-
c) Identificar dois planos paralelos por meio de trés pontos nao colineares. s Do / E

| @) Respostas possiveis: retas paralelas; CI e DJ; retas reversas: IJ e DF'; retas que nao :

sdo paralelas nem reversas: JH e DF. et =
| b) A reta CJ esta contida no plano que contém a face CDJL.
| €) Resposta possivel: os planos (ABG) e (EFD). A B

Resolucdo C el
‘

Exercicios propostos

6. Classifique no caderno as seguintes afirmagoes em 7. Registre em scu caderno quais das afirmacoes a seguir

verdadeiras ou falsas. sao falsas. afirmacéesacc
) _ verdadeira. | uas n 3 a-
a) Se duas retas nao sdo coplanares, elas sdo reversas. | a) lD ) retas reversas nunca estao em planos para
elos.
b .fa 4 .
) Duas retas reversas podem ser coplanares. falsa b) Se uma reta r & paralela a outra s e uma reta ¢ é
¢) Duas retas paralelas podem nao ser coplanares. falsa paralela a s, entdo ( & paralela a r.
d) Se dois planos, o e B, sdo coincidentes, entdo sédo ¢} Se uma reta r e um plano o tém um ponto em co-
k paralelos. verdadeira mum, entdo r esta contida em o.

Figura 5.16: Exercicios Resolvido e Propostos

5.2.4 Anadlise da subsecao Perpendicularismo exposta no livro 1

Desde o inicio do capitulo, Introducdo a Geometria espacial, que o leitor observa que
termos destacados em negrito siao definidos. De acordo com a figura 5.17, observamos que os
autores ao iniciarem o estudo do perpendicularismo, destacam em negrito o termo "perpen-
dicularismo" sem defini-lo, fugindo assim da rotina de destaque dada aos objetos definidos.
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2.2 Perpendicularismo

Além do paralelismo, podemos identificar ao nosso redor inimeras situacées nas
quais é notavel o perpendicularismo.

raios

Para tracar a direcdo da linha meridiana de um local, fincamos uma el
vareta perpendicularmente ao solo, marcamos suas sombras ao longo

do dia e tracamos a bissetriz de todos os angulos formados por sombras

de mesmo comprimento. A dire¢do da linha meridiana local coincide

com a das bissetrizes. vareta vertical chamada

) e . . 4 de gnémon
Nessa situagdo, como podemos garantir que a vareta fique perpendicular

ao solo?

O estudo do perpendicularismo entre retas, entre planos e entre retas e
‘planos nos ajudard a encontrar uma resposta para essa questio. b N
“sompras

sombras

linha meridiana local

Figura 5.17: Perpendicularismo

No exemplo apresentado, na figura 5.17, os autores usam a expressao, fincarmos uma
vareta perpendicularmente ao solo. Ora, como se utiliza o termo perpendicularmente sem
defini-lo previamente? Essa atitude dos autores pode confundir o aluno a entender o real
significado do termo em questdo e, pelo fato desse ndo conhecimento, o leitor pode ndo
despertar nenhum interesse pelo exemplo citado.

Os autores apresentam a defini¢do de retas concorrentes, retas perpendiculares, retas
ortogonais, reta e plano perpendiculares, planos concorrentes e planos perpendiculares con-
forme vemos na figuras 5.18, 5.19, 5.20, 5.21, 5.22 e 5.23 respectivamente. Como nossa
andlise estd voltada ao método axiomdtico, achamos conveniente exibir as defini¢cdes pois
nds, ou os autores, podemos precisar de algumas delas durante nossas demonstragao.

As defini¢des estdo bem redigidas e ilustradas, podemos observar que nelas sao utili-
zadas as nog¢Oes primitivas, pontos, retas e planos, o postulado P8 (figura 5.6) na definicao
de planos concorrentes e alguns objetos ja definidos anteriormente, a exemplo, usam retas
paralelas (ndo coincidentes) ao definirem retas ortogonais. Dessa forma percebemos que os

autores apresentam a teoria obedecendo as exigéncias de um sistema dedutivo.
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Retas concorrentes

P

L Duas retas, r e s, sdo concorrentes quando t&m apenas um ponto P comum. J

Para indicar simbolicamente que r e s sdo concorrentes, escrevemos: r N s = {P}

Dadas duas retas concorrentes, AB e MN, que se interceptam no ponto P, podemos
identificar os angulos APM, MPB, BPN e NPA (figura ).

Além de determinar esses angulos, duas retas concorrentes também determinam
um plano (figura I1).

Q

8

o o

= N & 4
: (/f’\) 7
> g

M B M ‘§
Figura | Figura Il £

=

Figura 5.18: Retas concorrentes

Retas perpendiculares

1
| Duasretas, re s, sdo perpendiculares quando sdo concorrentes e determinam
quatro angulos retos.

o
rLs(lemos "aretaré

perpendicular a reta s”)

Figura 5.19: Retas Perpendiculares

Retas ortogonais

Duas retas, r e s, s8o ortogonais quando existe uma reta t que é paralela

| (n&o coincidente) a s e perpendicular a r.
52

Na figura abaixo, as retas AB e CM sao ortogonais, pois a reta PAf é paralela a
AB e é perpendiculara CM.

P

Figura 5.20: Retas Ortogonais
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m e plano perpendiculares

Quando uma reta r e um plano o tém somente um ponto comum, dizemos que r e
o 540 secantes (ou concorrentes). Uma situacdo particular de reta e plano secantes

& 0 caso em que a reta é perpendicular ao plano.

Dados uma reta re um plano «, concorrentes no ponto P, dizemos que r é perpen-
dicular a o quando r é perpendicular a todas as retas de o. que passam por P.

reta r: secante e
perpendicular
ao plano o

reta r: secante o oo
néo perpendicular /
ao plano o

Figura 5.21: Reta e plano perpendiculares
Planos concorrentes

Dois planos distintos, o e B, sdo concorrentes (ou secantes) quando tém pelo

menos um ponto comum (interseccdo nao vazia).

Como, pelo postulado P8, a interseccdo de dois planos distintos n&o paralelos e

uma reta, podemos escrever:o. N =r

Figura 5.22: Planos concorrentes

Planos perpendiculares

ADILSON SECCO

ADILSON SECCO

Dois planos, o e B, sdo perpendiculares quando um deles contém uma reta r

perpendicular ao outro plano.

@
a

1

o

'
oy

|
)

-

|
!

i 4

Figura 5.23: Planos perpendiculares
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Ainda nessa secdo, os teoremas 3 e 4 sdo apresentados e apenas o teorema 3 é demons-
trado. Entretanto os autores informam que nao fardo a demonstragcao do teorema 4 conforme

podemos ver nas figuras 5.24 e 5.25.

Na demonstragdo do teorema 3, podemos observar que as nog¢des primitivas foram
utilizadas como também alguns dos postulados (P2, P6 e P7) expostos na figura 5.6. Desse
modo, podemos ver que o sistema dedutivo estd sendo bem apresentado pelos autores pois,
de forma notdria percebemos o entrelace entre as nocdes primitivas, definicdes, postulados e

teorema, conforme foi informado pelos autores no inicio do capitulo ora analisado.

Teorema 3: Se duas retas, r e 5, s80 concorrentes num ponto P, ent3o elas deter-
minam um Unico plano ao.

* Pelo postulado P2, existem os pontos Aemse Cem rtaisque A+ Pe C = P,

| * Assim, os pontos A, P e C ndo sao colineares.

* Pelo postulado P6, concluimos que A, P e C determinam um plano o.
Assim: o = plano (APC) (1)

* Por P7, o plano o contém r e 5, pois contém dois pontos de cada reta.
Vamos mostrar que esse plano o é Unico.

* Suponhamos que exista outro plano  que contenha res.
* Por P7, os pontos P, A e C pertencem a B. Assim: B = plano (4PC) (Il
- @ De (I) e (1), concluimos que o = B e que, portanto, « é Gnico.

Figura 5.24: Teorema 3

Teorema fundamental do perpendicularismo

A seguir sera enunciado um teorema muito importante para a geometria, cuja
demonstracao ndo faremos.

Teorema 4: Se r € uma reta perpendicular a duas retas concorrentes, s e t, ento
r € perpendicular ao plano determinado por essas retas.

Figura 5.25: Teorema 4

5.2.5 Propriedades do Perpendicularismo apresentadas no livro 1

Assim como foi apresentado no estudo do paralelismo, as propriedades do perpendicu-
larismo também sdo expostas pelos autores, conforme figura 5.26. Os autores mais uma vez,
afirmam que as propriedades podem ser todas demonstradas mas, nao demonstram nenhuma.

No geral, as propriedades sdo bem elaboradas porém, em nossa opinido, na propriedade
1, os autores deveriam se referir a um ponto pertencente a uma reta quando mencionam a
expressao "por um ponto de uma reta", conforme podemos ver na figura 5.26. Valorizando

assim a formalidade na escrita matematica.
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Propriedades do perpendicularismo

A seguir sao apresentadas algumas propriedades do perpendicularismo. Todas
elas podem ser demonstradas.

1. Por um ponto de uma reta passa | 2.5e uma reta r é perpendicular a um | 3. Duas retas perpendiculares a um mes-

somente um plano perpendicular a plano o, entdo toda reta paralelaaré mo plano séo paralelas. Dois planos
essa reta. perpendicular ao plano o e todo plano perpendiculares a uma mesma reta
paralelo a e é perpendicular a r. sdo paralelos.
< |
8 | p 3 8
@ X @ el )
—pi = 4 z
e} I el 5]
= z . 2 —E s 9
g 2 | 2 a

I

4. Se uma reta r e um plano o s3o per- | 5.Se os planos o e B sdo concorrentes | 6.5e uma reta r & perpendicular a um

pendiculares a um plano B, entdo areta e v é um plano perpendicular a c. e a plano o num ponto P, uma reta t esta
réparalelaaaourcCao. B, entdo y é perpendicular a reta de contida em o e nao passa por P, uma
interseccdo entre o e f. reta m esta contida em o, passa por P
rl e m é perpendicular a t no ponto R,
l entdo a reta QR é perpendicular a t.
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Figura 5.26: Propriedades do perpendicularismo

A seguir, demonstraremos as propriedades 1 e 3 apresentadas na figura 5.26. e, a

enunciaremos a propriedade 1 com a corre¢do de escrita citada acima.

Propriedade 1: Por um ponto pertencente a uma reta passa somente um plano perpen-
dicular a essa reta.

Demonstracao da propriedade 1

e Hipotese - Um ponto pertencente a uma reta

e Tese - Pelo ponto passa somente um plano perpendicular a essa reta.

Considere uma reta r € um ponto P tal que P € r (Figura 5.6). Tomemos agora planos
B e v distintos, tais que r = (7. Nos planos 8 e ¥ consideremos, respectivamente, as retas
s e t perpendiculares a r no ponto P ou seja, {P} = s(\t. As retas s e ¢ s30 concorrentes no

ponto P e determinam um unico plano (Figura 5.24) que € perpendicular a reta r, conforme
figura 5.25. [J
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Propriedade 3: Duas retas perpendiculares a um mesmo plano sdo paralelas. Dois
planos perpendiculares a uma mesma reta sao paralelos.
Demonstracao da propriedade 3

Como a propriedade 3, a ser demonstrada, nos fornece dois resultados, a dividiremos

em duas sub-proposi¢des, as quais chamaremos de proposicao 3.1 e proposi¢do 3.2.
Proposicao 3.1: Duas retas perpendiculares a um mesmo plano sao paralelas.
e Hipotese - Duas retas sdo perpendiculares a um mesmo plano.
e Tese - As retas sdo paralelas.

De acordo com a hipétese, consideremos as retas distintas r e s perpendiculares a um
plano « intersectando-o nos pontos P e Q, respectivamente. Seja o plano determinado
pelas retas r e s, os planos @ e 3 se intersectam determinando uma reta = @ que é perpen-
dicular as retas r e 5. Dessa forma comot L ret L stemos r || s. O

Proposicao 3.2: Dois planos perpendiculares a uma mesma reta sdo paralelos.
e Hipétese - Dois planos perpendiculares a uma mesma reta.
e Tese - Os planos sdo paralelos.

Conforme nos fornece a hipétese, consideremos os planos distintos o e B perpendicu-
lares a uma reta r nos pontos P e Q respectivamente.

Suponha que os planos ¢ e B ndo sejam paralelos e ¢ seja a reta de intersecgdo entre
eles, r = a(B. Considere o ponto R tal que R € t, entdo PQR seria um tridngulo com
dois angulos internos retos, o que € impossivel (Pelo teorema dos angulos internos de um
tridngulo, visto no 8° ano do ensino fundamental). Logo os planos ndo se encontram, e

assim eles sao paralelos. [

5.2.6 Analise dos execicios resolvidos e propostos sobre perpendicula-
rismo

Sao oferecidos ao aluno os exercicios resolvidos R5, R6 e R7, expostos na figura 5.27,

a seguir. Podemos observar a presenca do método axiomdtico pois, para resolver as questdes,

os autores usaram algumas das defini¢des apresentadas, além de ter sido utilizadas as no¢des
primitivas e postulados, a exemplo o postulado P7 utilizado na resolucao da questio R7.
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Exercicios resolvidos

R5. Dados trés pontos néo colineares, A, Be C, se as reta@ e AC séo perpen-
diculares a uma reta r, demonstrar que as retas r e BC sao ortogonais.

Resolucao

i Como A, B e C sdo pontos nao colineares, determinam um plano, que
| chamaremos de o. Assim, pelo postulado P7, as retas AB, BC e AC estao
| contidas em ¢. Como ré perpendicular as retas AB e AC, que sdo concor-
| rentes, r & perpendicular ao plano que as contém, isto &, r L o. Portanto,
| 1€ ortogonal a qualquer reta de o que nao passe pelo ponto A. Logo, as
| retas r e BC sdo ortogonais entre si.

R6. Considerando dois planos paralelos distintos, o e B, e duas retas, re s, com
rC o e s C f, indicar todas as possiveis posicGes entre re s. T 8

Hesolnere (a)
i Existem duas possibilidades:

| a) As retas re s estdo contidas em um plano v, y # o e ¥ # B. Nesse caso, ¥

| o plano y intercepta o e B, respectivamente, em re s, que sao paralelas

i distintas.

| b) Nao ha um plano que contenha as retas r e s. Nesse caso, vamos <o

| i i i r o
| considerar uma reta t de p que seja paralela a r. A reta t determina L

| com rum plano v tal como o do item a. A reta t determina com s um (b) bl
plano que coincide com B. Assim, temos: r // t, tN s={P}, rN s =& L PS o
i logo, re s sdo retas reversas. Em particular, se t | s, entdo re s sao
retas ortogonais.

R7. Demonstrar que duas retas reversas tém uma

comuimn.

Sejam re s duas retas reversas e oe

I'¢ s, respectivamente.

nica reta perpendicular l
B dois planos paralelos que contém :

. Por um ponto C de r passa uma i
| : C uma perpendicular ao plano B. Sej
de interseccéo dessa reta (CD) com B. - e
; Potr D passa uma unica paralela (m) 4 reta r (postulado de Euclides). Essa
reta esta contida em B. Seja B a interseccdo da reta m com areta s.
F’or B passa uma tinica paralela a reta CD (postulado de Euclides), que
intercepta a reta r no ponto A. £ a reta AD, i
A reta AB ‘_éfe’rpendicular aos planos o e B, pois & paralela a reta CD e
portanto, AB & perpendicular a todas as retas de ;
por suas interseccoes com esses planos.
Logo, AB ¢ a tinica perpendicular comum as retas re s.

o e de B que passam

Figura 5.27: Exercicios resolvidos

Os exercicios propostos para o aluno, vistos na figura 5.28, a seguir, estdo bem elabo-
rados e ao resolvé-los, o aluno consegue utilizar a teoria apresentada, até 0 momento, no ca-
pitulo que estamos analisando. No entanto, percebemos que mais uma vez faltaram questoes
motivadoras que envolvessem a realidade didria do aluno, tornando assim a aprendizagem

mais prazerosa e significativa.
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Exerxcicios proposto

8. Quais das afirmacées abaixo sio falsas? Justifique
no seu caderno.

a) Duas retas perpendiculares a uma mesma reta
580 paralelas entre si,

b) Seuma reta re um plano o sdo paralelos, entéo
toda reta perpendicular ao plano o é perpendi-
cular areta r.

¢) Se uma reta r esta contida num plano ¢, entido
toda perpendicular a r & perpendicular a o.

d) Se uma reta r é perpendicular a um plano o e
esse plano & paralelo a outro plano B, entdo reé
perpendicular a B.

9. No caderno, represente por meio de um desenho as

situacdes a seguir.

a) Uma reta r paralela a um plano « e paralela a
um plano B.

b) Dois planos distintos paralelos entre si e perpen-
diculares a um terceiro plano.

¢) Duas retas reversas € um plano paralelo a
ambas.

10. Sejam P, M e S trés pontos ndo colineares tais que
PM e PS estdo contidas no plano o. Sejam KM 1 PM,
QS | PS e KMy @S, como na figura abaixo.

ADILSON SECCQ

Junto com um colega, mostre que KM1oe@S > Lo
(Sugestdo: Construa por Puma paralela a reta KM.)

\

ad

ADILSON SECCO

13.

- Se um plano o & perpendicular a um plano B, ré
uma reta contidaem cc e ré perpendicular a reta
de interseccao entre os planos o e B.

a) Mostre que r é perpendicular ao plano p.
b) Compare a demonstracao que vocé elaborou
com a de um colega.

- Mostre que, no cubo representado abaixo, a diagonal

ACda face ABCD ¢ perpendicular ao plano (HFBD).
Voce pode fazer junto com um colega.

Sejam o e B planos paralelos, A, Be C pontos de o
€ Pum ponto de B tais que PA | B.Se R Te Vsio
pontos médios de PB, FA e FC, respectivamente,
prove que o plano (RTV) € paralelo a .

®
"
a
£
ESRE
¢y
.
¥
T

£y
S

s

T

Figura 5.28: Exercicios propostos

. D . .
Ao término dessa se¢do, percebemos que o método axiomdtico continuou sendo apl
o o . or que
cado, mesmo tendo havido uma diminuicao de sua aplicacdo fica evidente para o leitor que,
b

ari ili i edutivo.
sempre que necessario, devemos utilizar o sistema d
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5.3 Analise das secoes Projecdo Ortogonal e Distdncias e,

Angulos e Diedros apresentadas no livro 1

Os autores finalizam o capitulo analisado, com as se¢des, projecdo ortogonal e distan-
cias e, angulos e diedros. Ao analisd-las, concluimos que o método axiomatico nao € mais

utilizado. Assim, ndo teceremos nenhum comentério referente as secdes citadas acima.

5.4 Analise da secao Exercicios Complementares

Os autores fornecem uma lista de exercicios complementares (ver figura 5.29) subdi-
vidida em questdes denominadas aplicagdo, exercicio resolvido, aprofundamento e desafio.
Podemos perceber que a maioria das questdes aplicam a teoria desenvolvida no capitulo,
faltando mais uma vez, questdes contextualizadas que envolvam o cotidiano do aluno.

A questdo 31, do bloco desafio exposto na figura 5.29, € o tipo de exercicio conside-
rado proveitoso pois, mostra ao aluno que a Matematica esté ligada a outras 4reas de conheci-
mento, a exemplo da questao, a Fisica. Questdes como essa desperta no aluno interessado em
ondas sonoras, a vontade de aprender o conteudo envolvido. Assim, quanto mais pudermos
envolver situacdes praticas para atrairmos o aluno o prazer em aprender, mais alcancaremos

nosso objetivo como transmissor de conhecimentos.
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19. Dois planos, o e B, interceptam-se numa reta r. Escreva
no caderno quantas retas paralelas a r passam por um
ponto A de o. uma

f) o plano (ABF) e o plano (EHG)? A

perpendiculares

25. Quais s3o as possiveis projecoes ortogonais de uma
circunferéncia sobre um plano? E de uma esfera?

26. Escreva em seu caderno qual é a distancia entre um

plano e uma reta nele contida. zero

20. Na figura, qual é a posi¢do rela- 27. Um ponto contido numa face de um diedro de 30° dista
tiva Etre: e) perpendiculares TG g 9 m da outra face desse diedro. Determine quanto esse
a) EH e EC’ reversas E 5 ﬁ] 9 ponto dista da aresta do diedro.18 m
b) EH e BC? paralel : 2
c) EH e EF? perpe i ’ g 28. A projecao ortogonal de um ponto A interior a um
d) EHeo plano (ABC)? paralelos D' »»»»» /c 3 diedro de 60° determina os pontos A, e A, em cada
e) EH e o plano (DCG)? % uma das faces desse diedro. Calcule a medida do

angulo A,AA,.120

rtogonais de uma

sobre um plano podem

ser: um segmento, uma elipse ou uma
circunferéncia. A projecao ortogonal de uma
esfera sobre um plano é sempre um circulo.

21. Identifique qual das afirmacoes a seguir é falsa. Justi-

fique sua resposta no caderno.

a) Se uma reta € paralela a dois glanos, entao esses
el

i T resolugao no
planos sao paralelos. Guia do professor
Se dois planos sao paralelos, ent4o toda reta de um
€ paralela a uma reta do outro.
Se duas retas sao reversas, entao existe uma tinica

perpendicular comum a elas.

b)
c)

22. Anote no seu caderno como pode ser a projecdo orto-
gonal de uma reta sobre um plano. uma reta ou um ponto

Exercicio resolvido

23. Os catetos do triangulo retangulo ABC medem
9 cm e 16 cm. Pelo ponto médio M da hipotenusa,
traca-se PM perpendicular ao plano que contém
esse triangulo. Se PM = 6 cm, determinar a dis-

29. Uma circunferéncia esta contida em um plano o que
& perpendicular a um plano B. Determine, em seu ca-
derno, a projec¢ao ortogonal dessa circunferéncia sobre

o plano B. Nesse caso, a projegéo ortogonal é um segmento de reta

de mesma medida que o didmetro da circunferéncia.
30. O segmento PA ¢ perpendicular ao plano que contém o
triangulo equilatero ABC. Se AB = 2+ (AP) e M é o ponto
médio de BC, determine a medida do angulo formado
pelos segmentos PA e PM. 60

Desafio [l
81. Um aparelho transmissor de radio, cujas ondas atin-

gem no maximo uma distancia r, esta situado no alto
de uma torre vertical de altura h. As ondas do trans-

tanolientislRelo calefoiden) e, missor atingem uma estrada retilinea e horizontal

que esta a distancia d do pé da torre. Determine o
comprimento do trecho da estrada no qual se pode
captar a transmissao desse radio. 27" ~ /7 — d°

Resolucdo
Representando a situagao, temos:

32. De uma circunferéncia de diametro AB levanta-se
por A um segmento AP perpendicular ao plano da
circunferéncia. Une-se P a um ponto C qualquer da
circunferéncia, distinto de B.

6cm

P

ILUSTRAGOES: ADILSON SECCO

A s N

N.

8cm
Aplicando o teorema de Pitagoras no triangulo
retangulo PMN, obtemos x = 10.

| Portanto, a distancia entre P e o cateto de
! 9cmé 10 cm.

Ver resolucao no
Guia do professor

ADILSON SECCO

24. A projecao ortogonal de um ponto P sobre um plano
0. € o vértice do angulo reto de um triangulo retan-

a) Provequeasretas BC e PC sd0 perpendiculares.
b) Se AB= AP = 8cm e Cé o ponto médio do arco
AB, determine a medida do angulo CPB. 30

| gulo contido em .. Se Pdista 23 mda hipotenusa
; desse triangulo e 2 m do plano ¢, determine a altura
& relativa a hipotenusa. 2.2 m |

Figura 5.29: Exercicios Complementares

5.5 Analise da secao Resumo do Capitulo

Um resumo e um teste de autoavaliacdo sdo disponibilizado no final do capitulo, con-
forme podemos observar nas figuras 5.30 e 5.31 respectivamente. O resumo do capitulo é
uma boa ferramenta para proporcionar ao aluno mais uma oportunidade de internalizar os
conceitos trabalhados. Por outro lado, pode despertar no aprendiz um comodismo de leitura
pois, a praticidade de buscar o conteido de forma resumida € bem mais atrativa tendo em
vista que a maioria dos alunos buscam apenas sanar suas dividas de momento sem interliga-

las ao conteido como um todo.
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» Ideias gerais

» No¢bes primitivas
° Um ponto ndo tem dimensdo, nem massa, nem
volume.

° Uma reta ndo tem espessura, nem comeco, nem fim.
e Um plano n&o tem espessura nem fronteiras.

» Postulados
o P1
° P2

O espaco tem infinitos pontos.

Toda reta e todo plano sdo conjuntos de infi-
nitos pontos.

¢ P3 Forade uma reta, bem como fora de um plano,
ha infinitos pontos.

° P4 Dois pontos distintos determinam uma Unica
reta.

° P5 Postulado de Euclides: Por um ponto P
fora de uma reta r, passa somente uma reta s

paralelaar.

ADILSON SECCO

° P6 Trés pontos ndo colineares determinam um
unico plano.
S — 8
G
z
.
® P7 Se dois pontos distintos estdo em um plano,
a reta que passa por eles estd contida nesse
plano. o
5 ¢
8
e =
g
o 2
P8 Sedois planos distintos, o.e B, interceptam-se,
a interseccdo é uma reta.
|
B
g
8
o 3
2
!
¥ Posicoes relativas

» Paralelismo

e Duas retas sdo paralelas se tém todos os pontos
comuns (coincidem) ou se estdo num mesmo plano
€ ndo tém nenhum ponto comum (intersecgdo
vazia).

* Dois planos sao paralelos se coincidem ou se ndo
tém ponto comum.

° Uma reta r e um plano o sio paralelos se a reta r
esta contida no plano c.ou se a reta re o plano &
ndo tém ponto comum.

e Duas retas sao reversas quando n3o existe plano.
que as contenha.

» Perpendicularismo

e Duas retas sdo:

a) concorrentes quando tém apenas um ponto.
comum;

b) perpendiculares quando sio concorrentes e
determinam quatro &ngulos retos;

¢) ortogonais quando existe uma reta paralela a
uma delas e perpendicular & outra.

° Uma reta r e um plano o sdo perpendiculares
quando r ¢ perpendicular a todas as retas de o. que
passam por P, sendo P a intersec¢do de r e a..

¢ Dois planos distintos sdo concorrentes quando
tém pelo menos um ponto comum.

¢ Dois planos séo perpendiculares quando um deles
contém uma reta perpendicular ao outro.

@ Projecéo ortogonal e distancia
» A projegao ortogonal:

¢ de um ponto Psobre uma reta r é o ponto P*, que
€ a interseccdo de r com a reta perpendicular a r
passa por P.

e de um ponto A sobre um plano o.é o ponto A’, que
¢é ainterseccdo, com esse plano, da reta que passa
por A e é perpendicular a o.

e de uma reta rsobre um plano o:é uma reta (quan-
do r//a.ou r concorrente ndo perpendicular com
o) ou um ponto (quando r L o).

» A distancia:

° entre dois pontos, A e B, é a medida do seg-
mento AB.

© de um ponto A a uma reta r ou a um plano o. é a
distancia entre A e sua projecéo ortogonal sobre
rou sobre o, respectivamente.

| ® Angulos e diedros

»> Sejam E, e E, dois semiplanos de mesma origem t
nao contidos num mesmo plano. Diedro é a figura
formada por E, e E,.

t E

o

aresta

ADILSON SECCO

_> faces
El

diedro £, U E,

A

Figura 5.30: Resumo do capitulo

5.6 Anadlise da secao Autoavaliacdo

O teste de autoavaliacao € composto por 11 questdes de multipla escolha, onde o aluno
deve resolvé-las e optar por uma das respostas, questdes como essas sao sempre bem vin-
das pelo simples fato de ser uma preparacdo para futuros concursos prestados pelos alunos.
Porém, o livro analisado nao disponibiliza questdes contextualizadas que sdo o tipo de ques-
toes exigidas nos processos seletivos de acesso a universidades, a exemplo o ENEM (Exame

Nacional do Ensino Médio).
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Leia atentamente as questdes a seguir e responda-as em

seu caderno.

1. Dados dois pares de retas distintas, (r, s) e (t, m), tais que
r// sete mreversas, a semelhanca que existe entre
esses dois pares é que as retas de cada par: alernativa ¢

a) sao coplanares

b) ndo sao coplanares
¢) ndo tém nenhum ponto comum
d) tém apenas um ponto comum

2. Dados dois pares deretas distintas, (r, §) e (t, m), tais que
T // sete mreversas, a diferenca que existe entre

esses dois pares é que: aliernativa a
a) re s sdo coplanares, mas me ¢ nio sio
b) re s nao sao coplanares, mas me t siao

c) re s, bem como me t, nio tém ponto comum

d) nenhuma das anteriores

Uma reta r & perpendicular a uma reta s, contida num
plano o, € ré ortogonal a uma reta t, contida em o e con-

corrente com s. Portanto, podemos afirmar que:
a) r nao pode ser perpendicular a o
b) r é necessariamente perpendicular a o.
¢) rpode ser paralela a o

d) nenhuma das anteriores

4. Um plano « é paralelo a duas retas distintas, r e s.

Assim, pode-se afirmar que: alternativa b

a) re ssao paralelas, necessariamente

b) re s podem ser perpendiculares
' €) re s sdo reversas, necessariamente
d) re s ndo sdo perpendiculares

&

0. € um ponto P, entio: alternativa d
c) rNo=P
d rla

a) r/ o
bl rne=90

alternativa b

Se a projecao ortogonal de uma reta r sobre um plano

Considere a figura ao lado
pararesponder as questoes
de6a9.
3
5
ST 2
6. A distancia entre os pontos A e C é: aliemativa d
a) 2 cm c) 20 cm
b) 4 cm d) 2.5 em
| 7. A distancia entre o ponto A e o plano (BCF) é:
a) 2 cm c) 20 cm alternativa b
b) 4 cm d) 52 cm
8. A distancia entre o ponto A e a reta GH €:
a) 2J2— o €) 20 em alternativa a
b) 4 cm d) 5V2 cm
9. A distancia entre o ponto A e o plano (DHE) é:
a) 2 cm ¢) 20 cm alternativa d
b) 4 cm d) O cm
10. O angulo entre a reta r e o plano « & nulo. Entio,
podemos afirmar que: alternativa d
a) existe um ponto P tal quern o= (P}
b) existe uma reta s C o tal querls
c)rlo
drNna=rourna=@
11. A figura ao lado, formada
pela reunido dos semipla- g
nos de mesma origem e &
nao coincidentes E, e E,, é @
denominada: alternativa ¢ 2
a) projecdo
b) soélido
| ¢) diedro
d) plano

Se vocé ndo acertou alguma quest3o, consulte a tabela e verifique o que precisa
estudar novamente. Releia a teoria e refaca os exercicios correspondentes.

NG

mero da questio

Objetivos do capitulo

4 5

6 7 8 9 10

Identificar a posicao relativa
entre retas, entre planos

e entre retas e planos, e
aplica-las na resolugao de
situa¢Ses-problema.

Identificar e calcular
distancias entre: pontos;
ponto e reta; ponto e plang;
retas; reta e plano; planos.

Identificar um angulo diedro
e determinar sua medida.

Paginas do livro referentes
ao conceito

1422147

1422147

145a152

1452152

153

154e155 [ 1542155 | 154155 | 154155 1562158

"

Figura 5.31: Autoavaliacdo
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Capitulo 6

Analise do capitulo 10 do Livro 2 -

Matematica Contextos e Aplicacoes

Nossa andlise nesse capitulo serd voltada a colecdo Matemdtica Contextos e Aplica-

coes [3], cujo autor é Luiz Roberto Dante, 1?* edi¢do, Sdo Paulo 2011. Publicado pela Edi-

tora Atica, a colecdo é composta por trés volumes destinados ao ensino de matemdtica no

decorrer do ensino médio. Iremos trabalhar com o volume 2 da colecdo, particularmente

com o capitulo 10, tendo em vista, mais uma vez, que nossa andlise serd direcionada a forma

como os autores introduzem a Geometria espacial, principalmente a maneira como o método

axiomatico € apresentado e repassado para os alunos.

No ano de 2011, a colegdo foi aprovada pelo Plano Nacional de Livros Didaticos

(PNLD) e sua resenha se encontra no guia de livros didaticos de matematica, PNLD 2012

[11], do ensino médio.

Segundo o Guia (PNLD [11], p. 61)...

"...Observa-se uma boa conexao entre os diversos campos da
Matemadtica e desta com outras dreas do conhecimento. Também
verifica-se a preocupagdo em articular os conhecimentos novos e
os ja abordados.

A colegdo apresenta um excesso de contetidos e de atividades,
em particular no livro da 1? série. Também h4 exagero em pro-
cedimentos e no uso de terminologias, o que exigird do docente
uma selegdo cuidadosa, a fim de priorizar aqueles que considerar
indispensdveis a formacdo dos alunos do ensino médio.

Grande parte das atividades e situagbes-problema propostas nos
livros do aluno sdo, imediatamente, seguidas de uma abordagem
técnica ou tedrica. Essa op¢do pode tornar o desenvolvimento

dos contetidos desinteressante ou de dificil compreensao."
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O livro do aluno é composto por 384 péginas e, ao professor é oferecido um manual
de apoio pedagdgico composto por 200 paginas. Os conteudos desse livro didético sdo dis-

tribuidos em 14 capitulos, conforme podemos ver na tabela 6.1.

Volume 2 - Matematica Contextos e Aplicacoes

Capitulo 1 Trigonometria: Resolucao de triangulo quaisquer

Capitulo 2 Conceitos trigonométricos basicos

Capitulo 3 | Seno, cosseno e tangente na circunferéncia trigonométrica

Capitulo 4 Relacdes trigonométricas
Capitulo 5 Relacdes trigonométricas
Capitulo 6 As fungdes trigonométricas
Capitulo 7 Matrizes

Capitulo 8 Determinantes
Capitulo 9 Sistemas Lineares

Capitulo 10 | Geometria Espacial de posi¢ao - Uma introdugao intuitiva

Capitulo 11 Poliedros: Prismas e pirdmides
Capitulo 12 Corpos redondos: cilindro, cone e esfera
Capitulo 13 Andlise combinatdria

Capitulo 14 Probabilidade

Tabela 6.1: Matematica Contextos e Aplicagdes - Volume 2

De acordo com a tabela acima, percebemos que a Geometria espacial € colocada, prati-
camente, no final do livro. Essa conduta ndo é considerada muito vantajosa pois, na maioria
das vezes, os ultimos contetdos apresentados no livro, sdo vistos de forma apressada, des-
motivando o aluno e dificultando sua aprendizagem. Sendo assim, deixamos como sugestao
apresentar a Geometria intercalando-a com os conteidos de dlgebra, ou apresenti-la nos
capitulos iniciais.

Na anélise do capitulo 10 (Geometria Espacial de posicao - Uma introdugdo intuitiva),
buscaremos preservar a conduta seguida no capitulo 5 do nosso trabalho, analisando a forma
como o sistema dedutivo € apresentado para o aluno. Salientando que, todas as consideragdes
feitas serdo voltadas apenas a esse capitulo do livro em anélise, ndo ao livro, nem a colecdo
como um todo.

Esclarecendo ainda ao leitor que, quando mencionarmos o livro 2 , estaremos nos

referindo ao capitulo 10 do livro que estamos analisando.
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6.1 Analise da forma como o capitulo (Geometria Espacial

de Posicao - Uma Introducao Intuitiva) é apresentado

O capitulo 10 (Geometria Espacial de posi¢ao - Uma introducao intuitiva) € bem apre-
sentado (ver figura 6.1) pois, o autor faz referéncias histéricas da evolucdo dos conheci-

mentos geométricos despertando no aluno a visdo de que a Matemadtica estd sempre em

desenvolvimento e motivando-o a valorizar essa ciéncia.

174

GEOMETRIA ESPACIAL

DE POSICAD —

uma

INTRODUCAO INTUITIVA

E instigante imaginar o conhecimento
dos sabios da Antiguidade sobre a Geometria. Um
6timo exemplo é o templo de Artemis: & impos-
sivelficar indiferente diante da beleza desse tem-
plo, uma das sete maravilhas do mundo antigo.
O paralelismo de suas 127 colunas de marmore
com mais de 20 metros de altura cada uma —
como terd sido possivel construi-las em tempos
tao remotos?

A simetria de suas formas, a perfeita dispo-
sicdo das dguas de telhado (planos que contém

THE BRIDGEMAN ART LIBRARY

COLLECTION/ARCHIVE

o telhado) e o perpendicularismo de suas pilas-
tras revelam grande conhecimento dessa area
da Matematica, to antiga e to considerada Be:
los filosofos.

O estudo das formas permitia ao homem
contemplar as “formas perfeitas” da Natureza,
chamadas por Platéo de “ideais’, e descobrir
seu encanto e sua magia. A Matematica — do
grego “Mathematikds — aquele que aprende
(mathematikos) decodificando (mathesis) os
tracados (curvarum) da Natureza (physis)” —

nasceria, portanto, dessa contempla-
cdo e encontraria na mente humana
campo fértil para se desenvolver.

0 templo de Artemis, mais conhecido como
templo de Diana (nome latino dado pelos
romanos & deusa Artemis), construido em
homenagem a Lua, em Efeso, na regido da
atual Turquia, por volta dos séculos V ou Vi a.C,,
jd ndo existe mais; apenas fragmentos de suas
colunas se encontram, atualmente, no museu
britdnico. Esse templo foi destruido duas vezes.
Na primeira, foi reconstruido maior do que
antes. Sua destruicdo final se deu em 262 d.C,
quando a cidade em que ficava foi saqueada
pelos godos.

Matematica

Figura 6.1: Apresentacao do capitulo
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No primei . . -

? primeiro pardgrafo da figura 6.2, o autor cita a contribuicdo dada por Euclides
quando inventou a teoria axiomadtica. Fato considerado vantajoso pois, mesmo que de forma
b

reve, quando se fala em postulados, teoremas, demonstragdes e conceitos primitivos essa

teoria ja co ! ! i
] meca a ser "apresentada”, estimulando no aluno a vontade de conhecer mais
profundamente esse estudo.

Aj N
inda no texto exposto na figura 6.2, o autor faz referéncia ao emprego da geometria
o . . ) . .

m diversas dreas, tais como: Arquitetura e Danca. Atitudes como essas valorizam o estudo

da . .
Geometria, estimulando o aluno a conhecer algo que possa ser aplicado na sua vida didria

Foi Euclides (século Il a.C), grande gedmetra grego, guem ordenou os conceitos matematicos e 0s
dispds segundo uma teoria axiomética, na qual, partindo-se de certas afirmacdes (proposicoes) conside-
radas verdadeiras — 0s axiomas ou postulados —, chega-se a novas proposi¢oes — os teoremas —, 50
mente aceitas mediante demonstracdo (arg umentacio logica). Essa teoria caracteriza-se por sua consis-
téncia e por conter seu proprio objeto de estudo, uma vez que enuncia suas proposicoes iniciais.

Chersiphron, o arquiteto gue projetou o templo de Artemis, o fez bem antes da época de Euclides
e certamente se apoiou nos conhecimentos de Geometria que as civilizacoes anteriores a grega ja
dispunham.

Apesar da ressalva de muitos mateméticos a um de seus postulados, 0 da unicidade da paralela, a
geometria euclidiana permaneceu inabalavel até o final do século XIX, quando foram criadas as chamadas
geometrias Nao euclidianas, assunto sé estudado no ensino superior, com aplicagoes na Fisica, como a
Teoria da Relatividade de Einstein.

Também podemos encontrar 0 emprego da Geometria em campos incomuns, COMo no balé de
Rudolf Laban, gue considerou o movimento corporal uma expressao mecanica ao longo de trés eixos
que definem trés planos, denominados sagital, horizontal e frontal.

Por estar sempre presente a nossa volta, a Geometria representa 0 aspecto mais concreto da Mate-
matica se comparada a Algebra, mais abstrata; por iss0 seus conceitos sao também mais faceis de ser
apreendidos, chegando algumas vezes a ser intuitivos.

A parte tedrica da Geometria espacial € chamada Geometria de posicao e trata dos conceitos primi-
tivos — ponto, reta e plano — € suas relacdes. Seu estudo nos prepara para uma etapa posterior que
envolve calculos de areas e volumes. O capftulo que agora se inicia abordara os conceitos fundamentais
da Geometria, 2 luz da teoria euclidiana.

Figura 6.2: Apresentacao do capitulo

Enfatizar a histéria da Matemdtica em sala de aula é fundamental, pois ela pode de-
senvolver no aluno um espirito critico sobre a evolucdo dessa ciéncia e também fazer com
que o estudante entenda as ideias implicitas as teorias apresentadas. Em sintese, utilizando
essas referéncias histdricas na pratica didria o professor pode fazer com que seus alunos
compreendam a natureza dos objetos da Matematica e como se desenvolveu essa ciéncia

6.2 Analise da secao Introducdo do livro 2

Observando a figura 6.3, o autor faz uma breve revisao do estudo da Geometria visto
no en’sino fundamental, apresentando as posicdes relativas entre ponto e reta num plano
Essa‘ € uma postura que deve ser seguida pelo professor pois, ao revisar alguns conceitos, €
reavivado na mente do aluno contetdos ja estudados e necessarios para o desenvolvimen’to

de teorias futuras. Tal conduta também pode colaborar com o aluno que, por algum motivo
ndo tenha visto tais conceitos em anos anteriores.

57



Ainda na figura 6.3, observamos que o autor interliga a Geometria plana, vista no
ensino fundamental, com a geometria espacial que serd estudada no ensino médio. Sendo
assim, o aluno vai percebendo que ha um ligacdo entre os conceitos aprendidos anteriormente
e os que ainda serdo apresentados, passando a valorizar e a explorar mais cada conteido
exposto.

1. Introducao

No ensino fundamental foi feito o estudo das posicées relativas de pontos e retas de um mesmo plano (Geo-
metria de posicéo no plano).
Por exemplo:

= Relag@o entre um ponto e umareta

o w

Oponto A pertencearetar(AEr).
O ponto B ndo pertence aretar (B € ).

¢ Rela¢do entre pontos

I "‘a
= De i Dois pontos séo sem- |
B oF i pre colineares. j

S TS LT L S -

Os pontos A, B e C sao colineares (existe uma reta que passa pelos trés).
Os pontos D, E e F ndo sao colineares (ndo existe reta que passa pelos trés simultaneamente).

= Relacao entre duas retas de um plano

As retas ¢ e m sdo distintas e paralelas. Ar {
As retas b e e sdo concorrentes e obliquas. f /
As retas a e r sao coincidentes (paralelas iguais). Ar

As retas p e n sdo concorrentes e perpendiculares. ﬁ . /
). A

e 5

\

|
g @ !
| Ao se considerar a reta um |
A{ conjunto infinito de pontos, ; |
| otermo ideal seria paralelas | ‘L /
{ Iguais, j& que dois conjuntos | /
| com os mesmos elementos % /
§ sé8o ditos iguars. ) ¥,

e a

Agora, no ensino médio, sera feito o estudo das posicées relativas de pontos, retas e planos no espaco (Geo-
metria de posicdo espacial).

Com isso, surgirao novas relagdes, como por exemplo entre reta e plano ou entre dois planos. Veremos também

que algumas relagées estudadas no plano terdo um enfoque diferente quando estudadas no espaco, como no
exemplo seguinte.

176 Matemética

Figura 6.3: Geometria de posi¢do no plano
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A partir desse elo feito entre as Geometrias plana e espacial, o autor apresenta alguns
exemplos, bem ilustrados, que auxiliam na visualizagdo de como se da as relacdes entre
pontos, retas e planos no espaco, conforme podemos ver na figura 6.4. Em Geometria, apre-
sentar exemplos acompanhados com ilustracdes € uma excelente postura, por isso devemos

enriquecer esses exemplos associando-o0s, sempre que possivel, a vida cotidiana do aluno.

Dadas as retas distintas a, b, c:
» No plano: se a é perpendicularab,ece perpendicularab, entdoa é paralelaac.

a c

» No espaco: se a perpendicularab,ece perpendicular a b, entdo a pode ser paralela a c ou hao.

a

b —| —| Wb Ao ou @ .

Figura 6.4: Posi¢des relativas entre pontos, retas e planos no espago

6.2.1 Analise da forma como o método axiomatico é apresentado no

livro 2

As consideragdes feitas a seguir, poderdo ser observadas no texto exposto na figura 6.5.

O autor informa que o estudo da Geometria de posi¢ao serd feito de forma "intuitiva"
e que serd apoiado em modelos, figuras e objetos.

Ora, como utilizar esses termos, "intuitivo", "modelos" e "objetos" sem fornecer
qualquer ideia sobre eles?

Na nossa concepcao, essa forma de introduzir o estudo da Geometria de posi¢cao nao
estd adequada ao bom entendimento do aluno. O autor poderia ter iniciado o estudo, apenas
fazendo referéncia as ideias de ponto, reta e plano e, a partir dai, ir apresentando gradativa-

mente, a constru¢do do método axiomatico.
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Favorecendo o entendimento do aluno, o autor mostra que o ponto, a reta e o plano
serdo representados, no decorrer do capitulo em andlise, por letras maitdsculas, mintdsculas e
gregas respectivamente. Desse modo, quando o aluno se deparar com essas simbologias, ja
saberdo que objeto esta sendo referenciado.

Ap6s indicar as representacoes ilustrativas e simbodlicas do ponto, da reta e do plano,
o autor informa que esses objetos nunca foram definidos. No entanto, dentre esses objetos,
nao definidos, € inserido o "espaco" que, na nossa opinido, pode ser definido. Espaco é um
conjunto de todos os pontos.

No segundo paragrafo, é informado ao leitor que os conceitos primitivos serdo os ele-
mentos iniciais da teoria que serd desenvolvida, mas, em nenhum momento diz que o ponto,
a reta e o plano, sdo conceitos primitivos. Informa ainda, que outros objetos serdo definidos
a partir desses conceitos primitivos.

Desse modo, percebemos que essa maneira de apresentar, para o aluno, a ideia de
conceitos primitivos ndo estd muito boa, o autor poderia ter destacado, de alguma forma, o
termo conceitos primitivos, a fim de despertar no aluno uma ateng@o mais criteriosa. Sobre-
tudo, deveria ter sido apresentada uma defini¢cao formal para esses conceitos, por exemplo.
Conceitos primitivos sao conceitos intuitivos, ou seja, sdo aceitos sem precisar defini-los.

Posteriormente, os axiomas sdao definidos como sendo afirmagdes aceitas que ndo pre-
cisam ser demonstradas e que as conclusdes tiradas a partir desses axiomas sdo chamadas
de teorema, afirma também que os teoremas s6 serdo aceitos mediante uma demonstracao
porém, mais uma vez, ndo destacam os termos a serem definidos, axiomas e teoremas. Essa
definicdo de teorema ndo estd muito clara, pois pode conduzir o aluno a entender que toda
conclusdo oriunda de um axioma serd um teorema.

E omitido ao leitor uma observagio muito importante na teoria que estd sendo cons-
truida, o autor nao informa que, para demonstrar os teoremas serdo utilizados alguns con-
ceitos primitivos, definicdes, axiomas e(ou) outros teoremas previamente demonstrados, for-
malizando assim a teoria axiomdtica a ser utilizada.

E interessante quando o autor informa que os axiomas, os teoremas e as definicdes
serdo destacados, no decorrer do capitulo, com um fundo azul, laranja e rosa respectivamente
assim, ao ver essas caixas de textos coloridas, o aluno j4 associa a que se refere tal destaque.
No entanto, essa maneira de informar, principalmente os axiomas e as defini¢cdes, dificulta a
praticidade no momento de citi-los nas demonstracdes dos teoremas. Com isso, sugeriamos
que as defini¢des e os postulados fossem enumerados, assim quando fosse preciso citd-los

nas demonstracdes usariamos apenas o nimero correspondente.

Observemos o dltimo pardgrafo, onde (Dante [3], p.177) afirma. ..

"...como se trata de um enfoque intuitivo da Geometria espa-
cial, os teoremas ndo serdo demonstrados ao longo do capitulo.
Apenas no final faremos algumas demonstragoes a titulo de ilus-

tracoes".
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Com essa afirmacdo entendemos, que o autor ndo dedica a importincia necessaria ao
método axiomadtico, tendo em vista que o mesmo, como enfocou no quinto pardgrafo da
figura 6.5, "que um teorema sé € vilido mediante uma demonstragdo."

Com isso, o aluno podera perguntar: "Entdo os teoremas apresentados ndo serdo vali-
dos? Porque ndo sdo demonstrados?"

Essas foram as nossas consideragdes, referentes ao texto apresentado na figura 6.5.

Neste capitulo, o estudo da Geometria de posi¢do no espaco sera feito de maneira intuitiva, apoiado essencial-
mente na observagao de modelos, figuras e objetos (podemos usar um lapis ou uma régua para sugerir umareta e
a folha do caderno ou a parede para sugerir um plano).

Observe como as figuras serdo representadas:

Ponto (A, B, C, ...). Reta (r,s, p; --.)- Plano (o, B, ¥, ---)-

Vocé ja deve ter notado que conceitos como ponto, reta, plano e espago nunca foram definidos porque sdo intui-
tivos, estdo na nossa mente de forma natural e os distinguimos espontaneamente. Basta observar que tanto reta como
plano e espaco sao considerados conjuntos infinitos de pontos, sem que seja necessario dizer como sao dispostos.

Os conceitos primitivos séo os elementos iniciais da teoria que vamos desenvolver agora. Outros conceitos
serzo definidos a partir deles, e as propriedades da Geometria resultardo de suas relagdes.

No inicio, algumas afirmagdes serdo admitidas sem que seja necessario demonstra-las — elas se chamam
axiomas ou postulados — e as conclusées que puderem ser tiradas a partir delas seréo os teoremas, que s6 sao
aceitos mediante uma demonstragdo, uma argumentagao légica.

Para sua melhor compreensio e identificagao, neste capitulo os enunciados considerados axiomas

ou postulados estardo indicados com fundo azul ; os teoremas, indicados com fundo laranja ; e as

definicoes, indicadas com fundo rosa .

Além disso, como se trata de um enfoque intuitivo da Geometria espacial, 0s teoremas n&o serao demonstrados
ao longo do capitulo. Apenas no final faremos algumas demonstracoes a titulo de ilustragao.
Usaremos a simbologia da teoria dos conjuntos vista no capitulo 2 do volume 1.

rapitul 18 | Geometra espacisl de posigéo — Uma introdugéo intuitiva 177

Figura 6.5: Conceitos primitivos, axiomas e teoremas

Observamos, no decorrer do capitulo em andlise, que o autor ndo aplicou o método
axiomadtico, apenas apresentou as defini¢des, axiomas e teoremas sem mostrar ao aluno o
verdadeiro motivo dessa teoria estd sendo apresentada.

Como o foco principal da nossa andlise € o sistema dedutivo, ndo nos prenderemos, na
integra, a toda teoria exposta, mostraremos apenas alguns trechos apresentados pelo autor,
justificando assim, nossa opinido quando dizemos que o autor ndo dedica a importancia
necessaria a0 método axiomaético.
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6.3 Analise da maneira como as posicoes relativas sao apre-

sentadas no livro 2

O livro 2 apresenta algumas subsecdes, entremeadas por exercicios propostos, que
trabalham as diversas posi¢des relativas que envolvem os conceitos primitivos: Ponto, reta e
plano. Sio elas:

1. Posi¢des Relativas: Ponto e reta; ponto e plano
2. Posi¢des Relativas de pontos no espago

3. Posi¢des Relativas de duas retas no espaco

4. Determinacao de um plano

5. Posi¢des Relativas de dois planos no espaco

6. Posicdes relativas de uma reta e um plano

7. Paralelismo no espaco

8. Perpendicularismo no espago

Conforme justificamos anteriormente, analisaremos apenas algumas das subsec¢des ci-

tadas acima.

6.3.1 Analise da subsecio Posicoes Relativas de Pontos no Espago apre-

sentada no livro 2

Ao iniciar essa subsecdo, o autor obedece o acordo anteriormente exposto na figura
6.5, exibe as defini¢des de pontos colineares (ndo colineares), coplanares (ndo coplanares)
destacado-as em uma caixa de texto de fundo rosa (Ver figura 6.6), convencendo assim o
aluno, que ali estdo sendo exibidas definicdes de objetos.

No entanto, nas observacdes fornecidas, ainda na figura 6.6, a cor verde € utilizada
sem que tenha sido pré estabelecido a que se referiria essa cor de destaque. Como o aluno
jé esta se familiarizando com a forma que os axiomas, defini¢des e teoremas estdo sendo
apresentados, ndo entendera o porque do destaque.

Na realidade, as observacdes 1 e 2 expostas na figura 6.6, deveriam ser apresentadas
como axiomas, destacadas em uma caixa de texto de fundo azul pois, sdo informacgdes neces-

sarias que nao precisam ser demonstradas e que serdo utilizadas em demonstracdes futuras.
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3. Posicoes relativas de pontos no espaco

Dados dois ou mais pontos no espaco:

* eles sdo ou nao pontos colineares (existe ou nao uma reta que passa por todos eles);
» eles sdo ou ndo pontos coplanares (existe ou n3o um plano que passa por todos).

Veja as figuras:

\T_\\‘ P
A %
s
B~ ke
e
c \‘\,_;) e G
A, B e Csdo pontos colineares. E, F e G ndo sdo colineares
e — = W
/ Q / I
/ ) / e
/’ Eie oR e 7
= SR R 3
P, Q e Rsdo trés pontos coplanares. X, Y, Z e W sdo pontos ndo coplanares.

Observacées:

T - . ;
1#) Dois pontos distintos sao sempre colineares e sobre eles passa uma Unica reta. Dizemos ent&o que dois pontos distintos

Ae B determinam uma reta (AB),

T e . ; -
22) Trés pontos néo colineares sdo sempre coplanares e sobre eles passa um unico plano. Dizemos entdo que trés pontos

néo colineares A, B e C determinam um plano p(A, Be C). Aqui esti a explicacdo da atividade 1 da pagina 175.

178

Mateméatica

Figura 6.6: Posicdes Relativas de pontos no espago

6.3.2 Anadlise da subsecao Posicoes Relativas de Duas Retas no Espago
apresentada no livro 2

Observando a figura 6.7, percebemos que o autor inicia a subsecio apresentando um
paralelepipedo e seus respectivos elementos (arestas, faces e vértices) indicando a linguagem
simbdlica que esses elementos serdo representados. A partir dessas informagdes € que o autor
passa a estudar as possiveis posi¢des relativas de retas no espaco.

Consideramos uma conduta vantajosa pois, o professor pode aproveitar o espago fisico,
adotando a sala de aula como sendo o paralelepipedo em estudo onde, suas paredes, teto e
piso serdo as faces; o encontro de duas faces serdo suas arestas e as intercessoes de trés faces
serdo os vértices desse paralelepipedo. Assim, serd formado um modelo concreto de tudo
que esta exposto no livro didatico e despertard um maior interesse por parte do aluno.

Nas caixas de texto intituladas, para refletir, expostas na figura 6.7, sdo apresentados
trés postulados destacados com um fundo azul conforme ficou pré estabelecido porém, a ma-
neira como esses axiomas sao expostos nao € boa, pode levar o aluno a ndo dar a importancia

necessdria e suficiente a tal afirmacdes. Como sugestdo, essas afirmagdes deveriam aparecer
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sozinhas, em uma caixa de texto de fundo azul, como veem sendo apresentadas.

" 4. Posicdes relativas de duas retas no espaco

Observe a figura na qual temos um paralelepipedo:

Em cada plano ha infinitas
retas. No plano da face
ABCD, por exemplo, além
das retas indicadas temos
AC, BD e outras.

No espago hd infinitas re-
tas. Localize na figura dada
as retas AG, BE, BG e DF./‘

S30 6 as suas faces, determinadas por: ABCD, FGHE, CDHG, BFGC, ADHE e ABFE.

Nesse modelo:

» Asarestas serdo “representacbes” das retas que as contém.

Por exemplo:
AB: reta do espaco que contém a aresta AB. | nares. BG e EF ndo sdo re-

AB e GH séo retas copla-
BC: reta do espago que contém a aresta BC. tas coplanares. J

& Asfaces serdo “representagoes” dos planos que as contém.
Por exemplo:
p(ABCD): plano do espago que contém a face determinada por ABCD.
p(BCGF): plano do espago que contém a face determinada por BCGF.

| No espago ha infinitos pla-
nos. Além dos 6 planos de-
Usando esse modelo, podemos estudar as posicdes relativas de retas distintas terminados pelas faces do
paralelepipedo, procure ima-

o Os vértices serdo representacdes dos pontos do espago: A, B, C, etc.

G EsPaCh: ginar outros, como p(ADGF),
; G S : i p(ABGH), p(AEGC), etc.
: Duas ou mais retas sao coplanares quando existe um plano gue contem A
 todas elas. - e
capitule 10 | Geometria eepacial de posicéo — Uma introducao intuitiva 179

Figura 6.7: Posicoes Relativas de duas retas no espaco
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6.3.3 Analise da subsecao Determinacdo de um Plano exposta no livro 2

Observando a figura 6.8 percebemos que o autor cita um postulado, destacando-o em
caixa de texto com fundo azul, conforme havia informado. Todavia, confirmamos nossa co-
locacdo a respeito das observagdes apresentadas na figura 6.6, que as informagdes destacadas
em verde deveriam estd num fundo azul pois, sdo axiomas.

Como o autor segue uma conduta de destaque, pré-estabelecida, para apresentar as de-
finicdes, os axiomas e os teoremas, podemos ver nas figuras 6.6 e 6.8, que essa conduta foi
violada pois, 0 mesmo enunciado € apresentado como sendo simples observacgdes e posteri-
ormente como postulado. Atitudes como essas podem confundir o entendimento do aluno
dificultando suas habilidades na hora de aplicar o método axiomatico.

Ainda na figura 6.8, sdo apresentados trés teoremas, em caixa de texto com fundo
laranja. Esses teoremas s@o bem ilustrados, por meio de figuras, facilitando a visualizacao e
o entendimento do aluno. Porém, o autor omitiu o fato da unicidade dos planos, embora na
Geometria o termo determinar signifique existir, ha situagdes que é conveniente enfatizar a
ideia da unicidade. Por exemplo: Duas retas concorrentes determinam um #nico plano.

Com as defini¢des e os postulados ja apresentados, seria interessante que o autor de-
monstrasse pelo menos um dos teoremas expostos pois, 0 mesmo afirma que os teoremas s
sdo validos mediante uma demonstragdo (Ver figura 6.5), entrando assim em contradi¢do nas
suas colocagdes.

E interessante que o professor esteja atento a essas situagdes. No caso de estd utili-
zando um material didatico como este, ora analisado, deverd dedicar um tempo necessario
a demonstracio de pelo menos algum(s) do(s) teorema(s) apresentado(s) no livro didético,
sem esquecer que o aluno ndo precisa conhecer toda a formalidade do método axiomaético

mas, nao deveria sair do ensino médio sem esse conhecimento.
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5. Determinacio de um plano

Ja vimos que: Quando temos trés pontos nao colineares, existe um tnico plano que passa pelos trés.

Isso equivale a dizer que: Trés pontos ndo colineares determinam um plano.

O mesmo acorre quando temos duas retas paralelas distintas, duas retas concorrentes ou uma reta e um ponto

que néo pertence a ela.
A ™y
P = ,
( e / "4
c /
° 4
\ B i
b % o
= \_,,f/—‘ ——
a: p(A, B, Q) B: p(a, b)
Trés pontos ndo colineares Duas retas paralelas distintas
determinam um plano. determinam um plano.

Por que ndo podemos dizer que I
trés pontos colineares determinam
um plano? J

3:p(A, 1)
Uma reta e um ponto fora dela
determinam um plano.

v:p(r, s)
Duas retas concorrentes
determinam um plano.

i Por que duas retas reversas
g nio determinam um plano?

Quadro-resumo:

3 pontos nao colineares
2 retas paralelas distintas
2 retas concorrentes

1 reta e 1 ponto fora dela

Um plano fica determinado por
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Figura 6.8: Determinacao de um plano
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Demonstraremos um dos teoremas apresentados na figura 6.8. Para facilitar nosso

trabalho, enumeraremos os postulados a serem utilizados.

Postulados

P 6.1: Toda reta e todo plano possuem pontos pertencentes e nao pertencentes a eles.

P 6.2: Trés pontos ndo colineares determinam um plano

Teorema 6.1 :Duas retas concorrentes determinam um dnico plano.

y:plr, s)
Duas retas concorrentes
determinam um plano.

Figura 6.9: Teorema 6.1

Demonstracao do Teorema 6.1

e Hipotese(s) - Duas retas sdo concorrentes

e Tese - Essas retas determinam um tnico plano

Por hipétese, consideremos duas retas concorrentes e as chamaremos de retas r e s.

Por defini¢cdo, duas retas concorrentes possuem um ponto em comum, seja P esse
ponto, {P} = r(s. De acordo com o postulado 6.1, tomemos os pontos A e B distintos
de P pertencentes as retas r e s respectivamente. Notemos que, A, B € P sdo pontos nao
colineares e, pelo postulado 6.2, esses pontos determinam um plano y. Logo, as retas r e s
determinam o plano 7.

Vamos mostrar que esse plano Y € tnico.

Suponha que exista outro plano @ determinados pelas retas r € s. Assim, os pontos A,
B e P, anteriores, pertencem a @. Dali, as retas r e s determinam o plano @, donde concluimos

que Y = m, portanto Y € tnico. [
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6.3.4 Analise de um dos Exercicios Propostos no livro 2

E fornecida uma lista de exercicios propostos, composta por quatro questdes onde os

alunos aplicardo as defini¢cOes apresentadas na subsecao ora analisada, conforme podemos
ver nas figuras 6.10 e 6.11.

_Observando o cubo da figura seguinte, responda:

a) Dos planos determinados pelas faces, quais sao
os pares de planos distintos e paralelos?

b) Cite trés pares de planos secantes.

¢) Os planos determinados pelas faces CDGF e EFGH
si0 secantes? Em caso afirmativo, qual é a reta in-
terseccao?

d) A reta AD é intersecgio dos planos determinados
por quais faces?

Verifique se sao verdadeiras ou falsas as afirmagdes:

a) Seressaoretastaisquers= (J,entdore s sao
paralelas.

b) Se o e B sdo dois planos distintoseré areta talque

) Uma reta e um ponto determinam um plano.
d) Uma reta e um ponto fora dela determinam um plano.
e) Dois planos podem ter um dnico ponto comum.

Observando a figura espacial abaixo, responda usan-
do planos determinados por faces:

a) Qual é a posicao relativa dos planos determinados
pelas faces EFHC e DEFG?

b) A reta Al ¢ intersecgdo de quais planos?

d) Qual é o plano paralelo ao determinado pela face
ADGI?

d) Qual € a reta de interseccdo dos planos secantes
determinados por BCHJ e ECHF?

e) Ha algum plano paralelo ao plano determinado pela

a N B =r, entao o e B 530 concorrentes. face ABJI? Em caso afirmativo, qual é esse plano?

gapitute 10 | Beometria espacial de pesigan — Uma introdug8o intuitiva 183

Figura 6.10: Exercicios Propostos

2. Observan i i i i 2
do a figura espacial sequinte, responda: | a) Qual éa posicao relativa dos planos determinados

; pelas faces ABCD e ADHE?

b) Os planos BCGF e EFGH s&o secantes? Em caso afir-
mativo, qual é a reta de interseccio?

<) Ha algum plano paralelo e distinto do plano deter-
| minado por EFGH? Qual?

Figura 6.11: Exercicios Propostos

A questdo 6 exposta na figura 6.10 é uma atividade onde o aluno analisard a veracidade
de algumas afirmag¢des. Em questdes como essas, pode ser mostrado ao aluno que para provar

que uma sentencga € falsa € suficiente fornecer um contra-exemplo. Vejamos a alternativa (a)
da referida questao:

68



a) Se r e s sdo retas tais que r(|s = 0, entdo r e s sdo paralelas. (FALSA)
Contra-exemplo

Considera-se duas retas reversas r € s do espago que obedecem a condi¢ao dada, r( s =

@, porém sem serem paralelas.

rNns=0 :

Figura 6.12: Contra-Exemplo

As questdes de verdadeiro e falso, também podem ser exploradas a fim de que o aluno
comece a trabalhar com a teoria axiomdtica pois, se a sentencga for verdadeira € necessario
demonstra-la. A exemplo dessa pratica, podemos citar a alternativa (b) da questao 6 exposta

na figura 6.10 que pode ser facilmente demonstrada.

b) Se o e P sdo dois planos distintos e r € a reta tal que a(\ = r, entdo o e B sdo
concorrentes. (VERDADEIRO)

Justificativa da afirmacio exposta

e Hipotese(s) - Sdo dados dois planos e uma reta, tais que a interse¢ao dos planos € a

reta.
e Tese - Os planos sdo concorrentes.

Consideremos, por hipétese, os planos @, 3 e a reta r tais que [\ =r.
Por defini¢do, dois planos distintos que t€ém uma reta em comum sdo chamados de

planos concorrentes. Logo, os planos & e 8 sdo concorrentes. []

6.3.5 Analise da subsecao Paralelismo no espaco apresentada no livro 2

No decorrer da subsecdo do livro analisado, o autor cita cinco propriedades envol-
vendo paralelismo, conforme podemos ver nas figuras 6.13 e 6.14 . Essas propriedades sdo
apresentadas em caixas de texto destacadas num fundo laranja e, assim, sdo consideradas

teoremas. Isto €, s6 serdo vdlidas mediante demonstracoes.

69



Algumas propriedades do paralelismo

As seguintes propriedades referem-se a paralelismo no espaco.

Para visualiza-las e entendé-las, use as figuras dadas, construa outras e crie modelos com objetos.

12 propriedade:

r
Quando dois planos distintos sdo paralelos, qualquer retade um / /

deles é paralela ao outro.

B,
22 propriedade:
Quando uma reta é paralela a um plano, ela é paralela a pelo menos uma reta desse plano.
1 4s
A
i |
f 1
! i e |
| ¥ Todo plano B, que contém |
o | s e ésecante com «, deter- |
| i ' mina, em «, a reta r, para- i
i,,of/r { lelaas. A
s/
186 Matemética
Figura 6.13: Propriedades do paralelismo
- ] A
3% propriedade: e~
- - z . P |
A reciproca da afirmac&o anterior é também verdadeira. P E
b : i
Quando uma reta nao esta contida num plano e é paralela a uma reta do plano, % g
ela é paralela ao plano. e v
b
a H - &
42 propriedade: s i
Se um plano intersecta dois planos paralelos, as interseccdes sao duas i“ 3 ¥
retas paralelas.

A
vy

52 propriedade:

Quando um plano contém duas retas concorrentes, paralelas
a outro plano, entdo os planos considerados sao paralelos.

Use objetos para verifi-
car que ndo se pode tirar
essa conclusdo quando

I//S. ’y/

Figura 6.14: Propriedades do paralelismo
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As propriedades de paralelismo citadas acima estdo bem redigidas e representadas.
Contudo, o autor em nenhum momento mencionou que as mesmas podem ser provadas nem
tdo pouco demonstrou nenhuma delas. Com o conteido exposto até o momento, seria in-
teressante e conveniente usar as defini¢cdes e postulados apresentados e mostrar algumas

demonstracdes deixando o aluno inteirado com o sistema dedutivo ou método axiomatico.
Mediante nossa sugestdo, demonstraremos a seguir as seguintes propriedades:

14 Propriedade de paralelismo : Quando dois planos distintos sdo paralelos, qualquer

reta de um deles € paralela ao outro.

Demonstracao da 1? Propriedade de paralelismo

e Hipotese - Dois planos sdo distintos e paralelos

e Tese - Qualquer reta de um desses planos € paralela ao outro plano.

Por hipétese, consideremos os planos & e 3 distintos e paralelos. Por defini¢ao, dois
planos paralelos nédo se intercectam logo, & [ B = 0. Seja r uma reta contida no plano
(r C ), entdo do fato de r () B = 0 segue-se que a reta r € paralela ao plano 3. [J

2% Propriedade de paralelismo : Quando uma reta é paralela a um plano, ela é paralela

a pelo menos uma reta desse plano.

Demonstracao da 2? Propriedade de paralelismo
e Hipotese - Uma reta € paralela a um plano.
e Tese - Essa reta € paralela a pelo menos uma reta desse plano.

Consideremos, por hipétese, uma reta r paralela a um plano . Por defini¢do, a inter-
seccdo de r e a € vazia. Seja B um plano que contém a reta r e intercepta o plano a, tal que
o () B =s, onde s é outra reta.

Note que, as retas r € s sdo coplanares, pois ambas estdo contidas no plano 8, e ndo

possuem ponto em comum, pois 7 [ & =0 e s C ¢. Com isso, concluimos que r € paralela a
s(r|s).O

6.3.6 Analise da subsecao Perpendicularismo no Espago apresentada no

livro 2

O livro 2 apresentada cinco propriedades envolvendo o perpendicularismo entre reta
e plano (Ver figuras 6.15 e 6.16). Destacadas em caixas de texto com fundo laranja, essas
propriedades sdo teoremas e necessitam ser demonstradas porém, mais uma vez, o autor
nao demonstra nenhuma delas e desperdica a oportunidade de expor ao aluno a razao de

apresentar tantas definicdes e postulados e assim, aplicar o método axiomatico.
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E apresentada ao leitor, uma demonstrag@o para a 1* propriedade, sendo que essa de-
monstracdo € feita por construcdo, conforme figura 6.15. Essa maneira de demonstrar cola-
bora na visualizacdo do resultado porém, no ensino médio o aluno ji deve ser estimulado a

aplicar técnicas de demonstracao utilizando o sistema dedutivo.
14 Propriedade de perpendicularismo:

Para que uma reta seja perpendicular a um plano, € necessario e suficiente que ela seja
perpendicular a duas retas concorrentes desse plano no ponto de intersec¢do das retas.

As expressoes, necessdrio e suficiente e, se e somente se sao equivalentes, o que im-
plica dizer que devemos analisar a "ida" e a "volta" do teorema (propriedade).

'"Ida" da propriedade

Se uma reta é perpendicular a um plano entdo, essa reta € perpendicular a duas retas

concorrentes desse plano no ponto de interseccao das retas.
e Hipotese - Uma reta e um plano sdo perpendiculares

e Tese - A reta é perpendicular a duas retas concorrentes desse plano no ponto de inter-

seccao

Por hipétese, consideremos uma reta r perpendicular a um plano &. No decorrer do
livro 2 o autor define que uma reta que intercepta um plano é perpendicular a ele quando
e somente quando ela é perpendicular a todas as retas desse plano que passa pelo ponto de
intersecdo. Logo, em particular, a reta r € perpendicular a duas retas concorrentes s e f,

contidas no plano «. [

"Volta' da propriedade

Se uma reta € perpendicular a duas retas concorrentes de um plano no ponto de inter-

seccao dessas retas entdo essa reta € perpendicular ao plano

e Hipotese - Uma reta € perpendicular a duas retas concorrentes de um plano no ponto

de intersecdo dessas retas.
e Tese - Essa reta € perpendicular ao plano

Considere uma reta r perpendicular a duas retas concorrentes s e ¢ contidas no plano
coms [\t ={P}.

Segundo a defini¢do do livro 2, devemos provar que r € perpendicular a qualquer reta
u C o, que passa pelo ponto P.

Suponha que a reta u ndo seja perpendicular a reta r, como u, s e ¢t estdo no plano «,
teriamos que s ou ¢ ndo seria perpendicular a ». Absurdo. Assim, a reta r é perpendicular a
reta u e ao plano o. [
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Algumas propriedades sobre perpendicularismo entre reta e plano
12 propriedade:

Para que uma reta seja perpendicular a um plano, é necessario e suficiente que ela seja perpendicular a
duas retas concorrentes desse plano no ponto de interseccao.

}

| do", “se esomente se”, "éne-
| cessdrio e suficiente”.

P SZ0 equivalentes as expres-
S sdes “quando e somente quan-

o

H
'
'
H
‘r

=

s estd contidaem «
rls
r ndo é perpendiculara «

Assim, para uma reta ser perpendicular a um plano « é preciso ser perpendicular a duas retas concorrentes em a, ou
seja, sdo necessdrias duas retas porgue vimos que uma reta nao € suficiente para garantir o perpendicularismo. Por outro
lado, bastam duas retas concorrentes, ou seja, elas sdo suficientes, pois essas duas concorrentes ja determinam o plano o

! s
- :
S TR | Reproduza concretamen-
v | te essas figuras e compro-
o) & | ve as afirmacbes feitas. /j
[
Capituin 10 | Geometria espacial de posicdo — Uma introducéo intuitiva 189

Figura 6.15: Propriedades de perpendicularismo entre reta e plano
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22 propriedade:

Dados um ponto P e uma reta r, existe um tinico plano que passa por P e é perpendicular a r.

32 propriedade:

Se uma reta € perpendicular a um plano, qualquer reta paralela a ela é também perpendicular ao plano.

/ 4 g

42 propriedade:

Se dois planos sao paralelos, toda reta perpendicular a um deles é também perpendicular ao outro.

r
// W{ gey /'.‘
P P >
p /é REL S ST
ST

Observagéo: As duas Ultimas propriedades levam as seguintes afirmacées:

¢ duas retas perpendiculares a um mesmo plano sao paralelas;

= dois planos perpendiculares a uma mesma reta sao paralelos.

52 propriedade (conhecida por teorema das trés perpendiculares):

Dados: uma reta r perpendicular a um plano a no ponto P; uma reta s, contida em a, gue ndo passa por P;
uma reta t, contida em «, que passa por P e é perpendicular a s no ponto A.
Entdo, se B € um ponto de r, a reta AB é perpendicular a reta s.

190 matemética

Figura 6.16: Propriedades de perpendicularismo entre reta e plano
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6.4 Analise da secao O Método Dedutivo: Algumas Demons-

tracoes do livro 2

Apbs apresentar toda teoria introdutéria ao estudo da Geometria espacial, o autor faz
uma breve explanacdo do que seja o método dedutivo, também conhecido como método
axiomdtico. Todas as consideracdes feitas nessa secdo, podem ser observadas nas figuras
6.17¢6.18.

Ao iniciar a andlise do livro 2, percebemos que o autor nao dedica a importancia neces-
saria a0 método axiomatico. Nesse momento, fortalecemos nossa opinido ao observarmos
o titulo da se¢do, quando o autor informa, de maneira desinteressada, que se trata de uma
"leitura optativa", desmotivando o leitor a conhecer o contetido apresentado no texto.

Na nossa concepcao, essa maneira de mostrar o método dedutivo ndo € muito interes-
sante pois, pelo fato de ser exposta no final do capitulo, aparece como se nao tivesse muita
importancia no estudo ora realizado.

Na caixa de texto, intitulada "Para Refletir", o autor informa como funciona o método
dedutivo. Porém, ndo informou que, além dos conceitos primitivos e dos axiomas utilizados
nas demonstracdes dos teoremas, também sao utilizadas defini¢des e(ou) outros teoremas
que ja tenham sido demonstrados, consolidando assim a aplicagdo da teoria axiomatica.

Sao apresentados trés postulados que serdo utilizados nas demonstragdes feitas pelo
autor. Ora, se sdo postulados por que ndo aparecer destacados em uma caixa de texto de
fundo azul? Foi o que ficou acordado no inicio do livro 2.

Ainda em relagdo aos postulados mencionados, percebemos que os postulados 1 e
2, apresentados na figura 6.17, s@o citados como sendo simples observacdes (Ver figura
6.6), confundindo assim o verdadeiro sentido dessas sentengas. Afinal, sdo observacdes ou
postulados?

Sao demonstrados cinco teoremas, nessas demonstracdes o autor avisa que serao utili-
zados os postulados citados anteriormente. Esses trés postulados ja haviam sido apresenta-
dos e, ndo foi feita nenhuma referéncia a essa observacdo, é como se toda teoria trabalhada
no decorrer do capitulo analisado ndo houvesse nenhuma serventia na aplica¢do do sistema
dedutivo.

Na demonstracao dos teoremas, ndo € informado ao aluno qual(is) seria(m) sua(s) hi-
potese(s) e sua(s) tese(s) e, deveria ter sido feita alguma referéncia as defini¢des apresentadas
no decorrer do livro 2.

A seguir, teceremos alguns comentérios sobre a demonstracdo do teorema 1, feita pelo
autor e, para nao fugirmos da forma como os teoremas sao apresentados, obedecermos a

mesma numeracao sugerida.

Teorema 1: Existe um tinico plano que contém uma reta e um ponto ndo pertencente

aela.
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A forma como o autor demonstra o teorema 1

Ao iniciar a demonstracao, nos pardgrafos 1 e 2, o autor sugere que sejam considerados
pontos pertencentes e ndo pertencentes a uma reta, isto €, utiliza postulados que deveriam ter

sido acrescentados aos trés ja citados no inicio da secao e, nao foram. Ou seja:

Postulado 4: Toda reta € um conjunto infinitos de pontos.

Postulado 5: Fora de uma reta ha infinitos pontos.

Posteriormente, no pardgrafo 3, € usada a definicdo de pontos colineares sem ser feita
nenhuma referéncia a ela. Onde na realidade, na figura 6.6, podemos perceber que essa
definic¢do foi citada no decorrer do livro 2 e, nesse momento, era uma boa oportunidade de
mostrar ao aluno onde poderia ser utilizada.

Ainda no pardgrafo 3, € utilizado o termo, "por hipotese". Entretanto, em nenhum
momento foi explicado ao aluno, o que seria a hipétese de um teorema. E interessante que
nao sé essa(s) hipdtese(s) como também a tese dos teoremas, sejam identificadas antes de
iniciarmos a demonstragdo assim, ja se percebe o que € disposto para ser utilizado e, o que
se quer demonstrar.

Observamos que os postulados 1, 2 e 3, apresentados na figura 6.17, foram bem utili-
zados nos pardgrafos 3 e 4 da demonstracio e, a maneira como eles sdo citados, convencem
o aluno de que, o método axiomadtico foi utilizado, mesmo que, segundo nossa opinido, a

redacdo da demonstracdo tenha deixado a desejar.
Nossa demonstraciao do teorema 1

Para demonstrarmos o teorema 1, utilizaremos tanto os postulados 1, 2 e 3 apresentados
pelo autor (Figura 6.17), como os que citamos 4 e 5, e as definicdes expostas na figura 6.6.

e Hipotese - Um ponto ndo pertencente a uma reta

e Tese - Existe um Unico plano que contém esse ponto e essa reta

Consideremos, por hipétese, um ponto P e uma reta r, tal que P ¢ r (Pelo postulado 5).

De acordo com o Postulado 4 acima, consideremos os pontos distintos Q e R perten-
centes a reta r. Como P ndo pertence a reta r, temos por definicdo (Figura 6.6) que, os pontos
P, QO e R ndo sdo colineares. Logo, pelo postulado 2, temos que existe um dnico plano o que
contém os pontos P, Q e R.

Note que, dois pontos da reta r pertencem ao plano o assim, pelo Postulado 3, podemos
garantir que a reta r estd contida no plano o que por sua vez contém o ponto P. Como & € o
tinico plano que contém os pontos P, Q e R também € o tinico plano que contém o ponto P e

aretar. J

76



12. 0método dedutivo: algumas demonstraces
(leitura optativa)

Na Geometria espacial as nocées basicas, primitivas, que aceitaremos sem definicéo, sdo: ponto, reta, plano e espaco.
Ja vimos que os postulados ou axiomas sio propriedades aceitas como verdadeiras sem demonstracéo.
Examine alguns postulados relacionando ponto, reta, plano e espaco:

Postulado 1: Dados dois pontos distintos do espaco, existe uma, e somente uma, reta que os contém.
Postulado 2: Dados trés pontos nao colineares do espaco, existe um, e somente um, plano que os contém.
Postulado 3: Se uma reta possui dois de seus pontos em um plano, ela esta contida no plano,

Ja vimos também que os teoremas sao demonstrados a partir dos postulados e de outras propriedades ja de-
monstradas, usando raciocinio légico.

A Geometria assim desenvolvida usa o método dedutivo. Partimos de algumas nogées para as quais néo é apresentada de- 3
finigdo (entes primitivos) e algumas propriedades aceitas como verdadeiras sem demonstragdo (postulados ou axiomas).
Isso ndo é exclusividade da Geometria — ocorre em qualquer teoria matemaética.

|

Vamos usar esses postulados para demonstrar alguns teoremas e compreender como funciona o método dedutivo.

Teorema 1: Existe um tnico plano que contém uma reta e um ponto nao pertencente a ela.

Demonstracdo:
op o

4—-06"'/?_:

Considere P um ponto ndo pertencente a retar.

Marque sobre r dois pontos distintos Q e R.

Os pontos P, Q e R n&o sdo colineares, pais, pelo postulado 1, r é a tnica reta que passa por Qe Re, por hipo-
tese, P ndo pertencear.

Pelo postulado 2, sabemos que existe um tnico plano « que contém P, Q e R. Como a reta r tem dois de seus
pontos (Q e R) em w, 0 postulado 3 garante que r est4 contida em «. Assim, de fato existe um plano que contémr e
P. Como esse é o tinico plano que contém P, Q e R, ele é o tinico quecontémPer.

Teorema 2: Duas retas concorrentes determinam um Gnico plano.

Demonstracéo:

wn

R
mEl

Seja P o ponto de interseccdo das retasr e s.

Sejam R e S pontos de re s, respectivamente, distintos de P. Os pontos P, R e S sdo nao colineares. Pelo postu-
lado 2, eles determinam um tinico plano «.

O postulado 3 garante que « contém r e s, uma vez que essas retas tém dois de seus pontos em a.

200 Matematica

Figura 6.17: Método dedutivo
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“. Atividade em equipe
Demonstrem o teorema 3:

Duas retas paralelas distintas determinam um tnico plano.

Teorema 4: Por um plano P fora de uma reta r do espago passa uma unica reta s paralela a ela.

Demonstragao:
Considere r uma reta do espaco e P um ponto ndo pertence a r. Pelo teorema 1, existe um tnico plano « que con-
tém P e r; nesse plano, existe uma, e somente uma, reta s paralela a r passando por P (resultado da Geometria plana).

e ==

Por outro lado, n&o existem retas paralelas a r passando por P que ndo estejam contidas em q, ja que, pelo
teorema 2, todas as retas coplanares com r passando por P estdo contidas em c.
Portanto, a reta s é a Uinica reta do espago que contém P e é paralelaar.

Teorema 5: Quando dois planos distintos possuem pontos comuns, sua interseccao € uma reta.

Demonstragéo:
Considere os pontos P e Q comunsa a e 3.

Pelo postulado 3, a reta r definida por P e Q esta contida, ao mesmo tempo, em a & B e, portanto, em sua inter-
seccao.

Por outro lado, se houvesse um ponto R comum a « e B gue ndo pertencesse ar, 0s planos o e B seriam coin-
cidentes, uma vez que, pelo teorema 1, ¥ @ R determinam um dnico plano. Portanto, r é ainterseccdo de e B.

(UFPE) Sejam 7, e T, planos que se interceptam em uma reta t e formam um angulo de 45°. Em &, escolha pontos P,
PP, P, eP, dlstando respectivamente 3 cm, 7 cm, 8 cm, 15cm e 21 cm de t.
A reta perpend;cular am, passando por P; intercepta 1, em um ponto Q,. Qual o valor, em cm, de

P,Q, +P,Q, + P.Q, +PQ +P.0.?

z Pesqmse o significado de angulo g

capitulo 10 | Beometria espacial de posicdo — Uma introdugdo intuitiva 201
Figura 6.18: Método dedutivo
Enfim, o método axiomatico foi apresentado de forma desvinculada, é como se toda

teoria apresentada no livro 2 ndo fosse necessdria e ndo tivesse importancia na aplicacao do
sistema dedutivo.
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6.5 Analise da seciao Atividades Adicionais apresentada no
livro 2

No final do capitulo € apresentada uma lista de exercicios, intitulada atividades adicio-
nais, a qual relaciona questdes de vestibulares divididas por regido (Norte, nordeste, centro-
oeste ...), conforme podemos ver nas figuras 6.19 e 6.20. Essa é uma atitude considerada
vantajosa pois, prepara o aluno para o tipo de questdes que ird se deparar nos processos se-
letivos que ird se submeter. Por esse motivo, € interessante que esse tipo de questdo seja
trabalhada, ndo s6 no final do capitulo e sim, durante todo o estudo e, essa atitude ndo foi

executada no decorrer do livro 2.

Atividades adicionais

AS QUESTOES DE VESTIBULAR FORAM
TRANSCRITAS LITERALMENTE. EMBORA EM ALGUMAS
APARECA: “ASSINALE", “INDIQUE", ETC.,

NAO ESCREVA NO LIVRO.

TODAS AS RESPOSTAS DEVEM SER DADAS NO CADERNO.

A seguir, separadas por regides geograficas, relaciona-
mos algumas questdes de vestibular que envolvem o con-
tetido deste capitulo.

Regido Norte

(Ufam) Se r e s sdo duas retas paralelas a um plano o,
entéo:

a) resseinterceptam.

b) re s sdo paralelas.

©) ressao perpendiculares.

d) r e s sdo reversas.

e) nada se pode concluir.

(Ufam) Considere as afirmacoes:
1) Duas retas no espaco, paralelas a uma terceira, sdo

paralelas entre si.

1) Um plano o, perpendicular a uma reta de um plano
B, é paraleloa .

lll) Dois planos perpendiculares 8 mesma reta sio pa-
ralelos.

Entao:

a) Todas sao falsas.

b) Todas sio verdadeiras.

c) Somente || é falsa.

d) Somente | é falsa.
€) Somente lll é falsa.

Regido Nordeste

202

(UFPB) Assinale a alternativa cuja proposicéo é sempre

verdadeira.

a) A projecéo ortogonal de uma reta num plano é uma
reta.

b) Duas retas distintas que ndo tém ponto comum sio
paralelas.

¢) Se dois planos distintos sdo paralelos, entdo toda
reta de um é paralela a qualquer reta do outro.

d) Se duas retas sao ortogonais, ent&o existe um Gnico
plano que passa por uma delas e é perpendicular 3
outra.

e) Dois planos secantes séo perpendiculares.

(Ufal) Se uma reta r é perpendicular a dois planos o e
B, a # B, entdo é verdade que:

a) a é paralelo a qualquer plano que contenharr.

b) B contém todas as retas perpendiculares ar.

) adistanciaentre a e 3 éiguala 10 cm.

d) « e B s&o paralelos entre si.

€) a e B sdo perpendiculares entre si.

(UFC-CE) Coloque V nas afirmagoes verdadeiras e F
nas afirmacées falsas.

() Dado um ponto M num plano, existe uma Gnica
reta passando por M e contida no plano.

(=) Dados dois pontos distintos P e Q no espaco, exis-
te um plano que os contém.

(=) Existe um Unico plano que contém trés pontos ndo
colineares.

() Trés pontos quaisquer num plano determinam
sempre trés retas contidas neste plano.

A sequéncia correta de letras, de cima para baixo, é:
a)V,V,F,F. S EN.V,E,
b)V,F,F, V. d)F,F,V,V.

(UFBA) Na quest&o a seguir escreva nos parénteses a
soma dos itens corretos.

Sobre pontos, retas e planos, pode-se afirmar:

01) Por trés pontos, passa uma Unica reta.

02) Por trés pontos, passa um Gnico plano.

04) Porum ponto fora de um plano, passa uma tnica
reta perpendicular a esse plano.

08) Planos paralelos interceptam duas retas distintas

quaisquer, determinando sobre elas segmentos

proporcionais.

O plano que contém uma perpendicular a outro

plano é perpendicular a esse segundo plano.

32) Toda reta paralela a um plano é paralela a qual-
quer reta desse plano.

Soma (=)

16,

Regido Centro-Oeste

(UEG-GO) Observe e classifique as afirmacées abaixo
como sendo verdadeiras ou falsas:
) Se um plano intercepta dois outros planos parale-

los, entéo as intersec¢des sio retas paralelas.

1l) Se dois planos séo paralelos, qualquer reta de um
deles é paralela a qualquer reta do outro.

) Se uma reta é paralela a dois planos, entao esses
planos sao paralelos.

IV) Sedois planos sao paralelos, uma reta de um deles
pode ser reversa a uma reta do outro.

Marque a alternativa correta:

a) Apenas as afirmacées | e Il sdo verdadeiras.
b) Apenas as afirmacées | e Il sio verdadeiras.
) Apenas as afirmagées | e IV sdo verdadeiras.
d) Apenas as afirmacées Il e IV sdo verdadeiras.
€) Apenas as afirmagées Il e IV séo verdadeiras.

(UEG-GO) No espaco tridimensional, sdo dadas as retas

reseosplanos «a e B. Entre as afirmacées abaixo, a

Unica correta é:

a) Se as retas r e s ndo possuem pontos em comum,
entéo elas sao paralelas.

matematica

Figura 6.19: Atividades Adicionais
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b) Se a e B sio perpendiculares entre si e r perpendi-
cular a o, entdo r € paralela a 3.

) Se as retasr e s sao paralelas ao plano , entao elas
sao paralelas entre si.

d) Se a e B sdo perpendiculares entre si, entdo o &
perpendicular a todas as retas contidas em (.

(UEMS) Assinale a afirmacao correta.

a) Uma reta e um plano séo paralelos. Toda reta per-
pendicular & reta dada é perpendicular ao plano.

b) Se uma reta é perpendicular a duas retas distintas
de um plano, entio ela é perpendicular ao plano.

¢) Uma reta perpendicular a um plano é perpendicu-
lar a todas as retas do plano.

d) Se uma reta é perpendicular a duas retas parale-
las e distintas de um plano, entdo ela esta conti-
da no plano.

e) Para uma reta ser perpendicular a um plano € sufi-
ciente que ela seja perpendicular a uma reta do
plano que passa por seu trago.

Regiao Sudeste

(ITA-SP) Qual das afirmagdes abaixo é verdadeira?

a) Trés pontos, distintos dois a dois, determinam um
plano.

b) Um ponto e uma reta determinam um plano.

¢) Se dois planos distintos tém um ponto em comum,
tal ponto é unico.

d) Se uma reta é paralela a um plano e nao esta con-
tida neste plano, entdo ela ¢é paralela a qualquer
reta desse plano.

€) Se a é o plano determinado por duas retas concor-
rentes r e s, entao toda reta m desse plano, que é
paralela ar, ndo seré paralela areta s.

(ESPCEX-SP) Considere as seguintes proposigoes:

) Toda reta paralela aum plano é paralela a qualquer
reta desse plano.

I) Uma reta e um pento determinam sempre um dni-
co plano.

1) Se uma reta é perpendicular a duas retas concor-
rentes de um plano, entao ela é perpendicular a
esse plano.

Pode-se afirmar que:

a) s6 | é verdadeira.

b) s6 lll é verdadeira.

) s6lelll sdo verdadeiras.

d) so Il é falsa.

e) s61elll sao falsas.

(Faap-SP) A tnica proposicao falsa €:

a) no espaco, duas retas paralelas a uma terceira séao
paralelas entre si.

b) uma reta ortogonal a duas retas de um plano é or-
togonal ao plano.

¢) dois planos perpendiculares a mesma reta sao pa-
ralelos entre si.

d) um plano perpendicular a uma reta de outro plano
é perpendicular a este plano.

e) um plano perpendicular a dois planos que se in-
terceptam € perpendicular a reta de interseccao
destes.

(Fatec-SP) Na figura a seguir tem-se: o plano « defini-
do pelas retas c e d, perpendiculares entre si; a reta b,
perpendiculara « em A, com A € ¢; 0 ponto B, inter-
seccaodeced.

b

Se X é um ponto de b, X & a, entao aretas, definida
porXeB:

a) éparalelaaretac.

b) é paralela a reta b.

¢) estd contida no plano a.

d) é perpendicular a reta d.

e) é perpendicular a reta b.

Regiao Sul

(UEL-PR) Considere uma reta s, contida em um plano a,
e uma reta r perpendicular a s. Entao, necessariamente:
a) r é perpendicular a c.

b) r e s sdo coplanares.

) réparalelaaa.

d) r esta contida em .

e) todas as retas paralelas a r interceptam s.

(UEL-PR) As retas r e s foram obtidas prolongando-se
duas arestas de um cubo, como esta representado na
figura a seguir:

Sobre a situacdo dada, assinale a afirmacao incorreta.
a) r e s sao retas paralelas.

b) r e s sdo retas reversas.

c) ressdo retas ortogonais.

d) N3o existe plano contendores.

erNs=g

capitulo 10 | Geometria espacial de posicdo — Uma introdugan intuitiva 203

Figura 6.20: Atividades Adicionais
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Capitulo 7
Conclusoes

Iniciando nossas conclusdes finais, gostariamos de enfatizar que as consideragdes fei-
tas aqui, ndo se remetem as colecdes, Conexoes com a Matemdtica [1] e Matemdtica Contex-
tos e Aplicagoes [3] como um todo, e sim aos capitulo que introduzem a geometria espacial,
principalmente a maneira como o método axiomatico € apresentado ao aluno do ensino mé-
dio.

Com o intuito de favorecer o entendimento do leitor, sempre que nos referirmos aos
livros 1 e 2, estamos tratando da andlise feita, nos capitulos 5 e 6 respectivamente, do nosso
trabalho.

7.1 Consideracoes feitas sobre os critérios sugeridos pelo
PNLD

Alguns critérios sdo recomendados pelo PNLD - 2012[11] a fim de que o ensino da
Matematica possa capacitar o aluno a desenvolver o seu conhecimento. Esses critérios foram
citados no capitulo 2, na secdo 2.3 do nosso trabalho e, nos focaremos nos itens 8 e 11 pelo

fato de fazerem referéncia ao estudo da Geometria.

8. Reconhecer regularidades e conhecer as propriedades das figuras geométricas planas e s6-
lidas, relacionando-as com os objetos de uso comum e com as representacdes graficas e

algébricas dessas figuras, desenvolvendo progressivamente o pensamento geométrico;

11. Estabelecer relagOes entre os conhecimentos nos campos de numeros, funcdes, equacdes
algébricas, Geometria analitica, Geometria, Estatistica e Probabilidade, para resolver
problemas, passando de um desses quadros para outro, a fim de enriquecer a interpre-

tacdo do problema, encarando-o sob varios pontos de vista.
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Livro 1

Considerando os itens citados acima e, salientando que fizemos a andlise apenas de
um capitulo do livro analisado, observamos que os autores do livro 1, atendem as exigéncias
descritas pelo PNLD, no item 8, pois ao finalizar o estudo do capitulo, o aluno estara apto
a reconhecer as propriedades de algumas figuras geométricas, aplicar essas propriedades na
sua vida cotidiana e trabalhar com a linguagem simbdlica que, nao deixa de ser uma maneira
de representar algebricamente tais figuras.

Quanto ao item 11 ndo percebemos relacdo entre o contetido trabalhado no livro 1 e
os demais conhecimentos e ramos da Matemadtica. Isso ndo nos garante que os autores nao
atendem a essa exigéncia do PNLD pois observamos apenas um capitulo e, esse requisito

pode ter sido atendido no decorrer do livro.
Livro 2

Dos critérios mencionados acima, percebemos que no livro 2, a exigéncia feita no
item 8 foi atendida, realmente foram apresentadas algumas figuras geométricas com suas
respectivas propriedades e representacdes graficas.

Ja em relacdo ao item 11 ndo percebemos vinculo com contetddos vistos anteriormente

e, a aplicagdo do conteudo na resolucdo de problemas também ndo foi observada.

7.2 Consideracoes feitas sobre as componentes basicas: Con-
ceituacao, manipulacao e aplicacao

Livro 1

Na nossa andlise do livro 1, percebemos que as componentes bdésicas, conceituacao,
manipulagdo e aplicacdo, apresentadas no capitulo 3 do nosso trabalho, podem ser observa-
das.

No geral, consideramos que os autores preservaram uma boa conceituacdo pois, uti-
lizaram uma linguagem adequada e precisa, sem muito formalismo, viabilizando um bom
entendimento do aluno. Nao identificamos erros de impressdo nas defini¢des e foram todas
bem elaboradas, ilustradas e destacadas em forma de caixa de texto e os objetos definidos
gravados em negrito, salientando que encontramos alguns termos destacados em negrito e
nao definidos a exemplo, na figura 5.17 o termo perpendicularismo nao € definido.

Podemos observar a componente manipulagdo quando os autores utilizam uma sequén-
cia de definicdes e postulados para construir toda uma teoria, como também nos exercicios
resolvidos e propostos, desenvolvendo no aluno atitudes condicionadas na resolucdo de situ-
acoes problemas.

A aplicagdo é a componente bdsica menos observada na nossa andlise. Nos exercicios

pouco notificamos a presenca de contextualiza¢des que vao de problemas triviais do dia a dia
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a questdes aplicadas a outras dreas de conhecimento ou seja, problema que possam vincular
o contetido explorado com a realidade do aluno.

Livro 2

As componentes bdsicas conceituagdo, manipulacdo e aplicacdo apresentadas no capi-
tulo 3 do nosso trabalho podem ser observadas no livro 2. No entanto, podemos perceber que
a conceituacao € a mais enfatizada pois a forma como o autor destaca, em caixas de texto
de fundos coloridos, as defini¢des, axiomas e teoremas € uma postura fiel na utilizacdo da
conceituagao.

A questdo da manipulacdo poderia ter sido melhor explorada no decorrer do livro 2.
De acordo com as defini¢des e os postulados apresentados no decorrer do capitulo, alguns
teoremas deveriam ter sido demonstrados e assim apresentado o método axiomdtico. Com
iss0, o aluno compreenderia a importincia de estudar tais contetidos.

Em relacdo a aplicagdo, sentimos falta de exercicios resolvidos envolvendo o contetido
apresentado pois esses exercicios levam o aluno a fixar e exercitar toda teoria apresentada.
Nos exercicios propostos ndo observamos aplicacdes que despertassem no aluno o prazer em

estar estudando algo que tenha conexao entre os temas apresentados e o mundo real.

7.3 Nossas consideracoes sobre a apresentaciao do método
axiomatico

Livro 1

No capitulo 4 do nosso trabalho, apresentamos uma sequéncia de conceitos que devem
ser utilizados e aplicados ao se desenvolver a teoria do método axiomadtico ou sistema dedu-
tivo. Diante do exposto, percebemos que essa teoria € bem aplicada no livro 1, os autores
se preocupam em construir gradativamente o método axiomatico, definindo no¢des primiti-
vas, apresentando postulados (axiomas), definindo alguns objetos e utilizando toda teoria na
demonstracdo de alguns teoremas.

Percebemos que no inicio do livro 1, o método axiomatico € muito aplicado e, a medida
que os autores vao apresentando essa teoria, sua utilizacao vai se tornando menos evidente
pelo simples fato de j4 se ter uma teoria construida ndo havendo necessidade de repetir o que
ja foi apresentado.

Em relacdo ao sistema dedutivo, observamos que na citacdo do PNLD apresentada
na pagina 22 do nosso trabalho, realmente os autores ddo um tratamento cuidadoso a Geo-
metria, aplicando de forma coerente e sobre um rigor adequado, o0 método axiomético em
demonstracdes pertinentes.

Concluimos assim, que o livro 1, € considerado um material que consegue repassar as

informagdes necessdrias ao aluno para a assimilagdo do que seja o sistema dedutivo e suas
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devidas aplicagdes. Quanto a nds, professores, podemos usufruir do livro didatico anali-
sado como auxilio na transmissao do conteido, todavia, devemos buscar sanar as pequenas

lacunas deixadas pelos autores no decorrer do material.
Livro 2

Como mencionamos no decorrer de nossa andlise, no livro 2, segundo nossa anélise,
nao é dada a importancia necessaria ao método axiomdtico, percebemos que o autor fala
de conceitos primitivos, postulados e teoremas, fornece uma ordem de apresentacdo (Fundo
rosa - definicdes, fundo laranja - teoremas e fundo azul - postulados) que ndo conduz ao que
se esperaria, o importante seria utiliza-los para demonstrar resultados geométricos.

A forma como o sistema dedutivo € exposto, o aluno é um agente passivo no processo
ensino-aprendizagem, € levado a aceitar como verdadeiro o que lhe € imposto, pelo autor e
pelos desenhos.

As demonstragdes apresentadas no final do capitulo analisado aparecem como uma es-
pécie de desencargo de consciéncia, para nao dizer que ndo foi feita nenhuma demonstracao.
E como se os conceitos apresentados durante o capitulo seja uma colecdo de definicdes e
afirmacdes que devem apenas ser memorizadas pelo aluno e que nio tem nenhuma utilidade.

Enfim, em se tratando do método axiomaético o livro 2, na nossa concep¢ao, nao seria
o material satisfatério na transmissdo dessa teoria. Deixa lacunas significativas na compre-

ensao do conteudo.
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